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Empleo de técnicas de regularizacion para la
solucion del problema inverso unidimensional en la
Tomografia Optica Difusa

Use of regularization technics for the solution of the
one-dimensional Difusse Optical Tomography
inverse problem

Carmen Tejeda Toledo'*, Luis Orlando Castellanos Pérez?

Resumen Los problemas inversos se han convertido en una herramienta de gran potencial dentro de las
Matematicas. En la presente investigacion se abordaran elementos relacionados con la teoria general de
los problemas inversos y su aplicabilidad a la tomografia ptica difusa. Se hara uso de la pseudoinversa de
Moore-Penrose como caso particular de inversa generalizada. Se describiran elementos relacionados con el
método de descomposicion en valores singulares de una matriz, la solucion de sistemas lineales en el sentido de
minimos cuadrados y la teoria general de la regularizacion, abordada a través de tres métodos fundamentales:
la descomposicion en valores singulares truncada, la regularizacion de Tikhonov y el método de las iteraciones
de Landweber. Ademas se formulara y resolvera el problema inverso unidimensional en la tomografia éptica
difusa por los métodos ya mencionados, realizando una comparacion entre ellos para seleccionar el que brinda
mejor comportamiento ante diferentes variaciones de los parametros involucrados.

Abstract Inverse problems have become a tool of great potential in Mathematics. In the current research,
elements related to the general theory of inverse problems and their applicability to the diffuse optical tomography
are exposed. The Moore-Penrose pseudoinverse as particular case of generalized inverse is also presented.
Furthermore, elements related to the singular value decomposition of a matrix, the solution of linear systems
in the sense of least square, and the general theory of regularization, approached through three fundamental
methods: the truncated singular value decomposition, the Tikhonovs regularization, and the Landwebers iterative
method are described. The methods already mentioned are used to numerically solve the one dimensional
version of the inverse problem in diffuse optical tomography, which model is also described in this paper, making
a comparison between them to select the one that provides better behavior against different variations of the
parameters involved.
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Introduccion

La tomografia 6ptica difusa construye iméagenes a partir
del comportamiento de un grupo de fotones al atravesar un

cuerpo utilizando luz casi infrarroja. Ofrece varias ventajas:

es una modalidad de examen no invasiva, da posibilidad de
ser usada para exdmenes neonatales, el sistema de obtencién
de imégenes es seguro, de bajo costo, relativamente simple
y, en la mayoria de los casos, incluso transportable; ademas
la obtencién de informaciones precisas sin causar dafios a
los pacientes es de gran valor para un diagndstico certero. El

enfoque mas usado de este problema inverso responde a la
version tridimensional, para la cual se han planteado varios
métodos de regularizacién y modelos computacionales. La
complejidad que encierra esta version tridimensional la hace
inaccesible para un pais subdesarrollado como Cuba donde
todavia no se ha estudiado esta técnica, hasta donde pudo
conocer esta investigacion, ni se cuenta con los recursos mate-
riales para implementarla; entonces se impone la necesidad
de desarrollar y resolver la version unidimensional de este
problema inverso como base para comprender y poder lle-
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var a la prictica el problema tridimensional. Lo planteado
anteriormente, genera la siguiente problematica expresada
en el hecho de que desde el punto de vista matematico, en
la actualidad, todavia no hay una teoria totalmente completa
que permita apoyar las investigaciones médicas dedicadas a
la deteccion del cancer de manera no invasiva. Es por ello que
esta investigacion se propone como objetivo: determinar cudl
método de regularizacidn lineal brinda mejor precisién para
resolver el problema inverso unidimensional en la tomografia
optica difusa..

1. Problemas Inversos

En las dltimas dos décadas los problemas inversos se han
posicionado como una de las dreas de mayor crecimiento
en Matematica Aplicada. En [4] se define como problema
inverso aquel que tiene el objetivo de determinar causas a
través de efectos observados. Las teorias fisicas permiten ha-
cer predicciones, es decir, dada una descripciéon completa de
un sistema fisico (modelo), se puede predecir el resultado
de algunas mediciones, éste es el llamado problema directo.
El problema inverso consiste en utilizar el resultado real de
algunas medidas para deducir los valores de los pardmetros
que caracterizan el sistema. En general, se considera a los
Problemas Inversos como rama de las Matematicas a raiz
de la aparicién de los trabajos de Tikhonov [9], con la in-
troduccién de los métodos de regularizacién para problemas
mal planteados: el argumento basico es que sus ideas permi-
tieron a la comunidad cientifica romper con lo que ahora se
considera un prejuicio histdrico y que tiene su origen en un
concepto que, por otro lado, ha hecho avanzar grandemente
las Ecuaciones en Derivadas Parciales: el concepto de proble-
ma bien propuesto o bien planteado (well-posed). Hadamard
[5] afirm6 que los problemas de interés fisico son aquellos
que tienen una solucién unica que depende continuamente de
los datos, es decir, es estable con respecto a toda perturbacion
en los datos. Los problemas que no satisfacen alguna de estas
condiciones, se denominan mal planteados (ill-posed).

2. Preliminares Matematicos. Inversa
generalizada

La inversa generalizada es una generalizacion de la no-
cion de inversa de matrices la cual se aplica a matrices no
cuadradas, como caso particular de inversa generalizada se
encuentra la pseudoinversa de Moore-Penrose [1], descubierta
por Eliakim Hastings Moore en 1920 y reinventada por Sir
Roger Penrose en 1955.

Definicion 2.1 Pseudoinversa de Moore-Penrose. Sean m y
n€Nysea A€ R™" Una matriz AT € R se dice que
es la pseudoinversa de Moore-Penrose de A si satisface las
condiciones siguientes:

1. Condicion general: AATA = A

2. Condicion reflexiva: ATAAT = AT

3. Condicién normalizada: AA* € R™ es autoadjunta, es
decir AAT = (AA™T)'

4. Condicion normalizada reversa: ATA € R"es autoad-
junta, es decir AYA = (ATA)'

2.1 Descomposicion en valores singulares

La descomposicion en valores singulares (SVD) es una
importante factorizacién de una matriz rectangular andloga
a la diagonalizacién de matrices simétricas. Los siguientes
teoremas [1] garantizan la SVD de cualquier matriz A y una
expresion para su pseudoinversa.

Teorema 2.1 Sea A € R™*" y rang (A) = r = min{m,n}. En-
tonces existen matrices unitarias U € R™ yV € R" tales que

A=USV' (1)

donde S € R™" es una matriz que tiene como r primeros
elementos de la diagonal los valores singulares positivos de
Ay todos los otros elementos iguales a cero.

Teorema 2.2 La pseudoinversa de Moore-Penrose AT € R"™™
de A estd dada por

AT =vsTU! )

donde S* es la pseudoinversa de S, cuyos elementos son los
reciprocos de los valores singulares no nulos de A, yU y V
son las matrices ortogonales que resultan de descomponer a
A en valores singulares.

2.2 Solucion de sistemas lineales en el sentido de

minimos cuadrados

Se parte del siguiente problema. Sean A € R™*" y y €
R™ dados. Determinar x € R” tal que y = Ax. Cuando este
problema no tiene solucién lo que se hace es relajar el con-
cepto de solucidn considerando soluciones aproximadas; en
minimos cuadrados se toma £ € R” que cumple ||[AX—y|| =
mingeg|[Ax — y|| [11.

Teorema 2.3 Sea A € R™*", y € R™. El problema de mini-
mizacion

X = argmin,ege ||Ax — y||
tiene la misma solucion £ € R" que la ecuacion A'AX = A'y.
Ademds es unica si 'y solo si A (A'A) = {0}.

3. Métodos de regularizacion para la
solucion de problemas mal planteados

El mal planteamiento de los problemas inversos es re-
suelto usando técnicas conocidas como de regularizacioén que
consisten en introducir alguna clase de informacién a priori
acerca de la solucion deseada para estabilizar el problema. En
términos matematicos, su objetivo consiste en aproximar la
solucién x de la ecuacién y = Ax, a partir del conocimiento
del dato directo perturbado y5 con un nivel de error dado:
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|y —y?|| < 8. Las definiciones y los teoremas que se brindan
a continuacion reflejan los aspectos esenciales dentro de la
teorfa de la regularizacion [6].

Definicion 3.1 Una estrategia de regularizacion es una fa-
milia de matrices Ry, : R™ — R", @ > 0, de forma que

lim Ry Ax = x,Vx € R” 3)
oa—0
El pardmetro o es llamado pardmetro de regularizacion y
x%% = Ryy® es la aproximacion de la solucion x de y = Ax.

Teorema 3.1 Sea A € R™*" una matriz con sistema singular
(ui, 0;,v;), y sea q una funcion, q : (0,00) X [0,,01] — R, tal
que para cada o > 0 existe una constante C(a) de forma que:

1. |q(a,0)| <C(a)o, o € [0, 01]
2. limg0g(0,0) =1, 0 € [0, 01]

Entonces la familia de matrices Ry, € R™™, o > 0, definidas

como
r

1
Ray:=Y —q(a,0;)(y,ui)vi,y € R" )
i=1 9
describe una estrategia de regularizacion con ||Ry|| < C(@).
La funcion q es llamada una funcion filtro regularizadora
para A.

Teorema 3.2 Supongamos que la primera hipotesis del teore-
ma 3.1 se cumple entonces, si la segunda hipotesis del teorema
3.1 se sustituye por:

(04
1. Existe Cy >0 tal que |q(o,0) — 1| < Clg, Ya>0y

ademds x € #(A") entonces |RqAx —x|| < C1v/a||z]|
donde x = A'z.

(04
2. Existe C; > 0 tal que |q(a,0) — 1| < ng, Yoo >0

y ademds x € Z(A'A) entonces |RqAx — x| < Cro||z|
donde x = A'Az.

3.1 Descomposicion en valores singulares trunca-
da
La descomposicion en valores singulares truncada (TSVD)
es un método para mejorar el mal condicionamiento del pro-
blema reemplazando los mds pequefios valores singulares no
nulos de A por ceros [1].

Teorema 3.3 Sea A € R™*" no nula con descomposicion en
valores singulares A= USV' donde S11 > Sy > ... > S,, >0
v Sij =0V i# j. La descomposicion en valores singulares
truncada (TSVD) de A es la matriz

Ay =USV!

dondeke{1,2,...r—1}y (S(k>)ii = Sji cuando i < ky
(S(k))ij =0 en otro caso.

3.2 Regularizacion de Tikhonov

Este método puede ser introducido de dos formas [6]: a
través de un problema de minimizacién o como un caso espe-
cial del Teorema 3.1. Para el primer caso Tikhonov sugirid,
para superar el mal planteamiento, transformar la ecuacién
normal a una ecuacién de la forma (A’A + al)x = A’y que
tiene la misma solucién que el problema de minimizacion:

Xq = argmin{HAx—sz+(x||xH2}, o> 0.

Tomando en cuenta que se trabaja con datos perturbados y°,
se define el funcional de Tikhonov como:

Ja(x®) = Ax® =3° P + a|x°|*, o = () > 0. (5)

Ademis el valor infimo de este funcional x*% debe satisfacer:
[Ax®® —y9|| = §. Una descripcién formal de esta técnica
como un problema de minimizacién se refleja en el siguiente
teorema [6]:

Teorema 3.4 Sea A € R™" y oo > 0. Entonces para cada
y € R™ existe un tinico x* € R" tal que
Jo(x*) = min Jg (x)
xeR”
El minimizador x* coincide con la solucion vnica de la ecua-

cion normal
(A'A+al) x* = A'y.

Una descripcién formal de la regularizacién de Tikhonov
como caso particular del Teorema 3.1 es la siguiente [6]:

Teorema 3.5 Sea A € R™*" una matriz dada. Entonces, para
cada o > 0 la matriz A'A + o es inversible. Mds aiin, la fami-
lia Ry = (A'A+ o) "' A" describe una estrategia de regula-
rizacion con ||Ry || < ——.
IRell < 57
Es importante preguntarse en cualquier problema que se
desee resolver ;como elegir el parametro de regularizacion
a? En este trabajo se escogio el principio de discrepancia de
Morozov [6] como criterio de eleccién de dicho parametro.

Teorema 3.6 Sea A € R™*" con rango completo por colum-
na. Seay=Ax, x ER", y e R", y c R™y ||y —y| < §|y?|.
Sea x*9)-3 [q solucién del método de Tikhonov que satisface
[Ax®(®):8 13| = 8,78 € (0, 8). Entonces: x*(®):8 — x para
6 — 0, es decir, el Principio de discrepancia es admisible.

3.3 lteraciones de Landweber

Los algoritmos para la regularizaciéon de Tikhonov tien-
den a destruir la estructura especifica de la matriz de los
coeficientes cuando esta tiene grandes dimensiones. En 1951,
Landweber [7] realiz6 la sugerencia de escribir para el sis-
tema y = Ax la ecuacién normal A’Ax = A’y en la forma de
una ecuacién de punto fijo x = (I— AA’A)x+ AA'y para algtin
A > 0, llamado pardmetro de relajacién. El método iterativo
clasico de Landweber [6] tiene el siguiente algoritmo:

X0 = 0K =k - QAT (A —y) = (T-AA"A)X* + 1A%y (6)
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donde k € N, A € R. Por induccidn con respecto a k se obtiene
que x* = Ry, donde

k—1 X
Ri:=AY (I-2A'A)'A" k=1,2,...
i=0

Si (uj,0},v;) es el sistema singular de A, entonces Ry admite
la siguiente representacion:

r k .
Riy= Yy W%, ™

j=1 J

donde g(k,0) = 1 — (1 — A6?) es una funcién filtro que
1
cumple las hipétesis del Teorema 3.2 para C(a) = ——=

2V’
1
C = 5 G =1
Teorema 3.7 Sea A € R™*" una matriz dada, y sea 0 < A <

1
W. Entonces la familia de matrices R, € R™™, definidas
por (7) describen una estrategia de regularizacion con pardme-

1
tro o = 77 IRk]] < VKA.

La iteracion de Landweber es un método de regularizacién
lineal siempre que la iteracién esté truncada en algin indice
finito k* [6]. Existen dos criterios de parada para la determi-
nacién de k*, uno a priori donde solo depende del nivel de
ruido k* = k*(0) y otro a posteriori donde ademas también
depende de los datos perturbados k* = k*(8,y%). En este tra-
bajo se emplea el criterio a posteriori dado por el Principio de
discrepancia de Morozov que realiza la iteracidn siempre que
|Ax® —y9|| > 18 se cumpla con 1 > 1.

4. Problerpa inverso en la Tomografia
Optica Difusa (DOT)

El objetivo de la obtencién de imdgenes Opticas usando
luz difusa casi infrarroja, es obtener informacion cuantitativa
acerca de cambios en las propiedades dpticas dentro del tejido
usando mediciones de frontera, es decir, el objetivo fundamen-
tal de la DOT es basicamente reconstruir los coeficientes de
absorcién y dispersion de un medio macroscépico para medi-
ciones en la frontera. El problema en cuestion parte de los
siguientes elementos [2]. Sea Q = {x : x > 0}. La densidad de
energia P obedece a la versién unidimensional de la ecuacién
de la difusidén de time-dependence:

8(13 *Dazé > o 8
S50 = D3P — el () B(x1) )

donde x € Q y el coeficiente de difusién D se toma constante,
U, se denomina coeficiente de absorcién. La densidad de
energia debe satisfacer las condiciones inicial y de frontera
siguientes:

O0,1)—loe L0120 (9

D (x,0) =6(x—x1) 7

Como d decrece exponencialmente, se considera para
k > 0 la transformada de Laplace:
® (x,k) = / DI (x, 1) dr (10)
0
que satisface la ecuacion siguiente, donde la dependencia de
® en k se suprime para simplificar notacién:
() 442 (140 () D () = L5 )
——P(x X X)=—=0(x—x
dx? n D !
donde k es el niimero de onda difusa y 7 (x) es la parte espa-
cialmente variante de la absorcion. El problema directo con-
siste en dadas las distribuciones de fuentes emisoras de fotones
en la frontera del dominio y dado el valor de los parametros
opticos relacionados, determinar el flujo de fotones resultante
en la frontera. La solucidn del problema directo estd dada por
la siguiente ecuacién integral

Y

(1) =& () K [ Gy MmNy (12

donde G (x,y) es una funcién de Green de la forma

1 | 1=kl :
Goy) =550 (e"“ + e"’eklxﬂ')

13
. (13)

y @; (x) es el campo incidente que satisface (11) con 11 = 0.
La ecuacioén integral (12) puede ser linealizada con respecto a
7N (x) reemplazando ® en la parte derecha por ®;, la cual es
una aproximacion precisa cuando el soporte de 1) (supp(n)) y
1 son pequefios. Si ademads se introduce el dato de dispersion
b, = P, — P, se obtiene:

®, <x1,x2)=k2/QG(xl,y)G(y,xz)n(y)dy (14)

Aqui @ (x1,x;) es proporcional al cambio en la intensidad
debido a un punto fuente en x; que es medido por un detector
en x,. En la geometria de retrodispersion, la fuente y el detec-
tor estdn ubicados en el origen (x; = x» = 0); utilizando esto,
junto a la ecuacion (13) y omitiendo constantes totales, (14)
se convierte en la siguiente ecuacién integral de Fredholm de
primera especie:

0,0 = [ e max

Lo que permite reformular el problema directo como: dada
la parte espacialmente variante del coeficiente de absorcion
n(x) y el nicleo K = e~**, determinar el dato de dispersién
®d; (k). Entonces el problema inverso puede definirse como:
dado el nicleo K = e ¥ y el dato de dispersién ®; (k) de-
terminar la parte espacialmente variante del coeficiente de
absorcién 1 (x). Dicho problema inverso podria verse como el
de invertir la Transformada de Laplace el cual es un problema
exponencial mal planteado y su resultado es una integral de
gran complejidad:

15)

ne = [[dk [Tasr(Ormg0em a6
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donde el regulador R es introducido para controlar la contribu-
cién de los valores singulares pequefios.

Otra via de solucién pudiera ser tomar dicha integral desde
cero hasta un valor finito L, es decir, transformar el intervalo
de [0;00) a un intervalo finito [0;L], lo cual es posible pues
solo se necesita considerar que la sefial x desaparece fuera de
este intervalo que constituye el soporte de dicha variable. Una
via eficiente de resolver este problema inverso mal planteado
seria discretizar dicha ecuacién integral y luego aplicar los
diferentes métodos abordados en la seccién anterior.

4.1 Discretizacion de la ecuacion integral

En esta investigacion se utilizan dos reglas de discretiza-
cién de ecuaciones integrales: la regla de Simpson compuesta
y la trapezoidal compuesta. La primera se emplea para gene-
rar la matriz de los coeficientes y asi resolver el problema
directo. La segunda regla se emplea para generar la matriz de
los coeficientes y asi resolver el problema inverso. La regla
de Simpson compuesta y la regla Trapezoidal compuesta
constituyen dos de las formulas de Newton-Cotes cerradas
para la integraciéon numérica, ambas consisten en dividir el
intervalo [0, L] en n subintervalos de longitud /. Las hipétesis
de la regla de Simpson son las siguientes [3]:

bh—
Teorema 4.1 Sea f € C*[a,b], n par, h= — yxj=a+ jh
n

, j=0,1,...,n. Entonces existe L € (a,b) tal que la regla de
Simpson compuesta para n subintervalos puede ser escrita
como:

F4Y Sl + ) - S ) a)
=1

Utilizando las mismas hipétesis anteriores pero cambiando
el hecho de que solo es necesario que f € C2[a,b], la regla
trapezoidal puede enunciarse como:

n—1
[ s = 31706 +2 % (512) = 0]~

b—a 2 ol
—ﬁhf (m) (18)

La funcién en cuestién es f(x) = e **n(x),i=1,...,m,

L
h = —y xj = jh por tanto aplicando Simpson:
n

@, (ki) = [y e k¥ (x)dx = B 0m (xo)+
51 3
+2 ) e ) +4 Y e (o) e ()]

j=1 j=1
(19)
Aplicando trapezoidal compuesta:

®, (k) = [k (x)dx ~

h, _ X = —kixj —KiX;
e ion(x) +2 Y e Mn(x;) +ef i (x,)]  (20)
=

Si se expresa la sumatoria (19) en forma matricial, se
obtiene el sistema de ecuaciones lineales y = Bx, donde

D, (ky)
@, (k)
y= .
q)s (km)
e kX0 ge—kixi  Dp—kix e kixn
h €7k2x0 4€7k2xl 287k2x2 e*kzxn

B=_
3

e*kmx() 4efkmxl zefkaZ

Si se expresa la sumatoria (20) en forma matricial, se
obtiene el sistema de ecuaciones lineales y = Ax, donde x y y
se mantiene iguales pero el nicleo B cambia y se transforma
en la matriz A dada a continuacion:

e ktxo e—kixi  pp—kixa e kixn
h eszxo 2efk2x1 2efk2x2 e*kzxn
A==
2 . . . .
e—kmxo 2e_kmxl ze_kmx2 e—kmxn

Se concluye que: y es un vector de orden m x 1, A y B son
matrices de orden m X (n+1) y xes de orden (n+1) x 1, es
vélido aclarar que también se tendrd en cuenta el caso en que
m#n+1.

5. Principales resultados

Como parte de este trabajo se elaboraron cédigos de pro-
gramacion en el software MATLAB de ambas reglas de dis-
cretizacion abordadas anteriormente, ademas de los codigos
de la descomposicién en valores singulares de una matriz y
de los tres métodos de regularizacién, con sus distintos enfo-
ques. Posteriormente se resuelve un problema test [6], similar
al problema inverso unidimensional en la tomografia dptica
difusa que viene dado por la siguiente ecuacion integral de
Fredholm de primera especie:

1
/ (1+ts)e"x(s)ds=¢€',0<t <1,
0
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la cual tiene solucién unica x(z) = 1. Con los resultados
obtenidos se verifico6 que los métodos implementados en
MATLAB son vélidos para resolver un problema inverso mal
planteado.

Para resolver el problema inverso unidimensional en la tomo-
grafia Optica difusa se emplean los siguiente datos:
Q={xeR:0<x<09}, se emplean los valores reales de los
pardmetros Opticos en las longitudes de onda entre 750nm y
830nm reportados en [8],0,02 < u, < 0,08y 4 < u! <14, ex-
presados en em™ !, el factor de anisotropia g = 0,9, el nimero
de onda difusa, expresada en cm, varia de modo decreciente
en el rango de 0,157079632679 a 0,04487989505128. Para
obtener el rango en que varia la parte espacialmente variante
de la absorcién 1n(x) se elaboraron en MATLAB dos fun-
ciones que muestran el comportamiento de los coeficientes de
absorcién y dispersion reducido, se cred ademds un programa
principal que se utilizard para el procesamiento de los datos y
la obtencién de los resultados.

En el mismo se utiliza m =26 y n = 16 para la discretizacion,
se determina el rango de variacién de la solucién exacta 1(x)
dada por un vector de orden 17 x 1, se genera la matriz B
para resolver el problema directo por la regla de Simpson
lo cual permite conocer los datos, es decir, la parte derecha
del sistema y, la cual es un vector de orden 26 x 1, se de-
termina por la regla trapezoidal el niicleo A de la ecuacién
integral para resolver el problema inverso, el cual es una ma-
triz mal condicionada pues su nimero de condicionamiento
k(A) =2,1256-10'7 y sus valores singulares tienden a cero,
luego este problema inverso es mal planteado y es necesario
aplicar métodos de regularizacion para su resolucién. Se con-
sidera que los datos y elaborados anteriormente estan sujetos a
ciertos ruidos, lo que ocurre frecuentemente debido a que, en
general, estos datos provienen de la discretizacion de una fun-
cién continua o porque, como es el caso, es un dato obtenido
experimentalmente y por tanto esté sujeto a errores de medi-
cién y aproximacién. El vector con ruidos y° se gener6 uti-
lizando el comando de MATLAB rand a través de la siguiente
expresion yo = y 4 8(—ones(size(y)) 4 2rand(size(y))). Al
utilizar las funciones implementadas en MATLAB en el pro-
grama principal se determina el error entre la solucién exacta
y la solucién con ruidos, sin emplear regularizacién, y se
determinaron los errores para diferentes valores de §. Las
figuras 1 y 2 demuestran el resultado de cualquier intento por
resolver el sistema sin regularizacion. Se realizaron, para cada
método, tablas y figuras con valores para el error cuando hay
presentes distintos niveles de ruido 6 y diferentes variaciones
del pardmetro de regularizacion ¢. Esto permiti6 realizar com-
paraciones entre el método de Tikhonov en sus dos variantes y
la TSVD, en donde se concluy6 que Tikhonov como problema
de minimizacién es el mejor de los tres, y al comparar las
diferentes variantes del método iterativo de Landweber se
concluy6 que tanto la que emplea el niimero de iteraciones
a priori como la que emplea la funcién filtro son las mas
adecuadas, es vdlido aclarar que su uso depende de la disponi-
bilidad de memoria y de tiempo para realizar la SVD que es

T T
Solucion exacta et
—#— Solucidn con ruido etad

Figura 1. Comparacion entre solucién exacta y con ruido
6=0,>5

T T T
Solucidn exacta et
—F— Solucidn con ruido etad

Figura 2. Comparacién entre solucién exacta y con ruido
§=0

una operacién costosa en ambos sentidos.

Las figuras 3, 5, 4 y 6 reflejan el comportamiento de la
solucién exacta y el de las soluciones regularizadas, para
distintos niveles de ruido (6 = 0,1 y 6 = 0), obtenidas para
Tikhonov, como problema de minimizacién y para Landwe-
ber, con el niimero de iteraciones dado a priori. A partir de
ellas se puede notar que los valores obtenidos por Landwe-
ber son mayores que los obtenidos por Tikhonov, aunque el
primero es mds estable con respecto a perturbaciones del la-
do derecho, inclusive para é grandes. Para dar cumplimiento
al objetivo de esta investigacion, que es determinar cudl de
los métodos abordados brinda mejor precision para resolver
el problema inverso unidimensional en la tomografia 6pti-
ca difusa, se concluye que el método de Tikhonov brinda
una solucién aproximada mas precisa que la obtenida por el
método iterativo de Landweber.
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Problema inverso regularizado, n = 16,alpha = 0.01 Problema inverso regularizado, n = 16 alpha = 1e-010
G T T T T T T T T B8 T T T T T T T T
: : : —+— Exact solution et —#— Exact solution et
5 |~ Approximate solution Tikhanav | | © | = Approximate solution Tikhonay | |

i} 1 2 3 4 5 B 7 8 9 i} 1 2 3 4 5 B 7 8 9
b W
Figura 3. Exacta y Tikhonov 6 = 0,1 Figura 5. Exacta y Tikhonov § =0

B Problema inverso regularizado, n= 18 iter = 100 Problema inverso regularizado, n = 16,iter = 10000

T T T L L L I T 5} T T T T T T T

: : : Exact solution el 4*; Exact solution et

: : ¢ | Approximate solution Landweber ter . ¢ | ——— Approximate solution Landweher iter
[T SO L [ [ETRTr R TP P it - . _ 8

Figura 4. Exacta y Landweber 6 = 0,1 Figura 6. Exacta y Landweber § = 0

6. Conclusiones método de Tikhonov es el que brinda la solucién mas
Los resultados obtenidos permiten concluir que: precisa.
= La implementacién se realizdé sobre MATLAB, soft-

= Los fundamentos teéricos-metodolégicos estudiados L . . .
ware que result efectivo, por sus atributos: exactitud y

sobre la teorfa general de los problemas inversos y la

teoria general de la regularizacién, resultaron de vi- confiabilidad.
tal importancia para un correcto andlisis del problema
inverso unidimensional en la tomografia éptica difusa. Agradecimientos
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Resumen En esta ponencia se presenta un sistema de ecuaciones de flujo, con derivada temporal fraccionaria,
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In this paper we present a system of flow equations, with fractional temporal derivative, which
considers the medium as a whole, in addition to the flow equations incorporated into a medium of triple porosity
and triple permeability with the same variant in the temporal derivative , a semi-analytic solution is given.
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Introduccion

La correcta modelacién de un yacimiento petrolero es de
trascendente importancia, ya que permite la toma decisiones
que pueden mejorar la obtencién de hidrocarburos. A lo largo
de los afios, diversos enfoques se han utilizado para modelar
de manera mds completa el comportamiento del fluido dentro
del yacimiento a través de la interpretacion del déficit de
presion. Warren & Root en [14] propusieron ecuaciones en
las que consideraban que la matriz del medio y las fracturas
tenfan una estructura euclidiana. A partir de ese planteamiento
Chang y Yortsos en [7] presentan una formulacién en la que
se considera una fractura fractal en una matriz euclidiana.
Camacho-Velazquez et al. en [3] retoman, en parte, esta idea
y proponen un modelo de doble porosidad en yacimientos
vugulares naturalmente fracturados, en su modelo hacen uso
de una derivada de orden fraccionaria tipo Caputo, la cual
ya habia propuesta en modelos de flujo por Metzler-Glokle-
Nonenmacher como se puede ver en [11]. Camacho et al. en
su articulo [4] han generalizado una ecuacién de flujo cldsica
a una ecuacion que considere el medio como unién de dos
o tres medios porosos (medio fracturado, medio vugular y
matriz del medio para el dltimo de los casos). Los modelos
clasicos se construyen a partir del principio de conservacién
de la masa de cada uno de los fluidos involucrados en el

medio poroso y la ley de Darcy para el fluido en medios
porosos como se ilustra por Peaceman en [12]. La ecuacién
con derivada fraccionaria utiliza una ley de Darcy fraccionaria
deducida por Le Mehaute como se ve en [10] en la forma
que aparece en el articulo de Raghavan, [13], donde el orden
de las derivadas fraccionarias se expresa en términos de la
dimension de Hausdorff del medio.

1. Métodos

El modelo clésico presupone que las propiedades de roca
y fluidos son estables, la hidrodindmica del flujo de fluidos
en el medio poroso es adecuadamente descrita por la ley de
Darcy, la geometria del yacimiento es del tipo euclidiano. La
base del modelo se encuentra en la ecuacién de continuidad
y la ley de Darcy para un flujo a través de un medio poroso,
como se ilustra en [2] y en [12], dichas ecuaciones se pueden
expresar como:

d(pb
%+V'P(PCI) =pT, (D

1
q= —ﬁk(p)(Vp—PgVD)a 2

donde 0 es el contenido volumétrico del fluido;
q = (q1,92,93) es el flujo de Darcy, con sus componentes
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espaciales (x,y,z), ¢ es el tiempo; p es la densidad del fluido;
U es la viscosidad dindmica del fluido; g es la aceleracion gra-
vitatoria , Y es un término de fuente y representa un volumen
aportado de fluido por unidad de volumen de medio poroso
en la unidad de tiempo; p es la presion; D es la profundidad
como una funcién de coordenadas espaciales, generalmente
asimilada a la coordenada vertical z; k es el tensor de permea-
bilidad del medio poroso 0(p) y k(p) son caracteristicas de
la dindmica de los fluidos del medio. La ecuacién general de
transferencia de fluidos se obtiene combinando las ecuaciones
comoen [12] y [8]:

d(p0)
ot

Esta ecuacién diferencial contiene dos variables depen-
dientes, a saber el contenido de humedad y la presion del
fluido, pero estan relacionadas. Por esta razoén, la saturacién
S(p) estd definida asi

8(p) =¢(p)S(p), “)

donde ¢ es la porosidad total del medio. La capacidad es-
pecifica esta definida por

= VPl Bk (VP —pgVD) 4 pY. )

d(p¢s) d¢
C(p) = dp ¢ df + ¢ )
en consecuencia
(pb) _ . 9p
I C(P)g- (6)

En algunos yacimientos las estructuras y/o el comportamiento
de los fluidos no son los ideales, asi que surge el concepto de
memoria, con éste el comportamiento del fluido depende de
su trayectoria espacio-temporal y no el cldsico markoviano,
este concepto ha sido desarrollado por varios investigadores,
entre ellos Caputo en [5], también se ha tratado de reflejar una
estructura fractal de los medios en el modelo, en nuestro caso
usaremos una derivada de tipo Caputo para una versién de la
ley de Darcy, descrita por Le Mehaute en [10] y que Raghavan
en [13] reescribe como:

Ky 97! Ip(x,1)
wotr-t ogx

q(x,1) = @)

1
Y= 7 con dy dimension fractal de Hausdorff del medio,

junto con la ecuacién de conservacion en coordenadas rectan-
gulares:

d

d
$Qi(~f;t) = (PCEP()EJ% (8)

al combinar las dos anteriores ecuaciones se obtiene con un
sistema con simetria radial:

1 9, ap(rt)]

con 7 la dimension euclidiana del medio, en nuestro caso
n=2,

o*
esap(rt). )

1.1 Calculo Fraccional

Existen varias definiciones de derivada fraccionaria: la
mas difundida es la de Riemann-Liouville, solo daremos la de-
finicién de la derivada Caputo por ser la que utilizaremos, una
referencia muy completa en el drea es el libro de Baleanu et al.
[1]. Se define la integral fraccionaria de Riemann-Liouville
de orden & > 0 como:

JOf(t) = (10)

m/ot(t—r)“*'f(r)dn o> 0.

Con la convencién ;J° = I (operador identidad) y la pro-
piedad de semigrupo:
JOIB = B g% = J%B o, B> 0. (11)

Definimos la derivada fraccionaria Caputo de orden & > 0
como el operador ;DY tal que DY f(1) := . J""H, D" f(t), de

aqui que

dan 1 o f(r)dr

— —1

ar {F(m—m b r)ﬂﬂm]’ moo SR
DHe=

dm

e ON"

(12)
La derivada fraccionaria Caputo satisface la propiedad de
que es cero cuando se aplica a una constante. Otra propiedad
importante es que se le puede aplicar una transformada de
Laplace:

L{DEf():s) = s*F(s) Zs”” (),  (13)

m—l<u<k

donde f(s) = L{f(t);s} = /Owe*s’f(t)dt, seC,y
FOO) = Tim £(r).

1.2 Funciones de Bessel
La siguiente ecuacién diferencial de segundo orden

Zﬁ +z i _ (
dz?2  Tdz
donde v es una constante real se llama ecuacion de Bessel
modificada, las soluciones a la ecuacion anterior son llamadas
funciones de Bessel modificadas las cuales toman la siguiente
forma:

Iy(z)

k()= (5) )

sen(vm)

24 vy =0, (14)

. (15)

donde I, (z) son las funciones de Bessel modificadas de pri-
mer tipo, se hace notar que [, y /_, forman un conjunto de
soluciones para la ecuacion (14) y la ecuacién (15) es cono-
cida como la funcién de Bessel modificada de segundo tipo.
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Algunas propiedades de la funcién de Bessel modificada de
segundo tipo son:

d%l(v(ocz) =—aKy_1(az) — %Kv(az), (16)
4 k. (az) = —aK Yk 17
vy 7)=—a V+1(OCZ)+; v(az). a7

1.3 Ecuacion de flujo con derivada temporal frac-
cionaria
Podemos simplificar la ecuacién (9) que representa el
fluido, donde el medio es un todo, asi tenemos:

% k10 [ dp

—=———|r= 18
9ca ot%  uradr (rc?r ’ (18)
donde la expresion de derivada de la izquierda denota la de-
rivada fraccionaria Caputo de orden o € R, con variables
adimensionales, la ecuacion (18) es

d9%pp 1 d dpp
2D - 20 1
dcpa e Kp— I (VD o ) (19)
donde
2nhk(p; — p) k r
= =t ,Ip=—, (20)
pp QoBou b ¢Cr%;u b Ty

donde ¢ representa la porosidad del medio medida en uni-
dades de ::—; c representa la compresibilidad del medio en

unidades de Pa~!, k representa la permeabilidad del medio
con unidades de m?, p representa la presién del fluido en el
medio con unidades de Pa, 1 es la viscosidad del fluido con
unidades de Pa - s, t representa el tiempo en unidades de s, r
representa la distancia del pozo en unidades de m, r,, es un
pardametro de referencia: radio del pozo con unidades de m, h
es el espesor del pozo medido en m, p; es la presion inicial
del yacimiento, el valor de Qg es el caudal con unidades de

m3s~! y By es el factor del fluido (adimensional).

1.4 Transformada de laplace
La transformada de Laplace aplicada a la ecuacién (19)
da el siguiente resultado usando la ecuacién (13):

1 0 op
u*pp = (r pD),u>O,

3. D
rp a}"D 8rD

3y

debido a que pp(fo) = 0, debido a que p = pj;, ent = 1.

1.4.1 Funciones de Bessel
Las derivadas espaciales al ser desarrolladas en la ecua-
cién (21) muestran la siguiente forma:

2 9%pp dpp

b 1D Hupp =0, (22)
)

- =7
arD b

la cual es una ecuacién de Bessel, por tanto su solucidn es:

Pp =AKo(Brp). (23)

Al sustituir la ecuacién (23) en la ecuacién (21) y teniendo en
mente las ecuaciones (16) y (17) para encontrar el valor de 3
se tiene que:

B =+Vu*, u>0. (24)

La ecuacion (23) al considerar el valor de 3, ecuacion (24) es
pp = AK° (rp\Vu®). (25)

En la ecuacion (25) se descarta f = —+/u® debido a que la
funcién de Bessel modificada segundo tipo no estd definida
para valores negativos.

1.4.2 Condiciones de frontera
Para encontrar la solucién de la ecuacién (19), se conside-
ra la siguiente condicién de frontera:
dpp . 1

=——. 26
D 8rD rp=1 u ( )

La sustitucién de la ecuacidn (25) en (26) genera lo siguiente:

A= L [VaTK; (Vi) 27)
Po = VKL (V@) Ko(rpva®). (28)

Por lo tanto , el valor de la presién en la frontera del pozo
(rp = 1) es en el espacio de Laplace:

Polpet = VAR (Vi) Ko(Va). (29)

2. Ecuacion de flujo con triple porosidad
y triple permeabilidad con derivada
temporal fraccionaria

A partir de las ecuaciones de transferencia clasica, Carlos
Fuentes en [8] propone un sistema de ecuaciones de flujo
acoplados con triple porosidad y triple permeabilidad, las
cuales tienen la siguiente forma:

ey 2L — fn 1 0 (0P
mem =3¢~ wrar "or
+amf(pf_pm)+amv(pv_pm)v (30)
1 9Py
con ¢y = — ,
¢n’l apm
(9pf_kfl d apf
i = wrar\"ar
_amf(pf_pm)+afv(pv_pf)a 31
con ! a¢f
Cf=—"—73_»
T 9 dpy
be k13 (o
"o T wror "or
*amv(pv*pm)*afv(pvfpf)a
1 96,
conc, = — . 32)
¢v apv (
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donde ¢, ¢, ¢, representan las porosidades de la matriz del
suelo, el medio fracturado y el medio vugular respectivamente
en unidades de m? / m3; Cm,Cf,Cy TEpresentan la compresibi-
lidad en cada medio poroso en unidades de Pa~'; k,,, kr,ky
representan la permeabilidad de cada medio poroso con uni-
dades de m?; pp, p 7, py Tepresentan la presion del fluido en
cada medio poroso con unidades de Pa; 1 es la viscosidad del
fluido con unidades de Pa - s; ayf,Gmy, @y, son los términos de
transferencia en las interfaces matriz-fractura, matriz-vigulo
y fractura-viigulo respectivamente con unidades de Pa~'s~!:
t representa el tiempo en unidades de s y r representa la dis-
tancia al pozo en unidades de m.

2.1 Adimensionalizacion de las ecuaciones de flujo

Con el fin de manejar las ecuaciones (30), (31) y (32) de
una manera mas facil, se aplica la adimensionalizacién de
variables. La adimensionalizacién es una técnica utilizada
comtinmente para hacer que los pardmetros o variables en una
ecuacion no tengan unidades, llevar a un rango los posibles
valores de una variable o una constante con el fin de que
su valor sea conocido y de esta manera mas manipulable.
El sistema de ecuaciones (30), (31) y (32) toma, después de
aplicar la adimensionalizacion, la siguiente forma:

apo _ 1 i r apo
at]_) rp 8rD b a}"D

=(l—Kkr—K)—
+ Amg(Ppf — POM) + A (PDv — PDm), (33)

(1-o0r— )

oy

8pr_ 1 0 (

K [ —
al‘]_) rq arD

aPDf)

D
8rD

— Anf(PDf — POm) +Arv(PDv — PDF), (34)

dppy . 1 9 I ppy
* o N am (’D o

- }Lmv(pDv - po) - Afv(pDv - pr)7 (35)
donde
Prer
Wr = - , (36a)
4 (Pmcm + ¢fcf + ¢vcv
dvey
W, = , (36b)
8 (Pmcm + (Pfcf + ¢vcv
rp=—, (37a)
Iy
ky
= 37b
T kR G710
k,
(37¢)

Ke=—7"—"7"—"-,
# km+kf+kv

2
AT,
" m -kt kg (382)
2
Ay AT,
A=W 38b
my km +kf +kg’ ( )
2
aglr,
Ay = —L—" 38
P Tom ki + g (38¢)
21th(km + kg + k) (pi — pj)
P = 39
etk k) G0b)
.urv2v(¢mcm + ¢fcf + ‘Pvcv)

Las ecuaciones (36)-(39) representan las variables adimen-
sionalizadas, se puede verificar que estas variables no tienen
unidades; en la ecuacién (38) el valor de r,, es un pardmetro
de referencia, en este caso el radio del pozo, con el fin de que
la variable rp tenga el valor infimo igual a 1, con unidades
de m, en la ecuacion (39) el valor de / representa el espesor
del yacimiento petrolero con unidades de m; p; son las pre-
siones en los diferentes medios porosos, donde j =m, f,vy
pi es la presién inicial en el yacimiento; el valor de Qg es el
caudal con unidades de m>s~! y By es el factor de formacién
de fluido (adimensional).

2.2 El sistema con derivada fraccionario

A partir del sistema de ecuaciones con variables adimen-
sionales (33)-(35), usando la ecuacién de flujo con derivada
temporal fraccionaria (19), expresamos un sistema con deri-
vada temporal fraccionaria:

8‘3po 1 a apo
+ )vmf(pr - po) + )vmv(pDv - po)7 (40)

9P ppy 1 d < 31701')
o; = Kf——=——
" ab Traarp \"" arp

— Amf(PDf — POm) +Ap(PDv — Ppf), (41)

aﬁpDv 1 a apDv
O——g= =Ko |y
azD Tqa Orp D

— Amv(PDv — PDm) — AfV(PDv - PDf)7 (42)

donde las variables mostradas en las ecuaciones (40)-(42) tie-
nen el mismo significado que las ecuaciones (36)-(38). Por
medio de la transformada de Laplace y con el uso de la ecua-
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cidén (13) se llega al siguiente sistema :

1 0 ap
_ _ B = _ _ PDm
(1—of—w,)u” ppm = (1 — K5 — K,) — D&r (rD o, )
+ Afmf(ﬁDf - p_Dm) + Amv(pDv - ﬁDm)a (43)
1 0 ap
B s e Ppf
@puPpf = Ky rp dr, < ary )
— A (PDf — Pom) + Apv(PDv — Ppyf), (44)
1 4 ap
ﬁ _ PbDv
uPpy = erD ar, (rD ory )
_afmv(pDv_p_Dm)_Afv(ﬁDv_p_Df); (45)

donde ppm,Ppyr y Ppv representan las transformadas de La-
place de las variables ppm, pps y ppy- Al desarrollar las ecua-
ciones (43)-(45) es facil ver que cumplen con la forma de una
ecuacioén de Bessel y por tanto sus soluciones, al igual que en
el caso B =1, son

Pom =AKo(arp), (46)
Pof = BKo(arp), 47)
Ppv =CKo(arp), (48)

con el fin de simplificar las sucesivas ecuaciones, se definen
los siguientes términos:

my () = uP (1 — 0 — @) + Ap + Aoy, (49a)
nyp = )me, (49b)
mz = Apy, (49¢)
ma(u) = uP @ 4+ g + Ay, (50a)

= A, (50b)

me (1) = 1P @, + Ay + A1y (50¢)

Como resultado de sustituir las ecuaciones (46)-(48) en el
sistema mostrado en (43)-(45) y haciendo uso de las defini-
ciones mostradas por (49)-(50), se tiene las siguientes:

Ko(arp){A[(1 — k7 — 1) &® — my] + Bmy +Cmz} =0,

(51
Ko(atrp){Amy + B[y a* — ma) +Cms} = 0, (52)
Ko(arp){Am3 + Bms + C[Kk,a> —mg]} = 0. (53)

Puesto que las funciones de Bessel modificadas de se-
gunda especie tienen un comportamiento asintotico, es decir
nunca toman el valor de cero, entonces el sistema mostrado
en las ecuaciones (51)-(53) puede expresarse como sigue:

(lfofkv)(xzfml my ms A 0
ny K'fOC2 —my ms Bl = |0 (54)
m3 ms Kor—mg||C 0

La ecuacién (54) es utilizada para encontrar los valores de
A,By C, con esto en mente hay que notar dos casos principa-
les: el determinante de la matriz 3 x 3 tiene valor igual a cero o

el determinante de dicha matriz es diferente a cero. El primer
caso nos da la solucién trivial A = B = 0. El segundo caso,
donde el determinante es igual a cero, se obtiene la ecuacién
de grado seis que sigue:

(1— Ky — 1) krk,0°
— (1= ky — 16) (kpmg + Koma) + Kpicmy o
+ [(1 —Kr— Kv)m4m6 — (1 —Kr— K'V)mg

2

+ (Kpme -+ Ky )my — im3 — Kpm3| o

2 2
— mymame +myms + msme + 2mom3ms
(55)
En la ecuacién anterior las potencias de ¢ son pares, se
puede por tanto resolver como una ecuacién de grado 3. Esta
ecuacion tiene tres raices reales. Las soluciones generales de

las ecuaciones (43)-(45) tienen al incorporar las tres raices
reales, de la siguiente forma:

Pom =A1D1Ko(otirp) +A2D2Ko (0o rp)

+ m%m4 =0.

+A3D3Ko(a3rp), (56)
Pof = B1D1Ko(0rp) +BaDrKo(0irp)
'|‘B3D3K()(OC3?‘D)7 57
Pov =D1Ko(ourp) +DrKo(0nrp)
+D3K0((X3r]_)), (58)
donde los términos A;, B;,i = 1,2, 3, tienen la forma:
2
KrOt? —my) —
A= — ms (170 2’"4) e Ll EE— (59)
m;[(1 =Ky — K)o — m][Kpof —my]
—mz —A[(1 —kr—15) 00 —
B, = m3 — Au[( F— )0 m1]7 (60)
my
2
Krot
Ay = m3 (K05 —my) —mayms 61
m3 —[(1— %y — Kv)az—ml][Kfaz—m4]
—m3 —As[(1 — kr— 1) 05 —
my
2
m3(KrOy —my) —moms
As = ey — ma) (63
m3 — [(1— Ky — &) 05 — m][por5 —my]
—m3 —Az[(1 — kf —K,) 05 —
By = Al Ky —K)ag —m] 64)

nmy
donde los términos D, D, y D3 son obtenidos a partir de las
condiciones de frontera y o, 0, 03 son las raices positivas
2 2 52
de ai, 05, 05. ' .
Los valores de Dy, D5, D3 se obtienen a partir de las con-
diciones de frontera y son iguales a

(B1 —1)Kp(ou)

1
Dy = - {OCIElKl o)+ o3E3K (03
u (o) ( )(1—33)1(0(063)

(1= AnKo(en) + (1= A2) (P S o)
+ (B~ 3) mEx K (o)
{(Az— 1)Ko(0n) + (A3 — )(1 B3)K0( )}

B; —1
+3E3K| (053)
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[
u {(1fAl)Ko(al)Jr(l7A3)g1_7331(0(a1)}
+ alElKl(a1)+a3E3K1(a3)%}
+ [azEzKl () + 0 E3Ky (03) Ef{;gggg] }1 :
(65b)
D3 = % {alElKl(al)% + 33K (03)

X

N {(1*A1)(1*B3)+(1*A3)(31 *1)}
(A2 = 1)(1—B3)+ (A3 —1)(B2— 1)
{OtzEz(l — B3)Ki(0)Ko(0) + 03E3(By — 1)K1(063)K0(052)} }1
(B1 — 1)Ko()
! (1= B3)Ko(t3)
Fo kit G
{(1*Az)(1*33)+(1*A3)(32*1)}
(A= 1)(1—B3)+ (A3 —1)(B1 - 1)
{OflEl(l*33)K1(a1)K0(053)+(XsE3
(B2 — 1)Ko(ou

+ Es3K (o) +

—

B — I)KI(OB)KO((XI)} };1

~—

(65¢)
donde

[(1—Kkr—K)AI + KB+ K],
[(1 — Ky —K)A2 + KrBy + K‘v] ,
[(] —Kf— Ky )A3 + K'fB3 + Kv] .

E;
E3

Se llega a las siguientes ecuaciones como resultado de sus-
tituir las ecuaciones (56)-(58) en las condiciones de frontera.

oKy (ou)Dy[(1— &7 — K,)A1 + KrBy + K]

+ K] (Otz)Dz[(l —Kf— KV)AZ + K‘fBz + K‘V]
1
+ 3K (03)D3[(1 — K — K,)A3 + kB3 + K] = s (66)
(A1 —1)DiKo(ou) + (A2 — 1)D2Ko(0)
+ (A3 — 1)D3Ko(03) = 0, (67)
(B] — 1)D1K0(OC1) + (Bz - I)DQK()(OQ)
+ (B3 —1)D3Kp(03) = 0. (68)

Con el fin de simplificar las ecuaciones (66)-(68) se defi-
nen los siguientes términos:

P = ik (04)[(1 — Kr — K)A; + KfBi + K],
Qi = (Ai—1)Ko(ai), Ri = (B; — 1)Ko (%),

(69)
(70)

donde i = 1,2, 3. La ecuacion matricial asociada al sistema de
ecuaciones (66)-(68) tiene la forma

P1 P2 P3 D1 ]/M
01 O O3(|D2f=|0 (71)
Ri R, R3||Ds 0

Se define
m= Q1RyP3s — Q1P»R3 —R102P3 — RyP1 03
+PR1Q3 + PIO2R;. (72)
La solucidn de la ecuacion matricial es
D] [ (Q:Rs—Qikr)
R i R
D, —(Q1Rs — O3Ry) (73)
m
(Q1R, — O2Ry)
Ds —_—
m

Ahora que se han obtenido todos los términos que definen
la solucidn del sistema de ecuaciones (43)-(45) resta mostrar
el valor de la presion en la frontera del pozo, dicho valor es:

Pwlry=1 = D1Ko(0u) + D2Ko(0) + D3Ko(03)
= BlDlK()(Otl) +BQD2K0(062) +B3D3K0(OC3).
(74)

3. Conclusiones

El uso de la derivada Caputo en la ecuacién de flujo, per-
mitirian reflejar la fractalidad del medio o los medios en el
comportamiento del fluido, un requisito seria tener las dimen-
siones de los medios, algunos resultados al respecto son de
Casar-Gonzalez en [6] y de Hewett en [9].
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Un esquema spline conico de Hermite fair.
A fair Hermite quadratic spline scheme.

D. Garcia Pérez', J. Estrada Sarlabous'*, S. Behar Jequin?, W. Morales Lezca?®

Resumen En este trabajo presentamos un nuevo esquema para la interpolacién de Hermite de un conjunto de
puntos en el plano por medio de una curva spline racional cuadratica. El spline cénico es representado como una
curva racional cuadratica de Bézier, el cual depende de un parametro de tension local que controla la forma de
cada seccion. Definimos una familia de funcionales de fairness como el conjunto las combinaciones lineales de
la longitud de arco y de la energia elastica de la seccion conica. El valor del parametro de tension que minimiza
el funcional corresponde a la curva fair. Aplicando el esquema de subdivision para splines conicos propuesto en
[5] obtenemos buenas aproximaciones numeéricas del funcional y sus derivadas. Se demuestra ademas que el
funcional alcanza su valor minimo en cada uno de los segmentos del spline y utilizamos un algoritmo numérico
para hallarlo. Escogiendo una determinada combinacion lineal en el funcional se demuestra que el esquema
spline conico de Hermite propuesto es invariante bajo transformaciones rigidas y homotecias, reproduce arcos
de circunferencia y satisface las condiciones presentadas en [7]. El esquema ha sido implementado en MatLab
y se presenta una galeria de salidas graficas del cédigo.

Abstract In this work we present a new scheme for Hermite interpolation of a given set of planar points with a
conic spline curve. The conic spline is represented as a piecewise rational quadratic Bezier curve, which depends
on local tension parameters in order to control the shape of each section. We define a fairness functional family
as the set of linear combinations of the arc length and the bending energy of the conic section. The values of the
tension parameters minimizing this energy functional determine the fairest curve. Applying a subdivision scheme
for conic splines introduced in [5], we obtain good approximations of the functional and its derivative, which are
used for an efficient numerical computation of its minimum value. If we choose an specific linear combination
of the functional we can show that the proposed Hermite conic spline scheme is invariant to rigid chages of
coordinates and uniform scalings, reproduces arcs of circles and satisfies the fairness requirements listed in [7].
The fair Hermite conic spline scheme has been implemented in MatLab and a gallery of results is shown.
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Introduccion

Una técnica muy popular para los disefiadores de curvas
es construir un spline que interpole una secuencia de puntos
sobre el plano. Pero la interpolacién no solamente se limita a
éstos, sino que también se puede especificar que sea tangente
a ciertas direcciones en cada uno de los puntos (interpola-
cién de Hermite). Existen infinitas curvas que satisfacen estas
condiciones de interpolacidn, por lo que es de esperar que el
disefiador seleccione la que mejor se ajusta a los datos. En
este sentido se introduce la nocién de lo que es una curva fair.

Segtn el calculo variacional [4], considerando a las com-
ponentes de la parametrizacién de la curva C(¢) = (x(¢),y(t))
como funciones suaves de 7, si el funcional de fairness incluye
a las derivadas de orden n de x(7) y y(¢) respecto a ¢, entonces

la curva C(¢) que minimiza al funcional es solucién de un
sistema de ecuaciones diferenciales de Euler de orden 2n. La
solucion numérica de este sistema de ecuaciones diferencia-
les puede ser computacionalmente costosa y desde el punto
de vista tedrico es dificil garantizar que la curva 6ptima sea
acotada, conexa y no singular en la region de interés. Por este
motivo nos restringiremos a buscar el minimo del funcional de
fairness en un espacio de funciones G'-continuas de dimen-
sion finita que satisfagan de forma natural la interpolacién de
Hermite y cuya graficacion sea poco costosa: las curvas spline
racionales cuadraticas de Bézier.

Dado un conjunto ordenado de puntos del plano y vectores
asociados a éstos, nos proponemos construir un spline racional
cuadrético de Bézier tal que los interpole y que la tangente del
spline en esos puntos tenga la misma direccién que el vector
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que se le asocia. Esta la curva spline debe ser G!-continua y
fair. Se estudia un funcional de fairness definido en términos
de la energia elastica y longitud de arco de una seccion del
spline y se demuestran algunas de sus propiedades, como son
su invarianza a transformaciones rigidas de coordenadas y
homotecias y la reproduccion de arcos de circunferencias.

1. Algunos Resultados Relativos a las
Curvas de Bézier

Un spline de interpolacién estd constituido por secciones
de curvas de bajo grado que interpolan un conjunto de puntos
ordenados del plano. El hecho de que las secciones interpolan-
tes no tengan un grado tan elevado garantiza que no presente
oscilaciones indeseadas. Se dice que un spline de interpola-
cion es de Hermite si ademas de interpolar un conjunto de
puntos del plano, también lo hace para ciertas direcciones
tangentes sobre cada uno de los puntos. En este trabajo cada
uno de éstos segmentos es una curva racional cuadratica de
Bézier, las cuales por sus propiedades, son adecuadas para la
interpolacion.

En esta seccién introduciremos algunas definiciones y
resultados basicos de las curvas de Bézier tomados de [5].

1.1 Polinomios de Bernstein
Definicion Los polinomios de Bernstein de grado n son de la
forma

B(t) = (’?)ﬂ'(l — =0,

l

Una propiedad de los polinomios de Bernstein es que
satisfacen la siguiente férmula de recursién

Bi(1) = (1—0)B} "' 1B (1).

Otra propiedad importante es que forman una particion
de la unidad, dado que
n n n ) .
n n— n
320 = Y (7)a-0rd =l a-np =1,
=0 j=0

Jj=

1.2 Curvas de Bézier

De acuerdo a lo anterior, los polinomios de Bernstein
B! de grado n forman una base del espacio vectorial de los
polinomios de grado menor o igual que n. De este modo, toda
curva polinémica C(z) de grado menor o igual que n posee
una representacion de Bézier tnica

C(t) =Y biB} (1), (1
=0

donde los coeficientes {b;}? , C R”,m = 2,3, ... son llama-
dos puntos de control (o puntos de Bézier). Si los puntos
{b;}*_,, forman un poligono convexo (uniendo los vértices en
el orden dado), entonces la curva polindmica en la forma de

Bernstein-Bézier (1), se obtiene como una combinacién conve-
xa (baricéntrica) de los puntos de control para cadat € [0,1] y
estd contenida en la envoltura convexa del poligono de control.

Las curvas en la forma Bernstein-Bézier ofrecen la ventaja
de poder manipular su geometria a través de los puntos de
control. Estas curvas tienen una generalizacién al caso racio-
nal ofreciendo m4s flexibilidad a sus propiedades geométricas
y aplicaciones.

Definicion Una curva racional de Bézier de grado n es una
curva paramétrica descrita por los puntos de control
{b;}!_, los pesos {@}_ y el pardmetro ¢ € [0, 1], con
la forma ., .,

Liio @biB (1)

YiowB}(t)

Algunas de las propiedades de las curvas racionales de
Bézier son la invariancia afin, la invariancia bajo transfor-
maciones paramétricas afines, 1a propiedad de la envoltura
convexa y la interpolacion de los puntos extremos y las aristas
incidentes del poligono de control.

Ct) = @

1.3 Secciones Conicas

Las secciones conicas (de forma abreviada: cénicas) han
recibido la mayor atencién a lo largo de los siglos. A continua-
cién mostraremos algunos de los conceptos basicos relaciona-
dos con estas curvas, que seran parte del objeto de estudio de
este trabajo. Para las secciones conicas usaremos la siguiente
definicién tomada de [6]:

Definicién Una seccién cénica en R? es la proyeccién de una
pardbola en R? sobre un plano.

Por esto es natural ver las conicas como curvas racionales
en el plano. En particular, su representacién en la forma de
Bernstein-Bézier (2) es

YiowiB (1)

Llamamos a los puntos b; puntos de control de la conica
C, al poligono que se construye uniendo dos puntos de control
consecutivos poligono de control y alos pardmetros de tensién
@; se les denominan pesos correspondientes a los vértices del
poligono de control. Esta curva puede ser parametrizada a la
forma estdndar de manera que Wy = @, =1y @; = o, por
tanto la curva se expresa como

() = boB3(t) + wbB3(t) +byB3(t)
D= "5 T 0B + B

; 3

donde el pardmetro @ controla la forma de la curva de manera
mondtona, permitiendo la siguiente clasificacion: Si0 < @ < 1
se tiene una elipse, con el circulo como caso particular. Si
® =1 se tiene una pardbola. Si @ > 1 se tiene una hipérbola.
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Aunque tiene sentido hablar de @ < 0, a partir de ahora
se considerard @ > 0 a menos que se indique lo contrario; de
este modo se garantiza que se cumpla la propiedad de envol-
tura convexa, la cual serd de especial importancia de ahora en
adelante.

Como las cénicas son curvas racionales de grado 2, se
necesitan 3 puntos de control. Al tridngulo cuyos vértices
son tales puntos se le llama tridngulo de control. La conica
correspondiente a (3), interpola a los vértices by y by y es
tangente a los lados que unen dichos vértices con b;.

A veces es mas ttil conocer la ecuacién implicita de una
curva en vez de la expresion paramétrica, en particular, como
un modo de comprobar si un punto se encuentra sobre la curva
o0 no. Toda cénica C(¢) tiene una representacién implicita de
la forma: f(x,y) =0, donde f es un polinomio cuadritico de
xy y. Haciendo uso de las coordenadas baricéntricas podemos
plantear el siguiente teorema.

Teorema Sean (u,v,1 —u —v) las coordenadas baricéntricas

de un punto perteneciente a la conica con pardmetro

o correspondiente al tridngulo de control, se cumple

entonces que u y v satisfacen la siguiente ecuacion
implicita

Vv —40*u(1—u—v) =0. “4)

Tomando la representacién de la cénica en la forma de
Bernstein-Bézier (3), se denomina shoulder point al punto
S = C(%), cumpliéndose ademds que es la interseccién de
la recta que une al vértice by del tridngulo de control con el
punto medio de la arista que une by con b,. Este punto de la
cénica juega un papel fundamental en la regla de subdivisién
que veremos a continuacion.

2. Regla de Subdivision

Dado un conjunto de puntos {Q;,i = 1,..,m} y vectores
asociados a éstos {V;,i = 1,..,m}, si calculamos los puntos M;
de interseccién de la recta que pasa por Q; con tangente V; con
la recta que pasa con por Q; 4 con tangente V;,, entonces
podemos construir un poligono inicial de subdivisién P° con
vértices {P?,i = 1,..,2m — 1} definidos como P), | =Q; y
P(Z)i = M;. A partir de este poligono inicial de control se cons-
truyen recursivamente refinamientos P/, que son el resultado
de aplicar j-veces una regla de subdivisién a PP,

Este proceso de refinamiento de P/ consiste en lo siguien-
te. Dados tres puntos consecutivos de P/, P{, P, y P| 2
con k impar, en P/*! se conservan el primero y el dltimo (Pi
y Pk 42 )y el punto intermedio, Pk 41 S€ sustituye por tres
nuevos puntos que son ciertos puntos interiores de los seg-
mentos P/ Pk ay Pk +1Pk 42 Y el sholuder point del arco de
coénica con parametro de tensioén a)] que interpola a Pk 1Y

es tangente en Pk 41 al segmento Pj P/ w1 © interpola a Pk i

y es tangente en P}, al segmento P, P/ .. Este arco de
conica queda dividido en 2 subarcos de cénica racional de
Bézier, con tridngulos de control determinados por los vértices
de P/+! y sus pardmetros de tensién se calculan a partir de o

Los detalles del esquema de subdivisién se dan a conti-
nuacion. La demostraciéon de los resultados de esta seccion
pueden verse en la tesis de R. Diaz [5].

Figura 1. Proceso de Subdivision.

En efecto, dados 3 puntos consecutivos de P/, P Plj 1
P{ 42 » con i impar, y el parimetro a)/ del arco de coénica
asociado, se calculan a partir de éstos 5 puntos del poligono

1
refinado Péf e ,le /13 COMO sigue.
Jj+l J
Pi = P 5)

j+1
P£i+3 = Plj+2 (6)

Tomamos los puntos P P de la arista i y los puntos

i+1

PfH,Plj 4o de laarista i + 1 para calcular nuevos puntos sobre
ellas
4 P/ + /P
1
Pl o= L ™
1+ w;
P/+1 _ PJ +2 + w]Pl-‘rl (8)
2i42 T Jj .
1+ w;

Como ya habiamos visto anteriormente, el shoulder point
puede ser calculado mediante
ijtl P. J+1

P/+1 _ 2i42 (9)

j+1
S Sj 2i4+1 f

Si sustituimos las ecuaciones (7) y (8) en (9) se tiene
finalmente que

i+ _ P/ +20/P  +P,
U 21+ )

(10)

En cada iteracidn, los puntos de la poligonal de control
con subindice impar pertenecen a la curva. A medida que el
algoritmo realiza un mayor nimero de iteraciones se genera
una mayor cantidad de puntos sobre la curva.
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Teorema Sea @/ el pardmetro de tension asociado a la c6ni-
ca i-ésima en el paso j-ésimo y sean @y, , y @y, los
parametros asociados a los subarcos de esta cdnica,
entonces se cumple que

Gl
Oy =@ =

. (11)

Esta claro que los puntos con subindice impar inserta-
dos en cada paso pertenecen a un arco de cOnica racional de
Bézier que corresponde a una curva spline que interpola los
puntos dados como datos y las tangentes asociadas a cada
uno de ellos, pero no queda claro que la sucesién de puntos
que se va generando cubre todo este arco de cénica y no se
acumulan alrededor de un nimero finito de puntos sobre la
conica. Se puede demostrar que la sucesion del maximo de
las normas de las diferencias entre dos puntos consecutivos
en cada refinamiento tiende a cero, véase [5].

3. Estudio del Fairness

Por fair se entiende, de forma intuitiva, una curva cuya
gréfica de curvatura es continua, con muy pocas oscilaciones
y con valores extremos no muy grandes. Tal definicion, a pesar
de ser subjetiva, es sin embargo muy préctica, pues una curva
fair es, estéticamente, lo que mas desea un disefiador. El plo-
teo de curvatura serd usado por un disefiador de experiencia
como una herramienta cotidiana e imprescindible pues, en
general, de todas las posibles curvas que puedan utilizarse
para interpolar un conjunto de datos, suele ser la curva fair
quien mejor lo hace.

Como requisitos importantes que debe satisfacer una curva
fair podemos citar los siguientes (que fueron tomados de [7]):

1. Extensionalidad, entendida a partir de que si se adicio-
nan como nuevos datos puntos que estin sobre el spline
original, el nuevo spline no varfa significativamente.

2. Redondez, entendida como reproduccién de arcos de
circulo.

3. Alto orden de continuidad.

4. Curvatura monoétona.

3.1 Un cambio de coordenadas adecuado

En esta seccidn introduciremos un cambio de coordenadas
que posibilita una representacion mas sencilla de la parame-
trizacion de una seccidn conica en la base de Bernstein-Bézier.

Los segmentos del spline se describen mediante la férmula
paramétrica dada por (3). El segmento de cénica determinado

por los puntos Py, Py, P, puede ser descrito por la parametri-
zacioén

() = PO,XB(%(E)+wP]7xB%(z)+P2,xB§(z)7
B3 (1) + @B}(1) + B3(1)

5(0) Py B} (;) + Py yB3(t) + P, B3(1)
B3 (1) + 0B (1) + B3(1)

donde P; = (P, ,,P,,),i =0,1,2.

Realizando una adecuada traslacion y rotacion de los ejes
coordenados de modo que el segmento PyP; esté incluido en
el eje de las abscisas (ver Figura 2) se logra una parametriza-
cién mas sencilla de la seccidn cénica interior al tridngulo de
control con vértices Pg, Py y P2.

Py

— P/
P
P

i,// P’
) 0 2
Figura 2. Cambio de coordenadas

La parametrizacién de la curva con respecto a las nuevas
coordenadas queda de la siguiente manera

2a(1—t)tw+L?
1= +2(1 =) to+1%
2b(l1—-t)tw
(1—0)*+2(1—t)tw 412

M) = (12)

(13)

donde L es la longitud del segmento PyP, y (a,b) son las
nuevas coordenadas del segundo vértice del triangulo, Py”.

Con esta nueva parametrizacion de las curvas racionales
de Bézier debemos dejar claro en qué dominio o espacio de
pardmetros estdn ellas definidas. Puesto que la parametriza-
cién depende de a, b, L, @ y ¢, definimos entonces el siguiente
espacio de pardmetros.

Definicién Se define como el espacio de pardmetros E C R?
a los puntos que cumplen las siguientes condiciones

E = {(a,b,L,w,r) € R tales que
a>0,b>0,L>0,0>0,0<t<1}. (14)

El motivo por el que debemos especificar qué valores pue-
de tomar cada pardmetro de la parametrizacién dada por (12)
y (13) es que para valores negativos de a, b y L el tridngulo de
control es degenerado, y las cénicas de Bézier estdn definidas
para valores de @ >0yt € [0, 1] como se mostré en la seccién
1.2.
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3.2 Longitud de arco de una conica
La longitud de arco de una curva paramétrica C(t) se
puede calcular por

1
s= [ Ic ),
0
donde sabemos que ||C'(1)|| = /(¥ (t))2 + (y/(¢))? y las ex-

presiones de x'() y y/(r) se obtienen de derivar (12) y (13)
respecto al pardmetro ¢.

s5)

Dados tres puntos del plano Py, Py, P», éstos definen tres
valores para los pardmetros a, b y L de la parametrizacion de
la curva dada por las ecuaciones (12) y (13). Si consideramos
fijos los pardmetros a, b y L entonces de (12) y (13) se obtiene
la siguiente expresion para la longitud de arco.

dt

s( /1 2\/b2a)2 2t =12+ (=2ato +aw+ Lt — L2 + L2 0)*
W) =
0 (—1+2t—202 —2t0+2120)*
(16)
donde los parametros a, b y L determinan la geometria del
tridngulo de control.

El siguiente lema argumenta la continuidad de la funcién
S(w):

Lema Restringiendo los pardmetros al espacio E, la funcién
S(w) en (16) y su derivada respecto a @ son funciones
continuas de .

Demostracion

Es suficiente hallar los valores de los pardmetros que anulan el
denominador del integrando de (16) y comprobar que dichos
valores no estdn en .

En efecto, el denominador del integrando en (16) se anula para

+t = 712‘2:7 W Es por tanto inmediato verificar que si
0<w<10wm>1,los ceros del denominador del integrando
no pertenecen al intervalo [0, 1] previsto para ¢t € E. Por otra
parte, si @ = 1, el denominador es idénticamente igual a 1 y

no se anula. W

Cuando @ — 0, la cénica que describe este parametro de
tension se aproxima al segmento de recta que une a los puntos
de interpolacién Py y Py, es decir

lim S(®) = ||Py —P5||.
w—0

Si el pardmetro de tensién toma valores muy elevados, el
arco de curva (que es convexo e interpola a Py y P») tiende
a acercarse al segundo vértice del tridngulo Py, lo que trae
como consecuencia que la longitud de arco se aproxima a la
suma de las longitudes de los lados del tridngulo PoP; y P P>,
esto es

lim S(w) = |[Py— Py|| + ||y — Ps]].
W—>oo

De lo anterior se infiere que la longitud de arco de una
conica es una funcién acotada del pardmetro .

3.3 Energia Elastica de una Conica

La energia eléstica o energia de deformacién es un con-
cepto que viene de la Fisica y se define como el aumento de
energia interna acumulada en el interior de un sélido deforma-
ble como resultado del trabajo realizado por las fuerzas que
provocan la deformacién. El valor de la energia elastica de
una curva se define como el valor de la siguiente integral:

I
E:/ K*(s)ds ,
0

donde / es la longitud de la curva y k(s) es la curvatura del
punto que describe una longitud de arco s. Si hacemos un
cambio de pardmetros podemos decir que

Ezﬂﬁ@%zﬁ(ﬁ@ﬁ@)ﬁ

Sabemos que dentro de una misma familia de cénicas de
Bézier, cada miembro de la familia estd caracterizado por un
determinado valor del pardmetro w. Si procedemos igual que
en la seccién 3.2, fijando los valores de a, b y L, entonces
la energia eléstica de una conica puede representarse por la
siguiente funcién

E(a)):/o‘I

b2w2L2(71+2t72t272tw+2t2w)4 u

2 2 2 2 22)2
2 (PPw?(2t—1)"4+(—2atw+aw+ Lt — Li* + LI* o)

a7

Lema Restringiendo los pardmetros al espacio E, se cumple
que

a) la funcién E(w) en (17) y su derivada respecto a
o son funciones continuas de ®,

b) si @ — 0 entonces E(®) — oo,

¢) si @ — oo, entonces E(®) — oo.
Demostracion

a) El denominador del integrando en (17) es igual a una cons-
tante multiplicada por la raiz de una suma de cuadrados, que
no se anulan simultdneamente si ¢, 0, L € E.

b) Para r y @ muy pequefios, la derivada del integrando de (17)

respecto at y evaluada en t =0 es igual a —% +0 (a)‘3).
Respectivamente, la derivada del integrando 2de; (17) respec-
32L
20t (a24+62)
tanto, ambas derivadas son negativas y existe entonces una
vecindad V de (f,) = (0,0) para la que el integrando de
(17) es estrictamente decreciente. Si 6 > 0 es suficientemente
pequefio, podemos suponer que {(¢,®)/ méx(z,®) < 6} CV
y ademads se cumple que la evalua;:ig)n de este integrando en
— : b2L -2
(t,w) = (8,3) esigual a PN +0(872).De
bido a la monotonia del integrando restringido a V resulta que
la integral para el subintervalo 7 € [0, 8] es mayor que O (§~2)

to a ® y evaluada en t = 0 igual a — Por lo
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Puesto que el integrando es no negativo, la integral para
t €10,1] en (17) es mayor a la integral para el subintervalo
t € [0, 8], consecuentemente, la integral en (17) es estricta-
mente mayor que O (5_2). Si & (y consecuentemente @ )
tiende a 0, esta dltima integral tiende a oo .

¢) Si o es muy grande, el integrando de (17) es igual a

8H2L2 14 (—141)* w
(b2(2t7l)2+(72al+a+le)2)
4 > 0 suficientemente pequefio y 7 € [§,1 — 8]. Por lo tanto,
la integral en (17) restringida al subintervalo 7 € [8,1 — ]
tiende a oo si @ tiende a 0. A

55 T O(1), o sea, es O(w), para

3.4 Funcional de fairness

Existen diferentes funcionales que nos brindan una idea
del fairness de una curva. Entre los mds empleados se encuen-
tran el de minimizar la energia eléstica y la longitud de arco de
una curva. El funcional de fairess mas cominmente empleado
en la literatura es una combinacién lineal de la energia elastica
y de la longitud de arco (véase [2], [9], [10], [11]).

F (o) E(0)+AS(w) (18)

/01 <k2(w,t)f;(a),t)>dt+l/01 %(a),t)dt.

Este funcional describe la energia elastica que almacena
una curva racional cuadritica de Bézier mas la longitud
de arco multiplicada por un cierto A > 0, donde el usuario
decide su valor en dependencia a cudl de las dos energias le
quiere dar mayor peso.

Como ya se ha demostrado en los lemas de las secciones
3.2 y 3.3 tanto el funcional F) (@) como su derivada respecto
al pardmetro @ son continuos en el espacio de parametros
[E. Otra propiedad demostrada en la seccién 3.3, es que toma
valores muy elevados cuando @ — 0y @ — oo.

La derivada de F, (@) respecto a @ , aFg é)w) ,es igual a
/ | a(kZ(m,t)%(a),t)) L9 (@)

Se calcularon expresiones explicitas para los integrandos
en la formula anterior, que no se incluyen por su complejidad.

3.4.1 Existencia de minimo
El valor del pardmetro @ que describe la curva fair como
habiamos definido desde el inicio, es el siguiente:

arg{magnF;L(a))}.

El siguiente lema demuestra que el funcional de fairness
alcanza su valor minimo en el espacio de parametros E.

Lema Si en el espacio de pardmetros E establecemos valores
fijos de a, b y L, y ademads fijamos el valor de A en la

combinacién lineal del funcional (18), con A € [0, 4);
entonces el funcional F) (®) alcanza su minimo en el
intervalo (0, +o0) para ®.

Demostracion

El funcional de fairness toma valores tan elevados como uno
quiera cuando @ — 0y @ — oo. Lo anterior permite afirmar
que, para al menos dos valores diferentes de w, el funcional
alcanza un mismo valor. Supongamos que ello ocurre para
w=¢cyw=~E, osea F)(g)=F(&).

Asumiendo € < & y restringiendo ahora el funcional al inter-
valo [€,&] en el que ya se habia demostrado su continuidad
entonces, por el teorema de Weierstrass, se puede afirmar que
los valores extremos en este intervalo se alcanzan. En nuestro
caso en particular, nos interesa su valor minimo.

Sabemos por el teorema de Fermat (ver [8]) que si un extremo
se alcanza en un punto interior de un intervalo donde la
funcidn es derivable, la derivada en dicho extremo se anula.
Dado que ya se probd que el funcional es derivable en el
intervalo [g,&] y ademds F) (&) = F)(€) entonces por el
teorema de Rolle (ver [8]) la derivada de 1a funcién se anula
al menos una vez en el intervalo y, el minimo buscado se
halla, por tanto, entre los puntos que anulan la derivada del
funcional. B

El lema anterior solo establece la existencia de un minimo
del funcional (18) en el intervalo (0,+o0) para @, pero no
establece su unicidad. Demostrar la unicidad directamente a
partir del anélisis de la segunda derivada del funcional resul-
ta ser muy engorroso. Sin embargo, en todos los ejemplos
numéricos calculados, este funcional resulta ser convexo. Por
lo tanto, declaramos una seccién de conica como fair, si su
pardmetro @ es un minimo local del funcional (18) y por
extension, un spline cénico es fair, si todas sus secciones lo
son.

3.5 Aproximaciones del funcional de fairness

El proceso de subdivision (seccion 2) genera una secuen-
cia de poligonales convergentes a la curva {P°, P! ... P/ ..}
Tomamos entonces la suma de las longitudes de los segmentos
que componen la poligonal P/ como aproximaciones de la
longitud de arco. Se tiene entonces la aproximacion

1 n . . n
S(@) = [ 1IC@.0lldr~ Y IPI =P = Yotr. (20
i=1 i=1

donde [; = ||Plj - PLI || es la distancia entre los puntos P{
y P{fl, por tanto, la longitud del segmento i-ésimo de la

poligonal de aproximacién P/.

La integral que define la energfa elastica puede ser redu-
cida a una integral eliptica, pero el proceso de su reduccién
a la forma normal de Legendre resulta ser complicado e
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inestable numéricamente, por lo que utilizamos el hecho de
que podemos generar una muestra suficientemente grande de
puntos sobre la curva y, con poco costo adicional, aproximar
las integrales utilizando un método de integraciéon numérica
como el método de los trapecios.

Usando el cambio de coordenadas dado en la seccién 3.1
para la i-ésima seccion del spline, si tenemos una muestra
de puntos {Py,...,P,} sobre la i-ésimaseccion del spline con
coordenadas Py = (xg,yx),k =0,..,n , a cada punto Py se
le hace corresponder un tnico valor del parametro #; en la
parametrizacion de la curva, dado por la férmula de inversién

_ Zwi(bxk — ayk)
20;(bxy — ayy) + Ly

I 2n
Una vez calculado el valor #; es posible calcular el valor
de curvatura en el punto Py utilizando la parametrizacién en

(12)y (13):

_ X 1)y (1) — ¥ (t) X" ()]
(' ()2 + (0 (1))2)32

Es posible entonces obtener buenas aproximaciones del
valor de la funcién de la energia eldstica definida basdndonos
en la muestra de puntos generada sobre la i-ésima seccion de
la curva spline. Como ya habiamos visto en la seccién 2, la
muestra de puntos sobre la curva que se genera en el proceso
de subdivisién no se acumulan alrededor de un nimero finito
de ellos y a mayor cantidad de iteraciones que se realicen,
menor serd la distancia entre cada par de puntos consecutivos.
Esto garantiza que la longitud de los intervalos de la particién
del intervalo de integracién [0, 1] sea tan pequefia como se
desee, permitiendo que el método de los trapecios aporte una
buena aproximacion del funcional.

k(1) (22)

Es posible obtener también aproximaciones para la deri-
IR (0)
L)

vada de F) (@) respecto a @,
mente las integrales en (19).

, calculando aproximada-

3.5.1 Hallar el valor minimo

Ya tenemos entonces tanto aproximaciones del funcional
y de su derivada respecto a @, nos resta entonces hallar
el valor del pardmetro @ que minimiza el valor de este
funcional. Como ya habiamos planteado en la seccién
3.4.1 el funcional alcanza su valor minimo en el espacio de
pardmetros en el que estd definido. Hasta ahora tenemos
aproximaciones tanto del funcional de fairness como de su
derivada, por lo que resta aplicar un algoritmo numérico para
hallarlo. En este trabajo empleamos dos métodos para hallarlo.

El primero de los métodos es el Método de Newton - Raph-
son (véase [3]). En la seccién 3.4.1 vimos que la derivada del
funcional se anula al menos una vez en el intervalo donde
el pardmetro de tensién @ toma sus valores, por lo que la
ecuacion F; (@) = 0 tiene solucién donde F) (@) es el fun-
cional de fairness. Sin embargo, chequear las condiciones

de convergencia de éste método es tan complicado como re-
solver analiticamente la ecuacién. Debemos destacar que la
expresion analitica de la derivada del funcional de fairness
F /{ (@) es mucho mds complicada que la del propio funcional,
no obstante el algoritmo desarrollado evalda directamente su
expresion. La expresion analitica de la segunda derivada del
funcional F;’(®), resulta tan complicada que es mds eficien-
te obtener aproximaciones de sus valores por medio de la
diferenciacion numérica de la primera derivada

Fj(x+h)—F,
Fy(x) :}l%w.

El segundo método es conocido en la literatura como
Método de la Seccion de Oro o Método de la Seccion Aurea
(Ver [1]). Este método basicamente va reduciendo el intervalo
de incertidumbre donde se encuentra el valor minimo de
la funcién hasta obtener un intervalo donde el error de la
aproximacion no sea mayor que un cierto valor dado por el
usuario. Usualmente el método brinda buenas aproximaciones
en el caso de que la funcién objetivo sea convexa, sin embargo,
este resultado no se demostrd en el presente trabajo por
lo complicado que resulta trabajar con el funcional de fairness.

No obstante, ambos métodos brindan igual resultado para
los mismos pardmetros como se mostrard en la seccion 4.

4. Resultados numeéricos

Debemos destacar ademds en esta seccion que pese a que
no se obtuvieron soluciones exactas de las integrales que
definen los funcionales de energia elastica y longitud de arco
en las secciones 3.2 y 3.3, las aproximaciones numéricas
realizadas muestran buenos resultados, los cuales proponemos
a continuacion.

La experimentacion numérica realizada para que el fun-
cional de fairness presente las caracteristicas expuestas en
el inicio de la seccién 3, motivé a proponer como valor del
parametro A en la expresién (18) el siguiente

sen?(B)

N cos? (%112

donde & = <M;Q;Qi+1, B = <QiMiQit1, ¥ = <QiQi+1M;
y L =|Qi+1 — Q;|| como se muestra en la Figura 3.

(23)

Ahora bien, ¢por qué escoger el valor de A que aparece
en (23) y no otro? Como ya habiamos dicho en la seccién 3.4,
para cada valor de A en la combinacién lineal de la longitud
de arco y energia elastica se definia un nuevo funcional de
fairness. Precisamente al tomar este valor en la combinacién
lineal del funcional, este dltimo manifiesta buenas propiedades
para el disefio geométrico como son las siguientes:

= El valor de
arg{minF; ()}
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Q; Qi1

Figura 3. Angulos interiores del tridngulo de control.

es invariante bajo transformaciones rigidas de coorde-
nadas y homotecias.

= Reproduce arcos de circunferencia (Redondez).

4.1 Reproduccion de arcos de circunferencia

Como parte de este trabajo también se encuentra repro-
ducir arcos de circunferencias, pues como habiamos visto al
inicio de esta seccidn, si situamos los puntos de interpolacién
sobre una circunferencia entonces la curva mas fair que los in-
terpola es precisamente el arco de circunferencia que contiene
a dichos datos. Para que la curva interpolante sea un arco de
circunferencia el tridngulo de control debe ser isdsceles por la
simetria del circulo. En dicho caso, debemos demostrar que
el circulo de interpolacion es tnico. El pardmetro de tension
asociado a dicha cénica debe cumplir la siguiente condicién.

Lema Denotemos por @ = <M;Q;Q;+1, f = <Q:M;Q;. 1,
Y=<Q;Qi+1M; y L =1|Qi+1 — Q|| como se muestra
en la Figura 3. Entonces se cumple que:

i. Los datos Q;, V; y Q;41, Vit provienen de un
circulo si y solo si @ = v; en otras palabras, si el
tridngulo con vértices Q;, Q;11 y M; es isésceles.

ii. Silos datos Q;, V; y Q;+1, Vi1 provienen de un
circulo entonces el circulo descrito en i. puede
representarse como una curva conica de Bézier
(Véase la seccién 1.2) tomando como tridngulo de
control al formado por los puntos Q;, M; y Qi1
y pardmetro @ = cos(a) = cos(7).

La demostracién de éste resultado puede verse en [6].

Un circulo completo puede obtenerse uniendo piezas
de un spline cerrado, donde cada segmento sea un arco
de circunferencia. Por ejemplo, podemos representar un
circulo utilizando tres arcos iguales (Figura 4). Con todos
los dngulos @; = y; = 60° y los pesos ®; = % se obtiene una
representacion exacta de un circulo.

Partiendo del Lema anterior podemos argumentar las con-
secuencias de tomar el valor que proponemos para el parame-
tro A al inicio de esta seccién y que se exponen en el siguiente
teorema:

Figura 4. Reproduccién de un circulo.

Teorema Sean Q; y Q;;1 dos puntos con direcciones tangen-
tes asociadas V; y V| respectivamente, denotemos por
M; el punto de interseccion de las rectas que pasan por
los puntos Q; y Q4+ con direcciones tangentes dadas
por los vectores V; y Vi11. Se define A¢ como

sen’(B)

= +
cos?(551) L2

donde L = ||Q;+1 — Qil|, & = <M;Q;Q; 1,
Y=<M;Qi11Q;yB = <Q:M;Q;y1.

Si Qj, Vi, Qir1 ¥ Viy1 son datos que provienen de un
circulo C;, entonces la cénica de Bézier que interpola a
Q;, Vi, Qi11, Vit 1 y minimiza el funcional

F (0) = E(0) + AcS(0)

. )
es el arco Q;Q;1 del circulo C;.

Demostracion

Si imponemos a los pardmetros a,b,L que el tridngulo sea
iséceles (como corresponde a una seccion de circunferencia)
y que @ = cos(a) = cos(y), como se establece en el lema
anterior, entonces es posible calcular exactamente las
integrales que aparecen en (19) y despejar el valor A¢ de A

9F) (@)
que anulaa —5.—. W

Observacion. Si los datos a interpolar provienen de un
arco de circulo C;, pero el valor de A en la combinacién
lineal del funcional no es igual a A¢, entonces el minimo del
funcional F (@) no necesariamente reproduce a C;.

4.2 Implementacion Numérica

El algoritmo para generar puntos sobre una curva
cénica de Bézier descrito en la seccién 2 fue implementado
en MatLab. Ya una vez teniendo a mano un algoritmo
bastante eficiente para generar puntos sobre las cénicas se
implementd también en el mismo software varias funciones
que tienen como objetivo calcular, de manera aproximada y
como se indica en la seccion 3.5, el valor del funcional de
fairness y de su derivada con respecto al pardmetro @ para
una combinacién de datos especifica. Ademads se programaron
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ambos métodos para hallar el valor minimo del funcional.

Algunos de los resultados obtenidos por el programa se
muestran a continuacion.

En lo adelante, expondremos los resultados de nuestro
algoritmo para el siguiente conjunto de puntos en el plano
Py =(0,0),P; = (1,1) y P, = (2,0), tomados como tridngulo
de control. En la Figura 5 mostramos una comparacién entre
diferentes cénicas de Bézier definidas en el mismo tridngulo
de control en cuanto al grafico de los valores de curvatura.

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 5. Izquierda: Grafico de las conicas de Bézier.
Derecha: Grafico de los valores de curvatura.

En el Cuadro 1 se muestran valores aproximados de la lon-
gitud de arco para distintos valores del pardmetro de tension.
Con 4 iteraciones del algoritmo de subdivisién se obtienen
buenas aproximaciones para S(®). Debemos observar que
cuando ® — 0 se tiene que S(®) — 2 y cuando @ — o en-
tonces S(@) — 2v/2 como se ya se planted en las secciones
32y33.

E(o)

0] 4 iteraciones | 8 iteraciones | 12 iteraciones
0.01 3.7908 1132.3 1547.0
0.3 2.6969 2.7709 2.7712
0.5 1.8095 1.8134 1.8134
0.7071 1.6658 1.6654 1.6654
1 1.7528 1.7524 1.7524
10 9.4707 9.4450 9.4449
50 44.3944 44.4090 44.4071
100 86.9953 88.1138 88.1085

S(w)

(0] 2 iteraciones | 4 iteraciones | 8 iteraciones
0.01 2.0002 2.0003 2.0004
0.3 2.0767 2.0875 2.0884
0.5 2.1445 2.1571 2.1580
0.7071 2.2125 2.2259 2.2268
1 2.2808 2.2947 2.2956
10 2.7119 2.7206 2.7213
50 2.8020 2.8047 2.8050
100 2.8149 2.8164 2.8166

Cuadro 1. Aproximaciones de la longitud de arco.

En el Cuadro 2 muestra que para obtener buenas
aproximaciones de la energia eldstica es necesario realizar
una mayor cantidad de iteraciones del proceso de subdivision.
La razén por la que hay que realizar mas subdivisiones
estd en el hecho de que como utilizamos el método de los
trapecios para obtener las aproximaciones, mientras mayor
sea el nimero de puntos generados sobre la curva, menor
serd el paso de la integral (ver seccién 3.5) con lo que se
obtienen mejores resultados.

Cuadro 2. Aproximaciones de la energia elastica.

Otra observacion importante que podemos realizar de los
datos obtenidos es que para valores muy pequefios del pardme-
tro de tensidén @ y pocas iteraciones no se obtienen buenas
aproximaciones del funcional, sin embargo, mientras mayor
sea la cantidad de iteraciones en el proceso de subdivision,
mejores serdn los resultados en la aproximacion.

4.3 Aplicaciones

Las curvas spline actualmente en el disefio geométrico
asistido por computadora juegan un papel fundamental. En
esta seccion se mostraran algunos de sus usos en la vida
diaria. Como motivo de visualizar una curva fair en el disefio
geométrico se ha desarrollado una aplicacién con interfaz
grafica de MatLab donde el disefiador puede introducir los
puntos y tangentes de interpolacién en un drea destinada para
el diseno.

Una aplicacién inmediata de las curvas spline es el disefio
de figuras planas y de carreteras. En la figura 8 se presenta un
ejemplo de objeto real que fue modelado utilizando la interfaz
gréfica desarrollada.

Figura 6. Disefio de un corazon.

5. Conclusiones

Se da solucién al problema de encontrar un spline
G'-continuo racional cuadritico de Bézier que interpole
un conjunto de puntos del plano con vectores tangentes
asociados a cada uno de ellos y también cumple la propiedad
de ser fair, ya que cada segmento que lo compone es la
curva que minimiza el funcional de fairness que se propone.
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Disefio de una carretera.

a)

Figura 8. Modelo de una pieza de ajedrez. (a) Curva
generatriz. (b) Disefo tridimensional. (c) Objeto real.

Para la minimizacién del funcional de fairness se utilizaron
aproximaciones numéricas. En la experimentacion numérica
se muestra que se obtuvieron buenos valores de aproximacion
con pocas iteraciones.

Desde el punto de vista tedrico se demuestra que el funcio-
nal de fairness tiene buenas propiedades como son su invarian-
za a transformaciones rigidas de coordenadas y homotecias y
la reproduccion de arcos de circunferencias.
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Modelo de Programacion Lineal Difusa Multiobjetivo
para la evacuacion optima de personas bajo
amenaza de desastres naturales

Fuzzy Multiobjective Linear Programming Model for
the optimal evacuation of people under threat of
natural disasters
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Resumen La evacuacion de personas es un proceso sustantivo dentro de la gestion operativa de desastres.
En Cuba, y en especial en la provincia de Holguin, dicho proceso incluye el control sistematico de los datos
poblacionales de cada municipio, y la confeccién de un plan de respuesta de acuerdo a diversos criterios.
Esto ultimo se realiza tradicionalmente de forma manual, con las correspondientes limitaciones en la toma
de decisiones involucradas. En ese sentido, la presente investigacion tiene por objetivo modelar mediante un
enfoque de programacion lineal difusa multiobjetivo, el problema de transporte asociado a la evacuacién de
personas ante desastres naturales en la provincia de Holguin. El enfoque propuesto permite obtener de manera
rapida y eficiente una propuesta de evacuacién que facilitara la toma de decisiones teniendo en cuenta mdltiples
criterios y la presencia de incertidumbre en los datos. Se han considerado cuatro casos de estudios relacionados
con posibles escenarios de evacuacion de personas en la provincia de Holguin. Los resultados muestran que el
enfoque propuesto resulta eficaz y lo suficientemente pertinente para ser aplicado en escenarios reales.

Abstract The evacuation of people is a substantive process within the operational management of disasters.
In Cuba, and especially in the province of Holguin, this process includes the systematic control of the population
data of each municipality, and the preparation of a response plan according to various criteria. The latter is
traditionally done manually, with the corresponding limitations in the decision-making involved. In this sense, the
present research aims to model the problem of transport associated with the evacuation of people to natural
disasters in the province of Holguin using a fuzzy multiobjective linear approach. The proposed approach makes
it possible to obtain a fast and efficient evacuation proposal that would facilitate the decision making taking
into account multiple criteria and the presence of uncertainty in the data. We have considered four cases of
studies related to possible scenarios of evacuation of people in the province of Holguin. The results show that
the proposed approach is effective and relevant enough to be applied in real scenarios.
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1. Introduccion

Responder ante los desastres de manera eficiente no es
una tarea fécil, pues los factores que intervienen en estos pro-
cesos son numerosos. Por ejemplo, el ambiente post-ayuda
en caso de desastre es cadtico, existe el panico publico, el
transporte se pierde asi como la infraestructura de comuni-
cacion; el ndmero y la variedad de actores involucrados es

alto (donantes, medios de comunicacién, gobierno, militares,
organizaciones humanitarias, entre otros); ademas de la falta
de recursos suficientes para proveer una respuesta adecuada
ante la situacion.

Una ayuda humanitaria eficiente pero flexible es un tema clave
en caso de desastres, del cual se estd hablando con mayor auge
en el mundo académico actual [[9] como una extension de esta,
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la logistica humanitaria es una de las disciplinas de mayor
importancia dentro del manejo de desastres [[14]. Uno de los
grandes obstaculos para superar en cadenas de suministro de
ayuda humanitaria, es la enorme incertidumbre y los multiples
objetivos en la demanda, los suministros y la siempre exis-
tente presion que ejerce el tiempo. La logistica humanitaria
es un proceso considerado de alto nivel de complejidad, pues
constituye la parte més costosa de la mitigacion de desastres
[24]; esta se encarga en la etapa de recuperacién de minimizar
los efectos del desastre, realizando la biisqueda y rescate de
victimas, y la provisién de viveres y servicios de emergencias.
La Defensa Civil mantiene un estricto control de las vias de
acceso terrestre a una gran cantidad de puntos estratégicos
del territorio de Holguin, que le permite realizar las labores
logisticas humanitarias. Como consecuencia, durante o luego
de la crisis, toda esta informacién varia de manera vertigi-
nosa, por lo que se hace practicamente imposible mantener
de manera manual la informacién del estado real de las vias
de acceso, asi como proponer rutas éptimas que minimicen
los gastos de recursos y maximicen la ayuda brindada. De
esta forma, el procedimiento antes mencionado incurre en
gastos excesivos de recursos y requiere de mucho tiempo para
consolidar la informacién. Por tanto se aprecia que es muy
dificil detectar posibles errores, lo que dificulta la toma de
decisiones.

En el caso de desastres, uno de los trabajos de la Defensa
Civil es el transporte de la poblacién a zonas de menos ries-
g0, asi como minimizar el tiempo de este trabajo y el costo
que incurre en el mismo. Teniendo en cuenta los anteriores
objetivos, el escenario para dar respuesta a tal situacion se
muestra plagado de incertidumbres. Lo anteriormente descrito
introduce el siguiente problema: ;cédmo planificar de manera
Optima la evacuacion de personas bajo amenaza de desastres
naturales en la provincia de Holguin, de manera que se tenga
en cuenta la incertidumbre de los datos, asi como el cumpli-
miento de los objetivos humanitarios y econémicos?

Dada la posibilidad de modelar estos escenarios de decisién
como problemas de programacidn lineal difusa y la necesidad
del cumplimiento de muiiltiples objetivos, la presente investi-
gacion se propuso como objetivo: resolver mediante un en-
foque de programacion lineal difusa multiobjetivo (PLDM) el
problema de transporte asociado a la evacuacién de personas
durante la amenaza de huracanes en la provincia de Holguin.
Con este trabajo se espera mejorar la toma de decisiones en
casos de desastres, que permita salvar vidas y economizar los
gastos a los que se enfrenta la provincia en estas situaciones.

2. Gestion operativa de desastres

Se entiende como desastre el acontecimiento o suceso que
destruye las estructuras bésicas y el funcionamiento normal de
una sociedad o comunidad. Ocasiona pérdidas y afectaciones
humanas, a la economia, la infraestructura, los servicios esen-
ciales o medios de sustento, mas alld de la capacidad normal
de las comunidades afectadas para dar una respuesta. Los peli-
gros de desastres, que potencialmente pueden afectar al pais,

han sido clasificados, atendiendo a su origen en: naturales,
tecnoldgicos y sanitarios.

En los ultimos 20 afios una nueva disciplina ha emergido en
el contexto de la Investigacion de Operaciones y las Ciencias
de la Administracién aplicadas en la gestién de desastres nat-
urales. Altay y otros (2006) [IL] la llamaron Gestion operativa
de desastres (DOM), ademds la definen como el conjunto de
actividades realizadas previamente, durante y después a un de-
sastre con el objetivo de prevenir la pérdida de vidas humanas,
reduciendo su impacto en la economia, y retornar a un estado
de normalidad.

3. Programacion lineal difusa
multiobjetivo

La extension difusa de la programacién lineal trata la in-
certidumbre de determinados elementos del modelo mediante
la teoria de la 16gica difusa[25]. Conviene por tanto definir
primero que es un conjunto difuso.

Conjunto difuso[3]: Sea Y C R un conjunto no vacio. Un
subconjunto difuso de Y es una funcién u : ¥ — [0, 1].

El valor de y en la funcién u expresa una medida o grado
parael cual yestden Y. Si (y) = 1 entonces y € Y. Por otro
lado, si p(y) = 0 se puede decir que y ¢ Y. En el caso de
1(y) € (0,1), dicho valor proporciona el grado de pertenencia
de y en Y. La funcién p(x) recibe el nombre de funcién de
pertenencia.

Cuando la funcién objetivo z = ¢! x es difusa, se supone que
existe un valor de aspiracion para la funcién objetivo. Dicho
valor se denotara dy € R.

Es decir, se espera encontrar un x* € X tal que z(x*) < dj.
En muchos casos no es posible encontrar una solucién que
satisfaga esta condicion, por lo cual se permite que la funcién
objetivo pueda alcanzar valores mayores a d.

Para esto, se fija un valor py que define el grado minimo
de cumplimiento o pertenencia al nivel de aspiracion. De
esta forma, si z(x) > dop + po se dice que tiene un grado de
cumplimiento de 0. Si z(x) < dy, el grado de cumplimiento
o pertenencia es 1. Ademds, si dy < z(x) < dp + po entonces
el grado o porcentaje de cumplimiento estd dado por 1 — %
Lo descrito anteriormente se puede expresar por medio de la
siguiente funcién de pertenencia trapezoidal para la funcién
objetivo [13].

Luego introduciendo una variable auxiliar , el modelo
de programacioén lineal del problema de minimizacién con
funcién objetivo difusa se expresa de la siguiente forma:
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mix A
s.a: /.LZ(Z cixi) > A 2)
i=1

xeX, Ae€l0,1]

Como puede verse en [15]], el problema anterior es equi-
valente al siguiente problema de optimizacién paramétrica:

mix A

s.a: ZcixiZdo—PO(l_M &)
i=0

xeX,Ael0,1]

cuya solucién 6ptima A*, x* se considera la solucién del pro-
blema original con funcién objetivo z = c¢;x difusa.

Si se estd analizando un problema donde no solo la funcién
objetivo, sino que ademads las restricciones son difusas, en-
tonces se puede tomar la decision difusa [2]] considerando que
no existe diferencia entre funcién objetivo difusa cix < dy y
restricciones difusas Ax ~< d, este modelo se puede expresar
de la forma siguiente [26]: Bx ~< bl, donde

=[] -]

Aplicando (1) a Bx, el modelo (3) quedaria de la siguiente
forma

mix A

Bx; > by — po(1— 1) )

n
s.a:

i=0
xeX,Ae0,1]

En 1987, Zimmermann, extendié su enfoque sobre la pro-
gramacion lineal difusa al problema de programacion lineal
multiobjetivo con K funciones objetivo z; = ¢jx, i € {1,...,K}.
Para cada una de las funciones objetivo z; = c;x de este pro-
blema, se asume que aquella persona especialista o capacitada
para llevar a cabo la toma de decisiones, tenga un objetivo
difuso tal como z;(x) debe ser menor que o igual a cierto valor
d; . Entonces la correspondiente funcién de pertenencia de un
problema de minimizacién puede ser escrita como [[17]]:

0, si zi(x) <2
z:(x)—20

W) = B s a2 ©)
1, si zi(x) <z

donde 70 y z! denotan los valores de la funcién objetivo z;(x)
tales que los grados de la funcién de pertenencia sean 0y 1,
respectivamente.

Usando esta funcidn de pertenencia y siguiendo las reglas de

decision difusa por [2]], el modelo puede interpretarse como:

méx mini_;__ g wit(zi(x))

sa: Ax<b,x>0
Téngase en cuenta que las restricciones se consideran rigi-
das. Este problema puede ser reducido al siguiente problema
de programacién lineal convencional:

max A
s.a:

A< pf ()
Ax<b,x>0

Asumiendo la existencia de la solucién éptima x™* del proble-
ma de minimizacion de las funciones objetivos individuales
bajo las restricciones se define por: minyex z;(x), i=1,....k
donde X = {x € R"|Ax < b,x > 0}, en [27] el autor sugiere
una forma para determinar la funcién lineal de pertenencia
pE(zi(x)). Para ser especificos, usando el minimo individual
Vi=1,..,k

min

" = z(x") = minz;(x)

xeX

junto con
2 = max{z;(x'%), ...,z (x 10,z (x10), Lz (RO

determind la funcién lineal de pertenencia como (5) pero
escogiendo z} = /"y 20 = 7.,

En el caso donde no solo las funciones objetivos sean difusas
sino también las restricciones lo sean, utilizando igual funcién
de pertenencia un andlisis similar puede ser empleado [17].
Aunque existen otros métodos, este es el que se emplea en el

desarrollo de la investigacion.

4. Modelos de evacuacion en desastres
naturales

La mayoria de los modelos de evacuacién disponibles
definen su objetivo como minimizar el flujo del trafico o el
tiempo total de transportacién [20],[23],[13]. En [5], [21],
[L8] consideraron seguridad en sus modelos, pero hacen esto
penalizando o prohibiendo soluciones que dejen evacuados de-
tras, al final de la evacuacion. De manera similar, en localizar
refugios, [10] minimizan el peso promedio de las demandas
no logradas por los refugios y el tiempo de transportacion.
La funcién objetivo en [21]] minimiza una vez mas el tiem-
po total de evacuacién, pero incluyen restricciones sobre de-
mostraciones y costos operativos para ocuparse de esos obje-
tivos adicionales.

Varias estrategias mejoradas de evacuacion han sido consider-
adas en la literatura, incluyendo: determinar la ruta de evac-
uacién 6ptima y/o destino asignado (ej. [S],[211],[13]); plani-
ficar en etapas (también conocido como escenificar) la evac-
uacion (ej. [19], [15],[4],[11]]); y otras estrategias de control de
trafico 6], [22],[12]. Hay muchos aspectos de una evacuacion:
quién se queda, quién se va, cuando se va, donde va, que ruta
tomard para llegar ahi, y que camino y modo de transporte
estd disponible y cudndo. Cada modelo de evacuacién asume
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cada uno de estos aspectos del problema como un aporte in-
controlable o algo que potencialmente puede controlarse a fin
de mejorar la evacuaciéon. Muchos de los primeros modelos
son meramente descriptivos, asumiendo que cada dimensién
brinda un aporte. MASSVAC [7]], [8], OREMS [16], y NET-
VAC [20] son ejemplos de estos tipos de modelos. Estos tipos
de modelos pueden ser usados de dos formas:

a) para estimar los tiempos de realizacion que ayuden a decidir
cuando deberian ser emitidas las érdenes de evacuacion a fin
de asegurar el tiempo adecuado para la ejecucién o

b) desarrollar planes de evacuacién a través de un proceso
por tanteo en el cual las suposiciones diferentes (los planes
propuestos) de aportes son manejadas y el modelo se usa para
evaluarlas.

Otros modelos son preceptivos, asumiendo que uno o mas as-
pectos del problema son potencialmente controlables y tenien-
do la intencién de determinar la forma Optima para controlarla.
Estos modelos varfan en que los aspectos estdn predetermina-
dos por el comportamiento del sistema de transporte existente
o del evacuado, y que son considerados controlables, asi se
someten a la mejora a través de la implementacién de una
estrategia de evacuacion.

En realidad, muchos aspectos de una evacuacién son parcial-
mente controlables. Por ejemplo, no se puede asumir real-
mente que las personas cumplan con el momento exacto en
que se les dice deben partir; de cualquier forma, a través de las
ordenes de evacuacion obligatorias, las autoridades pueden
ejercer cierto control sobre quién se va y cuando. Favorece, in-
cluso si el proceso Optimo descrito por un modelo preceptivo
no es enteramente factible en realidad, este puede ser usado
para prever cudn bien puede ir un proceso de evacuacién. El
componente uno de la evacuacién que, para el conocimiento
de los autores, ha sido siempre considerado aporte es quién se
va. Los modelos disponibles por consiguiente no permiten la
posibilidad que la mejor estrategia para las personas podria
ser quedarse donde ellos estan. Esta suposicién estd proba-
blemente relacionada con la declaracién del objetivo, como
minimizar tiempo de despeje del trafico, puesto que un mode-
lo que deja a las personas quedarse cuando el Gnico objetivo
es minimizar el despeje del transito, estd aconsejando que
todo el mundo se quede donde esta.

5. Descripcion del problema

Antes de exponer los detalles del enfoque propuesto con-
viene describir el escenario de decision que se pretende re-
solver. El mismo se puede definir informalmente de la forma
siguiente:

Dado un conjunto de centros de evacuacion, con capacidades y
costos de utilizacién conocidos, y de localidades con personas
a evacuar, determinar el esquema de transporte que cumpla
con las demandas de las localidades y minimice simultanea-
mente el tiempo total de evacuacién y el costo de utilizacién
de los centros.

Téngase en cuenta que los tiempos de transportacion, asi como

las capacidades de los centros de evacuacion estian definidos
de manera difusa, esto es, sin seguir una distribucidn estadisti-
ca conocida.

Una vez las personas han sido llevadas a los centros de evacua-
cion, éstas se deben atender desde el punto de vista logistico
y de salud. Para realizar dichas atenciones, existen centros
de recursos (almacenes) y centros de salud (hospitales, poli-
clinicos, etc.). Por lo tanto, seria importante tener en cuenta las
capacidades de atencion de estos centros, y que el tiempo de
transportacion total, desde los centros de evacuacidn a estos,
sea minima. Es decir, a partir de la solucién encontrada para el
problema de evacuacion, seria conveniente determinar cémo
atender de manera efectiva a estas personas evacuadas, tenien-
do en cuenta que el tiempo total de transportacion, asi como
la capacidad de estos centros son igualmente difusos.
Notacion de los datos de entrada

= M;: capacidad de atencién del centro logistico k,
ke {1,...,K} siendo K el nimero de centros logisticos.

= N;: capacidad de atencion del centro de salud /,
1 e{1,...,L} siendo L el nimero de centros de salud.

= P;: parte entera de la divisién del niimero de personas
que deben ser evacuados en la localidad i, por la capaci-
dad promedio de los 6mnibus a emplear; i € {1,...,1}
siendo / el nimero de localidades a evacuar.

= #;;: tiempo de transportacién de un medio de transporte
desde la localidad i hacia el centro j.

] t,i it tiempo de transportacién de un medio de transporte
desde el centro logistico k hacia el centro de evacuacién
Jj-

] tjz.l: tiempo de transportacién de un medio de transporte

desde el centro de evacuacion j hacia el centro de salud
l.

= ¢;: costo de utilizacion del centro j en §.

Con el fin de dar solucién al problema antes descrito se pro-
pone emplear el enfoque de programacion lineal difusa multi-
objetivo analizado con anterioridad; para esto se crea el si-
guiente modelo de programacion lineal, del cual se describen
las variables de decision asi como las funciones objetivos y las
restricciones asociadas. Téngase en cuenta que este modelo
se encuentra en su fase inicial de desarrollo.

5.1 Variables de decision
= x;;: niimero de viajes a realizar desde la localidad 7 hasta
el centro de evacuacion j.

= y;: sise utiliza (1) o no (0) el centro de evacuacién j.
] z,]{ ;- nimero de viajes a realizar desde el centro logistico
k hasta el centro de evacuacion j.
2.

. ndmero de viajes a realizar desde el centro de eva-
cuacién j hasta el centro de salud /.
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5.2 Funciones objetivos

Las funciones objetivo que se presentan son difusas pues
tij, t,: i tjz.l y ¢; son valores difusos que dependen del criterio
de los expertos en la toma de decisién que intervienen en el
problema analizado.
- Minimizar el tiempo de transportacion de la evacuacion:

I J
min Z;, = Z Zl‘,’jxij
i=1j=1
- Minimizar el costo de utilizacion de los centros de evac-

uacion:
J

min Zepsz0 = Z Cjyj
Jj=1
- Minimizar el tiempo de transportacion de los recursos
logisticos:
K J
. 1
min Z; = Z Z Tk i%kj
k=1j=1

- Minimizar el tiempo de transportacién a los centros de

salud:
J L -
min Z;; = Z Ztﬂzﬂ
j=li=1

5.3 Restricciones

Restricciones de capacidad de los centros de evacuacion,
logisticos y salud en este orden. Considérese que E;, My y N,
son elementos difusos que también dependen de las circun-
stancias y las situaciones existente en los centros.

Y xij = Ejy;, Vi={l,..J}
pan

J
Yo, = M, Vk={l,..K}
j=1

J

2 X N, VI={l,..L}
j=1

Restricciones sobre el nimero de viajes a realizar teniendo en
cuenta el nimero de personas a evacuar en las localidades, su
atencion logistica y médica.

- Evacuacién:

xij=P, Vi={1,..I}

M-

j=1

- Atencion logistica:

K 1
Zz,szx,-j, vi={1,...,J}
k=1 i=1

- Atencién médica:

L 1
ZZ?ZZZ)C,']', vi={1,...,J}
=1 i=1

1 2 . 1 2 +.
xij’ij»ZﬂZO, xl'j7ij,Zj[€Z 5 yje{oal}

6. Solucion mediante MATLAB

Para la solucién de este problema se utilizé el enfoque
sugerido por Zimmermann, descrito con anterioridad, apli-
cado a la funcién de pertenencia (5). Siguiendo el enfoque
de (Bellman et al.,) para decisién difusa, se considera que
no existe diferencia entre funciones objetivo difusas c;x < d
y restricciones difusas Ax <X b, se aplica entonces de igual
forma la funcién de pertenencia tanto a las funciones obje-
tivos difusos como a las restricciones difusas. De tal manera
el modelo propuesto seria transformado en un modelo de tipo
(4), anadiendo las restricciones no difusas.

Al aplicar la funcién de pertenencia (5) a las funciones objeti-
vo difusas estas toman la siguiente forma:

I J
Y ¥ tixii— (g —g)A <z

i=1j=1

J
1 0 0
Cjyj— (Zcosm - Zcosm))“ < Zeosto
=
& 11 0 0
1
Y Y —@—a)h < oz
k=1 j=1

L & 2.2 1 0 0
Y Y =@ —a)A < g

Donde z° y z! expresan los maximos y minimos que alcanzan
dichas funciones de forma independiente y asociadas a las
restricciones no difusas.

1 for i=l:cantfundif

2 [7,fvalmin(i)=linprog (zdif(i,:) ,[],[],Aeq,beq,
Ib ,up,[], options) ];

3 [7,fval(i)=linprog(—zdif(i,:) ,[],[],Aeq,beq,1b
,up,[],options)];

4 z0d (i)=—fvalm(i);

5 zrestd (i ,:)=[zdif(i,:)—(fvalmin (i)+fvalm(i))];

¢ end

En el caso de las restricciones de desigualdad se sigue la de-
cision difusa [2] considerando que no existe diferencia entre
funcién objetivo difusa y restriccion difusa, por lo que se
aplica de igual forma la funcién de pertenencia; considerando
que bm 'y bmin son los valores maximos y minimos permiti-
dos a tales restricciones, estas quedarian de la siguiente forma:

1
Y xij—Ejyj— (bpin—bp)A < by,

i=1

J
ZzllcjiMki(bﬁlinibzn)z’ < brzn
Jj=1
J
Z Z?l _Nl - (b?mn - bfn)a’ < b?n
j=1
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i for i=l:cantfundif

2 bdifa(i)=bm(i);

3 Adifa(i,:)=[Adif(i
4 end

,2) —(bmin(i)-bm(i))];

Solo queda plantear el modelo (4), uniendo las funciones ob-
jetivos con las restricciones de desigualdad, y crear la nueva
funcién objetivo. Luego este es resuelto mediante /inprog, al-
goritmo de optimizacién para programacion lineal que utiliza
el método Simplex o Punto Interior.

1 fun=[zeros(1,cantvar) —1];

2 Bx=[ Adifa; zrestd ];

3 bpri=[bdifa ,z0d];

4+ Bxeq=[Aeq, zeos (cantrestndifeq ,1) ];

5 bprieq=beq;

6 [x, solucion]=linprog (fun,Bx,bpri,Bxeq,bprieq ,[1b
,—inf],[up,inf],[],options);

6.1 Caso de estudio

Debido a la seguridad con la que se manejan estos datos,
no estan disponibles al publico, por lo que no fue posible
obtener los datos reales que se manejan en el proceso de evac-
uacién de personas bajo amenaza de desastres en la provincia
de Holguin. No obstante, se utiliz6 para los casos de estudio
(CE), datos disefiados, que estdn cerca de la realidad.

Sin atencién médica
CE3
CE 4

Con atenciéon médica
CE 1
CE?2

Datos 1
Datos II

Para la elaboracion de los casos de estudio se consideraron
dos casos, uno en el cual se analiza el enfoque propuesto, en
el que se incluye atencién médica y en el otro no se incluye
atencion médica, cada uno evaluado en dos instancias del
problema.

Estas instancias presentan las siguientes caracteristicas:
Considere que se desea evacuar 14 municipios con pobla-
ciones P, y se cuenta con 47 centros de evacuacion con capaci-
dad K. Estos, a su vez, reciben atencion logistica desde 33
centros con capacidades M; y atencién médica desde 33 cen-
tros con capacidades N;. El costo de utilizacién de los centros
de evacuacion es de ¢; . Los factores que se variaron fueron
los tiempos de transportacién desde los municipios hasta los
centros de evacuacion, y de estos hasta los centros de atencion
logistica y médica.

En la siguiente tabla se presentan los resultados de los casos
de estudio, en la que se muestran los tiempos totales de trans-
portacién y el costo de utilizacién de los centros. También
se propone la solucién de estos casos de estudio, resueltos
como problemas sin un enfoque difuso a través del método
minimax ponderado. Ademas de los tiempos de ejecucion de
los algoritmos en cada instancia.

Enfoque difuso

(Zimmermann, 1976) | Tiempo (s)
CE1 | (7701,218,5851,7401) | 4.489904
CE2 | (8234,218,4184,5703) | 4.496354
CE3 | (7701,218,5851) 3.330397
CE4 | (8240,218,4179) 3.011402

Enfoque no difuso

Minimax ponderado

(Bowman, 1976) Tiempo (s)
CEl | (7218,218,4149,5615) | 21.411992
CE2 | (7662,218,4149,5615) | 22.149234
CE3 | (7218,218,5439) 7.964351
CE4 | (7662,218,4145) 7.907791

Centrando el andlisis solo en la parte cuantitativa de los
resultados obtenidos en los casos de estudio presentados, se
puede plantear que el modelo difuso arroja resultados mas
desfavorables que el modelo no difuso. De estos resultados
no podemos limitar al método difuso, ni absolutizar la superi-
oridad del enfoque no difuso, pues en el aspecto cualitativo,
el modelo difuso se considera superior, al no difuso, ya que
logra incorporar y aglutinar el criterio de miltiples expertos;
que en la vida real sin el anélisis difuso, cada opinién de un ex-
perto representaria un modelo diferente, debido a que es poco
probable que todos tengan la misma opinién o pensamiento
16gico. Por otra parte si se analiza el tiempo de ejecucion de
los algoritmos implementados, aquel que brinda solucidn al
enfoque no difuso puede tardar hasta cuatro veces el tiempo
de ejecucidn del otro. Para la implementacion de los algorit-
mos se utiliz6 el MATLAB, un lenguaje de programacion de
alto nivel, con un enfoque predominantemente matematico;
que permite obtener resultados rdpidos y confiables.

7. Conclusiones

En este articulo se hace un breve andlisis de los funda-
mentos tedricos que sustentan la programacion lineal difusa
multi-objetivo, asi como la gestién operativa de desastres y
algunos modelos que tratan el tema de la evacuacién ante
desastres.

El modelo de programacién lineal difuso y multi-objetivo
propuesto contribuye a la gestion operativa de desastres, ya
que facilita la toma de decisiones, ademas de tener en cuen-
ta multiples criterios y la presencia de incertidumbre en los
datos.

Se implementaron los algoritmos en MATLAB vy los resulta-
dos arrojados permitieron el andlisis comparativo de los casos
de estudio y demostraron la funcionalidad del modelo.
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Introduccion

La ecuacién del calor, acoplada con determinadas con-
diciones de contacto (que puede ser perfecto o imperfecto),
aparece en el estudio de la transmisién del calor por regiones
compuestas por materiales de distintas propiedades, asi como
en otros problemas de la mecdnica de sélidos.

Esta diferencia de propiedades puede ser modelada a
través de condiciones de discontinuidad. Diversos articulos
han estudiado este tipo de problemas mediante un enfoque
numérico. En [?] y [?] se abordan problemas que presentan
discontinuidades mediante el método de Elementos Finitos.
El mfodo de las Diferencias Finitas, el cual sera abordado en
el presente documento, fue utilizado en [?] para resolver las
ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo, en [?] y
[?] es considerado un sistema de ecuaciones con coeficien-
tes dependientes de variables temporales y espaciales, con
condiciones de discontinuidad, en una y dos dimensiones
respectivamente.

A continuacién serd planteada la ecuacién que modela
un problema estacionario de conduccién del calor, en el ca-

so unidimensional con condiciones de contacto imperfecto.
Mas adelante, en la Seccion 1, el método de las diferencias
finitas es aplicado al problema previamente obtenido. En la
Seccion 2 se analizard la consistencia y estabilidad del méto-
do, asi como la convergencia de la solucién numérica a la
solucién exacta. Finalmente en la Seccién 3 son presentados
y discutidos algunos ejemplos.

0.1 Obtencion de la ecuacion del calor

La ecuacién del calor con conveccion viene dada por la
expresion

d
d—u—V-(aVu)—l—b-Vu—i—cu:fen Q, donde c=V-b.

dt
ey
La deduccion de esta ecuacion a partir de una ley de conserva-
cién y varias relaciones constitutivas puede ser encontrada en
la introduccién de [3]. Para el caso de un problema estaciona-
rio (independiente del tiempo), unidimensional (por ejemplo,
el problema de conduccién del calor sobre una barra metdlica),
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donde b = 0, la ecuacién (1) queda reducida a

d
dg

En dicho caso Q seria un intervalo. Si ademads se considera
que la barra esta conformada por secciones, cada una de dife-
rente material, y por lo tanto, con diferentes propiedades, en
cada uno de los puntos de enlace de dichas secciones deben
cumplirse condiciones del tipo Robin

du
az
dég

donde x es un coeficiente de transferencia de calor. Es decir,
sobre los enlaces se considerard el flujo proporcional a la
diferencia entre las temperaturas de las secciones en cuestion.
Ademas se considerard que el flujo se mantiene constante
sobre los puntos de enlace. Denotando como & los puntos de
encuentro de dos secciones consecutivas, estas condiciones
quedan como

(a(é)%u) =f, en Q. )

+xk(ut —u") =0,

a(é)gﬂ(é) -

= Befu(S)]g ©)

&) fgu)], =0 @

Las constantes f3; son conocidas como nimeros de Biot. Para
las condiciones de frontera, que en el caso unidimensional
seran dadas sobre los puntos extremos de Q, seran seleccio-
nadas condiciones de Dirichlet, u(&y) = uo y u(§s) = uy. De
este modo, con la ecuacién (2) junto con las condiciones (3) y
(4), ademds de las condiciones de frontera, queda establecido
el problema a tratar numéricamente por el método de las dife-
rencias finitas.

Bajo determinadas condiciones de diferenciabilidad de las
funciones a(&) y f(§), y de positividad de a(&), el problema
(2)-(4) posee solucién diferenciable hasta determinado orden,
cuya expresi6n analitica, para & € (&;,&j41), es

u(§) =

71
a(s
50(

/f dt—c)ds iﬁ /f d&j—c)+u0,

Q)]
con
¢ I &
[”f—u0+<$<g{f(s)ds)>+i)::l,Tgf f(&)dE
Cc = 7 5
)+ L )
donde

Esta expresion de u(&) garantiza su acotacion, asi como la de
sus derivadas.

Noétese que las integrales presentes en (5) podrian no ser
expresables en términos de funciones elementales, lo cual re-
presenta otro factor para analizar numéricamente el problema

(2)-4).

1. Obtencion del sistema de ecuaciones
lineales para el problema con
condiciones de discontinuidad
1.1 Formulacion del problema

Sean {&};_, nimeros reales tales que

§0=0<§1<§2<...

Sean ademis f(&)y
ferenciables para todo & €
satisfaciendo la desigualdad

<& <&a=1L

a(&) funciones reales infinitamente di-

[éia€i+l]’ i=0,...,], con a(é)

O<ap<alé) <o

(donde o y a; son constantes reales). Considérese también
el operador contraste definido como

[F (5)]]5,—5111;1’(5)—5132}(5)-

El objetivo perseguido es aplicar el método de las diferencias
finitas al problema

(%) @ gea -0\ &) ©
(é)jg = Bl @

con las condiciones de frontera u(0) =ty y u(1) = t;, donde
to,t1,Bi € R, By > O paratodo k=1,...,1.

1.2 Simplificacién del problema

Para abordar el problema numéricamente, resultaria pro-
vechoso que los puntos de discontinuidad formaran parte de
la malla que sera seleccionada, para de este modo utilizar la
informacién brindada por las condiciones (7)-(8). Esto impe-
dirfa en muchos casos que dicha malla forme una red uniforme.
La demostracion de este hecho serd dada a continuacion:
Sea & un punto del intervalo (0,1). Suponiendo que existe
una red uniforme de dicho intervalo, que contiene a é en-
tonces existen naturales p y g, y un nimero real A, tal que
ph= é y gh = 1, consecuentemente, é puede ser expresado
como &) = p/q. Esta expresion conduce a una contradiccion
en el caso en que é sea irracional. En conclusién, dado un
conjunto de ndmeros reales en el intervalo (0, 1), no siempre
es posible encontrar una red uniforme que contenga a dichos
puntos como nodos.
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Trabajar con una malla uniforme, simplifica enormemente las  De este modo, ha sido demostrado que el problema (6)-(8)
expresiones obtenidas para las aproximaciones de las deriva-  siempre puede ser reducido a un problema de la forma
das de las funciones en cuestion. Por esta razon serd mostrado

a continuacién como transformar el problema (6)-(8), donde _i (al (x) %) = fi(x), x€Q* = (0,1)\ {x; = L},
los puntos de discontinuidad no son equidistantes entre si, en dx dx [+1

un problema equivalente donde los puntos de discontinuidad ©
formen una red uniforme. duy

Para ello considérese la funcién g(x), lineal por tramos y con- ai(x) dx X =Bl ()], (10)
tinua, obtenida de unir los puntos x; = lfl con los puntos &;, duy

parai=0,...,]+ 1. La expresion analitica para esta funcién [a1(x) Tr [ =0, (11
es

con las condiciones de frontera u;(0) = u(g(0)) = u(0) =1

. . . i+1 uy(1) =11, donde los coeficientes del nuevo problema satis-
2(6) = (Bt — E)(I+ D+ E(i+ 1) — iy si —— <x< 2L () =1 P

I+1 [+ 1’ facen todas las condiciones de diferenciabilidad por tramos

(y positividad en el caso de a; (x)), que el problema original.

parai=0,... /. Estafuncion es positiva, diferenciable entodo =~ Ademds, las discontinuidades de los coeficientes del nuevo

el intervalo (0, 1), excepto por los puntos lfl i=1,...,1,y problema conforman una red uniforme en el intervalo (0, 1),

en los puntos donde la derivada existe, es mayor que cero.  de paso lj%l Esto justifica que, sin perdida de generalidad, el

Definiendo las funciones a; (x) = % y up (x) = u(g(x)), se analisis numérico se realice solo para problemas similares a
tiene entonces que ®-AD.

Observacion 1 Una vez obtenida la solucion uy(x) de (9)-

Observacion 2 La simplificacion realizada es equivalente a
considerar en el problema original, en cada intervalo (&;,&;1 1),

0”7 - G
un paso distinto h; = %

— 4 (al (x) iul (x)) (11), es posible recuperar la solucién u(&) de (6)-(8) a través
dx dx de la relacion u(&) = uy (g~ (&)), donde g (&) representa
— 4 (a(g (x)) 4 u( )‘ g’(x)) la funcion inversa de g(x), la cual, como fue comentado con
dx\ g'(x) d& c=g(x) anterioridad, existe y al ser una funcion lineal por tramo, es
__ d (a (2(x)) d (& )‘ ) bastante sencilla de determinar.
ax N8 e g
d
d&

/N
Q
—~
e
~—

o &
<
—~
g
~—

N—

e

|

=
OQ\
—
=
~—

, n € Nal elegir la malla.

Consequentemente, sabiendo que u(£) es solucién de (6),

o 7. 1.3 Seleccion de la malla y obtencion del esquema
entonces ] (x) es solucién de la ecuacién

en diferencias finitas

d d Sean {x;}._, los puntos de discontinuidad de los coefi-

(a 1(x)—uy (x)) = f(g(x)g (x) = fi(x). cientes del problema (9)-(11), los cuales conforman una red
dx uniforme de paso 1%1 Resulta conveniente entonces elegir

una malla uniforme que contenga a los puntos x; entre sus
1

dx

Ademds, como &; = g(x;) también se cumple que

elementos. Para ello basta con elegir un paso & = AT Con
n € N. De modo general, la expresion para los elementos de
(1) S ()| = (“(g(’“))iu(g)‘ ) bmallacs e
dx — g(x) dE T le=g(x) =y =t
d T (1)’
= (atetn u@)|_ )| - e+ -
g §=g(x)/ lx=x; asf, cuando j = kn, k =1,...,l, entonces 7; sera el k-ésimo
. (a (g(x7)) d u 5)‘ ) punto de discontinuidad. Como en dichos puntos la solucién
— A8 d& E=g(x;) tendra valores distintos a la derecha y a la izquierda, es con-

veniente entonces, para estos valores de j, definir 2 nodos,
= (d(éi_))E”(é)‘§:€f> en vez de 1, denotados como 7" y n;r. Esta seleccion de

' h, junto con las consideraciones adicionales hechas para los
= Piu(& )]]51 puntos de discontinuidad, dard como resultado una cantidad

= Bifu1 (x)];- de nodos igual a m = n(l+ 1) +1— 1 (sin incluir los extre-
mos del intervalo 1o =0y 1,;_1) = 1). Estos nodos en lo
De igual modo puede ser comprobado que adelante serdn llamados nodos principales. Para simplificar la

notacién, en lo adelante se considerard u; = u;(n;), si j # kn,
du du uy =ur(n;) yu, =wm(nf)sij=knparak=1,...,1. Para
[a1 (X)Eﬂx; = [[a(é)E]]é,: =0. abordar numéricamente el problema se definirdn ademas los
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nodos auxiliares 1, 1 /2, como los puntos medios de los nodos
definidos con anterioridad, es decir

nj+Mnj+1

Nj+1/2 = fJZO,--w”(l‘H)_

Estos nodos son meramente simbdlicos, ya que no estaran in-
cluidos en las ecuaciones que serdn obtenidas. Su inclusion se
debe a que serviran de apoyo para calcular las aproximaciones
de las derivadas.

La ecuacion (9) puede ser reescrita como

— () (x))" =

donde J(u;)(x) es el flujo asociado a u; (x), definido como

J(ur)(x) = ay (x)uy (x).

Para abreviar, en lo adelante se considerara

fix),x e Q*,

J@)(Mjs1/2) =Jjy1/2-
Esto permite aproximar la derivada del flujo en los puntos 1;,
si j # kn, a través de la formula en diferencias centrales para
la derivada:

! _”(x+h>_u(x_h) hz " ///
u'(x) = T +E( (x+6y) —u"(x

—01)),

(12)
con 0 < 61,0, < h, y con las férmulas en diferencias hacia
adelante y hacia atrds para las derivadas en los puntos ;" y

nj+ respectivamente, cuando j =kn, k=1,...,[:
u’(x*):—”(xf)_h”(x_h) g W'(x—6)),  (13)
— (T
ul(x+):u(x+h)h u(x )+g //(x+62). (14)
De este modo
J; —J_
~() ()~ =L Ak, (15)
J S)=Ji
~) (7)) ~ ("1)(17;1/)2 SR s =k, (16)
Jiip—J r
Gty = T 1

Utilizando nuevamente la expresion (12) para aproximar el
flujo J;11 /2, y las condiciones (10) y (11) para J(u1)(n; ) y
J(uy) (nf) respectivamente se tiene que

Uu;j —Uu
Jivip= al(nj+1/2)u/l(nj+1/2) ~ aj+1/2%,
(18)
Ju)(n;) =Jw)(n)) =a(n; )y (n;) = Be(u; —uj).

19)

Sustituyendo (18) y (19) en (15), (16) y (17) se llega a las
ecuaciones lineales buscadas

W2 (=ay yujog (@ +ag u—ag ) =£(1)),
(20)
a. 1 (l 1
3 5 By~ B -
— o (St Ry = S =f ()2,
21
B i B Was:
Wi g o — e =S ()2
(22)

La matriz asociada a este sistema es tridiagonal, simétrica y en
la préxima seccidn serd visto que también es definida positiva.
Notese que los nodos auxiliares introducidos solo aparecen
para evaluar la funcién a; (x), la cual es conocida. Las compo-
nentes del vector independiente b7 = (b, .. <»bp(141)) son

= f(m)+h"%a 10,
= f(n)), si j #kn,

(77, )/2, si j=kn,
(n;r)/Z si j = kn,
(

f
f
ni+1) = S (M) 2141200

1.4 Un ejemplo

A continuacién serdn aplicados los resultados de la subsec-
cién anterior a un ejemplo especifico. Considérese la funcién
a(x) definida como

ap si 0<x<1/2,
a(x) =

ap si 1/2<x<1,

con ay,ap > 0. El problema a analizar numéricamente es
d du
- — =0 0,1 1/2
(a0 5E) =0, xe 0.1\ {1/2},

du
a0 lua = BLu()]

[a(x ) ﬂl/z—o

donde f > 0. Ademds se consideraran las condiciones de fron-
tera u(0) =1y y u(1) =t;. La malla utilizada para dar solucién

al problema tendrd paso & = 1/4. De este modo, dicha malla
estard conformada por los valores (0,1/4,(1/2)~,(1/2)",3/4,1).
Los nodos auxiliares son los puntos

Mijp=1/8, M3/, =3/8, N5/, =5/8, M72=1/8,

de modo que
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De acuerdo a esta informacion, el sistema de ecuaciones li-
neales derivado de aplicar el método de las diferencias finitas
es

8aj —4a 0 0 Ul daqty
—4a; 4da) + B *ﬁ 0 u | 0
0 —B dar+ B —4dar us | 0

0 0 —day 8ar Uyq darty

Noétese que la primera y la dltima ecuacidn podrian ser dividi-
das entre 4a; y 4a; respectivamente, pero no se ha realizado
esta simplificacion para conservar la simetria de la matriz.
Los calculos necesarios para dar solucién a este sistema son
bastante extensos, no obstante conducen a la solucién

c
M]—ralelo,
C
uz—Tm+to,
c 1 1 1.1
ws = 5ot <E+(a_£)5)+m’
3¢ 1 1 1.1
e ¢ R iE) R
donde
nh—1

1, -1, -1 1
3 (al + a2 ) + ﬁ
Aun méds, es posible comprobar que estos valores coinciden
con los de la solucién exacta, la cual es

Xt si 0<x< 1/2,

u(x) =
c 1 1 _ 141 :
EX—FC(E-F(E—E)E)—FIO S1 1/2<x<1
La coincidencia se debe a que la solucién exacta esta con-
formada por rectas, por lo que las aproximaciones para sus
derivadas coinciden con las derivadas reales, haciendo que
todos los valores obtenidos sean también exactos.

2. Consistencia, estabilidad y
convergencia

En lo adelante, el problema (9)-(11) serd representado
como

L(uy, fi) = = (I () (x)) = fi(x) =0,

mientras que el problema obtenido por el método de las dife-
rencias finitas, para un determinado valor de & serd denotado
como

Ly(up, fn) = —Aaypup — fn =0,

donde —Ayy es la matriz del sistema y fj, es el vector inde-
pendiente. Esta nueva notacién ayudara en el analisis de la
consistencia y la estabilidad del método de las diferencias
finitas aplicado al problema de valores en la frontera con
condiciones de discontinuidad.

(23)

2.1 Estabilidad
En el segundo capitulo de [1] es dado el siguiente concepto
de estabilidad

Definicion 1 Un método numérico estd bien planteado, (o
es estable) si para cualquier h, existe una tinica solucion,
dependiente continuamente de los datos.

Segtn esta definicion, para demostrar la estabilidad del méto-
do aqui utilizado, es necesario demostrar que la solucion uy,
de (23) es tnica, y ademads que depende continuamente de los
datos del problema. Nétese que la matriz del sistema, —Ay 7,
es tridiagonal, simétrica, a;; > 0 para todo i,

aii—1) = ag-1); <0

paratodoi>2y a1y +ai+ay ) =0parai=2,...,m—1,
donde m =n(l+1)+1—1 es la dimension de la matriz —A 4.
Ademids aj; +aj;p >0y Ap(m—1) + Amm > 0. Sera demostra-
do a continuacién que una matriz con estas condiciones, es
definida positiva, es decir,

(Vh, —Adfvh) >0, Vv, ;é 0,

donde (-, -) es el producto escalar usual en R y v;, una funcién
definida sobre los nodos de la malla del problema. En efecto,
al ser A,y tridiagonal y simétrica, entonces

m m—1
(Vi —Aapvi) = Y aiv; + Y 2a;i41)Vivii1- (24
i=1 i=1
Utilizando la propiedad a(;1); + aii + a;;+1) = 0 para i =
2,...,m—1, el miembro derecho de (24) puede reescribirse
como

(Vis —Adfvn)

=(an +012)V% + (am(m—1> +amm)V%1
m—1 ) )
+ Z (=@i(is1)Vi +28i(i41)ViViel = Giir1)Xiy1)
i=1
=(an+an)vi+ (@m(m-1) + Vi

m—1
— Y ainvi—vigr)*. (25)
i=1
Finalmente, usando las condiciones a;(;, 1) <0, a1 +ai2 >0
Y Am(m—1) + amm > 0 se puede concluir que —A, es definida
positiva. Esto implica que es inversible, por lo tanto la solu-
cion de (23) existe y es Unica para cada valor de /. Ademas,
sustituyendo los valores de a1, @mm ¥ Qi1 1) en (25) se obtie-
ne la siguiente expresion

(Vs —Aagvn) =h2ay Vi +h a1 i,
m—1
+h2 Y apvi—vin)?
iel
l 2
+hL Y B, v (26)
k=1
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donde I = {i:i# knAx; = x; }. La expresion (26) permite
definir una norma en V},, el espacio de las funciones definidas
sobre los nodos de la malla. Dicha norma sera denotada en lo
adelante como || - ||4 y viene dada por la expresién

[Vallz = (v, —Aarvn)-
Considérese ademads la siguiente norma en Vj,
2
l

[valli = (o) = Y vi-

on

i=1

Entonces existe una constante ¢, independiente de 4, tal que
Ivalln < cllvalla, Yvi € Vi

En efecto, teniendo en cuenta que a; 1/, = ai1(1N;11/2), que
a1 (x) es mayor que una constante positiva o para cualquier
valor de x, que las constantes f3; son positivas y por lo tanto tie-
nen un minimo f3, entonces, denotando ¢y = (min{ g, o }) 1/2
se tiene que, para cualquier valor de i

j—1

Covj =¢Co (V1 + Z (Vig1 — Vi))

i=1

=co (V1 + Y i —vi) + ) (0 —v;)),

iel' ieK’

dondeI'={iel,i<j—1}yK ={i=kn,< j—1}.Elevan-
do al cuadrado ambos miembros y utilizando la desigualdad

de Minkowski
d

(Lr) <afs

i=1
la cual se cumple para cualquier entero d > 1 y cualquier

suceci6n de niimeros reales { pi}?:] , se tiene que

3

j—1 l
SICERY) W ITRERET) WA ALY
k=1

iel

/
<3 <a1/2v% +iY a1 pie1 —vi) 1Y B, — V/;)z)-
k=1

icl
Sumando desde j = 1 hasta m

m
o Z V§ <3 (mm/zv% + ijai+1/2(vi —vis1)?

j=1 i=1 el
l
+ml Y (v, — Vk_n)z)
k=1
m(m+1
=3 <ma1/2v% + %) Zai+l/2(Vi - Vi+1)2
icl

i
il Y B, —vip)?).

k=1

s

1

Teniendo en cuentaque m=n(l+1)+/—1yque h= ESY)
-1

pFI(EnY) <2, paratodon € N

y por lo tanto hm = 1+

b

™=

2
Vj

j=1
<121 (h’lal/zv% +h72Y app(vi—vin)
iel
1 4 2
+hNY Be(vE —vi) )
k=1
<121 (h’zal/zv% + h720m+1/2"r2n
I
+ 2 Zai+1/z (Vi - Vi+l)2 + h! Z ﬁk(vljn - vl:n)z) :
il k=1
Consecuentemente, para toda v, € Vj,

[vall7 < cllvalli 27)

conc= , independiente de 4. Finalmente, para de-

121
min{ag,fo} ) o
mostrar la estabilidad del método, basta con tomar la ecuacion

—Agfup = fn,

y multiplicarla escalarmente por u;,. De este modo se obtiene
la relacion

|z = (un, —Aarun) = (fnsun)-

Utilizando la desigualdad (27) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se obtiene

leen 7 < e[l fillnllan 1,

y luego de simplificar un factor ||uy]|,

||| < cl| fulln,

por lo tanto el método es estable, ya que la solucién ademas de
ser Unica, depende continuamente de los datos del problema.

2.2 Consistencia
Para demostrar la consistencia del método, es necesario
probar que

Ly(ur, fi) = La(uy, 1) — L(u1, f1) — 0, si h — 0.
A partir de la aproximacion (12), se tiene que

() =G+ R/2) — (= /2)
1 h
h? " u
+%(ul (x+62) +uj (x—61))

con 0 < 0,6, < h/2, por lo tanto, la acotacién de la solucién
exacta del problema y de sus derivadas implican que
ui(x+h/2) —ui(x—h/2)
h

= uj (x) + H°R’,
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con |R' < % [Sou% ||’ (x)]. Sea j # kn, entonces

Ly(u1, f1)(n;)

uy(Mjr1)—ui(n;) 1
=t L f(ny)

1 1
—h(aj+%Rj+1 —aj_%Rj)

Utilizando nuevamente la aproximacion (12), esta vez para el
flujo

Ly(u1, f1)(n))
J(” )(77] l)_‘,(u )(nj,l)
_ U s - : —~—f(m;)

_h( j+1Rj+l 7le)

== (Jn)(n))) = £(n) R —h(ay, Ry, —a; yRY)
2p2 1 1
=—h R] —/’l(aj+%Rj+] —aj_%Rj),

con

2 1 " 1 /1
51 < 5gsupl (7)) | = zzsup 11"l

de modo que

2

SuP|f H*SHPI 7).

h
|Lh(u1af1)(n/)|\ 12 0,1]

o equivalentemente, para & suficientemente pequefio

h
Ly, 1) ()] < 2L suplu (),

6 0,1

donde o es el supremo de la funcién a(x).
De igual manera, las aproximaciones (13) y (14) implican que

up(x”) —up(x—h/2)

e =u)(x") +hR,
_ +
u1(x+h/hz/)2 uy (x ):u’l(x+)—hR3.
con
3 1 "
IR’| < Z?uplul(x)l

Luego, para j = kn
2Ly (ur, f1)(n})

ur(n;)—ur(nj-1)

wnH=—uwi(n N —a._

_ B () —m(n; >§1/21 )
u —a n

_ Jm)(n)) - <1>,<11}12 ) =Ry ey

- J(ur)(n;) h}lz(ul)(nfl/Z) — f(n;) +2a;_1 ;2hR]

!/
== (J)())) = ;) 20K} = 2a; 1 3hR}
=—2hR} —2a;_; )hR}.

Una aproximacién similar puede hacerse para Ly, (u1, f1) (n;“),
asegurando que

1
[Li(ur, f1) ()] <h(5 supluf ()] + % supl ")),

0,1) 24 10,1

1 a
L (ur, f1)(n])] <h(1[soullﬂ]>|u/f(x)| +*Su1?|f”|)-

Por lo tanto, se ha demostrado el resultado requerido, ya que,
tomando la norma || - ||, definida en el anélisis de la estabilidad

2.2
lvallz = Y vi,
i=1
se tiene que

I1La (1, )15
Z Ly(ur, f1) (1))

:j;k (Lh(ulvfl)(nj)>2

+j§;k (Lh(ul,fl)(nj_))2+ (Lh(bll,fl)(nf»2
ol
<m

L sup uf'(x)|?
6 [0,
2

1
41 (< suplu ()P + L supl ).
16 o] 576 o1

Nuevamente, teniendo en cuenta que mh < 2,
2

1Ly (ur, f1)7 <

1 2
2 o 2 /!
+4lh (lé[s(fﬁlu () +576sup|f ?).

o equivalentemente para / suficientemente pequefio
haz " 2
5 supluy (%)

1Ly (ur, f1) 7 < 5
[0,1]

Por lo tanto, el método es consistente, ya que.

1L (u1, f1) |l —> O sih — 0.
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2.3 Convergencia
Introduciendo la funcién de error global e;,, definida sobre
los nodos de 1la malla como

e(n;) = ur(n;) —un(n;),

se puede apreciar que dicha funcién satisface las relaciones

—Agren = —Aqpur — (—Agrup) = —Agrur — fr = Lp(u1, f1).

Teniendo en cuenta que el método es estable, la funcién ey,
también cumple que

llenlln < cllLn(ur, f1)|n-

Finalmente la consistencia del método y la independencia de
h de la constante ¢ implican

hot?
lenll; < =5+ sup Ju’ (x)]* — 0'sih = 0.

Concluyendo, la solucién u;, converge hacia la solucién exacta
u1 cuando h tiende a cero, siempre y cuando esta dltima sea
al menos tres veces continuamente diferenciable por tramos
en el intervalo (0, 1).

3. Algunos ejemplos de la aplicacion del
meétodo

Considérese la funcion

I si 0<x<1/8,
a(x)={ x* si 1/8<x<3/5,
¥ osi 3/5<x<1.

Entonces, el problema

—% (a(x)%) —0,xeQ =(0,1)\{1/8,3/5}, (28)
a(x)%‘x._ = [u(x)]x;» (29)
fa() 1], =0, 0

con las condiciones de frontera u(0) =1y u(1) = 2, posee
como solucién exacta a

Zx+1 si 0<x<1/8,
u(x) =9 —g5t+ B si 1/8<x<3/5,
~&EL 3 s 35<x<l

La Figura 1 muestra el grafico de dicha solucion.

2

19r

1.8r

171

16

15

14F

13r

1.2F

11r

1

. . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1. Gréfico de la solucién exacta del problema
(28)-(30).

Por otro lado, la Figura 2 muestra la comparacién de u(x)
(en rojo) con las soluciones numéricas (en azul para n = 2,
n=25,n=10y n =100, es decir, para un tamafio de paso,
en el problema simplificado, h = 0,25, h=0,1, h=0,05y
h = 0,005.

n=2 n=5
2 2
1.8 1.8
16 / 16
1.4 1.4 /’
1.2 / 1.2
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1
n=10 n=100
2 2
1.8 1.8
1.6 1.6
1.4 1.4
1.2 1.2
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2. Comparacion entre las soluciones numéricas para
distintos valores de n y la solucién exacta.

La convergencia de las soluciones numéricas hacia la so-
lucién exacta a medida que crece n es evidente.
Considérese ahora el mismo problema (28)-(30), pero con
f(x) = sinx+xcosx = (xsinx)’. En este caso en la férmula
de la solucién general dada en la introduccidn, apareceran

términos del tipo
X
sinx

X Y
1/8
que no pueden ser expresados en términos de funciones ele-
mentales. La Figura 3 muestra las distintas aproximaciones
de la solucidn para este nuevo problema, a partir de distintos

valores de n.
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n=2 n=5
25 25
2 2
15 15
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1
n=10 n=100
25 25
, \ )
15 1.5
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 3. Soluciones numéricas para distintos valores de n
del problema (28)-(30) modificado.

4. Conclusiones

El problema de conduccién del calor con condiciones de
contacto resulta de especial interés en la teoria de la homoge-
neizacidn, ya sea simple o reiterada, donde aparecen proble-
mas de este tipo, que al depender de un parametro rapidamente
oscilante, dificulta su tratamiento numérico. Sin embargo, du-
rante el proceso de homogeneizacidn aparecen los llamados
problemas locales, ademds del problema homogeneizado, los
cuales presentan una estructura similar al problema original,
pero son independientes del parametro pequefio, por lo tanto
si resulta conveniente tratarlos numéricamente.

En el presente informe, luego de simplificar el problema ori-
ginal para que cumpliera determinadas condiciones, fue apli-
cado el método de las diferencias finitas a la ya mencionada
ecuacion, provando finalmente, la estabilidad y consistencia
del método y por lo tanto la convergencia de las soluciones
numéricas a la solucién exacta. las funciones de MATLAB
implementadas fueron discutidas e incluidas en el anexo y
algunos ejemplos fueron discutidos.

Otra método numérico factible para abordar la ecuacién aqui es-
tudiada es el método de elementos finitos, puesto que es posi-

ble encontrar una formulacién variacional para el problema
de conduccioén del calor con condiciones de discontinuidad.
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Resumen El Escalamiento Multidimensional es una técnica de exploracién multivariada que permite, mediante
la minimizacién de una funcién de pérdida STRESS, la reduccién de la dimension de los datos para la busqueda
de patrones en la estructura de los mismos. Para medir la bondad de ajuste de la representacion a partir de su
valor de STRESS se han planteado numerosos criterios empiricos, teniendo en cuenta que, cuando se estudia
un nimero grande de objetos, los valores de STRESS tienden a crecer junto a la dimension del problema. En
esta investigacion se presenta una tabla probabilistica de evaluacion de STRESS con la intencién de contar
en la practica de cotas superiores para dicha magnitud. Esta tabla se obtuvo a partir generacién aleatoria de
matrices de disimilitud y su procesamiento por varios métodos de Escalamiento Multidimensional.

Abstract Multidimensional Scaling is a multivariate exploration technique that allows to reduce dimension on
data by minimizing a loss function called STRESS so that we can find patterns on the data structure. To measure
the goodness of the adjusted representation from its STRESS value it has been studied a number of empirical
criteria, knowing that STRESS tends to increase along with the dimension of the problem when the number of
objects is large. This investigation presents a probabilistic table for STRESS evaluation, obtained from study of
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Introduccion

El Escalamiento Multidimensional (Multidimensional Sca-
ling, MDS por sus siglas en inglés) es una técnica exploratoria
para el andlisis de similitudes y disimilitudes entre objetos;
en general, medidas de relacion entre varios individuos de
estudio. La técnica intenta modelar los datos como distancias
entre puntos en un espacio geométrico, usualmente que sea
reconocible de manera visual.

Para realizar MDS es necesario un algoritmo computacio-
nal que a partir de los datos iniciales sea capaz de encontrar
una representacion fiel a la realidad. Para medir la bondad de
ajuste de una solucidn se utiliza la funcién STRESS o alguna
de sus variantes.

En la evaluacién de la calidad de la representacion del
MDS a partir de su valor de STRESS se han planteado nume-
rosos criterios empiricos teniendo en cuenta que, cuando se
estudia un nimero grande de objetos, los valores de STRESS

tienden a crecer junto a la dimensién del problema.

En esta investigacion se presentan tablas probabilisticas
de evaluaciéon de STRESS con la intencién de contar en la
préactica de cotas superiores para dicha magnitud. Esta tabla
se obtuvo a partir generacion aleatoria de matrices de disimili-
tud y su procesamiento mediante métodos de Escalamiento
Métrico y No Métrico.

1. Perspectiva de Escalamiento
Multidimensional

En el MDS se representan medidas de similitud o disimili-
tud entre pares de objetos (individuos), como distancias entre
espacios de baja dimensién, usualmente 2 6 3. La represen-
tacion grafica que provee el Escalamiento Multidimensional
permite literalmente explorar su estructura visualmente, lo
que revela regularidades que permanecen ocultas cuando se
estudian los nimeros indistintamente. [9]
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En dependencia de la transformacion utilizada para el
escalamiento de las proximidades iniciales, los modelos de
MDS se clasifican en Métrico y No Métrico. El modelo més
utilizado en la literatura es el no métrico u ordinal que se basa
en la premisa de que las disparidades estan en escala ordinal,
lo que significa que para la construccién de las distancias
finales solo importa el orden inicial de las proximidades y
no se tiene en cuenta su valor. El modelo no métrico posee
varias ventajas respecto al métrico, ya que los valores de
bondad de ajuste son mejores que su contraparte, también el
proceso de optimizacion es mas flexible, lo que permite mover
con mayor libertad las disparidades. Las desventajas de este
modelo radican en la aparicién de soluciones degeneradas
y que no se tiene en cuenta como informacién relevante las
nociones de cercania o lejania. [5] [6]

Se trabaja con MDS Métrico cuando la funcién de dispa-
ridades es continua, paramétrica y monétona. En este caso
se desea conservar, ademads de los rangos ordinales entre las
proximidades, la nocién de magnitud entre ellas. Estos mo-
delos poseen la ventaja de que a partir de las caracteristicas
de la funcién de disparidad es posible buscar propiedades
matemadticas deseables para los algoritmos. Ademads, el mo-
delo métrico evita la degeneracién al imponer una estructura
menos flexible que el modelo ordinal. Su desventaja radica
en la bondad de ajuste, pues la libertad de movimiento de las
disparidades es controlada por una funcién continua y para
lograr una buena representacién se requiere datos bastante
precisos. Por lo anterior, los valores de STRESS en el caso
del modelo métrico serdn generalmente mayores, aun cuando
las representaciones sean aproximadamente equivalentes. [3]
(4]

A partir del planteamiento matematico del problema del
MDS, los algoritmos pueden dividirse en dos ramas: técnicas
algebraicas y algoritmos iterativos. Dentro de las primeras se
encuentra el Escalamiento Clédsico, cuya funcidn de ajuste es
el STRAIN y su optimizacién se basa en la teoria de la des-
composicién espectral. [8] [5] Dentro de los iterativos estan,
por ejemplo: los cuasi-Newton, mdximo descenso, ALSCAL,
SMACOF, entre otros; asi también como métodos heuristicos
aproximados.

Los algoritmos iterativos son un poco mas flexibles que
el MDS Clasico, pues permiten el re-escalamiento dptimo de
los datos. Usualmente estos algoritmos parten de una configu-
racion inicial, mueven los puntos para reducir el STRESS, y
posteriormente reescalan las disimilitudes iniciales de forma
Optima para generar nuevas disparidades, dentro de los limites
de los datos. Este proceso de modificar la configuracién del
MDS (manteniendo fijas las disparidades), y re-escalar las
disparidades (manteniendo fijas las distancias), se repite hasta
lograr convergencia.[3] [4]

Sin embargo, no en todos los casos los resultados han sido
del todo satisfactorios especialmente cuando la dimension 1
(i.e cantidad de individuos) es alta. Ademads, la implementa-
cién de una herramienta a partir del material disponible resulta
una tarea que en ocasiones se hace imposible debido a que las

explicaciones en la literatura no son del todo claras y resultan
insuficientes.[11]

1.1 STRESS y calidad de la representacion

Para medir la bondad de ajuste de una solucion se utiliza
la funcion STRESS o alguna de sus variantes. Sea X, ,) una
configuracién en R?, la expresién de X como solucion del
MDS en p dimensiones se halla generalmente minimizando
la funcién de pérdida Stress — 1 6 de Kruskal, dada por:

Stress — 1 =

donde los d;; son las nuevas distancias euclideas, obtenidas
de las nuevas coordenadas para los puntos de Q.[8] [6]

Esta funcién toma valores en el intervalo [0, 1] y expresa si
la representacidn obtenida refleja correctamente las relaciones
de distancias originales. Otras variantes de la funcién de Stress
son: el Stress-normado y el S-Stress.[3] [4]

Para evaluar la calidad de la representacion del MDS a
partir del STRESS existen varias opiniones. Esta investiga-
cién sigue dos lineas de esta teoria: los criterios empiricos
de Kruskal de 1964, y el de bondad de ajuste bajo selecciéon
aleatorizada planteado por Borg, Groenen, & Mair en 2013.
(10] [4]

El criterio empirico de Kruskal se basa en la experiencia
del investigador, y establece las siguientes clasificaciones para
una representacion de puntos:

Stress  Ajuste
0.20 Pobre
0.10 Justo

0.05 Bueno
0.025 Excelente
0 “Perfecto”

Borg, Groenen, & Mair indican que una solucién de MDS
perfecta es aquella que tiene STRESS = 0, pues en este caso
las distancias de la configuracién representan los datos de
manera precisa (en el sentido deseado). Esto conlleva a la
pregunta de cudndo un valor de STRESS es suficientemente
bueno.

Primeramente ha de analizarse que el algoritmo utilizado
debe ser capaz de reconocer patrones ocultos en los datos, i.e.
captar la topologia de estos, reconocer que los datos poseen
cierta estructura, y que no son solo un conjunto de datos
aleatorios. Segun los autores, la evaluacién de un valor de
STRESS especifico es una cuestiéon compleja, que involucra
un gran nimero de pardmetros y consideraciones.

En general, un valor de STRESS es suficientemente bueno
si es menor que el valor esperado de STRESS a partir de
aleatorizacion de las matrices de disimilitud. Si esto no se
cumple, es imposible interpretar significativamente en ningin
sentido las distancias que se obtienen mediante el algoritmo,
ya que estas no estdn realmente relacionadas con los datos.
(12]
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En [12] se establecen limites de aleatorizacion del STRESS,
o sea el limite que indica que un valor por debajo de €l tiene
probabilidad 1 % de ser obtenido a partir de configuraciones
aleatorias, o sea el percentil de la distribucién empirica bajo
simulaciones.

Otras medidas, como el STRESS por punto, y los dia-
gramas de Shepard se reportan que pueden ser ttiles. No
obstante, en la préctica, los valores de STRESS obtenidos con
datos reales son menores que los que provienen de seleccién
aleatoria, esto se debe a la estructura propia de dichos datos.

2. Evaluacion del STRESS para matrices
aleatorias

La evaluacion del STRESS es costosa cuando el nimero
de individuos es elevado, pero cuando la dimension crece es
importante obtener indicadores de la calidad de la representa-
cién.

Teniendo en cuenta que, una matriz de disimilitudes que
representa datos reales contiene una estructura subyacente
al escalamiento, pero una matriz de disimilitudes generada
aleatoriamente carece de estructura predefinida, es acertado
pensar que los valores de STRESS que se obtienen de escalar
matrices aleatorias son mayores que aquellos que se obtienen
de matrices reales. Por lo cual, los valores de ajuste obteni-
dos del escalamiento de matrices aleatorias proveen una cota
superior en la practica para la funcién de STRESS.

En 1969, Klahr muestra que para 8 objetos los valores de
STRESS obtenidos del escalamiento de matrices aleatorias
eran superiores a los de matrices con estructura real. Posterior-
mente, en 1973, Spence and Ogilvie reportan experimentacién
con matrices aleatorias de 12-48 objetos y de 1-5 dimensiones.

En 1978, Levine produce una tabla que refleja la probabi-
lidad de encontrar un valor especifico de STRESS para una
configuracién dada. Esta tabla muestra valores de STRESS de
1-5 dimensiones para 6, 8, 10, 12, 16, 20 y 24 objetos. Esta
idea fue retomada por Sturrock & Rocha, en 2000, quienes
ofrecen una tabla de valores aleatorios de STRESS para 5-100
objetos escalados por métodos no métricos.[12]

Borg & Groenen plantean la necesidad de obtener el valor
esperado bajo seleccion aleatoria de la funcién de STRESS
como posible cota superior. Sin embargo, no se cuenta en la
literatura con cifras de este tipo para el modelo métrico. [4]

El objetivo de esta investigacion es elaborar una tabla que
recopile los percentiles de nivel 1 de una muestra de valores
de STRESS obtenidos a partir del escalamiento de matrices de
disimilitud generadas aleatoriamente para contar en la practica
con cotas superiores de bondad de ajuste.

Para ello se generaron matrices de disimilitud de 5-25 ob-
jetos a partir de una distribucién uniforme [0,1] (800 matrices
en cada caso) que fueron escaladas mediante MDS No métri-
co con Evolucién Diferencial y MDS Métrico con CMA-ES
absoluto.

La seleccién de estos algoritmos se basa en trabajos pre-
vios de los autores donde, al aplicar Escalamiento Multidi-
mensional empleando diferentes Metaheuristicas a ejemplos

de la literatura y reales, se obtuvieron los mejores resultados
para los métodos antes mencionados. [11] [10]

2.1 Evolucion Diferencial en MDS No Métrico

Los algoritmos evolutivos son métodos de busqueda diri-
gida basada en probabilidad. Estos algoritmos establecen una
analogia entre el conjunto de soluciones de un problema y el
conjunto de individuos de una poblacién natural, codificando
la informacién de cada solucién en un string a modo de cro-
mosoma. A tal efecto se introduce una funcién de evaluacién
de los cromosomas, que llamaremos calidad (“fitness”) y que
estd basada en la funcién objetivo del problema. Igualmen-
te se introduce un mecanismo de seleccién de manera que
los cromosomas con mejor evaluacién sean escogidos para
“reproducirse” mas a menudo que los que la tienen peor.[13]

La Evolucién Diferencial se caracteriza por el uso de
vectores de prueba, los cuales compiten con los individuos de
la poblacién actual a fin de sobrevivir. El algoritmo asume que
las variables del problema a optimizar estdn codificadas como
un vector de nimeros reales y que el dominio de las variables
del problema estd restringido por ciertas cotas definidas para
cada variable. Dado que se opera con una poblacién en cada
iteracién, se espera que el método converja de modo que al
final del proceso la poblacién sea muy similar, y en el infinito
se reduzca a un solo individuo. [7]

2.2 CMA-ES en MDS Métrico

La estrategia evolutiva de adaptacién de la matriz de cova-
rianzas o Covariance Matrix Adaptation Evolution Estrategy
(CMA-ES, por sus siglas en inglés) es uno de los algoritmos
de optimizacién continua mds exitoso de los dltimos afios.
Este algoritmo controla mediante la adaptacion de la matriz
de covarianzas los pasos individuales en cada direccién y las
relaciones entre las coordenadas.[2]

Mediante una distribucién normal se generan las mutacio-
nes, creando la nueva poblacién. CMA-ES adapta la matriz
de covarianzas de la distribucién normal multivariante de mu-
taciones, captando las relaciones de dependencia entre las
variables, ya que la matriz de covarianzas define la dependen-
cia por pares entre las variables de la distribucién.

CMA-ES estd especialmente orientada para el escenario
provisto de problemas “black-box” y puede sobrellevar proble-
mas de alta dimensionalidad de forma rapida. Esta disefiada
para tomar ventaja de espacios escarpados, problemas no se-
parables, no linealidad, no suavidad y multimodalidad del
STRESS. El STRESS es considerado una funcién de “black-
box”, pues su dominio no se conoce explicitamente, pero el
valor de cada representacion puede calcularse, siendo esta la
unica informacién disponible.[1]

3. Resultados

Se generaron 20000 matrices de disimilitud aleatoriamen-
te (distribuidas como se describe anteriormente), y se procesa-
ron por MDS Métrico con CMA-ES Absoluto (disimilitudes
no escaladas) y MDS No Métrico con Evolucion Diferencial.
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El procesamiento de las muestras permiti6 la elaboracién
de tablas para cada algoritmo [Figuras 1 y 3] que representan
los valores Minimos y Médximos, Medias y percentiles de nivel
1 para cada cantidad de objetos estudiada (5-25).

No. de Stress Stress Percentil
Objetos Minimo Media Maximo  Nivel 1
5 0,0748 0,2777 0,5628 0,092
6 0,1057 0,3113 0,5620 0,117
7 0,1615 0,3363 0,5218 0,182
8 0,2247 0,3586 0,5306 0,234
9 0,2246 0,3733 0,5340 0,259
10 0,2540 0,3934 0,5378 0,278
11 0,2998 0,4104 0,5461 0,308
12 0,3217 0,4274 0,5524 0,329
13 0,3298 0,4425 0,5637 0,345
14 0,3535 0,4554 0,5674 0,357
15 0,3623 0,4687 0,5669 0,387
16 0,3838 0,4815 0,5908 0,399
17 0,3917 0,4902 0,5651 0,406
18 0,4155 0,5008 0,5816 0,426
19 0,4308 0,5128 0,5898 0,440
20 0,4243 0,5224 0,6038 0,461
2l 0,4487 0,5303 0,6238 0,460
22 0,4470 0,5365 0,6129 0,460
23 0,4514 0,5440 0,6183 0,476
24 0,4849 0,5506 0,6221 0,490
25 0,4879 0,5579 0,6269 0,496

Figura 1. Tabla Stress. MDS con CMAES
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Figura 2. Curva de crecimiento CMAES

El percentil de nivel 1 aporta una cota superior de los
valores esperados de STRESS para un ndmero especifico de
objetos cuando se trabaje con datos reales.

Como era esperado, los valores de STRESS crecen al
crecer el nimero de objetos. En las Figuras 2 y 4 puede apre-
ciarse el comportamiento de los valores de STRESS al crecer
la dimension.

Los resultados obtenidos para los dos métodos empleados
coinciden con los reportados por Sturrock & Rocha (2000).

No. de Stress Stress Percentil
Objetos Minimo Media Maximo  Nivel 1
5 0.0351 0.2428 0.8371 0.066
6 0.0661 0.2746 0.6281 0.110
7 0.1252 0.3117 0.5659 0.155
8 0.1571 0.3317 0.5657 0.199
9 0.1874 0.3503  0.5493 0.224
10 0.2352 0.3692 0.5848 0.259
11 0.2568 0.3844 0.5627 0.281
12 0.2855 0.4012 0.5533 0.313
13 0.2972 0.4085 0.5276 0.325
14 0.3216  0.4220 0.5536 0.339
15 0.3218 0.4318 0.5494 0.354
16 0.3562 0.4421 0.5563 0.368
17 0.3695 0.4533 0.5510 0.385
18 0.3680 0.4606  0.5482 0.395
19 0.3842 0.4679 0.5688 0.400
20 0.3788 0.4742 0.5742 0.414
21 0.3817 0.4813 0.5833 0.425
22 0.4048 0.4873 0.5670 0.434
23 0.4269 0.4933 0.5701 0.441
24 0.4190 0.4993 0.5701 0.449
25 0.4338 0.5058 0.5824 0.455

Figura 3. Tabla Stress. MDS con Evolucién Diferencial

Conclusiones

Se generaron 20000 matrices de disimilitud aleatoriamen-
te, y se procesaron por MDS No Métrico con Evolucién Di-
ferencial y MDS Métrico con CMA-ES absoluto. El procesa-
miento de las muestras permiti la elaboracién de una tabla
que representa los percentiles de nivel 1. La tabla elabora-
da ofrece cotas superiores de calidad para la evaluacién del
STRESS en estos métodos. Las cifras obtenidas sirven como
herramienta al investigador para juzgar a partir del valor de
STRESS de su representacion si el método empleado reconoce
la estructura original de los datos. Se trabaja en el incremen-
to del nimero de objetos y la validacién de los resultados
mediante su comparacion con ejemplos reales.
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Abstract En este trabajo, se investigara la existencia de soluciones de un model continuo de transmision de
ondas en medios no homogéneos. Una extensién del método clasico de integrales directas (también conocido
como el método de la ecuacion de prueba) sera empleada en este trabajo para derivar soluciones analiticas
del modelo bajo estudio. Todas las soluciones que se obtendran son ondas viajeras descritas de forma exacta.
Abstract In this work, we investigate the existence of exact solutions of a continuous model of wave transmis-
sion in nonhomogeneous media. An extension of the classical method of direct integrals (also known as the
trial equation method) is used in this work in order to derive some analytical solutions of the model under study.
All the solutions derived in this work are actually traveling waves that are presented in exact form.
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Introduction

The classical Klein—-Gordon equation and its (continuous and
discrete) nonlinear generalizations are models that describe a
wide range of phenomena in modern physics. Among many
other recent reports, equations of the Klein—Gordon and sine-
Gordon types have been employed to obtain a vast family of
localized solutions in exact form [1], to study the behavior of
a massive scalar field in a charged rotating hairy black hole
[2], to explore the dynamics of genuine continuum breathers
and the conditions under which it persists in a &2 .7 -symmetric
medium [3], as a model to construct non-equilibrium steady
states in arbitrary spatial dimensions under a local quench
[4], as an example of a discrete model for which phase-shift
breathers cannot be supported [5] and in the investigation of
the phenomenon of nonlinear supratransmission in nonlinear
regimes [6] among other applications [7, 8].

Most of the Klein—Gordon models investigated in the lit-
erature consider the presence of constant coefficients. Indeed,
most of the relevant models are particular cases or (continu-
ous or discrete) extensions of the nonlinear hyperbolic partial
differential equation

u,,+du,—a2um+bu+cu3:0, (1)

where u is a function of the real variables x and ¢. Meanwhile,
the symbols u;, u; and u,, represent the partial derivatives

of u with respect to ¢, > and x?, respectively, and a, b, ¢
and d are usually fixed real numbers. This last requirement
physically implies that the media described by those Klein—
Gordon models are homogeneous in both space and time.

Motivated by these facts, we will consider here an in-
homogeneous generalization of the damped Klein—Gordon
equation in which the coefficients are functions of time. The
goal of this work is to propose expressions for traveling-wave
solutions of that model, as well as conditions on the (non-
constant) coefficients and the wave velocities that guarantee
the existence of such solutions. To that end, we will employ
the extension of the method of direct integrals (also known as
the trial equation method) proposed in [1]. Such approach is
a generalization of the method designed by W.-X. Ma and B.
Fuchssteiner for partial differential equations with constant
coefficients [9]. It is important to mention that different ap-
proaches have been employed in the literature to determine
traveling-wave solutions of nonlinear models in physics [10].
However, the generalized trial equation technique is partic-
ularly interesting in view of its simplicity and the fact that
various families of solutions are fully characterized through
the values of discriminant systems (for instance, see [11, 12]
and references therein).

This note is sectioned as follows. In Section 1, we present
the damped Klein—Gordon equation with time-dependent co-
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efficients that motivates this work. The method of the direct
integral is used then to determine traveling-wave solutions of
the model. The expressions of the constant parameters re-
quired by the direct integral method are derived, along with
necessary conditions for the existence of the solutions. In
Section 2, we consider various particular cases and, in each
of them, we derive traveling-wave solutions of the paramet-
ric Klein-Gordon equation of interest. We will note in that
section that some of the traveling-wave solutions that we will
obtain are complex-valued functions. Finally, we close this
work with a section of concluding remarks.

1. Klein—Gordon equation

In this work, we will use the symbol RT to represent the
set of nonnegative real numbers, and we will suppose that a,
b, c and d are real-valued and Riemann-integrable functions
defined on R*. Throughout we will assume that u is a non-
negative real function on the vector (x,7) € R x R+ with con-
tinuous partial derivatives up to the second order, satisfying
the partial differential equation

Uy +d ()1 — @ () + b(t)u+c(t)u’ = 0.

@
Note that this model is a generalization of the Klein—Gordon
equation (1), which considers now non-constant coefficients
that depend on the temporal variable.
In the present work, we will use an extension of the method

of direct integrals (or trial equation method) proposed by W.-
X. Ma and B. Fuchssteiner in [9] in order to account for the
presence of time-dependent coefficients. Such parametric ap-
proach has been used recently for simpler diffusive models
[1, 13]. Following the approach described in [1], we assume
the existence of traveling-wave solutions of the model (2)
which take the form

3

where
E=8(x1)=k(t)x+ (1), 4)

for suitable functions &, ® : RT — R with continuous deriva-
tives up to the second order.

Using these assumptions and the chain rule, the following
identities readily follow:

u = (&' (0)x+ o' (1)), (5)
uy = (K (0)x+ @' (0)) i+ (& (t)x + " (1)), (6)
U = K2(2)ii. (7

Here, 1 represents the derivative of u = u(&) with respect to
&, and ii denotes the respective second derivative of u. Sup-
pose that there exist a nonnegative integer m and real con-
stants ; foreachi =0, 1,...,m, such that

®)

m
(ll)z = Z (Xkuk.
k=0

As a consequence,

i=x i Koy ! ©)
2 k=1 '

Substituting the formulas (5)—(7) as well as the expansion
(8) into our model, we obtain the ordinary differential equa-
tion

O(x, 1)+ A(x,1) ikakukfl +b()u+c(t)u’ =0, (10)
k=1
where
O(x,t) = [K'(1) +d()x' (O)Ix+ @" (1) +d(t) @' (t), (11)
A(x,1) = % [(K'()x+ ' (1) —a*(t)&*(1)] . (12)

Note that the left-hand side of (10) is a polynomial in the
variables u# and # which must be equal to zero. Applying
he balancing principle, it follows that m = 4. Moreover, as
additional consequences of the balancing principle we obtain
that

O(x,1) =0, (13)
200A(x,1) + b(t) =0, (14)
4oy (x,1) +c(t) =0, (15)

for every (x,t) € R x RT. Note also that ot = a3 = 0 must
be satisfied.

Several simplifications readily follow from these last iden-
tities. Indeed, the facts that both ¢, and ¢y are constants
together with Equations (14) and (15) imply that A depends
only on the temporal variable. This and the expression of A
yield that x’(¢) = 0. Equivalently, kx(r) must be equal to a
constant k¥ € R. Therefore both ® and A are functions ex-
clusively of ¢, and the conditions (13)—(14) can be rewritten
as

o"(t)+d(t)o'(t) =0, (16)

b(r)
%= 20— (@) a7
o c(t) (18)

for each t € RT. Observe that k must be a real number such
that the right-hand sides of the last two equations are con-
stants.

Before we close this section, it is important to note that
the solution (16) can be readily expressed in analytic form.
Moreover, constant functions @(¢) = o satisfy this equation.
Also, in the absence of the damping term the function ®
adopts the form @(¢) = w7 + ®,, where @; and @, are real
constants.
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2. Exact solutions

Following the results in Section 1, let m =4, let ¢y = a3 =0,
and suppose that 0y € R and that the expressions in (17) and
(18) are constant real numbers. Using the change of variable
u=v'/? and some algebraic simplifications, Equation (8) be-
comes

()% = 4oy’ + 4oy’ +dagy. (19)

To simplify this expression we let w = (40y) 113y, Expressing
the identity (19) in terms of w, separating variables in the
resulting equation and integrating both sides, we obtain

=+(40y)' 3 (E - &),

(20)

/ dw
VwWw? +biw+bo)

where b; = 40, (404)~2/3 and by = 4o (4ay) /3, and & is
an arbitrary real number.

Let F be the polynomial inside the radical in the inte-
grand of the last equation as a function of w. Note that the
discriminant of F (w) is given by A = b? — 4by. Accordingly,
various cases can be considered now depending on the dis-
criminant and the constants in the expansion (8). Following
the approach used in [1], we will consider those cases next.

Case1.A=0,w>0,p<0and as >0
In this case, the following functions are solutions of (2):

_ || ||
u==+ 00 tanh 3 (&E-&)|, 21
|0 |0
== th — (& — 22
3 <o [ /15 (6~ &) @)
Case2. A=0,w>0,00>0and as >0
Under these conditions, the solution is given by
— 4 /2 [92 ¢ _
u=+=+ 204 tan( 5 (& EO)) . (23)
Case3. A=0,w>0and bh; =0
In this case, the corresponding solution is
V2
u= i#. 24)
Jou (& —&o)

Case4. A>0,bp=0,w>—b1, 00 >0and oz >0
In this case, the integrations yield the solutions

W=+ %j Btanhz <\/§(5 - 50)) - 1} 1/2, 25)
pp—— Z—i Bcothz (@(5 - 50)> - 1] 1/2. (26)

It is worth mentioning here that, unfortunately, these func-
tions take on values in the system of the complex numbers

and they do not provide meaningful real solutions of (2). How-
ever, more relevant solutions are given by (see [13])

[ syEmE—g)
e <1 V(@ - ¢o>>> B

Case5.A>0,bp=0,w>—b;,p <0and oy >0
The following function is a solution of the damped Klein-
Gordon equation:

1/2
u:i,/%l%ta#( |a—22|(§—§0)>—1] . (28)

Again, it is easy to realize that this solution exists only for
values of & for which the term in the brackets is a nonnegative
number.

Case6.A>0,bp=0,w>—bj,00>0and a; <0
In this case, we have the following exact solutions of (see

[13]):

200

T2 (14 cosh(2y/a (& — &)) 2, (29)

o

o
+ /la—jl sech (Vg (& — &)).

Case7.A>0,pp#0anda<f <y

In a first stage, we suppose that A > 0, by # 0, o < B < y are
real numbers with one of them equal to zero, the others are
solutions of w> 4+b; +by =0, and & < w < B. Under these
circumstances,

u = =+

(30)

1/2
2
u=+/40u [a +(B—a)sn (\3/(14/2\/—7/— a(E— 59),m)} .
(D)
Here, sn represents the Jacobi elliptic sine function and

—a
o B

(32)

Secondly, suppose that A > 0, by # 0, ot < B < 7 are as be-
fore and w > 7. The solution of this case is provided by the
formula

[+ Bsn? (Vearayr=a(e - &).m)] "

en? (/@27 = (& — &),m)

u==+4oy

(33)
where m is defined as in Case 6 and cn represents the Jacobi
elliptic cosine function.

3. Conclusions

In this letter, we used an extension of the direct integral method
or trial equation method to determine exact solutions of a
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damped Klein-Gordon equation with time-dependent coeffi-
cients. The extension of the direct integral method used here
is based on a paper by Liu [1], and it does not require for
the coefficients of the trial equation to be constant. Instead,
the approach followed here assumes that those coefficients
are functions of the temporal variable. This technique is
applied to a partial differential equation with non-constant
coefficients that generalizes the well-known damped Klein—
Gordon model with nonlinear reaction. As a result of our
derivations, some traveling-wave solutions of our model have
been calculated in exact form, and pertinent conditions on
the coefficients of the model and the wave velocity are estab-
lished in order to guarantee the existence of such solutions.
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Modelacion y solucion del problema del péndulo
doble utilizando RK-4

Modeling and solving the double pendulum problem
using RK-4

Miguel Angel Abreu Teran', Alejandro Mesejo Chiong?, Glicerio Viltres Castro'

Resumen En el presente trabajo se aborda el estudio del problema de oscilaciones de un péndulo doble,
como un caso aparentemente sencillo de un sistema fisico que puede mostrar un comportamiento caédtico. Se
presenta de manera breve la formulacién analitica del problema para obtener dos Ecuaciones Diferenciales
de segundo orden, acopladas y altamente no lineales. Estas ecuaciones estan asociadas a los angulos 6; y
6,, por cuanto bajo condiciones iniciales conocidas es posible resolver el problema original desarrollando un
algoritmo Runge-Kutta de orden cuatro “RK4” para obtener la solucion numérica.Para el calculo numérico se
empled el SAC Wolfram Mathematica 9.0.Al final se presentan comparaciones entre las soluciones obtenidas
por las diferentes alternativas propuestas y diferencias significativas que existen entre la solucion del sistema
original de Ecuaciones Diferenciales No Lineales y su respectiva linealizacion.

Abstract In the present work the study of the problem of oscillations of a double pendulum is approached as
an apparently simple case of a physical system that can show a chaotic behavior. The analytical formula of
the problem is presented briefly to obtain the second order differential equations, coupled and highly nonlinear.
These equations are associated with the angles 6; and 6,, because under known initial conditions it is possible
to solve the original problem by developing a Runge-Kutta algorithm of order "RK4” to obtain the numerical
solution. For the numerical calculation the SAC Wolfram Mathematica 9.0 was used. At the end, comparisons are
presented between the solutions obtained for the different proposed alternatives and significant differences that
exist between the system solution original of Nonlinear Differential Equations and their respective linearization.

Palabras Clave
modelacién matematica — EDOs no lineales — solucién de sistemas de EDOs no lineales
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Introduccion

La mecénica es la rama de la Fisica que estudia y analiza
el movimiento y reposo de los cuerpos al igual que su evo-
lucién en el tiempo, bajo la accién de fuerzas. La mecénica
analitica es una formulacion abstracta y general de la mecéni-
ca que permite el uso en igualdad de condiciones de sistemas
inerciales o no inerciales sin que, a diferencia de las leyes
de Newton, la forma bésica de las ecuaciones de movimiento
cambie. Se considera que el rasgo determinante es considerar
la exposicion y planteamiento de la misma en términos de
coordenadas generalizadas.

Si se quiere estudiar un sistema fisico es importante en
principio conocer los elementos, variables, pardmetros y po-
sibles comportamientos que pueden derivarse de un determi-
nado escenario o evento. En general un péndulo doble es un
sistema compuesto por dos péndulos, con el segundo colgan-
do del extremo del primero. En el caso mds simple, se trata

de dos péndulos simples, con el interior colgando de la masa
pendular del superior. Normalmente se sobreentiende que nos
referimos a un doble péndulo plano. Este sistema fisico po-
see dos grados de libertad y exhibe un rico comportamiento
dindmico, su movimiento estd gobernado por dos ecuaciones
diferenciales de segundo orden ordinarias no lineales acopla-
das. Por encima de cierta energia su movimiento es cadtico.
Si bien estas EDOs poseen serias dificultades para obtener
la solucidn analitica es posible obtener una linealizacion que
permite aplicar la Transformada de Laplace bajo ciertas con-
diciones y obtener una solucién analitica para oscilaciones
suficientemente pequefias.
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Pl a A AP AP i

Figura 1. Péndulo Doble.

1. Analisis del movimiento del péndulo
doble plano

1.1 Cinematica

La formulacién parte de que el sistema oscila en un plano
vertical y no existen fuerzas de amortiguamiento en el mismo.
En la cinematica solo estamos interesados en encontrar las
expresiones de la posicion, la velocidad, la aceleracién en
términos de las variables que especifican el estado del péndu-
lo doble, sin interesarnos por las fuerzas actuantes. Usando
las proyecciones de las lineas L y L sobre un sistema de
coordenadas localizado en el extremo superior del péndulo 1,
es posible establecer las posiciones de las masas m y my de
acuerdo con las ecuaciones (1) a (4).

x1 = Ly sen 6 (1)
y1 = —Ljcos 6 2)
X2 =x1+Lrsen6, 3)
Y2 =y1 —Lcos 6, “)

Si se sitia el nivel cero de energia potencial en el punto de
suspension del primer péndulo la energia potencial queda
expresada de la siguiente forma:

Ep =migyr +magys &)
y sustituyendo (2) y (4) en (5) queda:

E, = —(m; +my)gLi cos 0) +mygL, cos 6, 6)
Notemos que la magnitud de la velocidad del primer péndulo
se obtiene como el producto entre el radio de la circunferencia
y la velocidad angular.

v =L6;
Su expresion vectorial estard dada por la ecuacién

\71 = Ll 9] COS 6]?"‘ Ll 6.1 sen 91.7 (7)

La magnitud de la velocidad de la segunda particula en un
sistema de referencia que se mueve con velocidad v; de la

primera particula es v» = L,6 y su expresién vectorial es-
tard dada por la ecuacion:

V=1, 92 cos 92?+ Ly 92 sen 92]7 (8)
Ahora podemos plantear la energia cinética como
1 1
E.= Emlv% + Emzv% ©)]

Entonces el lagrangiano del sistema podemos escribirlo
L=E.—-E,

En términos de las coordenadas generalizadas podemos escri-
birlo tras realizar operaciones algebraicas

1 . 1 .
L= i(ml +H12)(L1)2(91)2 + E(MQL%QZZ)‘F

+(m2L1L291 6, cos(0; — 6))+
—|—(m1 +m2)gL1 COS(Q])-FW[QngCOS(Gz) (10)

A partir del lagrangiano se obtienen las ecuaciones del mo-
vimiento que conducen a un sistema de EDOs no lineales
acopladas. Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange en

este caso particular:
d|JdL| |dL
dt|od 91 |0 0;
d|dL dL
dt|d 92 |0 6,
Calculando explicitamente las derivadas de las expresiones
anteriores se obtiene el sistema (13) de EDOs no lineales

(1)

12)

0= (m +m2)L1 él +I’I12é2L1L2008(91 — 92)-1-
+maLy(6,)?sin(6) — 6) + (my +my)gsin(6;)

0= mszéz +m291L1 COS(91 — 92)—
—mol, (91)2 sin(91 — 92) +mpg Sin(eg)
(13)
Es vélido observar que el sistema dado anteriormente no posee
solucién analitica conocida, sin embargo podemos considerar
que si los giros son pequefios, es decir

cos(6) —6) ~ 1 (14)
sin(6; — 6;) ~ 0 (15)
sinf; ~ 6, (16)
sin6; =~ 6, 17

Considerando que los giros son pequefios el sistema puede ser
simplificado a un sistema de EDOs lineales, al cual podremos
encontrarle una solucién analitica. De otra manera considerar
que los giros no son pequefios y el sistema (13) es posible
encontrarle una solucién numérica por reduccién de orden a
cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales
con condiciones adaptadas, partiendo del sistema original.
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1.2 Solucion para casos particulares

Consideremos primero las oscilaciones pequeiias libres de
un péndulo doble plano y desarrollemos un ejemplo con los
siguientes datos

Ly =16ft, L, =16ft, m; =3 slug
my =1 slug, g=232ft/s*
0:1(0)=1rad, 6,(0)=—1rad
0:(0) =6,(0) =0 rad/s
para un tiempo final de 30 s.

Sustituyendo en el sistema (13) podemos escribir

0=46,+6,+86,
(18)
0=0,+6,+26,

Resolvemos el sistema utilizando la transformada de Laplace
teniendo en cuenta las condiciones iniciales dadas y apoyando-
nos en el teorema de los residuos podemos obtener finalmente
la solucidn analitica del sistema:

0,(t) = Zcos(Zt) + icos(%)
19)
0:(t) = f%cos(Zt) + ;COS(\ZJ)

Podemos ilustrar graficamente la solucién analitica del siste-
ma utilizando el asistente Wolfram Mathematica 9.0.

Figura 2. Linealizado utilizando Transformada de Laplace.

En la grifica se muestra el modelo linealizado, el segundo
péndulo (rojo) con amplitudes de giro mayor que el primero
(azul). Se puede apreciar la forma de la solucién dada en
cosenos en donde la amplitud no es periddica a lo largo de
todo el intervalo.

1.2.1 Solucion del modelo lineal utilizando RK-4
Se utilizaran los mismos datos de la seccién 1.2

Ly =16ft, L, =16ft, m; =3 slug

my =1 slug, g=732ft/s*

0:(0)=1rad, 6,(0)=—1rad

para un tiempo final de 30 s.

El sistema (18) se puede reducir a un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales lineales considerando que

Solamente mostraremos en la tabla y en la gréfica los valores

de ¢t comprendidos entre 0y 3 s.

01(0) = 6,(0) =0 rad/s

dGl_

dt

6,

dt
dW1
Lo (—86,+26
a3 80+26)
dW2 8
—2_"-6
a 306

t 0, 6,

0 0 0
0,1 | 0,0000978 | 0,0019956
0,2 | 0,0019624 0,0039248
03 | 00028617 | 0,0057234
0,4 | 0,0036658 0,0073317
05 | 0,004348 0,008696
0,6 | 0,0048855 | 0,009771
0,7 | 0,0052605 | 0,0105209
0,8 | 0,0054604 0,0109208
09 | 0,0054787 | 0,0109573

1 0,0053146 0,0106292
1,1 | 00049737 | 0,0099474
1,2 | 0,0044673 0,0089347
1,3 | 0,0038123 0,0076246
1,4 | 0,0030304 | 0,0060608
1,5 | 0,0021476 0,00429513
1,6 | 0,0011934 | 0,0023868
1,7 | 0,0001994 | 0,0003989
1,8 | —0,0008012 | —0,0016024
1,0 | —0,0017752 | —0,0035504

2 | —0,0026901 | —0,0053802
2,1 | —0,0035156 | —0,0070311
22 | —0,0042241 | —0,0084481
23 | —0,004792 —0,009584
24 | —0,005201 | —0,010401
2,5 | —0,005436 | —0,01087
26 | —0,005491 | —0,010981
2,7 | —0,005363 —0,010725
2.8 | —0,005056 | —0,010112
29 | —0,004581 —0,009163

3 —0,003954 —0,007908
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Figura 3. Linealizado utilizando RK-4.

En la grafica se muestra el modelo linealizado utilizando
el Método de RK-4, el segundo péndulo (rojo) con amplitudes
de giro mayor que el primero (azul). Se puede apreciar la
forma de la solucién dada en cosenos en donde la amplitud
no es periddica a lo largo de todo el intervalo. Notemos que
los graficos de las soluciones obtenidas en ambos no son
significativamente diferentes.

1.2.2 Solucion del modelo no lineal utilizando RK-4
Se utilizaran los mismos datos de la seccién 1.2

Ly =16ft, L, =16ft, m; =3 slug
my =1 slug, g=>32ft/s*
0:1(0)=1rad, 6,(0)=—1rad

01(0) = 6,(0) =0 rad/s

para un tiempo final de 30 s.

Partiendo del sistema (13) es posible mediante reduccién de
orden obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales de primer orden.

e,

—= 24
oM (24)
dé, (25)
a2
dwi —mzllw% sin(6; — 6;) cos(6) — 6,) n
dt  L[(my+my) —mycos?(6; —6,)]
n mygsin(6)cos(6; — 6)

L [(my +my) —mycos?(6) — 6)]

B mzlzw% sin(0; — 6>) + (my +myp)gsin(6;)
I [(m1 erz) —my COS2(91 — 92)]

(26)

dwy - malaw3 sin(0) — 62) — (my +my)gsin(6))

dt mzlzcos(el — 92)

dW1
(my+ma)ly i
-~ 27

mglgcos(el — 92)
Este nuevo sistema puede ser resuelto numéricamente me-
diante una adaptaciéon del Método de RK-4 para sistemas de
EDOs con los datos dados anteriormente. Se obtuvieron los
valores de 0; y 6, que aparecen en la siguiente tabla. Sola-
mente mostraremos en la tabla y en la grafica los valores de ¢

comprendidos entre 0y 0.2 s.

t 0, 0,
0 0 0
0,01 | 0,000251505 0,000103045
0,02 0,00034483 0,000206091
0,03 6,06362 0,000309136
0,04 | —0,000450133 0,000412182
0,05 | —0,000616787 0,000515227
0,06 5,3009 0,000618273
0,07 0,00123555 0,000721318
0,08 | 0,001669569 0,000824364
0,09 | 0,000250582 0,000927409
0,1 | —0,002328668 0,001030455
0,11 | —0,003281604 0,0011335
0,12 | —0,00012773 0,001236545
0,13 0,00564887 0,001339591
0,14 | 0,007876718 0,001442636
0,15 | 0,001003321 0,001545682
0,16 | —0,011831485 0,001648727
0,17 | —0,01695083 0,001751773
0,18 | —0,001729951 | 0,0018548181
0,19 | 0,027168524 | 0,00195786355
0,2 0,038270127 0,002060909
0.05
004 .
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.
002
001 o
0
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Figura 4. No linealizado utilizando RK-4.

En la Figura 4 6, aparece en color azul y 6, aparece en color
rojo.

Segun el grafico podemos apreciar el comportamiento cadtico
del primer péndulo, cuyo dngulo de giro es 6, esto nos per-
mite establecer una comparacion entre la solucion del modelo
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linealizado y el modelo no linealizado, es decir, para oscila-
ciones no pequenas existe una diferencia considerable entre
ambas soluciones.

2. Resultados y Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos queda claro que cuan-
do se modela cualquier fendmeno debemos ser muy cuidado-
sos, cuando se consideraron oscilaciones pequeiias los resul-
tados obtenidos en el modelo lineal exhiben diferencias no
muy significativas entre el modelo numérico y el analitico, no
ocurriendo asi si quisiéramos establecer comparacién entre
la solucién aproximada del modelo no lineal y las soluciones
linealizadas.
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Algoritmo Optimizado para la Interpolacion Espacial
del Krigeado Ordinario

Optimized Algorithm for Spatial Interpolation of
Ordinary Kriging

Milenis Fernandez Diaz'*, José Quintin Cuador Gil2, César Raul Garcia Jacas®

Resumen Los métodos de interpolacion espacial proporcionan herramientas para la estimacién de valores en
localizaciones no muestreadas utilizando las observaciones cercanas. La interpolacién de Krigeado Ordinario
es uno de los métodos geoestadisticos mas frecuentemente usados para la realizacion de analisis espaciales.
Su objetivo consiste en encontrar el Mejor Estimador Lineal Insesgado a partir de los datos disponibles, los
cuales generalmente son insuficientes debido al costo de su obtencién. Se caracteriza por costosas operaciones
de algebra lineal que repercuten en altos tiempos de ejecucién, fundamentalmente la resolucion de grandes
sistemas de ecuaciones lineales. La reduccién del tiempo de ejecucion de aplicaciones de interpolacion espacial
puede ser un objetivo de alta prioridad, por ejemplo, en sistemas que soportan la toma de decisiones rapidas.
Con el objetivo de disminuir los tiempos asociados a la interpolacién espacial del Krigeado Ordinario, se
propuso un algoritmo basado en el uso de técnicas de programacion paralela, asi como métodos optimizados de
blusqueda espacial; que permita resolver los problemas que satisfacen los supuestos matematicos apropiados
en tiempos razonables, fundamentalmente en el campo de las Geociencias. Este algoritmo fue implementado
usando C++11 como lenguaje de programacion, OpenMP 4.8.2 como biblioteca de programacion paralela en
memoria compartida, y Atlas CLapack como biblioteca de algebra lineal optimizada para los calculos matriciales.
El algoritmo propuesto permite una mayor rapidez en la interpolacion espacial de Krigeado Ordinario, logrando
un mejor aprovechamiento de los recursos de computo instalados.

Abstract Spatial interpolation methods provide tools for estimating values at unsampled locations using nearby
observations. Ordinary Kriging interpolation is one of the most frequently used geostatistical methods for
performing spatial analysis. Its objective is find the Best Linear Unbiased Estimator from the data available,
which generally are insufficient because of the cost of obtaining it. It was characterized by expensive linear
algebra operations affecting high runtimes fundamentally solve large systems of linear equations. Reducting the
runtime of spatial interpolation applications can be a high priority target, for example, in systems that support
quick decisions. In order to reduce the time associated to spatial interpolation of Ordinary Kriging, it was
proposed an algorithm based on the use of parallel programming techniques and optimized search methods;
for resolving problems meeting the appropriate mathematical assumptions at reasonable time, mainly in the
field of Geosciences. This algorithm was implemented using C++11 programming language, OpenMP 4.8.2
as library of shared memory parallel programming, and Atlas CLAPACK as linear algebra library optimized for
matrix calculations. The proposed algorithm allows faster in the spatial interpolation of Ordinary Kriging, making
better use of computing resources installed.
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Introduccion tes debido al costo de su obtencién. Se basa en el principio de

que las variables espaciales de una determinada poblacidn se

La interpolacién espacial de Krigeado tiene como objetivo  encuentran correlacionadas en el espacio; es decir que mien-

encontrar el Mejor Estimador Lineal Insesgado a partir de los  tras mds cercanos estén dos puntos sobre la superficie terrestre,
datos disponibles [3], los cuales generalmente son insuficien-
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menor serd la variacion de los atributos medidos [4]. Se apo-
ya en variogramas como funciones estadisticas que expresan
las caracteristicas de variabilidad y correlacién espacial del
fenémeno que se estudia a partir de puntos muestreados.

El Krigeado constituye un método de interpolacién espa-
cial muy utilizado en la construccidn de superficies y cuerpos
tridimensionales a partir de nubes irregulares de puntos, en la
estimacion de variables aleatorias en puntos no muestreados,
asi como en otras aplicaciones de la geoestadistica. Especial-
mente en el drea de las Geociencias, es ampliamente utilizado
en la estimacion de recursos y reservas minerales utiles, con-
siderando el nivel de precision y confiabilidad que caracteriza
sus resultados en estimaciones locales. Precisamente, es en el
campo de la Mineria, donde se origina el Krigeado de manos
del ingeniero en minas Danie Krige, al explotar la correlacién
espacial para hacer predicciones en la evaluacién de reservas
de las minas de oro en Sudéfrica [5]; y gracias a la formula-
cién matemdtica de George Matheron en la Escuela de Minas
de Parfs.

La complejidad de los célculos matemaéticos utilizados en
la interpolacién de Krigeado, fundamentalmente la resolucion
de grandes sistemas de ecuaciones, tiene un alto costo compu-
tacional confirmado por varios autores: [7, 8, 11, 12, 13]. Se
plantea que el algoritmo por cada punto de interés tiene una
complejidad cubica, lo que conduce a una complejidad de
O(MN?), siendo N el nimero de observaciones disponibles
y M el nimero de puntos a interpolar [13]. Cuando M =~ N,
la complejidad computacional puede considerarse O(N*) lo
cual no es favorable si se trabaja con grandes volimenes de
datos.

1. Métodos

1.1 Formulaciéon matematica del krigeado ordinario

El problema del Krigeado Ordinario consiste en estimar
el valor en el sitio desconocido, expresado matematicamen-
te mediante la combinacién lineal ponderada de los valores
muestreados. A través del Krigeado Ordinario se puede es-
timar tanto el valor desconocido de un punto como el valor
promedio de un bloque, conocidos respectivamente como
Krigeado puntual y Krigeado de bloques. La estimacién se
calcula mediante la Ecuacion 1:

X :2.1Z(X1)+}1«2Z(X2)+~~~+)~nZ(xn) (1)
donde:
|
Y(ur —ur) Y(uy — uy)
Y(y—ur) - Yt —un)
1 1 1

7%, es el valor estimado

z(x;) son los valores de las ensayos

A; son los pesos de Krigeado

n es el nimero de observaciones disponibles.

El Krigeado atribuye un peso A; a la ley de cada muestra
z(x;), donde los pesos altos corresponden a las muestras cerca-
nas y los pesos débiles a las alejadas. La ponderacién depende
del modelo ajustado a los puntos medidos, la distancia a la
ubicacién de la prediccion, y las relaciones espaciales entre
los valores medidos alrededor de la ubicacién de la predic-
cién. Estos pesos se calculan considerando las caracteristicas
geométricas del problema, de manera que [1] :

1. A1 +242+...+ A, = 1 se garantice la condici6én de uni-
versalidad (es decir la sumatoria de los pesos debe ser
unitaria)

2. Op2 = var[z; — z] la varianza del error cometido sea
minima.

Estos elementos conducen a un problema de minimiza-
cién con restricciones que se resuelve utilizando la técnica
denominada multiplicadores de Lagrange. Este método invo-
lucra la incOgnita auxiliar llamada pardmetro de Lagrange
(u) y consiste en igualar a cero las derivadas parciales de la
nueva funcién. Al realizar las N+ derivaciones se obtiene un
sistema de N+1 ecuaciones lineales con N+/ incdgnitas. Los
valores de los pesos asociados a cada uno de los puntos se
calculan mediante la resolucion de este sistema de ecuaciones
(Ecuacioén 2) [1].

{ Yo Ajyui—uj)+u=yu—w) i=1l.n @
’? A/‘ :l
j=1"%

El sistema de ecuaciones también puede ser expresado en
forma matricial en funcién de la covarianza (Ecuacién 3). Los
términos del miembro izquierdo del sistema de ecuaciones se
determinan mediante el cdlculo de las covarianzas de cada par
de ensayos. Por otra parte, el miembro derecho se determina
mediante la covarianza entre el punto o bloque y cada uno
de los ensayos. Se observa las propiedades simétricas de la
matriz que conforma el miembro izquierdo del sistema de
ecuaciones lineales. El aprovechamiento de esta propiedad
permitird reducir los tiempos de construccion de esta matriz.

A Y(un - u)

= )
V(U —u)
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Una de las caracteristicas mas importantes del Krigeado
Ordinario es que proporciona la varianza del error de estima-
cidn, la cual depende del modelo de variograma obtenido y
de las localizaciones de los datos originales [2]. La varianza
del error puede calcularse mediante la Ecuacién 4:

Oko =Y. AY(ui—u)— 6> — “)
i=1

1.2 Descripcion del Krigeado Ordinario

El proceso de Krigeado involucra 4 pasos fundamentales:
biisqueda de los ensayos en la vecindad definida, con el fin
de limitar el nimero de datos a utilizar en la interpolacién y
evitar el trabajo con grandes sistemas de ecuaciones lineales;
el cdlculo de los pesos asociados a los ensayos, considerada la
operacidén mas costosa computacionalmente; el proximo paso

consiste en predecir el valor del punto o el valor promedio del
bloque, segtin sea el caso; y por dltimo calcular la varianza
del error de estimacion. Este conjunto de pasos se repite para
cada uno de los puntos o bloques a estimar.

El algoritmo de Krigeado requiere como entradas:

» A={a;---a,} cona; = {x;,yi,zi,vi} ensayos o puntos
medidos (representados por sus coordenadas espaciales
y el valor del atributo medido).

s M ={by,by, -+ ,b,} modelo de bloques caracterizado
por la Expresion 5 (las coordenadas del origen, dimen-
siones del modelo, dimensiones de los bloques, nivel
de discretizaciéon de los bloques); donde cada bloque
contiene b = {(i, j,k) , (x¢,Ye,2¢) , (a1,a2,+ -+ ,a,) } (su
localizacién espacial, las coordenadas del centroide y
el conjunto de ensayos).

p= {(xo,yo,zo) ,(nbjxnbjxnby),(Ibijx1bj*lby),(dbi*db; *dbk)} 5)

» S={(R,Ry,R.),(c,B,0),(r1,r2, -+ ,ra)} vecindad
de estimacion delimitada por el elipsoide con radios
R:,Ry,R-, los dngulos a, 3,0 que indican la rotacion
del elipsoide en cada uno de los ejes, teniendo como
restricciones: el niimero minimo (r1) y méximo de datos
(r2), asi como el niimero maximo de datos por octante
(rn); representada por la Ecuacién 6: donde xg, yo,zo
constituyen las coordenadas del origen del centroide, y
a,b,c los radios en cada uno de los ejes.

(z—20)*
C2

(y—0)°
b2

(x—xo)2
22

+ + =1 (6)

n y(h) = {nst,co,(c171 (h)---cn¥n (h))} variograma que
expresa las caracteristicas de variabilidad y correlacién
espacial del fendmeno que se estudia a partir de puntos
muestreados, siendo nst la cantidad de estructuras que
conforman el variograma en cada una de las direccio-
nes, ¢ el valor de pepita, ¢; las mesetas, y ¥; (h) las
estructuras de variogramas.

El algoritmo genera como salidas:

« M ={by,bs, -+ ,b,} modelo de recursos, es decir, los
puntos o bloques estimados.

1.3 Indexacion y busqueda espacial por rangos
Con el objetivo de optimizar el algoritmo, evitando la rea-
lizacién de biisquedas innecesarias, se propone la bisqueda
por rangos. La biisqueda por rangos, esencialmente consiste
en buscar los objetos geométricos que contiene una deter-
minada region del espacio de objetos geométricos [10]. La
eficiencia de las biisquedas por rangos se sustenta en la previa
indexacién de los objetos geométricos en una estructura de

(

datos apropiada, en este caso considerando como estructura
de datos el propio modelo de bloques.

Para la indexacién, por cada posicién (i, j, k) del modelo
de bloques se guarda una lista con los ensayos pertenecientes
a la celda o bloque. Para determinar las celdas en las cuales se
encuentran los ensayos, se transforman las coordenadas de los
ensayos al espacio de coordenadas de los indices del modelo,
teniendo en cuenta el origen (xo,y0,z0) y las dimensiones
(nbj,nbj,nby) de los bloques (Ecuacion 7):

(x—x0) (y—y0) (z—2z0)
= v = 2= L a
* nb; Vi nb; K nby, @

Luego se obtienen las localizaciones espaciales (i, j, k) de
los ensayos redondeando por defecto las coordenadas transfor-
madas: i = floor (x;), j = floor(y;) y k = floor (z). Des-
pués se verifica que las localizaciones espaciales obtenidas
estén dentro del rango de indices del modelo de bloques, cum-
pliéndose que 0 <i<nb;,0 < j<nbjyo <k <nb;.Unavez
indexados los ensayos, para buscar un ensayo en el modelo
de bloques simplemente se calcula el indice de localizacién
espacial del punto, siendo n, la cantidad de columnas del mo-
delo, ny la cantidad de filas y xyz las coordenadas espaciales
del punto en cuestiéon (Ecuacion 8):

loc = znyny +yn, +x (8)

1.4 Técnicas, herramientas y tecnologias

El disefio del algoritmo se basé en los siguientes prin-
cipios: particioén (descomposiciéon de la computacion de ta-
reas), comunicacion (coordinacién en la ejecucion de tareas),
aglomeracion (combinacidn de los resultados de las tareas) y
mapeo (asignacion de tareas a los procesadores); descritas en
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[6], [9]. Se centré fundamentalmente en la particion y asigna-
cién. En el disefio del algoritmo no se presentaron secciones
criticas, por lo que no se hacen copias de la lista de puntos a
interpolar; todos los procesos pueden leer y escribir en esta
lista sin que se generen conflictos de memoria.

El algoritmo de Krigeado Ordinario fue implementado
usando C++11 como lenguaje de programacién. Para los
célculos matriciales se utiliz6 la biblioteca de dlgebra lineal
Atlas CLapack, caracterizada por ser rapida. Esta bibliote-
ca permiti6 simplificar el cdlculo de operaciones matriciales
como la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales y la
multiplicacién de matrices.

Las técnicas de programacion paralela y distribuida han
demostrado ser una alternativa viable para la solucion rapida
de este tipo de problemas computacionales. En la presente
investigacion se aplicaron técnicas de programacién paralela
en memoria compartida a través de la biblioteca OpenMP
4.8.2.

La biblioteca OpenMP se basa en el modelo fork-join para
obtener el paralelismo a través de multiples hilos. Aprove-
chando la independencia de los datos de entrada se aplica la
descomposicion del dominio para la division de los datos entre
los procesadores. Esta técnica de descomposicidn consiste en
determinar la particion apropiada de los datos, y luego trabajar
en los computos asociados.

2. Resultados y discusion

2.1 Aceleracion mediante OpenMP

El algoritmo propuesto para la interpolacién de Krigea-
do Ordinario consta de 3 etapas de procesamiento paralelo a
través del modelo fork-join (Figura 1). Este modelo plantea
la divisién del hilo maestro en hilos esclavos que se ejecutan
concurrentemente, distribuyéndose las tareas sobre estos hilos.
Los hilos acceden a la misma memoria, aunque es posible ges-
tionar estos accesos generando espacios de memoria privada.
A continuacidn se describen las etapas de procesamiento, y
se modela el algoritmo de Krigeado Ordinario en forma de
pseudocddigo (Algoritmos 1y 2).

= Etapa L. Se realiza la indexacién espacial de los pun-
tos en el modelo de bloques y busqueda de vecinos a
utilizar en cada una de las interpolaciones. Los bloques
son distribuidos en trozos de aproximadamente igual
tamafo entre los procesadores antes de que las itera-
ciones sean ejecutadas mediante asignaciones estaticas
(shedule static); todas las iteraciones son repartidas de
forma continua antes de ser ejecutadas.

= Etapa II. Se realiza el ordenamiento de los bloques a
estimar en funcién de la cantidad de vecinos a utilizar.
El modelo de bloques una vez mads es particionado en
tantas partes iguales como nimero de procesadores;
luego estas partes son ordenadas simultineamente. Una
vez que concluye el proceso de ordenamiento, se mez-
clan los resultados arrojados por cada procesador en
tantas iteraciones como sean necesarias.

Algorithm 1 Pseudocdédigo del algoritmo de Krigeado
Ordinario (modelo de bloques)

Require: A, M, S, y(h)
Ensure: M
discretizar (M)
indexar (A, M)
numbloques = M .cantidad
{Etapa I}
for i = 0 : numbloques do
b=M.at(i)
b.vecinos =buscar (b.centroide, A, M, S)
end for
{Etapa II}
ordenar (M)
: {Etapa III}
for i = 0 : numbloques do
b = modelo.at (i)
interpolar (b, A, M, S, y(h))
: end for

R AN A R S ey

e
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Algorithm 2 Pseudocédigo del algoritmo de Krigeado
Ordinario (un bloque)

Require: b, A, M, S, y(h)
Ensure: M
1: numvecinos = b.vecinos.cantidad
2: if numvecinos >= S.cantidadMinimaDeDatos then
3:  matLM = construirMatrizlzquierda (b, A, y(h))
4:  matRM = construirMatrizDerecha (b, A, y(h))
5.  matR = resolverSEL (LM, RM)
6: valor=0
7 error =0
8 varianza = calcularVarianzaBloque (b, A, Y (h))
9: U = R[numvecinos|
10:  for i =0 : numvecinos do

11: valor+ = b.vecinos.at(i).valor
12: error+ = R]i| * RM[i]
13:  end for

14:  b.valor = valor

15:  b.error = varianza — error — [l
16: else

17:  b.valor = NE {no estimado}
18:  b.error = NE {no estimado}
19: end if
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= Etapa III. Se realiza la interpolacion. Los bloques se
distribuyen nuevamente entre los procesadores, pero
esta vez de forma dindmica (shedule dynamic), es decir
las iteraciones son asignadas de forma continua a soli-
citud de los procesadores, hasta que se acaben. En esta
etapa se calculan los pesos y los valores asociados a los
puntos a interpolacioén.

Indexacion y Ordenamiento Inh.arpol_a‘cia'n/

blsqueda espacial Estimacion
bl F oD F J
0—0 0—0 (o] (o]
R—I ‘R—I R—1

K N K N K—N

Figura 1. Utilizacién del modelo fork-join para lograr el
paralelismo de datos en el algoritmo.

2.2 Experimentos y resultados

Se realiz6 la evaluacién experimental del algoritmo va-
riando el tamafio de entrada (r) y el nimero de procesadores
(p), atendiendo al tiempo de ejecucidn, la ganancia de veloci-
dad (Speed Up) y la eficiencia (E). Se entiende por tiempo de
ejecucion como el tiempo que transcurre desde el comienzo
de la ejecucion del programa en el sistema paralelo, hasta
que el ultimo procesador culmine su ejecucion. A la ganan-
cia de velocidad también se le conoce como aceleracién, y
consiste en la relacion entre el tiempo de ejecucién sobre un
procesador secuencial y el tiempo de ejecuciéon sobre multi-
ples procesadores. Por eficiencia se entiende el porcentaje de
tiempo empleado en proceso efectivo; este indicador mide el
grado de utilizacién de un sistema multiprocesador.

Los experimentos se ejecutaron en una estacion de tra-
bajo Acer Aspire 5755 con procesador Intel (R) Core (TM)
15-2430 (compuesta por 2 nucleos fisicos y 2 virtuales para
un total de 4 procesadores), con una frecuencia de 2.40 GHz,
4 GB de memoria instalada y sistema operativo Ubuntu 14.04
(32 bits). El proceso de Krigeado se realiz6 de forma puntual
considerando los centroides de los bloques como la nube de
puntos a estimar. Se realizaron 10 corridas en cada experimen-
to, descartdndose los datos atipicos a través del método de los
cuartiles.

Se utilizaron 3 juegos de datos generados aleatoriamente
variando el nimero de ensayos. Los juegos de datos estaban
compuestos por 1000 bloques y 1000 ensayos (n1), 1000 blo-
ques y 2000 ensayos (n2), 1000 bloques y 3000 ensayos (n3),
respectivamente. Se utilizé un modelo de variograma lineal de
1 como valor de pepita, y 10 como valor de la pendiente. Se uti-
liz6 una vecindad esférica de 5 metros de radio. Los Cuadros
1, 2 y 3 contienen los resultados de los experimentos realiza-
dos usando 1, 2 y 4 procesadores respectivamente, asi como
la descripcidn de dichos resultados a partir de estadigrafos
como la mediana, cuartil menor y mayor y el promedio.

Cuadro 1. Mediciones de los tiempos de ejecucion del
algoritmo paralelo para un procesador (ms).

Corrida t(ny) t(n2) t(n3)
1 1150 6687 21023
2 1144 6820 20955
3 1152 6756 20832
4 1176 6884 20799
5 1171 6803 20884
6 1162 6809 20863
7 1155 6829 20918
8 *1215 6789 20841
9 1175 6700 20914
10 1150 6811 20985
Mediana 1158.50 6806.00 20899.00
Cuartil menor 1150 6756 20841
Cuartil mayor 1175 6820 20955

Rango intercuartil 25 64 114

Limite inferior 1112.5 6660 20670
Limite superior 1212.5 6916 21126
Promedio 115944  6788.8  20901.4
Tiempo de ejecucién 1159 6789 20901
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Los datos arrojados por la evaluacién experimental del
algoritmo evidencian una disminucién de los tiempos reque-
ridos en la interpolacién de Krigeado Ordinario (Gréfica 1).
La mayor ganancia de velocidad (1.77) se obtuvo para un
tamafio de entrada de m=1000 (bloques) y n=2000 (ensayos),
donde se logré disminuir el tiempo de ejecucion de 6789 ms a
3844 ms al utilizar 4 procesadores. La ganancia de velocidad
incrementa al aumentar el tamafio de entrada atendiendo a su
valor 6ptimo cuando se utilizan 2 procesadores (Gréfica 2).
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Cuadro 2. Mediciones de los tiempos de ejecucion del
algoritmo paralelo para 2 procesadores (ms).

Cuadro 3. Mediciones de los tiempos de ejecucion del
algoritmo paralelo para 4 procesadores (ms).

Corrida t(ny) t(ny) t(n3) Corrida t(ny) t(ny) t(n3)
1 721 4053 12094 1 694 3781 12379
2 1190 4227 *12799 2 *757 3894 12379
3 786 4033 12064 3 706 3834 12437
4 760 4081 12093 4 672 3878 12352
5 1136 4700 4700 5 683 3793 13196
6 1176 6193 12039 6 685 3985 13042
7 757 6404 12158 7 662 3821 13434
8 1189 4020 12135 8 664 3796 12494
9 766 7085 12144 9 674 3796 13188
10 772 6445 12155 10 657 3860 13708
Mediana 779.00 4463.50 12114.50 Mediana 678.50 3827.50 12768.00
Cuartil menor 760 4053 12087 Cuartil menor 664 3796 12379
Cuartil mayor 1176 6404 12155 Cuartil mayor 694 3878 13196
Rango intercuartil 416 2351 68 Rango intercuartil 30 82 817
Limite inferior 136 526.5 11985 Limite inferior 619 3673 11153.5
Limite superior 1800  9930.5 12257 Limite superior 739 4001 14421.5
Promedio 925.3 5124.1 12107.66 Promedio 67744  3843.8 12860.9
Tiempo de ejecucion 925 5124 12108 Tiempo de ejecucién 677 3844 12861
Ganancia de velocidad 1.25 1.33 1.73 Ganancia de velocidad 1.71 1.77 1.63
Eficiencia 62.5 66.5 86.5 Eficiencia 42.75 44.25 40.75

Grifica 2. Ganancia de velocidad del algoritmo.
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Por otro lado, los valores de eficiencia indican un aprove-
chamiento del 62.5% al 86.54 % de las capacidades de pro-
cesamiento al utilizar 2 procesadores, y un aprovechamiento
cercano a la mitad al utilizar 4 procesadores. Se evidencia un
notable incremento de la eficiencia al aumentar los tamafos
de entrada con el uso de 2 procesadores (Grafica 3).

Grifica 3. Eficiencia del algoritmo (%).
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Se observa una disminucién de la ganancia de velocidad
y la eficiencia al utilizar 4 procesadores para un tamafio de
entrada de 1000 bloques y 3000 ensayos, lo cual estd influen-
ciado por el procesamiento de ordenamiento de los datos en
busca de equilibrar la carga entre los procesadores. Si bien
el ordenamiento por mezcla fue implementado de forma pa-
ralela, a medida que se incrementan las iteraciones se van
desechando procesadores al mezclar los resultados parciales.
Esto se va acentuando en la medida que aumentan los tamafios
de entrada y el nimero de procesadores.

2.3 Conclusiones
= La complejidad de los cdlculos matematicos utilizados
en la interpolacién de Krigeado Ordinario, fundamental-
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mente la resolucion de grandes sistemas de ecuaciones,
repercute en altos tiempos de ejecucion que retardan
los procesos de estimacion.

El caracter independiente de los datos utilizados en el
proceso de Krigeado Ordinario favorece la utilizacién
del paralelismo a nivel de datos como una alternativa
eficiente para disminuir los tiempos de respuesta aso-
ciados.

Las técnicas de programacion paralela en memoria com-
partida facilitan la explotacion del paralelismo de datos
a través del uso de bucles iterativos para la distribu-
cion de tareas a los procesadores, propiciando un mejor
aprovechamiento de las capacidades de computo.

La subdivision de los bloques en diferentes procesado-
res es muy Util cuando se trabaja con grandes cantidades
de datos, pero si no se logra una distribucién equitativa
el aprovechamiento de los procesadores no serd optimo.
Los métodos de busqueda espacial por rangos sustenta-
dos en la indexacion espacial de los objetos geométricos
contribuyen a disminuir los tiempos de respuesta en el
proceso de Krigeado, al evitar busquedas innecesarias.
Lareduccién de los tiempos asociados a la interpolacién
de Krigeado Ordinario soportard la toma de decisiones
rapidas, por ejemplo: durante la evaluacién de la factibi-
lidad de los proyectos, asi como la planificacién minera
de estos en condiciones de rentabilidad econdmica.
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Resumen En este articulo se presentan resultados numéricos de la implementacién de un esquema de
aproximacion para problemas de programacion lineal infinita. En particular, este esquema es aplicado al
Problema de Transferencia de Masas de Monge-Kantorovich. Se ilustra el esquema con ejemplos en el intervalo
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Introduccion

En 1781 el matemaético francés Gaspard Monge planted
el problema de transferencia de masas, el cual consiste en en-
contrar un plan 6ptimo de transporte para mover un monticulo
de tierra a un hoyo. Para ello, Monge dividié el monticulo
en granos de tierra, asi el problema se redujo a encontrar una
funcién que proporcionara la posicién del granito en el hoyo.
Hoy, esto es conocido como el Problema de Monge y la fun-
cién de transferencia se conoce como acoplamiento 6ptimo
[19].

Mas tarde, en 1942 el matematico ruso Leonid V. Kanto-
rovich estudié el Problema de Translocacién de Masas [14],
el cual consiste en minimizar el trabajo de translocacién del
movimiento de una distribucién de masa inicial a una distri-
bucién de masa final. Para su estudio Kantorovich considerd
espacios métricos compactos, conjuntos de Borel y una fun-
cién de costo no negativa. Posteriormente, en 1948 observé
que si en el Problema de Translocacidon se consideraba a la
funcién de costo como la distancia, este resultaba una ge-
neralizacion del Problema de Monge [15], desde entonces a
este problema se conoce como el Problema de Transferencia
de Masas de Monge-Kantorovich. Este es un problema muy
conocido en diferentes areas como: Probabilidad, Analisis
Funcional, Geometria Diferencial, Estadistica, Economia, Sis-
tema Dindmicos, Computacién [20]. Entre las aplicaciones
mads importantes que tiene el Problema de Transferencia de
Masas podemos mencionar a la métrica de Kantorovich [20],
en los dltimos afios la métrica se ha empleado para registro de
imagenes [11] y control de radioterapia de cancer [12].

La métrica de Kantorovich también ha sido empleada pa-
ra comparar imédgenes [13], a una imagen digitalizada se le
puede asociar una funcidn de distribucién de probabilidad y
esta a su vez una medida de probabilidad. Por lo tanto, para
comparar imagenes se requiere de una métrica probabilistica,
sin embargo, calcular numéricamente esta métrica no ha sido

una tarea sencilla. Por ejemplo, la métrica de Kantorovich
es un problema complicado de resolver, en virtud que es un
problema de optimizacién en espacios de medidas. En la li-
teratura existen algoritmos de aproximacién que se pueden
emplear para la métrica de Kantorovich, como en [9], donde se
desarrolla un algoritmo numérico para aproximar el valor del
Problema de Transferencia de Masas en espacios compactos.
Diversos autores han estudiado esquemas de aproximacién
para el Problema de Transferencia de Masas, por ejemplo
Hernandez-Lerma y Lasserre proponen en [16] un esquema
de aproximacidn general basado en problemas de programa-
cion lineal infinita, el cual se puede aplicar a un problema de
control de Markov, programacién semi-infinita y al proble-
ma de transferencia de masas, entre otros esquemas para el
Problema de Transferencia de Masas han sido estudiados por
Benamou y Brenier [6], Caffarelli [8], Benamou [5] y Guittet
[10]. Recientemente por Bocs [7] y Mérigot [18].

1. El Problema de Transferencia de
Masas de Monge-Kantorovich

Sean 2"y % dos espacios métricos compactos, con ¢ —alge-
bras de Borel B(2") y B(%/) respectivamente, consideremos
ademds una funcion medible definidaen ¢ : 2" x % — R,
tomemos medidas de probabilidad vi en 2"y vy en &, y
una medida de probabilidad u en 2" x %/, denotamos por
IT;u y I u las marginales o proyecciones de wen 'y &/,
respectivamente. Entonces el problema de transferencia de
masas MT estd definido por

MT : Minimizar (i,c) ::/cd[.l,, e))

sujeto a:

Mu=vy, Ihpg=v,, u>0. (2)
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Con su respectivo problema dual

MT* : Maximizar / fidvy + / frdvy
Y

sujeto a:
fl(x)+f2(y) SC(X,y), (3)
donde fi : & >Ry fo: % = R.
Ver [16].

Diremos que u es una solucién factible para el problema
MT si satisface las restricciones (1), ademas se dice que el
programa es consistente si tiene al menos una solucion factible.
El programa es soluble si existe una solucion factible que
alcanza su valor 6ptimo. En la literatura una de las hipédtesis
requeridas para que el problema sea soluble es la presentado
a continuacion.

Suposicion 1 (a) El programa P es consistente.

(b) El programa PP tiene una solucién factible xp con
(x0,¢) > 0y, més adn, el conjunto

20 = {)C EX+‘<X,C> < <X0,C>}
es débilmente, secuencialmente compacto.

Ver [16].

Decimos que no hay abertura de dualidad, si el valor del
programa primal y el valor del programa dual coinciden. Al-
gunos ejemplos, donde se cumple esta condicidn se pueden
veren [1].

Teorema 1 Si la Suposicion 1 se cumple, entonces

(a) Pesun programa soluble.
(b) No hay abertura de dualidad.

Ver [16].

2. Esquema de Aproximacion

El esquema mostrado a continuacién es una aplicacién del
propuesto en [16], el cual consiste de tres pasos: el primero nos
asegurard que el programa de programacion lineal infinita es
soluble, después se agregan restricciones finitas al programa y
se relajan las restricciones, finalmente se discretiza la variable
de interés.

Denotemos como sp(E) al espacio generado por el con-
junto E, el cual es un subconjunto de un espacio vectorial, y
coc(E) es el cono convexo generado por E.

Requerimos lo siguiente:

Suposicion 2
(a) X yY son espacios métricos compactos.

(b) La funcién c(x,y) es continua.

Ver [9]

Consideremos X =Y = [0, 1], ademés (2, %)y (2, #)
dos parejas duales, tal que 2" =M ([0, 1] x [0,1]), # =C([0,1] x
0,1)), 2 = (M(0,1)) x M(0,1]))y # = (C([0.1]) x C([0.1])),
donde M([0, 1]) es el espacio vectorial de las medidas signa-
das en [0,1], y C([0,1]) es el espacio de funciones continuas
en [0, 1].

Denotamos M ([0, 1]) el cono positivo definido como

M. ([0,1]) == {u € M([0, 1])[u = 0},

Ml([O’ 1]) = {.u € M([O> 1])+|.u([07 ID = 1}7

la familia de medidas de probabilidad.

Como [0, 1] es un espacio métrico compacto, 2" es el dual
topoldgico de %, asi M;([0,1] x [0,1]) es secuncialmente
compacto en la topologia débil o — (:27,%/), lo cual implica
que la Suposicién 1 se cumple. Ademds, el espacio # =
C(]0,1]) x C(]0,1]) es separable.

Sea W.. un subconjunto denso numerable de %, y sea
{W}.} una sucesién creciente de conjuntos finitos tal Wy, T We.

Para cada k, consideremos la agregacion

MT (W) : Minimizar (u,c) ::/cd/.t,
sujeto a:

<(”1H>7T2N)*(V1»V2)7Wk> =0 4)
Vg i= (Wi, wh) €W, y e M (0,1] x [0,1].

Abhora, las restricciones de igualdad serdn relajadas a de-
sigualdades. Sea {&} una sucesién de niimeros positivos tal
que & | 0. Entonces para cada k = 1,2,... consideramos el
siguiente problema en programacién lineal infinita

MT (W, &) : Minimizar (u,c),
sujeto a:

[((mu, mp) — (vi,v2),wi)| < & (5)
Vwi € W, y H€M+([O»1]X[O71]

Finalmente, sea X{ un subconjunto denso numerable de
2y =M([0,1] x [0,1])+, y {X,} una sucesién creciente de
conjuntos finitos, tal que X,, T X7. Consideremos el programa
en programacion lineal finita

MT := MT(X,,W;,&): Minimizar Zn*lx<u,c>,
X

sujeto a:

n*

‘<Z(”l“vﬂ2#)—(V17V2)7Wk>' < & (6)

X

Vwi € W, “EM+([051]X[071] y n = |Xn|
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A continuacion se realizard la implementacion del esque-
ma. Sea X =Y = [0, 1] con la topologia usual, y v|,v» =m
la media de Lebesque. Consideremos las siguientes parejas
duales (2,9 )y (Z.,%).

Ademéds, consideremos los siguientes conjuntos

k k
sz{B,,Bj

B, e{B’g,B’f,...,B’;}},

donde Bf denota un polinomio de Berstein de grado k, el cual
satisface

B = (ot [ o=

o

U sp{Wx} es débilmente denso en C([0,1]) x
k=1
C([0,1]), y la cardinalidad del conjunto W es (k+ 1)

Para cada n € N, consideremos el siguiente conjunto

X, = {s(a,b) ()} ’

de medidas de Dirac, paraa 'y b en

J : n
{2" con j=0,...,2 },

Entonces, 27" := U,_ coc(X,) es débilmente denso en
2,y la cardinalidad del conjunto X, es 22" Entonces, el
esquema de aproximacién es

Luego, W, :=

MT : Minimizar Y’ A(4p)C(ap), )
a,b

sujeto a: -

P B@+B®)| < rre ®

Z)’ub [ +B’<<b)} ﬁzﬁs, ©)

donde Clap) = c(a,b).

Teorema 2 Si la Suposicion 1 se cumple, entonces para cada
k existe n(k) tal que para cada n > n(k), MT(X,, W, €)
es soluble y

min MT (W, &) < min MT(X,,, Wy, &) < min MT + &.
Ver [16].

3. Ejemplos Numéricos

A continuacién mostramos ejemplos a los cuales le apli-
camos el esquema , estos fueron tomados de [2], de los cuales
se conoce el valor 6ptimo del programa.

Ejemplo 1 Consideremos la funcién de costo c¢(a,b) = ab(a—
b), en el Problema de Transferencia de Masas, que sabe-

9
mos tiene valor éptimo ~ 756 ~ —0,03515625 y tiene

soporte en el conjunto

Graph(g) = {(,¢(2))|t € [0,1]},
con
Tvr if 0<r<3,
gt) =
-t if 2<e<1,
consideramos & = L
y . k 10”_2\/E-

Variamos el pardmetro k desde 2 a 9, y para cada k
movemos a n desde 4 a 9. De lo cual obtuvimos los
siguientes resultados, los cuales indican los errores de
aproximacion del esquema al valor 6ptimo del progra-

ma.
n=4 n=>5
k=2 | 0,017380600 | 0,0176040700
k=3 0,011528550 | 0,0108222500
k=4 | 0,004827046 | 0,0026806390
k=151 0,004427841 | 0,0020611890
k=6 | 0,003936912 | 0,0019239340
k=7 0,002954513 | 0,0009981689
k=28 | 0,002777794 | 0,0009861557
k=9 | 0,002719209 | 0,0009109657
n==o6 n="7
k=2 ] 0,01890373000 | 0,019683010
k=31 0,01139729000 | 0,011758030
k=4 | 0,00247768000 | 0,002455755
k=5 0,00186624500 | 0,001852651
k=6 | 0,00183779700 | 0,001826349
k=7 | 0,00081778760 | 0,0008197949
k=8 | 0,00098615560 | 0,0008114302
k=9 | 0,00069509160 | 0,0006775082
n=2=8 n=9

k=2 | 0,0200872300 | 0,0202909700
k=3 0,0119523300 | 0,0120497000
k=4 | 0,0024566440 | 0,0024564520
k=51 0,0018515210 | 0,0018524900
k=6 | 0,0018300650 | 0,0018318280
k=7 | 0,0008302774 | 0,0008358459
k=8 | 0,0008186530 | 0,0008224715
k=9 | 0,0006760644 | 0,0006761160

De los resultados obtenidos por el esquema, por ca-

da fila se muestra el mejor resultado, y por cada con-

junto de datos se muestra el mejor resultado del es-

quema, el cual se obtuvo en k =9 y n = 8. Con un

error de 0,0006760644 y cuyo valor de aproximacién
—0,03583231.
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Figura 1. Soporte de la solucién 6ptima a MT conk =9y
n=38.

La Figura 1 muestra la grifica del soporte solucién y
los puntos rojos muestran el soporte para la medida de
aproximaciénenelcason =8y k=9.

Ejemplo 2 Consideremos la funcién de costo c¢(a,b) = (2b—
a—1)%(2b —a)?, en el Problema de Transferencia de
Masas, sabemos que tiene valor éptimo 0 y soporte en
el conjunto

Graph(h) = {(z,h(t))|t € [0, 1]},
con i :[0,1] x [0,1] tal que

h(r) =

: n
y consideramos &; 1001 — 2K
Variamos el parametro k desde 2 a 10, y para cada k
movemos a n desde 4 a 10. De lo cual obtuvimos los
siguientes resultados, los cuales indican los errores de
aproximacion del esquema al valor 6ptimo del progra-

ma.
n=>5 n==6
k=2 | 0,0002363199 | 0,00006007883
k=3 | 0,0002362977 | 0,00006007827
k=4 | 0,0002362751 | 0,00006007770
k=5 | 0,0002362534 | 0,00006007715
k=6 | 0,0002362328 | 0,00006007662
k=7 | 0,0002362132 | 0,00006007975
k=28 | 0,0002361945 | 0,00006007689
k=9 | 0,0002361778 | 0,00006007810
k=10 | 0,0002361673 | 0,00006007816

n="7 n=2_8
k=2 | 0,00001513965 | 0,0000037998070
k=3 0,00001513964 | 0,0000037998060
k=4 | 0,00001513962 | 0,0000037998065
k=5 0,00001513961 | 0,0000038160170
k=6 | 0,00001516782 | 0,0000038280000
k=17 0,00001528733 | 0,0000038113430
k=38 0,00001529179 | 0,0000038179810
k=9 0,00001516529 | 0,0000038174210
k=10 | 0,00001527237 | 0,0000038147230
n=9 n=10
k=2 | 0,0000009518125 | 0,0000002381858
k=3 0,0000009518126 | 0,0000002384716
k=4 | 0,0000009523129 | 0,0000002382365
k=5 0,0000009530545 | 0,0000002384016
k=6 | 0,0000009520117 | 0,0000002383636
k=17 0,0000009528386 | 0,0000002383380
k=28 0,0000009531212 | 0,0000002384158
k=9 0,0000009537839 | 0,0000002384849
k=10 | 0,0000009540616 | 0,0000002384848

De los resultados obtenidos por el esquema, por cada
fila se muestra el mejor resultado, y por cada conjunto
de datos se muestra el mejor resultado del esquema,
el cual se obtuvo en k = 10 y n = 10. Con un error
de 0,0000002384848 y cuyo valor de aproximacién es
0,0000002384848.
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Figura 2. Soporte de la solucién éptima a MT conk =10y
n=10.

La Figura 2 muestra la grafica del soporte solucién y
los puntos rojos muestran el soporte para la medida de
aproximacién en el cason = 10y k = 10.
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4. Conclusiones

La aplicacion del esquema propuesto en [16], al Problema
de Transferencia de Masas de Monge-Kantorovich es eficien-
te, y el tiempo computacional es corto, pero los valores de los
pardmetros estdn limitados por la capacidad de la computado-
ra, ya que el nimero de variables es muy grande, incluso si
n'y k son pequefios. Una continuacién a este esquema seria
aplicar una meta-heuristica con el fin de reducir el ndmero
de variables y asi aumentar los valores de n y k para obtener
una mejor aproximaciéon. Ademads de encontrar un orden de
convergencia.
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