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Empleo de técnicas de regularización para la
solución del problema inverso unidimensional en la
Tomografı́a Óptica Difusa
Use of regularization technics for the solution of the
one-dimensional Difusse Optical Tomography
inverse problem
Carmen Tejeda Toledo1*, Luis Orlando Castellanos Pérez2

Resumen Los problemas inversos se han convertido en una herramienta de gran potencial dentro de las
Matemáticas. En la presente investigación se abordarán elementos relacionados con la teorı́a general de
los problemas inversos y su aplicabilidad a la tomografı́a óptica difusa. Se hará uso de la pseudoinversa de
Moore-Penrose como caso particular de inversa generalizada. Se describirán elementos relacionados con el
método de descomposición en valores singulares de una matriz, la solución de sistemas lineales en el sentido de
mı́nimos cuadrados y la teorı́a general de la regularización, abordada a través de tres métodos fundamentales:
la descomposición en valores singulares truncada, la regularización de Tikhonov y el método de las iteraciones
de Landweber. Además se formulará y resolverá el problema inverso unidimensional en la tomografı́a óptica
difusa por los métodos ya mencionados, realizando una comparación entre ellos para seleccionar el que brinda
mejor comportamiento ante diferentes variaciones de los parámetros involucrados.
Abstract Inverse problems have become a tool of great potential in Mathematics. In the current research,
elements related to the general theory of inverse problems and their applicability to the diffuse optical tomography
are exposed. The Moore-Penrose pseudoinverse as particular case of generalized inverse is also presented.
Furthermore, elements related to the singular value decomposition of a matrix, the solution of linear systems
in the sense of least square, and the general theory of regularization, approached through three fundamental
methods: the truncated singular value decomposition, the Tikhonovs regularization, and the Landwebers iterative
method are described. The methods already mentioned are used to numerically solve the one dimensional
version of the inverse problem in diffuse optical tomography, which model is also described in this paper, making
a comparison between them to select the one that provides better behavior against different variations of the
parameters involved.
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Introducción
La tomografı́a óptica difusa construye imágenes a partir

del comportamiento de un grupo de fotones al atravesar un
cuerpo utilizando luz casi infrarroja. Ofrece varias ventajas:
es una modalidad de examen no invasiva, da posibilidad de
ser usada para exámenes neonatales, el sistema de obtención
de imágenes es seguro, de bajo costo, relativamente simple
y, en la mayorı́a de los casos, incluso transportable; además
la obtención de informaciones precisas sin causar daños a
los pacientes es de gran valor para un diagnóstico certero. El

enfoque más usado de este problema inverso responde a la
versión tridimensional, para la cual se han planteado varios
métodos de regularización y modelos computacionales. La
complejidad que encierra esta versión tridimensional la hace
inaccesible para un paı́s subdesarrollado como Cuba donde
todavı́a no se ha estudiado esta técnica, hasta donde pudo
conocer esta investigación, ni se cuenta con los recursos mate-
riales para implementarla; entonces se impone la necesidad
de desarrollar y resolver la versión unidimensional de este
problema inverso como base para comprender y poder lle-
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var a la práctica el problema tridimensional. Lo planteado
anteriormente, genera la siguiente problemática expresada
en el hecho de que desde el punto de vista matemático, en
la actualidad, todavı́a no hay una teorı́a totalmente completa
que permita apoyar las investigaciones médicas dedicadas a
la detección del cáncer de manera no invasiva. Es por ello que
esta investigación se propone como objetivo: determinar cuál
método de regularización lineal brinda mejor precisión para
resolver el problema inverso unidimensional en la tomografı́a
óptica difusa..

1. Problemas Inversos
En las últimas dos décadas los problemas inversos se han

posicionado como una de las áreas de mayor crecimiento
en Matemática Aplicada. En [4] se define como problema
inverso aquel que tiene el objetivo de determinar causas a
través de efectos observados. Las teorı́as fı́sicas permiten ha-
cer predicciones, es decir, dada una descripción completa de
un sistema fı́sico (modelo), se puede predecir el resultado
de algunas mediciones, éste es el llamado problema directo.
El problema inverso consiste en utilizar el resultado real de
algunas medidas para deducir los valores de los parámetros
que caracterizan el sistema. En general, se considera a los
Problemas Inversos como rama de las Matemáticas a raı́z
de la aparición de los trabajos de Tikhonov [9], con la in-
troducción de los métodos de regularización para problemas
mal planteados: el argumento básico es que sus ideas permi-
tieron a la comunidad cientı́fica romper con lo que ahora se
considera un prejuicio histórico y que tiene su origen en un
concepto que, por otro lado, ha hecho avanzar grandemente
las Ecuaciones en Derivadas Parciales: el concepto de proble-
ma bien propuesto o bien planteado (well-posed). Hadamard
[5] afirmó que los problemas de interés fı́sico son aquellos
que tienen una solución única que depende continuamente de
los datos, es decir, es estable con respecto a toda perturbación
en los datos. Los problemas que no satisfacen alguna de estas
condiciones, se denominan mal planteados (ill-posed).

2. Preliminares Matemáticos. Inversa
generalizada

La inversa generalizada es una generalización de la no-
ción de inversa de matrices la cual se aplica a matrices no
cuadradas, como caso particular de inversa generalizada se
encuentra la pseudoinversa de Moore-Penrose [1], descubierta
por Eliakim Hastings Moore en 1920 y reinventada por Sir
Roger Penrose en 1955.

Definición 2.1 Pseudoinversa de Moore-Penrose. Sean m y
n ∈ N y sea A ∈ Rm×n. Una matriz A+ ∈ Rn×m se dice que
es la pseudoinversa de Moore-Penrose de A si satisface las
condiciones siguientes:

1. Condición general: AA+A = A

2. Condición reflexiva: A+AA+ = A+

3. Condición normalizada: AA+ ∈ Rm es autoadjunta, es
decir AA+ = (AA+)

t

4. Condición normalizada reversa: A+A ∈ Rnes autoad-
junta, es decir A+A = (A+A)t

2.1 Descomposición en valores singulares
La descomposición en valores singulares (SVD) es una

importante factorización de una matriz rectangular análoga
a la diagonalización de matrices simétricas. Los siguientes
teoremas [1] garantizan la SVD de cualquier matriz A y una
expresión para su pseudoinversa.

Teorema 2.1 Sea A∈Rm×n y rang(A) = r = min{m,n}. En-
tonces existen matrices unitarias U ∈ Rm y V ∈ Rn tales que

A =USV t (1)

donde S ∈ Rm×n es una matriz que tiene como r primeros
elementos de la diagonal los valores singulares positivos de
A y todos los otros elementos iguales a cero.

Teorema 2.2 La pseudoinversa de Moore-Penrose A+ ∈Rn×m

de A está dada por

A+ =V S+U t (2)

donde S+ es la pseudoinversa de S, cuyos elementos son los
recı́procos de los valores singulares no nulos de A, y U y V
son las matrices ortogonales que resultan de descomponer a
A en valores singulares.

2.2 Solución de sistemas lineales en el sentido de
mı́nimos cuadrados

Se parte del siguiente problema. Sean A ∈ Rm×n y y ∈
Rm dados. Determinar x ∈ Rn tal que y = Ax. Cuando este
problema no tiene solución lo que se hace es relajar el con-
cepto de solución considerando soluciones aproximadas; en
mı́nimos cuadrados se toma x̂ ∈ Rn que cumple ‖Ax̂− y‖=
minx∈Rn‖Ax− y‖ [1].

Teorema 2.3 Sea A ∈ Rm×n, y ∈ Rm. El problema de mini-
mización

x̂ = argminx∈Rn‖Ax− y‖

tiene la misma solución x̂ ∈ Rn que la ecuación AtAx̂ = Aty.
Además es única si y solo si N (AtA) = {0}.

3. Métodos de regularización para la
solución de problemas mal planteados
El mal planteamiento de los problemas inversos es re-

suelto usando técnicas conocidas como de regularización que
consisten en introducir alguna clase de información a priori
acerca de la solución deseada para estabilizar el problema. En
términos matemáticos, su objetivo consiste en aproximar la
solución x de la ecuación y = Ax, a partir del conocimiento
del dato directo perturbado yδ con un nivel de error dado:
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‖y− yδ‖ ≤ δ . Las definiciones y los teoremas que se brindan
a continuación reflejan los aspectos esenciales dentro de la
teorı́a de la regularización [6].

Definición 3.1 Una estrategia de regularización es una fa-
milia de matrices Rα : Rm −→ Rn, α ≥ 0, de forma que

lı́m
α→0

Rα Ax = x,∀x ∈ Rn (3)

El parámetro α es llamado parámetro de regularización y
xα,δ = Rα yδ es la aproximación de la solución x de y = Ax.

Teorema 3.1 Sea A ∈ Rm×n una matriz con sistema singular
(ui,σi,vi), y sea q una función, q : (0,∞)× [σr,σ1]−→R, tal
que para cada α ≥ 0 existe una constante C(α) de forma que:

1. |q(α,σ)| ≤C(α)σ , σ ∈ [σr,σ1]

2. lı́mα→0 q(α,σ) = 1, σ ∈ [σr,σ1]

Entonces la familia de matrices Rα ∈ Rn×m, α > 0, definidas
como

Rα y :=
r

∑
i=1

1
σi

q(α,σi)(y,ui)vi,y ∈ Rm (4)

describe una estrategia de regularización con ‖Rα‖ ≤C(α).
La función q es llamada una función filtro regularizadora
para A.

Teorema 3.2 Supongamos que la primera hipótesis del teore-
ma 3.1 se cumple entonces, si la segunda hipótesis del teorema
3.1 se sustituye por:

1. Existe C1 > 0 tal que |q(α,σ)−1| ≤C1

√
α

σ
, ∀α > 0 y

además x ∈R(At) entonces ‖Rα Ax− x‖ ≤C1
√

α‖z‖
donde x = Atz.

2. Existe C2 > 0 tal que |q(α,σ)− 1| ≤ C2
α

σ2 , ∀α > 0

y además x ∈R(AtA) entonces ‖Rα Ax− x‖ ≤C2α‖z‖
donde x = AtAz.

3.1 Descomposición en valores singulares trunca-
da

La descomposición en valores singulares truncada (TSVD)
es un método para mejorar el mal condicionamiento del pro-
blema reemplazando los más pequeños valores singulares no
nulos de A por ceros [1].

Teorema 3.3 Sea A ∈ Rm×n no nula con descomposición en
valores singulares A =USV t donde S11 ≥ S22 ≥ ...≥ Srr > 0
y Si j = 0 ∀ i 6= j. La descomposición en valores singulares
truncada (TSVD) de A es la matriz

A(k) =US(k)V t

donde k ∈ {1,2, ...,r−1} y
(
S(k)
)

ii = Sii cuando i < k y(
S(k)
)

i j = 0 en otro caso.

3.2 Regularización de Tikhonov
Este método puede ser introducido de dos formas [6]: a

través de un problema de minimización o como un caso espe-
cial del Teorema 3.1. Para el primer caso Tikhonov sugirió,
para superar el mal planteamiento, transformar la ecuación
normal a una ecuación de la forma (AtA+αI)x = Aty que
tiene la misma solución que el problema de minimización:

xα = argmin
{
‖Ax− y‖2 +α‖x‖2} , α > 0.

Tomando en cuenta que se trabaja con datos perturbados yδ ,
se define el funcional de Tikhonov como:

Jα(xδ ) = ‖Axδ − yδ‖2 +α‖xδ‖2,α = α(δ )> 0. (5)

Además el valor ı́nfimo de este funcional xα,δ debe satisfacer:
‖Axα,δ − yδ‖ = δ . Una descripción formal de esta técnica
como un problema de minimización se refleja en el siguiente
teorema [6]:

Teorema 3.4 Sea A ∈ Rm×n y α > 0. Entonces para cada
y ∈ Rm existe un único xα ∈ Rn tal que

Jα(xα) = mı́n
x∈Rn

Jα(x)

El minimizador xα coincide con la solución única de la ecua-
ción normal (

AtA+αI
)

xα = Aty.

Una descripción formal de la regularización de Tikhonov
como caso particular del Teorema 3.1 es la siguiente [6]:

Teorema 3.5 Sea A∈Rm×n una matriz dada. Entonces, para
cada α > 0 la matriz AtA+αI es inversible. Más aún, la fami-
lia Rα := (AtA+αI)−1At describe una estrategia de regula-

rización con ‖Rα‖ ≤
1

2
√

α
.

Es importante preguntarse en cualquier problema que se
desee resolver ¿cómo elegir el parámetro de regularización
α? En este trabajo se escogió el principio de discrepancia de
Morozov [6] como criterio de elección de dicho parámetro.

Teorema 3.6 Sea A ∈ Rm×n con rango completo por colum-
na. Sea y = Ax, x ∈Rn, y ∈Rm, yδ ∈Rm y ‖yδ −y‖ ≤ δ‖yδ‖.
Sea xα(δ ),δ la solución del método de Tikhonov que satisface
‖Axα(δ ),δ−yδ‖= δ , ∀δ ∈ (0,δ0). Entonces: xα(δ ),δ → x para
δ → 0, es decir, el Principio de discrepancia es admisible.

3.3 Iteraciones de Landweber
Los algoritmos para la regularización de Tikhonov tien-

den a destruir la estructura especı́fica de la matriz de los
coeficientes cuando esta tiene grandes dimensiones. En 1951,
Landweber [7] realizó la sugerencia de escribir para el sis-
tema y = Ax la ecuación normal AtAx = Aty en la forma de
una ecuación de punto fijo x = (I−λAtA)x+λAty para algún
λ > 0, llamado parámetro de relajación. El método iterativo
clásico de Landweber [6] tiene el siguiente algoritmo:

x0 = 0;xk+1 = xk−λAt(Axk−y) = (I−λAtA)xk+λAty (6)
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donde k ∈N, λ ∈R. Por inducción con respecto a k se obtiene
que xk = Rky, donde

Rk := λ

k−1

∑
i=0

(
I−λAtA

)i At ,k = 1,2, ...

Si (u j,σ j,v j) es el sistema singular de A, entonces Rk admite
la siguiente representación:

Rky =
r

∑
j=1

q(k,σ j)

σ j
(y,u j)v j (7)

donde q(k,σ) = 1− (1− λσ2)k es una función filtro que

cumple las hipótesis del Teorema 3.2 para C(α) =
1

2
√

α
,

C1 =
1
2

, C2 = 1.

Teorema 3.7 Sea A ∈ Rm×n una matriz dada, y sea 0 < λ <
1
‖A‖2 . Entonces la familia de matrices Rk ∈ Rn×m, definidas

por (7) describen una estrategia de regularización con paráme-

tro α =
1
k

y ‖Rk‖ ≤
√

kλ .

La iteración de Landweber es un método de regularización
lineal siempre que la iteración esté truncada en algún ı́ndice
finito k∗ [6]. Existen dos criterios de parada para la determi-
nación de k∗, uno a priori donde solo depende del nivel de
ruido k∗ = k∗(δ ) y otro a posteriori donde además también
depende de los datos perturbados k∗ = k∗(δ ,yδ ). En este tra-
bajo se emplea el criterio a posteriori dado por el Principio de
discrepancia de Morozov que realiza la iteración siempre que
‖Axk,δ − yδ‖> ηδ se cumpla con η > 1.

4. Problema inverso en la Tomografı́a
Óptica Difusa (DOT)

El objetivo de la obtención de imágenes ópticas usando
luz difusa casi infrarroja, es obtener información cuantitativa
acerca de cambios en las propiedades ópticas dentro del tejido
usando mediciones de frontera, es decir, el objetivo fundamen-
tal de la DOT es básicamente reconstruir los coeficientes de
absorción y dispersión de un medio macroscópico para medi-
ciones en la frontera. El problema en cuestión parte de los
siguientes elementos [2]. Sea Ω = {x : x≥ 0}. La densidad de
energı́a Φ obedece a la versión unidimensional de la ecuación
de la difusión de time-dependence:

∂

∂ t
Φ(x, t) = D

∂ 2

∂x2 Φ(x, t)− cµa (x)Φ(x, t) (8)

donde x ∈Ω y el coeficiente de difusión D se toma constante,
µa se denomina coeficiente de absorción. La densidad de
energı́a debe satisfacer las condiciones inicial y de frontera
siguientes:

Φ(x,0) = δ (x− x1) Φ(0, t)− lext
d
dt

Φ(0, t) = 0 (9)

Como Φ decrece exponencialmente, se considera para
k ≥ 0 la transformada de Laplace:

Φ(x,k) =
∫

∞

0
e−k2Dt

Φ(x, t)dt (10)

que satisface la ecuación siguiente, donde la dependencia de
Φ en k se suprime para simplificar notación:

− d2

dx2 Φ(x)+ k2 (1+η (x))Φ(x) =
1
D

δ (x− x1) (11)

donde k es el número de onda difusa y η (x) es la parte espa-
cialmente variante de la absorción. El problema directo con-
siste en dadas las distribuciones de fuentes emisoras de fotones
en la frontera del dominio y dado el valor de los parámetros
ópticos relacionados, determinar el flujo de fotones resultante
en la frontera. La solución del problema directo está dada por
la siguiente ecuación integral

Φ(x) = Φi (x)− k2
∫

Ω

G(x,y)Φ(y)η (y)dy (12)

donde G(x,y) es una función de Green de la forma

G(x,y) =
1

2Dk

(
e−k|x−y|+

1− klext

1+ klext
e−k|x+y|

)
(13)

y Φi (x) es el campo incidente que satisface (11) con η = 0.
La ecuación integral (12) puede ser linealizada con respecto a
η (x) reemplazando Φ en la parte derecha por Φi, la cual es
una aproximación precisa cuando el soporte de η (supp(η)) y
η son pequeños. Si además se introduce el dato de dispersión
Φs = Φi−Φ, se obtiene:

Φs (x1,x2) = k2
∫

Ω

G(x1,y)G(y,x2)η (y)dy (14)

Aquı́ Φs (x1,x2) es proporcional al cambio en la intensidad
debido a un punto fuente en x1 que es medido por un detector
en x2. En la geometrı́a de retrodispersión, la fuente y el detec-
tor están ubicados en el origen (x1 = x2 = 0); utilizando esto,
junto a la ecuación (13) y omitiendo constantes totales, (14)
se convierte en la siguiente ecuación integral de Fredholm de
primera especie:

Φs (k) =
∫

∞

0
e−kx

η(x)dx (15)

Lo que permite reformular el problema directo como: dada
la parte espacialmente variante del coeficiente de absorción
η(x) y el núcleo K = e−kx, determinar el dato de dispersión
Φs (k). Entonces el problema inverso puede definirse como:
dado el núcleo K = e−kx y el dato de dispersión Φs (k) de-
terminar la parte espacialmente variante del coeficiente de
absorción η(x). Dicho problema inverso podrı́a verse como el
de invertir la Transformada de Laplace el cual es un problema
exponencial mal planteado y su resultado es una integral de
gran complejidad:

η(x) =
∫

∞

0
dk
∫

∞

−∞

dsR(
1
σs

) fs(x)g∗s (k)Φs(k) (16)
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donde el regulador R es introducido para controlar la contribu-
ción de los valores singulares pequeños.

Otra vı́a de solución pudiera ser tomar dicha integral desde
cero hasta un valor finito L, es decir, transformar el intervalo
de [0;∞) a un intervalo finito [0;L], lo cual es posible pues
solo se necesita considerar que la señal x desaparece fuera de
este intervalo que constituye el soporte de dicha variable. Una
vı́a eficiente de resolver este problema inverso mal planteado
serı́a discretizar dicha ecuación integral y luego aplicar los
diferentes métodos abordados en la sección anterior.

4.1 Discretización de la ecuación integral
En esta investigación se utilizan dos reglas de discretiza-

ción de ecuaciones integrales: la regla de Simpson compuesta
y la trapezoidal compuesta. La primera se emplea para gene-
rar la matriz de los coeficientes y ası́ resolver el problema
directo. La segunda regla se emplea para generar la matriz de
los coeficientes y ası́ resolver el problema inverso. La regla
de Simpson compuesta y la regla Trapezoidal compuesta
constituyen dos de las fórmulas de Newton-Cotes cerradas
para la integración numérica, ambas consisten en dividir el
intervalo [0,L] en n subintervalos de longitud h. Las hipótesis
de la regla de Simpson son las siguientes [3]:

Teorema 4.1 Sea f ∈C4[a,b], n par, h =
b−a

n
y x j = a+ jh

, j = 0,1, ...,n. Entonces existe µ ∈ (a,b) tal que la regla de
Simpson compuesta para n subintervalos puede ser escrita
como: ∫ b

a
f (x)dx =

h
3
[ f (a)+2

n
2−1

∑
j=1

f (x2 j)+

+4

n
2

∑
j=1

f (x2 j−1)+ f (b)]− b−a
180

h4 f IV (µ) (17)

Utilizando las mismas hipótesis anteriores pero cambiando
el hecho de que solo es necesario que f ∈C2[a,b], la regla
trapezoidal puede enunciarse como:

∫ b

a
f (x)dx =

h
2
[ f (a)+2

n−1

∑
j=1

( f (x j))+ f (b)]−

− b−a
12

h2 f ′′(µ) (18)

La función en cuestión es f (x) = e−kixη(x) , i = 1, ...,m ,

h =
L
n

y x j = jh por tanto aplicando Simpson:

Φs (ki) =
∫ L

0 e−kixη(x)dx≈ h
3 [e
−kix0η(x0)+

+2

n
2−1

∑
j=1

e−kix2 j η(x2 j)+4

n
2

∑
j=1

e−kix2 j−1η(x2 j−1)+e−kixnη(xn)]

(19)
Aplicando trapezoidal compuesta:

Φs (ki) =
∫ L

0 e−kixη(x)dx≈

h
2
[e−kix0η(x0)+2

n−1

∑
j=1

e−kix j η(x j)+ e−kixnη(xn)] (20)

Si se expresa la sumatoria (19) en forma matricial, se
obtiene el sistema de ecuaciones lineales y = Bx, donde

y =


Φs (k1)
Φs (k2)

...
Φs (km)



B =
h
3


e−k1x0 4e−k1x1 2e−k1x2 · · · e−k1xn

e−k2x0 4e−k2x1 2e−k2x2 · · · e−k2xn

...
...

...
...

...
e−kmx0 4e−kmx1 2e−kmx2 · · ·



x =



η(x0)
η(x1)
η(x2)

...
η(xn−2)
η(xn−1)
η(xn)



Si se expresa la sumatoria (20) en forma matricial, se
obtiene el sistema de ecuaciones lineales y = Ax, donde x y y
se mantiene iguales pero el núcleo B cambia y se transforma
en la matriz A dada a continuación:

A =
h
2


e−k1x0 2e−k1x1 2e−k1x2 · · · e−k1xn

e−k2x0 2e−k2x1 2e−k2x2 · · · e−k2xn

...
...

...
...

...
e−kmx0 2e−kmx1 2e−kmx2 · · · e−kmxn


Se concluye que: y es un vector de orden m×1, A y B son

matrices de orden m× (n+1) y x es de orden (n+1)×1, es
válido aclarar que también se tendrá en cuenta el caso en que
m 6= n+1.

5. Principales resultados
Como parte de este trabajo se elaboraron códigos de pro-

gramación en el software MATLAB de ambas reglas de dis-
cretización abordadas anteriormente, además de los códigos
de la descomposición en valores singulares de una matriz y
de los tres métodos de regularización, con sus distintos enfo-
ques. Posteriormente se resuelve un problema test [6], similar
al problema inverso unidimensional en la tomografı́a óptica
difusa que viene dado por la siguiente ecuación integral de
Fredholm de primera especie:∫ 1

0
(1+ ts)etsx(s)ds = et , 0≤ t ≤ 1,
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la cual tiene solución única x(t) = 1. Con los resultados
obtenidos se verificó que los métodos implementados en
MATLAB son válidos para resolver un problema inverso mal
planteado.
Para resolver el problema inverso unidimensional en la tomo-
grafı́a óptica difusa se emplean los siguiente datos:
Ω = {x ∈ R : 0≤ x≤ 9}, se emplean los valores reales de los
parámetros ópticos en las longitudes de onda entre 750nm y
830nm reportados en [8], 0,02≤ µa ≤ 0,08 y 4≤ µ ′s ≤ 14, ex-
presados en cm−1, el factor de anisotropı́a g = 0,9, el número
de onda difusa, expresada en cm, varı́a de modo decreciente
en el rango de 0,157079632679 a 0,04487989505128. Para
obtener el rango en que varı́a la parte espacialmente variante
de la absorción η(x) se elaboraron en MATLAB dos fun-
ciones que muestran el comportamiento de los coeficientes de
absorción y dispersión reducido, se creó además un programa
principal que se utilizará para el procesamiento de los datos y
la obtención de los resultados.
En el mismo se utiliza m = 26 y n = 16 para la discretización,
se determina el rango de variación de la solución exacta η(x)
dada por un vector de orden 17× 1, se genera la matriz B
para resolver el problema directo por la regla de Simpson
lo cual permite conocer los datos, es decir, la parte derecha
del sistema y, la cual es un vector de orden 26× 1, se de-
termina por la regla trapezoidal el núcleo A de la ecuación
integral para resolver el problema inverso, el cual es una ma-
triz mal condicionada pues su número de condicionamiento
κ(A) = 2,1256 ·1017 y sus valores singulares tienden a cero,
luego este problema inverso es mal planteado y es necesario
aplicar métodos de regularización para su resolución. Se con-
sidera que los datos y elaborados anteriormente están sujetos a
ciertos ruidos, lo que ocurre frecuentemente debido a que, en
general, estos datos provienen de la discretización de una fun-
ción continua o porque, como es el caso, es un dato obtenido
experimentalmente y por tanto está sujeto a errores de medi-
ción y aproximación. El vector con ruidos yδ se generó uti-
lizando el comando de MATLAB rand a través de la siguiente
expresión yδ = y+ δ (−ones(size(y))+ 2rand(size(y))). Al
utilizar las funciones implementadas en MATLAB en el pro-
grama principal se determina el error entre la solución exacta
y la solución con ruidos, sin emplear regularización, y se
determinaron los errores para diferentes valores de δ . Las
figuras 1 y 2 demuestran el resultado de cualquier intento por
resolver el sistema sin regularización. Se realizaron, para cada
método, tablas y figuras con valores para el error cuando hay
presentes distintos niveles de ruido δ y diferentes variaciones
del parámetro de regularización α . Esto permitió realizar com-
paraciones entre el método de Tikhonov en sus dos variantes y
la TSVD, en donde se concluyó que Tikhonov como problema
de minimización es el mejor de los tres, y al comparar las
diferentes variantes del método iterativo de Landweber se
concluyó que tanto la que emplea el número de iteraciones
a priori como la que emplea la función filtro son las más
adecuadas, es válido aclarar que su uso depende de la disponi-
bilidad de memoria y de tiempo para realizar la SVD que es

Figura 1. Comparación entre solución exacta y con ruido
δ = 0,5

Figura 2. Comparación entre solución exacta y con ruido
δ = 0

una operación costosa en ambos sentidos.
Las figuras 3, 5, 4 y 6 reflejan el comportamiento de la

solución exacta y el de las soluciones regularizadas, para
distintos niveles de ruido (δ = 0,1 y δ = 0), obtenidas para
Tikhonov, como problema de minimización y para Landwe-
ber, con el número de iteraciones dado a priori. A partir de
ellas se puede notar que los valores obtenidos por Landwe-
ber son mayores que los obtenidos por Tikhonov, aunque el
primero es más estable con respecto a perturbaciones del la-
do derecho, inclusive para δ grandes. Para dar cumplimiento
al objetivo de esta investigación, que es determinar cuál de
los métodos abordados brinda mejor precisión para resolver
el problema inverso unidimensional en la tomografı́a ópti-
ca difusa, se concluye que el método de Tikhonov brinda
una solución aproximada más precisa que la obtenida por el
método iterativo de Landweber.
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Figura 3. Exacta y Tikhonov δ = 0,1

Figura 4. Exacta y Landweber δ = 0,1

6. Conclusiones
Los resultados obtenidos permiten concluir que:

Los fundamentos teóricos-metodológicos estudiados
sobre la teorı́a general de los problemas inversos y la
teorı́a general de la regularización, resultaron de vi-
tal importancia para un correcto análisis del problema
inverso unidimensional en la tomografı́a óptica difusa.
La SVD de una matriz constituye la base para la rea-
lización de una familia importante de métodos de regu-
larización abordados en el trabajo.
El problema inverso unidimensional en la DOT es re-
ducible a la discretización de una ecuación integral de
Fredholm de primera especie, el cual es un problema
inverso mal planteado, obteniéndose un sistema de ecua-
ciones lineales al cual resulta imprescindible aplicar los
métodos de regularización descritos.
Las simulaciones numéricas realizadas de los proble-
mas abordados, corroboran las estimaciones teóricas y
muestran que el método de Landweber brinda estabi-
lidad con respecto a distintos niveles de ruido y que el

Figura 5. Exacta y Tikhonov δ = 0

Figura 6. Exacta y Landweber δ = 0

método de Tikhonov es el que brinda la solución más
precisa.
La implementación se realizó sobre MATLAB, soft-
ware que resultó efectivo, por sus atributos: exactitud y
confiabilidad.
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Resumen En esta ponencia se presenta un sistema de ecuaciones de flujo, con derivada temporal fraccionaria,
donde se considera el medio como un todo, además de las ecuaciones de flujo incorporadas a un medio de triple
porosidad y triple permeabilidad con la misma variante en la derivada temporal, se da una solución semianálitica
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Ley de Darcy — Difusión anómala — Derivada Fraccionaria
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Introducción

La correcta modelación de un yacimiento petrolero es de
trascendente importancia, ya que permite la toma decisiones
que pueden mejorar la obtención de hidrocarburos. A lo largo
de los años, diversos enfoques se han utilizado para modelar
de manera más completa el comportamiento del fluido dentro
del yacimiento a través de la interpretación del déficit de
presión. Warren & Root en [14] propusieron ecuaciones en
las que consideraban que la matriz del medio y las fracturas
tenı́an una estructura euclidiana. A partir de ese planteamiento
Chang y Yortsos en [7] presentan una formulación en la que
se considera una fractura fractal en una matriz euclidiana.
Camacho-Velazquez et al. en [3] retoman, en parte, esta idea
y proponen un modelo de doble porosidad en yacimientos
vugulares naturalmente fracturados, en su modelo hacen uso
de una derivada de orden fraccionaria tipo Caputo, la cual
ya habı́a propuesta en modelos de flujo por Metzler-Glökle-
Nonenmacher como se puede ver en [11]. Camacho et al. en
su artı́culo [4] han generalizado una ecuación de flujo clásica
a una ecuación que considere el medio como unión de dos
o tres medios porosos (medio fracturado, medio vugular y
matriz del medio para el último de los casos). Los modelos
clásicos se construyen a partir del principio de conservación
de la masa de cada uno de los fluidos involucrados en el

medio poroso y la ley de Darcy para el fluido en medios
porosos como se ilustra por Peaceman en [12]. La ecuación
con derivada fraccionaria utiliza una ley de Darcy fraccionaria
deducida por Le Mehaute como se ve en [10] en la forma
que aparece en el artı́culo de Raghavan, [13], donde el orden
de las derivadas fraccionarias se expresa en términos de la
dimensión de Hausdorff del medio.

1. Métodos
El modelo clásico presupone que las propiedades de roca

y fluidos son estables, la hidrodinámica del flujo de fluidos
en el medio poroso es adecuadamente descrita por la ley de
Darcy, la geometrı́a del yacimiento es del tipo euclidiano. La
base del modelo se encuentra en la ecuación de continuidad
y la ley de Darcy para un flujo a través de un medio poroso,
como se ilustra en [2] y en [12], dichas ecuaciones se pueden
expresar como:

∂ (ρθ)

∂ t
+∇ · p(ρq) = ρϒ, (1)

q =− 1
µ

k(p)(∇p−ρg∇D), (2)

donde θ es el contenido volumétrico del fluido;
q = (q1,q2,q3) es el flujo de Darcy, con sus componentes
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espaciales (x,y,z), t es el tiempo; ρ es la densidad del fluido;
µ es la viscosidad dinámica del fluido; g es la aceleración gra-
vitatoria , ϒ es un término de fuente y representa un volumen
aportado de fluido por unidad de volumen de medio poroso
en la unidad de tiempo; p es la presión; D es la profundidad
como una función de coordenadas espaciales, generalmente
asimilada a la coordenada vertical z; k es el tensor de permea-
bilidad del medio poroso θ(p) y k(p) son caracterı́sticas de
la dinámica de los fluidos del medio. La ecuación general de
transferencia de fluidos se obtiene combinando las ecuaciones
como en [12] y [8]:

∂ (ρθ)

∂ t
= ∇ · p[ρ

µ
k(p)(∇p−ρg∇D)]+ρϒ. (3)

Esta ecuación diferencial contiene dos variables depen-
dientes, a saber el contenido de humedad y la presión del
fluido, pero están relacionadas. Por esta razón, la saturación
S(p) está definida ası́

θ(p) = φ(p)S(p), (4)

donde φ es la porosidad total del medio. La capacidad es-
pecı́fica está definida por

C(p) =
d(ρφS)

d p
= φS

dρ

d p
+ρS

dφ

d p
+ρφ

dS
d p

, (5)

en consecuencia

∂ (ρθ)

∂ t
=C(p)

∂ p
∂ t

. (6)

En algunos yacimientos las estructuras y/o el comportamiento
de los fluidos no son los ideales, ası́ que surge el concepto de
memoria, con éste el comportamiento del fluido depende de
su trayectoria espacio-temporal y no el clásico markoviano,
este concepto ha sido desarrollado por varios investigadores,
entre ellos Caputo en [5], también se ha tratado de reflejar una
estructura fractal de los medios en el modelo, en nuestro caso
usaremos una derivada de tipo Caputo para una versión de la
ley de Darcy, descrita por Le Mehaute en [10] y que Raghavan
en [13] reescribe como:

q(x, t) =−
Kγ

µ

∂ γ−1

∂ tγ−1
∂ p(x, t)

∂x
, (7)

γ =
1
d f

, con d f dimensión fractal de Hausdorff del medio,

junto con la ecuación de conservación en coordenadas rectan-
gulares:

∂

∂xi
qi(x̄; t) = φc

∂

∂ t
p(x̄, t), (8)

al combinar las dos anteriores ecuaciones se obtiene con un
sistema con simetrı́a radial:

1
rn−1

∂

∂ r

[
rn−1

λ (r)
∂ p(r, t)

∂ r

]
= φc

∂ 2−γ

∂ t2−γ
p(r, t), (9)

con n la dimensión euclidiana del medio, en nuestro caso
n = 2,

1.1 Cálculo Fraccional
Existen varias definiciones de derivada fraccionaria: la

más difundida es la de Riemann-Liouville, solo daremos la de-
finición de la derivada Caputo por ser la que utilizaremos, una
referencia muy completa en el área es el libro de Baleanu et al.
[1]. Se define la integral fraccionaria de Riemann-Liouville
de orden α > 0 como:

tJα f (t) :=
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1 f (τ)dτ, α > 0. (10)

Con la convención tJ0 = I (operador identidad) y la pro-
piedad de semigrupo:

tJα
tJβ = tJβ

tJα = tJα+β , α,β ≥ 0. (11)

Definimos la derivada fraccionaria Caputo de orden α > 0
como el operador tD

µ
∗ tal que tD

µ
∗ f (t) := tJm−µ

tDm f (t), de
aquı́ que

tDµ∗=


dm

dtm

[
1

Γ(m−µ)

∫ t

0

f (τ)dτ

(t− τ)µ+1−m

]
, m−1 < µ < m

dm

dtm f (t), µ = m

.

(12)
La derivada fraccionaria Caputo satisface la propiedad de
que es cero cuando se aplica a una constante. Otra propiedad
importante es que se le puede aplicar una transformada de
Laplace:

L {tD
µ
∗ f (t);s}= sµ f̃ (s)−

m−1

∑
k=0

sµ−1−k f (k)(0+), (13)

m−1 < µ < k

donde f̃ (s) = L { f (t);s}=
∫

∞

0
e−st f (t)dt, s ∈ C, y

f (k)(0+) := lı́m
t→0+

f (t).

1.2 Funciones de Bessel
La siguiente ecuación diferencial de segundo orden

z2 d2y
dz2 + z

dy
dz
− (z2 +ν

2)y = 0, (14)

donde ν es una constante real se llama ecuación de Bessel
modificada, las soluciones a la ecuación anterior son llamadas
funciones de Bessel modificadas las cuales toman la siguiente
forma:

Kν(z) =
(

π

2

) I−ν(z)− Iν(z)
sen(νπ)

, (15)

donde Iν(z) son las funciones de Bessel modificadas de pri-
mer tipo, se hace notar que Iν y I−ν forman un conjunto de
soluciones para la ecuación (14) y la ecuación (15) es cono-
cida como la función de Bessel modificada de segundo tipo.
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Algunas propiedades de la función de Bessel modificada de
segundo tipo son:

d
dz

Kν(αz) =−αKν−1(αz)− ν

z
Kν(αz), (16)

d
dz

Kν(αz) =−αKν+1(αz)+
ν

z
Kν(αz). (17)

1.3 Ecuación de flujo con derivada temporal frac-
cionaria

Podemos simplificar la ecuación (9) que representa el
fluido, donde el medio es un todo, ası́ tenemos:

φcα

∂ α p
∂ tα

=
k
µ

1
r

∂

∂ r

(
r

∂ p
∂ r

)
, (18)

donde la expresión de derivada de la izquierda denota la de-
rivada fraccionaria Caputo de orden α ∈ R, con variables
adimensionales, la ecuación (18) es

φcDα

∂ α pD

∂ tα
D

= κD
1
r

∂

∂ rD

(
rD

∂ pD

∂ rD

)
, (19)

donde

pD =
2πhk(pi− p)

Q0B0µ
, tD = t

k
φcr2

wµ
, rD =

r
rw

, (20)

donde φ representa la porosidad del medio medida en uni-
dades de m3

m3 , c representa la compresibilidad del medio en
unidades de Pa−1, k representa la permeabilidad del medio
con unidades de m2, p representa la presión del fluido en el
medio con unidades de Pa, µ es la viscosidad del fluido con
unidades de Pa · s, t representa el tiempo en unidades de s, r
representa la distancia del pozo en unidades de m, rw es un
parámetro de referencia: radio del pozo con unidades de m, h
es el espesor del pozo medido en m, pi es la presión inicial
del yacimiento, el valor de Q0 es el caudal con unidades de
m3s−1 y B0 es el factor del fluido (adimensional).

1.4 Transformada de laplace
La transformada de Laplace aplicada a la ecuación (19)

da el siguiente resultado usando la ecuación (13):

uα p̄D =
1
rD

∂

∂ rD

(
rD

∂ p̄D

∂ rD

)
, u > 0, (21)

debido a que p̄D(t0) = 0, debido a que p = pi, en t = t0.

1.4.1 Funciones de Bessel
Las derivadas espaciales al ser desarrolladas en la ecua-

ción (21) muestran la siguiente forma:

r2
D

∂ 2 p̄D

∂ r2
D

+ rD
∂ p̄D

∂ rD
− r2

Duα p̄D = 0, (22)

la cual es una ecuación de Bessel, por tanto su solución es:

p̄D = AK0(β rD). (23)

Al sustituir la ecuación (23) en la ecuación (21) y teniendo en
mente las ecuaciones (16) y (17) para encontrar el valor de β

se tiene que:
β =±

√
uα , u > 0. (24)

La ecuación (23) al considerar el valor de β , ecuación (24) es

p̄D = AK0(rD
√

uα). (25)

En la ecuación (25) se descarta β = −
√

uα debido a que la
función de Bessel modificada segundo tipo no está definida
para valores negativos.

1.4.2 Condiciones de frontera
Para encontrar la solución de la ecuación (19), se conside-

ra la siguiente condición de frontera:

rD
∂ p̄D

∂ rD

∣∣∣
rD=1

=−1
u
. (26)

La sustitución de la ecuación (25) en (26) genera lo siguiente:

A =
1
u
[
√

uα K1(
√

uα)]−1, (27)

p̄D =
1
u
[
√

uα K1(
√

uα)]−1K0(rD
√

uα). (28)

Por lo tanto , el valor de la presión en la frontera del pozo
(rD = 1) es en el espacio de Laplace:

p̄D|rD=1 =
1
u
[
√

uα K1(
√

uα)]−1K0(
√

uα). (29)

.

2. Ecuación de flujo con triple porosidad
y triple permeabilidad con derivada

temporal fraccionaria
A partir de las ecuaciones de transferencia clásica, Carlos

Fuentes en [8] propone un sistema de ecuaciones de flujo
acoplados con triple porosidad y triple permeabilidad, las
cuales tienen la siguiente forma:

φmcm
∂ pm

∂ t
=

km

µ

1
r

∂

∂ r

(
r

∂ pm

∂ r

)
+am f (p f − pm)+amv(pv− pm), (30)

con cm =
1

φm

∂φm

∂ pm
,

φ f c f
∂ p f

∂ t
=

k f

µ

1
r

∂

∂ r

(
r

∂ p f

∂ r

)
−am f (p f − pm)+a f v(pv− p f ), (31)

con c f =
1
φ f

∂φ f

∂ p f
,

φvcv
∂ pv

∂ t
=

kv

µ

1
r

∂

∂ r

(
r

∂ pv

∂ r

)
−amv(pv− pm)−a f v(pv− p f ),

con cv =
1
φv

∂φv

∂ pv
. (32)
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donde φm,φ f ,φv representan las porosidades de la matriz del
suelo, el medio fracturado y el medio vugular respectivamente
en unidades de m3/m3; cm,c f ,cv representan la compresibi-
lidad en cada medio poroso en unidades de Pa−1; km,k f ,kv
representan la permeabilidad de cada medio poroso con uni-
dades de m2; pm, p f , pv representan la presión del fluido en
cada medio poroso con unidades de Pa; µ es la viscosidad del
fluido con unidades de Pa · s; am f ,amv,a f v son los términos de
transferencia en las interfaces matriz-fractura, matriz-vúgulo
y fractura-vúgulo respectivamente con unidades de Pa−1s−1:
t representa el tiempo en unidades de s y r representa la dis-
tancia al pozo en unidades de m.

2.1 Adimensionalización de las ecuaciones de flujo
Con el fin de manejar las ecuaciones (30), (31) y (32) de

una manera más fácil, se aplica la adimensionalización de
variables. La adimensionalización es una técnica utilizada
comúnmente para hacer que los parámetros o variables en una
ecuación no tengan unidades, llevar a un rango los posibles
valores de una variable o una constante con el fin de que
su valor sea conocido y de esta manera más manipulable.
El sistema de ecuaciones (30), (31) y (32) toma, después de
aplicar la adimensionalización, la siguiente forma:

(1−ω f −ωv)
∂ pDm

∂ tD
= (1−κ f −κv)

1
rD

∂

∂ rD

(
rD

∂ pDm

∂ rD

)
+λm f (pD f − pDm)+λmv(pDv− pDm), (33)

ω f
∂ pD f

∂ tD
= κ f

1
rd

∂

∂ rD

(
rD

∂ pD f

∂ rD

)
−λm f (pD f − pDm)+λ f v(pDv− pD f ), (34)

ωv
∂ pDv

∂ tD
= κv

1
rd

∂

∂ rD

(
rD

∂ pDv

∂ rD

)
−λmv(pDv− pDm)−λ f v(pDv− pD f ), (35)

donde

ω f =
φ f c f

φmcm +φ f c f +φvcv
, (36a)

ωg =
φvcv

φmcm +φ f c f +φvcv
, (36b)

rD =
r

rw
, (37a)

κ f =
k f

km + k f + kv
, (37b)

κg =
kv

km + k f + kv
, (37c)

λm f =
am f µr2

w

km + k f + kg
, (38a)

λmv =
amvµr2

w

km + k f + kg
, (38b)

λ f v =
a f vµr2

w

km + k f + kg
, (38c)

pD j =
2πh(km + k f + kv)(pi− p j)

Q0B0µ
, (39a)

tD =
t(km + k f + kv)

µr2
w(φmcm +φ f c f +φvcv)

. (39b)

Las ecuaciones (36)-(39) representan las variables adimen-
sionalizadas, se puede verificar que estas variables no tienen
unidades; en la ecuación (38) el valor de rw es un parámetro
de referencia, en este caso el radio del pozo, con el fin de que
la variable rD tenga el valor ı́nfimo igual a 1, con unidades
de m, en la ecuación (39) el valor de h representa el espesor
del yacimiento petrolero con unidades de m; p j son las pre-
siones en los diferentes medios porosos, donde j = m, f ,v y
pi es la presión inicial en el yacimiento; el valor de Q0 es el
caudal con unidades de m3s−1 y B0 es el factor de formación
de fluido (adimensional).

2.2 El sistema con derivada fraccionario

A partir del sistema de ecuaciones con variables adimen-
sionales (33)-(35), usando la ecuación de flujo con derivada
temporal fraccionaria (19), expresamos un sistema con deri-
vada temporal fraccionaria:

(1−ω f −ωv)
∂ β pDm

∂ tβ

D

= (1−κ f −κv)
1
rD

∂

∂ rD

(
rD

∂ pDm

∂ rD

)
+λm f (pD f − pDm)+λmv(pDv− pDm), (40)

ω f
∂ β pD f

∂ tβ

D

= κ f
1
rd

∂

∂ rD

(
rD

∂ pD f

∂ rD

)
−λm f (pD f − pDm)+λ f v(pDv− pD f ), (41)

ωv
∂ β pDv

∂ tβ

D

= κv
1
rd

∂

∂ rD

(
rD

∂ pDv

∂ rD

)
−λmv(pDv− pDm)−λ f v(pDv− pD f ), (42)

donde las variables mostradas en las ecuaciones (40)-(42) tie-
nen el mismo significado que las ecuaciones (36)-(38). Por
medio de la transformada de Laplace y con el uso de la ecua-
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ción (13) se llega al siguiente sistema :

(1−ω f −ωv)uβ p̄Dm = (1−κ f −κv)
1
rD

∂

∂ rD

(
rD

∂ p̄Dm

∂ rd

)
+λm f (p̄D f − p̄Dm)+λmv(p̄Dv− p̄Dm), (43)

ω f uβ p̄D f = κ f
1
rD

∂

∂ rD

(
rD

∂ p̄D f

∂ rd

)
−λm f (p̄D f − p̄Dm)+λ f v(p̄Dv− p̄D f ), (44)

ωvuβ p̄Dv = κv
1
rD

∂

∂ rD

(
rD

∂ p̄Dv

∂ rd

)
−λmv(p̄Dv− p̄Dm)−λ f v(p̄Dv− p̄D f ), (45)

donde p̄Dm, p̄D f y p̄Dv representan las transformadas de La-
place de las variables pDm, pD f y pDv. Al desarrollar las ecua-
ciones (43)-(45) es fácil ver que cumplen con la forma de una
ecuación de Bessel y por tanto sus soluciones, al igual que en
el caso β = 1, son

p̄Dm = AK0(αrD), (46)
p̄D f = BK0(αrD), (47)
p̄Dv =CK0(αrD), (48)

con el fin de simplificar las sucesivas ecuaciones, se definen
los siguientes términos:

m1(u) = uβ (1−ω f −ωv)+λm f +λmv, (49a)
m2 = λm f , (49b)
m3 = λmv, (49c)

m4(u) = uβ
ω f +λm f +λ f v, (50a)

m5 = λ f v, (50b)

m6(u) = uβ
ωv +λmv +λ f v. (50c)

Como resultado de sustituir las ecuaciones (46)-(48) en el
sistema mostrado en (43)-(45) y haciendo uso de las defini-
ciones mostradas por (49)-(50), se tiene las siguientes:

K0(αrD){A[(1−κ f −κv)α
2−m1]+Bm2 +Cm3}= 0,

(51)

K0(αrD){Am2 +B[κ f α
2−m4]+Cm5}= 0, (52)

K0(αrD){Am3 +Bm5 +C[κvα
2−m6]}= 0. (53)

Puesto que las funciones de Bessel modificadas de se-
gunda especie tienen un comportamiento asintótico, es decir
nunca toman el valor de cero, entonces el sistema mostrado
en las ecuaciones (51)-(53) puede expresarse como sigue:[

(1−κ f −κv)α
2−m1 m2 m3

m2 κ f α2−m4 m5
m3 m5 κvα2−m6

][
A
B
C

]
=

[
0
0
0

]
(54)

La ecuación (54) es utilizada para encontrar los valores de
A,B y C, con esto en mente hay que notar dos casos principa-
les: el determinante de la matriz 3×3 tiene valor igual a cero o

el determinante de dicha matriz es diferente a cero. El primer
caso nos da la solución trivial A = B = 0. El segundo caso,
donde el determinante es igual a cero, se obtiene la ecuación
de grado seis que sigue:

(1−κ f −κv)κ f κvα
6

− [(1−κ f −κv)(κ f m6 +κvm4)+κ f κvm1]α
4

+[(1−κ f −κv)m4m6− (1−κ f −κv)m2
5

+(κ f m6 +κvm4)m1−κvm2
2−κ f m3

2]α
2

−m1m4m6 +m1m2
5 +m2

2m6 +2m2m3m5

+m2
3m4 = 0. (55)

En la ecuación anterior las potencias de α son pares, se
puede por tanto resolver como una ecuación de grado 3. Esta
ecuación tiene tres raı́ces reales. Las soluciones generales de
las ecuaciones (43)-(45) tienen al incorporar las tres raı́ces
reales, de la siguiente forma:

p̄Dm = A1D1K0(α1rD)+A2D2K0(α2rD)

+A3D3K0(α3rD), (56)
p̄D f = B1D1K0(α1rD)+B2D2K0(α2rD)

+B3D3K0(α3rD), (57)
p̄Dv = D1K0(α1rD)+D2K0(α2rD)

+D3K0(α3rD), (58)

donde los términos Ai,Bi, i = 1,2,3, tienen la forma:

A1 =
m3(κ f α2

1 −m4)−m2m5

m5
2[(1−κ f −κv)α2

1 −m1][κ f α2
1 −m4]

, (59)

B1 =
−m3−A1[(1−κ f −κv)α

2
1 −m1]

m2
, (60)

A2 =
m3(κ f α2

2 −m4)−m2m5

m5
2− [(1−κ f −κv)α2

2 −m1][κ f α2
2 −m4]

, (61)

B2 =
−m3−A2[(1−κ f −κv)α

2
2 −m1]

m2
, (62)

A3 =
m3(κ f α2

3 −m4)−m2m5

m5
2− [(1−κ f −κv)α2

3 −m1][κ f α2
3 −m4]

, (63)

B3 =
−m3−A3[(1−κ f −κv)α

2
3 −m1]

m2
, (64)

donde los términos D1,D2 y D3 son obtenidos a partir de las
condiciones de frontera y α1,α2,α3 son las raı́ces positivas
de α2

1 ,α
2
2 ,α

2
3 .

Los valores de D1,D2,D3 se obtienen a partir de las con-
diciones de frontera y son iguales a

D1 =
1
u

{
α1E1K1(α1)+α3E3K1(α3)

(B1−1)K0(α1)

(1−B3)K0(α3)

+

[
(1−A1)K0(α1)+(1−A3)

(B1−1)
(1−B3)

K0(α1)

]
[
(A2−1)K0(α2)+(A3−1)

(B2−1)
(1−B3)

K0(α2)

]α2E2K1(α2)

+α3E3K1(α3)
(B2−1)K0(α2)

(1−B3)K0(α3)

}−1
, (65a)
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D2 =
1
u


[
(A2−1)K0(α2)+(A3−1)

(B2−1)
(1−B3)

K0(α2)

]
[
(1−A1)K0(α1)+(1−A3)

(B1−1)
(1−B3)

K0(α1)

]
+

[
α1E1K1(α1)+α3E3K1(α3)

(B1−1)K0(α1)

(1−B3)K0(α3)

]
+

[
α2E2K1(α2)+α3E3K1(α3)

(B2−1)K0(α2)

(1−B3)K0(α3)

]}−1
,

(65b)

D3 =
1
u

{
α1E1K1(α1)

(1−B3)K(α3)

(B1−1)K0(α1)
+α3E3K1(α3)

+

[
(1−A1)(1−B3)+(1−A3)(B1−1)
(A2−1)(1−B3)+(A3−1)(B2−1)

]
×[

α2E2(1−B3)K1(α2)K0(α3)+α3E3(B2−1)K1(α3)K0(α2)

(B1−1)K0(α2)

]}−1

+
1
u

{
α2E2K1(α2)

(1−B3)K0(α3)

(B2−1)K0(α2)
+α3E3K1(α3)+

+

[
(1−A2)(1−B3)+(1−A3)(B2−1)
(A1−1)(1−B3)+(A3−1)(B1−1)

]
×[

α1E1(1−B3)K1(α1)K0(α3)+α3E3(B1−1)K1(α3)K0(α1)

(B2−1)K0(α1)

]}
,−1

(65c)

donde

E1 =
[
(1−κ f −κv)A1 +κ f B1 +κv

]
,

E2 =
[
(1−κ f −κv)A2 +κ f B2 +κv

]
,

E3 =
[
(1−κ f −κv)A3 +κ f B3 +κv

]
.

Se llega a las siguientes ecuaciones como resultado de sus-
tituir las ecuaciones (56)-(58) en las condiciones de frontera.

α1K1(α1)D1[(1−κ f −κv)A1 +κ f B1 +κv]

+α2K1(α2)D2[(1−κ f −κv)A2 +κ f B2 +κv]

+α3K1(α3)D3[(1−κ f −κv)A3 +κ f B3 +κv] =
1
u
, (66)

(A1−1)D1K0(α1)+(A2−1)D2K0(α2)

+(A3−1)D3K0(α3) = 0, (67)
(B1−1)D1K0(α1)+(B2−1)D2K0(α2)

+(B3−1)D3K0(α3) = 0. (68)

Con el fin de simplificar las ecuaciones (66)-(68) se defi-
nen los siguientes términos:

Pi = αiK1(αi)[(1−κ f −κv)Ai +κ f Bi +κv], (69)
Qi = (Ai−1)K0(αi), Ri = (Bi−1)K0(αi), (70)

donde i = 1,2,3. La ecuación matricial asociada al sistema de
ecuaciones (66)-(68) tiene la formaP1 P2 P3

Q1 Q2 Q3
R1 R2 R3

D1
D2
D3

=

1/u
0
0

 . (71)

Se define

m = Q1R2P3−Q1P2R3−R1Q2P3−R2P1Q3

+P2R1Q3 +P1Q2R3. (72)

La solución de la ecuación matricial es
D1

D2

D3

=


(Q2R3−Q3R2)

m
−(Q1R3−Q3R1)

m
(Q1R2−Q2R1)

m

 . (73)

Ahora que se han obtenido todos los términos que definen
la solución del sistema de ecuaciones (43)-(45) resta mostrar
el valor de la presión en la frontera del pozo, dicho valor es:

p̄w|rd=1 = D1K0(α1)+D2K0(α2)+D3K0(α3)

= B1D1K0(α1)+B2D2K0(α2)+B3D3K0(α3).
(74)

3. Conclusiones
El uso de la derivada Caputo en la ecuación de flujo, per-

mitirı́an reflejar la fractalidad del medio o los medios en el
comportamiento del fluido, un requisito serı́a tener las dimen-
siones de los medios, algunos resultados al respecto son de
Casar-Gonzalez en [6] y de Hewett en [9].
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[11] R. Metzler, W. G. Glöckle, and T. F. Nonnenmacher.
Fractional model equation for anomalous diffusion.
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications,
211(1):13–24, 1994.

[12] D. W. Peaceman. Fundamentals of Numerical Reservoir
Simulation, volume 6 of Developments in Petroleum
Science. Elsevier Science, 1st edition, 1977.

[13] R. Raghavan. Fractional derivatives: application to tran-
sient flow. Journal of Petroleum Science and Enginee-
ring, 80(1):7–13, 2011.

[14] J. E. Warren and P. J. Root. The behavior of naturally
fractured reservoirs. Society of Petroleum Engineers
Journal, 3(3):245–255, 1963.





Ciencias Matemáticas, Vol. 32, No. 2, Pag. 97-106, 2018
Recibido 02-2018

Un esquema spline cónico de Hermite fair.
A fair Hermite quadratic spline scheme.
D. Garcı́a Pérez1, J. Estrada Sarlabous1*, S. Behar Jequı́n2, W. Morales Lezca2

Resumen En este trabajo presentamos un nuevo esquema para la interpolación de Hermite de un conjunto de
puntos en el plano por medio de una curva spline racional cuadrática. El spline cónico es representado como una
curva racional cuadrática de Bézier, el cual depende de un parámetro de tensión local que controla la forma de
cada sección. Definimos una familia de funcionales de fairness como el conjunto las combinaciones lineales de
la longitud de arco y de la energı́a elástica de la sección cónica. El valor del parámetro de tensión que minimiza
el funcional corresponde a la curva fair. Aplicando el esquema de subdivisión para splines cónicos propuesto en
[5] obtenemos buenas aproximaciones numéricas del funcional y sus derivadas. Se demuestra además que el
funcional alcanza su valor mı́nimo en cada uno de los segmentos del spline y utilizamos un algoritmo numérico
para hallarlo. Escogiendo una determinada combinación lineal en el funcional se demuestra que el esquema
spline cónico de Hermite propuesto es invariante bajo transformaciones rı́gidas y homotecias, reproduce arcos
de circunferencia y satisface las condiciones presentadas en [7]. El esquema ha sido implementado en MatLab
y se presenta una galerı́a de salidas gráficas del código.
Abstract In this work we present a new scheme for Hermite interpolation of a given set of planar points with a
conic spline curve. The conic spline is represented as a piecewise rational quadratic Bezier curve, which depends
on local tension parameters in order to control the shape of each section. We define a fairness functional family
as the set of linear combinations of the arc length and the bending energy of the conic section. The values of the
tension parameters minimizing this energy functional determine the fairest curve. Applying a subdivision scheme
for conic splines introduced in [5], we obtain good approximations of the functional and its derivative, which are
used for an efficient numerical computation of its minimum value. If we choose an specific linear combination
of the functional we can show that the proposed Hermite conic spline scheme is invariant to rigid chages of
coordinates and uniform scalings, reproduces arcs of circles and satisfies the fairness requirements listed in [7].
The fair Hermite conic spline scheme has been implemented in MatLab and a gallery of results is shown.
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Introducción
Una técnica muy popular para los diseñadores de curvas

es construir un spline que interpole una secuencia de puntos
sobre el plano. Pero la interpolación no solamente se limita a
éstos, sino que también se puede especificar que sea tangente
a ciertas direcciones en cada uno de los puntos (interpola-
ción de Hermite). Existen infinitas curvas que satisfacen estas
condiciones de interpolación, por lo que es de esperar que el
diseñador seleccione la que mejor se ajusta a los datos. En
este sentido se introduce la noción de lo que es una curva fair.

Según el cálculo variacional [4], considerando a las com-
ponentes de la parametrización de la curva C(t) = (x(t),y(t))
como funciones suaves de t, si el funcional de fairness incluye
a las derivadas de orden n de x(t) y y(t) respecto a t, entonces

la curva C(t) que minimiza al funcional es solución de un
sistema de ecuaciones diferenciales de Euler de orden 2n. La
solución numérica de este sistema de ecuaciones diferencia-
les puede ser computacionalmente costosa y desde el punto
de vista teórico es difı́cil garantizar que la curva óptima sea
acotada, conexa y no singular en la región de interés. Por este
motivo nos restringiremos a buscar el mı́nimo del funcional de
fairness en un espacio de funciones G1-continuas de dimen-
sión finita que satisfagan de forma natural la interpolación de
Hermite y cuya graficación sea poco costosa: las curvas spline
racionales cuadráticas de Bézier.

Dado un conjunto ordenado de puntos del plano y vectores
asociados a éstos, nos proponemos construir un spline racional
cuadrático de Bézier tal que los interpole y que la tangente del
spline en esos puntos tenga la misma dirección que el vector
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que se le asocia. Esta la curva spline debe ser G1-continua y
fair. Se estudia un funcional de fairness definido en términos
de la energı́a elástica y longitud de arco de una sección del
spline y se demuestran algunas de sus propiedades, como son
su invarianza a transformaciones rı́gidas de coordenadas y
homotecias y la reproducción de arcos de circunferencias.

1. Algunos Resultados Relativos a las
Curvas de Bézier

Un spline de interpolación está constituido por secciones
de curvas de bajo grado que interpolan un conjunto de puntos
ordenados del plano. El hecho de que las secciones interpolan-
tes no tengan un grado tan elevado garantiza que no presente
oscilaciones indeseadas. Se dice que un spline de interpola-
ción es de Hermite si además de interpolar un conjunto de
puntos del plano, también lo hace para ciertas direcciones
tangentes sobre cada uno de los puntos. En este trabajo cada
uno de éstos segmentos es una curva racional cuadrática de
Bézier, las cuales por sus propiedades, son adecuadas para la
interpolación.

En esta sección introduciremos algunas definiciones y
resultados básicos de las curvas de Bézier tomados de [5].

1.1 Polinomios de Bernstein
Definición Los polinomios de Bernstein de grado n son de la

forma

Bn
i (t) =

(
n
i

)
t i(1− t)n−i, i = 0, ...,n.

Una propiedad de los polinomios de Bernstein es que
satisfacen la siguiente fórmula de recursión

Bn
i (t) = (1− t)Bn−1

i + tBn−1
i−1 (t).

Otra propiedad importante es que forman una partición
de la unidad, dado que

n

∑
j=0

Bn
j(t) =

n

∑
j=0

(
n
i

)
t j(1− t)n− j = [t +(1− t)]n = 1.

1.2 Curvas de Bézier
De acuerdo a lo anterior, los polinomios de Bernstein

Bn
i de grado n forman una base del espacio vectorial de los

polinomios de grado menor o igual que n. De este modo, toda
curva polinómica C(t) de grado menor o igual que n posee
una representación de Bézier única

C(t) =
n

∑
i=0

biBn
i (t), (1)

donde los coeficientes {bi}n
i=0 ⊂ Rm,m = 2,3, ... son llama-

dos puntos de control (o puntos de Bézier). Si los puntos
{bi}n

i=0, forman un polı́gono convexo (uniendo los vértices en
el orden dado), entonces la curva polinómica en la forma de

Bernstein-Bézier (1), se obtiene como una combinación conve-
xa (baricéntrica) de los puntos de control para cada t ∈ [0,1] y
está contenida en la envoltura convexa del polı́gono de control.

Las curvas en la forma Bernstein-Bézier ofrecen la ventaja
de poder manipular su geometrı́a a través de los puntos de
control. Estas curvas tienen una generalización al caso racio-
nal ofreciendo más flexibilidad a sus propiedades geométricas
y aplicaciones.

Definición Una curva racional de Bézier de grado n es una
curva paramétrica descrita por los puntos de control
{bi}n

i=0, los pesos {ω}n
i=0 y el parámetro t ∈ [0,1], con

la forma

C(t) =
∑

n
i=0 ωibiBn

i (t)
∑

n
i=0 ωiBn

i (t)
. (2)

Algunas de las propiedades de las curvas racionales de
Bézier son la invariancia afı́n, la invariancia bajo transfor-
maciones paramétricas afines, la propiedad de la envoltura
convexa y la interpolación de los puntos extremos y las aristas
incidentes del polı́gono de control.

1.3 Secciones Cónicas
Las secciones cónicas (de forma abreviada: cónicas) han

recibido la mayor atención a lo largo de los siglos. A continua-
ción mostraremos algunos de los conceptos básicos relaciona-
dos con estas curvas, que serán parte del objeto de estudio de
este trabajo. Para las secciones cónicas usaremos la siguiente
definición tomada de [6]:

Definición Una sección cónica en R2 es la proyección de una
parábola en R3 sobre un plano.

Por esto es natural ver las cónicas como curvas racionales
en el plano. En particular, su representación en la forma de
Bernstein-Bézier (2) es

C(t) =
∑

2
i=0 ωibiB2

i (t)

∑
2
i=0 ωiB2

i (t)
.

Llamamos a los puntos bi puntos de control de la cónica
C, al polı́gono que se construye uniendo dos puntos de control
consecutivos polı́gono de control y a los parámetros de tensión
ωi se les denominan pesos correspondientes a los vértices del
polı́gono de control. Esta curva puede ser parametrizada a la
forma estándar de manera que ω0 = ω2 = 1 y ω1 = ω , por
tanto la curva se expresa como

C(t) =
b0B2

0(t)+ωb1B2
1(t)+b2B2

2(t)
B2

0(t)+ωB2
1(t)+B2

2(t)
, (3)

donde el parámetro ω controla la forma de la curva de manera
monótona, permitiendo la siguiente clasificación: Si 0<ω < 1
se tiene una elipse, con el cı́rculo como caso particular. Si
ω = 1 se tiene una parábola. Si ω > 1 se tiene una hipérbola.
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Aunque tiene sentido hablar de ω < 0, a partir de ahora
se considerará ω ≥ 0 a menos que se indique lo contrario; de
este modo se garantiza que se cumpla la propiedad de envol-
tura convexa, la cual será de especial importancia de ahora en
adelante.

Como las cónicas son curvas racionales de grado 2, se
necesitan 3 puntos de control. Al triángulo cuyos vértices
son tales puntos se le llama triángulo de control. La cónica
correspondiente a (3), interpola a los vértices b0 y b2 y es
tangente a los lados que unen dichos vértices con b1.

A veces es más útil conocer la ecuación implı́cita de una
curva en vez de la expresión paramétrica, en particular, como
un modo de comprobar si un punto se encuentra sobre la curva
o no. Toda cónica C(t) tiene una representación implı́cita de
la forma: f (x,y) = 0, donde f es un polinomio cuadrático de
x y y. Haciendo uso de las coordenadas baricéntricas podemos
plantear el siguiente teorema.

Teorema Sean (u,v,1−u− v) las coordenadas baricéntricas
de un punto perteneciente a la cónica con parámetro
ω correspondiente al triángulo de control, se cumple
entonces que u y v satisfacen la siguiente ecuación
implı́cita

v2−4ω
2u(1−u− v) = 0. (4)

Tomando la representación de la cónica en la forma de
Bernstein-Bézier (3), se denomina shoulder point al punto
S = C( 1

2 ), cumpliéndose además que es la intersección de
la recta que une al vértice b1 del triángulo de control con el
punto medio de la arista que une b0 con b2. Este punto de la
cónica juega un papel fundamental en la regla de subdivisión
que veremos a continuación.

2. Regla de Subdivisión

Dado un conjunto de puntos {Qi, i = 1, ..,m} y vectores
asociados a éstos {~vi, i= 1, ..,m}, si calculamos los puntos Mi
de intersección de la recta que pasa por Qi con tangente~vi con
la recta que pasa con por Qi+1 con tangente~vi+1, entonces
podemos construir un polı́gono inicial de subdivisión P0 con
vértices {P0

i , i = 1, ..,2m− 1} definidos como P0
2i−1 = Qi y

P0
2i = Mi. A partir de este polı́gono inicial de control se cons-

truyen recursivamente refinamientos P j, que son el resultado
de aplicar j-veces una regla de subdivisión a P0.

Este proceso de refinamiento de P j consiste en lo siguien-
te. Dados tres puntos consecutivos de P j, P j

k, P j
k+1 y P j

k+2,
con k impar, en P j+1 se conservan el primero y el último (P j

k
y P j

k+2 ) y el punto intermedio, P j
k+1, se sustituye por tres

nuevos puntos, que son ciertos puntos interiores de los seg-
mentos P j

kP j
k+1 y P j

k+1P j
k+2 y el sholuder point del arco de

cónica con parámetro de tensión ω
j

i que interpola a P j
k+1 y

es tangente en P j
k+1 al segmento P j

kP j
k+1 e interpola a P j

k+2

y es tangente en P j
k+2 al segmento P j

k+1P j
k+2. Este arco de

cónica queda dividido en 2 subarcos de cónica racional de
Bézier, con triángulos de control determinados por los vértices
de P j+1 y sus parámetros de tensión se calculan a partir de ω

j
i .

Los detalles del esquema de subdivisión se dan a conti-
nuación. La demostración de los resultados de esta sección
pueden verse en la tesis de R. Dı́az [5].

Figura 1. Proceso de Subdivisión.

En efecto, dados 3 puntos consecutivos de P j, P j
i , P j

i+1,
P j

i+2 , con i impar, y el parámetro ω
j

i del arco de cónica
asociado, se calculan a partir de éstos 5 puntos del polı́gono
refinado P j+1

2i−1,..,P j+1
2i+3 como sigue.

P j+1
2i−1 = P j

i , (5)

P j+1
2i+3 = P j

i+2. (6)

Tomamos los puntos P j
i ,P

j
i+1 de la arista i y los puntos

P j
i+1,P

j
i+2 de la arista i+1 para calcular nuevos puntos sobre

ellas

P j+1
2i =

P j
i +ω

j
i P j

i+1

1+ω
j

i

, (7)

P j+1
2i+2 =

P j
i+2 +ω

j
i P j

i+1

1+ω
j

i

. (8)

Como ya habı́amos visto anteriormente, el shoulder point
puede ser calculado mediante

S j
i = S j+1

2i = P j+1
2i+1 =

P j+1
2i +P j+1

2i+2

2
. (9)

Si sustituimos las ecuaciones (7) y (8) en (9) se tiene
finalmente que

P j+1
2i+1 =

P j
i +2ω

j
i P j

i+1 +P j
i+2

2(1+ω
j

i )
. (10)

En cada iteración, los puntos de la poligonal de control
con subı́ndice impar pertenecen a la curva. A medida que el
algoritmo realiza un mayor número de iteraciones se genera
una mayor cantidad de puntos sobre la curva.
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Teorema Sea ω
j

i el parámetro de tensión asociado a la cóni-
ca i-ésima en el paso j-ésimo y sean ω

j
2i−1 y ω

j
2i los

parámetros asociados a los subarcos de esta cónica,
entonces se cumple que

ω
j+1

2i−1 = ω
j+1

2i =

√
1+ω

j
i

2
. (11)

Está claro que los puntos con subı́ndice impar inserta-
dos en cada paso pertenecen a un arco de cónica racional de
Bézier que corresponde a una curva spline que interpola los
puntos dados como datos y las tangentes asociadas a cada
uno de ellos, pero no queda claro que la sucesión de puntos
que se va generando cubre todo este arco de cónica y no se
acumulan alrededor de un número finito de puntos sobre la
cónica. Se puede demostrar que la sucesión del máximo de
las normas de las diferencias entre dos puntos consecutivos
en cada refinamiento tiende a cero, véase [5].

3. Estudio del Fairness
Por fair se entiende, de forma intuitiva, una curva cuya

gráfica de curvatura es continua, con muy pocas oscilaciones
y con valores extremos no muy grandes. Tal definición, a pesar
de ser subjetiva, es sin embargo muy práctica, pues una curva
fair es, estéticamente, lo que más desea un diseñador. El plo-
teo de curvatura será usado por un diseñador de experiencia
como una herramienta cotidiana e imprescindible pues, en
general, de todas las posibles curvas que puedan utilizarse
para interpolar un conjunto de datos, suele ser la curva fair
quien mejor lo hace.

Como requisitos importantes que debe satisfacer una curva
fair podemos citar los siguientes (que fueron tomados de [7]):

1. Extensionalidad, entendida a partir de que si se adicio-
nan como nuevos datos puntos que están sobre el spline
original, el nuevo spline no varı́a significativamente.

2. Redondez, entendida como reproducción de arcos de
cı́rculo.

3. Alto orden de continuidad.

4. Curvatura monótona.

3.1 Un cambio de coordenadas adecuado
En esta sección introduciremos un cambio de coordenadas

que posibilita una representación más sencilla de la parame-
trización de una sección cónica en la base de Bernstein-Bézier.

Los segmentos del spline se describen mediante la fórmula
paramétrica dada por (3). El segmento de cónica determinado

por los puntos P0,P1,P2 puede ser descrito por la parametri-
zación

x(t) =
P0,xB2

0(t)+ωP1,xB2
1(t)+P2,xB2

2(t)
B2

0(t)+ωB2
1(t)+B2

2(t)
,

y(t) =
P0,yB2

0(t)+ωP1,yB2
1(t)+P2,yB2

2(t)
B2

0(t)+ωB2
1(t)+B2

2(t)
.

donde Pi = (Pi,x,Pi,y), i = 0,1,2.

Realizando una adecuada traslación y rotación de los ejes
coordenados de modo que el segmento P0P2 esté incluido en
el eje de las abscisas (ver Figura 2) se logra una parametriza-
ción más sencilla de la sección cónica interior al triángulo de
control con vértices P0,P1 y P2.

P0

P1

P2

P′′0

P′′1

P′′2
Figura 2. Cambio de coordenadas

La parametrización de la curva con respecto a las nuevas
coordenadas queda de la siguiente manera

x(t) =
2a(1− t) tω +Lt2

(1− t)2 +2 (1− t) tω + t2
, (12)

y(t) =
2b(1− t) tω

(1− t)2 +2 (1− t) tω + t2
, (13)

donde L es la longitud del segmento P0P2 y (a,b) son las
nuevas coordenadas del segundo vértice del triángulo, P1

′′.

Con esta nueva parametrización de las curvas racionales
de Bézier debemos dejar claro en qué dominio o espacio de
parámetros están ellas definidas. Puesto que la parametriza-
ción depende de a, b, L, ω y t, definimos entonces el siguiente
espacio de parámetros.

Definición Se define como el espacio de parámetros E⊂ R5

a los puntos que cumplen las siguientes condiciones

E = {(a,b,L,ω, t) ∈ R5 tales que
a > 0,b > 0,L > 0,ω ≥ 0,0≤ t ≤ 1}. (14)

El motivo por el que debemos especificar qué valores pue-
de tomar cada parámetro de la parametrización dada por (12)
y (13) es que para valores negativos de a, b y L el triángulo de
control es degenerado, y las cónicas de Bézier están definidas
para valores de ω ≥ 0 y t ∈ [0,1] como se mostró en la sección
1.2.
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3.2 Longitud de arco de una cónica
La longitud de arco de una curva paramétrica C(t) se

puede calcular por

S =
∫ 1

0
||C′(t)||dt, (15)

donde sabemos que ||C′(t)||=
√

(x′(t))2 +(y′(t))2 y las ex-
presiones de x′(t) y y′(t) se obtienen de derivar (12) y (13)
respecto al parámetro t.

Dados tres puntos del plano P0,P1,P2, éstos definen tres
valores para los parámetros a, b y L de la parametrización de
la curva dada por las ecuaciones (12) y (13). Si consideramos
fijos los parámetros a, b y L entonces de (12) y (13) se obtiene
la siguiente expresión para la longitud de arco.

S(ω) =
∫ 1

0

2
√

b2ω2 (2 t−1)2 +(−2atω +aω +Lt−Lt2 +Lt2ω)2

(−1+2 t−2 t2−2 tω +2 t2ω)2 dt

(16)
donde los parámetros a, b y L determinan la geometrı́a del

triángulo de control.

El siguiente lema argumenta la continuidad de la función
S(ω):

Lema Restringiendo los parámetros al espacio E, la función
S(ω) en (16) y su derivada respecto a ω son funciones
continuas de ω .

Demostración

Es suficiente hallar los valores de los parámetros que anulan el
denominador del integrando de (16) y comprobar que dichos
valores no están en E.

En efecto, el denominador del integrando en (16) se anula para

±t = −1+ω+
√
−1+ω2

2(−1+ω) . Es por tanto inmediato verificar que si
0≤ ω < 1 o ω > 1, los ceros del denominador del integrando
no pertenecen al intervalo [0,1] previsto para t ∈ E. Por otra
parte, si ω = 1, el denominador es idénticamente igual a 1 y
no se anula. �

Cuando ω → 0, la cónica que describe este parámetro de
tensión se aproxima al segmento de recta que une a los puntos
de interpolación P0 y P2, es decir

lı́m
ω→0

S(ω) = ||P0−P2||.

Si el parámetro de tensión toma valores muy elevados, el
arco de curva (que es convexo e interpola a P0 y P2) tiende
a acercarse al segundo vértice del triángulo P1, lo que trae
como consecuencia que la longitud de arco se aproxima a la
suma de las longitudes de los lados del triángulo P0P1 y P1P2,
esto es

lı́m
ω→∞

S(ω) = ||P0−P1||+ ||P1−P2||.

De lo anterior se infiere que la longitud de arco de una
cónica es una función acotada del parámetro ω .

3.3 Energı́a Elástica de una Cónica
La energı́a elástica o energı́a de deformación es un con-

cepto que viene de la Fı́sica y se define como el aumento de
energı́a interna acumulada en el interior de un sólido deforma-
ble como resultado del trabajo realizado por las fuerzas que
provocan la deformación. El valor de la energı́a elástica de
una curva se define como el valor de la siguiente integral:

E =
∫ l

0
k2(s)ds ,

donde l es la longitud de la curva y k(s) es la curvatura del
punto que describe una longitud de arco s. Si hacemos un
cambio de parámetros podemos decir que

E =
∫ l

0
k2(s)ds =

∫ 1

0

(
k2(t)

ds
dt

(t)
)

dt.

Sabemos que dentro de una misma familia de cónicas de
Bézier, cada miembro de la familia está caracterizado por un
determinado valor del parámetro ω . Si procedemos igual que
en la sección 3.2, fijando los valores de a, b y L, entonces
la energı́a elástica de una cónica puede representarse por la
siguiente función

E(ω)=
∫ 1

0

b2ω2L2 (−1+2 t−2 t2−2 tω +2 t2ω
)4

2
(

b2ω2 (2 t−1)2 +(−2atω +aω +Lt−Lt2 +Lt2ω)
2
)5/2 dt.

(17)

Lema Restringiendo los parámetros al espacio E, se cumple
que

a) la función E(ω) en (17) y su derivada respecto a
ω son funciones continuas de ω ,

b) si ω → 0 entonces E(ω)→ ∞,

c) si ω → ∞, entonces E(ω)→ ∞.

Demostración

a) El denominador del integrando en (17) es igual a una cons-
tante multiplicada por la raı́z de una suma de cuadrados, que
no se anulan simultáneamente si t,ω,L ∈ E.

b) Para t y ω muy pequeños, la derivada del integrando de (17)
respecto a t y evaluada en t = 0 es igual a− 5b2L3a

2ω4 +O
(
ω−3

)
.

Respectivamente, la derivada del integrando de (17) respec-
to a ω y evaluada en t = 0 igual a − 3b2L2

2ω4(a2+b2)
5/2 . Por lo

tanto, ambas derivadas son negativas y existe entonces una
vecindad V de (t,ω) = (0,0) para la que el integrando de
(17) es estrictamente decreciente. Si δ > 0 es suficientemente
pequeño, podemos suponer que {(t,ω)/máx(t,ω)≤ δ} ⊂V
y además se cumple que la evaluación de este integrando en
(t,ω) = (δ ,δ ) es igual a b2L2

2(2aL+b2+L2+a2)
5/2

δ 3
+O

(
δ−2

)
. De-

bido a la monotonı́a del integrando restringido a V resulta que
la integral para el subintervalo t ∈ [0,δ ] es mayor que O

(
δ−2

)
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Puesto que el integrando es no negativo, la integral para
t ∈ [0,1] en (17) es mayor a la integral para el subintervalo
t ∈ [0,δ ], consecuentemente, la integral en (17) es estricta-
mente mayor que O

(
δ−2

)
. Si δ (y consecuentemente ω )

tiende a 0, esta última integral tiende a ∞ .

c) Si ω es muy grande, el integrando de (17) es igual a
8b2L2t4(−1+t)4

ω(
b2(2 t−1)2+(−2at+a+Lt2)

2
)5/2 + O(1), o sea, es O(ω), para

δ > 0 suficientemente pequeño y t ∈ [δ ,1−δ ]. Por lo tanto,
la integral en (17) restringida al subintervalo t ∈ [δ ,1− δ ]
tiende a ∞ si ω tiende a ∞. �

3.4 Funcional de fairness
Existen diferentes funcionales que nos brindan una idea

del fairness de una curva. Entre los más empleados se encuen-
tran el de minimizar la energı́a elástica y la longitud de arco de
una curva. El funcional de fairess más comúnmente empleado
en la literatura es una combinación lineal de la energı́a elástica
y de la longitud de arco (véase [2], [9], [10], [11]).

Fλ (ω) = E(ω)+λS(ω) (18)

=
∫ 1

0

(
k2(ω, t)

ds
dt

(ω, t)
)

dt +λ

∫ 1

0

ds
dt

(ω, t)dt.

Este funcional describe la energı́a elástica que almacena
una curva racional cuadrática de Bézier más la longitud
de arco multiplicada por un cierto λ ≥ 0, donde el usuario
decide su valor en dependencia a cuál de las dos energı́as le
quiere dar mayor peso.

Como ya se ha demostrado en los lemas de las secciones
3.2 y 3.3 tanto el funcional Fλ (ω) como su derivada respecto
al parámetro ω son continuos en el espacio de parámetros
E. Otra propiedad demostrada en la sección 3.3, es que toma
valores muy elevados cuando ω → 0 y ω → ∞.

La derivada de Fλ (ω) respecto a ω , ∂Fλ (ω)
∂ω

, es igual a

F ′
λ
(ω) =

∫ 1

0

∂

(
k2(ω, t) ds

dt (ω, t)
)

∂ω
dt +λ

∫ 1

0

∂
ds
dt (ω, t)
∂ω

dt. (19)

Se calcularon expresiones explı́citas para los integrandos
en la formula anterior, que no se incluyen por su complejidad.

3.4.1 Existencia de mı́nimo
El valor del parámetro ω que describe la curva fair como

habı́amos definido desde el inicio, es el siguiente:

arg{mı́n
ω

Fλ (ω)}.

El siguiente lema demuestra que el funcional de fairness
alcanza su valor mı́nimo en el espacio de parámetros E.

Lema Si en el espacio de parámetros E establecemos valores
fijos de a, b y L, y además fijamos el valor de λ en la

combinación lineal del funcional (18), con λ ∈ [0,+∞);
entonces el funcional Fλ (ω) alcanza su mı́nimo en el
intervalo (0,+∞) para ω .

Demostración

El funcional de fairness toma valores tan elevados como uno
quiera cuando ω → 0 y ω → ∞. Lo anterior permite afirmar
que, para al menos dos valores diferentes de ω , el funcional
alcanza un mismo valor. Supongamos que ello ocurre para
ω = ε y ω = ξ , o sea, Fλ (ε) = Fλ (ξ ).

Asumiendo ε < ξ y restringiendo ahora el funcional al inter-
valo [ε,ξ ] en el que ya se habı́a demostrado su continuidad
entonces, por el teorema de Weierstrass, se puede afirmar que
los valores extremos en este intervalo se alcanzan. En nuestro
caso en particular, nos interesa su valor mı́nimo.

Sabemos por el teorema de Fermat (ver [8]) que si un extremo
se alcanza en un punto interior de un intervalo donde la
función es derivable, la derivada en dicho extremo se anula.
Dado que ya se probó que el funcional es derivable en el
intervalo [ε,ξ ] y además Fλ (ε) = Fλ (ξ ) entonces por el
teorema de Rolle (ver [8]) la derivada de la función se anula
al menos una vez en el intervalo y, el mı́nimo buscado se
halla, por tanto, entre los puntos que anulan la derivada del
funcional. �

El lema anterior solo establece la existencia de un mı́nimo
del funcional (18) en el intervalo (0,+∞) para ω , pero no
establece su unicidad. Demostrar la unicidad directamente a
partir del análisis de la segunda derivada del funcional resul-
ta ser muy engorroso. Sin embargo, en todos los ejemplos
numéricos calculados, este funcional resulta ser convexo. Por
lo tanto, declaramos una sección de cónica como fair, si su
parámetro ω es un mı́nimo local del funcional (18) y por
extensión, un spline cónico es fair, si todas sus secciones lo
son.

3.5 Aproximaciones del funcional de fairness
El proceso de subdivisión (sección 2) genera una secuen-

cia de poligonales convergentes a la curva {P0,P1, ...,P j, ...}.
Tomamos entonces la suma de las longitudes de los segmentos
que componen la poligonal P j como aproximaciones de la
longitud de arco. Se tiene entonces la aproximación

S(ω) =
∫ 1

0
||C′(ω, t)||dt ≈

n

∑
i=1
||P j

i −P j
i−1||=

n

∑
i=1

li, (20)

donde li = ||P j
i −P j

i−1|| es la distancia entre los puntos P j
i

y P j
i−1, por tanto, la longitud del segmento i-ésimo de la

poligonal de aproximación P j.

La integral que define la energı́a elástica puede ser redu-
cida a una integral elı́ptica, pero el proceso de su reducción
a la forma normal de Legendre resulta ser complicado e
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inestable numéricamente, por lo que utilizamos el hecho de
que podemos generar una muestra suficientemente grande de
puntos sobre la curva y, con poco costo adicional, aproximar
las integrales utilizando un método de integración numérica
como el método de los trapecios.

Usando el cambio de coordenadas dado en la sección 3.1
para la i-ésima sección del spline, si tenemos una muestra
de puntos {P0, ...,Pn} sobre la i-ésimasección del spline con
coordenadas Pk = (xk,yk),k = 0, ..,n , a cada punto Pk se
le hace corresponder un único valor del parámetro tk en la
parametrización de la curva, dado por la fórmula de inversión

tk =
2ωi(bxk−ayk)

2ωi(bxk−ayk)+Lyk
. (21)

Una vez calculado el valor tk es posible calcular el valor
de curvatura en el punto Pk utilizando la parametrización en
(12) y (13):

k(tk) =
|x′(tk)y′′(tk)− y′(tk)x′′(tk)|
((x′(tk))2 +(y′(tk))2)3/2 . (22)

Es posible entonces obtener buenas aproximaciones del
valor de la función de la energı́a elástica definida basándonos
en la muestra de puntos generada sobre la i-ésima sección de
la curva spline. Como ya habı́amos visto en la sección 2, la
muestra de puntos sobre la curva que se genera en el proceso
de subdivisión no se acumulan alrededor de un número finito
de ellos y a mayor cantidad de iteraciones que se realicen,
menor será la distancia entre cada par de puntos consecutivos.
Esto garantiza que la longitud de los intervalos de la partición
del intervalo de integración [0,1] sea tan pequeña como se
desee, permitiendo que el método de los trapecios aporte una
buena aproximación del funcional.

Es posible obtener también aproximaciones para la deri-
vada de Fλ (ω) respecto a ω , ∂Fλ (ω)

∂ω
, calculando aproximada-

mente las integrales en (19).

3.5.1 Hallar el valor mı́nimo
Ya tenemos entonces tanto aproximaciones del funcional

y de su derivada respecto a ω , nos resta entonces hallar
el valor del parámetro ω que minimiza el valor de este
funcional. Como ya habı́amos planteado en la sección
3.4.1 el funcional alcanza su valor mı́nimo en el espacio de
parámetros en el que está definido. Hasta ahora tenemos
aproximaciones tanto del funcional de fairness como de su
derivada, por lo que resta aplicar un algoritmo numérico para
hallarlo. En este trabajo empleamos dos métodos para hallarlo.

El primero de los métodos es el Método de Newton - Raph-
son (véase [3]). En la sección 3.4.1 vimos que la derivada del
funcional se anula al menos una vez en el intervalo donde
el parámetro de tensión ω toma sus valores, por lo que la
ecuación F ′

λ
(ω) = 0 tiene solución donde Fλ (ω) es el fun-

cional de fairness. Sin embargo, chequear las condiciones

de convergencia de éste método es tan complicado como re-
solver analı́ticamente la ecuación. Debemos destacar que la
expresión analı́tica de la derivada del funcional de fairness
F ′

λ
(ω) es mucho más complicada que la del propio funcional,

no obstante el algoritmo desarrollado evalúa directamente su
expresión. La expresión analı́tica de la segunda derivada del
funcional F ′′

λ
(ω), resulta tan complicada que es más eficien-

te obtener aproximaciones de sus valores por medio de la
diferenciación numérica de la primera derivada

F ′′
λ
(x) = lı́m

h→0

F ′
λ
(x+h)−F ′

λ
(x)

h
.

El segundo método es conocido en la literatura como
Método de la Sección de Oro o Método de la Sección Áurea
(Ver [1]). Este método básicamente va reduciendo el intervalo
de incertidumbre donde se encuentra el valor mı́nimo de
la función hasta obtener un intervalo donde el error de la
aproximación no sea mayor que un cierto valor dado por el
usuario. Usualmente el método brinda buenas aproximaciones
en el caso de que la función objetivo sea convexa, sin embargo,
este resultado no se demostró en el presente trabajo por
lo complicado que resulta trabajar con el funcional de fairness.

No obstante, ambos métodos brindan igual resultado para
los mismos parámetros como se mostrará en la sección 4.

4. Resultados numéricos
Debemos destacar además en esta sección que pese a que

no se obtuvieron soluciones exactas de las integrales que
definen los funcionales de energı́a elástica y longitud de arco
en las secciones 3.2 y 3.3, las aproximaciones numéricas
realizadas muestran buenos resultados, los cuales proponemos
a continuación.

La experimentación numérica realizada para que el fun-
cional de fairness presente las caracterı́sticas expuestas en
el inicio de la sección 3, motivó a proponer como valor del
parámetro λ en la expresión (18) el siguiente

λ =
sen2(β )

cos2(α+γ

2 )L2
(23)

donde α = ^MiQiQi+1, β = ^QiMiQi+1, γ = ^QiQi+1Mi
y L = ||Qi+1−Qi|| como se muestra en la Figura 3.

Ahora bien, ¿por qué escoger el valor de λ que aparece
en (23) y no otro? Como ya habı́amos dicho en la sección 3.4,
para cada valor de λ en la combinación lineal de la longitud
de arco y energı́a elástica se definı́a un nuevo funcional de
fairness. Precisamente al tomar este valor en la combinación
lineal del funcional, este último manifiesta buenas propiedades
para el diseño geométrico como son las siguientes:

El valor de
arg{mı́n

ω
Fλ (ω)}
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Qi Qi+1

Mi

α

β

γ

Figura 3. Ángulos interiores del triángulo de control.

es invariante bajo transformaciones rı́gidas de coorde-
nadas y homotecias.

Reproduce arcos de circunferencia (Redondez).

4.1 Reproducción de arcos de circunferencia
Como parte de este trabajo también se encuentra repro-

ducir arcos de circunferencias, pues como habı́amos visto al
inicio de esta sección, si situamos los puntos de interpolación
sobre una circunferencia entonces la curva más fair que los in-
terpola es precisamente el arco de circunferencia que contiene
a dichos datos. Para que la curva interpolante sea un arco de
circunferencia el triángulo de control debe ser isósceles por la
simetrı́a del cı́rculo. En dicho caso, debemos demostrar que
el cı́rculo de interpolación es único. El parámetro de tensión
asociado a dicha cónica debe cumplir la siguiente condición.

Lema Denotemos por α = ^MiQiQi+1, β = ^QiMiQi+1,
γ = ^QiQi+1Mi y L = ||Qi+1−Qi|| como se muestra
en la Figura 3. Entonces se cumple que:

i. Los datos Qi, ~vi y Qi+1, ~vi+1 provienen de un
cı́rculo si y solo si α = γ; en otras palabras, si el
triángulo con vértices Qi, Qi+1 y Mi es isósceles.

ii. Si los datos Qi,~vi y Qi+1,~vi+1 provienen de un
cı́rculo entonces el cı́rculo descrito en i. puede
representarse como una curva cónica de Bézier
(Véase la sección 1.2) tomando como triángulo de
control al formado por los puntos Qi, Mi y Qi+1
y parámetro ω = cos(α) = cos(γ).

La demostración de éste resultado puede verse en [6].

Un cı́rculo completo puede obtenerse uniendo piezas
de un spline cerrado, donde cada segmento sea un arco
de circunferencia. Por ejemplo, podemos representar un
cı́rculo utilizando tres arcos iguales (Figura 4). Con todos
los ángulos α j = γ j = 600 y los pesos ω j =

1
2 se obtiene una

representación exacta de un cı́rculo.

Partiendo del Lema anterior podemos argumentar las con-
secuencias de tomar el valor que proponemos para el paráme-
tro λ al inicio de esta sección y que se exponen en el siguiente
teorema:

Figura 4. Reproducción de un cı́rculo.

Teorema Sean Qi y Qi+1 dos puntos con direcciones tangen-
tes asociadas~vi y~vi+1 respectivamente, denotemos por
Mi el punto de intersección de las rectas que pasan por
los puntos Qi y Qi+1 con direcciones tangentes dadas
por los vectores~vi y~vi+1. Se define λC como

λC =
sen2(β )

cos2(α+γ

2 )L2

donde L = ||Qi+1−Qi||, α = ^MiQiQi+1,
γ = ^MiQi+1Qi yβ = ^QiMiQi+1.

Si Qi,~vi, Qi+1 y~vi+1 son datos que provienen de un
cı́rculo Ci, entonces la cónica de Bézier que interpola a
Qi,~vi, Qi+1,~vi+1 y minimiza el funcional

FλC(ω) = E(ω)+λCS(ω)

es el arco Q̂iQi+1 del cı́rculo Ci.

Demostración

Si imponemos a los parámetros a,b,L que el triángulo sea
isóceles (como corresponde a una sección de circunferencia)
y que ω = cos(α) = cos(γ), como se establece en el lema
anterior, entonces es posible calcular exactamente las
integrales que aparecen en (19) y despejar el valor λC de λ

que anula a ∂Fλ (ω)
∂ω

. �

Observación. Si los datos a interpolar provienen de un
arco de cı́rculo Ci, pero el valor de λ en la combinación
lineal del funcional no es igual a λC, entonces el mı́nimo del
funcional Fλ (ω) no necesariamente reproduce a Ci.

4.2 Implementación Numérica
El algoritmo para generar puntos sobre una curva

cónica de Bézier descrito en la sección 2 fue implementado
en MatLab. Ya una vez teniendo a mano un algoritmo
bastante eficiente para generar puntos sobre las cónicas se
implementó también en el mismo software varias funciones
que tienen como objetivo calcular, de manera aproximada y
como se indica en la sección 3.5, el valor del funcional de
fairness y de su derivada con respecto al parámetro ω para
una combinación de datos especı́fica. Además se programaron
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ambos métodos para hallar el valor mı́nimo del funcional.
Algunos de los resultados obtenidos por el programa se
muestran a continuación.

En lo adelante, expondremos los resultados de nuestro
algoritmo para el siguiente conjunto de puntos en el plano
P0 = (0,0),P1 = (1,1) y P2 = (2,0), tomados como triángulo
de control. En la Figura 5 mostramos una comparación entre
diferentes cónicas de Bézier definidas en el mismo triángulo
de control en cuanto al gráfico de los valores de curvatura.

Figura 5. Izquierda: Gráfico de las cónicas de Bézier.
Derecha: Gráfico de los valores de curvatura.

En el Cuadro 1 se muestran valores aproximados de la lon-
gitud de arco para distintos valores del parámetro de tensión.
Con 4 iteraciones del algoritmo de subdivisión se obtienen
buenas aproximaciones para S(ω). Debemos observar que
cuando ω → 0 se tiene que S(ω)→ 2 y cuando ω → ∞ en-
tonces S(ω)→ 2

√
2 como se ya se planteó en las secciones

3.2 y 3.3.

S(ω)
ω 2 iteraciones 4 iteraciones 8 iteraciones

0.01 2.0002 2.0003 2.0004
0.3 2.0767 2.0875 2.0884
0.5 2.1445 2.1571 2.1580

0.7071 2.2125 2.2259 2.2268
1 2.2808 2.2947 2.2956
10 2.7119 2.7206 2.7213
50 2.8020 2.8047 2.8050

100 2.8149 2.8164 2.8166

Cuadro 1. Aproximaciones de la longitud de arco.

En el Cuadro 2 muestra que para obtener buenas
aproximaciones de la energı́a elástica es necesario realizar
una mayor cantidad de iteraciones del proceso de subdivisión.
La razón por la que hay que realizar más subdivisiones
está en el hecho de que como utilizamos el método de los
trapecios para obtener las aproximaciones, mientras mayor
sea el número de puntos generados sobre la curva, menor
será el paso de la integral (ver sección 3.5) con lo que se
obtienen mejores resultados.

E(ω)
ω 4 iteraciones 8 iteraciones 12 iteraciones

0.01 3.7908 1132.3 1547.0
0.3 2.6969 2.7709 2.7712
0.5 1.8095 1.8134 1.8134

0.7071 1.6658 1.6654 1.6654
1 1.7528 1.7524 1.7524

10 9.4707 9.4450 9.4449
50 44.3944 44.4090 44.4071
100 86.9953 88.1138 88.1085

Cuadro 2. Aproximaciones de la energı́a elástica.

Otra observación importante que podemos realizar de los
datos obtenidos es que para valores muy pequeños del paráme-
tro de tensión ω y pocas iteraciones no se obtienen buenas
aproximaciones del funcional, sin embargo, mientras mayor
sea la cantidad de iteraciones en el proceso de subdivisión,
mejores serán los resultados en la aproximación.

4.3 Aplicaciones
Las curvas spline actualmente en el diseño geométrico

asistido por computadora juegan un papel fundamental. En
esta sección se mostrarán algunos de sus usos en la vida
diaria. Como motivo de visualizar una curva fair en el diseño
geométrico se ha desarrollado una aplicación con interfaz
gráfica de MatLab donde el diseñador puede introducir los
puntos y tangentes de interpolación en un área destinada para
el diseño.

Una aplicación inmediata de las curvas spline es el diseño
de figuras planas y de carreteras. En la figura 8 se presenta un
ejemplo de objeto real que fue modelado utilizando la interfaz
gráfica desarrollada.

Figura 6. Diseño de un corazón.

5. Conclusiones
Se da solución al problema de encontrar un spline

G1-continuo racional cuadrático de Bézier que interpole
un conjunto de puntos del plano con vectores tangentes
asociados a cada uno de ellos y también cumple la propiedad
de ser fair, ya que cada segmento que lo compone es la
curva que minimiza el funcional de fairness que se propone.
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Figura 7. Diseño de una carretera.

  a) b) c)

Figura 8. Modelo de una pieza de ajedrez. (a) Curva
generatriz. (b) Diseño tridimensional. (c) Objeto real.

Para la minimización del funcional de fairness se utilizaron
aproximaciones numéricas. En la experimentación numérica
se muestra que se obtuvieron buenos valores de aproximación
con pocas iteraciones.

Desde el punto de vista teórico se demuestra que el funcio-
nal de fairness tiene buenas propiedades como son su invarian-
za a transformaciones rı́gidas de coordenadas y homotecias y
la reproducción de arcos de circunferencias.
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parámetros de tensión local basado en spline cónico.
Tesis presentada en opción del grado de Licenciado en
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Modelo de Programación Lineal Difusa Multiobjetivo
para la evacuación óptima de personas bajo
amenaza de desastres naturales
Fuzzy Multiobjective Linear Programming Model for
the optimal evacuation of people under threat of
natural disasters
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Resumen La evacuación de personas es un proceso sustantivo dentro de la gestión operativa de desastres.
En Cuba, y en especial en la provincia de Holguı́n, dicho proceso incluye el control sistemático de los datos
poblacionales de cada municipio, y la confección de un plan de respuesta de acuerdo a diversos criterios.
Esto último se realiza tradicionalmente de forma manual, con las correspondientes limitaciones en la toma
de decisiones involucradas. En ese sentido, la presente investigación tiene por objetivo modelar mediante un
enfoque de programación lineal difusa multiobjetivo, el problema de transporte asociado a la evacuación de
personas ante desastres naturales en la provincia de Holguı́n. El enfoque propuesto permite obtener de manera
rápida y eficiente una propuesta de evacuación que facilitará la toma de decisiones teniendo en cuenta múltiples
criterios y la presencia de incertidumbre en los datos. Se han considerado cuatro casos de estudios relacionados
con posibles escenarios de evacuación de personas en la provincia de Holguı́n. Los resultados muestran que el
enfoque propuesto resulta eficaz y lo suficientemente pertinente para ser aplicado en escenarios reales.
Abstract The evacuation of people is a substantive process within the operational management of disasters.
In Cuba, and especially in the province of Holguı́n, this process includes the systematic control of the population
data of each municipality, and the preparation of a response plan according to various criteria. The latter is
traditionally done manually, with the corresponding limitations in the decision-making involved. In this sense, the
present research aims to model the problem of transport associated with the evacuation of people to natural
disasters in the province of Holguin using a fuzzy multiobjective linear approach. The proposed approach makes
it possible to obtain a fast and efficient evacuation proposal that would facilitate the decision making taking
into account multiple criteria and the presence of uncertainty in the data. We have considered four cases of
studies related to possible scenarios of evacuation of people in the province of Holguin. The results show that
the proposed approach is effective and relevant enough to be applied in real scenarios.
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1. Introducción
Responder ante los desastres de manera eficiente no es

una tarea fácil, pues los factores que intervienen en estos pro-
cesos son numerosos. Por ejemplo, el ambiente post-ayuda
en caso de desastre es caótico, existe el pánico público, el
transporte se pierde ası́ como la infraestructura de comuni-
cación; el número y la variedad de actores involucrados es

alto (donantes, medios de comunicación, gobierno, militares,
organizaciones humanitarias, entre otros); además de la falta
de recursos suficientes para proveer una respuesta adecuada
ante la situación.
Una ayuda humanitaria eficiente pero flexible es un tema clave
en caso de desastres, del cual se está hablando con mayor auge
en el mundo académico actual [9] como una extensión de esta,
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la logı́stica humanitaria es una de las disciplinas de mayor
importancia dentro del manejo de desastres [14]. Uno de los
grandes obstáculos para superar en cadenas de suministro de
ayuda humanitaria, es la enorme incertidumbre y los múltiples
objetivos en la demanda, los suministros y la siempre exis-
tente presión que ejerce el tiempo. La logı́stica humanitaria
es un proceso considerado de alto nivel de complejidad, pues
constituye la parte más costosa de la mitigación de desastres
[24]; esta se encarga en la etapa de recuperación de minimizar
los efectos del desastre, realizando la búsqueda y rescate de
vı́ctimas, y la provisión de vı́veres y servicios de emergencias.
La Defensa Civil mantiene un estricto control de las vı́as de
acceso terrestre a una gran cantidad de puntos estratégicos
del territorio de Holguı́n, que le permite realizar las labores
logı́sticas humanitarias. Como consecuencia, durante o luego
de la crisis, toda esta información varı́a de manera vertigi-
nosa, por lo que se hace prácticamente imposible mantener
de manera manual la información del estado real de las vı́as
de acceso, ası́ como proponer rutas óptimas que minimicen
los gastos de recursos y maximicen la ayuda brindada. De
esta forma, el procedimiento antes mencionado incurre en
gastos excesivos de recursos y requiere de mucho tiempo para
consolidar la información. Por tanto se aprecia que es muy
difı́cil detectar posibles errores, lo que dificulta la toma de
decisiones.
En el caso de desastres, uno de los trabajos de la Defensa
Civil es el transporte de la población a zonas de menos ries-
go, ası́ como minimizar el tiempo de este trabajo y el costo
que incurre en el mismo. Teniendo en cuenta los anteriores
objetivos, el escenario para dar respuesta a tal situación se
muestra plagado de incertidumbres. Lo anteriormente descrito
introduce el siguiente problema: ¿cómo planificar de manera
óptima la evacuación de personas bajo amenaza de desastres
naturales en la provincia de Holguı́n, de manera que se tenga
en cuenta la incertidumbre de los datos, ası́ como el cumpli-
miento de los objetivos humanitarios y económicos?
Dada la posibilidad de modelar estos escenarios de decisión
como problemas de programación lineal difusa y la necesidad
del cumplimiento de múltiples objetivos, la presente investi-
gación se propuso como objetivo: resolver mediante un en-
foque de programación lineal difusa multiobjetivo (PLDM) el
problema de transporte asociado a la evacuación de personas
durante la amenaza de huracanes en la provincia de Holguı́n.
Con este trabajo se espera mejorar la toma de decisiones en
casos de desastres, que permita salvar vidas y economizar los
gastos a los que se enfrenta la provincia en estas situaciones.

2. Gestión operativa de desastres
Se entiende como desastre el acontecimiento o suceso que

destruye las estructuras básicas y el funcionamiento normal de
una sociedad o comunidad. Ocasiona pérdidas y afectaciones
humanas, a la economı́a, la infraestructura, los servicios esen-
ciales o medios de sustento, más allá de la capacidad normal
de las comunidades afectadas para dar una respuesta. Los peli-
gros de desastres, que potencialmente pueden afectar al paı́s,

han sido clasificados, atendiendo a su origen en: naturales,
tecnológicos y sanitarios.
En los últimos 20 años una nueva disciplina ha emergido en
el contexto de la Investigación de Operaciones y las Ciencias
de la Administración aplicadas en la gestión de desastres nat-
urales. Altay y otros (2006) [1] la llamaron Gestión operativa
de desastres (DOM), además la definen como el conjunto de
actividades realizadas previamente, durante y después a un de-
sastre con el objetivo de prevenir la pérdida de vidas humanas,
reduciendo su impacto en la economı́a, y retornar a un estado
de normalidad.

3. Programación lineal difusa
multiobjetivo

La extensión difusa de la programación lineal trata la in-
certidumbre de determinados elementos del modelo mediante
la teorı́a de la lógica difusa[25]. Conviene por tanto definir
primero que es un conjunto difuso.
Conjunto difuso[3]: Sea Y ⊆ R un conjunto no vacı́o. Un
subconjunto difuso de Y es una función µ : Y → [0,1].
El valor de y en la función µ expresa una medida o grado
para el cual y está en Y . Si µ(y) = 1 entonces y ∈ Y . Por otro
lado, si µ(y) = 0 se puede decir que y /∈ Y . En el caso de
µ(y)∈ (0,1), dicho valor proporciona el grado de pertenencia
de y en Y . La función µ(x) recibe el nombre de función de
pertenencia.
Cuando la función objetivo z = cT x es difusa, se supone que
existe un valor de aspiración para la función objetivo. Dicho
valor se denotará d0 ∈ R.
Es decir, se espera encontrar un x∗ ∈ X tal que z(x∗) ≤ d0.
En muchos casos no es posible encontrar una solución que
satisfaga esta condición, por lo cual se permite que la función
objetivo pueda alcanzar valores mayores a d0.
Para esto, se fija un valor p0 que define el grado mı́nimo
de cumplimiento o pertenencia al nivel de aspiración. De
esta forma, si z(x) ≥ d0 + p0 se dice que tiene un grado de
cumplimiento de 0. Si z(x) ≤ d0, el grado de cumplimiento
o pertenencia es 1. Además, si d0 ≤ z(x)≤ d0 + p0 entonces
el grado o porcentaje de cumplimiento está dado por 1− z(x)

p0
.

Lo descrito anteriormente se puede expresar por medio de la
siguiente función de pertenencia trapezoidal para la función
objetivo [15].

µz(z(x)) =


1, si z(x)≤ d0

1− z(x)−d0
p0

, si d0 ≤ z(x)≤ d0 + p0

0, si z(x)≥ d0 + p0

(1)

Luego introduciendo una variable auxiliar , el modelo
de programación lineal del problema de minimización con
función objetivo difusa se expresa de la siguiente forma:



Modelo de Programación Lineal Difusa Multiobjetivo para la evacuación óptima de personas bajo amenaza de
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máx λ

s.a : µz(
n

∑
i=1

cixi)≥ λ (2)

x ∈ X , λ ∈ [0,1]

Como puede verse en [15], el problema anterior es equi-
valente al siguiente problema de optimización paramétrica:

máx λ

s.a :
n

∑
i=0

cixi ≥ d0− p0(1−λ ) (3)

x ∈ X ,λ ∈ [0,1]

cuya solución óptima λ ∗,x∗ se considera la solución del pro-
blema original con función objetivo z = cix difusa.
Si se está analizando un problema donde no solo la función
objetivo, sino que además las restricciones son difusas, en-
tonces se puede tomar la decisión difusa [2] considerando que
no existe diferencia entre función objetivo difusa cix≤ d0 y
restricciones difusas Ax∼≤ d0, este modelo se puede expresar
de la forma siguiente [26]: Bx∼≤ b

′
, donde

B =

[
c
A

]
y b

′
=

[
d0
b

]
Aplicando (1) a Bx, el modelo (3) quedarı́a de la siguiente
forma

máx λ

s.a :
n

∑
i=0

Bxi ≥ b
′
0− p0(1−λ ) (4)

x ∈ X ,λ ∈ [0,1]

En 1987, Zimmermann, extendió su enfoque sobre la pro-
gramación lineal difusa al problema de programación lineal
multiobjetivo con K funciones objetivo zi = c jx, i∈{1, ...,K}.
Para cada una de las funciones objetivo zi = c jx de este pro-
blema, se asume que aquella persona especialista o capacitada
para llevar a cabo la toma de decisiones, tenga un objetivo
difuso tal como zi(x) debe ser menor que o igual a cierto valor
di . Entonces la correspondiente función de pertenencia de un
problema de minimización puede ser escrita como [17]:

µ
L
i (zi(x)) =


0, si zi(x)≤ z0

i
zi(x)−z0

i
z1
i −z0

i
, si z0

i ≥ zi(x)≥ z1
i

1, si zi(x)≤ z1
i

(5)

donde z0
i y z1

i denotan los valores de la función objetivo zi(x)
tales que los grados de la función de pertenencia sean 0 y 1,
respectivamente.
Usando esta función de pertenencia y siguiendo las reglas de

decisión difusa por [2], el modelo puede interpretarse como:

máx mı́ni=1,...,k µiL(zi(x))
s.a : Ax≤ b,x≥ 0

Téngase en cuenta que las restricciones se consideran rı́gi-
das. Este problema puede ser reducido al siguiente problema
de programación lineal convencional:

máx λ

s.a : λ ≤ µL
i (zi(x))

Ax≤ b,x≥ 0

Asumiendo la existencia de la solución óptima xi0 del proble-
ma de minimización de las funciones objetivos individuales
bajo las restricciones se define por: mı́nx∈X zi(x), i = 1, ...,k
donde X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b,x ≥ 0}, en [27] el autor sugiere
una forma para determinar la función lineal de pertenencia
µL

i (zi(x)). Para ser especı́ficos, usando el mı́nimo individual
∀i = 1, ..,k

zmin
i = zi(xi0) = mı́n

x∈X
zi(x)

junto con

zm
i = máx{zi(x10), ...,zi(xi−1,0,zi(xi+1,0), ...,zi(xk,0))}

determinó la función lineal de pertenencia como (5) pero
escogiendo z1

i = zmin
i y z0

i = zm
i .

En el caso donde no solo las funciones objetivos sean difusas
sino también las restricciones lo sean, utilizando igual función
de pertenencia un análisis similar puede ser empleado [17].
Aunque existen otros métodos, este es el que se emplea en el
desarrollo de la investigación.

4. Modelos de evacuación en desastres
naturales

La mayorı́a de los modelos de evacuación disponibles
definen su objetivo como minimizar el flujo del tráfico o el
tiempo total de transportación [20],[23],[13]. En [5], [21],
[18] consideraron seguridad en sus modelos, pero hacen esto
penalizando o prohibiendo soluciones que dejen evacuados de-
trás, al final de la evacuación. De manera similar, en localizar
refugios, [10] minimizan el peso promedio de las demandas
no logradas por los refugios y el tiempo de transportación.
La función objetivo en [21] minimiza una vez más el tiem-
po total de evacuación, pero incluyen restricciones sobre de-
mostraciones y costos operativos para ocuparse de esos obje-
tivos adicionales.
Varias estrategias mejoradas de evacuación han sido consider-
adas en la literatura, incluyendo: determinar la ruta de evac-
uación óptima y/o destino asignado (ej. [5],[21],[13]); plani-
ficar en etapas (también conocido como escenificar) la evac-
uación (ej. [19], [5],[4],[11]); y otras estrategias de control de
tráfico [6], [22],[12]. Hay muchos aspectos de una evacuación:
quién se queda, quién se va, cuándo se va, donde va, que ruta
tomará para llegar ahı́, y que camino y modo de transporte
está disponible y cuándo. Cada modelo de evacuación asume
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desastres naturales

cada uno de estos aspectos del problema como un aporte in-
controlable o algo que potencialmente puede controlarse a fin
de mejorar la evacuación. Muchos de los primeros modelos
son meramente descriptivos, asumiendo que cada dimensión
brinda un aporte. MASSVAC [7], [8], OREMS [16], y NET-
VAC [20] son ejemplos de estos tipos de modelos. Estos tipos
de modelos pueden ser usados de dos formas:
a) para estimar los tiempos de realización que ayuden a decidir
cuando deberı́an ser emitidas las órdenes de evacuación a fin
de asegurar el tiempo adecuado para la ejecución o
b) desarrollar planes de evacuación a través de un proceso
por tanteo en el cual las suposiciones diferentes (los planes
propuestos) de aportes son manejadas y el modelo se usa para
evaluarlas.
Otros modelos son preceptivos, asumiendo que uno o más as-
pectos del problema son potencialmente controlables y tenien-
do la intención de determinar la forma óptima para controlarla.
Estos modelos varı́an en que los aspectos están predetermina-
dos por el comportamiento del sistema de transporte existente
o del evacuado, y que son considerados controlables, ası́ se
someten a la mejora a través de la implementación de una
estrategia de evacuación.
En realidad, muchos aspectos de una evacuación son parcial-
mente controlables. Por ejemplo, no se puede asumir real-
mente que las personas cumplan con el momento exacto en
que se les dice deben partir; de cualquier forma, a través de las
órdenes de evacuación obligatorias, las autoridades pueden
ejercer cierto control sobre quién se va y cuándo. Favorece, in-
cluso si el proceso óptimo descrito por un modelo preceptivo
no es enteramente factible en realidad, este puede ser usado
para prever cuán bien puede ir un proceso de evacuación. El
componente uno de la evacuación que, para el conocimiento
de los autores, ha sido siempre considerado aporte es quién se
va. Los modelos disponibles por consiguiente no permiten la
posibilidad que la mejor estrategia para las personas podrı́a
ser quedarse donde ellos están. Esta suposición está proba-
blemente relacionada con la declaración del objetivo, como
minimizar tiempo de despeje del tráfico, puesto que un mode-
lo que deja a las personas quedarse cuando el único objetivo
es minimizar el despeje del tránsito, está aconsejando que
todo el mundo se quede dónde está.

5. Descripción del problema
Antes de exponer los detalles del enfoque propuesto con-

viene describir el escenario de decisión que se pretende re-
solver. El mismo se puede definir informalmente de la forma
siguiente:
Dado un conjunto de centros de evacuación, con capacidades y
costos de utilización conocidos, y de localidades con personas
a evacuar, determinar el esquema de transporte que cumpla
con las demandas de las localidades y minimice simultánea-
mente el tiempo total de evacuación y el costo de utilización
de los centros.
Téngase en cuenta que los tiempos de transportación, ası́ como

las capacidades de los centros de evacuación están definidos
de manera difusa, esto es, sin seguir una distribución estadı́sti-
ca conocida.
Una vez las personas han sido llevadas a los centros de evacua-
ción, éstas se deben atender desde el punto de vista logı́stico
y de salud. Para realizar dichas atenciones, existen centros
de recursos (almacenes) y centros de salud (hospitales, poli-
clı́nicos, etc.). Por lo tanto, serı́a importante tener en cuenta las
capacidades de atención de estos centros, y que el tiempo de
transportación total, desde los centros de evacuación a estos,
sea mı́nima. Es decir, a partir de la solución encontrada para el
problema de evacuación, serı́a conveniente determinar cómo
atender de manera efectiva a estas personas evacuadas, tenien-
do en cuenta que el tiempo total de transportación, ası́ como
la capacidad de estos centros son igualmente difusos.
Notación de los datos de entrada

Mk: capacidad de atención del centro logı́stico k,
k ∈ {1, ...,K} siendo K el número de centros logı́sticos.

Nl : capacidad de atención del centro de salud l,
l ∈ {1, ...,L} siendo L el número de centros de salud.

Pi: parte entera de la división del número de personas
que deben ser evacuados en la localidad i, por la capaci-
dad promedio de los ómnibus a emplear; i ∈ {1, ..., I}
siendo I el número de localidades a evacuar.

ti j: tiempo de transportación de un medio de transporte
desde la localidad i hacia el centro j.

t1
k j: tiempo de transportación de un medio de transporte

desde el centro logı́stico k hacia el centro de evacuación
j.

t2
jl : tiempo de transportación de un medio de transporte

desde el centro de evacuación j hacia el centro de salud
l.

c j: costo de utilización del centro j en $.

Con el fin de dar solución al problema antes descrito se pro-
pone emplear el enfoque de programación lineal difusa multi-
objetivo analizado con anterioridad; para esto se crea el si-
guiente modelo de programación lineal, del cual se describen
las variables de decisión ası́ como las funciones objetivos y las
restricciones asociadas. Téngase en cuenta que este modelo
se encuentra en su fase inicial de desarrollo.

5.1 Variables de decisión
xi j: número de viajes a realizar desde la localidad i hasta
el centro de evacuación j.

y j: si se utiliza (1) o no (0) el centro de evacuación j.

z1
k j: número de viajes a realizar desde el centro logı́stico

k hasta el centro de evacuación j.

z2
jl : número de viajes a realizar desde el centro de eva-

cuación j hasta el centro de salud l.
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5.2 Funciones objetivos
Las funciones objetivo que se presentan son difusas pues

ti j, t1
k j, t2

jl y c j son valores difusos que dependen del criterio
de los expertos en la toma de decisión que intervienen en el
problema analizado.
- Minimizar el tiempo de transportación de la evacuación:

mı́n Zte =
I

∑
i=1

J

∑
j=1

ti jxi j

- Minimizar el costo de utilización de los centros de evac-
uación:

mı́n Zcosto =
J

∑
j=1

c jy j

- Minimizar el tiempo de transportación de los recursos
logı́sticos:

mı́n Ztl =
K

∑
k=1

J

∑
j=1

t1
k jz

1
k j

- Minimizar el tiempo de transportación a los centros de
salud:

mı́n Zts =
J

∑
j=1

L

∑
l=1

t2
jlz

2
jl

5.3 Restricciones
Restricciones de capacidad de los centros de evacuación,

logı́sticos y salud en este orden. Considérese que E j, Mk y Nl
son elementos difusos que también dependen de las circun-
stancias y las situaciones existente en los centros.

I

∑
i=1

xi j � E jy j, ∀ j = {1, ...,J}

J

∑
j=1

z1
k j � Mk, ∀k = {1, ...,K}

J

∑
j=1

z2
jl � Nl , ∀l = {1, ...,L}

Restricciones sobre el número de viajes a realizar teniendo en
cuenta el número de personas a evacuar en las localidades, su
atención logı́stica y médica.
- Evacuación:

J

∑
j=1

xi j = Pi, ∀i = {1, ..., I}

- Atención logı́stica:

K

∑
k=1

z1
k j =

I

∑
i=1

xi j, ∀ j = {1, ...,J}

- Atención médica:

L

∑
l=1

z2
jl =

I

∑
i=1

xi j, ∀ j = {1, ...,J}

xi j,z1
k j,z

2
jl ≥ 0; xi j,z1

k j,z
2
jl ∈ Z+; y j ∈ {0,1}

6. Solución mediante MATLAB
Para la solución de este problema se utilizó el enfoque

sugerido por Zimmermann, descrito con anterioridad, apli-
cado a la función de pertenencia (5). Siguiendo el enfoque
de (Bellman et al.,) para decisión difusa, se considera que
no existe diferencia entre funciones objetivo difusas cix≤ d0
y restricciones difusas Ax � b , se aplica entonces de igual
forma la función de pertenencia tanto a las funciones obje-
tivos difusos como a las restricciones difusas. De tal manera
el modelo propuesto serı́a transformado en un modelo de tipo
(4), añadiendo las restricciones no difusas.
Al aplicar la función de pertenencia (5) a las funciones objeti-
vo difusas estas toman la siguiente forma:

I

∑
i=1

J

∑
j=1

ti jxi j− (z1
te− z0

te)λ ≤ z0
te

J

∑
j=1

c jy j− (z1
costo− z0

costo)λ ≤ z0
costo

K

∑
k=1

J

∑
j=1

t1
k jz

1
k j− (z1

tl− z0
tl)λ ≤ z0

tl

J

∑
j=1

L

∑
l=1

t2
jlz

2
jl− (z1

ts− z0
ts)λ ≤ z0

ts

Donde z0 y z1 expresan los máximos y mı́nimos que alcanzan
dichas funciones de forma independiente y asociadas a las
restricciones no difusas.

1 f o r i =1 : c a n t f u n d i f
2 [ ˜ , f v a l m i n ( i ) = l i n p r o g ( z d i f ( i , : ) , [ ] , [ ] , Aeq , beq ,

lb , up , [ ] , o p t i o n s ) ] ;
3 [ ˜ , f v a l ( i ) = l i n p r o g (− z d i f ( i , : ) , [ ] , [ ] , Aeq , beq , lb

, up , [ ] , o p t i o n s ) ] ;
4 z0d ( i )=−fva lm ( i ) ;
5 z r e s t d ( i , : ) =[ z d i f ( i , : ) −( f v a l m i n ( i ) + fva lm ( i ) ) ] ;
6 end

En el caso de las restricciones de desigualdad se sigue la de-
cisión difusa [2] considerando que no existe diferencia entre
función objetivo difusa y restricción difusa, por lo que se
aplica de igual forma la función de pertenencia; considerando
que bm y bmin son los valores máximos y mı́nimos permiti-
dos a tales restricciones, estas quedarı́an de la siguiente forma:

I

∑
i=1

xi j−E jy j− (b1
min−b1

m)λ ≤ b1
m

J

∑
j=1

z1
k j−Mk− (b2

min−b2
m)λ ≤ b2

m

J

∑
j=1

z2
jl−Nl− (b3

min−b3
m)λ ≤ b3

m
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1 f o r i =1 : c a n t f u n d i f
2 b d i f a ( i ) =bm( i ) ;
3 Adi fa ( i , : ) =[ Adi f ( i , : ) −(bmin ( i )−bm( i ) ) ] ;
4 end

Solo queda plantear el modelo (4), uniendo las funciones ob-
jetivos con las restricciones de desigualdad, y crear la nueva
función objetivo. Luego este es resuelto mediante linprog, al-
goritmo de optimización para programación lineal que utiliza
el método Simplex o Punto Interior.

1 fun =[ z e r o s ( 1 , c a n t v a r ) −1];
2 Bx=[ Adi fa ; z r e s t d ] ;
3 b p r i =[ b d i f a , z0d ] ;
4 Bxeq =[ Aeq , zeos ( c a n t r e s t n d i f e q , 1 ) ] ;
5 b p r i e q =beq ;
6 [ x , s o l u c i o n ]= l i n p r o g ( fun , Bx , b p r i , Bxeq , b p r i e q , [ lb

,− i n f ] , [ up , i n f ] , [ ] , o p t i o n s ) ;

6.1 Caso de estudio
Debido a la seguridad con la que se manejan estos datos,

no están disponibles al público, por lo que no fue posible
obtener los datos reales que se manejan en el proceso de evac-
uación de personas bajo amenaza de desastres en la provincia
de Holguı́n. No obstante, se utilizó para los casos de estudio
(CE), datos diseñados, que están cerca de la realidad.

Con atención médica Sin atención médica
Datos I CE 1 CE 3
Datos II CE 2 CE 4

Para la elaboración de los casos de estudio se consideraron
dos casos, uno en el cual se analiza el enfoque propuesto, en
el que se incluye atención médica y en el otro no se incluye
atención médica, cada uno evaluado en dos instancias del
problema.
Estas instancias presentan las siguientes caracterı́sticas:
Considere que se desea evacuar 14 municipios con pobla-
ciones Pi y se cuenta con 47 centros de evacuación con capaci-
dad K j. Estos, a su vez, reciben atención logı́stica desde 33
centros con capacidades Mk y atención médica desde 33 cen-
tros con capacidades Nl . El costo de utilización de los centros
de evacuación es de ci . Los factores que se variaron fueron
los tiempos de transportación desde los municipios hasta los
centros de evacuación, y de estos hasta los centros de atención
logı́stica y médica.
En la siguiente tabla se presentan los resultados de los casos
de estudio, en la que se muestran los tiempos totales de trans-
portación y el costo de utilización de los centros. También
se propone la solución de estos casos de estudio, resueltos
como problemas sin un enfoque difuso a través del método
minimax ponderado. Además de los tiempos de ejecución de
los algoritmos en cada instancia.

Enfoque difuso
(Zimmermann, 1976) Tiempo (s)

CE1 (7701,218,5851,7401) 4.489904
CE2 (8234,218,4184,5703) 4.496354
CE3 (7701,218,5851) 3.330397
CE4 (8240,218,4179 ) 3.011402

Enfoque no difuso
Minimax ponderado
(Bowman, 1976) Tiempo (s)

CE1 (7218,218,4149,5615) 21.411992
CE2 (7662,218,4149,5615) 22.149234
CE3 (7218,218,5439) 7.964351
CE4 (7662,218,4145) 7.907791

Centrando el análisis solo en la parte cuantitativa de los
resultados obtenidos en los casos de estudio presentados, se
puede plantear que el modelo difuso arroja resultados más
desfavorables que el modelo no difuso. De estos resultados
no podemos limitar al método difuso, ni absolutizar la superi-
oridad del enfoque no difuso, pues en el aspecto cualitativo,
el modelo difuso se considera superior, al no difuso, ya que
logra incorporar y aglutinar el criterio de múltiples expertos;
que en la vida real sin el análisis difuso, cada opinión de un ex-
perto representarı́a un modelo diferente, debido a que es poco
probable que todos tengan la misma opinión o pensamiento
lógico. Por otra parte si se analiza el tiempo de ejecución de
los algoritmos implementados, aquel que brinda solución al
enfoque no difuso puede tardar hasta cuatro veces el tiempo
de ejecución del otro. Para la implementación de los algorit-
mos se utilizó el MATLAB, un lenguaje de programación de
alto nivel, con un enfoque predominantemente matemático;
que permite obtener resultados rápidos y confiables.

7. Conclusiones
En este artı́culo se hace un breve análisis de los funda-

mentos teóricos que sustentan la programación lineal difusa
multi-objetivo, ası́ como la gestión operativa de desastres y
algunos modelos que tratan el tema de la evacuación ante
desastres.
El modelo de programación lineal difuso y multi-objetivo
propuesto contribuye a la gestión operativa de desastres, ya
que facilita la toma de decisiones, además de tener en cuen-
ta múltiples criterios y la presencia de incertidumbre en los
datos.
Se implementaron los algoritmos en MATLAB y los resulta-
dos arrojados permitieron el análisis comparativo de los casos
de estudio y demostraron la funcionalidad del modelo.

Referencias
[1] Nezih Altay and Walter G Green. Or/ms research in

disaster operations management. European journal of
operational research, 175(1):475–493, 2006.



Modelo de Programación Lineal Difusa Multiobjetivo para la evacuación óptima de personas bajo amenaza de
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Introducción
La ecuación del calor, acoplada con determinadas con-

diciones de contacto (que puede ser perfecto o imperfecto),
aparece en el estudio de la transmisión del calor por regiones
compuestas por materiales de distintas propiedades, ası́ como
en otros problemas de la mecánica de sólidos.

Esta diferencia de propiedades puede ser modelada a
través de condiciones de discontinuidad. Diversos árticulos
han estudiado este tipo de problemas mediante un enfoque
numérico. En [?] y [?] se abordan problemas que presentan
discontinuidades mediante el método de Elementos Finitos.
El mt́odo de las Diferencias Finitas, el cual será abordado en
el presente documento, fue utilizado en [?] para resolver las
ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo, en [?] y
[?] es considerado un sistema de ecuaciones con coeficien-
tes dependientes de variables temporales y espaciales, con
condiciones de discontinuidad, en una y dos dimensiones
respectivamente.

A continuación será planteada la ecuación que modela
un problema estacionario de conducción del calor, en el ca-

so unidimensional con condiciones de contacto imperfecto.
Más adelante, en la Sección 1, el método de las diferencias
finitas es aplicado al problema previamente obtenido. En la
Sección 2 se analizará la consistencia y estabilidad del méto-
do, ası́ como la convergencia de la solución numérica a la
solución exacta. Finalmente en la Sección 3 son presentados
y discutidos algunos ejemplos.

0.1 Obtención de la ecuación del calor

La ecuación del calor con convección viene dada por la
expresión

d
∂u
∂ t
−∇ · (a∇u)+b ·∇u+ cu = f en Ω, donde c = ∇ ·b.

(1)
La deducción de esta ecuación a partir de una ley de conserva-
ción y varias relaciones constitutivas puede ser encontrada en
la introducción de [3]. Para el caso de un problema estaciona-
rio (independiente del tiempo), unidimensional (por ejemplo,
el problema de conducción del calor sobre una barra metálica),
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donde b = 0, la ecuación (1) queda reducida a

− d
dξ

(
a(ξ )

d
dξ

u
)
= f , en Ω. (2)

En dicho caso Ω serı́a un intervalo. Si además se considera
que la barra está conformada por secciones, cada una de dife-
rente material, y por lo tanto, con diferentes propiedades, en
cada uno de los puntos de enlace de dichas secciones deben
cumplirse condiciones del tipo Robin

a
du
dξ

+κ(u+−u−) = 0,

donde κ es un coeficiente de transferencia de calor. Es decir,
sobre los enlaces se considerará el flujo proporcional a la
diferencia entre las temperaturas de las secciones en cuestión.
Además se considerará que el flujo se mantiene constante
sobre los puntos de enlace. Denotando como ξk los puntos de
encuentro de dos secciones consecutivas, estas condiciones
quedan como

a(ξ )
d

dξ
u(ξ )

∣∣∣
ξ
−
k

= βkJu(ξ )Kξk
, (3)

y r
a(ξ )

d
dξ

u(ξ )
z

ξk
= 0. (4)

Las constantes βk son conocidas como números de Biot. Para
las condiciones de frontera, que en el caso unidimensional
serán dadas sobre los puntos extremos de Ω, serán seleccio-
nadas condiciones de Dirichlet, u(ξ0) = u0 y u(ξ f ) = u f . De
este modo, con la ecuación (2) junto con las condiciones (3) y
(4), además de las condiciones de frontera, queda establecido
el problema a tratar numéricamente por el método de las dife-
rencias finitas.
Bajo determinadas condiciones de diferenciabilidad de las
funciones a(ξ ) y f (ξ ), y de positividad de a(ξ ), el problema
(2)-(4) posee solución diferenciable hasta determinado orden,
cuya expresión analı́tica, para ξ ∈ (ξ j,ξ j+1), es

u(ξ ) =

−
ξ∫

ξ0

1
a(s)

( s∫
ξ0

f (t)dt− c
)

ds−
j

∑
i=1

1
β j

( ξ j∫
ξ0

f (ξ )dξ − c
)
+u0,

(5)

con

c =

[
u f −u0 + 〈 1

a(ξ )

( ξ∫
ξ0

f (s)ds
)
〉+

l
∑

i=1

1
β j

ξ j∫
ξ0

f (ξ )dξ

]
(
〈 1

a(ξ ) 〉+
l
∑

i=1

1
β j

) ,

donde

〈F(ξ )〉=
ξ f∫

ξ0

F(ξ )dξ .

Esta expresión de u(ξ ) garantiza su acotación, ası́ como la de
sus derivadas.
Nótese que las integrales presentes en (5) podrı́an no ser
expresables en términos de funciones elementales, lo cual re-
presenta otro factor para analizar numéricamente el problema
(2)-(4).

1. Obtención del sistema de ecuaciones
lineales para el problema con

condiciones de discontinuidad
1.1 Formulación del problema

Sean {ξk}l
k=1 números reales tales que

ξ0 = 0 < ξ1 < ξ2 < .. . < ξl < ξl+1 = 1.

Sean además f (ξ ) y a(ξ ) funciones reales infinitamente di-
ferenciables para todo ξ ∈ [ξi,ξi+1], i = 0, . . . , l, con a(ξ )
satisfaciendo la desigualdad

0 < α0 ≤ a(ξ )≤ α1

(donde α0 y α1 son constantes reales). Considérese también
el operador contraste definido como

JF(ξ )Kξi = lı́m
ξ→ξ

+
i

F(ξ )− lı́m
ξ→ξ

−
i

F(ξ ).

El objetivo perseguido es aplicar el método de las diferencias
finitas al problema

− d
dξ

(
a(ξ )

du
dξ

)
= f (ξ ), ξ ∈Ω

∗ = (0,1)\{ξk}, (6)

a(ξ )
du
dξ

∣∣∣
ξ
−
k

= βkJu(ξ )Kξk
, (7)

Ja(ξ )
du
dξ

Kξk
= 0, (8)

con las condiciones de frontera u(0) = t0 y u(1) = t1, donde
t0, t1,βi ∈ R, βk > 0 para todo k = 1, . . . , l.

1.2 Simplificación del problema
Para abordar el problema numéricamente, resultarı́a pro-

vechoso que los puntos de discontinuidad formaran parte de
la malla que será seleccionada, para de este modo utilizar la
información brindada por las condiciones (7)-(8). Esto impe-
dirı́a en muchos casos que dicha malla forme una red uniforme.
La demostración de este hecho será dada a continuación:
Sea ξ̂ un punto del intervalo (0,1). Suponiendo que existe
una red uniforme de dicho intervalo, que contiene a ξ̂ , en-
tonces existen naturales p y q, y un número real h, tal que
ph = ξ̂ y qh = 1, consecuentemente, ξ̂ puede ser expresado
como ξ0 = p/q. Esta expresión conduce a una contradicción
en el caso en que ξ̂ sea irracional. En conclusión, dado un
conjunto de números reales en el intervalo (0,1), no siempre
es posible encontrar una red uniforme que contenga a dichos
puntos como nodos.
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Trabajar con una malla uniforme, simplifica enormemente las
expresiones obtenidas para las aproximaciones de las deriva-
das de las funciones en cuestión. Por esta razón será mostrado
a continuación como transformar el problema (6)-(8), donde
los puntos de discontinuidad no son equidistantes entre si, en
un problema equivalente donde los puntos de discontinuidad
formen una red uniforme.
Para ello considérese la función g(x), lineal por tramos y con-
tinua, obtenida de unir los puntos xi =

i
l+1 con los puntos ξi,

para i = 0, . . . , l +1. La expresión analı́tica para esta función
es

g(x)= (ξi+1−ξi)(l+1)x+ξi(i+1)−iξi+1 si
i

l +1
< x<

i+1
l +1

,

para i= 0, . . . , l. Esta función es positiva, diferenciable en todo
el intervalo (0,1), excepto por los puntos i

l+1 , i = 1, . . . , l, y
en los puntos donde la derivada existe, es mayor que cero.
Definiendo las funciones a1(x) =

a(g(x))
g′(x) y u1(x) = u(g(x)), se

tiene entonces que

− d
dx

(
a1(x)

d
dx

u1(x)
)

=− d
dx

(a(g(x))
g′(x)

d
dξ

u(ξ )
∣∣∣
ξ=g(x)

g′(x)
)

=− d
dx

(
a(g(x))

d
dξ

u(ξ )
∣∣∣
ξ=g(x)

)
=− d

dξ

(
a(ξ )

d
dξ

u(ξ )
)∣∣∣

ξ=g(x)
g′(x).

Consequentemente, sabiendo que u(ξ ) es solución de (6),
entonces u1(x) es solución de la ecuación

− d
dx

(
a1(x)

d
dx

u1(x)
)
= f (g(x))g′(x) = f1(x).

Además, como ξi = g(xi) también se cumple que

(
a1(x)

d
dx

u1(x)
)∣∣∣

x=x−i
=
(a(g(x))

g′(x)
d

dξ
u(ξ )

∣∣∣
ξ=g(x)

g′(x)
)∣∣∣

x=x−i

=
(

a(g(x))
d

dξ
u(ξ )

∣∣∣
ξ=g(x)

)∣∣∣
x=x−i

=
(

a(g(x−i ))
d

dξ
u(ξ )

∣∣∣
ξ=g(x−i )

)
=
(

a(ξ−i ))
d

dξ
u(ξ )

∣∣∣
ξ=ξ

−
i

)
= βiJu(ξ )Kξi

= βiJu1(x)Kxi .

De igual modo puede ser comprobado que

Ja1(x)
du
dx

Kx−i
= Ja(ξ )

du
dξ

K
ξ
−
k
= 0.

De este modo, ha sido demostrado que el problema (6)-(8)
siempre puede ser reducido a un problema de la forma

− d
dx

(
a1(x)

du1

dx

)
= f1(x), x ∈Ω

∗ = (0,1)\{xi =
i

l +1
},

(9)

a1(x)
du1

dx

∣∣∣
x−i

= βiJu1(x)Kxi , (10)

Ja1(x)
du1

dx
Kxi = 0, (11)

con las condiciones de frontera u1(0) = u(g(0)) = u(0) = t0
y u1(1) = t1, donde los coeficientes del nuevo problema satis-
facen todas las condiciones de diferenciabilidad por tramos
(y positividad en el caso de a1(x)), que el problema original.
Además, las discontinuidades de los coeficientes del nuevo
problema conforman una red uniforme en el intervalo (0,1),
de paso 1

l+1 . Esto justifica que, sin perdida de generalidad, el
análisis numérico se realice solo para problemas similares a
(9)-(11).

Observación 1 Una vez obtenida la solución u1(x) de (9)-
(11), es posible recuperar la solución u(ξ ) de (6)-(8) a través
de la relación u(ξ ) = u1(g−1(ξ )), donde g−1(ξ ) representa
la función inversa de g(x), la cual, como fue comentado con
anterioridad, existe y al ser una función lineal por tramo, es
bastante sencilla de determinar.

Observación 2 La simplificación realizada es equivalente a
considerar en el problema original, en cada intervalo (ξi,ξi+1),
un paso distinto hi =

ξi+1−ξi
n , n ∈ N al elegir la malla.

1.3 Selección de la malla y obtención del esquema
en diferencias finitas

Sean {xi}l
i=1 los puntos de discontinuidad de los coefi-

cientes del problema (9)-(11), los cuales conforman una red
uniforme de paso 1

l+1 . Resulta conveniente entonces elegir
una malla uniforme que contenga a los puntos xi entre sus
elementos. Para ello basta con elegir un paso h = 1

n(l+1) , con
n ∈ N. De modo general, la expresión para los elementos de
la malla es

η j =
j

n(l +1)
,

ası́, cuando j = kn, k = 1, . . . , l, entonces η j será el k-ésimo
punto de discontinuidad. Como en dichos puntos la solución
tendrá valores distintos a la derecha y a la izquierda, es con-
veniente entonces, para estos valores de j, definir 2 nodos,
en vez de 1, denotados como η

−
j y η

+
j . Esta selección de

h, junto con las consideraciones adicionales hechas para los
puntos de discontinuidad, dará como resultado una cantidad
de nodos igual a m = n(l + 1)+ l− 1 (sin incluir los extre-
mos del intervalo η0 = 0 y ηn(l−1) = 1). Estos nodos en lo
adelante serán llamados nodos principales. Para simplificar la
notación, en lo adelante se considerará u j = u1(η j), si j 6= kn,
u−j = u1(η

−
j ) y u+j = u1(η

+
j ) si j = kn para k = 1, . . . , l. Para

abordar numéricamente el problema se definirán además los
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nodos auxiliares η j+1/2, como los puntos medios de los nodos
definidos con anterioridad, es decir

η j+1/2 =
η j +η j+1

2
, j = 0, . . . ,n(l +1)−1.

Estos nodos son meramente simbólicos, ya que no estarán in-
cluidos en las ecuaciones que serán obtenidas. Su inclusión se
debe a que servirán de apoyo para calcular las aproximaciones
de las derivadas.
La ecuación (9) puede ser reescrita como

− (J(u1)(x))′ = f1(x),x ∈Ω
∗,

donde J(u1)(x) es el flujo asociado a u1(x), definido como

J(u1)(x) = a1(x)u′1(x).

Para abreviar, en lo adelante se considerará

J(u1)(η j+1/2) = J j+1/2.

Esto permite aproximar la derivada del flujo en los puntos η j,
si j 6= kn, a través de la fórmula en diferencias centrales para
la derivada:

u′(x) =
u(x+h)−u(x−h)

2h
+

h2

12
(u′′′(x+θ2)−u′′′(x−θ1)),

(12)
con 0 < θ1,θ2 < h, y con las fórmulas en diferencias hacia
adelante y hacia atrás para las derivadas en los puntos η

−
j y

η
+
j respectivamente, cuando j = kn, k = 1, . . . , l:

u′(x−) =
u(x−)−u(x−h)

h
− h

2
u′′(x−θ1), (13)

u′(x+) =
u(x+h)−u(x+)

h
+

h
2

u′′(x+θ2). (14)

De este modo

−(J(u1)(η j))
′ ≈−

J j+1/2− J j−1/2

h
, si j 6= kn, (15)

−(J(u1)(η
−
j ))
′ ≈−

J(u1)(η
−
j )− J j−1/2

h/2
, si j = kn, (16)

−(J(u1)(η
+
j ))
′ ≈−

J j+1/2− J(u1)(η
+
j )

h/2
, si j = kn. (17)

Utilizando nuevamente la expresión (12) para aproximar el
flujo J j+1/2, y las condiciones (10) y (11) para J(u1)(η

−
j ) y

J(u1)(η
+
j ) respectivamente se tiene que

J j+1/2 = a1(η j+1/2)u
′
1(η j+1/2)≈ a j+1/2

u j+1−u j

h
,

(18)

J(u1)(η
−
j ) = J(u1)(η

+
j ) = a1(η

−
j )u

′
1(η

−
j ) = βk(u+j −u−j ).

(19)

Sustituyendo (18) y (19) en (15), (16) y (17) se llega a las
ecuaciones lineales buscadas

h−2(−a j− 1
2
u j−1 +(a j− 1

2
+a j+ 1

2
)u j−a j+ 1

2
u j+1) = f (η j),

(20)

−
a j− 1

2

h2 u j−1 +(
a j− 1

2

h2 +
βk

h
)u−j −

βk

h
u+j = f (η−j )/2,

(21)

−βk

h
u−j +(

a j+ 1
2

h2 +
βk

h
)u+j −

a j+ 1
2

h2 u j+1 = f (η+
j )/2.

(22)

La matriz asociada a este sistema es tridiagonal, simétrica y en
la próxima sección será visto que también es definida positiva.
Nótese que los nodos auxiliares introducidos solo aparecen
para evaluar la función a1(x), la cual es conocida. Las compo-
nentes del vector independiente bT = (b1, . . . ,bn(l+1)) son

b1 = f (η1)+h−2a1/2t0,

b j = f (η j), si j 6= kn,

b−j = f (η−j )/2, si j = kn,

b+j = f (η+
j )/2, si j = kn,

bn(l+1) = f (ηn(l+1))+h−2an(l+1)+1/2t1.

1.4 Un ejemplo
A continuación serán aplicados los resultados de la subsec-

ción anterior a un ejemplo especı́fico. Considérese la función
a(x) definida como

a(x) =

 a1 si 0 < x < 1/2,

a2 si 1/2 < x < 1,

con a1,a2 > 0. El problema a analizar numéricamente es

− d
dx

(
a(x)

du
dx

)
= 0, x ∈ (0,1)\{1/2},

a(x)
du
dx

∣∣∣
(1/2)−

= β Ju(x)K1/2,

Ja(x)
du
dx

K1/2 = 0,

donde β > 0. Además se considerarán las condiciones de fron-
tera u(0) = t0 y u(1) = t1. La malla utilizada para dar solución
al problema tendrá paso h = 1/4. De este modo, dicha malla
estará conformada por los valores (0,1/4,(1/2)−,(1/2)+,3/4,1).
Los nodos auxiliares son los puntos

η1/2 = 1/8, η3/2 = 3/8, η5/2 = 5/8, η7/2 = 7/8,

de modo que

a1/2 = a(1/8) = a1,

a3/2 = a(3/8) = a1,

a5/2 = a(5/8) = a2,

a7/2 = a(7/8) = a2.
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De acuerdo a esta información, el sistema de ecuaciones li-
neales derivado de aplicar el método de las diferencias finitas
es

8a1 −4a1 0 0
−4a1 4a1 +β −β 0

0 −β 4a2 +β −4a2
0 0 −4a2 8a2




u1
u2
u3
u4

=


4a1t0

0
0

4a2t1


Nótese que la primera y la última ecuación podrı́an ser dividi-
das entre 4a1 y 4a2 respectivamente, pero no se ha realizado
esta simplificación para conservar la simetrı́a de la matriz.
Los cálculos necesarios para dar solución a este sistema son
bastante extensos, no obstante conducen a la solución

u1 =
c

4a1
+ t0,

u2 =
c

2a1
+ t0,

u3 =
c

2a2
+ c
( 1

β
+(

1
a1
− 1

a2
)

1
2

)
+ t0,

u4 =
3c
4a2

+ c
( 1

β
+(

1
a1
− 1

a2
)

1
2

)
+ t0,

donde

c =
t1− t0

1
2 (a
−1
1 +a−1

2 )+β−1
.

Aun más, es posible comprobar que estos valores coinciden
con los de la solución exacta, la cual es

u(x)=


c

a1
x+ t0 si 0 < x < 1/2,

c
a2

x+ c
(

1
β
+( 1

a1
− 1

a2
) 1

2

)
+ t0 si 1/2 < x < 1.

La coincidencia se debe a que la solución exacta está con-
formada por rectas, por lo que las aproximaciones para sus
derivadas coinciden con las derivadas reales, haciendo que
todos los valores obtenidos sean también exactos.

2. Consistencia, estabilidad y
convergencia

En lo adelante, el problema (9)-(11) será representado
como

L(u1, f1) =−(J(u1)(x))′− f1(x) = 0,

mientras que el problema obtenido por el método de las dife-
rencias finitas, para un determinado valor de h será denotado
como

Lh(uh, fh) =−Ad f uh− fh = 0, (23)

donde −Ad f es la matriz del sistema y fh es el vector inde-
pendiente. Esta nueva notación ayudará en el análisis de la
consistencia y la estabilidad del método de las diferencias
finitas aplicado al problema de valores en la frontera con
condiciones de discontinuidad.

2.1 Estabilidad
En el segundo capı́tulo de [1] es dado el siguiente concepto

de estabilidad

Definición 1 Un método numérico está bien planteado, (o
es estable) si para cualquier h, existe una única solución,
dependiente continuamente de los datos.

Según esta definición, para demostrar la estabilidad del méto-
do aquı́ utilizado, es necesario demostrar que la solución uh
de (23) es única, y además que depende continuamente de los
datos del problema. Nótese que la matriz del sistema, −Ad f ,
es tridiagonal, simétrica, aii > 0 para todo i,

ai(i−1) = a(i−1)i < 0

para todo i> 2 y a(i+1)i+aii+ai(i+1) = 0 para i= 2, . . . ,m−1,
donde m = n(l+1)+ l−1 es la dimensión de la matriz−Ad f .
Además a11 + a12 > 0 y am(m−1)+ amm > 0. Será demostra-
do a continuación que una matriz con estas condiciones, es
definida positiva, es decir,

(vh,−Ad f vh)> 0, ∀vh 6= 0,

donde (·, ·) es el producto escalar usual en Rm y vh una función
definida sobre los nodos de la malla del problema. En efecto,
al ser Ad f tridiagonal y simétrica, entonces

(vh,−Ad f vh) =
m

∑
i=1

aiiv2
i +

m−1

∑
i=1

2ai(i+1)vivi+1. (24)

Utilizando la propiedad a(i+1)i + aii + ai(i+1) = 0 para i =
2, . . . ,m−1, el miembro derecho de (24) puede reescribirse
como

(vh,−Ad f vh)

=(a11 +a12)v2
1 +(am(m−1)+amm)v2

m

+
m−1

∑
i=1

(−ai(i+1)v
2
i +2ai(i+1)vivi+1−ai(i+1)x

2
i+1)

=(a11 +a12)v2
1 +(am(m−1)+amm)v2

m

−
m−1

∑
i=1

ai(i+1)(vi− vi+1)
2. (25)

Finalmente, usando las condiciones ai(i+1) < 0, a11 +a12 > 0
y am(m−1)+amm > 0 se puede concluir que −Ad f es definida
positiva. Esto implica que es inversible, por lo tanto la solu-
ción de (23) existe y es única para cada valor de h. Además,
sustituyendo los valores de a11, amm y ai(i+1) en (25) se obtie-
ne la siguiente expresión

(vh,−Ad f vh) =h−2a1/2v2
1 +h−2am+1/2v2

m

+h−2
m−1

∑
i∈I

ai+1/2(vi− vi+1)
2

+h−1
l

∑
k=1

βk(v+kn− v−kn)
2, (26)
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donde I = {i : i 6= kn∧ xi = x+nk}. La expresión (26) permite
definir una norma en Vh, el espacio de las funciones definidas
sobre los nodos de la malla. Dicha norma será denotada en lo
adelante como ‖ · ‖A y viene dada por la expresión

‖vh‖2
A = (vh,−Ad f vh).

Considérese además la siguiente norma en Vh

‖vh‖2
h = (vh,vh) =

m

∑
i=1

v2
i .

Entonces existe una constante c, independiente de h, tal que

‖vh‖h 6 c‖vh‖A, ∀vh ∈Vh.

En efecto, teniendo en cuenta que a j+1/2 = a1(η j+1/2), que
a1(x) es mayor que una constante positiva α0 para cualquier
valor de x, que las constantes βk son positivas y por lo tanto tie-
nen un mı́nimo β0, entonces, denotando c0 =(mı́n{α0,β0})1/2,
se tiene que, para cualquier valor de i

c0v j =c0

(
v1 +

j−1

∑
i=1

(vi+1− vi)
)

=c0

(
v1 + ∑

i∈I′
(vi+1− vi)+ ∑

i∈K′
(v+i − v−i )

)
,

donde I′ = {i ∈ I, i 6 j−1} y K′ = {i = kn,6 j−1}. Elevan-
do al cuadrado ambos miembros y utilizando la desigualdad
de Minkowski ( d

∑
i=1

pi

)2
6 d

d

∑
i=1

p2
i ,

la cual se cumple para cualquier entero d > 1 y cualquier
suceción de números reales {pi}d

i=1, se tiene que

c2
0v2

j

63
(

c2
0v2

1 + j
j−1

∑
i∈I′

c2
0(vi+1− vi)

2 + l
l

∑
k=1

βk(v+kn− v−kn)
2
)

63
(

a1/2v2
1 + j∑

i∈I
ai+1/2(vi+1− vi)

2 + l
l

∑
k=1

βk(v+kn− v−kn)
2
)
.

Sumando desde j = 1 hasta m

c2
0

m

∑
j=1

v2
j 63

(
ma1/2v2

1 +
m

∑
i=1

j∑
i∈I

ai+1/2(vi− vi+1)
2

+ml
l

∑
k=1

βk(v+kn− v−kn)
2
)

=3
(

ma1/2v2
1 +

m(m+1)
2 ∑

i∈I
ai+1/2(vi− vi+1)

2

+ml
l

∑
k=1

βk(v+kn− v−kn)
2
)
.

Teniendo en cuenta que m = n(l+1)+ l−1 y que h = 1
n(l+1)

y por lo tanto hm = 1+ l−1
n(l+1) 6 2, para todo n ∈ N

c2
0

m

∑
j=1

v2
j

612l
(

h−1a1/2v2
1 +h−2

∑
i∈I

ai+1/2(vi− vi+1)
2

+h−1
l

∑
k=1

βk(v+kn− v−kn)
2
)

612l
(

h−2a1/2v2
1 +h−2am+1/2v2

m

+h−2
∑
i∈I

ai+1/2(vi− vi+1)
2 +h−1

l

∑
k=1

βk(v+kn− v−kn)
2
)
.

Consecuentemente, para toda vh ∈Vh

‖vh‖2
h 6 c‖vh‖2

A, (27)

con c = 12l
mı́n{α0,β0}

, independiente de h. Finalmente, para de-
mostrar la estabilidad del método, basta con tomar la ecuación

−Ad f uh = fh,

y multiplicarla escalarmente por uh. De este modo se obtiene
la relación

‖uh‖2
A = (uh,−Ad f uh) = ( fh,uh).

Utilizando la desigualdad (27) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se obtiene

‖uh‖2
h 6 c‖ fh‖h‖uh‖h,

y luego de simplificar un factor ‖uh‖h

‖uh‖h 6 c‖ fh‖h,

por lo tanto el método es estable, ya que la solución además de
ser única, depende continuamente de los datos del problema.

2.2 Consistencia
Para demostrar la consistencia del método, es necesario

probar que

Lh(u1, f1) = Lh(u1, f1)−L(u1, f1)−→ 0, si h→ 0.

A partir de la aproximación (12), se tiene que

u′1(x) =
u1(x+h/2)−u1(x−h/2)

h

+
h2

48
(u′′′1 (x+θ2)+u′′′1 (x−θ1))

con 0 < θ1,θ2 < h/2, por lo tanto, la acotación de la solución
exacta del problema y de sus derivadas implican que

u1(x+h/2)−u1(x−h/2)
h

= u′1(x)+h2R1,
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con |R1|6 1
24 sup

[0,1]
|u′′′1 (x)|. Sea j 6= kn, entonces

Lh(u1, f1)(η j)

=−
a j+ 1

2

u1(η j+1)−u1(η j)

h −a j− 1
2

u1(η j)−u1(η j−1)

h

h
− f (η j)

=−
a j+ 1

2
u′1(η j+ 1

2
)−a j− 1

2
u′1(η j− 1

2
)

h
− f (η j)

−h(a j+ 1
2
R1

j+1−a j− 1
2
R1

j)

=−
J(u1)(η j+ 1

2
)− J(u1)(η j− 1

2
)

h
− f (η j)

−h(a j+ 1
2
R1

j+1−a j− 1
2
R1

j).

Utilizando nuevamente la aproximación (12), esta vez para el
flujo

Lh(u1, f1)(η j)

=−
J(u1)(η j+ 1

2
)− J(u1)(η j− 1

2
)

h
− f (η j)

−h(a j+ 1
2
R1

j+1−a j− 1
2
R1

j)

=−
(

J(u1)(η j)
)′
− f (η j)−h2R2

j −h(a j+ 1
2
R1

j+1−a j− 1
2
R1

j)

=−h2R2
j −h(a j+ 1

2
R1

j+1−a j− 1
2
R1

j),

con

|R2
j |6

1
24

sup
[0,1]
|
(

J(u1)
)′′′
|= 1

24
sup
[0,1]
| f ′′|,

de modo que

|Lh(u1, f1)(η j)|6
h2

24
sup
[0,1]
| f ′′|+ hα1

12
sup
[0,1]
|u′′′1 (x)|,

o equivalentemente, para h suficientemente pequeño

|Lh(u1, f1)(η j)|6
hα1

6
sup
[0,1]
|u′′′1 (x)|,

donde α1 es el supremo de la función a(x).
De igual manera, las aproximaciones (13) y (14) implican que

u1(x−)−u1(x−h/2)
h/2

= u′1(x
−)+hR3,

u1(x+h/2)−u1(x+)
h/2

= u′1(x
+)−hR3.

con

|R3|6 1
4

sup
[0,1]
|u′′1(x)|.

Luego, para j = kn

2Lh(u1, f1)(η
−
j )

=−
βk(u1(η

+
j )−u1(η

−
j ))−a j−1/2

u1(η
−
j )−u1(η j−1)

h

h/2
− f (η−j )

=−
J(u1)(η

−
j )− J(u1)(η j−1/2)−a j−1/2h2R1

j

h/2
− f (η−j )

=−
J(u1)(η

−
j )− J(u1)(η j−1/2)

h/2
− f (η−j )+2a j−1/2hR1

j

=−
(

J(u1)(η
−
j )
)′
− f (η−j )−2hR3

j −2a j−1/2hR1
j

=−2hR3
j −2a j−1/2hR1

j .

Una aproximación similar puede hacerse para Lh(u1, f1)(η
+
j ),

asegurando que

|Lh(u1, f1)(η
−
j )|6h(

1
4

sup
[0,1]
|u′′1(x)|+

α1

24
sup
[0,1]
| f ′′|),

|Lh(u1, f1)(η
+
j )|6h(

1
4

sup
[0,1]
|u′′1(x)|+

α1

24
sup
[0,1]
| f ′′|).

Por lo tanto, se ha demostrado el resultado requerido, ya que,
tomando la norma ‖·‖h definida en el análisis de la estabilidad

‖vh‖2
h =

m

∑
i=1

v2
i ,

se tiene que

‖Lh(u1, f1)‖2
h

=
m

∑
i=1

(Lh(u1, f1)(ηi))
2

= ∑
j 6=nk

(
Lh(u1, f1)(η j)

)2

+ ∑
j=nk

(
Lh(u1, f1)(η

−
j )
)2

+
(

Lh(u1, f1)(η
+
j )
)2

6m
h2α2

1
36

sup
[0,1]
|u′′′1 (x)|2

+4lh2(
1
16

sup
[0,1]
|u′′1(x)|2 +

α2
1

576
sup
[0,1]
| f ′′|2).

Nuevamente, teniendo en cuenta que mh 6 2,

‖Lh(u1, f1)‖2
h 6

hα2
1

18
sup
[0,1]
|u′′′1 (x)|2

+4lh2
( 1

16
sup
[0,1]
|u′′1(x)|2 +

α2
1

576
sup
[0,1]
| f ′′|2

)
,

o equivalentemente para h suficientemente pequeño

‖Lh(u1, f1)‖2
h 6

hα2
1

9
sup
[0,1]
|u′′′1 (x)|2.

Por lo tanto, el método es consistente, ya que.

‖Lh(u1, f1)‖h −→ 0 si h→ 0.
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2.3 Convergencia
Introduciendo la función de error global eh, definida sobre

los nodos de la malla como

e(η j) = u1(η j)−uh(η j),

se puede apreciar que dicha función satisface las relaciones

−Ad f eh =−Ad f u1− (−Ad f uh) =−Ad f u1− fh = Lh(u1, f1).

Teniendo en cuenta que el método es estable, la función eh,
también cumple que

‖eh‖h 6 c‖Lh(u1, f1)‖h.

Finalmente la consistencia del método y la independencia de
h de la constante c implican

‖eh‖2
h 6 c2 hα2

1
9

sup
[0,1]
|u′′′1 (x)|2 −→ 0 si h→ 0.

Concluyendo, la solución uh converge hacia la solución exacta
u1 cuando h tiende a cero, siempre y cuando esta última sea
al menos tres veces continuamente diferenciable por tramos
en el intervalo (0,1).

3. Algunos ejemplos de la aplicación del
método

Considérese la función

a(x) =


1 si 0 < x < 1/8,

x2 si 1/8 < x < 3/5,

x3 si 3/5 < x < 1.

Entonces, el problema

− d
dx

(
a(x)

du
dx

)
= 0, x ∈Ω

∗ = (0,1)\{1/8,3/5}, (28)

a(x)
du
dx

∣∣∣
x−i

= Ju(x)Kxi , (29)

Ja(x)
du
dx

Kxi = 0, (30)

con las condiciones de frontera u(0) = 1 y u(1) = 2, posee
como solución exacta a

u(x) =



72
673 x+1 si 0 < x < 1/8,

− 72
673

1
x +

1330
673 si 1/8 < x < 3/5,

− 36
673

1
x2 +

1382
673 si 3/5 < x < 1.

La Figura 1 muestra el gráfico de dicha solución.
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Figura 1. Gráfico de la solución exacta del problema
(28)-(30).

Por otro lado, la Figura 2 muestra la comparación de u(x)
(en rojo) con las soluciones numéricas (en azul para n = 2,
n = 5, n = 10 y n = 100, es decir, para un tamaño de paso,
en el problema simplificado, h = 0,25, h = 0,1, h = 0,05 y
h = 0,005.
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Figura 2. Comparación entre las soluciones numéricas para
distintos valores de n y la solución exacta.

La convergencia de las soluciones numéricas hacia la so-
lución exacta a medida que crece n es evidente.
Considérese ahora el mismo problema (28)-(30), pero con
f (x) = sinx+ xcosx = (xsinx)′. En este caso en la fórmula
de la solución general dada en la introducción, aparecerán
términos del tipo

x∫
1/8

sinx
x

,

que no pueden ser expresados en términos de funciones ele-
mentales. La Figura 3 muestra las distintas aproximaciones
de la solución para este nuevo problema, a partir de distintos
valores de n.
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Figura 3. Soluciones numéricas para distintos valores de n
del problema (28)-(30) modificado.

4. Conclusiones
El problema de conducción del calor con condiciones de

contacto resulta de especial interés en la teorı́a de la homoge-
neización, ya sea simple o reiterada, donde aparecen proble-
mas de este tipo, que al depender de un parámetro rapı́damente
oscilante, dificulta su tratamiento numérico. Sin embargo, du-
rante el proceso de homogeneización aparecen los llamados
problemas locales, además del problema homogeneizado, los
cuales presentan una estructura similar al problema original,
pero son independientes del parámetro pequeño, por lo tanto
si resulta conveniente tratarlos numéricamente.
En el presente informe, luego de simplificar el problema ori-
ginal para que cumpliera determinadas condiciones, fue apli-
cado el método de las diferencias finitas a la ya mencionada
ecuación, provando finalmente, la estabilidad y consistencia
del método y por lo tanto la convergencia de las soluciones
numéricas a la solución exacta. las funciones de MATLAB
implementadas fueron discutidas e incluidas en el anexo y
algunos ejemplos fueron discutidos.
Otra método numérico factible para abordar la ecuación aquı́ es-
tudiada es el método de elementos finitos, puesto que es posi-

ble encontrar una formulación variacional para el problema
de conducción del calor con condiciones de discontinuidad.
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Tabla de Evaluación de Stress para Escalamiento
Multidimensional
Stress Evaluation Table for Metric Multidimensional
Scaling
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Resumen El Escalamiento Multidimensional es una técnica de exploración multivariada que permite, mediante
la minimización de una función de pérdida STRESS, la reducción de la dimensión de los datos para la búsqueda
de patrones en la estructura de los mismos. Para medir la bondad de ajuste de la representación a partir de su
valor de STRESS se han planteado numerosos criterios empı́ricos, teniendo en cuenta que, cuando se estudia
un número grande de objetos, los valores de STRESS tienden a crecer junto a la dimensión del problema. En
esta investigación se presenta una tabla probabilı́stica de evaluación de STRESS con la intención de contar
en la práctica de cotas superiores para dicha magnitud. Esta tabla se obtuvo a partir generación aleatoria de
matrices de disimilitud y su procesamiento por varios métodos de Escalamiento Multidimensional.
Abstract Multidimensional Scaling is a multivariate exploration technique that allows to reduce dimension on
data by minimizing a loss function called STRESS so that we can find patterns on the data structure. To measure
the goodness of the adjusted representation from its STRESS value it has been studied a number of empirical
criteria, knowing that STRESS tends to increase along with the dimension of the problem when the number of
objects is large. This investigation presents a probabilistic table for STRESS evaluation, obtained from study of
random dissimilarity matrices, intended to find heights for that magnitude.
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Introducción
El Escalamiento Multidimensional (Multidimensional Sca-

ling, MDS por sus siglas en inglés) es una técnica exploratoria
para el análisis de similitudes y disimilitudes entre objetos;
en general, medidas de relación entre varios individuos de
estudio. La técnica intenta modelar los datos como distancias
entre puntos en un espacio geométrico, usualmente que sea
reconocible de manera visual.

Para realizar MDS es necesario un algoritmo computacio-
nal que a partir de los datos iniciales sea capaz de encontrar
una representación fiel a la realidad. Para medir la bondad de
ajuste de una solución se utiliza la función STRESS o alguna
de sus variantes.

En la evaluación de la calidad de la representación del
MDS a partir de su valor de STRESS se han planteado nume-
rosos criterios empı́ricos teniendo en cuenta que, cuando se
estudia un número grande de objetos, los valores de STRESS

tienden a crecer junto a la dimensión del problema.
En esta investigación se presentan tablas probabilı́sticas

de evaluación de STRESS con la intención de contar en la
práctica de cotas superiores para dicha magnitud. Esta tabla
se obtuvo a partir generación aleatoria de matrices de disimili-
tud y su procesamiento mediante métodos de Escalamiento
Métrico y No Métrico.

1. Perspectiva de Escalamiento
Multidimensional

En el MDS se representan medidas de similitud o disimili-
tud entre pares de objetos (individuos), como distancias entre
espacios de baja dimensión, usualmente 2 ó 3. La represen-
tación gráfica que provee el Escalamiento Multidimensional
permite literalmente explorar su estructura visualmente, lo
que revela regularidades que permanecen ocultas cuando se
estudian los números indistintamente. [9]
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En dependencia de la transformación utilizada para el
escalamiento de las proximidades iniciales, los modelos de
MDS se clasifican en Métrico y No Métrico. El modelo más
utilizado en la literatura es el no métrico u ordinal que se basa
en la premisa de que las disparidades están en escala ordinal,
lo que significa que para la construcción de las distancias
finales solo importa el orden inicial de las proximidades y
no se tiene en cuenta su valor. El modelo no métrico posee
varias ventajas respecto al métrico, ya que los valores de
bondad de ajuste son mejores que su contraparte, también el
proceso de optimización es más flexible, lo que permite mover
con mayor libertad las disparidades. Las desventajas de este
modelo radican en la aparición de soluciones degeneradas
y que no se tiene en cuenta como información relevante las
nociones de cercanı́a o lejanı́a. [5] [6]

Se trabaja con MDS Métrico cuando la función de dispa-
ridades es continua, paramétrica y monótona. En este caso
se desea conservar, además de los rangos ordinales entre las
proximidades, la noción de magnitud entre ellas. Estos mo-
delos poseen la ventaja de que a partir de las caracterı́sticas
de la función de disparidad es posible buscar propiedades
matemáticas deseables para los algoritmos. Además, el mo-
delo métrico evita la degeneración al imponer una estructura
menos flexible que el modelo ordinal. Su desventaja radica
en la bondad de ajuste, pues la libertad de movimiento de las
disparidades es controlada por una función continua y para
lograr una buena representación se requiere datos bastante
precisos. Por lo anterior, los valores de STRESS en el caso
del modelo métrico serán generalmente mayores, aun cuando
las representaciones sean aproximadamente equivalentes. [3]
[4]

A partir del planteamiento matemático del problema del
MDS, los algoritmos pueden dividirse en dos ramas: técnicas
algebraicas y algoritmos iterativos. Dentro de las primeras se
encuentra el Escalamiento Clásico, cuya función de ajuste es
el STRAIN y su optimización se basa en la teorı́a de la des-
composición espectral. [8] [5] Dentro de los iterativos están,
por ejemplo: los cuasi-Newton, máximo descenso, ALSCAL,
SMACOF, entre otros; ası́ también como métodos heurı́sticos
aproximados.

Los algoritmos iterativos son un poco más flexibles que
el MDS Clásico, pues permiten el re-escalamiento óptimo de
los datos. Usualmente estos algoritmos parten de una configu-
ración inicial, mueven los puntos para reducir el STRESS, y
posteriormente reescalan las disimilitudes iniciales de forma
óptima para generar nuevas disparidades, dentro de los lı́mites
de los datos. Este proceso de modificar la configuración del
MDS (manteniendo fijas las disparidades), y re-escalar las
disparidades (manteniendo fijas las distancias), se repite hasta
lograr convergencia.[3] [4]

Sin embargo, no en todos los casos los resultados han sido
del todo satisfactorios especialmente cuando la dimensión 1
(i.e cantidad de individuos) es alta. Además, la implementa-
ción de una herramienta a partir del material disponible resulta
una tarea que en ocasiones se hace imposible debido a que las

explicaciones en la literatura no son del todo claras y resultan
insuficientes.[11]

1.1 STRESS y calidad de la representación
Para medir la bondad de ajuste de una solución se utiliza

la función STRESS o alguna de sus variantes. Sea X(n×p) una
configuración en Rp, la expresión de X como solución del
MDS en p dimensiones se halla generalmente minimizando
la función de pérdida Stress−1 ó de Kruskal, dada por:

Stress−1 =

√√√√√√√
∑
i< j

(di j − δ̂i j)
2

∑
i< j

d2
i j

donde los di j son las nuevas distancias euclı́deas, obtenidas
de las nuevas coordenadas para los puntos de Ω.[8] [6]

Esta función toma valores en el intervalo [0,1] y expresa si
la representación obtenida refleja correctamente las relaciones
de distancias originales. Otras variantes de la función de Stress
son: el Stress-normado y el S-Stress.[3] [4]

Para evaluar la calidad de la representación del MDS a
partir del STRESS existen varias opiniones. Esta investiga-
ción sigue dos lı́neas de esta teorı́a: los criterios empı́ricos
de Kruskal de 1964, y el de bondad de ajuste bajo selección
aleatorizada planteado por Borg, Groenen, & Mair en 2013.
[10] [4]

El criterio empı́rico de Kruskal se basa en la experiencia
del investigador, y establece las siguientes clasificaciones para
una representación de puntos:

Stress Ajuste
0.20 Pobre
0.10 Justo
0.05 Bueno
0.025 Excelente
0 “Perfecto”

Borg, Groenen, & Mair indican que una solución de MDS
perfecta es aquella que tiene STRESS = 0, pues en este caso
las distancias de la configuración representan los datos de
manera precisa (en el sentido deseado). Esto conlleva a la
pregunta de cuándo un valor de STRESS es suficientemente
bueno.

Primeramente ha de analizarse que el algoritmo utilizado
debe ser capaz de reconocer patrones ocultos en los datos, i.e.
captar la topologı́a de estos, reconocer que los datos poseen
cierta estructura, y que no son solo un conjunto de datos
aleatorios. Según los autores, la evaluación de un valor de
STRESS especı́fico es una cuestión compleja, que involucra
un gran número de parámetros y consideraciones.

En general, un valor de STRESS es suficientemente bueno
si es menor que el valor esperado de STRESS a partir de
aleatorización de las matrices de disimilitud. Si esto no se
cumple, es imposible interpretar significativamente en ningún
sentido las distancias que se obtienen mediante el algoritmo,
ya que estas no están realmente relacionadas con los datos.
[12]
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En [12] se establecen lı́mites de aleatorización del STRESS,
o sea el lı́mite que indica que un valor por debajo de él tiene
probabilidad 1% de ser obtenido a partir de configuraciones
aleatorias, o sea el percentil de la distribución empı́rica bajo
simulaciones.

Otras medidas, como el STRESS por punto, y los dia-
gramas de Shepard se reportan que pueden ser útiles. No
obstante, en la práctica, los valores de STRESS obtenidos con
datos reales son menores que los que provienen de selección
aleatoria, esto se debe a la estructura propia de dichos datos.

2. Evaluación del STRESS para matrices
aleatorias

La evaluación del STRESS es costosa cuando el número
de individuos es elevado, pero cuando la dimensión crece es
importante obtener indicadores de la calidad de la representa-
ción.

Teniendo en cuenta que, una matriz de disimilitudes que
representa datos reales contiene una estructura subyacente
al escalamiento, pero una matriz de disimilitudes generada
aleatoriamente carece de estructura predefinida, es acertado
pensar que los valores de STRESS que se obtienen de escalar
matrices aleatorias son mayores que aquellos que se obtienen
de matrices reales. Por lo cual, los valores de ajuste obteni-
dos del escalamiento de matrices aleatorias proveen una cota
superior en la práctica para la función de STRESS.

En 1969, Klahr muestra que para 8 objetos los valores de
STRESS obtenidos del escalamiento de matrices aleatorias
eran superiores a los de matrices con estructura real. Posterior-
mente, en 1973, Spence and Ogilvie reportan experimentación
con matrices aleatorias de 12-48 objetos y de 1-5 dimensiones.

En 1978, Levine produce una tabla que refleja la probabi-
lidad de encontrar un valor especı́fico de STRESS para una
configuración dada. Esta tabla muestra valores de STRESS de
1–5 dimensiones para 6, 8, 10, 12, 16, 20 y 24 objetos. Esta
idea fue retomada por Sturrock & Rocha, en 2000, quienes
ofrecen una tabla de valores aleatorios de STRESS para 5-100
objetos escalados por métodos no métricos.[12]

Borg & Groenen plantean la necesidad de obtener el valor
esperado bajo selección aleatoria de la función de STRESS
como posible cota superior. Sin embargo, no se cuenta en la
literatura con cifras de este tipo para el modelo métrico. [4]

El objetivo de esta investigación es elaborar una tabla que
recopile los percentiles de nivel 1 de una muestra de valores
de STRESS obtenidos a partir del escalamiento de matrices de
disimilitud generadas aleatoriamente para contar en la práctica
con cotas superiores de bondad de ajuste.

Para ello se generaron matrices de disimilitud de 5-25 ob-
jetos a partir de una distribución uniforme [0,1] (800 matrices
en cada caso) que fueron escaladas mediante MDS No métri-
co con Evolución Diferencial y MDS Métrico con CMA-ES
absoluto.

La selección de estos algoritmos se basa en trabajos pre-
vios de los autores donde, al aplicar Escalamiento Multidi-
mensional empleando diferentes Metaheurı́sticas a ejemplos

de la literatura y reales, se obtuvieron los mejores resultados
para los métodos antes mencionados. [11] [10]

2.1 Evolución Diferencial en MDS No Métrico
Los algoritmos evolutivos son métodos de búsqueda diri-

gida basada en probabilidad. Estos algoritmos establecen una
analogı́a entre el conjunto de soluciones de un problema y el
conjunto de individuos de una población natural, codificando
la información de cada solución en un string a modo de cro-
mosoma. A tal efecto se introduce una función de evaluación
de los cromosomas, que llamaremos calidad (“fitness”) y que
está basada en la función objetivo del problema. Igualmen-
te se introduce un mecanismo de selección de manera que
los cromosomas con mejor evaluación sean escogidos para
“reproducirse” más a menudo que los que la tienen peor.[13]

La Evolución Diferencial se caracteriza por el uso de
vectores de prueba, los cuales compiten con los individuos de
la población actual a fin de sobrevivir. El algoritmo asume que
las variables del problema a optimizar están codificadas como
un vector de números reales y que el dominio de las variables
del problema está restringido por ciertas cotas definidas para
cada variable. Dado que se opera con una población en cada
iteración, se espera que el método converja de modo que al
final del proceso la población sea muy similar, y en el infinito
se reduzca a un solo individuo. [7]

2.2 CMA-ES en MDS Métrico
La estrategia evolutiva de adaptación de la matriz de cova-

rianzas o Covariance Matrix Adaptation Evolution Estrategy
(CMA-ES, por sus siglas en inglés) es uno de los algoritmos
de optimización continua más exitoso de los últimos años.
Este algoritmo controla mediante la adaptación de la matriz
de covarianzas los pasos individuales en cada dirección y las
relaciones entre las coordenadas.[2]

Mediante una distribución normal se generan las mutacio-
nes, creando la nueva población. CMA-ES adapta la matriz
de covarianzas de la distribución normal multivariante de mu-
taciones, captando las relaciones de dependencia entre las
variables, ya que la matriz de covarianzas define la dependen-
cia por pares entre las variables de la distribución.

CMA-ES está especialmente orientada para el escenario
provisto de problemas “black-box” y puede sobrellevar proble-
mas de alta dimensionalidad de forma rápida. Está diseñada
para tomar ventaja de espacios escarpados, problemas no se-
parables, no linealidad, no suavidad y multimodalidad del
STRESS. El STRESS es considerado una función de “black-
box”, pues su dominio no se conoce explı́citamente, pero el
valor de cada representación puede calcularse, siendo esta la
única información disponible.[1]

3. Resultados
Se generaron 20000 matrices de disimilitud aleatoriamen-

te (distribuidas como se describe anteriormente), y se procesa-
ron por MDS Métrico con CMA-ES Absoluto (disimilitudes
no escaladas) y MDS No Métrico con Evolución Diferencial.
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El procesamiento de las muestras permitió la elaboración
de tablas para cada algoritmo [Figuras 1 y 3] que representan
los valores Mı́nimos y Máximos, Medias y percentiles de nivel
1 para cada cantidad de objetos estudiada (5-25).

Figura 1. Tabla Stress. MDS con CMAES

Figura 2. Curva de crecimiento CMAES

El percentil de nivel 1 aporta una cota superior de los
valores esperados de STRESS para un número especı́fico de
objetos cuando se trabaje con datos reales.

Como era esperado, los valores de STRESS crecen al
crecer el número de objetos. En las Figuras 2 y 4 puede apre-
ciarse el comportamiento de los valores de STRESS al crecer
la dimensión.

Los resultados obtenidos para los dos métodos empleados
coinciden con los reportados por Sturrock & Rocha (2000).

Figura 3. Tabla Stress. MDS con Evolución Diferencial

Conclusiones
Se generaron 20000 matrices de disimilitud aleatoriamen-

te, y se procesaron por MDS No Métrico con Evolución Di-
ferencial y MDS Métrico con CMA-ES absoluto. El procesa-
miento de las muestras permitió la elaboración de una tabla
que representa los percentiles de nivel 1. La tabla elabora-
da ofrece cotas superiores de calidad para la evaluación del
STRESS en estos métodos. Las cifras obtenidas sirven como
herramienta al investigador para juzgar a partir del valor de
STRESS de su representación si el método empleado reconoce
la estructura original de los datos. Se trabaja en el incremen-
to del número de objetos y la validación de los resultados
mediante su comparación con ejemplos reales.
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Soluciones de onda viajera de un modelo continuo

de transmisión de energı́a en medios no

homogéneos

Traveling-wave solutions of a continuous model of

energy transmission in non-homogeneous media

Jorge E. Macı́as-Dı́az

Abstract En este trabajo, se investigará la existencia de soluciones de un model continuo de transmisión de

ondas en medios no homogéneos. Una extensión del método clásico de integrales directas (también conocido
como el método de la ecuación de prueba) será empleada en este trabajo para derivar soluciones analı́ticas

del modelo bajo estudio. Todas las soluciones que se obtendrán son ondas viajeras descritas de forma exacta.

Abstract In this work, we investigate the existence of exact solutions of a continuous model of wave transmis-
sion in nonhomogeneous media. An extension of the classical method of direct integrals (also known as the

trial equation method) is used in this work in order to derive some analytical solutions of the model under study.
All the solutions derived in this work are actually traveling waves that are presented in exact form.
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Nonlinear hyperbolic equations — Time-dependent coefficients — Traveling-wave solutions
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Introduction

The classical Klein–Gordon equation and its (continuous and

discrete) nonlinear generalizations are models that describe a

wide range of phenomena in modern physics. Among many

other recent reports, equations of the Klein–Gordon and sine-

Gordon types have been employed to obtain a vast family of

localized solutions in exact form [1], to study the behavior of

a massive scalar field in a charged rotating hairy black hole

[2], to explore the dynamics of genuine continuum breathers

and the conditions under which it persists in a PT -symmetric

medium [3], as a model to construct non-equilibrium steady

states in arbitrary spatial dimensions under a local quench

[4], as an example of a discrete model for which phase-shift

breathers cannot be supported [5] and in the investigation of

the phenomenon of nonlinear supratransmission in nonlinear

regimes [6] among other applications [7, 8].

Most of the Klein–Gordon models investigated in the lit-

erature consider the presence of constant coefficients. Indeed,

most of the relevant models are particular cases or (continu-

ous or discrete) extensions of the nonlinear hyperbolic partial

differential equation

utt + dut − a2uxx + bu+ cu3 = 0, (1)

where u is a function of the real variables x and t. Meanwhile,

the symbols ut , utt and uxx represent the partial derivatives

of u with respect to t, t2 and x2, respectively, and a, b, c

and d are usually fixed real numbers. This last requirement

physically implies that the media described by those Klein–

Gordon models are homogeneous in both space and time.

Motivated by these facts, we will consider here an in-

homogeneous generalization of the damped Klein–Gordon

equation in which the coefficients are functions of time. The

goal of this work is to propose expressions for traveling-wave

solutions of that model, as well as conditions on the (non-

constant) coefficients and the wave velocities that guarantee

the existence of such solutions. To that end, we will employ

the extension of the method of direct integrals (also known as

the trial equation method) proposed in [1]. Such approach is

a generalization of the method designed by W.-X. Ma and B.

Fuchssteiner for partial differential equations with constant

coefficients [9]. It is important to mention that different ap-

proaches have been employed in the literature to determine

traveling-wave solutions of nonlinear models in physics [10].

However, the generalized trial equation technique is partic-

ularly interesting in view of its simplicity and the fact that

various families of solutions are fully characterized through

the values of discriminant systems (for instance, see [11, 12]

and references therein).

This note is sectioned as follows. In Section 1, we present

the damped Klein–Gordon equation with time-dependent co-
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efficients that motivates this work. The method of the direct

integral is used then to determine traveling-wave solutions of

the model. The expressions of the constant parameters re-

quired by the direct integral method are derived, along with

necessary conditions for the existence of the solutions. In

Section 2, we consider various particular cases and, in each

of them, we derive traveling-wave solutions of the paramet-

ric Klein-Gordon equation of interest. We will note in that

section that some of the traveling-wave solutions that we will

obtain are complex-valued functions. Finally, we close this

work with a section of concluding remarks.

1. Klein–Gordon equation

In this work, we will use the symbol R+ to represent the

set of nonnegative real numbers, and we will suppose that a,

b, c and d are real-valued and Riemann-integrable functions

defined on R+. Throughout we will assume that u is a non-

negative real function on the vector (x, t) ∈R×R+ with con-

tinuous partial derivatives up to the second order, satisfying

the partial differential equation

utt + d(t)ut − a2(t)uxx + b(t)u+ c(t)u3 = 0. (2)

Note that this model is a generalization of the Klein–Gordon

equation (1), which considers now non-constant coefficients

that depend on the temporal variable.

In the present work, we will use an extension of the method

of direct integrals (or trial equation method) proposed by W.-

X. Ma and B. Fuchssteiner in [9] in order to account for the

presence of time-dependent coefficients. Such parametric ap-

proach has been used recently for simpler diffusive models

[1, 13]. Following the approach described in [1], we assume

the existence of traveling-wave solutions of the model (2)

which take the form

u(x, t) = u(ξ ), (3)

where

ξ = ξ (x, t) = κ(t)x+ω(t), (4)

for suitable functions κ ,ω : R+ →R with continuous deriva-

tives up to the second order.

Using these assumptions and the chain rule, the following

identities readily follow:

ut = (κ ′(t)x+ω ′(t))u̇, (5)

utt = (κ ′(t)x+ω ′(t))2ü+(κ ′′(t)x+ω ′′(t))u̇, (6)

uxx = κ2(t)ü. (7)

Here, u̇ represents the derivative of u = u(ξ ) with respect to

ξ , and ü denotes the respective second derivative of u. Sup-

pose that there exist a nonnegative integer m and real con-

stants αi for each i = 0,1, . . . ,m, such that

(u̇)2 =
m

∑
k=0

αkuk. (8)

As a consequence,

ü =
1

2

m

∑
k=1

kαkuk−1. (9)

Substituting the formulas (5)–(7) as well as the expansion

(8) into our model, we obtain the ordinary differential equa-

tion

Θ(x, t)u̇+Λ(x, t)
k

∑
k=1

kαkuk−1 + b(t)u+ c(t)u3 = 0, (10)

where

Θ(x, t) = [k′′(t)+ d(t)κ ′(t)]x+ω ′′(t)+ d(t)ω ′(t), (11)

Λ(x, t) =
1

2

[

(κ ′(t)x+ω ′(t))2 − a2(t)κ2(t)
]

. (12)

Note that the left-hand side of (10) is a polynomial in the

variables u and u̇ which must be equal to zero. Applying

he balancing principle, it follows that m = 4. Moreover, as

additional consequences of the balancing principle we obtain

that

Θ(x, t) = 0, (13)

2α2Λ(x, t)+ b(t) = 0, (14)

4α4Λ(x, t)+ c(t) = 0, (15)

for every (x, t) ∈ R×R+. Note also that α1 = α3 = 0 must

be satisfied.

Several simplifications readily follow from these last iden-

tities. Indeed, the facts that both α2 and α4 are constants

together with Equations (14) and (15) imply that Λ depends

only on the temporal variable. This and the expression of Λ
yield that κ ′(t) = 0. Equivalently, κ(t) must be equal to a

constant κ ∈ R. Therefore both Θ and Λ are functions ex-

clusively of t, and the conditions (13)–(14) can be rewritten

as

ω ′′(t)+ d(t)ω ′(t) = 0, (16)

α2 =
b(t)

κ2a2(t)− (ω ′(t))2
, (17)

α4 =
c(t)

2 [κ2a2(t)− (ω ′(t))2]
, (18)

for each t ∈ R+. Observe that κ must be a real number such

that the right-hand sides of the last two equations are con-

stants.

Before we close this section, it is important to note that

the solution (16) can be readily expressed in analytic form.

Moreover, constant functions ω(t) = ω satisfy this equation.

Also, in the absence of the damping term the function ω
adopts the form ω(t) = ω1t +ω2, where ω1 and ω2 are real

constants.



Soluciones de onda viajera de un modelo continuo de transmisión de energı́a en medios no homogéneos 133

2. Exact solutions

Following the results in Section 1, let m = 4, let α1 = α3 = 0,

and suppose that α0 ∈ R and that the expressions in (17) and

(18) are constant real numbers. Using the change of variable

u = v1/2 and some algebraic simplifications, Equation (8) be-

comes

(v̇)2 = 4α4v3 + 4α2v2 + 4α0v. (19)

To simplify this expression we let w = (4α4)
1/3v. Expressing

the identity (19) in terms of w, separating variables in the

resulting equation and integrating both sides, we obtain

∫

dw
√

w(w2 + b1w+ b0)
=±(4α4)

1/3(ξ − ξ0), (20)

where b1 = 4α2(4α4)
−2/3 and b0 = 4α0(4α4)

−1/3, and ξ0 is

an arbitrary real number.

Let F be the polynomial inside the radical in the inte-

grand of the last equation as a function of w. Note that the

discriminant of F(w) is given by ∆ = b2
1 − 4b0. Accordingly,

various cases can be considered now depending on the dis-

criminant and the constants in the expansion (8). Following

the approach used in [1], we will consider those cases next.

Case 1. ∆ = 0, w > 0, α2 < 0 and a4 > 0

In this case, the following functions are solutions of (2):

u =±
√

|α2|
2α4

tanh

(
√

|α2|
2

(ξ − ξ0)

)

, (21)

u =±
√

|α2|
2α4

coth

(
√

|α2|
2

(ξ − ξ0)

)

. (22)

Case 2. ∆ = 0, w > 0, α2 > 0 and a4 > 0

Under these conditions, the solution is given by

u =±
√

α2

2α4

tan

(
√

α2

2
(ξ − ξ0)

)

. (23)

Case 3. ∆ = 0, w > 0 and b1 = 0

In this case, the corresponding solution is

u =±
3
√

2
3
√

α4(ξ − ξ0)
. (24)

Case 4. ∆ > 0, b0 = 0, w >−b1, α2 > 0 and α4 > 0

In this case, the integrations yield the solutions

u =±
√

α2

α4

[

1

2
tanh2

(
√

α2

2
(ξ − ξ0)

)

− 1

]1/2

, (25)

u =±
√

α2

α4

[

1

2
coth2

(
√

α2

2
(ξ − ξ0)

)

− 1

]1/2

. (26)

It is worth mentioning here that, unfortunately, these func-

tions take on values in the system of the complex numbers

and they do not provide meaningful real solutions of (2). How-

ever, more relevant solutions are given by (see [13])

u =±
√

α2

α4

(

sech(
√

α2(ξ − ξ0))

1−
√

2tanh(
√

α2(ξ − ξ0))

)

. (27)

Case 5. ∆ > 0, b0 = 0, w >−b1, α2 < 0 and α4 > 0

The following function is a solution of the damped Klein-

Gordon equation:

u =±
√

|α2|
α4

[

1

2
tan2

(
√

|α2|
2

(ξ − ξ0)

)

− 1

]1/2

. (28)

Again, it is easy to realize that this solution exists only for

values of ξ for which the term in the brackets is a nonnegative

number.

Case 6. ∆ > 0, b0 = 0, w >−b1, α2 > 0 and α4 < 0

In this case, we have the following exact solutions of (see

[13]):

u = ±
√

2α2

|α4|
(1+ cosh(2

√
α2(ξ − ξ0))

−1/2
, (29)

u = ±
√

α2

|α4|
sech(

√
α2(ξ − ξ0)) . (30)

Case 7. ∆ > 0, b0 6= 0 and α < β < γ
In a first stage, we suppose that ∆ > 0, b0 6= 0, α < β < γ are

real numbers with one of them equal to zero, the others are

solutions of w2 + b1 + b0 = 0, and α < w < β . Under these

circumstances,

u=± 6
√

4α4

[

α +(β −α)
2

sn
(

3
√

α4/2
√

γ −α(ξ − ξ9),m
)

]1/2

.

(31)

Here, sn represents the Jacobi elliptic sine function and

m2 =
β −α

γ −α
. (32)

Secondly, suppose that ∆ > 0, b0 6= 0, α < β < γ are as be-

fore and w > γ . The solution of this case is provided by the

formula

u =± 6
√

4α4

[

γ +β sn2
(

3
√

α4/2
√

γ −α(ξ − ξ9),m
)]1/2

cn2
(

3
√

α4/2
√

γ −α(ξ − ξ9),m
) ,

(33)

where m is defined as in Case 6 and cn represents the Jacobi

elliptic cosine function.

3. Conclusions

In this letter, we used an extension of the direct integral method

or trial equation method to determine exact solutions of a
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damped Klein-Gordon equation with time-dependent coeffi-

cients. The extension of the direct integral method used here

is based on a paper by Liu [1], and it does not require for

the coefficients of the trial equation to be constant. Instead,

the approach followed here assumes that those coefficients

are functions of the temporal variable. This technique is

applied to a partial differential equation with non-constant

coefficients that generalizes the well-known damped Klein–

Gordon model with nonlinear reaction. As a result of our

derivations, some traveling-wave solutions of our model have

been calculated in exact form, and pertinent conditions on

the coefficients of the model and the wave velocity are estab-

lished in order to guarantee the existence of such solutions.
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Modelación y solución del problema del péndulo
doble utilizando RK-4
Modeling and solving the double pendulum problem
using RK-4
Miguel Ángel Abreu Terán1, Alejandro Mesejo Chiong2, Glicerio Viltres Castro1

Resumen En el presente trabajo se aborda el estudio del problema de oscilaciones de un péndulo doble,
como un caso aparentemente sencillo de un sistema fı́sico que puede mostrar un comportamiento caótico. Se
presenta de manera breve la formulación analı́tica del problema para obtener dos Ecuaciones Diferenciales
de segundo orden, acopladas y altamente no lineales. Estas ecuaciones están asociadas a los ángulos θ1 y
θ2, por cuanto bajo condiciones iniciales conocidas es posible resolver el problema original desarrollando un
algoritmo Runge-Kutta de orden cuatro “RK4” para obtener la solución numérica.Para el cálculo numérico se
empleó el SAC Wolfram Mathematica 9.0.Al final se presentan comparaciones entre las soluciones obtenidas
por las diferentes alternativas propuestas y diferencias significativas que existen entre la solución del sistema
original de Ecuaciones Diferenciales No Lineales y su respectiva linealización.
Abstract In the present work the study of the problem of oscillations of a double pendulum is approached as
an apparently simple case of a physical system that can show a chaotic behavior. The analytical formula of
the problem is presented briefly to obtain the second order differential equations, coupled and highly nonlinear.
These equations are associated with the angles θ1 and θ2, because under known initial conditions it is possible
to solve the original problem by developing a Runge-Kutta algorithm of order ”RK4” to obtain the numerical
solution. For the numerical calculation the SAC Wolfram Mathematica 9.0 was used. At the end, comparisons are
presented between the solutions obtained for the different proposed alternatives and significant differences that
exist between the system solution original of Nonlinear Differential Equations and their respective linearization.
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modelación matemática — EDOs no lineales — solución de sistemas de EDOs no lineales
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Introducción
La mecánica es la rama de la Fı́sica que estudia y analiza

el movimiento y reposo de los cuerpos al igual que su evo-
lución en el tiempo, bajo la acción de fuerzas. La mecánica
analı́tica es una formulación abstracta y general de la mecáni-
ca que permite el uso en igualdad de condiciones de sistemas
inerciales o no inerciales sin que, a diferencia de las leyes
de Newton, la forma básica de las ecuaciones de movimiento
cambie. Se considera que el rasgo determinante es considerar
la exposición y planteamiento de la misma en términos de
coordenadas generalizadas.

Si se quiere estudiar un sistema fı́sico es importante en
principio conocer los elementos, variables, parámetros y po-
sibles comportamientos que pueden derivarse de un determi-
nado escenario o evento. En general un péndulo doble es un
sistema compuesto por dos péndulos, con el segundo colgan-
do del extremo del primero. En el caso más simple, se trata

de dos péndulos simples, con el interior colgando de la masa
pendular del superior. Normalmente se sobreentiende que nos
referimos a un doble péndulo plano. Este sistema fı́sico po-
see dos grados de libertad y exhibe un rico comportamiento
dinámico, su movimiento está gobernado por dos ecuaciones
diferenciales de segundo orden ordinarias no lineales acopla-
das. Por encima de cierta energı́a su movimiento es caótico.
Si bien estas EDOs poseen serias dificultades para obtener
la solución analı́tica es posible obtener una linealización que
permite aplicar la Transformada de Laplace bajo ciertas con-
diciones y obtener una solución analı́tica para oscilaciones
suficientemente pequeñas.
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Figura 1. Péndulo Doble.

1. Análisis del movimiento del péndulo
doble plano

1.1 Cinemática
La formulación parte de que el sistema oscila en un plano

vertical y no existen fuerzas de amortiguamiento en el mismo.
En la cinemática solo estamos interesados en encontrar las
expresiones de la posición, la velocidad, la aceleración en
términos de las variables que especifican el estado del péndu-
lo doble, sin interesarnos por las fuerzas actuantes. Usando
las proyecciones de las lı́neas L1 y L2 sobre un sistema de
coordenadas localizado en el extremo superior del péndulo 1,
es posible establecer las posiciones de las masas m1 y m2 de
acuerdo con las ecuaciones (1) a (4).

x1 = L1 senθ1 (1)

y1 =−L1 cosθ1 (2)

x2 = x1 +L2 senθ2 (3)

y2 = y1−L2 cosθ2 (4)

Si se sitúa el nivel cero de energı́a potencial en el punto de
suspensión del primer péndulo la energı́a potencial queda
expresada de la siguiente forma:

Ep = m1gy1 +m2gy2 (5)

y sustituyendo (2) y (4) en (5) queda:

Ep =−(m1 +m2)gL1 cosθ1 +m2gL2 cosθ2 (6)

Notemos que la magnitud de la velocidad del primer péndulo
se obtiene como el producto entre el radio de la circunferencia
y la velocidad angular.

~v1 = L1θ̇1

Su expresión vectorial estará dada por la ecuación

~v1 = L1θ̇1 cosθ1~i+L1θ̇1 senθ1~j (7)

La magnitud de la velocidad de la segunda partı́cula en un
sistema de referencia que se mueve con velocidad v1 de la

primera partı́cula es ~v2 = L2θ̇ y su expresión vectorial es-
tará dada por la ecuación:

~v2 = L2θ̇2 cosθ2~i+L2θ̇2 senθ2~j (8)

Ahora podemos plantear la energı́a cinética como

Ec =
1
2

m1v2
1 +

1
2

m2v2
2 (9)

Entonces el lagrangiano del sistema podemos escribirlo

L = Ec−Ep

En términos de las coordenadas generalizadas podemos escri-
birlo tras realizar operaciones algebraicas

L =
1
2
(m1 +m2)(L1)

2(θ̇1)
2 +

1
2
(m2L2

2θ̇ 2
2 )+

+(m2L1L2θ̇1θ̇2 cos(θ1−θ2))+

+(m1 +m2)gL1 cos(θ1)+m2gL2 cos(θ2) (10)

A partir del lagrangiano se obtienen las ecuaciones del mo-
vimiento que conducen a un sistema de EDOs no lineales
acopladas. Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange en
este caso particular:

d
dt

[
∂L

∂ θ̇1

]
=

[
∂L
∂θ1

]
(11)

d
dt

[
∂L

∂ θ̇2

]
=

[
∂L
∂θ2

]
(12)

Calculando explı́citamente las derivadas de las expresiones
anteriores se obtiene el sistema (13) de EDOs no lineales

0 = (m1 +m2)L1θ̈1 +m2θ̈2L1L2 cos(θ1−θ2)+

+m2L2(θ̇2)
2 sin(θ1−θ2)+(m1 +m2)gsin(θ1)

0 = m2L2θ̈2 +m2θ̈1L1 cos(θ1−θ2)−
−m2L1(θ̇1)

2 sin(θ1−θ2)+m2gsin(θ2)
(13)

Es válido observar que el sistema dado anteriormente no posee
solución analı́tica conocida, sin embargo podemos considerar
que si los giros son pequeños, es decir

cos(θ1−θ2)≈ 1 (14)

sin(θ1−θ2)≈ 0 (15)

sinθ1 ≈ θ1 (16)

sinθ2 ≈ θ2 (17)

Considerando que los giros son pequeños el sistema puede ser
simplificado a un sistema de EDOs lineales, al cual podremos
encontrarle una solución analı́tica. De otra manera considerar
que los giros no son pequeños y el sistema (13) es posible
encontrarle una solución numérica por reducción de orden a
cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales
con condiciones adaptadas, partiendo del sistema original.
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1.2 Solución para casos particulares
Consideremos primero las oscilaciones pequeñas libres de

un péndulo doble plano y desarrollemos un ejemplo con los
siguientes datos

L1 = 16 f t, L2 = 16 f t, m1 = 3 slug

m2 = 1 slug, g = 32 f t/s2

θ1(0) = 1 rad, θ2(0) =−1 rad

θ1(0) = θ2(0) = 0 rad/s

para un tiempo final de 30 s.

Sustituyendo en el sistema (13) podemos escribir
0 = 4θ̈1 + θ̈2 +8θ1

0 = θ̈1 + θ̈2 +2θ2

(18)

Resolvemos el sistema utilizando la transformada de Laplace
teniendo en cuenta las condiciones iniciales dadas y apoyándo-
nos en el teorema de los residuos podemos obtener finalmente
la solución analı́tica del sistema:


θ1(t) =

3
4

cos(2t)+
1
4

cos(
2
√

3
t)

θ2(t) =−
3
2

cos(2t)+
1
2

cos(
2
√

3
t)

(19)

Podemos ilustrar gráficamente la solución analı́tica del siste-
ma utilizando el asistente Wolfram Mathematica 9.0.

Figura 2. Linealizado utilizando Transformada de Laplace.

En la gráfica se muestra el modelo linealizado, el segundo
péndulo (rojo) con amplitudes de giro mayor que el primero
(azul). Se puede apreciar la forma de la solución dada en
cosenos en donde la amplitud no es periódica a lo largo de
todo el intervalo.

1.2.1 Solución del modelo lineal utilizando RK-4
Se utilizarán los mismos datos de la sección 1.2

L1 = 16 f t, L2 = 16 f t, m1 = 3 slug

m2 = 1 slug, g = 32 f t/s2

θ1(0) = 1 rad, θ2(0) =−1 rad

θ1(0) = θ2(0) = 0 rad/s

para un tiempo final de 30 s.

El sistema (18) se puede reducir a un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales lineales considerando que

dθ1

dt
= w1 (20)

dθ2

dt
= w2 (21)

dw1

dt
=

1
3
(−8θ1 +2θ2) (22)

dw2

dt
=

8
3
(θ1−θ2) (23)

Solamente mostraremos en la tabla y en la gráfica los valores
de t comprendidos entre 0 y 3 s.

t θ1 θ2
0 0 0

0,1 0,0009978 0,0019956
0,2 0,0019624 0,0039248
0,3 0,0028617 0,0057234
0,4 0,0036658 0,0073317
0,5 0,004348 0,008696
0,6 0,0048855 0,009771
0,7 0,0052605 0,0105209
0,8 0,0054604 0,0109208
0,9 0,0054787 0,0109573
1 0,0053146 0,0106292

1,1 0,0049737 0,0099474
1,2 0,0044673 0,0089347
1,3 0,0038123 0,0076246
1,4 0,0030304 0,0060608
1,5 0,0021476 0,00429513
1,6 0,0011934 0,0023868
1,7 0,0001994 0,0003989
1,8 −0,0008012 −0,0016024
1,9 −0,0017752 −0,0035504
2 −0,0026901 −0,0053802

2,1 −0,0035156 −0,0070311
2,2 −0,0042241 −0,0084481
2,3 −0,004792 −0,009584
2,4 −0,005201 −0,010401
2,5 −0,005436 −0,01087
2,6 −0,005491 −0,010981
2,7 −0,005363 −0,010725
2,8 −0,005056 −0,010112
2,9 −0,004581 −0,009163
3 −0,003954 −0,007908
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Figura 3. Linealizado utilizando RK-4.

En la gráfica se muestra el modelo linealizado utilizando
el Método de RK-4, el segundo péndulo (rojo) con amplitudes
de giro mayor que el primero (azul). Se puede apreciar la
forma de la solución dada en cosenos en donde la amplitud
no es periódica a lo largo de todo el intervalo. Notemos que
los gráficos de las soluciones obtenidas en ambos no son
significativamente diferentes.

1.2.2 Solución del modelo no lineal utilizando RK-4
Se utilizarán los mismos datos de la sección 1.2

L1 = 16 f t, L2 = 16 f t, m1 = 3 slug

m2 = 1 slug, g = 32 f t/s2

θ1(0) = 1 rad, θ2(0) =−1 rad

θ1(0) = θ2(0) = 0 rad/s

para un tiempo final de 30 s.

Partiendo del sistema (13) es posible mediante reducción de
orden obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales de primer orden.

dθ1

dt
= w1 (24)

dθ2

dt
= w2 (25)

dw1

dt
=
−m2l1w2

1 sin(θ1−θ2)cos(θ1−θ2)

l1[(m1 +m2)−m2 cos2(θ1−θ2)]
+

+
m2gsin(θ2)cos(θ1−θ2)

l1[(m1 +m2)−m2 cos2(θ1−θ2)]
−

− m2l2w2
2 sin(θ1−θ2)+(m1 +m2)gsin(θ1)

l1[(m1 +m2)−m2 cos2(θ1−θ2)]
(26)

dw2

dt
=
−m2l2w2

2 sin(θ1−θ2)− (m1 +m2)gsin(θ1)

m2l2cos(θ1−θ2)
−

−
(m1 +m2)l1

dw1

dt
m2l2cos(θ1−θ2)

(27)

Este nuevo sistema puede ser resuelto numéricamente me-
diante una adaptación del Método de RK-4 para sistemas de
EDOs con los datos dados anteriormente. Se obtuvieron los
valores de θ1 y θ2 que aparecen en la siguiente tabla. Sola-
mente mostraremos en la tabla y en la gráfica los valores de t
comprendidos entre 0 y 0.2 s.

t θ1 θ2
0 0 0

0,01 0,000251505 0,000103045
0,02 0,00034483 0,000206091
0,03 6,06362 0,000309136
0,04 −0,000450133 0,000412182
0,05 −0,000616787 0,000515227
0,06 5,3009 0,000618273
0,07 0,00123555 0,000721318
0,08 0,001669569 0,000824364
0,09 0,000250582 0,000927409
0,1 −0,002328668 0,001030455
0,11 −0,003281604 0,0011335
0,12 −0,00012773 0,001236545
0,13 0,00564887 0,001339591
0,14 0,007876718 0,001442636
0,15 0,001003321 0,001545682
0,16 −0,011831485 0,001648727
0,17 −0,01695083 0,001751773
0,18 −0,001729951 0,0018548181
0,19 0,027168524 0,00195786355
0,2 0,038270127 0,002060909

Figura 4. No linealizado utilizando RK-4.

En la Figura 4 θ1 aparece en color azul y θ2 aparece en color
rojo.
Según el gráfico podemos apreciar el comportamiento caótico
del primer péndulo, cuyo ángulo de giro es θ1, esto nos per-
mite establecer una comparación entre la solución del modelo
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linealizado y el modelo no linealizado, es decir, para oscila-
ciones no pequeñas existe una diferencia considerable entre
ambas soluciones.

2. Resultados y Conclusiones
A partir de los resultados obtenidos queda claro que cuan-

do se modela cualquier fenómeno debemos ser muy cuidado-
sos, cuando se consideraron oscilaciones pequeñas los resul-
tados obtenidos en el modelo lineal exhiben diferencias no
muy significativas entre el modelo numérico y el analı́tico, no
ocurriendo ası́ si quisiéramos establecer comparación entre
la solución aproximada del modelo no lineal y las soluciones
linealizadas.
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Algoritmo Optimizado para la Interpolación Espacial
del Krigeado Ordinario
Optimized Algorithm for Spatial Interpolation of
Ordinary Kriging
Milenis Fernández Dı́az1*, José Quintı́n Cuador Gil2, César Rául Garcı́a Jacas3

Resumen Los métodos de interpolación espacial proporcionan herramientas para la estimación de valores en
localizaciones no muestreadas utilizando las observaciones cercanas. La interpolación de Krigeado Ordinario
es uno de los métodos geoestadı́sticos más frecuentemente usados para la realización de análisis espaciales.
Su objetivo consiste en encontrar el Mejor Estimador Lineal Insesgado a partir de los datos disponibles, los
cuales generalmente son insuficientes debido al costo de su obtención. Se caracteriza por costosas operaciones
de álgebra lineal que repercuten en altos tiempos de ejecución, fundamentalmente la resolución de grandes
sistemas de ecuaciones lineales. La reducción del tiempo de ejecución de aplicaciones de interpolación espacial
puede ser un objetivo de alta prioridad, por ejemplo, en sistemas que soportan la toma de decisiones rápidas.
Con el objetivo de disminuir los tiempos asociados a la interpolación espacial del Krigeado Ordinario, se
propuso un algoritmo basado en el uso de técnicas de programación paralela, ası́ como métodos optimizados de
búsqueda espacial; que permita resolver los problemas que satisfacen los supuestos matemáticos apropiados
en tiempos razonables, fundamentalmente en el campo de las Geociencias. Este algoritmo fue implementado
usando C++11 como lenguaje de programación, OpenMP 4.8.2 como biblioteca de programación paralela en
memoria compartida, y Atlas CLapack como biblioteca de algebra lineal optimizada para los cálculos matriciales.
El algoritmo propuesto permite una mayor rapidez en la interpolación espacial de Krigeado Ordinario, logrando
un mejor aprovechamiento de los recursos de cómputo instalados.
Abstract Spatial interpolation methods provide tools for estimating values at unsampled locations using nearby
observations. Ordinary Kriging interpolation is one of the most frequently used geostatistical methods for
performing spatial analysis. Its objective is find the Best Linear Unbiased Estimator from the data available,
which generally are insufficient because of the cost of obtaining it. It was characterized by expensive linear
algebra operations affecting high runtimes fundamentally solve large systems of linear equations. Reducting the
runtime of spatial interpolation applications can be a high priority target, for example, in systems that support
quick decisions. In order to reduce the time associated to spatial interpolation of Ordinary Kriging, it was
proposed an algorithm based on the use of parallel programming techniques and optimized search methods;
for resolving problems meeting the appropriate mathematical assumptions at reasonable time, mainly in the
field of Geosciences. This algorithm was implemented using C++11 programming language, OpenMP 4.8.2
as library of shared memory parallel programming, and Atlas CLAPACK as linear algebra library optimized for
matrix calculations. The proposed algorithm allows faster in the spatial interpolation of Ordinary Kriging, making
better use of computing resources installed.
Palabras Clave
geoestadı́stica — interpolación espacial — Krigeado Ordinario — programación paralela
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Introducción

La interpolación espacial de Krigeado tiene como objetivo
encontrar el Mejor Estimador Lineal Insesgado a partir de los
datos disponibles [3], los cuales generalmente son insuficien-

tes debido al costo de su obtención. Se basa en el principio de
que las variables espaciales de una determinada población se
encuentran correlacionadas en el espacio; es decir que mien-
tras más cercanos estén dos puntos sobre la superficie terrestre,



142 Algoritmo Optimizado para la Interpolación Espacial del Krigeado Ordinario

menor será la variación de los atributos medidos [4]. Se apo-
ya en variogramas como funciones estadı́sticas que expresan
las caracterı́sticas de variabilidad y correlación espacial del
fenómeno que se estudia a partir de puntos muestreados.

El Krigeado constituye un método de interpolación espa-
cial muy utilizado en la construcción de superficies y cuerpos
tridimensionales a partir de nubes irregulares de puntos, en la
estimación de variables aleatorias en puntos no muestreados,
ası́ como en otras aplicaciones de la geoestadı́stica. Especial-
mente en el área de las Geociencias, es ampliamente utilizado
en la estimación de recursos y reservas minerales útiles, con-
siderando el nivel de precisión y confiabilidad que caracteriza
sus resultados en estimaciones locales. Precisamente, es en el
campo de la Minerı́a, donde se origina el Krigeado de manos
del ingeniero en minas Danie Krige, al explotar la correlación
espacial para hacer predicciones en la evaluación de reservas
de las minas de oro en Sudáfrica [5]; y gracias a la formula-
ción matemática de George Matheron en la Escuela de Minas
de Parı́s.

La complejidad de los cálculos matemáticos utilizados en
la interpolación de Krigeado, fundamentalmente la resolución
de grandes sistemas de ecuaciones, tiene un alto costo compu-
tacional confirmado por varios autores: [7, 8, 11, 12, 13]. Se
plantea que el algoritmo por cada punto de interés tiene una
complejidad cúbica, lo que conduce a una complejidad de
O(MN3), siendo N el número de observaciones disponibles
y M el número de puntos a interpolar [13]. Cuando M ≈ N,
la complejidad computacional puede considerarse O(N4) lo
cual no es favorable si se trabaja con grandes volúmenes de
datos.

1. Métodos
1.1 Formulación matemática del krigeado ordinario

El problema del Krigeado Ordinario consiste en estimar
el valor en el sitio desconocido, expresado matemáticamen-
te mediante la combinación lineal ponderada de los valores
muestreados. A través del Krigeado Ordinario se puede es-
timar tanto el valor desconocido de un punto como el valor
promedio de un bloque, conocidos respectivamente como
Krigeado puntual y Krigeado de bloques. La estimación se
calcula mediante la Ecuación 1:

z∗k = λ1z(x1)+λ2z(x2)+ ...+λnz(xn) (1)

donde:

z∗k es el valor estimado
z(xi) son los valores de las ensayos
λi son los pesos de Krigeado
n es el número de observaciones disponibles.

El Krigeado atribuye un peso λi a la ley de cada muestra
z(xi), donde los pesos altos corresponden a las muestras cerca-
nas y los pesos débiles a las alejadas. La ponderación depende
del modelo ajustado a los puntos medidos, la distancia a la
ubicación de la predicción, y las relaciones espaciales entre
los valores medidos alrededor de la ubicación de la predic-
ción. Estos pesos se calculan considerando las caracterı́sticas
geométricas del problema, de manera que [1] :

1. λ1 +λ2 + ...+λn = 1 se garantice la condición de uni-
versalidad (es decir la sumatoria de los pesos debe ser
unitaria)

2. σE2 = var[z∗k − zk] la varianza del error cometido sea
mı́nima.

Estos elementos conducen a un problema de minimiza-
ción con restricciones que se resuelve utilizando la técnica
denominada multiplicadores de Lagrange. Este método invo-
lucra la incógnita auxiliar llamada parámetro de Lagrange
(µ) y consiste en igualar a cero las derivadas parciales de la
nueva función. Al realizar las N+1 derivaciones se obtiene un
sistema de N+1 ecuaciones lineales con N+1 incógnitas. Los
valores de los pesos asociados a cada uno de los puntos se
calculan mediante la resolución de este sistema de ecuaciones
(Ecuación 2) [1].

{
∑

n
j=1 λ jγ(ui−u j)+µ = γ(u−ui) i = 1...n

∑
n
j=1 λ j = 1 (2)

El sistema de ecuaciones también puede ser expresado en
forma matricial en función de la covarianza (Ecuación 3). Los
términos del miembro izquierdo del sistema de ecuaciones se
determinan mediante el cálculo de las covarianzas de cada par
de ensayos. Por otra parte, el miembro derecho se determina
mediante la covarianza entre el punto o bloque y cada uno
de los ensayos. Se observa las propiedades simétricas de la
matriz que conforma el miembro izquierdo del sistema de
ecuaciones lineales. El aprovechamiento de esta propiedad
permitirá reducir los tiempos de construcción de esta matriz.


γ(u1−u1) · · · γ(u1−un) 1

...
. . .

...
...

γ(un−u1) · · · γ(un−un) 1
1 1 1 0




λ1
...

λn
µ

=


γ(un−u)

...
γ(un−u)

1

 (3)
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Una de las caracterı́sticas más importantes del Krigeado
Ordinario es que proporciona la varianza del error de estima-
ción, la cual depende del modelo de variograma obtenido y
de las localizaciones de los datos originales [2]. La varianza
del error puede calcularse mediante la Ecuación 4:

σ
2
KO =

n

∑
i=1

λiγ(ui−u)−σ
2−µ (4)

1.2 Descripción del Krigeado Ordinario
El proceso de Krigeado involucra 4 pasos fundamentales:

búsqueda de los ensayos en la vecindad definida, con el fin
de limitar el número de datos a utilizar en la interpolación y
evitar el trabajo con grandes sistemas de ecuaciones lineales;
el cálculo de los pesos asociados a los ensayos, considerada la
operación más costosa computacionalmente; el próximo paso

consiste en predecir el valor del punto o el valor promedio del
bloque, según sea el caso; y por último calcular la varianza
del error de estimación. Este conjunto de pasos se repite para
cada uno de los puntos o bloques a estimar.

El algoritmo de Krigeado requiere como entradas:

A = {a1 · · ·an} con ai = {xi,yi,zi,vi} ensayos o puntos
medidos (representados por sus coordenadas espaciales
y el valor del atributo medido).
M = {b1,b2, · · · ,bn} modelo de bloques caracterizado
por la Expresión 5 (las coordenadas del origen, dimen-
siones del modelo, dimensiones de los bloques, nivel
de discretización de los bloques); donde cada bloque
contiene b = {(i, j,k) ,(xc,yc,zc) ,(a1,a2, · · · ,an)} (su
localización espacial, las coordenadas del centroide y
el conjunto de ensayos).

p =
{
(x0,y0,z0) ,(nbi ∗nb j ∗nbk) ,(lbi ∗ lb j ∗ lbk) ,(dbi ∗db j ∗dbk)

}
(5)

S =
{
(Rx,Ry,Rz) ,(α,β ,θ) ,(r1,r2, · · · ,rn)

}
vecindad

de estimación delimitada por el elipsoide con radios
Rx,Ry,Rz, los ángulos α,β ,θ que indican la rotación
del elipsoide en cada uno de los ejes, teniendo como
restricciones: el número mı́nimo (r1) y máximo de datos
(r2), ası́ como el número máximo de datos por octante
(rn); representada por la Ecuación 6: donde x0,y0,z0
constituyen las coordenadas del origen del centroide, y
a,b,c los radios en cada uno de los ejes.

(x− x0)
2

a2 +
(y− y0)

2

b2 +
(z− z0)

2

c2 = 1 (6)

γ (h) = {nst,c0,(c1γ1 (h) · · ·cnγn (h))} variograma que
expresa las caracterı́sticas de variabilidad y correlación
espacial del fenómeno que se estudia a partir de puntos
muestreados, siendo nst la cantidad de estructuras que
conforman el variograma en cada una de las direccio-
nes, c0 el valor de pepita, ci las mesetas, y γi (h) las
estructuras de variogramas.

El algoritmo genera como salidas:

M = {b1,b2, · · · ,bn} modelo de recursos, es decir, los
puntos o bloques estimados.

1.3 Indexación y búsqueda espacial por rangos
Con el objetivo de optimizar el algoritmo, evitando la rea-

lización de búsquedas innecesarias, se propone la búsqueda
por rangos. La búsqueda por rangos, esencialmente consiste
en buscar los objetos geométricos que contiene una deter-
minada región del espacio de objetos geométricos [10]. La
eficiencia de las búsquedas por rangos se sustenta en la previa
indexación de los objetos geométricos en una estructura de

datos apropiada, en este caso considerando como estructura
de datos el propio modelo de bloques.

Para la indexación, por cada posición (i, j,k) del modelo
de bloques se guarda una lista con los ensayos pertenecientes
a la celda o bloque. Para determinar las celdas en las cuales se
encuentran los ensayos, se transforman las coordenadas de los
ensayos al espacio de coordenadas de los ı́ndices del modelo,
teniendo en cuenta el origen (x0,y0,z0) y las dimensiones
(nbi,nb j,nbk) de los bloques (Ecuación 7):

xi =
(x− x0)

nbi
;y j =

(y− y0)

nb j
;zk =

(z− z0)

nbk
; (7)

Luego se obtienen las localizaciones espaciales (i, j,k) de
los ensayos redondeando por defecto las coordenadas transfor-
madas: i = f loor (xi), j = f loor (y j) y k = f loor (zk). Des-
pués se verifica que las localizaciones espaciales obtenidas
estén dentro del rango de ı́ndices del modelo de bloques, cum-
pliéndose que o≤ i≤ nbi, o≤ j≤ nb j y o≤ k≤ nbk. Una vez
indexados los ensayos, para buscar un ensayo en el modelo
de bloques simplemente se calcula el ı́ndice de localización
espacial del punto, siendo nx la cantidad de columnas del mo-
delo, ny la cantidad de filas y xyz las coordenadas espaciales
del punto en cuestión (Ecuación 8):

loc = znxny + ynx + x (8)

1.4 Técnicas, herramientas y tecnologı́as
El diseño del algoritmo se basó en los siguientes prin-

cipios: partición (descomposición de la computación de ta-
reas), comunicación (coordinación en la ejecución de tareas),
aglomeración (combinación de los resultados de las tareas) y
mapeo (asignación de tareas a los procesadores); descritas en
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[6], [9]. Se centró fundamentalmente en la partición y asigna-
ción. En el diseño del algoritmo no se presentaron secciones
crı́ticas, por lo que no se hacen copias de la lista de puntos a
interpolar; todos los procesos pueden leer y escribir en esta
lista sin que se generen conflictos de memoria.

El algoritmo de Krigeado Ordinario fue implementado
usando C++11 como lenguaje de programación. Para los
cálculos matriciales se utilizó la biblioteca de álgebra lineal
Atlas CLapack, caracterizada por ser rápida. Esta bibliote-
ca permitió simplificar el cálculo de operaciones matriciales
como la resolución de sistemas de ecuaciones lineales y la
multiplicación de matrices.

Las técnicas de programación paralela y distribuida han
demostrado ser una alternativa viable para la solución rápida
de este tipo de problemas computacionales. En la presente
investigación se aplicaron técnicas de programación paralela
en memoria compartida a través de la biblioteca OpenMP
4.8.2.

La biblioteca OpenMP se basa en el modelo fork-join para
obtener el paralelismo a través de múltiples hilos. Aprove-
chando la independencia de los datos de entrada se aplica la
descomposición del dominio para la división de los datos entre
los procesadores. Esta técnica de descomposición consiste en
determinar la partición apropiada de los datos, y luego trabajar
en los cómputos asociados.

2. Resultados y discusión

2.1 Aceleración mediante OpenMP
El algoritmo propuesto para la interpolación de Krigea-

do Ordinario consta de 3 etapas de procesamiento paralelo a
través del modelo fork-join (Figura 1). Este modelo plantea
la división del hilo maestro en hilos esclavos que se ejecutan
concurrentemente, distribuyéndose las tareas sobre estos hilos.
Los hilos acceden a la misma memoria, aunque es posible ges-
tionar estos accesos generando espacios de memoria privada.
A continuación se describen las etapas de procesamiento, y
se modela el algoritmo de Krigeado Ordinario en forma de
pseudocódigo (Algoritmos 1 y 2).

Etapa I. Se realiza la indexación espacial de los pun-
tos en el modelo de bloques y búsqueda de vecinos a
utilizar en cada una de las interpolaciones. Los bloques
son distribuidos en trozos de aproximadamente igual
tamaño entre los procesadores antes de que las itera-
ciones sean ejecutadas mediante asignaciones estáticas
(shedule static); todas las iteraciones son repartidas de
forma continua antes de ser ejecutadas.
Etapa II. Se realiza el ordenamiento de los bloques a
estimar en función de la cantidad de vecinos a utilizar.
El modelo de bloques una vez más es particionado en
tantas partes iguales como número de procesadores;
luego estas partes son ordenadas simultáneamente. Una
vez que concluye el proceso de ordenamiento, se mez-
clan los resultados arrojados por cada procesador en
tantas iteraciones como sean necesarias.

Algorithm 1 Pseudocódigo del algoritmo de Krigeado
Ordinario (modelo de bloques)

Require: A, M, S, γ (h)
Ensure: M

1: discretizar (M)
2: indexar (A, M)
3: numbloques = M.cantidad
4: {Etapa I}
5: for i = 0 : numbloques do
6: b = M.at(i)
7: b.vecinos =buscar (b.centroide, A, M, S)
8: end for
9: {Etapa II}

10: ordenar (M)
11: {Etapa III}
12: for i = 0 : numbloques do
13: b = modelo.at(i)
14: interpolar (b, A, M, S, γ (h))
15: end for

Algorithm 2 Pseudocódigo del algoritmo de Krigeado
Ordinario (un bloque)

Require: b, A, M, S, γ (h)
Ensure: M

1: numvecinos = b.vecinos.cantidad
2: if numvecinos >= S.cantidadMinimaDeDatos then
3: matLM = construirMatrizIzquierda (b, A, γ (h))
4: matRM = construirMatrizDerecha (b, A, γ (h))
5: matR = resolverSEL (LM, RM)
6: valor = 0
7: error = 0
8: varianza = calcularVarianzaBloque (b, A, γ (h))
9: µ = R[numvecinos]

10: for i = 0 : numvecinos do
11: valor+= b.vecinos.at(i).valor
12: error+= R[i]∗RM[i]
13: end for
14: b.valor = valor
15: b.error = varianza− error−µ

16: else
17: b.valor = NE {no estimado}
18: b.error = NE {no estimado}
19: end if
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Etapa III. Se realiza la interpolación. Los bloques se
distribuyen nuevamente entre los procesadores, pero
esta vez de forma dinámica (shedule dynamic), es decir
las iteraciones son asignadas de forma continua a soli-
citud de los procesadores, hasta que se acaben. En esta
etapa se calculan los pesos y los valores asociados a los
puntos a interpolación.

Figura 1. Utilización del modelo fork-join para lograr el
paralelismo de datos en el algoritmo.

2.2 Experimentos y resultados
Se realizó la evaluación experimental del algoritmo va-

riando el tamaño de entrada (n) y el número de procesadores
(p), atendiendo al tiempo de ejecución, la ganancia de veloci-
dad (Speed Up) y la eficiencia (E). Se entiende por tiempo de
ejecución como el tiempo que transcurre desde el comienzo
de la ejecución del programa en el sistema paralelo, hasta
que el último procesador culmine su ejecución. A la ganan-
cia de velocidad también se le conoce como aceleración, y
consiste en la relación entre el tiempo de ejecución sobre un
procesador secuencial y el tiempo de ejecución sobre múlti-
ples procesadores. Por eficiencia se entiende el porcentaje de
tiempo empleado en proceso efectivo; este indicador mide el
grado de utilización de un sistema multiprocesador.

Los experimentos se ejecutaron en una estación de tra-
bajo Acer Aspire 5755 con procesador Intel (R) Core (TM)
i5-2430 (compuesta por 2 núcleos fı́sicos y 2 virtuales para
un total de 4 procesadores), con una frecuencia de 2.40 GHz,
4 GB de memoria instalada y sistema operativo Ubuntu 14.04
(32 bits). El proceso de Krigeado se realizó de forma puntual
considerando los centroides de los bloques como la nube de
puntos a estimar. Se realizaron 10 corridas en cada experimen-
to, descartándose los datos atı́picos a través del método de los
cuartiles.

Se utilizaron 3 juegos de datos generados aleatoriamente
variando el número de ensayos. Los juegos de datos estaban
compuestos por 1000 bloques y 1000 ensayos (n1), 1000 blo-
ques y 2000 ensayos (n2), 1000 bloques y 3000 ensayos (n3),
respectivamente. Se utilizó un modelo de variograma lineal de
1 como valor de pepita, y 10 como valor de la pendiente. Se uti-
lizó una vecindad esférica de 5 metros de radio. Los Cuadros
1, 2 y 3 contienen los resultados de los experimentos realiza-
dos usando 1, 2 y 4 procesadores respectivamente, ası́ como
la descripción de dichos resultados a partir de estadı́grafos
como la mediana, cuartil menor y mayor y el promedio.

Cuadro 1. Mediciones de los tiempos de ejecución del
algoritmo paralelo para un procesador (ms).

Corrida t(n1) t(n2) t(n3)

1 1150 6687 21023
2 1144 6820 20955
3 1152 6756 20832
4 1176 6884 20799
5 1171 6803 20884
6 1162 6809 20863
7 1155 6829 20918
8 *1215 6789 20841
9 1175 6700 20914
10 1150 6811 20985

Mediana 1158.50 6806.00 20899.00
Cuartil menor 1150 6756 20841
Cuartil mayor 1175 6820 20955
Rango intercuartil 25 64 114
Lı́mite inferior 1112.5 6660 20670
Lı́mite superior 1212.5 6916 21126
Promedio 1159.44 6788.8 20901.4
Tiempo de ejecución 1159 6789 20901
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Gráfica 1. Mediciones de los tiempos de ejecución
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Los datos arrojados por la evaluación experimental del
algoritmo evidencian una disminución de los tiempos reque-
ridos en la interpolación de Krigeado Ordinario (Gráfica 1).
La mayor ganancia de velocidad (1.77) se obtuvo para un
tamaño de entrada de m=1000 (bloques) y n=2000 (ensayos),
donde se logró disminuir el tiempo de ejecución de 6789 ms a
3844 ms al utilizar 4 procesadores. La ganancia de velocidad
incrementa al aumentar el tamaño de entrada atendiendo a su
valor óptimo cuando se utilizan 2 procesadores (Gráfica 2).
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Cuadro 2. Mediciones de los tiempos de ejecución del
algoritmo paralelo para 2 procesadores (ms).

Corrida t(n1) t(n2) t(n3)

1 721 4053 12094
2 1190 4227 *12799
3 786 4033 12064
4 760 4081 12093
5 1136 4700 4700
6 1176 6193 12039
7 757 6404 12158
8 1189 4020 12135
9 766 7085 12144
10 772 6445 12155

Mediana 779.00 4463.50 12114.50
Cuartil menor 760 4053 12087
Cuartil mayor 1176 6404 12155
Rango intercuartil 416 2351 68
Lı́mite inferior 136 526.5 11985
Lı́mite superior 1800 9930.5 12257
Promedio 925.3 5124.1 12107.66
Tiempo de ejecución 925 5124 12108
Ganancia de velocidad 1.25 1.33 1.73
Eficiencia 62.5 66.5 86.5
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Gráfica 2. Ganancia de velocidad del algoritmo.
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Por otro lado, los valores de eficiencia indican un aprove-
chamiento del 62.5% al 86.54% de las capacidades de pro-
cesamiento al utilizar 2 procesadores, y un aprovechamiento
cercano a la mitad al utilizar 4 procesadores. Se evidencia un
notable incremento de la eficiencia al aumentar los tamaños
de entrada con el uso de 2 procesadores (Gráfica 3).

Cuadro 3. Mediciones de los tiempos de ejecución del
algoritmo paralelo para 4 procesadores (ms).

Corrida t(n1) t(n2) t(n3)

1 694 3781 12379
2 *757 3894 12379
3 706 3834 12437
4 672 3878 12352
5 683 3793 13196
6 685 3985 13042
7 662 3821 13434
8 664 3796 12494
9 674 3796 13188
10 657 3860 13708

Mediana 678.50 3827.50 12768.00
Cuartil menor 664 3796 12379
Cuartil mayor 694 3878 13196
Rango intercuartil 30 82 817
Lı́mite inferior 619 3673 11153.5
Lı́mite superior 739 4001 14421.5
Promedio 677.44 3843.8 12860.9
Tiempo de ejecución 677 3844 12861
Ganancia de velocidad 1.71 1.77 1.63
Eficiencia 42.75 44.25 40.75
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Gráfica 3. Eficiencia del algoritmo (%).
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Se observa una disminución de la ganancia de velocidad
y la eficiencia al utilizar 4 procesadores para un tamaño de
entrada de 1000 bloques y 3000 ensayos, lo cual está influen-
ciado por el procesamiento de ordenamiento de los datos en
busca de equilibrar la carga entre los procesadores. Si bien
el ordenamiento por mezcla fue implementado de forma pa-
ralela, a medida que se incrementan las iteraciones se van
desechando procesadores al mezclar los resultados parciales.
Esto se va acentuando en la medida que aumentan los tamaños
de entrada y el número de procesadores.

2.3 Conclusiones
La complejidad de los cálculos matemáticos utilizados
en la interpolación de Krigeado Ordinario, fundamental-
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mente la resolución de grandes sistemas de ecuaciones,
repercute en altos tiempos de ejecución que retardan
los procesos de estimación.
El carácter independiente de los datos utilizados en el
proceso de Krigeado Ordinario favorece la utilización
del paralelismo a nivel de datos como una alternativa
eficiente para disminuir los tiempos de respuesta aso-
ciados.
Las técnicas de programación paralela en memoria com-
partida facilitan la explotación del paralelismo de datos
a través del uso de bucles iterativos para la distribu-
ción de tareas a los procesadores, propiciando un mejor
aprovechamiento de las capacidades de cómputo.
La subdivisión de los bloques en diferentes procesado-
res es muy útil cuando se trabaja con grandes cantidades
de datos, pero si no se logra una distribución equitativa
el aprovechamiento de los procesadores no será óptimo.
Los métodos de búsqueda espacial por rangos sustenta-
dos en la indexación espacial de los objetos geométricos
contribuyen a disminuir los tiempos de respuesta en el
proceso de Krigeado, al evitar búsquedas innecesarias.
La reducción de los tiempos asociados a la interpolación
de Krigeado Ordinario soportará la toma de decisiones
rápidas, por ejemplo: durante la evaluación de la factibi-
lidad de los proyectos, ası́ como la planificación minera
de estos en condiciones de rentabilidad económica.
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Implementación de un Esquema de Aproximación
para el Problema de Transferencia de Masas
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Resumen En este artı́culo se presentan resultados numéricos de la implementación de un esquema de
aproximación para problemas de programación lineal infinita. En particular, este esquema es aplicado al
Problema de Transferencia de Masas de Monge-Kantorovich. Se ilustra el esquema con ejemplos en el intervalo
[0,1], los cuales tienen solución exacta, lo cual permite comparar los resultados del esquema.
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Introducción
En 1781 el matemático francés Gaspard Monge planteó

el problema de transferencia de masas, el cual consiste en en-
contrar un plan óptimo de transporte para mover un montı́culo
de tierra a un hoyo. Para ello, Monge dividió el montı́culo
en granos de tierra, ası́ el problema se redujo a encontrar una
función que proporcionara la posición del granito en el hoyo.
Hoy, esto es conocido como el Problema de Monge y la fun-
ción de transferencia se conoce como acoplamiento óptimo
[19].

Más tarde, en 1942 el matemático ruso Leonid V. Kanto-
rovich estudió el Problema de Translocación de Masas [14],
el cual consiste en minimizar el trabajo de translocación del
movimiento de una distribución de masa inicial a una distri-
bución de masa final. Para su estudio Kantorovich consideró
espacios métricos compactos, conjuntos de Borel y una fun-
ción de costo no negativa. Posteriormente, en 1948 observó
que si en el Problema de Translocación se consideraba a la
función de costo como la distancia, este resultaba una ge-
neralización del Problema de Monge [15], desde entonces a
este problema se conoce como el Problema de Transferencia
de Masas de Monge-Kantorovich. Éste es un problema muy
conocido en diferentes áreas como: Probabilidad, Análisis
Funcional, Geometrı́a Diferencial, Estadı́stica, Economı́a, Sis-
tema Dinámicos, Computación [20]. Entre las aplicaciones
más importantes que tiene el Problema de Transferencia de
Masas podemos mencionar a la métrica de Kantorovich [20],
en los últimos años la métrica se ha empleado para registro de
imágenes [11] y control de radioterapia de cáncer [12].

La métrica de Kantorovich también ha sido empleada pa-
ra comparar imágenes [13], a una imagen digitalizada se le
puede asociar una función de distribución de probabilidad y
esta a su vez una medida de probabilidad. Por lo tanto, para
comparar imágenes se requiere de una métrica probabilı́stica,
sin embargo, calcular numéricamente esta métrica no ha sido

una tarea sencilla. Por ejemplo, la métrica de Kantorovich
es un problema complicado de resolver, en virtud que es un
problema de optimización en espacios de medidas. En la li-
teratura existen algoritmos de aproximación que se pueden
emplear para la métrica de Kantorovich, como en [9], donde se
desarrolla un algoritmo numérico para aproximar el valor del
Problema de Transferencia de Masas en espacios compactos.
Diversos autores han estudiado esquemas de aproximación
para el Problema de Transferencia de Masas, por ejemplo
Hernández-Lerma y Lasserre proponen en [16] un esquema
de aproximación general basado en problemas de programa-
ción lineal infinita, el cual se puede aplicar a un problema de
control de Markov, programación semi-infinita y al proble-
ma de transferencia de masas, entre otros esquemas para el
Problema de Transferencia de Masas han sido estudiados por
Benamou y Brenier [6], Caffarelli [8], Benamou [5] y Guittet
[10]. Recientemente por Bocs [7] y Mérigot [18].

1. El Problema de Transferencia de
Masas de Monge-Kantorovich

Sean X y Y dos espacios métricos compactos, con σ−álge-
bras de Borel B(X ) y B(Y ) respectivamente, consideremos
además una función medible definida en c : X ×Y → R,
tomemos medidas de probabilidad ν1 en X y ν2 en Y , y
una medida de probabilidad µ en X ×Y , denotamos por
Π1µ y Π2µ las marginales o proyecciones de µ en X y Y ,
respectivamente. Entonces el problema de transferencia de
masas MT está definido por

MT : Minimizar 〈µ,c〉 :=
∫

cdµ, (1)

sujeto a:

Π1µ = ν1, Π2µ = ν2, µ ≥ 0. (2)



150 Implementación de un Esquema de Aproximación para el Problema de Transferencia de Masas

Con su respectivo problema dual

MT∗ : Maximizar
∫

f1dν1 +
∫

Y
f2dν2

sujeto a:

f1(x)+ f2(y)≤ c(x,y), (3)

donde f1 : X → R y f2 : Y → R.
Ver [16].
Diremos que µ es una solución factible para el problema

MT si satisface las restricciones (1), además se dice que el
programa es consistente si tiene al menos una solución factible.
El programa es soluble si existe una solución factible que
alcanza su valor óptimo. En la literatura una de las hipótesis
requeridas para que el problema sea soluble es la presentado
a continuación.

Suposición 1 (a) El programa P es consistente.

(b) El programa P tiene una solución factible x0 con
〈x0,c〉> 0 y, más aún, el conjunto

X0 := {x ∈ X+|〈x,c〉 ≤ 〈x0,c〉}

es débilmente, secuencialmente compacto.

Ver [16].
Decimos que no hay abertura de dualidad, si el valor del

programa primal y el valor del programa dual coinciden. Al-
gunos ejemplos, donde se cumple esta condición se pueden
ver en [1].

Teorema 1 Si la Suposición 1 se cumple, entonces

(a) P es un programa soluble.

(b) No hay abertura de dualidad.

Ver [16].

2. Esquema de Aproximación
El esquema mostrado a continuación es una aplicación del

propuesto en [16], el cual consiste de tres pasos: el primero nos
asegurará que el programa de programación lineal infinita es
soluble, después se agregan restricciones finitas al programa y
se relajan las restricciones, finalmente se discretiza la variable
de interés.

Denotemos como sp(E) al espacio generado por el con-
junto E, el cual es un subconjunto de un espacio vectorial, y
coc(E) es el cono convexo generado por E.

Requerimos lo siguiente:

Suposición 2

(a) X y Y son espacios métricos compactos.

(b) La función c(x,y) es continua.

Ver [9]
Consideremos X =Y = [0,1], además (X ,Y ) y (Z ,W )

dos parejas duales, tal que X =M([0,1]×[0,1]), Y =C([0,1]×
[0,1]), Z =(M([0,1])×M([0,1])) y W =(C([0,1])×C([0,1])),
donde M([0,1]) es el espacio vectorial de las medidas signa-
das en [0,1], y C([0,1]) es el espacio de funciones continuas
en [0,1].

Denotamos M+([0,1]) el cono positivo definido como

M+([0,1]) := {µ ∈M([0,1])|µ ≥ 0},

y
M1([0,1]) := {µ ∈M([0,1])+|µ([0,1]) = 1},

la familia de medidas de probabilidad.
Como [0,1] es un espacio métrico compacto, X es el dual

topológico de Y , ası́ M1([0,1]× [0,1]) es secuncialmente
compacto en la topologı́a débil σ − (X ,Y ), lo cual implica
que la Suposición 1 se cumple. Además, el espacio W =
C([0,1])×C([0,1]) es separable.

Sea W∞ un subconjunto denso numerable de Y , y sea
{Wk} una sucesión creciente de conjuntos finitos tal Wk ↑W∞.

Para cada k, consideremos la agregación

MT (Wk) : Minimizar 〈µ,c〉 :=
∫

cdµ,

sujeto a:
〈(π1µ,π2µ)− (ν1,ν2),wk〉= 0 (4)

∀wk := (wk
i , wk

j) ∈Wk, y µ ∈M+([0,1]× [0,1].

Ahora, las restricciones de igualdad serán relajadas a de-
sigualdades. Sea {εk} una sucesión de números positivos tal
que εk ↓ 0. Entonces para cada k = 1,2, . . . consideramos el
siguiente problema en programación lineal infinita

MT (Wk,εk) : Minimizar 〈µ,c〉,
sujeto a:
|〈(π1µ,π2µ)− (ν1,ν2),wk〉| ≤ εk (5)
∀wk ∈Wk, y µ ∈M+([0,1]× [0,1].

Finalmente, sea X∞
+ un subconjunto denso numerable de

X+ := M([0,1]× [0,1])+, y {Xn} una sucesión creciente de
conjuntos finitos, tal que Xn ↑ X∞

+ . Consideremos el programa
en programación lineal finita

MT := MT (Xn,Wk,εk) : Minimizar ∑
x

n∗λx〈µ,c〉,

sujeto a:∣∣∣〈 n∗

∑
x
(π1µ,π2µ)− (ν1,ν2),wk

〉∣∣∣≤ εk (6)

∀wk ∈Wk, µ ∈M+([0,1]× [0,1] y n∗ := |Xn|.
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A continuación se realizará la implementación del esque-
ma. Sea X = Y = [0,1] con la topologı́a usual, y ν1,ν2 = m
la media de Lebesque. Consideremos las siguientes parejas
duales (X ,Y ) y (Z ,W ).

Además, consideremos los siguientes conjuntos

Wk =
{
(Bk

i ,B
k
j)
∣∣Bk

i, j ∈ {Bk
0,B

k
1, . . . ,B

k
k}
}
,

donde Bk
i denota un polinomio de Berstein de grado k, el cual

satisface

Bk
i (x) =

(
k
i

)
xi(1− x)k−i y

∫ 1

0
Bk

i (x)dx =
1

k+1

Luego, W∞ :=
∞⋃

k=1

sp{Wk} es débilmente denso en C([0,1])×

C([0,1]), y la cardinalidad del conjunto Wk es (k+1)2.
Para cada n ∈ N, consideremos el siguiente conjunto

Xn =
{

δ(a,b)(·)
}
,

de medidas de Dirac, para a y b en{
j

2n con j = 0, . . . ,2n
}
,

Entonces, X ∞
+ := ∪∞

n=1coc(Xn) es débilmente denso en
X+, y la cardinalidad del conjunto Xn es 22n. Entonces, el
esquema de aproximación es

MT : Minimizar ∑
(a,b)

λ(a,b)c(a,b), (7)

sujeto a:

∑
(a,b)

λ(a,b)

[
Bk

i (a)+Bk
j(b)
]
≤ 2

k+1
+ ε, (8)

∑
(a,b)

λ(a,b)

[
Bk

i (b)+Bk
j(b)
]
≥ 2

k+1
+ ε, (9)

donde c(a,b) = c(a,b).

Teorema 2 Si la Suposición 1 se cumple, entonces para cada
k existe n(k) tal que para cada n≥ n(k), MT(Xn,Wk,ε)
es soluble y

min MT(Wk,εk)≤min MT(Xn,Wk,εk)≤min MT+εk.

Ver [16].

3. Ejemplos Numéricos

A continuación mostramos ejemplos a los cuales le apli-
camos el esquema , estos fueron tomados de [2], de los cuales
se conoce el valor óptimo del programa.

Ejemplo 1 Consideremos la función de costo c(a,b)= ab(a−
b), en el Problema de Transferencia de Masas, que sabe-

mos tiene valor óptimo − 9
256
≈−0,03515625 y tiene

soporte en el conjunto

Graph(g) = {(t,g(t))|t ∈ [0,1]},

con

g(t) =


1
4 + t i f 0≤ t < 3

4 ,

1− t i f 3
4 ≤ t ≤ 1,

y consideramos ε
n
k =

1
10n−2

√
k

.

Variamos el parámetro k desde 2 a 9, y para cada k
movemos a n desde 4 a 9. De lo cual obtuvimos los
siguientes resultados, los cuales indican los errores de
aproximación del esquema al valor óptimo del progra-
ma.

n = 4 n = 5
k = 2 0,017380600 0,0176040700
k = 3 0,011528550 0,0108222500
k = 4 0,004827046 0,0026806390
k = 5 0,004427841 0,0020611890
k = 6 0,003936912 0,0019239340
k = 7 0,002954513 0,0009981689
k = 8 0,002777794 0,0009861557
k = 9 0,002719209 0,0009109657

n = 6 n = 7
k = 2 0,01890373000 0,019683010
k = 3 0,01139729000 0,011758030
k = 4 0,00247768000 0,002455755
k = 5 0,00186624500 0,001852651
k = 6 0,00183779700 0,001826349
k = 7 0,00081778760 0,0008197949
k = 8 0,00098615560 0,0008114302
k = 9 0,00069509160 0,0006775082

n = 8 n = 9
k = 2 0,0200872300 0,0202909700
k = 3 0,0119523300 0,0120497000
k = 4 0,0024566440 0,0024564520
k = 5 0,0018515210 0,0018524900
k = 6 0,0018300650 0,0018318280
k = 7 0,0008302774 0,0008358459
k = 8 0,0008186530 0,0008224715
k = 9 0,0006760644 0,0006761160

De los resultados obtenidos por el esquema, por ca-
da fila se muestra el mejor resultado, y por cada con-
junto de datos se muestra el mejor resultado del es-
quema, el cual se obtuvo en k = 9 y n = 8. Con un
error de 0,0006760644 y cuyo valor de aproximación
es −0,03583231.
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Figura 1. Soporte de la solución óptima a MT con k = 9 y
n = 8.

La Figura 1 muestra la gráfica del soporte solución y
los puntos rojos muestran el soporte para la medida de
aproximación en el caso n = 8 y k = 9.

Ejemplo 2 Consideremos la función de costo c(a,b) = (2b−
a− 1)2(2b− a)2, en el Problema de Transferencia de
Masas, sabemos que tiene valor óptimo 0 y soporte en
el conjunto

Graph(h) = {(t,h(t))|t ∈ [0,1]},

con h : [0,1]× [0,1] tal que

h(t) =


1
2 t si 0≤ t ≤ 1,

1
2 t + 1

2 si 0≤ t ≤ 1,

y consideramos ε
n
k =

1
10(n−2)

√
k

.

Variamos el parámetro k desde 2 a 10, y para cada k
movemos a n desde 4 a 10. De lo cual obtuvimos los
siguientes resultados, los cuales indican los errores de
aproximación del esquema al valor óptimo del progra-
ma.

n = 5 n = 6
k = 2 0,0002363199 0,00006007883
k = 3 0,0002362977 0,00006007827
k = 4 0,0002362751 0,00006007770
k = 5 0,0002362534 0,00006007715
k = 6 0,0002362328 0,00006007662
k = 7 0,0002362132 0,00006007975
k = 8 0,0002361945 0,00006007689
k = 9 0,0002361778 0,00006007810
k = 10 0,0002361673 0,00006007816

n = 7 n = 8
k = 2 0,00001513965 0,0000037998070
k = 3 0,00001513964 0,0000037998060
k = 4 0,00001513962 0,0000037998065
k = 5 0,00001513961 0,0000038160170
k = 6 0,00001516782 0,0000038280000
k = 7 0,00001528733 0,0000038113430
k = 8 0,00001529179 0,0000038179810
k = 9 0,00001516529 0,0000038174210
k = 10 0,00001527237 0,0000038147230

n = 9 n = 10
k = 2 0,0000009518125 0,0000002381858
k = 3 0,0000009518126 0,0000002384716
k = 4 0,0000009523129 0,0000002382365
k = 5 0,0000009530545 0,0000002384016
k = 6 0,0000009520117 0,0000002383636
k = 7 0,0000009528386 0,0000002383380
k = 8 0,0000009531212 0,0000002384158
k = 9 0,0000009537839 0,0000002384849
k = 10 0,0000009540616 0,0000002384848

De los resultados obtenidos por el esquema, por cada
fila se muestra el mejor resultado, y por cada conjunto
de datos se muestra el mejor resultado del esquema,
el cual se obtuvo en k = 10 y n = 10. Con un error
de 0,0000002384848 y cuyo valor de aproximación es
0,0000002384848.

Figura 2. Soporte de la solución óptima a MT con k = 10 y
n = 10.

La Figura 2 muestra la gráfica del soporte solución y
los puntos rojos muestran el soporte para la medida de
aproximación en el caso n = 10 y k = 10.
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4. Conclusiones
La aplicación del esquema propuesto en [16], al Problema

de Transferencia de Masas de Monge-Kantorovich es eficien-
te, y el tiempo computacional es corto, pero los valores de los
parámetros están limitados por la capacidad de la computado-
ra, ya que el número de variables es muy grande, incluso si
n y k son pequeños. Una continuación a este esquema serı́a
aplicar una meta-heurı́stica con el fin de reducir el número
de variables y ası́ aumentar los valores de n y k para obtener
una mejor aproximación. Además de encontrar un orden de
convergencia.
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