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METODO DE DIFERENCIAS FINITAS REGRESIVAS DE NEWTON (BD]

RESUMEN

En el siguiente trabajo se resuelve el problema de valor inicial de
las Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (EDAs). Se analiza estabi-
lidad de las soluciones de las EDAs semi-explicitas no lineales y se
aplica el método de diferencias finitas regresivas de Newton (BDF)
para su resoluciéon numérica. Finalmente se ilustran varios ejemplos
académicos para la aplicacién del método BDF y se compara los

resultados obtenidos con las ecuaciones diferenciales rigidas (Stiff
EDOs).
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INTRODUCCION

Las Ecuaciones Diferenciales-Algebraicas (EDAs) modelan de for-
man natural muchas aplicaciones de la ciencia y la Ingenieria tales
como plantas generadoras de energia eléctrica, anélisis de circuitos
eléctricos, robdtica mévil, reactores quimicos de mezclado continuo
(CSTR), simulacién de sistemas mecanicos y problemas de control
6ptimo entre otros ([1] y [2]).

La forma mas general de una EDA es la forma implicita:

F(z,y,y)=0 (1)

Donde x es la variable independiente, y la variable dependiente.
—1

La Jacobiana gj, se asume singular o sea no existe [%ﬂ . De

lo contrario la ecuacién (1) se considera una Ecuacién Diferencial
Ordinaria (EDO) implicita y puede ser reformulada como:
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y = f(x,y) (2)

Una EDA semi-explicita o una EDO con restricciones se define por:
y = f(z,,2) (3)

9(z,y,2) =0 (4)

Donde x es la variable independiente, y es la variable diferencial o
longitudinal y z es la variable algebraica o transversal.
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El indice diferencial (v;) de una EDA se define como el niimero
de diferenciaciones requerido en la restriccion (4) para transfor-
mar el sistema EDA en su EDO intrinseca. El indice diferencial de
(3) — (4) es uno (vg = 1) si % es no singular, o sea existe [%}

y estd acotada en una vecindad de la solucién exacta y una diferen-
ciacién de (4) conduce a la solucién de la restriccién algebraica (4)
respecto a z . Las incégnitas y, z son las variables diferenciales y
algebraicas respectivamente. Problemas de EDAs de indice superior
son mas dificiles de resolver y requiere de algoritmos de calculo mas
potentes. Afortunadamente, la mayoria de las EDAs que se encuen-
tran en la practica son de indice uno. Si el problema es de EDAs de
indice superior o igual a dos, el modelo puede ser reducido a una
combinacién de la forma de Hessenberg.
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Muchos métodos numéricos multipasos para EDOs han sido desarro-
llados por muchos investigadores ([4]a[7]). En afios recientes, mu-
chos investigadores han volcado sus esfuerzos a resolver sistemas
de EDAs por métodos numéricos, problema este que trae mucha
mds dificultad para EDAs de indice superior o igual a dos. El mds
comtn método multipaso para sistemas EDAs de indice bajo es el
método de diferencias regresivas de Newton (BDF) ([1],[8],[9]) vy
el método de Runge Rutta R — K implicito ([1]y[10]). Los métodos
implicitos para EDAs de indice uno convergen con el mismo orden
que para EDOs, o sea los métodos numéricos para resolver EDOs
pueden funcionar bien para EDAs.
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Mas recientemente fueron introducidos los métodos BDF por blo-
ques de varios puntos por iteracién usando paso constante para re-
solver EDAs de indice uno [11]. El problema de resolver sistemas
EDAs por métodos BDF en bloque con paso variable ha sido menos
considerado. Esta contribucién profundiza en el trabajo hecho por
Abasi et als [11] mediante la implementacién préctica de bloques
BDF para la resoluciéon de EDAs.
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Sabemos que el problema del valor inicial para una EDO es:

y = f(z,y) con y(zo) = yo (5)

La solucién aproximada de (8) luego de discretizar la ecuacién dife-
rencial se obtiene numéricamente para paso h constante como:

Ynt1 = Yn + hf(Tn,yn) con n=0,1,2,... (6)

Estos son los métodos conocidos como de un paso.
El polinomio interpolador de Lagrange Pi(z) de grado k, el cual
interpola los puntos:

(l'n—Zu yn—2)7 (xn—lu yn—1)7 (ﬂjna yn)7 s ($n—2+k7 yn—2+k)

RIVERO ALVAREZ, VILT IRO & ABREU TERAN




DESARROLLO

Se define como:

k
ZL,W Y(@n-245) = O Lij(@) - Yn-ot; (7)
i=0

Siendo los pollnom|os de Lagrange en forma compacta:

k
T — Tpn—2+i

Ly(z) = con j=0,1,2,... (8)

1=0,j71

Ln—1+j — Tn—2+i

Entonces se cumple que:

y(z) ~ Pp(z)
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Y ademas:

y (z) = Py(z) = f(z,y) (9)

Para la interpolacién de Lagrange de y(z) tenemos:

k
PU(x) = 3" o [Lyj(@)] - n2s (10)
=0
P];(x) = f(fnvyn) = y/($n+1) (11)

De donde se obtiene que:

" Td
S| EEu@)]  vr = e (2

7=0 T=Tn41
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Entonces el método BDF implicito para dos puntos multipaso para
EDOs es de la forma:
k

Z i Yn—24j = f(Tn+1, Ynt1) (13)

j=0
Siendo «;:

d .

o; = |5 [Lgj(z)] con 1=0,1,2,... (14)
dx e
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Este esquema de cdlculo BDF es multipaso pues para resolver un sis-
tema EDO con ayuda de este método, es necesario usar un algoritmo
predictor-corrector, de forma que la ecuacién predictora puede ser el
método de Runge-Kutta implicito de cualquier orden para EDOs y la
ecuacién o el esquema corrector la del método BDF en cuestién. En
particular se busca que la ecuacién predictora y la correctora sean
del mismo orden.
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Las soluciones de tal modelo descritas en el espacio de estado,
pueden ser reducidas a ecuaciones diferenciales ordinarias implicitas
(EDOs) y resueltas numéricamente mediante integracién. Esta de-
mostrado que los integradores para EDOs implicitas resuelven
con un minimo esfuerzo y de forma eficiente la EDA en un
sistema multi cuerpo. La demostracidn a esta afirmacion estd pre-
cisamente en empotrar un algoritmo de Runge-Kutta implicito de
diagonal simple en el modelo propuesto. Este algoritmo, localmen-
te estable, es de un grado de precision mas elevado y de un orden
de magnitud mdas rapido que el algoritmo de RK semi-explicito y
explicito que se pueden implementar directamente al modelo objeto
de estudio. En este trabajo preferimos usar RK implicito.
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Esencia del método:

Existe la posibilidad (Al menos implicitamente) de rescribir el pro-
blema continuo de un sistema diferencial algebraico semi-explicito:

/

y = f(y,2) (15)

en la forma de espacio de estado:

y = f(y,G(y)) (17)

z=G(y)) (18)
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y usando el método de R — K para resolver la ecuacién (17) (Para
z) en cada uno de los estados y el punto de solucién final se derivan

las ecuaciones del esquema de célculo Runge-Kutta implicito:

k
Ynt1=Yn+ h- Zaij - f(Ynj, 2nj) con 1 =0,1,2,... (19)
j=0
g(ynﬁ an) =0 (20)
k
Yntl = Yn + h - ij : f(ynjaznj)
j=0

9(Yn+1, 2n41) =0 (21)
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Método BDF usando interpolacion de Newton de diferencias
finitas regresivas:
El polinomio de Newton, usando diferencias finitas regresivas es:

k .
Pu(a) = Puan + o) = 3= (7T W) (22)

J=0

Siendo: s = (x_z%l) de z = xp41 + sh
Sabemos que el método de Euler:

Yn+1 = Yn + hf(Tp,yn) con n=0,1,2,... (23)
De donde:

F(@n, o) = L (24)
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Sustituyendo (27) en (25) tendremos:

Py(2) = Py(zn + sh) = zk: ( s 1) Vi [y"“h_y”] (25)

N

o lo que es los mismo:

Z’“: <s + 1> Tty )

Jj=0
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Derivando Py (z) respecto a s en (29) obtenemos:

Pi(z) = — Z < ot 1) Vitly, (27)

Para s = 1 se tiene que:

~ f(Tnt1,Ynt1) (28)
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Evaluando la derivada en s = 1:
d[/—s+ 1>] 1
el . == 29
dS |:< J s=1 J ( )
Finalmente:
ko
> -V ] = B f(@nt1, Ynr1) (30)
— ]
J
O sea que:
Plé(xn—&-l) = y/(xn—&-l) = hf(wn—&-la yn+1) (31)
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Siendo:
vlyn-i-l = Yn+1 — Yn

VZyn+1 = Vlyn+1 - Vlyn
V311 = ViUni1 — Vi

kan—l-l = vk_lyn—&—l - vk_lyn
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Usando lo antes expuesto, es decir, las diferencias regresivas de New-
ton y despejando y, 11 de (33) obtenemos:

k

Bl = Z jYn—j + hBf(Tni1, Yna1) (32)
=0

v

Siendo:
t
oy = () con 7=0,1,2,....k—1
J

('T - anrl)
h

B = coeficientes def(Tni1,Ynt1)

t =
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En la siguiente Tabla se ilustra los valores mas comunes del método
BDF de orden k hasta k = 5 para EDOs:
k B Qo 251 az a3 Ay
1 1 1
2 2 4 1
3 3 3
3 6 18 9 2
11 11 11 11
4 12 48 36 16 3
25 25 25 | 25 25
5 60 300 300 | 200 75 12
137 | 137 137 | 137 | 137 | 137
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Podemos entonces obtener y,.; conocidos los valores

YnsYn—1,- - - » Yn—k+1, usando (35) los cuales se hallan por cualquier
método para resolver ecuaciones diferenciales (Runge-Kutta, Euler,
etc.)

Las EDAs son también conocidas como ecuaciones diferenciales sin-
gulares, descriptoras, impredecibles, no se pueden aplicar los mismos
métodos conocidos para EDOs.
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La razén de usar el método BDF para resolver las EDAs es que
constituye el método mas estable de los multipasos conocidos. La
teoria conocida de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias no
es aplicable a este tipo de ecuaciones.
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De lo analizado anteriormente se obtiene para interpolacion de New-
ton es:

1 1_.,
vlyn—i—l 4 §v2yn+1 T eccaF Ev Yn+1 = hf(xn-i-lv yn-i—l) (33)

Para k=1
Yn+1 — Yn = hf(anrlvynle)
Método de Euler.

Para k=2

3 1
PYnt1 = 2Yn + SYn-1 = hf(Tni1, Yna1)
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Los métodos multipasos aplicados a la EDA semi-explicita (3) — (4)
con el esquema de cdlculo (38) — (39) son estables y convergen con
el mismo orden de precision para la EDA y para la EDO estandar
no rigida. Este resultado se deduce del Teorema de la funcion
implicita.

En la EDA de indice diferencial uno, la ecuacién de la restriccidn
puede ser resuelta para z, en funcién de z, y y, o sea:

Zn = §(l‘n,yn) (34)

y por tanto z, puede insertarse en la férmula multipaso (35) pa-
ra obtener la misma ecuacion en diferencia que la que obtuvimos
anteriormente para métodos multipasos lineales para EDOs:

/
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EJEMPLOS RESUELTOS. J
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Ejemplo.1

BDF- Método BDF de paso variable.
2BBDF- Método BDF en bloque de dos puntos de paso variable.
IST- Ndmero total de pasos exitosos.

IFST- Nimero total de pasos fallidos. MAXE- Error absoluto
maximo.

Time- Tiempo de ejecucién.  TNS- Ndmero total de pasos.
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€ Método IFST | IST | TNS | MAXE Time

(msec)

10-2 | BDF 1 | 76| 77 | 3e72 | 25
2BBDF | 0 | 18 | 18 | 4¢% | 0.74
10~* | BDF 1 | 98 | 99 3.6e7%| 7.2
2BBDF| 0 | 23 | 23 | 6.5¢5 | 0.91
10-¢ | BDF 1 136|137 3.6e 5| 60

-6
2BBDF 0 31 | 31 | 427 12
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Ejemplo.2

y =z-cos(z) —y+(1+xz)-2 y0)=1
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€ Método | IFST | IST | TNS | MAXE Time
{msec)
10~% | BDF 9 106 | 115|793 | 15

2BBDF| 0 | 26 | 26 | 6.6e=3 | 03
104 | BDF 12 1179 | 191 | 1.4e~% | 3.9
2BBDF| 1 | 55 | 56 | 3.1¢=¢ | 0.78
10~¢ | BDF 18 | 326 344 | 23e¢| 37
oBBDF | 1 | 110 111|237 | 3
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SUNDIALs (Suite on Differential-Algebraics) de Matlab ver.J
10,0
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