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Prefacio

Objetivo

El objetivo de este trabajo es el desarrollo de métodos efectivos para la generacion de
mallas rectangulares sobre regiones planas irregulares, las cuales tengan las propieda-
des de ser convexas, suaves y (de ser posible) ortogonales. A reserva de precisar estos
conceptos en el cuerpo del trabajo, se piensa en una malla como una subdivisién de
la regién irregular en celdas cuadrilateras. Si cada una de tales celdas es convexa, se
dird que la malla es convexa.

Las mallas son obtenidas con la finalidad de resolver ecuaciones diferenciales
parciales definidas sobre la region y que sean de interés como parte de la modelaciéon
de algin fenémeno; el esquema usado sera simplemente el de diferencias finitas, la
implementacién del cual es muy sencilla. Es imprescindible que la malla sea convexa;
de otro modo es initil para esta aplicacion.

De entre los métodos que se han desarrollado en esta area, se esta interesado en
los que se obtienen por medio de una formulacion variacional de las propiedades de
la malla. A esta rama se le conoce como Generacién Variacional de Mallas. TLos
primeros trabajos en esta direccién se deben a Brackbill-Saltzman en 1982 ([6]) v a
Steinberg-Roache en 1986([40]). Dentro esta formulacién variacional se puede ain
hacer una gran subdivisién entre los métodos continuos y los discretos. Aunque
histéricamente éstos tltimos han surgido de los continuos, en los ultimos anos se han
desarrollado de manera independiente con muy buenos resultados.

A reserva de precisar posteriormente, se puede pensar en la generacion variacional
continua como un método en el cual la caracteristica a optimizar para una malla
sobre una region, se formula usando algin funcional integral definido sobre la malla.
Usando el calculo de variaciones, el problema deviene en resolver cierto sistema de
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de frontera. La solucion es entonces
una funcion del cuadrado unitario a la region de interés, un cambio de coordenadas.
El dividir el cuadrado unitario en subregiones conduce, via el cambio de coordenadas,
a una subdivision de la regién irregular. Sin embargo, lo que se obtiene en la practica
no es la funcion en si; el sistema de ecuaciones no se resuelve de manera analitica
(esto no es posible en la mayoria de los casos). Una solucién aproximada es obtenida

v
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mediante un esquema de diferencias finitas sobre el cuadrado unitario.

Los trabajos mas importantes en este enfoque se deben, ademas de los menciona-
dos en el parrafo anterior, a Steinberg y Knupp ([28]). En estos trabajos se intro-
ducen los llamados funcionales de area, longitud, suavidad y area-ortogonalidad. Los
métodos desarrollados por estos autores producen mallas de excelente calidad sobre
regiones simples, esto es cierto en especial para el funcional de area-ortogonalidad de
Knupp; sin embargo para regiones complicadas el objetivo fundamental no se logra:
las mallas no son convexas.

Por otro lado, en los métodos variacionales discretos cldsicos, se prefiere pri-
meramente realizar una discretizacion de los funcionales integrales, mediante algin
esquema de cuadratura numérica. Este proceso hace que el problema a resolver sea
minimizar una funcion multivariada, la cual es llamada funcional discreto. Esta mi-
nimizacion se lleva a cabo usando métodos iterativos, razon por la cual se necesita
contar con una malla inicial; el proceso convergera mas rapidamente si la malla inicial
elegida es construida de manera conveniente.

El pionero en este enfoque es Castillo ([9], [8]), quien desarrolla las versiones
discretas correspondientes a los funcionales de area y de longitud. Sin embargo, la
manera en que realiza la discretizacion no le permite obtener resultados que mejoren
los obtenidos por medio de las versiones continuas.

Usando una manera novedosa de discretizar los funcionales continuos Barrera,
Pérez y Castellanos en 1992 ([5]) reformulan los funcionales discretos de area, lon-
gitud, area-ortogonalidad y suavidad, obteniendo mejores resultados que Castillo.
También introducen un nuevo funcional de longitud (el funcional de Barrera-Pérez)
el cual les permite obtener mallas adecuadas en una buena variedad de regiones;
sin embargo, para regiones irregulares no consiguen que las mallas optimas sean
convexas.

En lo que respecta a la version discreta del funcional de suavidad, los trabajos
principales en esta drea se deben a Barrera ([2], [3] , [4]) e Ivanenko ([25], [26]).
La forma que tiene el funcional de suavidad impide que se puedan lograr mallas
convexas si no se tiene una malla inicial que ya lo sea. Tratando de remediar en cierta
medida esta situacién, Barrera construye un nuevo funcional discreto de suavidad (el
funcional de suavidad regularizado), el cual le permite lograr convexidad en regiones
no muy irregulares, partiendo de mallas iniciales que sean cuasi-convexas. El trabajo
de Ivanenko también va en esta direccion, realizando una modificaciéon al funcional de
suavidad de tal manera que logra convexidad para una clase amplia de regiones. Su
método, sin embargo, requiere que el usuario sea un experto en la generacion de ma-
llas, ya que se necesita ajustar varios parametros para que el proceso de optimizacion
converja.

El trabajo del autor de esta tesis inicia precisamente en este punto. Se planteaba
la necesidad de disenar métodos que fueran maés eficientes que los existentes en ese
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momento en el sentido de generar mallas convexas sobre regiones irregulares.

Otra seria deficiencia de los métodos clasicos era que ain en los casos simples
en que se lograba obtener mallas convexas, cuando éstas eran mejoradas usando el
funcional de suavidad, se perdia el control del tamano de las dreas de las celdas;
esto es, en esos casos se obtenian mallas muy suaves pero que no eran titiles para
los propdsitos de solucion de ecuaciones diferenciales parciales. Un segundo obje-
tivo planteado en el transcurso de este proyecto fué el de conseguir funcionales que
ejercieran efectivamente este control del tamano de las areas de las celdas.

Por otro lado, hasta hace poco la generacion de mallas era mas bien un arte que
un proceso automatico al cual pudiera acceder una persona interesada en la solucién
de ecuaciones diferenciales parciales pero que no fuera especialista en generacién de
mallas: el ajuste empirico de ciertos parametros era una de las tareas mas absorbentes
cuando se trataba de construir mallas sobre regiones irregulares. Se requeria que los
nuevos métodos estuvieran, en lo posible, libres de esta desventaja: el proceso de
generacion de mallas debe ser lo mas automatizado posible.

En lo que respecta al diseno de métodos que garantizaran la obtencion de mallas
convexas y suaves, el objetivo se ha logrado con creces. Se han disenado métodos que
producen mallas convexas y suaves sobre regiones generales, se tienen los resultados
teoricos que garantizan este hecho y la experimentacion correspondiente que confirma
en la préactica este hecho para regiones complicadas. Hasta donde la bibilografia
existente reporta, los resultados son de los primeros de este tipo.

Por otro lado, una vez obtenidos los resultados anteriores y experimentado con
éxito en regiones tradicionalmente consideradas ”dificiles”, se ataco el problema del
control del tamano de las celdas. Se han obtenido caracterizaciones para todos los
llamados funcionales de drea que permitieron observar las caracteristicas clave que
permitian el control del drea de las celdas. De hecho aunque el enfoque original era
sobre métodos discretos, se obtuvieron también caracterizaciones para los funcionales
de drea continuos. Fruto de esta caracterizacion fué el diseno de nuevos funcionales
discretos de area para los cuales también se da la justificacion matematica, ademas
de la empirica, de que conducen a mallas convexas.

En lo que respecta a la meta de automatizar el proceso de generacién discreta de
mallas cabe decir que el objetivo practicamente se ha logrado: los métodos generados
solo requieren que el usuario ajuste el valor de a lo mas un parametro. Incluso, fruto
de la experimentacion, se puede sugerir un valor por omisién de dicho parametro
para cada uno de los funcionales.

Finalmente, aunque no se documenta aqui, se disenado también un algoritmo de
optimizacion ad hoc para el problema de generacion de mallas que permite el generar
mallas de mayor dimensén y en menos tiempo usando una computadora personal. Se
espera proximamente terminar un paquete dirigido a usuario, asi como documentar
estos algoritmos.
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Resumen de contenidos

Primeramente en el Capitulo 1 se realiza una breve introduccion a los conceptos basi-
cos y se establecen las definiciones pertinentes. Se hace también un breve bosquejo
de las principales técnicas de generacion numérica de mallas existentes a la fecha.
Al final del capitulo se bosqueja uno de los métodos algebraicos mas usados para
generar mallas sobre regiones convexas a saber, el método de interpolacion trans-
finita (TFI). Para regiones no convexas las mallas generadas usando este método no
son ya adecuadas, sin embargo serviran como mallas iniciales en el proceso iterativo
de optimizacién de los funcionales que se presentaran mas adelante.

En el Capitulo 2 se revisan someramente las ideas correspondientes a la formu-
lacién variacional continua, describiendo los funcionales clasicos correspondientes y
sus resultados.

Los métodos variacionales discretos clasicos se revisan en el Capitulo 3, donde se
trata de explicar las ideas centrales de dicha formulacion. Se presenta también aqui
el Funcional de Suavidad Regularizado de Barrera, que fué el punto de partida para
el desarrollo de los nuevos funcionales.

El capitulo 4 comienza con una breve explicacion de los objetivos perseguidos al
iniciar este trabajo. Posteriormente se introduce un nuevo funcional de suavidad:
el Funcional de Suavidad que se ha denominado llamado Adaptivo. Se enuncian
resultados tedricos que justifican el que este método produce mallas convexas, bajo
la hipotesis de que exista alguna; éstos son de los pocos que existen en este sentido.
También es presentado el llamado Funcional de Suavidad Bilateral cuya minimizaciéon
produce mallas convexas y suaves con menor variacién de las dreas de las celdas.

La forma general de los funcionales de area es introducida en el capitulo 5. Se hace
una revision de las propiedades de los funcionales continuos, en particular se muestra
que las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional general son esencialmente las del
funcional continuo clésico de area. Por otro lado, al tomar los anédlogos discretos,
se logra demostrar algunas propiedades que se habian demostrado antes sélo para
el funcional discreto clasico. Se introducen varios nuevos funcionales discretos de
area que mejoran los resultados correspondientes al funcional clasico; en particular
el Funcional que se ha denominado Reciproco de Area (que serd en realidad una
familia de funcionales dependientes de cierto parametro), tiene mucha similaridad
con el Funcional Adaptivo de Suavidad, tanto en la forma como en el esquema que
se implementa para obtener convexidad. Se prueban resultados andlogos a los del
capitulo 4 para este funcional. Finalmente se define el Funcional de Area Bilateral,
el cual produce mallas convexas con un fuerte control de la variacion de las areas de
las celdas.

En el capitulo 6 se toman combinaciones convexas de los diferentes funcionales
que se introdujeron en los capitulos 4 y 5, con los funcionales clasicos. Se hace ver
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que las mallas producidas por algunas de estas combinaciones son excelentes, ya que
gozan de las propiedades de control del tamano de las celdas y de suavidad, que no
tiene por separado cada funcional. Al llegar a este punto ya no se creyo necesario
ser muy explicitos en lo referente a la formulacion de los funcionales, se dan sélo las
expresiones de las combinaciones y los correspondientes resultados.

Los resultados presentados a lo largo de todo el trabajo corresponden a ocho
mallas de prueba. De estas mallas, las primeras cuatro (llamadas M12, M13, M19 y
M26) son sobre regiones que han sido extensivamente usadas por varios autores para
ejemplificar las caracteristicas de las diferentes técnicas de generacion de mallas. Las
cuatro dltimas (HAB, SUD, UCH y ENG) son regiones "dificiles”, en el sentido de
que no se logra convexidad de las mallas correspondientes cuando se usan los métodos
clasicos.

Aunque los resultados numéricos son fundamentales para comparar la eficiencia de
los diferentes funcionales, otra manera de realizar esta comparacion es visualmente.
Es por esta razon que gran parte del volumen de este ensayo lo constituyen las
graficas de las mallas.

Finalmente, es conveniente mencionar que los resultados numéricos que se pre-
sentan a lo largo del trabajo, fueron obtenidos usando una computadora personal,
con procesador Pentium de 66 MHz.



CAPITULO 1

Generalidades

1.1 El Concepto de Malla

Muchos problemas de interés cientifico se pueden modelar matematicamente; cuan-
do los fenémenos a estudiar involucran cantidades que varian con el tiempo o con
la posicién usualmente dicha modelacion conduce al planteamiento de Ecuaciones
Diferenciales Parciales. Entre éstos podemos mencionar fenomenos de difusion, pro-
cesos oscilatorios, entre otros.

Por esta razén es necesario contar con buenas técnicas para resolucién de ecua-
ciones diferenciales parciales. Desgraciadamente las soluciones simbdlicas s6lo se han
calculado para un nimero muy limitado de casos. En la mayoria de las ocasiones se
obtienen soluciones aproximadas mediante el uso de métodos numéricos.

Entre los métodos numéricos mas usados en la actualidad podemos mencionar
los de diferencias finitas y los de elemento finito. lLos primeros son métodos de
implementacion sencilla y que conducen a excelentes resultados cuando la region
donde esta definido el problema -al cual se hara referencia en adelante como region
fisica o espacio fisico- es sencilla. Los métodos de elemento finito son més adecuados
para el caso de regiones irregulares, pero su implementacion dista mucho de ser
sencilla.

Recientemente se ha buscado resolver ecuaciones diferenciales parciales sobre una
region fisica complicada, transformando primeramente esta region de tal manera
que el resultado de dicha transformacién sea un cuadrado. Una vez logrado este
primer objetivo, se puede resolver la ecuacion diferencial usando algin esquema de
diferencias finitas. A este proceso de transformacion de la region fisica en un cuadrado
se le conoce como Generacion de Mallas o Redes.

La generaciéon numérica de mallas se ha convertido en una herramienta de uso
comin en la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales sobre regiones de
forma arbitraria. Esto es especialmente cierto en Mecédnica de Fluidos, en la cual tuvo
su origen, pero es igualmente aplicable a todos los problemas fisicos que involucran
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soluciones para campos. Las mallas generadas numéricamente han proporcionado
la manera de solucionar el problema de la forma de la frontera en los métodos de
diferencias finitas, y estas mallas también sirven para construir redes de elemento
finito. Con dichas mallas todos los cdlculos numéricos, ya sean de diferencias finitas
o de elemento finito, son implementados sobre una malla computacional cuadrada
sin importar la forma y configuraciéon de la regién fisica.

Siguiendo a Thompson ([41]), un sistema generador de mallas

7... puede ser pensado como un procedimiento para la distribucion orde-

nada de observadores, o estaciones de muestreo, sobre un campo fisico
de tal manera que sea posible una comunicacion eficiente entre los ob-
servadores y que todos los fenomenos fisicos sobre ese campo puedan ser
representados con suficiente exactitud por medio de esta coleccion finita
de observaciones. La estructura de una red de familias de lineas coorde-
nadas permite a los observadores ser facilmente identificados en relacion
a los otros, y esto conlleva una codificacion mds simple que la que resul-
taria de una estructura triangular o de una distribucion aleatoria de los
puntos. Kl sistema de generacion de mallas proporciona cierta influencia
de un observador sobre los otros, asi que si uno de ellos se mueve hacia
una mejor posicion para observar la solucion, sus vecinos lo sequirdn en
cierta medida para mantener una cobertura suave del campo.

La solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales requiere cierta
discretizacion del campo en una coleccion de puntos o voluimenes ele-
mentales (celdas). Las ecuaciones diferenciales son aprozimadas por un
conjunto de ecuaciones algebraicas sobre esta coleccion, y este sistema
de ecuaciones algebraicas es entonces resuelto para producir un conjunto
discreto de valores los cuales aproximan la solucion del sistema diferen-
cial parcial sobre el campo. La discretizacion de la solucion requiere de
cierta organizacion para ser eficiente; esto es, debe ser posible identificar
rapidamente los puntos o celdas. Mas ain, la discretizacion debe confor-
mar la frontera de la region de tal manera que las condiciones de frontera
puedan ser representadas de manera precisa. Fsta organizacion es pro-
porcionada por un sistema de coordenadas, y la necesidad de conformar
la frontera es reflejada en la eleccion que se hace de coordenadas carte-
sianas para regiones rectangulares, coordenadas cilindricas para regiones
circulares, ete., todo dentro de los limites de los recursos que se puedan
hallar en los manuales.

De esta necesidad de organizacion de la discretizacion del campo para
regiones generales surge el interés actual en sistemas de coordenadas que
conformen la frontera, generados numéricamente. Es decir, generar com-
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putacionalmente para regiones arbitrarias lo que esta disponible en los
manuales para regiones simples. Los sistemas de coordenadas cubren el
campo y tienen lineas (o superficies) coordenadas que coinciden con todas
las fronteras. La distribucion de las lineas debe ser suave, concentrdn-
dose en regiones donde la solucion varia fuertemente, y el sistema debe
ser capaz de “sentir” estas variaciones y autoajustarse dinamicamente
para consequir este objetivo.”

Una malla generada numéricamente es pensada como el conjunto organizado de
puntos formado por las intersecciones de las lineas de un sistema de coordenadas.
La caracteristica esencial de un sistema tal es que alguna linea coordenada (o en tres
dimensiones, alguna superficie coordenada) sea coincidente con cada segmento de la
frontera de la region fisica. El uso de intersecciones de lineas coordenadas para definir
los puntos de la malla proporciona una estructura organizacional que permite que
todos los calculos sean realizados en una malla cuadrada fija cuando las ecuaciones
diferenciales que se estén resolviendo han sido transformadas de tal manera que
las coordenadas curvilineas remplacen a las coordenadas cartesianas como variables
independientes.

La malla libera a la simulacion computacional de restringirse a ciertas formas de
frontera y permite la generacion de codigos de usos general en los cuales la forma
de la frontera es especificada simplemente en la entrada de datos. Las fronteras
también pueden estar en movimiento, ya sea por especificaciones externas o en res-
puesta al desarrollo de la solucion fisica. Similarmente, el sistema de coordenadas
puede ajustarse para seguir la variacién en la solucion fisica. En cualquier caso, la
malla generada numéricamente permite que todos los calculos sean relizados en una
malla cuadrada fija en el campo computacional (también llamado espacio 16gico), el
cual es siempre rectangular por construccién.
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1.2 Planteamiento del problema

Definicién
Una malla x(¢,7) = (2(€,7),y(€,17))" sobre una regién Q C R? es una funcién
continua

X U2 — 0
donde U, es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1] (Figura 1.1).

X (€,m)

U, Q

Figura 1.1.- Malla sobre la Region

Notese que si se toma una linea coordenada ¢ = cte o n = cte en Us,, su imagen sera
una curva. Fstas curvas en €) son llamadas, de manera natural, curvas coordenadas.
Si se elige una reticula en Uy; esto es, una colecciéon de lineas coordenadas en Us, la
funcion x proporciona una reticula en £, de ahi el término malla o red.

Se restringira la atencion a funciones tales que

X(aUz) = 8(2

1

de éstas se dira que se ajustan a la frontera, o que conforman a ésta.” Se puede

establecer el problema de generacion de mallas como sigue:

Dada una funcion biyectiva y continua de la frontera de Uy en la frontera
de Q, extenderla a una funcion continua de Uy a €).

INo confundir con la nocién de conformalidad cominmente usada en Matematicas para indicar
preservacién de angulos. De hecho, se menciona mas adelante que una de las técnicas cldsicas para
generar mallas es por medio de mapeo conforme, y en esta iltima expresién si se usa ”conforme”
en el sentido clasico.
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De entre las posibles mallas existentes en 2 seran de interés aquellas con ciertas
propiedades; a saber:

1. Primeramente se quiere que diferentes puntos en U, tengan como imagen puntos
diferentes en §); es facil ver que esto implica que diferentes lineas coordenadas
que no se cruzan en Uy, tendran imagenes que no se cruzan en (). Se requiere
pues que x sea 1-1.

2. También se requerirda que x llene a Q; es decir, que X sea un mapeo sobre.

3. Por otro lado, es deseable que la imagen de una curva suave en U, sea una
curva suave en ); esto es, se requiere que las funciones z(&, 1), y(&,n) tengan
derivadas continuas al ser consideradas como funciones de ¢ y 1 separadamente.

Las mallas que tienen las dos primeras propiedades se llaman mallas convexas;
en contraparte, las que no gozan de esta propiedad son denominadas no convexas o
dobladas. En la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales, una malla
no convexa no es util.

Una funcion que tenga las tres caracteristicas es llamada un difeomorfismo entre
Uy y Q. FEl problema de generacion de mallas es replanteado entonces de manera
mas especializada como:

Dado un difeomorfismo

X : 6(U2) — 00

extenderlo a un difeomorfismo

X:U2—>Q

1.3 Breve Resena Historica de la Generacion de
Mallas

Hasta hace poco més de diez anos, los procedimientos para generar sistemas de co-
ordenadas curvilineos eran basicamente de dos tipos generales: (1) construcciéon por
interpolacién algebraica y (2) Solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales.
Los procedimientos algebraicos van desde la simple normalizacién de las curvas fron-
tera, hasta la interpolacion transfinita de las curvas frontera, pasando por ciertas
técnicas intermedias de interpolacion de lineas y otras técnicas relacionadas. Por
otro lado, las ecuaciones pueden ser elipticas, parabdlicas o hiperbodlicas.

Los méritos relativos de los dos tipos clasicos de esquemas de generacion de mallas
se pueden resumir de la siguiente manera: La generacion algebraica es mas rapida,
pero las mallas generadas por ecuaciones diferenciales son mas suaves.
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1.3.1 Generacion Algebraica

La generacion de un sistema coordenado curvilineo se puede realizar interpolando los
valores en las fronteras. FEsto se hace construyendo una funcion definida sobre toda
la region légica de tal manera que en la frontera esta funcion coincida con los valores
prescritos y posiblemente con derivadas también prescritas. La evaluacion de esta
funcién para los valores en el interior de la regién légica proporcionara el sistema de
coordenadas curvilineo.

Entre los tipos de interpolacion usados se pueden mencionar la interpolacion de
Lagrange, de Hermite, por splines, por funciones trigonométricas, entre otros.

Los métodos de este tipo han sido extensivamente desarrollados para aprovechar
sus dos principales ventajas: céalculo rapido de las mallas, en comparacion a los
métodos de ecuaciones diferenciales parciales y el control directo sobre la localiza-
cién de los puntos de la malla. Estas ventajas, sin embargo, se ven opacadas por
el hecho de que los métodos algebraicos no garantizan la suavidad de la malla; en
particular las discontinuidades de las pendientes en la frontera se pueden propagar
al interior.

El método algebraico bésico es interpolacién transfinita ([21] y [22]). Un caso es-
pecial de este método se presenta al final de este capitulo. Otros métodos algebraicos
pueden ser consultados en [16], [38], y [36].

1.3.2 Generacion por medio de Ecuaciones Diferenciales

Como ya se menciond, la generacion de un sistema coordenado que conforme la
frontera, se obtiene determinando los valores de las coordenadas curvilineas en el
interior de la region fisica a partir de valores de dichas coordenadas (o de la pendientes
de ellas al intersectar la frontera) especificados en la frontera de la regién.

Una manera de llevar a cabo esto es, como se dijo en el apartado anterior, por
medio de algin esquema de interpolacion. Sin embargo, éste es un problema de
valores a la frontera y este tipo de problemas se ha resuelto clasicamente por medio
de ecuaciones diferenciales parciales. Es por lo tanto logico tomar las coordenadas
como soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Si se especifican
valores fijos sobre toda la frontera de la region fisica, estas ecuaciones deben ser
elipticas, mientras que si esta especificacion se realiza sélo sobre una porcién de la
frontera, las ecuaciones seran parabolicas o hiperbdlicas.

Generacion eliptica

Una discusién general de los sistemas generadores elipticos se puede ver en [47];
también se pueden consultar varias aplicaciones en [43], [44] y [45]. Aqui sélo se hace
un breve bosquejo de este topico.
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La caracteristica principal de los generadores elipticos es debido a los llamados
principios extremales; esto es, los extremos de las soluciones no se pueden alcanzar
en el interior de la regién légica ([31]). Esto garantiza que el mapeo entre las regiones
l6gica y fisica sea uno-uno.

Otra caracteristica importante en relacion a la generacion de sistemas de coorde-
nadas es la suavidad de las soluciones, inherente en los sistemas elipticos. Mas atn,
las discontinuidades en las primeras derivadas que se puedan presentar en la frontera
de la regién, no se propagan al interior.

El generador eliptico por excelencia es el obtenido resolviendo el sistema de
Laplace

va
0&? 62_
0ty 0%y

8—524-— 0

llamado de AH ([1]) o de longitud. Como se verd mas adelante (Capitulo 2 ), la
solucion de este sistema conduce a la distribucién de lineas coordenadas mas suave
posible sobre el campo, para los datos asignados en la frontera. También se puede
demostrar que las lineas estardn mas acumuladas cerca de las partes convexas de la
frontera y menos en las partes concavas.

Variantes del sistema anterior se obtienen agregando en el lado derecho las asi
llamadas funciones de control; esto es, el sistema a resolver tiene la forma

0z 82
852 =F
0%y 82
8—52 ‘|‘ — =0

El papel que juegan Py @) es el de controlar el espaciamiento y orientacion de las
lineas coordenadas. La introduccion de las funciones de control puede hacer que
los principios extremales se pierdan; sin embargo, ain se pueden obtener mapeos
uno-uno con ciertas elecciones de ellas.

Se pueden también obtener sistemas mas generales si el operador de Laplace que
aparece en el lado derecho se sustituye por un operador eliptico arbitrario.

El generador de Winslow, o Thompson-Thames-Mastin homogéneo ([42], o Suavi-
dad, es el generador eliptico mas ampliamente usado. En términos sencillos es el
generador de longitud, sélo que ahora de la region fisica a la region logica. Una
modificacion de él, llamada generador TTM no homogéneo, es usada para atraer
o repeler puntos de la malla hacia puntos especificados en el dominio légico y para
mover lineas coordenadas en la misma manera. Las mallas producidas sobre regiones
no convexas también son comunmente dobladas.
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Generacion hiperbdlica y parabdlica.

Cuando el sistema de ecuaciones diferenciales es parabolico o hiperbdlico, debe ser
resuelto numéricamente, marchando en la direccién de una coordenada curvilinea
entre dos curvas de frontera. FEn ninguno de estos casos se puede especificar la
frontera completa.

El sistema parabdlico puede ser aplicado para generar mallas entre las dos fron-
teras de una region doblemente conexa, con cada una de esas fronteras especificada
de antemano. Por otro lado, el caso hiperbdlico permite especificar sélo una fron-
tera, y por tanto es de interés sélamente en los casos donde la region fisica no es
acotada. Tanto los sistemas pardabolicos como los hiperbdlicos tienen la ventaja de
ser generalmente resueltos mucho mas rapido que los elipticos.

Generaciéon por Mapeo Conforme y Cuasi-conforme

El método clasicamente mas usado es el de mapeo conforme, el cual ha servido
durante mucho tiempo para construir mapeos entre dominios planos. Una buena
referencia en lo referente a la parte tedrica y computacional de mapeos conformes es
[24], mientras que su aplicaciéon a la generacion de mallas se puede consultar en [33]
y en [46].

En términos simples un mapeo conforme en el plano complejo preserva angulos
entre curvas y la orientacion de estos angulos. Un mapeo f del plano complejo en
él mismo es conforme si f es analitica; esto es, si las partes real y compleja de f
satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann; entonces una manera de construir un
mapeo tal es resolver este sistema de ecuaciones diferenciales. Un mapeo conforme
es ortogonal y tiene jacobiano estrictamente positivo.

Esta técnica tiene la ventaja de que al transformar la ecuacion diferencial parcial
a resolver se introducen una cantidad pequena de términos. Sin embargo los sistemas
asi generados son muy rigidos en el sentido de que se puede ejercer muy poco con-
trol sobre la distribucién de los puntos de la malla; ademas, no siempre es posible
construir un mapeo conforme del cuadrado unitario en una regiéon plana general, que
tenga cuatro lados, a menos que que la razén de la "longitud” al "ancho” de esa
region esté restringida a cierto valor constante particular llamado moédulo de confor-
malidad. Cuando se tiene alguna manera de calcular esta constante ([37]), la cual
varia de region en region, se puede generar lo que se llama un mapeo cuasi-conforme
(29))

Las técnicas de mapeo conforme y cuasi-conforme estan incluidas en el tipo elip-
tico.
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Mallas Ortogonales

Las mallas que tienen la propiedad de que sus lineas coordenadas son ortogonales -o
casi ortogonales- son preferidas en la solucion numérica de ecuaciones diferenciales
parciales, debido a que con tales mallas el error de truncamiento se ve reducido ([30]).
También tienen la ventaja de que al transformar la ecuacion a resolver, aparecen
menos términos que para una malla no ortogonal y que las condiciones de frontera
se pueden representar mas facilmente. Una desventaja es que requieren de una
parametrizacion muy particular de la frontera ([17]). En la practica, el encontrar
una malla ortogonal para una region dada puede ser extremadamente dificil.

Los sistemas ortogonales no necesitan ser conformes, y pueden ser generados tanto
por sistemas hiperbédlicos como elipticos.

1.3.3 Generacion Variacional Continua

Los métodos variacionales (llamados aqui continuos, para distinguirlos del enfoque
directo o discreto, del cual se hablara posteriormente) se pueden considerar enmar-
cados dentro de los métodos de ecuaciones diferenciales. La diferencia principal es
que los parametros pertinentes al control de las propiedades de la malla aparecen
en integrales de superficie (o de volumen en tres dimensiones), y no en forma de
términos asociados a fuentes. La malla se determina tomando el 6ptimo de dichas
integrales, lo cual produce el sistema diferencial generador en la forma de Ecuaciones
de Fuler-Lagrange.

Los pioneros en esta formulacién fueron Brackbill y Saltzman ([6]); Steinberg y
Roache ([40]) proponen un método intimamente relacionado. Debido a la claridad
en su formulacion, el enfoque presentado aqui es éste tltimo. Otras referencias son
Roache y Steinberg ([35]), Castillo, Steinberg v Roache ([10], [11], [12]).

Es en estos trabajos que son introducidos los funcionales continuos clasicos de
area, longitud, suavidad y ortogonalidad. Entre los principales resultados reportados
destacan los siguientes:

1. Se hace notar que el funcional de area combinado con el funcional de longitud
produce mallas razonables.

2. Las ecuaciones de Fuler-Lagrange asociadas con el funcional de longitud son
lineales, desacopladas y elipticas.

3. Las ecuaciones de Fuler-Lagrange asociadas al funcional de area son acopladas,
no lineales y no siempre elipticas.

4. Se identifica que uno de los problemas centrales es que muchas veces las mallas
generadas son "dobladas”. Se dan algunos procedimientos para prevenir esta
situacion en casos simples.
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5. Se caracteriza totalmente el funcional de longitud; en cambio para el funcional
de drea solo se dan algunos resultados.

6. Se obtienen buenos resultados formando combinaciones convexas de los fun-
cionales de area, longitud y ortogonalidad. Fn particular el funcional de area-
ortogonalidad de Knupp ([28]) produce mallas de buena calidad en varias re-
giones de prueba.

Un breve estudio de este enfoque se presenta en el capitulo 2 de este trabajo.

1.3.4 Generacion Variacional Discreta

El tema de interés de esta tesis es el desarrollo de ciertos métodos que caen en la
categoria de los métodos variacionales discretos o directos.

Castillo introduce en 1986 ([9]), un método variacional directo que controla pro-
piedades tales como la longitud entre los puntos de la malla y las areas de las celdas.
La malla se genera minimizando un funcional definido sobre los puntos interiores de
la misma. Este es un problema de minimizacién de gran escala que Castillo resuelve
usando un método de gradientes conjugados no lineal. En su trabajo introduce
los funcionales discretos de drea y longitud, los cuales se pueden ver béasicamente
como una discretizacion de los correspondientes funcionales continuos de Steinberg y
Roache. En el capitulo 3 del presente trabajo mostramos en forma precisa las ideas
detras del trabajo de Castillo.

A partir del trabajo de Castillo, se ha desarrollado una buena cantidad de trabajo
en lo referente a los métodos directos. En 1990, Barrera et al ([5]) proponen una
forma de generar funcionales discretos basada en una manera novedosa de atacar la
discretizacion de los funcionales continuos. También introducen nuevos funcionales
discretos que permiten un mayor control de las propiedades de la malla; entre éstos
destaca el funcional de Barrera-Pérez que permite controlar las longitudes de las
lineas coordenadas en una y otra direccion de manera independiente. Con el ajuste
de algunos parametros se logra evitar el problema de "doblez” de las mallas, sobre
una buena cantidad de regiones. Como ya se mencioné, una malla "doblada” (no
convexa) no es itil para los calculos numéricos pertinentes a la solucién numérica de
ecuaciones diferenciales parciales.

Por otro lado, Ivanenko ([25] y [26]), realiza modificaciones al funcional de suavi-
dad de tal manera que logra solucionar en gran medida el problema de no convexidad
de las mallas 6ptimas. De manera muy ingeniosa ajusta ciertos parametros relativos
tanto al funcional como al método de optimizaciéon y logra obtener mallas convexas
en regiones hasta ese momento consideradas complicadas.

Trabajando en una direccién similar, Barrera ([2]) modifica también el funcional
de suavidad, produciendo su funcional regularizado de suavidad, con el cual logra
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mallas optimas convexas sobre una variedad de regiones. La modificaciéon realizada
por Barrera es, en cierto sentido, mas natural que la de Ivanenko y fué de hecho el
punto de partida para el trabajo que se reporta en la presente tesis.

Sobre estos antecedentes se abunda en el capitulo 3.

1.4 El Método de Interpolacién Transfinita

Como ya se ha mencionado anteriormente en este capitulo, los métodos mas simples
usados en la generacion de mallas son los basados en interpolacién. Tienen la ven-
taja de ser de facil implementacion y muy rapidos en comparacion con los métodos
variacionales continuos y discretos que veremos mas adelante. Tienen sin embargo
la desventaja de que transmiten la falta de suavidad de la frontera hacia el interior y
aun mas, para regiones que no sean convexas, a menudo dan lugar a mallas dobladas;
esto es, a mapeos que no son 1-1. Sin embargo debido a que estos métodos son usados
extensivamente en Diseno Asistido por Computadora (CAD) y a que las mallas que
producen son usadas como punto de partida por los métodos que se estudian mas
adelante, es conveniente revisar al menos la versiéon mas usada de ellos: el llamado
método de interpolacién transfinita (TFI). El lector interesado en obtener una mayor
familiaridad con estos métodos algebraicos puede consultar [21], [22], [23], [27], [16],
[38], o [36].

Para generar una malla sobre una region () es necesario conocer las iméagenes de los
lados del cuadrado unitario; esto es, se requiere del conocimiento de las cuatro partes
en las cuales la frontera de 2 es dividida y que son imédgenes de los correspondientes
cuatros segmentos de frontera de U,. Supdngase que la descripcion de la frontera de
1 esta dada por cuatro ecuaciones paramétricas:

xp(§) » x(€) 0<¢<1

xi(n) 5 %.(n) 0<n<1

Aqui los subindices b,r,t,] son abreviaturas en inglés de bottom, right, top y left.
Por supuesto que se debe conservar la orientacion y, para que X sea continua, se debe
cumplir que en las esquinas los correspondientes mapeos coincidan; es decir,

x(0) = x1(0)  x3(1) = %,(0)  x(1) =x(1) x(0) = x(1)

La formula basica de la interpolacién transfinita usa estos cuatro mapeos para
generar una malla sobre {):

x(&m) = (1 =m)x(&) +mx:(E) + (1 = xeln) + Ex0 () — [Exi(1)
= n)xp(1) + 01 = £)x:(0) + (1 = (1 = 7)x,(0)]
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Se muestran las mallas generadas por interpolacion transfinita sobre ocho regiones
no convexas (Figuras 1.2 y 1.3). De estas regiones, las primeras cuatro (llamadas
M12, M13, M19 y M26) han sido extensivamente usadas por varios autores para
ejemplificar las caracteristicas de las diferentes técnicas de generacion de mallas.
Las cuatro dltimas (HAB, SUD, UCH y ENG) son regiones "dificiles”, en el sentido
de que no se logra convexidad de las mallas correspondientes cuando se usan los
métodos clasicos. Estas mallas se obtuvieron tomando la reticula uniforme de 40
por 40 puntos del cuadrado unitario y serdn usadas extensivamente en el desarrollo
del presente trabajo para ilustrar resultados obtenidos por diferentes métodos de
generaciéon de mallas.

Ninguna de estas mallas es convexa; en la Tabla 1.1 se muestra el numero de
celdas no convexas correspondiente a cada una de ellas.

Tabla 1.1.- Mallas Iniciales Generadas por TFI

Malla | Celdas no convexas
M12 70
M13 88
M19 253
M26 164
HAB 394
SUD 318
UCH 473
ENG 575
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CAPITULO 2

Generacion Variacional Continua

En este capitulo se delinean en forma somera las principales ideas concernientes al
método variacional continuo de generacion de mallas. El enfoque es basicamente el
que aparece en [27], trabajo al cual se refiere a quien desee una amplia discusién de
este tema.

2.1 Introduccién

Aunque la nocion de funcional es mucho mas amplia, para los fines que nos ocupan

1

se entenderd por un funcional continuo ' a una funciéon de la forma

1 1
[(X):/O /0 L(fvnvxvyvxﬁvxmyﬁvyn)dndf

que a cada malla

X:U2—>Q

le asocia un nimero real. De hecho la mayoria de los funcionales que seran conside-
rados tienen una forma mas simple, a saber

1 1
[(X) :/0 /0 L(vaxmyﬁvyn)dndg

donde L es una funcion que contendra informacion acerca de ciertas cantidades geo-
métricas que se desea controlar con el objeto de generar mallas adecuadas y que
conformen a la frontera de  (c.f. Cap. 1).

El problema de generacién variacional continua de mallas es encontrar x* que
conforme la frontera y que haga minimo el valor de I(x); ademds x debe tener un
valor predeterminado sobre la frontera de U;. Esto es, se requiere calcular x* tal que

I(x") = min I(x)

T,a palabra ”continuo” usada aqui es sélamente para diferenciar estos funcionales de los usados
en el método directo del siguiente capitulo, los cuales se denominardn discretos

15
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Del célculo de variaciones ([20], [18]) se sigue que x* debe ser solucién del pro-
blema de valores a la frontera

d(ony, d(ony_,
dé \ Oxg dnp \ 0z, )

L) (o),
d& \ Dy dn \ Oy
x(0U3) dado

el cual consta de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, comunmente
acoplado y no lineal y de condiciones a la frontera dadas por el valor de la malla en
la frontera (c.f. Cap. 1). Estas condiciones son llamadas en conjunto Fecuaciones de
Fuler-Lagrange y se hara referencia a ellas como Feuaciones F-L. Comunmente este
problema de valores a la frontera se resuelve numéricamente usando algin esquema
de diferencias finitas, tomando la malla generada por TFI como una aproximacion
inicial.

2.2 Funcional de Longitud

El funcional clasico de Longitud ®; en su forma mas simple se obtiene haciendo
= )‘L(vaxmyfvyﬁ) = :1;2 + 1}727 + yg + yz

Al obtener el minimo del funcional

Py (x) = /01 /01 Adndé

se esta tratando de obtener una malla que tenga la caracteristica de que las longitudes
de las lineas coordenadas sean lo mas cercanas posibles a un mismo valor. De hecho
este funcional se puede escribir como

) = /o1 /ol[(‘?c’5 = yn)® + (2 + ye)*Jdndé + 2/01 /ol(xgyn — x,Ye )dnd§
= [ [ e =9 4 (g e 2 [ [ ande
donde
J = ey — Thye

es el jacobiano de la transformacion x. Como fol fol Jdnd¢ = Area(9), el minimizar
®,(x) es equivalente a minimizar

/01 /01[(:Q - yn)2 + (x, + yg)z]dndf
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esto es, el minimo de ®(x) se consigue en una transformacién que satisface las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann

Te =Yy  Tn= Y
en el sentido de los cuadrados minimos. De hecho las ecuaciones de Euler-Lagrange
para ®; son

Tee t Ty = 0
Yee T Y = 0

que no son otra cosa mas que las ecuaciones de Laplace para las componentes de la
transformacién. En este caso las ecuaciones E-L son elipticas, lineales y no acopladas,
el caso mas simple que se presentara. El hecho de que un sistema sea eliptico garan-
tiza que sus soluciones tienen derivadas continuas de mas alto orden que las condi-
ciones de frontera; por tanto si se eligen condiciones de frontera suaves, las soluciones
del correspondiente problema eliptico seran suaves.

A pesar de la simplicidad de este funcional, las mallas producidas por él no son
satisfactorias ya que para la mayoria de las regiones no convexas estas mallas son
dobladas; esto es, no son 1-1. Sin embargo son muy suaves. A continuacién (Figuras
2.1 y 2.2) se presentan las mallas producidas sobre las ocho regiones de prueba
minimizando el funcional de longitud, usando el algoritmo de solucién que aparece
en [27].2 El niimero de celdas no convexas se muestra en la tabla 2.1.

Tabla 2.1.- Nimero de celdas no convexas. Funcional continuo de longitud

Malla | Celdas no convexas
M12 28
M13 42
M19 78
M26 69
HAB 94
SUD 83
UCH 168
ENG 245

?Este algoritmo es muy veloz y converge bajo ciertas condiciones, ver nota en la seccién corres-
pondiente al funcional de area en este mismo capitulo
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Figura 2.2.- Mallas Optimas Generadas usando el Funcional Continuo de Longitud.

Regiones HAB, SUD, UCH y ENG.
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2.3 Funcional de Area

En su version mas simple, el funcional continuo de area ®, esta disenado para
producir mallas tales que la variacién del jacobiano sea lo menor posible en el sentido
de los cuadrados minimos. Tiene la forma

u(x) = /01 /Ol(xsyn — xyy¢ ) dnd¢

1 1
— / / T2dnde
0 0

Las ecuaciones de Euler-lagrange para este funcional son mas complicadas que
las correspondientes al funcional de longitud:

2 2
YpTee — ToYnYee — 2YeYnTen + (TeYn + Tnle)Yen + YiTun — TelnlYnn = 0
2 2
—ZpYnTee + T Yee + (Teyn + TnYe)Ten — 22eT0Yen — TeYeTpy + TilYpy = 0

de hecho, son un sistema cuasilineal, acoplado y no eliptico. No hay hasta la fecha
resultados de existencia o unicidad de las soluciones de este sistema. lLas mallas
producidas con este funcional no son suaves y, salvo en caso simples, son dobladas.

El algoritmo de solucién de [27] no convergié para ninguna de las mallas de
prueba.?Por esta razén y para fines de ilustracién sélo se muestran algunas mallas
producidas por el funcional de drea en regiones simples (Figura 2.3), en ambos casos
presentados las mallas iniciales ya son convexas y asi lo son también las mallas
optimas. Se puede notar su falta de suavidad.

3No significa esto, sin embargo, que no se pueda encontrar la solucién numérica. Cabe recordar
que la solucién numérica de ecuaciones diferenciales conlleva el resolver un sistema de ecuaciones,
el algoritmo de Knupp y Steinberg converge para sistemas que sean diagonalmente dominantes;
en otro caso, como lo aclaran los autores, se debe usar un algoritmo de solucién de sistemas de
propdsito general.
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2.4 Funcional de Ortogonalidad

El objetivo perseguido al usar este funcional es obtener mallas con lineas coordenadas
que sean lo mas ortogonal posible. Esto es equivalente a pedir que las tangentes a
dichas lineas coordenadas sean ortogonales en cada punto, lo que se puede describir
por la relacion

O =x;x, =0

Para la mayoria de las regiones no existe una malla que tenga esta caracteristica;
se trata entonces de calcular una lo mas cercana posible a la ortogonalidad. Una
manera de lograr ésto es calcular una malla que satisfaga estas condiciones de or-
togonalidad en el sentido de los cuadrados minimos; esto es, se calcula el minimo

de

ol = [ |, oxm i
= /01 /01(:1;5:1;77 + yeyn)*dndg

Las ecuaciones E-I. para este funcional son

xixﬁﬁ + TnYnYee + (4xexy + 2Yeyn ) Ten + (Teyn + TyYe ) Yen + x?%n + 2ZeYeypn = 0
2 2
TnYnTee + YpYee + (Teyn + pYe)Ten + (4Yeyn + 2767y )Yen + TeyYeyy + YeYnn

Il
o

las cuales son nuevamente cuasilineales, acopladas y no elipticas. Muy frecuente-
mente su proceso de solucion no converge; cuando lo hace, las mallas generadas son
a menudo severamente dobladas y es por esta razon que el usar este funcional de
manera aislada no es recomendable.

2.5 Combinacién de Funcionales

Knupp y Steinberg ([27]) introducen el uso de combinaciones convexas de los fun-
cionales anteriores con el objetivo de lograr mallas que gocen en cierta madida de
las ventajas que ofrece cada funcional por separado. La forma general de esta com-
binacion es

(I)(X) = O'Iq)l(X) + O'A(I)A(X) + qu)o(X)
donde o;,04,00 >0 yv o1+ 04+00=1.

La eleccién de los parametros 0,04 v 0o depende fuertemente en la experiencia
personal y ésta es una grave limitante para el uso de esta combinacion.
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2.5.1 Funcionales de Area-Longitud

Las combinaciones con oo = 0 y g; pequeno, que generan los llamados funcionales
de area-longitud, son muy usados ya que para regiones no convexas, geométricamen-
te no muy complicadas, producen mallas convexas (no dobladas) y aceptablemente
suaves; sin embargo para la mayoria de las regiones no simples, la convexidad no
es alcanzada. Para varias de las regiones de prueba el proceso de soluciéon de las
ecuaciones diferenciales usando la técnica dada en [27] no convergié. Mostramos
algunas mallas obtenidas con algin funcional de area-longitud (Figura 2.4). En la
tabla 2.2 se reporta el nimero de celdas no convexas para estos ejemplos, asi como
los valores de o4 correspondientes.

Tabla 2.2.- Nimero de celdas no convexas. Funcional continuo de drea-longitud.
Malla | Celdas no convexas | o4

M12 7 .50
M13 14 .80
M19 44 .50

M26 40 .50
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Figura 2.4.- Algunas Mallas Generadas Optimizando el Funcional

Area-Longitud

Continuo de
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2.5.2 Funcional de Area-Ortogonalidad

Un generador que si es automatico (en el sentido de que no depende de pardametros)

se obtiene haciendo
0'120 O'A:1/2 0'021/2

que da lugar al llamado funcional de area-ortogonalidad de Knupp. Este tiene la
forma

1
S0 = [J? + O*]dnd¢
0

1

S~

—

{(xéyn - xnyﬁ)z + (wewy + yﬁyn)z} dnd¢
(22y2 + 22y + 22a? + yly?) dndg

1 ) (5 )]

o\o\Ho\o\
O\Ho\

esto es, L se puede interpretar como producto de los cuadrados de los segmentos
"verticales” y "horizontales”. Las ecuaciones E-I. correspondientes son

(51?727 + yz)l‘gg +Azex, ey + 202y, + Ty )Yen + (1'2 + y?)%n =0
(22 + Yy yee + 2(xeyy + Toye)Ten + AYeynyen + (22 + Y2 )Yun

Il
o

El diseno de este funcional fué un verdadero éxito en la generacion de mallas
va que a pesar de que las ecuaciones E-I. no siempre son elipticas ([27]), las mallas
producidas por el funcional de drea-ortogonalidad son suaves. También se logra
convexidad si la regién es relativamente simple, se tiene una variacién relativamente
baja del jacobiano y las mallas éptimas son casi ortogonales. Se muestran algunas
mallas optimas en las figuras 2.5 y 2.6. En la tabla 2.3 se lista el nimero de celdas
no convexas para cada una de ellas.
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Figura 2.5.- Mallas Optimas para el Funcional Continuo de Area-Ortogonalidad.

Regiones M12, M13, M19 y M26
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Tabla 2.3.- Numero de celdas no convexas. Funcional continuo de area-ortogonalidad

Malla | Celdas no convexas
M12 3
M13 2
M19 2
M26 2
HAB 12
SUD 12
UCH 32
ENG 80

2.6 Funcional de Suavidad

El funcional de longitud definido para la transformacion inversa
¢(z, y))
X)) =
&) (77(1', v)
£:Q — U,
esta dado por

[ (@46 +n 4 u)dyds

el cual, al hacer el cambio de coordenadas hacia el espacio 16gico (esto es, integrando
sobre el cuadrado unitario), se escribe como

1 1 2 2 2 2
o (x) = [ [ I g
0 0

Este es el funcional de suavidad de Winslow, también referido como el funcional
Thompson-Thames-Mastin homogéneo (TTM). Las ecuaciones de Fuler Lagrange
para este funcional son las ecuaciones de Laplace para la transformacién inversa

51’1’ + fyy =0
Nz + Nyy = 0

que, sin embargo, no son facilmente resueltas de esta manera. En lugar de éstas
se resuelven las correspondientes al mapeo directo, las cuales son cuasilineales y
acopladas:



CAPITULO 2. GENERACION VARIACIONAL CONTINUA 29

G22Tee — 2G12T¢n + G117,

G22Yee — 2G12Yen + G11Ynn

donde

g1
912
922

9 2
= Tty
= xgxn ‘|'zy£y77
= T, Ty,

Este funcional, al igual que los anteriores, tiene la desventaja de que a menudo

no converge a una malla convexa. Sin embargo debe hacerse la aclaracion que el uso

de este funcional usualmente se restringe a mejorar, en lo que a suavidad se refiere,

una malla que se ha optimizado por otros métodos. En este sentido solo se realizan

unas cuantas iteraciones del proceso de optimizacién del funcional de suavidad. Se

muestran algunas mallas generadas con este funcional (Figuras 2.7 y 2.8). El niimero

de celdas no convexas para cada una de ellas se muestra en la tabla 2.4.

Tabla 2.4.- Nimero de celdas no convexas. Funcio

nal continuo de suavidad

Malla | Celdas no convexas
M12 6

M13 6

M19 11

M26 1

HAB 21

SUD 18

UCH 30

ENG 64
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Figura 2.8.- Mallas Optimas Generadas Usando el Funcional Continuo de Suavidad.
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CAPITULO 3

Generacion Variacional Discreta

3.1 Introduccidon

En los métodos variacionales continuos la generacién de mallas se realiza resolviendo
las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al funcional a minimizar. Esta
solucion se realiza de manera numérica eligiendo una malla sobre el cuadrado uni-
tario; es decir, puntos

(&iymy) 1=1,2,...om j=1,2,....n

y aplicando un esquema de diferencias finitas para obtener aproximaciones P, ; a los
valores de x(&;,7;).

Como via alternativa, varios autores (entre ellos Castillo ([8],[9], [10], [11], [12]),
Ivanenko ([25], [26]) y Barrera ([2], [5]) han propuesto realizar primeramente la dis-
cretizacion del funcional a minimizar y después resolver el correspondiente problema
de optimizacién multivariada. Para ser més preciso, el funcional continuo

11
(I)(X) = /0 /0 L(vaxmyﬁvyn)dndg
se reemplaza por una funciéon de mn variables

{(P;} i=12....m j=12....n

m—1n—1

F(P1,17P1,27---yPi,n7P2,17P2,27---7P2,n7---me,hPm,Qy---me,n): Z f27]

=1 j7=1

B

donde f;; es una aproximaciéon al valor de L en la celda del cuadrado unitario
definida por los puntos

(Gim1ymi=1)s (Gim1ymi)s (Gismy)s (Sismimn)

32
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los puntos
{PL]‘}, {Pm,j} ] = 1, 2, ey {Pi,1}7 {P%n} = 1, 2, e,

son los valores correspondientes al mapeo x en los puntos frontera del cuadrado
unitario

{51777]‘}7 {fmvnj}v .]: 1727"'7n
{fivnl}v {5277771}7 1= 1727"'7m

que estan fijos y los puntos interiores
{Pi,j} i:2,...,m—1 j:2,...,n—1
que son las imagenes bajo el mapeo buscado x de los puntos del cuadrado unitario

{(&,n))} 1=2,....om—1 j=2,...,n—1

se calculan de tal forma que hagan minimo a F'.

Esta minimizacion de F' se realiza partiendo de una malla inicial, generalmente
generada por la versién discreta de TFI. Se usa un método de optimizacién mul-
tivariada de gran escala, por ejemplo -BFGS 6 Newton truncado. Los resultados
reportados en este trabajo se obtuvieron utilizando el Método de Newton truncado
con busqueda en la linea de Moré-Thuente, el cual ha probado ser muy efectivo para
esta aplicacion (Ver Apéndice A y [7]).

Cabe mencionar que aunque los métodos discretos clasicos se obtienen a partir
de la discretizacion del correspondiente funcional continuo, también se puede pen-
sar en generar funcionales discretos directamente; es decir, proponer una cantidad
geométrica que se quiera minimizar sobre cada celda de la malla.

3.2 Discretizacion de Castillo

En 1987, Castillo ([8]), propone la primera discretizaciéon para los funcionales con-
tinuos de area y longitud. Los funcionales discretos correspondientes se construyen
sustituyendo las cantidades

J = zey, — xqye
A= a et Ty,
en cada celda OPQ RS de la malla por

oAVPQRS) = Area (OPQRS)
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DPQRS = | P=QIP+ | B=SIP+ Q- RI*+ | P—SI

respectivamente, lo que da lugar a las funciones multivariadas (funcionales discretos)

m—1n—1

Fae = XY (af))
=1 j7=1
m—1n—1

P, = 11
=1 j7=1

donde
ol = o (Piyr i Py PP )

[Z(.C,) = |© (PZ'_|_17]'+1P¢,J‘+1 Pz’,jpi-l—l,j)

y, como ya se menciono, se obtiene la malla optima resolviendo el problema de
minimizacién multivariada correspondiente.
En su trabajo, Castillo demuestra entre otros resultados, los siguientes:

1. La Hessiana del funcional de longitud es positiva definida en todo punto. Esto
conduce a concluir que el minimo de este funcional es tnico.

2. Si existe una malla tal que las dareas de todas sus celdas sean iguales, entonces
esta malla es un punto critico para el gradiente del funcional de area. Aun mas
la hessiana de este funcional evaluada en dicha malla es semipositiva definida.
En el capitulo 5. se demuestran resultados que generalizan los anteriores.

Como veremos mas adelante, el funcional de longitud de Castillo es el mismo que se
obtiene al usar la discretizacion propuesta por Barrera y Pérez. Por esta razén no
se presentan en esta secciéon resultados para este funcional.

Por otro lado, el funcional de area de Castillo no es equivalente al funcional
de area de Barrera y Pérez. A reserva de presentar mas adelante los resultados
correspondientes para nuestras mallas de prueba, se puede mencionar aqui que no
siempre la malla 6ptima para el funcional de area de Castillo es convexa, aiin cuando
las areas de todas las celdas de la malla sean positivas e iguales. Esto lo ilustra el
siguiente ejemplo, en el cual la malla éptima tiene todas sus celdas de igual area, sin
embargo no es convexa.
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Ejemplo 1 ([2])

Considérese la regién cuya frontera estd dada por el segmento de (0,0) a (2,0), el
segmento de (2,0) a (2,2), el segmento de (2,2) a (1, d), el segmento de (1, §) a (0,2)
y el segmento de (0,2) a (0,0), donde d es una constante positiva. Para generar mallas
de tres por tres en esta region, haganse corresponder los puntos (0,0), (.5,0), (1,0),
(1,.5), (1,1), (.5,1), (0,1), (0,.5) del cuadrado unitario, respectivamente a (0,0), (1,0),
(2,0), (2,8), (2,2),(1,9), (0,2) y (0, #) donde 3 es una constante entre 0 y 2.

@D

0.2)

0,p 2.p)

0,0) (1,0) 2.0)

Figura 3.1.- Region de ejemplo para el Funcional de Area de Castillo

El problema de generacién de mallas se reduce a calcular el punto (z,y) tal que
F4_ sea un minimo. Con referencia a la figura, se ve facilmente que

1 1
app = §ﬁx+§y
= Lytis0e-q)
Oé271 = 2y 12 Z 1
— 4 (5— L
o1, +2( B)x 5Y

ars = 14 5(6- B2 -2)~ 5

Ahora bien

_ 2 2 2 2
Fac. = oy Faj,togy +ag,
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y las condiciones para un punto critico

OFs,  OFa.
or 20 Ty 7Y

conducenaz=1,y=1—-+ g. Si se toman 4, 3 tales que
)
1—6+§>5

se tendra el 6ptimo del funcional de area de Castillo en una malla no convexa. Por
ejemplo, la siguiente figura corresponde a la malla éptima cuando 3 = .25 § = 1.

0.2) 2:2)

(1,1.25)
(L1)

{0,25) {2,25)

(0,0) (1,0) 2,0

Figura 3.2.- Malla 6ptima para 3 =.25y 6 =1

Aqui no todas las celdas de la mallas son convexas; sin embargo, sus areas son

todas iguales a 3/4.
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3.3 Discretizacion de Barrera-Pérez

En esta secciéon se usa una forma de discretizar un funcional continuo que conducira
a obtener la forma general para un funcional discreto que se usara durante todo este
trabajo ([25], [26], [2], [5]). Para esta discretizacion se utiliza el mapeo bilineal, el
cual es descrito en la primera parte de esta seccion; esto permitira establecer un
control mds fuerte sobre las propiedades de cada celda de la malla, que el que se
ejerce con discretizaciones mas sencillas. De hecho, se ejercera control sobre cada
triangulo de la celda.

3.3.1 EIl Mapeo Bilineal

Considérese el mapeo mas simple que transforma el cuadrado unitario en un cuadri-
latero PQQ RS cualquiera.

Q

Figura 3.3.- El Mapeo Bilineal
éste el llamado mapeo bilineal, dado por
r(§,n) = A+ B+ Cn+ Déy
donde A, B,C, D son puntos tales que
r(0,0) =P r(1,0)=¢ r(0,1)=5 r(l,1)=R
condiciones que conducen a

r(§,n) =P+ (Q - P){+(S=Phn+(R-Q+P—5)n
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De esta expresion se obtiene
re(§,n) = (@ - P)+(B-Q+ P —5)n

ry(&n) = (S = P)+(R-Q+ P —5)

de lo cual se llega a
rg(0,0):Q—P rg(l,O):Q—P rg(O,l):R—S rg(l,l):R—S

I'U(O,O):S—P rﬁ(lvo):R_Q I'U(O,l):S—P rﬁ(lvl):R_Q

esto es, las derivadas parciales respecto a ¢ en los cuatro vértices del cuadrado se
expresan en funcién de los segmentos "horizontales” () — P y R — S s6lamente.
Similarmente, las derivadas parciales respecto a n dependen sélo de los segmentos
"verticales” S — Py R — Q).

También se puede observar que r¢(0,0) y r,(0,0) se expresan solo en términos de
los puntos S,P,Q; esto es, son funcién del tridngulo ASPQ. Similarmente re(1,0) vy
r,(1,0) son funcion del APQR ; re(0,1) y r,(0,1) son funciéon del ARSP y re(1,1)
y 1r,(1,1) dependen del AQRS.

El jacobiano para el mapeo bilineal es

J = wey, — wqye
= 1('21]211'77

donde -
n=(2 o)
Asi que
J(0,0) = (Q — P)'Jo(S — P) =2 Area(ASPQ)
J(1,0) = (Q — P)'Jo(R— Q) =2 Area(APQR)
J(0,1) = (R — S)'Jo(S — P) =2 Area(ARSP)
J(1,1) = (R— S)'"Jo(R— Q) =2 Area(AQRS)

y si se define

‘ Oé(AAlAQAg) == (Ag — AQ)tJQ(Al — AQ) ‘

es posible escribir

J(0,0) = a(ASPQ)
J(1,0) = o(APQR)
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J(0,1) = a(ARSP)
J(1,1) = a(AQRS)
Noétese que a( ASPQ) es el doble del area del triangulo orientado ASPQ.
Por otro lado
A= x?—l—yﬁ—l—x%—l—yj
= e ["+ [y |

por lo cual

MO0)=[| Q=PI + ]| S— P
MLO) = Q=PI+ R-Q]”
MO L) =[[ R=S|* 4[| §— P
ML =[R=SIP+ I R-Q]

y sl se define

LHAAAA) = A — Ay [P+ [[ A5 — A5 [ ]

la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados A1 Ay y AyAs del AA; A5 A3,

se tendra

A0,0) = [(ASPQ)
A1,0) =I(APQR)
A0,1) =I(ARSP)
AL 1) =I(AQRS)
Finalmente
O = rmry,
= eyt Yeyy
por lo cual
0(0,0) = (@ - P)'(S — P)
O(1,0) = (@ — P)(R - Q)
0(0,1) = (R— S)(S - P)
O(1,1) = (R - S)(R-Q)

y definiendo
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[o(AA Ay Ag) = (A — A)) (A5 — Ay) |

el producto interno de los vectores (A; — Az) y (As — Az), es posible escribir
0(0,0) = o(ASPQ)
O(1,0) = o(APQR)
0(0,1) = o( ARSP)
O(1,1) = o(AQRS)

3.3.2 La discretizacion

Como ya fue mencionado, cada funcional continuo

1 1 1 1
/O/OL(vaxmyfvyﬁ)dndgz/o /0 L(vaxﬁ)dndf

serd sustituido por una expresion de la forma

m—1n—1

i
3 1

=1

e

Si se denotan los vértices de la celda 1,j-ésima de la malla por

Pij, Qi Rijy Sij

Qij

Figura 3.4.- Celda i,j
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se usara
fri = [L(r(0,0),x9(0,0)) + L(x(1,0), x5(1,0))
—I—L(r’g’](o7 1),rp7(0,1)) + L(ré’](l7 1),rp7(1,1))]
donde N
' Uy — 0P, Qi Rij, Sij)

es el mapeo bilineal asociado al cuadrilatero O(P, ;, Q; j, R; ;, Si;)-
Convéngase en denotar
1
ASi P Qi = ALY
2
AQi R Si; = AL
3
AP Qi Ri; = AL
4
AR ;S Py =AY

Figura 3.5.- Los cuatro triangulos de la celda 1, j

De acuerdo a lo observado en la seccion anterior, es valido denotar

FIAL) = F(AS:;PQuy) = L(xf?(0,0),x17(0,0)

27]

L(r{’(1,0),157(1,0))

FAPY = F(AP QiR ;) =
FAYY = f(AR: ;S Pry) = L(ri?(0,1),r57(0,1))
FAP)Y = F(AQi;Ri;S:;) = L(r (1,1),r(0, 1))
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Entonces la forma general de un funcional discreto es

m—1n—1
F=3 33 f(al)
=1 7=1p=1

Aun mas, si se introduce el vector simbdlico

t
_ t t t t t t t t t
A = (51,1751,27-"751,71—1752,1752,27-"752,71—17 ey 5m—1,175m—1,27'"75m—1,n—1)

= (A1, Qg Ay AN

donde .
5y = (AL, AP AP Al
entonces
N
F=3 (A, N = d(m — 1)(n 1)
q=1

Cabe aqui remarcar que las variables en que depende el funcional F' son los puntos
interiores de la malla

—_— .. .. t y —_— y —_—
Pj=(xi;,9i;) i=2,...m—1 j7=2....n—1
Es pues una funcién de 2(m — 2)(n — 2) variables reales. Sea
_(pt_ pt t ¢ pt t t t t t
z= (P2,27 P2,37 . '7P2,n—17 P3,27 P3,37 ey PS,n—lv ey Pm—1,27 Pm—1,37 R Pm—l,n—l)

entonces finalmente se escribe el funcional discreto general como

F(z) = Z_;f(Aq)

Es también conveniente para una malla discreta GG, introducir las siguientes can-
tidades:

a(Ay) = aq

a—y =min{ay¢=1,2,...,N}

oty = max{ag ¢ =1,2,..., N}

a_c = min; ;{Area(C; ;); C;; celdaijde G}
aro = max; ;{Area(C; ;); C;; celdaijde G}

_ _ Area(Q)
Y= =) (n-1)

Estas cantidades seran muy usadas en la formulacion de propiedades de los fun-
cionales, asi como en la interpretacion de resultados. En particular & es el promedio
de las areas de las celdas de G y también el promedio de los valores de a4. Si no

hay lugar a confusién se denotarda simplemente ao_ y a4 en lugar de a_; vy a_q,
respectivamente.
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3.4 Normalizacion de los Funcionales

Una cuestion de fundamental importancia en un proceso de optimizacién es decidir
cuando se ha logrado convergencia. Es comun detener el proceso cuando el gradiente
de la funcion o la diferencia entre valores sucesivos de la funcién sean pequenos.
Estos criterios son ttiles cuando se conoce el rango de variacién de la funcion o del
gradiente. Ahora bien, los funcionales que nos ocupan tienen un orden de magnitud
diferente dependiendo del tamano de la malla y del funcional en si. Con el fin de
establecer criterios estandard de convergencia para todos los funcionales, se tendra
que hacer que su orden de magnitud sea comparable. Una forma de lograr esto es
considerar una malla ideal para cada funcional y expresar el valor de éste en términos
relativos al valor ideal. Si G* es una malla ideal para el funcional F'; esto es, G™ es
una malla para la cual F toma su minimo global, se calcula

K = F(G7)

y se considera el funcional

ol

K
A este nuevo funcional F' se le puede aplicar el proceso de optimizacion con algun
criterio de convergencia comin para todos los funcionales. En lo que sigue, se dara
siempre el valor de Ky, aunque a veces no se mencione explicitamente, los resultados
se daran respecto al funcional normalizado correspondiente I, Este proceso de nor-

malizacién es 1til también cuando se forman combinaciones de diferentes funcionales.

3.5 Funcional de Longitud

La forma mas simple del funcional discreto de longitud es

N N
Z [(A,) = Z l

g=1 g=1
la cual sera usada para mantener la discusién lo mas elemental posible y debido
a que al ser usada en combinacion con otros funcionales que seran desarrollados,
proporciona muy buenos resultados. Una versién mds general es propuesta en [5]
v [2]. Notese que [, es la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados del
triangulo que forman parte de lineas coordenadas de la malla, no toma en cuenta el

tercer lado, el cual es la diagonal de la celda.
N

=1 lq como

Para normalizar este funcional, escribase >

N

Z[lq —2a,] + 2 g:ozq

9=1 9=1
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PR . N . PR .
y como Z _, ay = 4Area(f2) entonces minimizar 37,7, [, es equivalente a minimizar

N
Z [y — 204]
q=1

Ahora bien, si se considera un triangulo con vértices cab, donde ¢a y ab son segmentos
de la malla, entonces

Figura 3.6.- Un triangulo en la Malla. ¢a y ba son parte de lineas coordenadas y cb
es una diagonal de la celda

(A)=20(A) = [le—al’+ ] b—a]|*=2(b—a)Js(c—a)
| Jale—a) I + 16— a|* =2(b—a)"Jao(c — a)
g (b—a) = Jo(c—a) ||’

AV

Por tanto, una malla ideal para el funcional de longitud es aquella para la cual
[ly —204] =0
Por esta razon la constante de normalizacion es

K = 8Area(Q)
8(m —1)(n — a
= 2N«
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El funcional de longitud en su forma normalizada sera entonces

Fy es un funcional cuadrético, lo que conlleva a que su optimizacién sea muy eficiente.
También tiene la propiedad de que su hessiana es positiva definida en todas partes
([5]), lo cual garantiza la existencia de un tnico minimo.

A continuacién (Tabla 3.1) se muestran resultados obtenidos a partir de las ocho
mallas de prueba de dimensién 40 por 40 generadas por TFI. Los datos reportados
son los siguientes:

It | Numero de iteraciones necesarias para llegar al 6ptimo

nc | Numero de celdas no convexas de la malla 6ptima

o? | Variancia de las éreas de los tridngulos de la malla éptima

normalizadas usando el valor de o

longi | Valor del funcional discreto de longitud

También se reportan las cantidades a_, oy, a_¢, ay¢ las cuales estan normalizadas
usando el valor a.
Como puede notarse:

1. Las mallas 6ptimas son muy suaves.

2. El numero de iteraciones necesarias es bajo en relacion al funcional de area,
como se vera posteriormente.

3. Las mallas 6ptimas son frecuentemente no convexas.

4. Los resultados son muy parecidos a los obtenidos usando el Algoritmo de
Knupp-Steinberg para resolver numéricamente las ecuaciones E-L del funcional
continuo de longitud (Ver figuras 2.1 y 2.2).!

!Cabe hacer la aclaracién que, en este caso, la optimizacién del funcional discreto es mas lenta
que la solucién de las correspondientes ecuaciones en el caso continuo. Esto se debe a que el
sistema de ecuaciones que resulta al discretizar las ecuaciones E-L es diagonalmente dominante,
lo cual es comun cuando las ecuaciones diferenciales son elipticas. Sin embargo, el Algoritmo de
Knupp-Steinberg deja de ser tan efectivo cuando no se tiene la caracteristica de elipticidad
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Tabla 3.1.- Resultados para el Funcional de Longitud

Malla | nc | it ot oyt a_c ayc o | longi
M12 | 27 | 8 | -2.967 | 3.750 |-1.801 | 3.324 | 0.193 | 1.241
MI13 | 42 | 8 | -3.922 | 8.796 |-2.560 | 6.793 | 0.260 | 1.359
M19 | 78 | 7| -2.608 | 5.598 |-1.699 | 4.390 | 0.409 | 1.259
M26 | 69 | 8 | -2.648 | 7.947 |-1.978 | 6.639 | 1.182 | 1.475
HAB | 94 | 8 | -5.148 | 14.812 | -3.641 | 11.545 | 0.790 | 1.489
SUD | 83 | 8| -2.829 | 6.462 | -1.523 | 4.696 | 0.287 | 1.595
UCH | 168 | 8 | -11.166 | 11.352 | -7.367 | 7.595 | 0.961 | 1.860
ENG | 247 | 8 | -6.931 | 7.745 | -4.366 | 6.160 | 1.384 | 2.226

46
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Figura 3.7.- Mallas Optimas Producidas con el Funcional Discreto de Longitud. Re-

giones M12, M13, M19 y M26.
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3.6 Funcional Discreto de Area

De acuerdo a la formulacién anterior, el funcional clasico de area en su version discreta
es
N
2
PILY
9=1

Sean ), m,n fijos, este funcional tiene las siguientes dos propiedades:

1. Si existe una malla GG tal que los triangulos de todas las celdas tienen la misma
area, entonces (¢ es un punto critico para el funcional de area.

2. La Hessiana del funcional de area valuada en G es semipositiva definida.

La demostracion de estas propiedades se puede consultar en [5]. Una forma mas
general de estos resultados se expondrd mas adelante en este trabajo (c.f. Cap. 5).
Las propiedades anteriores garantizan que, en caso de existir una malla ideal para el
funcional de area, su minimizacién conduce a ella; en caso de no existir dicha malla
ideal, el minimo estara en una malla que sea lo mas cercana posible a tener triangulos
de igual area. La existencia de una malla ideal para este funcional de area depende
fuertemente de la frontera de la region y de la distribucion de los puntos sobre dicha
frontera.

Una malla ideal G* para el funcional de drea es aquella en la cual las areas de
todos los triangulos son iguales. Como

N
Z a, = 4Area(9)
q=1
entonces
Na, = 4Area(9)
de donde se sigue que

Area(Q)
(m—=1)(n—1)

= «

Oéq ==

Por lo tanto la constante de normalizacion es

K = Y o
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y el funcional de area normalizado es

1 X,
FA2 = N&Z Zaq

g=1

A diferencia de los resultados que se mostraron en la seccion 2.3, el proceso de

2 Tos resultados obtenidos sobre

las mallas de prueba minimizando este funcional se muestran en la tabla 3.2.

minimizacién del funcional F42 siempre converge.

Tabla 3.2.- Resultados para el Funcional Clasico de Area

Malla | nc | it ot oyt a_c ayc o | longi

Mi12 | 0 | 81 | 0.018 | 1.432 | 0.506 | 1.131 | 0.004 | 1.713
M13 | 0 | 115 | 0.019 | 1.363 | 0.468 | 1.248 | 0.007 | 2.768
M19 | 1 | 147 | -0.029 | 1.415 | 0.480 | 1.402 | 0.010 | 2.438
M26 | 6 | 148 | -0.537 | 1.703 | 0.364 | 1.412 | 0.015 | 6.377
HAB | 10 | 203 | -2.043 | 3.449 | -0.071 | 1.992 | 0.048 | 6.289
SUD | 3 | 104 [-0.133 | 2.010 | 0.452 | 1.437 | 0.014 | 2.730
UCH | 16 | 94 |-0.709 | 3.811 | 0.016 | 3.247 | 0.057 | 4.412
ENG | 38 | 236 | -2.310 | 3.566 | -0.765 | 2.460 | 0.090 | 8.130

Como se infiere de estos resultados, el nimero de iteraciones necesarias para
lograr optimizacion es grande (en comparacion con otros funcionales), no se llega a
mallas convexas en casi ningin caso. De las graficas de las mallas éptimas (y de
hecho también del valor longi) se concluye que éstas estan lejos de ser suaves.

2Como ya se menciond, este problema es inherente al algoritmo de solucién usado y no a las
ecuaciones E-L.
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Figura 3.9.- Mallas Optimas Generadas usando el Funcional Discreto de Area. Re-

giones M12, M13, M19 y M26
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Ejemplo 2 ([2])

Con el fin de comparar el comportamiento de los funcionales de area de Castillo y
de Barrera-Pérez, se presenta el siguiente ejemplo que aparece en [2]. Obténgase la
malla éptima para este tltimo funcional sobre la region del ejemplo en la seccion 3.2.
En este caso cada celda determina cuatro triangulos, denotense éstos de acuerdo a
la figuras siguientes:

0.2) 2.2)
(1,9)
o s
0.p “2  fay * op
@y @4
@13 @19
0,0) 14,0 .

Figura 3.15.- Numeracién de los triangulos del ejemplo

(0.2) 2.2

o.p 2:p

0.0 (L,0) &0

Figura 3.16.- Numeracién de los triangulos del ejemplo
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Se calcula facilmente que (recuérdese que a(AABC) es el doble del drea del
AABC):

o = 2—5

a; = (0=PB)lz+(B-y)
as = (2—0)z

ay = 2—y+(6—2)

s = 2—5

ag = (B—0)x—y+20—0
ar = =24 2-98)r—y+26
asg = (B-2)(z—2)

ag = (2—2a)p

oo = Y

;= 5(1—1’) )

a2 = 5

i3 = Y

ay = [z

a5 = Prty—p

ae = 8
Se tiene que el unico punto critico para el gradiente de
12
FA2 = Z OéZ2
=1

esx =1,y = %, lo que da lugar a la malla éptima que se muestra en la siguiente
figura. Esta malla es convexa para todo valor de 6 > 0y 0 < § < 2 ya que las
cantidades o; son

ap=az3=as=ag=2—0

049204122041420416:5
)

Qg = 0y = O = Q7 = g = 011 = Q13 = 015 = =

2

son todas positivas. Asi pues, aunque en este caso las 4 celdas de la malla 6ptima no
tienen la misma area, cada una de ellas es convexa, a diferencia de lo que ocurre con
el funcional de area de Castillo. El hecho de que funcional de Barrera ”actie” sobre
cada triangulo de la malla, produce un mayor control del que se logra con el funcional
de Castillo: una celda puede tener area positiva y, sin embargo, no ser convexa;
mientras que si se logra que cada triangulo tenga area positiva, automaticamente se
tendran celdas convexas.
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{0.2)

o.p

(0.0)

(1,9

(1,00

2.2

2.p

2.0

Figura 3.17.- Malla 6ptima para el Funcional de Area de Barrera-Pérez
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3.7 Funcional de Ortogonalidad

Aunque el uso de la version discreta del funcional de ortogonalidad de manera aislada
no conduce a buenas mallas para casi ninguna regién, su combinacién con otros
funcionales si lo hace. La forma que tiene es

Figura 3.18.-

Una malla ideal para el funcional de ortogonalidad es aquella en que las celdas
son rectangulos. La suma correspondiente para esta malla es 0 y no es posible
en este caso encontrar una constante de normalizacion adecuada usando el mismo
procedimiento que para los funcionales anteriores. Sin embargo la observacién de

que para un triangulo Acab
o> = |le—al?||b—a|?®cos’d

le—al’lb—all”—|lc—al*|b—a]®sin*0

= lle—alPllb—alf®-a

dice que el funcional de drea y el de ortogonalidad tienen el mismo orden de mag-
nitud, lo que sugiere usar como constante de normalizacion para el funcional de
ortogonalidad

K = Na’
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la misma que para el funcional de area. El funcional de ortogonalidad normalizado
es entonces

1 X,
N@Z Zoq

9=1

F, =

3.8 Combinacién de Funcionales

También en el enfoque discreto es conveniente usar combinaciones convexas de di-
ferentes funcionales para producir mallas mas adecuadas. La forma general de esta
combinacién es

F = TlFA2 —|— TQF[ —|— (1 — T1 — TQ)FO

donde 0 < 71,75 <1y 7 +7 <1. Los funcionales se usan en su forma normalizada.

3.8.1 Funcionales de Area-Longitud

Cuando se hace 71 = 7, 7, = 1 — 7 obtenemos la familia de funcionales
F=rFpe+(1-1)F 0<r<1

que con elecciones adecuadas de 7 (usualmente con 7 cercano a 1) dan lugar a
mallas que son aceptables para la mayoria de las regiones sencillas. Es cuestion de
experiencia el elegir el valor de 7 y lograr buenas mallas en los casos en los que
la region es complicada; esto hace que el usar los funcionales de area-longitud sea
complicado aun para los expertos en generacion de mallas. La tabla 3.3 muestra
los resultados obtenidos sobre las mallas de prueba para varios valores de 7. Se
muestran también las graficas de las mallas correspondientes a 7 = .95. Se observa
que éstas son mas suaves que las correspondientes al funcional de area, pero tienen
mas celdas no convexas. El nimero de iteraciones necesarias para lograr convergencia
es considerablemente menor que para el funcional de area, aunque mayor que para
el de longitud.
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Tabla 3.3.- Resultados para el Funcional de Area-Longitud

Malla | 7 | nc | it ot oyt a_c ayc o | longi

a5 07 15 1 -1.028 | 2.034 | -0.160 | 1.588 | 0.022 | 1.333
M12 | 95| 5 31 |-0.166 | 1.534 | 0.272 | 1.334 | 0.007 | 1.429
991 0 | 45 | 0.042 | 1.651 | 0.482 | 1.314 | 0.005 | 1.520
a5 14 ) 17 | -0.801 | 2.528 | -0.060 | 1.947 | 0.029 | 1.453
MI13 | 95| 6 28 1-0.366 | 1.489 | 0.208 | 1.327 | 0.012 | 1.577
991 0 | 47 | 0.012 | 1.367 | 0.323 | 1.270 | 0.009 | 1.755
a5 18 23 1 -0.562 | 2.284 | -0.106 | 1.957 | 0.052 | 1.470
MI19 [ 95| 2 | 46 |-0.346 | 1.581 | 0.246 | 1.576 | 0.015 | 1.709
991 0 82 | 0.031 | 1.458 | 0.493 | 1.454 | 0.011 | 1.888
a51°9 24 1 -1.327 | 2.719 | -0.378 | 2.124 | 0.173 | 2.027
M26 | .95 | 11 | 64 |-0.596 | 1.954 | 0.152 | 1.650 | 0.035 | 2.976

99| 4 | 87 | -0.410 | 1.755 | 0.317 | 1.472 | 0.015 | 3.719

a5 42 ) 30 | -1.616 | 4.902 | -1.123 | 3.141 | 0.161 | 1.852

HAB | .95 | 13 | 62 | -0.513 | 5.027 | 0.166 | 3.144 | 0.096 | 2.969

99 | 11 | 126 | -2.035 | 3.451 | 0.085 | 1.984 | 0.046 | 3.539

a5 18 | 26 | -1.077 | 2.609 | -0.282 | 1.720 | 0.056 | 1.735

SUD .95 | 10 | 60 |-0.443 | 1.726 | 0.082 | 1.353 | 0.021 | 1.972

991 5 | 103 ] -0.176 | 2.159 | 0.303 | 1.493 | 0.015 | 2.275

a5 1 67 | 33 | -2.442 | 3.837 | -0.830 | 3.450 | 0.143 | 2.201

UCH | 95| 37 | 72 |-1.100 | 3.878 | -0.317 | 3.327 | 0.082 | 2.711

99 | 18 | 197 | -0.617 | 3.831 | -0.020 | 3.265 | 0.063 | 3.712

51128 | 36 | -2.555 | 3.441 | -1.235 | 2.375 | 0.203 | 2.703

ENG | .95 | 58 | 111 | -2.393 | 3.389 | -0.959 | 2.387 | 0.106 | 3.437

99| 29 | 114 | -2.307 | 3.519 | -0.888 | 2.406 | 0.088 | 4.701
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Figura 3.19.- Mallas Optimas Producidas con el Funcional Discreto de Area-Longi-
tud, 7 = .95. Regiones M12, M13, M19 y M26.
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3.8.2 Funcional de Area-Ortogonalidad

Al hacer 7, = 0, se obtiene la familia conocida como Funcionales de Area - Ortogo-
nalidad. La forma de estos funcionales es

FO =rFp+(1—7)F,

ao

Cuando se habla del Funcional de Area - Ortogonalidad , sin especificar el valor del
parametro 7, se hace referencia al miembro de esta familia correspondiente al valor
7 =.5 . La forma que tiene éste para un triangulo Acab es

1
F,, = §(oz§—|—0§)
1
= §(HC—GH2H5—GHQCOSQQ+ | c—a|?| b—al|sin®0)
1
= §(HC—GH2Hb—aH2)

Sorprendentemente a pesar de ser combinacién de dos funcionales que no pro-
ducen mallas suaves, los funcionales de Area-Ortogonalidad dan lugar a mallas rela-
tivamente suaves, las areas de sus triangulos tienen poca variacién y el numero de
iteraciones es menor que para el funcional de area; sin embargo, en la mayoria de las
regiones de prueba no se logra obtener convexidad.

A continuacién (Tabla 3.4) se muestran los resultados obtenidos sobre las mallas
de prueba para algunos valores de 7. En particular, obsérvese que casi siempre el
menor numero de iteraciones necesarias para llegar a convergencia corresponde al
funcional de Area - Ortogonalidad. Ademas observando los valores de longi, se sigue
que las mallas correspondientes a éste, también son las mas suaves. Las graficas de
la mallas que se muestran corresponden a este funcional.
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Tabla 3.4.- Resultados para el Funcional de Area-Ortogonalidad

Malla | 7 | nc | it ot oyt a_c ayc o | longi
S50 5 | 35 ] -0.846 | 3.029 | -0.279 | 2.030 | 0.040 | 1.710
MI12 |75 2 | 36 |-0.471 | 2.286 | 0.188 | 1.544 | 0.016 | 1.713
95 1 | 52 1-0.035 | 1.591 | 0.575 | 1.206 | 0.007 | 1.667
S50 2 | 33 1-0.401 | 2.862 | 0.151 | 2.057 | 0.056 | 1.719
MI3 | .75 2 | 24 |-0.228 | 1.991 | 0.369 | 1.642 | 0.025 | 1.793
951 0 | 54 | 0.007 | 1.500 | 0.628 | 1.423 | 0.010 | 1.929
S50 2 | 21 1-0.300 | 3.010 | 0.054 | 2.413 | 0.093 | 1.670
M19 | .75 1 | 30 |-0.470 | 2.374 | 0.098 | 2.163 | 0.043 | 1.789
95 2 | 48 |-0.400 | 1.763 | 0.257 | 1.733 | 0.017 | 1.898
S50 2 | 45 -0.676 | 3.809 | -0.180 | 3.262 | 0.347 | 1.953
M26 | .75 | 3 | 66 |-1.026 | 3.145 | -0.282 | 2.585 | 0.186 | 2.536
951 5 | 109 | -0.859 | 2.257 | -0.038 | 1.874 | 0.041 | 4.105
S50 32 | 46 | -0.300 | 9.894 | -0.127 | 7.026 | 0.313 | 2.171
HAB | .75 | 11 | 38 | -0.398 | 7.941 | -0.010 | 5.182 | 0.203 | 2.350
95 13 | 62 | -0.513 | 5.027 | 0.166 | 3.144 | 0.096 | 2.969
50| 18 | 40 | -0.588 | 4.585 | -0.278 | 2.793 | 0.081 | 2.126
SUD | .75 | 10 | 44 | -0.498 | 3.328 | -0.011 | 2.016 | 0.043 | 2.192
951 5 | 62 ]-0.250 | 1.862 | 0.332 | 1.350 | 0.021 | 2.337
50| 56 | 32 ] -5.521 | 6.953 | -3.551 | 4.308 | 0.367 | 2.983
UCH | .75 | 42 | 48 | -4.903 | 5.160 | -2.278 | 3.654 | 0.171 | 3.147
95| 27 | 89 | -2.238 | 4.087 | -0.599 | 3.469 | 0.091 | 3.315
50| 115 | 60 | -6.574 | 5.660 | -3.679 | 3.853 | 0.500 | 3.683
ENG | .75 | 66 | 79 | -3.899 | 5.089 | -1.839 | 3.340 | 0.236 | 4.309
95| 58 | 194 | -2.776 | 3.618 | -1.078 | 2.421 | 0.133 | 4.532

62



CAPITULO 3. GENERACION VARIACIONAL DISCRETA

S
llr‘i}l\l\ll\} LS
7

- arl
%é;&}l!ﬂmm,.-\

)

222
7
e

2

o

SSA
[y,

W

-

S,
\\\\‘\\‘“‘

AR SSY
ot

AT

ey
i
N

|

Y
\
o
N
N
N
N\

I
T
A
=
N

A A A A

it

LY I L L L L LT

N RRRY
T T

I A A

-

&{‘{“

o

o
o
=

]
)
Wy
S

ey

ARBEE

17/////// ":;" s

Ay
N

a

K [

I
k]
HHEH

1777
T s i

1{\\\\\\\\\{\{\\1! fil
_ Hﬂnnu}m\\\\\\\\\\\\\\uln|= I

-
5

L5528
R

——
==
T
=5

S

S

M i
I H
NG |

[

TN
N

o O
S N ST
NS A e
IRSSRE SN IS5
ST T é‘H"“‘"===“.~\ N I' ""“”““‘
S RN LR
o O e SSSSSN
== =
ST 7 I e e
L e \

======Sc====——==1r

63

Figura 3.21.- Mallas Optimas para el Funcional Discreto de Area-Ortogonalidad.

Regiones M12, M13, M19 y M26.
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Figura 3.22.- Mallas Optimas para el Funcional Discreto de Area-Ortogonalidad.

Regiones HAB, SUD, UCH y ENG.
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3.9 Funcional de Suavidad

Usando la discretizacién de Barrera, se obtiene la version discreta del funcional de
Winslow, es
Nl
Z 4
q=1 Oéq
El minimo absoluto de este funcional se obtiene cuando todas las celdas son
cuadrados, al igual que para el funcional de longitud. Para hacer ver esta propiedad
tomese un triangulo A cualquiera en la malla, y dendtense sus vértices por ¢, a, b, en

tal forma que @ y ab formen parte de lineas coordenadas (Fig. 3.19)

Figura 3.27.- Un triangulo en la malla

I(A) = 2a(A) =] b—a— Jy(c—a)|[*>0

I(A) 4+ 2a(A) =[[b—a+ Jy(c—a)|*>0

0 sea que
(A
).,
a(A)|~
Para triangulos con area positiva, que es la situacién deseada, la igualdad se da
cuando b — a es ortogonal a ¢ —a , || b—a ||=|| ¢— a || al igual que para el funcional

de longitud. Un analisis del gradiente conduce a las mismas conclusiones (c.f. [5]).
Por otro lado, para triangulos orientados negativamente el minimo no existe, la
igualdad se da en triangulos isésceles, rectangulos, pero es un méaximo de la expresion.
De aqui se ve también que si la malla inicial es no convexa, el proceso de minimizacion
del funcional de suavidad nunca llegara a una malla convexa, pues por la forma de
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los sumandos correspondientes a los triangulos de area negativa, éstos permaneceran
en cada paso orientados negativamente. Este es el mayor inconveniente para aplicar
el funcional de suavidad a la generacion de mallas; se necesita iniciar con una malla
convexa para llegar a una malla 6ptima convexa.

De las propiedades del funcional de suavidad se sigue que en una malla ideal
todos los triangulos tienen area positiva y son rectangulos isésceles; en este caso

[
=9
o
y por tanto la constante de normalizacion es

K =2N
FEl funcional de suavidad normalizado es entonces

1 X,
Fi=—> —
2N oy
A continuacién (Tabla 3.5) se muestran los resultados obtenidos al aplicar el
funcional de suavidad a las regiones de prueba que se lograron hacer convexa usando
otros funcionales. Se puede notar la gran suavidad de las mallas 6ptimas; asi como la
existencia de celdas con area extremadamente grande. No se reportan las iteraciones
necesarias para convergencia.

Tabla 3.5.- Resultados para el funcional de suavidad

Malla | nc | a-t oyt o ayc o | longi
M12 | 0 | 0.079 | 7.821 | 0.218 | 5.671 | 0.284 | 1.378
M13 | 0 | 0.081 | 18.766 | 0.268 | 12.267 | 0.679 | 1.846
M19 | 0 | 0.053 | 8743 | 0.130 | 6.479 | 0.474 | 1.387
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Figura 3.28.- Mallas Optimas para el Funcional Discreto de Suavidad.
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3.10 Funcional de Suavidad Regularizado de Ba-
rrera

A causa de las limitaciones inherentes al funcional de suavidad en lo referente a las
caracteristicas que debe cumplir la malla inicial, diferentes autores han buscado la
manera de construir un funcional cuyo dominio de aplicacion fuera mas grande que
el conjunto de las mallas convexas y que tuviera la caracteristica de producir mallas
suaves. En 1988, Ivanenko ([25] y [26]) propone una modificacién del funcional de
suavidad que le permite aplicarlo a cualquier malla inicial. Sin embargo su funcional
depende de demasiados parametros como para que sea usado en un sistema de gene-
racion automatica de mallas. Cabe mencionar ademas que la manera en que realiza
el proceso de optimizacion es muy ingeniosa, aprovechando su gran experiencia en el
area de generacion de mallas.

Por su parte, Barrera ([2]) en 1990 propone una modificacién al funcional discreto
de suavidad que es aplicable a mallas iniciales que, aunque no convexas, si tengan la
propiedad de que las areas de los triangulos correspondientes a celdas no convexas
no sean "muy negativas”, en un sentido precisado por dicho autor.

La idea de Barrera es sustituir el denominador de la funcién é, que define al

funcional de suavidad, por una expresién que sea "mejor comportada” para triangulos
con area muy pequena (sea esta positiva o negativa). Para ser precisos, la funcién

es sustituida por otra de la forma

f(a):{EA nce

ot —e. <a<e

donde ¢, es un valor que se determina experimentalmente para cada malla. ¢y A
se deben determinar de tal forma que f(«) sea continuamente diferenciable; esto es,
que

Por lo tanto (Fig. 3.21)
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Figura 3.30.- Regularizacién del Funcional de Suavidad

Q=

f(oz):{ de. oz

_5c§a§5c

(atee)?

El funcional de suavidad regularizado de esta manera es

J A
sr:[_Z_: faq

69

Donde K es la misma constante de normalizacién usada para F,. Este funcional
tiene la propiedad de que se puede aplicar a una malla inicial Gy con area minima
a_ > —&. y su optimizacion nos lleva a otra malla con la misma propiedad. Por esta
razon es que es necesario en muchos casos optimizar primero la malla generada por
TFI usando otros funcionales y cuando se consiga una malla que caiga en el dominio

de F,,., minimizar éste para obtener una mejor malla.

La eleccion de €. conlleva un compromiso entre dos cuestiones: el conseguir que
el funcional sea aplicable a un conjunto grande de mallas iniciales y por otro lado
conseguir que la malla 6ptima sea convexa. Ademas ¢, deberia ser una cantidad que
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fuera independiente de la dimension de la malla. Fruto de una larga experimentacion
y observacion cuidadosa, Barrera propone usar un valor para €. dado por

Ee =

o | Q1

valor con el cual logra aplicar el funcional a una buena cantidad de mallas, a partir
de las cuales logra obtener mallas convexas en muchas ocasiones.

Se muestran en la Tabla 3.6 los resultados pertinentes a algunas mallas obtenidas
minimizando Fy,.. A las mallas iniciales que no caian en el dominio de éste, se les
optimizé primero usando otros funcionales y es por esta razén que no se reporta el
numero de iteraciones. Se puede observar en las figuras 3.31 y 3.32 que, a pesar de
que no siempre se obtiene convexidad, las mallas éptimas son muy suaves.

Tabla 3.6.- Resultados para el funcional de suavidad regularizado

Malla | nc | a-t oyt a_c ayc o | longi
M12 | 0 | 0.023 | 7.272 | 0.148 | 5.681 | 0.276 | 1.365
M13 | 0 | 0.003 | 18.520 | 0.222 | 12.123 | 0.659 | 1.818
M19 | 3 |-0.041 | 8.711 | 0.064 | 6.446 | 0.476 | 1.380
M26 | 3 |-0.074 | 8.989 | 0.043 | 7.370 | 1.282 | 1.900
SUD | 5 ]-0.199 | 7.764 | 0.023 | 5.785 | 0.311 | 2.102

Aun cuando el Funcional de Suavidad Regularizado de Barrera no siempre con-
duce a mallas 6ptimas convexas, su desarrollo lleva consigo las ideas fundamentales
que serviran para generar funcionales mas eficientes en el sentido de alcanzar la
convexidad.
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CAPITULO 4

Nuevos Funcionales de Suavidad

4.1 Introduccidon

El objetivo primordial a conseguir en la generacion de mallas sobre regiones planas
irregulares es el que la malla sea convexa; una malla que no cumpla este requisito es
completamente initil para los propositos que se persiguen. Los métodos revisados
hasta ahora no garantizan que el objetivo se logre; en muchos casos la malla éptima
es no convexa. Seria deseable contar con un funcional tal que el proceso de su mi-
nimizacion condujera siempre a una malla convexa y que se tuvieran resultados que
garantizaran que eso siempre se logra, al menos si se dispusiera de aritmética infinita.

La optimizacién de un funcional es un proceso que partiendo de una malla produce
como resultados intermedios otras mallas, que estan mas cerca de tener las carac-
teristicas deseadas. Se pudiera pensar en estas mallas intermedias como puntos
pertenecientes a una trayectoria definida sobre el conjunto de mallas y se querria que
el punto final de ésta estuviera contenido dentro del subconjunto de mallas convexas.

Para precisar esta idea, considérese () una region plana fija; m,n € N y los
correspondientes puntos frontera

{Pi;ti=t..om APmjti=tm {Piati=t,..m {Pintiz=1..m

también fijos.
Para una malla GG sobre ) fue definida anteriormente la cantidad

a(G) =min{a(A)}

AEG

la cual es el doble del minimo de las dreas de los triangulos en la malla. Definase
ahora, para k real, el conjunto

Dy={G:GeMya(G)>—k}

donde M es el conjunto de mallas definidas sobre ).

73
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Obviamente si k < k', se da la contencion D), C Dy y ademas si

Area(Q)

B e T T

entonces Dy, = (). Asi pues el conjunto de las k tales que
Di # 0
es un conjunto de nimeros reales no vacio y acotado inferiormente. Sea
k_=inf{k: Dy # 0}

Si k_ < 0 entonces el conjunto de las mallas convexas sobre {2, Dy es no vacio.

Ejemplo 1 (Ivanenko [26])

(1.1

®.5 (.25,.5) {1,..5)

(0,0) {1,0)

Figura 4.1.- Region para el Ejemplo de Ivanenko

En este ejemplo, se muestra una region para la cual no se puede encontrar una
malla convexa de cierta dimensién (en el ejemplo, esta dimension es tres por tres).
Esta region tiene por fronteras: la poligonal que une (0,0),(3/4,1/2),(1,0); el seg-
mento de (1,0) a (1,1); la poligonal que une (1,1),(1/4,1/2),(0,1); y el segmento de
(0,1) a (0,0). Los puntos sobre la frontera se muestran en la figura 4.1.

La forma que tienen los conjuntos D}, para varios valores de k en unidades de &
se muestran en la figura 4.2. Aqui el valor del infimo es de 1; esto es, no existe una
malla tal que todos sus triangulos tengan areas mayores que —a /2 .
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Figura 4.2.- Los conjuntos D}, en el ejemplo de Ivanenko

Volviendo a la discusion general, recuérdese que el proceso de optimizaciéon de un
funcional comienza con una malla Gy tal que a_(Go) > ko; esto es Gy € Dy,. Si las
mallas producidas en cada paso de esta optimizacion son consideradas como puntos
de una trayectoria en el conjunto de mallas sobre 2, se puede parafrasear nuestro
objetivo de generacién de mallas convexas como el de calcular una trayectoria

I': [—k‘o,O] — M

tal que
F(—ko) - Go

['(0) =G € Dy
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G G
G
()

Figura 4.3.- Trayectoria hacia una malla convexa

si es que Dy # ) (Figura 4.3).

En caso de que no exista una malla convexa sobre ) seria deseable de cualquier
manera que el punto final de dicha trayectoria fuera lo mas cercano posible a la
convexidad; esto es, se desea ser capaz de obtener una malla en D) con k lo mas
pequeno posible.
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4.2 El Funcional de Suavidad Adaptiva

4.2.1 Diseno y Propiedades sobre triangulos

Se definié anteriormente el funcional continuo de suavidad como

Vot e 24 | 2, |
déd
/0/0 J Ly

donde:

x:0,1] % [0,1] = Q

es una malla sobre la region () y J es el jacobiano de x.
También se ha dicho que el analogo discreto de este funcional tiene la forma:

L1
q=1 Ay
cuya optimizacion requiere de una malla inicial convexa. Una de las metas deseables
en nuestro trabajo es la de obtener funcionales en cuyo proceso de optimizacion no
se requiera de condiciones de arranque muy estrictas y que puedan producir mallas
suaves. Con este fin, se han estudiado algunos variantes del funcional de suavidad
que gozan de esta propiedad. A continuacién se exponen las ideas desarrolladas y
experimentadas en esta direccion.

Supoéngase que se tiene una malla no convexa tal que el drea de cada triangulo

que contribuye al funcional es mayor que —%. Entonces la funciéon

)
k+ o

fr =

toma valores positivos para cada triangulo en la malla. Esta funcién da lugar al
funcional

N
5
pot k4«

Para analizar mas de cerca este funcional se considerara de manera aislada para
el tridngulo cuyos lados son los vectores a y b (Figura 4.4). Aquil =|| a [|* + ] b ]

, o =a’Jyby se escribe f como

[all*+ 1o
k—|—CLTJQb ’

fr=fla,bik) =

De aqui se obtiene que
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Figura 4.4.- Un triangulo aislado

% 2k +a)a—1Jb  2a— fiyb

da (k+ a)? k4o
y
% 2kt a)p+ldaa 2b+ frlra
ob (k4 a)? k4o
En los puntos criticos de f; se debe cumplir que
2k +a)a—1Jb=0
y

20k+a)b+1Jya=0
De aqui, al multiplicar la primera de las relaciones anteriores por b7, se obtiene
2(k + a)bTa = 0.

Por las consideraciones que se hicieron sobre el valor de k, el factor £ + o nunca se
anula, lo que conduce a que a es ortogonal a b. Ademas, las mismas relaciones para
punto critico, al ser multiplicadas por a’ y por b”, respectivamente, llevan a que

2(k + a)(aTa — bTb) =0

o sea que, |l a [|=[[ o] .
Se tienen por tanto dos opciones para la relacion entre a y b :

a) a = Jyb
b) a = —ng
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9 fx 9 fx

Al sustituir la opcién a) en las expresiones para 2 y <Lk ge obtienen los valores
Ba Y Db

Afy  2kJsd

da (k+ ]| b]*)?

df 2kb

db (bt o]?)?
los cuales s6lo se anulan cuando k=0, lo que indicaria que el triangulo inicial debe
tener area positiva; 6 cuando b=0, esto indicaa que el minimo sélo se obtiene para
triangulos que degeneran en un punto. El considerar esta opcion para triangulos
cuyos dos lados son libres no conduce a obtener triangulos rectangulos isésceles como
es el caso con el funcional de suavidad.
Ofk + S

Similarmente, al sustituir la opcién b) en las expresiones para % y Zi& se obtienen
) da Y b

los valores

Afy  —2kJsb

da (k=] b]*)?

0 f 2%b

ob (k=0 ]?)?
y otra vez éstos se anulan sélo cuando k=0, lo que indicaria que el triangulo inicial
debe tener area positiva; 6 cuando b=0, lo que dirfa que el minimo sé6lo se obtiene
para triangulos que degeneran en un punto.
Nuevamente el considerar triangulos cuyos dos lados son libres no conduce a
obtener triangulos rectangulos isésceles como es el caso con el funcional de suavidad.
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Ejemplo 2

Considérese el mismo problema de optimizar un triangulo, pero ahora tomemos un
lado fijo; para fijar ideas y sin mayor pérdida de generalidad tomese el triangulo con

vértices (0,0), (1,0), (z,y) (Figura 4.5).

A

(x¥)
(0,0) (1,0) > X

Figura 4.5.-
La funcion en este caso esta dada por
x? + y2 +1
filz,y) = Tk
y se tiene que
0 fy 2z

%(l’ay): Utk

afk( ) 2% + 2ky — 2% — 1
TIk () =
ay " (y+ k)

entonces v/ fi se anula en

(0, —k+VE*+1) y (0,—k—VE2+4+1).

La matriz hessiana de f,

2 —2x
_ yt+k (y+k)?
H(l’ay) = ( —2z 2ky—|—2k2—|—x2—|—1)
(y+k)? (y+k)®
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valuada en el primero de estos puntos criticos es

2
VE?+1 0
0 2kVE2 4141
(VE+1)?

la cual es positiva definida. Por lo tanto en este punto critico se tiene un minimo
local cuyo valor es

(0, =k +VEk2+1) =2

Este minimo se logra en triangulos rectangulos isosceles s6lo cuando k& = 0, nueva-
mente solo cuando se pueda garantizar que el area del triangulo inicial es positiva.

Por otro lado, la hessiana valuada en el otro punto critico no es positiva definida
(se omite el célculo).

En vista de lo anterior, se busca modificar de otra forma el funcional de suavidad
para lograr que al menos el comportamiento aislado para un triangulo sea similar al
que tiene el funcional en su forma original.

La observaciéon de que la funcion f = é que da lugar al funcional de suavidad se

puede escribir como
[ =2«
+2

conduce a proponer una segunda modificacion en la forma

_l—2a
k4o

i

donde k tiene la misma interpretacion que anteriormente; esto es, tal que haga que
el denominador sea positivo para todos los triangulos de las celdas de la malla.

Las propiedades tiene esta funciéon para nuestro triangulo aislado de lados a y b
se analizan enseguida.

Se tiene que

[al® + 6> —2a"J5b
b k)= .
fk(av ) ) k—l—oz

Las expresiones para las parciales de esta funcién respecto a sus dos variables son

% 2k(a — Job) 4+ 2ca — 15

da (k4 «a)?
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% B 2k(b+ Jya) 4 2ab + [Jsa
ob (k + a)?

En un punto critico, estas dos expresiones se deben anular, lo que lleva a las condi-

ciones

2k(a — J3b) 4+ 2ca — 1J3b =0

2k(b + Jya) 4+ 2ab + [ Jya = 0.

La multiplicacién de la primera de estas por b7 conduce a la conclusién de que a y
b deben ser ortogonales. Asimismo la multiplicacién de esta misma por ! y de la
segunda por b lleva a

2(k + a)aTa =+ Zk)aTJQb

2k + a)b'b = (=1 — 2k)bT Jya = (1 + 2k)a’ Jyb

y recordando que k + o nunca se anula, se obtiene que || a ||=|| b |.

Los puntos criticos son aquellos para los cuales el triangulo es isdsceles rectangu-
lo, sin mas restriccion sobre k que la de hacer el denominador no nulo. Nuevamente
las opciones para la relacion entre a y b son

1) a = J3b (tridngulo orientado positivamente), 6
2) a = —.Jyb ( tridngulo orientado negativamente )

Para la primera opcién o =|| b|?, { = 2| b ||?, lo que sustituido en las derivadas
parciales conduce a valores de cero.

Por otro lado, si se cumple la segunda opcién, [ = 2 || b ||?, entonces las derivadas
parciales valen

O f Ak Jyb

da (k=] b]7)?

df 4kb

ob (k= b]])?
y éstas s6lo se anulan cuando k=0 6 cuando b es el vector nulo.

Por lo tanto para un triangulo con dos lados libres el éptimo se alcanza cuando
se consiga un triangulo rectangulo isésceles orientado positivamente, al igual que
en el caso de la funcion de suavidad. El valor de ese 6ptimo es de cero, el cual es
obviamente un minimo local ya que para triangulos con érea mayor que ==, (I — 2a)

2 9
es no negativo.
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Ejemplo 3

La situacion para el triangulo con vértices (0,0), (1,0), (x,y) es como sigue. En este

Caso , ,
4y +1 -2y
fk(xvy) =

k+vy
El céalculo de las derivadas parciales conduce a
ofy  2x
Ok +y
ofy Y +2ky—a®—2k—1
dy (k +y)?

que se anulan en (0,1) y (0,—2k — 1). Los valores de la funcién en estos puntos
criticos son f(0,1) =0y fp(0,—2k — 1) = —4(k + 1).

El valor de la hessiana en (0,1) es de

( k% 0 )
0 2k%4+4k+1
(k+1)2

que es positiva definida para los valores de k mayores que -1, rango dentro del cual
estan los valores que presentan interés para nosotros. Esto indica que (0,1) es un
minimo local.

Por otro lado, la hessiana en (0, —2k — 1) es

( i : )
—2k%+1
0 Ty

la cual es negativa definida en el rango de valores de k que interesa. Por tanto se

tiene un maximo local en (0, —2k — 1).

4.2.2 Propiedades Basicas sobre una Malla

A continuacion se enlistan algunas propiedades del funcional anterior, asi como las
demostraciones correspondientes. Se denotara con fi a la funciéon definida en cada
triangulo de la malla como

[ —2a(A)

fe(A) = T tald)
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donde como anteriormente, [ es la suma de los cuadrados de las longitudes de los
lados del triangulo A que pertenecen a la malla y « es el doble del area de dicho
triangulo. Asimismo se denotara con Fj, a la funcién que se obtiene sumando los
valores de fi(A) para todo triangulo determinado por la malla.

Proposicién 4.1 (Ivanenko [25])
Sea {G,} una sucesion de mallas en Dy , k positivo, tal que {G,} — 9(Dy); es
decir, {a_(G,)} = —k . Entonces

Fk(Gq) — 00

Demostracion:

Sean A, el triangulo de (G, con area minimay «a, , b, los lados de A, que estan
en la malla. Por hipdtesis k& + a(A,) — 0. Si {Fx(G,)} estuviera acotado se tendria
que

I(A,) = 2a(A,) — 0

lo cual dirfa que que {A,} tiende a un tridngulo rectangulo isésceles con area pos-
itiva o que los lados tienden a 0. Ninguna de estas opciones es posible debido a la
suposicion sobre el area de A,.&

Inmediatamente de la proposicién se sigue

Corolario (Ivanenko [25]):

Sea k positivo. Si Dy, no es vacio, entonces Fj, tiene al menos un minimo en Dy.
Proposicién 4.2 Sea Gy en Dy, k> 0. Sea Gy € Dy tal que

Entonces a_(Gy) > —k', con k' = k — % y A = Fir(Gh).

Demostracion:
Sea GG € Dy, tal que a(G) < —k’. Sea A un triangulo de area minima de Gy,
entonces

I(A) = 20(A)
k+ a(A)
I(A) = 20(G)
ktal(G)
[(A) + 2k
k+al(G)
2k

> -2
~ k+a(G)

(V4

Fr(G)
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y por tanto el minimo no se alcanza en G.&
La siguiente proposicién indica como calcular una £ de tal manera que al opti-

mizar I}, se obtenga una malla "mds cercana” a ser convexa.!

Proposicién 4.3 Supdngase que existen G € Dy y Gy tal que 3 = a_(Gg) < 0. Sea
k=—0+¢ con0 <e< _T} A = Fy(G). Sea Gy una malla en Dy en donde se
alcanza el minimo de Fy.* FEntonces a_(G)) > (.

Demostracion:

Apliquese el resultado de la proposicion 4.2 con G sustituido por G'. Se sigue que
para las mallas G en Dy tales que a_(G) < —k + YT _|_2, con Ay = Fy(G), se tiene que
Fr(G) > . Por lo tanto

2k
_ > —k
Oe(Gk) > —I—/\k—é-Q )
2(—fF + ¢
BT
/\k
A
> 3 (M)
Ak +
. </\k )/\—I_lﬂ
LA A+2
Ahora bien, Ay < X y por tanto
A A+2
— <1
A2 AN T
asi que, al ser 3 < 0,
A A+ 2
S B2 p

Ak +2

por lo tanto,

a_(Gy) > (:\\+2) B> po

'En realidad, en términos practicos sélo dice que existe una k tal. Se abunda sobre este punto
mas adelante
?Nétese que se estd hablando de un minimo global
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Esta proposiciéon dice que el conjunto de valores de k que son adecuados para
que la optimizacion produzca una malla "menos no-convexa” que la inicial depende
del conocimiento del valor de la funcién en una malla convexa. En la practica no
se conoce siquiera si una malla tal exista. Sin embargo, también se sigue de esa
proposicion que un valor de k suficientemente cercano a —a_((Gy) y menor que éste,
servira. Como resultado de la experimentacion, se ha encontrado que una manera
adecuada de calcular el valor de k es el siguiente:

b {—1.05oz_(G) si a(G) < =0.1a
|l —a_(G)+0.0la en otro caso ‘

A continuacién (Tabla 4.1) se muestran los resultados obtenidos al minimizar los
funcionales correspondientes partiendo de las mallas iniciales de prueba. Se reportan
el nimero de celdas no convexas de G (ncl), a_(Gy), el nimero de celdas no convexas
de la malla éptima (nc2), el nimero de iteraciones necesarias para lograr convergencia
(it) vy a- (el valor minimo de « para la malla éptima. Se puede observar de estos
resultados que, en efecto, las mallas optimas estan mas cerca de ser convexas que las
iniciales, tal como lo dice la proposicién 4.3. Las graficas de las mallas éptimas se
muestran también (Figuras 4.6 y 4.7). Puede observarse la suavidad de éstas.

Tabla 4.1.- Resultados para el funcional k-Suavidad

Malla | ncl | a(Gp) | nc2 | it ot

M12 70 | -1.878 | 14 | 15| -0.769
M13 | 88 | -0.384 2 1341-0.134
M19 | 253 | -1.926 | 33 | 18 | -0.855
M26 | 164 | -1.075 | 25 | 26 | -0.510
HAB | 394 | -3.484 | 61 | 18 | -1.555
SUD | 318 | -2.814 | 42 | 13 | -1.407
UCH | 473 | -7.614 | 136 | 12 | -3.294
ENG | 575 | -7.756 | 211 | 18 | -3.357
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Figura 4.6.- Mallas Optimas para el Funcional k-Suavidad. Regiones M12, M13, M19
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4.2.3 Algoritmo Adaptivo

La proposicion 4.3 dice que si empezamos con una malla no convexa y elegimos de
manera adecuada k, el optimizar F}, produce una malla que esta mas cerca de ser
convexa que la inicial; esto es, se construye una parte de la trayectoria hacia Dy
de que se hablaba en la seccion 4.1. Esto sugiere el siguiente procedimiento para
construir una malla convexa en una region, a condicién de que se sepa que existe
alguna:

1. Genérese una malla inicial Gy

2. Hagase
k=—a(Gy)+e€

con € que satisfaga las condiciones de la proposiciéon 4.3.

3. Calcilese Gy, tal que

4. Con (G, como nueva malla inicial, repitanse los pasos 2. y 3. hasta obtener una
malla convexa.

La siguiente proposicién establece que este proceso realmente lleva a obtener una
malla convexa, bajo la hipdtesis de que exista alguna.’? Aunque en este esquema in-
tervienen diferentes funcionales, uno para cada valor de k, convendra por facilidad
usar un sélo término para todos ellos: Funcional Adaptivo de Suavidad, o Suavidad
Adaptiva.

Proposicién 4.4 Si el conjunto de mallas convexas es no vacio, el proceso anterior
conduce a la obtencion de una malla convera en un nimero finito de actualizaciones
del parametro k .

Demostracion:
Supéngase que el resultado no se cumpliera y sean {k,}, {G,} las sucesiones que
se generan con el proceso anterior. Notese que de acuerdo a la proposiciéon 4.3

0> al(G,) > (i—i;)q a_(Gy)

3Hay que recalcar que éste resultado es de cardcter basicamente tedrico; en la practica no es
posible calcular exactamente el valor de &k, como se menciond en la seccién anterior. También
el Algoritmo supone que se es capaz de obtener un minimo global, lo cual no siempre es posible
numéricamente
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y por tanto
lim a_(G,) =0

q—>c0

lim k£, =0

q—>0c0

Esto tltimo por ser k, > —a_(Gy)(1 + 1/X). Considérese

D* == 1l>m Dkq == kaq.
q o0
Todas las mallas en este conjunto deben ser tales que ninguna de sus celdas es
estrictamente no convexa; es decir, las areas de todos los triangulos de las mallas en
D* son no negativas.
El proceso produce mallas Gy, tales que

qu(qu) < qu(G) < FO(G)

donde G es una malla convexa.
Sea H una malla en D* con a_(H) = 0 y A un tridngulo de H de drea minima;
esto es, a(A) = 0. Entonces
I(A)=2a(A)  (A)

Fr. (H) > =
kq( )_ kq"'O‘(A) ky

Si H se obtiene como limite de tal proceso

lim F, (H) < Fy(G)

q—>0c0

esto es,

lim (a)

kq—0 kq

es finito. Pero entonces [(A) debe ser cero. Por lo tanto los lados de A deben ser de
longitud nula. Esto a su vez lleva a que los triangulos de H que tengan un lado en
comun con A deben ser de drea nula.

La repeticion del razonamiento conducira eventualmente a que todos los lados de
las celdas de H son nulos, inclusive los de la frontera. Esto es imposible, por tanto
el proceso nos conduce a una malla convexa en un numero finito de pasos.&

En caso de no existir una malla convexa, se obtendra una malla lo mas cercana
a la convexidad posible. También se ve que el proceso de actualizacion de k puede
continuarse hasta valores negativos; sin embargo, no hay resultado que garantice
que dicho valor continuara decreciendo, pues un triangulo de la malla pudiera ser
isosceles y rectangulo y tener a muy cercano a k; su contribucién al valor del funcional
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a pesar de esto seria nulo y por tanto el método de optimizacion pudiera decidir no
modificarlo.

Cabe aclarar que en cada iteracién del proceso anterior se debe determinar la
malla que produzca el minimo para la k actual. En la implementacion realizada por
el autor so6lo se realizan algunos pasos de un algoritmo iterativo, lo que lleva a una
aproximacion al minimo, después de lo cual se actualiza el valor de k.

4.2.4 Normalizacion

Una normalizacion para este funcional se obtiene considerando el hecho de que la

funcion
B [ -2«

k4o

[

se puede escribir como

[+ 2k
f=t2
a+k
y que, al ser [ > 2, el primer término tiene un valor éptimo de 2, que se alcanza
para triangulos rectangulos e isésceles. Por tanto la constante de normalizacion es

2N, al igual que para el funcional de suavidad.

4.2.5 Resultados

Los resultados de la aplicacién del esquema anterior son muy satisfactorios: se ob-
tienen mallas convexas y muy suaves sin necesidad de ningun tratamiento previo de
las mallas iniciales y el numero de iteraciones que se requiere para lograr el 6ptimo no
es demasiado grande. La tabla 4.2 muestra datos relativos a las mallas de dimensién
40 por 40 que se han estado usando para ejemplificar. Cabe mencionar que estos
datos corresponden a dos politicas distintas de paro:

1. El valor de k deja fijo cuando llega al valor —0.01a; a esto corresponde la
denominacién TOPE en la tabla. Se ha seguido este criterio para lograr mallas
sin celdas de drea extremadamente pequena.

2. El proceso sigue actualizando k£ hasta que el método de optimizacién no pueda
continuar, los resultados tienen el rubro LIBRE. En este caso se logra un mejor
control de las areas; sin embargo, las mallas obtenidas muestran distorsiones
en sus lineas coordenadas.

Las ocho primeras gréaficas que se presentan después de la tabla 4.2 (Figuras 4.8 y
4.9) corresponden a la estrategia de tope. Las dos dltimas (Figura 4.10) corresponden
a la estrategia LIBRE, se puede notar la distorsién respecto a las primeras.
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Tabla 4.2.- Resultados para el Funcional de Suavidad Adaptiva

Malla | Estrategia | nc | it ot oyt a_c ayc o | longi
M12 TOPE 0 | 49 | 0.081 | 7.886 | 0.220 | 5.691 | 0.287 | 1.383
LIBRE 0 | 134 ]0.303 | 9.387 | 0.501 | 6.474 | 0.402 | 1.618
M13 TOPE 0 | 50 | 0.082 | 18.871 | 0.269 | 12.332 | 0.689 | 1.863
LIBRE 0 | 93 |0.196 | 21.710 | 0.494 | 13.993 | 0.926 | 2.287
M19 TOPE 0 | 55 | 0.059 | 8778 | 0.132 | 6.505 | 0.477 | 1.390
LIBRE 0 | 164 | 0.331 | 9.157 | 0.332 | 6.876 | 0.531 | 1.595
M26 TOPE 0 | 50 [0.099 | 8698 | 0.178 | 7.156 | 1.151 | 1.554
LIBRE 0 {392 0.442 | 5.183 | 0.459 | 4.539 | 0.317 | 2.610
HAB TOPE 0 | 85 |0.039 | 15.950 | 0.080 | 11.260 | 1.214 | 1.753
LIBRE 0 | 305 | 0.285 | 15.682 | 0.286 | 11.082 | 1.165 | 2.050
SUD TOPE 0 |122]0.024 | 7.826 | 0.129 | 5.826 | 0.331 | 2.296
LIBRE 0 | 184 | 0.068 | 7.925 | 0.218 | 5.895 | 0.367 | 2.605
UCH TOPE 0 | 95 |0.034 | 15.993 | 0.176 | 10.944 | 1.309 | 2.824
LIBRE 0 | 127 ] 0.086 | 16.252 | 0.252 | 11.107 | 1.385 | 3.029
ENG TOPE 0 | 210 | 0.014 | 16.159 | 0.051 | 10.525 | 1.401 | 3.342
LIBRE 0 | 2221 0.016 | 16.164 | 0.051 | 10.527 | 1.401 | 3.349

92
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4.3 El Funcional de Suavidad Bilateral

La minimizacion del funcional de suavidad conduce a obtener mallas que poseen dos
caracteristicas deseables como son la convexidad y la suavidad. Sin embargo para
regiones que tienen esquinas convexas que no son extremos de alguna de las cuatro
fronteras, este proceso lleva a la obtencién de celdas con area muy grande cerca de las
mencionadas esquinas. Véanse, por ejemplo las mallas construidas con este método
para algunas regiones, que se muestran al final del apartado anterior.

Este efecto no es deseable. Para disminuirlo podria ser necesario sacrificar alguna
de las otras dos caracteristicas. Ahora bien, las mallas no convexas indican que la
transformacion asociada a dicha malla tiene jacobiano negativo en algunas partes; si
se asume que esta cantidad varia continuamente, se llegaria a la conclusion de que
en algiin punto el jacobiano es nulo, lo que diria que la transformacion pudiera no
ser 1-1. Por tanto no se puede sacrificar la convexidad.

Queda entonces la opcion de perder un poco de suavidad. Siguiendo estas ideas,
se propone ahora modificar el funcional de suavidad en la siguiente forma.

4.3.1 Propiedades sobre Triangulos

Sea la funcién
[ -2«

k—a

Para el triangulo cuyos lados son los vectores a y b, g se escribe como

g:

ala 4+ 0Tb— 247 J,b
k— CLTJQb

gla,bjk) =

Si se considera un valor de k tal que g sea positivo para todos los triangulos asociados
a la malla; esto es,
k > a4

entonces ¢ esta acotada inferiormente por cero y este valor minimo se alcanzara
cuando [ = 2a; es decir cuando

ata+ b7 = ZGTJQb
que es equivalente a
| a—Jsb|*=0

lo que dice @ = J3b. Si se toma en cuenta que .J; es una matriz de rotacion de 7 en
el sentido de las manecillas del reloj, se llega a que @ y b son perpendiculares, tienen
la misma longitud y el triangulo que determinan tiene area positiva.
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El minimo de esta funcién esta en el mismo lugar que el del funcional de suavidad,
a condicion de que k£ haga todos los denominadores positivos. De hecho un andlisis
del gradiente de ¢ lleva a la misma conclusion.

Por tanto el minimizar el funcional discreto asociado a ¢, usando un proceso
iterativo y una malla inicial que cumpla con que las areas de todos sus triangulos
sean menores que k generarda una red 6ptima con triangulos de drea no mayor que k.

Si se combina la variante del funcional de Ivanenko introducido en el apartado an-
terior con este funcional, se obtiene el funcional discreto cuyo valor en cada triangulo
esta dado por

[—2a [ -2«
fbll_ k1—|—0é+k2—0é
donde los valores de ky y ks se eligen para hacer que todos los términos sean no
negativos al valuar el funcional en la malla inicial; esto es,

ki > —a_

k2>0é_|_

La minimizacién de este funcional conducira a mallas que tienden a ser suaves y tales
que las areas de sus triangulos estaran entre —k; y ks.

Ahora bien, ki v ko pueden ser tales que la malla 6ptima obtenida en la practica
no sea convexa y/é tenga areas muy grandes. Para remediar esto, es necesario
actualizar los valores de las k’s; esto es, aplicar también un proceso del tipo descrito
en el apartado anterior; sin embargo no hay resultados que garanticen la disminu-
cién del tamano de las celdas grandes, ya que se pudiera dar la situacion de que
un triangulo de la malla fuera rectangulo e isésceles y que su area fuera cercana a
ko; la contribucién de este triangulo al valor del funcional seria nulo y por tanto el
algoritmo de optimizacion pudiera decidir no cambiarlo.

4.3.2 Determinacion de ks, Normalizacion y Resultados

Una manera de determinar el valor k; que ha funcionado bien en la practica es el
siguiente:

kg = 1.050é+

Por otro lado se debe mencionar que si se sigue la estrategia de actualizar simultanea-
mente los valores de k; y kg, no se logra obtener mallas convexas en algunos casos.
Por esta razon es que se propone seguir una estrategia alternativa de actualizaciéon de
estos parametros: mientras no se consiga convexidad, sélo se actualiza ky, dejando fijo
el valor de ky. Cuando ya se tenga una malla convexa se actualizan simultaneamente
ambos valores. Esta estrategia ha dado excelentes resultados.
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Tabla 4.3.- Resultados para el Funcional de Suavidad Bilateral

Malla | nc | it ot ayt | ac | ayc o | longi
M12 | 0 | 47 | 0.052 | 3.193 | 0.161 | 2.697 | 0.133 | 1.279
M13 | 0 | 47 | 0.068 | 3.856 | 0.179 | 3.731 | 0.100 | 1.436
M19 | 0 | 60 |0.056 | 3.451 | 0.139 | 2.902 | 0.278 | 1.340
M26 | 0 | 62 | 0.086 | 3.884 | 0.162 | 3.760 | 0.836 | 1.542
HAB | 0 | 126 | 0.045 | 6.745 | 0.094 | 5.565 | 0.692 | 1.676
SUD | 0 | 124 ] 0.023 | 3.837 | 0.096 | 2.892 | 0.160 | 1.708
UCH | 0 | 144 | 0.026 | 6.567 | 0.119 | 4.805 | 0.585 | 2.280
ENG | 0 | 293 | 0.013 | 5.580 | 0.056 | 4.806 | 0.654 | 2.815

Nuevamente el criterio para normalizar este funcional fue el de considerar que en
el optimo todos los triangulos de la malla son rectangulos e isésceles. El factor de
normalizacién usado es por tanto el mismo que para el funcional de suavidad: 2/V.

Se reportan en la tabla 4.3 los resultados de aplicar el funcional de suavidad
bilateral a mallas de dimension 40 por 40. Al igual que se hizo para el funcional de
suavidad adaptiva, se pueden seguir diferentes criterios de parada. Aqui se muestran
solo los correspondientes a la estrategia TOPE en donde los pardametros dejaron de
actualizarse cuando alcanzaron los valores k; = —0.01la y ky = 4a siempre que esto
fuera posible. También se muestran las graficas de las mallas éptimas (Figuras 4.11
y 4.12).
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CAPITULO 5

Nuevos Funcionales de Area

5.1 Forma General de los Funcionales de Area

En este apartado se define de manera general lo que se entenderd por un funcional
de drea y se establecen resultados validos para todos los funcionales de dicha forma.
A partir de estas propiedades se espera comprender mejor el proceso de optimizacion
de tales funcionales.

Se define un funcional de drea continuo como una expresion de la forma

[ 20 dne

donde J = z¢y, — x,y¢ es el jacobiano de la transformaciéon. Un funcional discreto
de area sera una expresion de la forma

N
Z flag)
9=1
donde como anteriormente N es el numero de triangulos de la malla y o, es el doble

del area del triangulo A,.

5.1.1 Un Problema de Minimizacion

Considérese el siguiente problema de minimizacién con restricciones:

Minimizar la funcion de N variables reales

Zf(wq)

g=1
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sujeto a la restriccion

N
qu =B
q=1

donde B es una constante y f es una funcion tal que f' es 1-1, f"" > 0.

Este problema con restricciones es equivalente al siguiente: Minimizar

N-1 -1
Flwy,w,...,wn_1) = Y flw) + f (B— wq)

q= =1

—_

Como
or = .
aw':f/(wi)_f/(B_ wy i=1,2,....,N—1
(3 q:l
Los puntos criticos (i0y,Ws, ..., WxN—1) son tales que

1

iwq) i=1,2,...,N—1

9=1

fis) = f' (B—

y entonces como [’ es 1-1, se cumple que

N-1
W, =B—-> w, i=12..,N—1
g=1
de donde
R R R B
Wy = Wz = :wN_lzﬁ
Ahora, como
82F N-1
aw]awZ = 52 ]f”(wl) + f” (B - —~ Wq
q_
en el punto critico esta cantidad es igual a
B
f" (W) [0:+ 1]
y por tanto la hessiana en tal punto es
2 1
2 1 ... 1
H(F):f”(ﬁ) 112 .1
N Do S
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Como por hipotesis f” (%) > 0, H(F) sera semipositiva definida si la matriz
1 ... 1
1 1 1
C=111 2 1
11 1 2
lo es. Ahora bien, como
1 1 1 1
1 1 1 1
C—I=1]1 11 1
11 ... 1

tiene rango 1, se sigue que A = 1 es un valor propio de C' de multiplicidad N-2. Por
otro lado se puede comprobar que

1 1
1

cl|-. =N
1 N-1 1 N-1

y esto implica que A = N es también valor propio de C. Por lo anterior C es positiva
definida y entonce se cumple que en el punto critico, la funcion F' tiene un minimo.

Si se interpreta w, como «, y B como 4Area(2), lo anterior heuristicamente dirfa
que casi cualquier funcional de area sirve para el proposito de obtener mallas con
triangulos de igual area aproximadamente. Los resultados que siguen ponen en un
contexto mas riguroso esta idea.

Nétese que también se puede pensar en los w, como areas de las celdas y B como
el area total de la region. Con esta interpretacion se pueden obtener funcionales del
tipo del funcional de area de Castillo. Sin embargo, como se explicé en el capitulo 3,
no siempre la uniformidad de las areas de las celdas conlleva la convexidad de éstas.
Por lo tanto no se abordaran este tipo de funcionales.
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5.1.2 Funcionales Continuos

Si para el funcional continuo de area

con

se conviene en denotar

se tiene que

/01 /01 L(J)dndé

J = xey, — xhye

dL d*L
D Ll . D L//
dJ TdJ?
afory _ d (00
dé \ Oxg d¢ g
d
= )
dJ
— yfnL/-I_ynL”d_g
d oLy _ d (0]
dnp\ oz, ] — dn 0z,
d
= (el
dJ
— —ygnL/ _ ygL//d_Tl
afory _ (00
d¢ \ Oye d§ \ " Oye
d
= )
dJ
= xgnL’ an"d—g
afory _ d(,00
dn \ dy, dn \ " 9y,
_d !
= d—n(%L)
dJ
= wgnL/—I—ng”d—n
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con lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan como

dJ dJ
L// |: a :| -
Ty i Tg n 0
dJ dJ
L// oY -7 _ 0

De esto, se concluye que las ecuaciones de Euler-Lagrange para cualquier funcional
de area son las mismas, salvo el factor L”.

Para el funcional clasico de area en su versiéon continua L” = 2. Por tanto
una malla que sea solucion de las ecuaciones para el funcional clasico también sera
solucion de las correspondientes ecuaciones para cualquier otro funcional de area.
Reciprocamente una malla que satisfaga las ecuaciones para un funcional de area y
que sea tal que no anule el factor L” también satisfacera las ecuaciones del funcional
clasico.

Si se manipula un poco el sistema de ecuaciones anterior, éste puede ser re-escrito

en la forma il

() (G (E)-6)

y si se consideran sélo mallas no singulares; esto es, aquellas para las cuales

(e o)

Ye  Yn

es no singular, se concluye que para tales mallas, las ecuaciones de Euler-Lagrange
son equivalentes a

y estas dltimas dicen que, nuevamentesi L” # 0, .J debe ser constante. Esta constante
debe ser el valor del area de la region €. Si existe solucion, ésta tiene exactamente
la propiedad que se buscabas. Nuevamente cabe decir que la eleccién de L puede ser
crucial para obtener una buena aproximacion numérica a una solucion.

Algunos funcionales con las caracteristicas anteriores y que se usaran mas adelante
son los obtenidos con

-L=(J—k)*
-L=J"!
-L=(J+k)!
“L=(ks—J)"

donde las k; son constantes que se precisaran posteriormente.
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5.1.3 Funcionales Discretos

La forma general de los funcionales discretos de area que se consideran aqui es

F:Z_:lf(aq)

donde f es de clase C'?. También es pertinente hacer la aclaracién de que, como ya
fue mencionado, en lugar de «,, que es esencialmente el area del triangulo g-ésimo,
se pueden ademads considerar las areas de las celdas; esto produciria funcionales del
tipo del funcional de area de Castillo. Ya se esgrimieron argumentos que justifican
el por qué no se consideran en este trabajo.

En esta seccion se demostrara que los funcionales de area con ciertas caracteris-
ticas tienen las dos propiedades que se mencionaron en 3.4. en lo relativo a las areas
de los tridangulos de la malla. Las mismas propiedades (y esencialmente las mismas
demostraciones de ellas) son validas para funcionales de drea del tipo Castillo; esto
es, con celdas en lugar de triangulos. Es en este sentido que esta seccién generaliza
los resultados correspondientes de Castillo.

La r-ésima componente del gradiente de F' es

or X, )
0z = qZ::lf (O‘q)a—zraq

y la componente r,s -ésima de la hessiana de F' es

=3 [t (e (o)) + a5 2o

g=1

Definase

= (o) o) )
Ay = a—zi(%‘)

B, = hessiana de «,

Entonces la hessiana de F' se puede escribir como
N
H=ATA+> f(a,)B,
g=1

El siguiente resultado indica que, tedricamente, casi cualquier funcional de area
es util. Como ya se ha observado, esto no es necesariamente cierto en la practica.
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Proposicién 5.1 Si G es una malla tal que
oy=a ¢q=1,2,...,N
y F' es un funcional de drea, entonces

1. G es un punto critico de F.

2. Si ademds [ es tal que f"" >0, G es un minimo para F.

Demostracion.-
Como

N
Z a, =4 Area(Q)
g=1

para cualquier malla sobre 2, se tiene que

a N
a, | =0
Oz (q=1 q)

82,, (Z%) (G)=0 r=1,2,....(m—2)(n—2)

en particular

9=1

Por la misma razén

9? N
92,0z, (Z%) (G)=0 rs=1,2,...,(m—2)(n—2)

g=1

Por tanto
5@ = Sz ©
- T r@g©
(@) [Z (@)

y por lo tanto se cumple la primera afirmacion.
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Por otro lado, la componente s,r -ésima del segundo término de la expresiéon para

1= al 82O‘q
@) Z 0250z, =0

9=1

H valuado en G es

asi que la hessiana de F' en G, al ser I' diagonal con elementos no negativos, es

H(G) = [ATY1'24](G)

(Q(r”%)f(r”%)} (@)

AV

O sea que H valuada en GG es semi-positiva definida. Asi pues G es un minimo para
F.

Los resultados anteriores indican en cierta forma céomo disenar nuevos funcionales
de area. Los funcionales que se han desarrollado y que se muestran en las siguientes
secciones son precisamente de este tipo.
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5.2 El funcional A4P

5.2.1 Definicién

Como un primer intento de obtener funcionales de area que produzcan mejores re-
sultados que el clasico, se ha experimentado con funcionales discretos de la forma

N
FA5:Z(0zq—o?)25 s=1,2,...,

9=1

Estos funcionales, aparentemente, tienen la propiedad de magnificar las desviaciones
de las areas de los triangulos de la malla en relacién a a.

También se puede mencionar que tienen las propiedades ttiles que mencionamos
en el apartado anterior, asi que:

1. Las ecuaciones de Euler-Lagrange del analogo continuo son practicamente las
mismas que las del funcional clasico de area.

2. De existir una malla con todos sus triangulos de igual area, ésta es un minimo
para este funcional.

De entre varios valores de s experimentados, ha dado muy buenos resultados s=2,
lo que dé lugar al que se ha denominado Funcional de Area Cuarta Promedio

N
Faap = Z(aq - 6‘)4

9=1

5.2.2 Normalizaciéon y Resultados

4 . . , .
Tomando en cuenta que (o, — @) es un polinomio de grado 4 en «, cada término
se normaliza dividiendo entre a?*, lo que conduce a una constante de normalizacién
para el funcional de

Na*

Esta normalizacién es la usada y con la que se obtienen los resultados que se reportan.

Se optimizé este funcional sobre las mallas de prueba de dimension 40 por 40 que
se han estado usando. Los resultados pertinentes estan contenidos en la Tabla 5.1.
De ellos se puede observar que, en relacion al funcional clasico de drea:

1. En general las areas minimas son mayores.

2. Se obtiene convexidad en mas casos.
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3. El numero de iteraciones necesarias para llegar a un 6ptimo es, en algunos
casos, considerablemente mayor pero en la mayoria de las ocasiones es menor.

Las graficas de las mallas éptimas correspondientes se muestran en las figuras 5.1

y 5.2

Tabla 5.1.- Resultados para el Funcional de Area Cuarta Promedio

Malla it ot oyt a_c ayc o | longi
M12 | 0 | 87 | 0.012 | 1.653 | 0.561 | 1.333 | 0.009 | 1.724
M13 | 0 | 261 | 0.082 | 1.417 | 0.740 | 1.304 | 0.010 | 2.844
M19 | 0 | 249 | 0.297 | 1.551 | 0.878 | 1.549 | 0.014 | 2.538
M26 | 1 | 218 |-0.072 | 1.907 | 0.462 | 1.555 | 0.020 | 5.931
HAB | 4 | 497 | -1.509 | 3.754 | 0.380 | 2.052 | 0.057 | 4.822
SUD | 0 | 234 | 0.007 | 1.780 | 0.405 | 1.316 | 0.021 | 2.912
UCH | 7 | 500 | -1.241 | 3.095 | -0.046 | 2.816 | 0.071 | 4.230
ENG | 17 | 500 | -0.860 | 2.692 | 0.006 | 1.860 | 0.119 | 7.320
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Figura 5.1.- Mallas Optimas para el Funcional A4P. Regiones M12, M13, M19 y M26.
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5.3 El Funcional de Area Adaptivo

5.3.1 Version Continua

FEl funcional de area cldsico en su version continua es

1 1 1 1
Pa= [ [ ey, = aype)” dndg = [ [ 72 dndg
0o Jo 0o JoO

donde J es el jacobiano de la transformacién.
Si se plantea este funcional para la transformacion inversa, obtenemos el funcional

o= [ [ (€, = €ne)” dyde

el cual al cambiar coordenadas y usando que

Ly Y Le

Yo T Y

Lol raey, xnyf)Q
— Jdnd
A(ﬁ J2 ndé
dnd

toma la forma

5.3.2 Version Discreta

Al discretizar el funcional continuo anterior con el esquema que se ha estado usando,
se obtiene el funcional discreto reciproco de area para una malla discreta G,

P@@:ZM@FZ7%

AEG Aeg @

que, usando la numeraciéon de los triangulos de la malla introducida anteriormente,
se puede escribir como

Far(G) =D

1
q=1 Oéq

Obsérvese que, al igual que el funcional de suavidad, si el proceso de optimizacion
de F'4-1 ha de generar una malla convexa, se necesita que la malla inicial ya lo sea.
Esta es una seria limitacion para el uso de este funcional la cual, sin embargo, se

superara de la misma forma que se hizo para el caso de suavidad.

Esto es debido a las caraceristicas del método de optimizacién utilizado
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5.3.3 Modificacion del Funcional

Motivados por el buen resultado obtenido al modificar el funcional de suavidad para
ampliar su dominio de definiciéon, se considerard el funcional discreto dado por

Nooog

Fyy = Z

q=1 Ay —I_k

el cual se puede optimizar si se parte de una malla G tal que a_(G) > —k y producira
una malla éptima con la misma propiedad sobre a_; de hecho, como se vera mas
adelante, si (i es la malla optima y k se elige adecuadamente, oz_(é) > a(G).
Como ya se establecio, la version continua de este funcional tiene basicamente
las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange que Fs-1, sélo que en lugar del factor JQ—S
aparece ﬁ Es por esto que una malla que satisfaga las ecuaciones E-L. para
el funcional cldsico de area también satisfacerd las correspondientes a este nuevo
funcional siempre y cuando el jacobiano J nunca sea igual a —k, y reciprocamente.
Por otro lado, el funcional discreto [4-1 tiene las dos propiedades que se men-
cionaron en la proposicién 5.1, ya que en este caso f(a) = 1/(k + «a) satisface las

hipotesis correspondientes.

5.3.4 Propiedades del Funcional Modificado

De la misma manera que para el funcional de suavidad modificado, se puede usar
el funcional reciproco de area (modificado segiin el apartado anterior) para generar
una malla convexa de acuerdo al siguiente esquema:

Algoritmo 5.1

1. Generar una malla inicial Go. Elegir £ tal que a_(Gg) > —k. (Sobre esto se abunda
mas adelante).

2. Calcular GG; una malla que optimice a Fy-1 .

3. Repetir el paso 2. con un valor de k correspondiente a (1, hasta obtener una malla
convexa, o en su defecto una malla lo més cercana a la convexidad posible.

Los siguientes resultados van en la direccion de obtener seguridad de que el Algo-
ritmo 5.1 siempre funciona. Con el objeto de simplificar las expresiones siguientes,
se usara I} en lugar Fy-1; en lo que resta de este capitulo.

Proposicién 5.2 Si Dy, # (), entonces Fy tiene al menos un minimo en Dy.
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Demostracion.-
Es inmediata, s6lo hay que observar que si se tiene una sucesién {G,} que tienda
a la frontera de Dy entonces {Fi,(G,)} — 00.O

Proposicién 5.3 Supongase que exviste G € Dy. Sea Gy € Dy, tal que
Fk(Gl) = min Fk(G)

GeDy,
entonces a_(G1) > =k con k' =k — Al—k y A, = Fr(Go).

Demostracion.-
Supéngase que a_(G1) < —k'. Sea A un tridngulo de (1 de drea minima, entonces

1
Fk(Gl) > m
1
- k—|—0é_(G1)
1
-
= M

y no se cumpliria que Fj(G1) es el minimo.<O

Proposicién 5.4 Sean G € Dy, y Gy tal que 3 = a_(Go) < ko. Sea k = —3+¢ con

0<e< ;A= Fy(G). Sea Gy € Dy, tal que

2X7

Fk(Gl) = min Fk(G)

GEDk

entonces a_(G1) > .

Demostracion.-
De la proposicion 5.3, se observa que para las malla G € Dy, con a_(G) < —k+ i;

A = Fi(G), se cumple que Fi(G) > M. Por lo tanto

1
Oé_(Gl) 2 —k‘|‘)\—k
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1
= ﬁ—g—|—¥
> ﬁ—éf—l-X

va que A = Fj (G) > Fu(G) = A\ Asi que
1 1
Oé_(Gl) > ﬁ—?+x
= 5_|_ﬁ
> [o

De acuerdo a los resultados anteriores se pueden precisar los pasos del algoritmo
5.1 en el siguiente

Algoritmo 5.1’

1. Genérese una malla inicial Gg y sea
ko = —a_(Go) + ¢
con £ que satisfaga las condiciones de la proposicién 5.3.
2. Calcilese GGy, una malla que optimice a F4-1 .

3. Repetir el paso 2. con un valor de k correspondiente a GGy dado por la proposicién
5.4, hasta obtener una malla convexa, o en su defecto una malla lo més cercana a la
convexidad posible.?

Finalmente, la siguiente proposicion establece que el anterior proceso converge
en efecto a una malla 6ptima, suponiendo que ésta exista (el caso kg < 0); en caso
contrario, dice que el algoritmo genera a una malla lo mas cercano a la convexidad
posible (cuando ko > 0).

ZAqui cabe hacer las mismas observaciones que para el Algoritmo de la seccién 4.2.3
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Proposicién 5.5 Si Dy, # 0 el algoritmo 5.1° conduce a la obtencion de una malla
G € Dy, en un nimero finito de actualizaciones del pardmetro k.

Demostracion.-
ea a sucesion de mallas 6ptimas generadas con el proceso anterior, Gy es
S Gy}l d llas opt d lp t , G
la malla inicial. Nétese que

0(Gh) > oGt s

alCh) > alGh)+ % > o (Go) +2 (%)
alGs) > a(Gh)+ % > o (Go) +3 (%)
0 (Gy) > alGo)+ g5 > alGo) +a(55)

y entonces, para cierto valor finito de q, a_(G,) debe ser mayor que ky.<

5.3.5 Determinacion de k y Normalizacion

La manera de normalizar el funcional reciproco de area modificado, el cual en ade-
lante sera llamado simplemente Funcional Reciproco de Area Fy—1 j, con el objeto de
combinarlo con otros funcionales es considerar que el objetivo que se persigue con su
uso es obtener mallas cuyos triangulos tengan areas lo més parecidas posibles; esto
es, una malla ideal en este caso es una tal que

a,=a q=1,2,...,N=4(m—-1)(n—1)
por lo tanto la cantidad que servira para normalizar es

N
k+a

los resultados que se presentaran mas adelante se referiran entonces al funcional

k+a
N

Fy

Igual que en el Capitulo 4, se debe mencionar que la determinacion del valor de
k adecuado a que se refiere el paso 1. del algoritmo 5.1 no se puede realizar en la
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practica ya que se esta presuponiendo la existencia de una malla con un cierto valor
éptimo de su area minima (ko). Se observa, sin embargo, que el funcionamiento
del algoritmo esta basado sélo en el hecho de que k sea lo suficientemente cercano
a —a_(Gy). Se han experimentado diferentes maneras de determinar k y se ha ob-
servado que hay una diferencia importante en el papel que juega este parametro
para el funcional reciproco de area en relacion al correspondiente papel jugado en el
funcional de suavidad:

1. Para la mayoria de las regiones con que se ha experimentado, el valor de k no
necesita ser tan cercano a «a_ como lo requiere el funcional de suavidad.

2. Al dejar el valor de k fijo se obtienen mallas que estan mas cerca de la conve-
xidad que las correspondientes al mismo proceso con el funcional de suavidad
introducido en el capitulo anterior.

Sin embargo y para obtener comparaciones con resultados anteriores, el valor de
k que se tiene implementado es el mismo que para el funcional de suavidad; esto es,

L {—1.05oz_(G) si a(G) < =0.1a
| —a_(G)+0.0la en otro caso ‘

Otra vez cabe hacer la observacion que el proceso de optimizacion de que habla
el inciso 2. del algoritmo 5.1, no se realiza completamente, solo se realiza un nimero
pequeno de iteraciones y se actualiza el valor de k. Este niumero de pasos en la
implementacion del autor es 10, aunque se puede hacer una cantidad de iteraciones
menor si es que el gradiente es suficientemente pequeno en norma.

El proceso no tiene por qué detenerse cuando se logra que k=0, se puede seguir
actualizando su valor hasta obtener una malla que tenga drea minima suficientemente
grande. Esto es 1til si no se desea tener celdas muy pequenas en la malla.

5.3.6 Resultados

A continuacién (Tabla 5.2) se muestran los resultados que arroja la optimizacion
del funcional reciproco de area a partir de algunas mallas iniciales. Se muestran
para cada region tres conjuntos de datos: los obtenidos sin actualizar el valor de k
(F1JO), los que se logran dejando fijo el valor de k en —0.01a cuando se logra llegar
a él (TOPE) y los resultados que provienen de dejar que k se siga actualizando hasta
que el proceso de optimizacion sea incapaz de continuar (LIBRE). Debe hacerse

la aclaracion que los resultados para las regiones M19, M26, HAB, SUD, UCH y
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ENG se alcanzaron tomando como dato inicial la malla 6ptima para el funcional de
longitud; esto fue necesario debido a que el proceso de optimizacién del funcional
reciproco de drea no convergié tomando como condicién inicial la malla generada
por TFI. Esto constituye una desventaja para este funcional la cual, sin embargo,
se superara usando combinaciones adecuadas con otros funcionales, como se explica
mas adelante. Las graficas de las mallas éptimas correspondientes a la estrategia
TOPE se muestran en las figuras 5.3 y 5.4.

Tabla 5.2.- Resultados para el funcional reciproco de area

Malla | Estrategia | nc | it ot oyt a_c ayc o | longi
TOPE 0 | 110 | 0.529 | 1.467 | 0.854 | 1.139 | 0.003 | 1.743
M12 FIJO 0 | 54 | 0.031 | 1.838 | 0.538 | 1.311 | 0.005 | 1.664
LIBRE 0 {225 0.913 | 3.020 | 0.940 | 1.976 | 0.012 | 1.872
TOPE 0 | 245 | 0.333 | 1.873 | 0.838 | 1.349 | 0.008 | 4.416
M13 FIJO 0 | 129 | 0.017 | 1.609 | 0.729 | 1.321 | 0.007 | 3.357
LIBRE 0 | 340 | 0.491 | 2.793 | 0.758 | 1.920 | 0.015 | 3.277
TOPE 0 | 107 | 0.420 | 1.715 | 0.814 | 1.706 | 0.010 | 2.267
M19 FLJO 0 | 102 | 0.005 | 1.575 | 0.506 | 1.570 | 0.012 | 2.775
LIBRE 0 | 218 | 0.853 | 2.936 | 0.919 | 1.901 | 0.023 | 2.530
TOPE 0 | 190 | 0.315 | 2.333 | 0.581 | 1.855 | 0.017 | 6.112
M26 FIJO 4 1135 | -0.110 | 1.956 | 0.429 | 1.569 | 0.014 | 6.268
LIBRE 0 | 248 | 0.403 | 2.715 | 0.684 | 2.166 | 0.022 | 6.476
TOPE 0 | 281 | 0.154 | 5.233 | 0.511 | 3.052 | 0.076 | 5.163
HAB FIJO 5 | 69 | -0.760 | 4.624 | 0.267 | 2.738 | 0.045 | 4.613
LIBRE 0 329 0.732 | 7.210 | 0.772 | 3.978 | 0.250 | 6.095
TOPE 0 | 138 | 0.235 | 2.199 | 0.709 | 1.661 | 0.019 | 2.798
SUD FLJO 2 | 87 |-0.072 | 2.571 | 0.470 | 1.699 | 0.017 | 2.961
LIBRE 0 | 331 | 0.840 | 6.464 | 0.876 | 3.655 | 0.111 | 3.646
TOPE 0 | 302 ] 0.133 | 6.038 | 0.467 | 4.263 | 0.126 | 5.643
UCH FLJO 16 | 100 | -1.047 | 4.200 | 0.085 | 3.501 | 0.064 | 5.315
LIBRE 0 | 419 | 0.292 | 7.293 | 0.613 | 4.321 | 0.175 | 5.859
TOPE 0 | 500 | 0.087 | 7.960 | 0.470 | 4.642 | 0.200 | 8.556
ENG FIJO 26 | 84 | -1.393 | 4.027 | -0.477 | 3.191 | 0.091 | 6.145
LIBRE 0 | 218 | 0.241 | 7.159 | 0.434 | 4.807 | 0.298 | 7.769
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Mallas Optimas para el Funcional Reciproco de Area. Regiones M12,

M13, M19 v M26.

Figura 5.3.
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Figura 5.4.- Mallas Optimas para el Funcional Reciproco de Area. Regiones HAB,

SUD, UCH y ENG.
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5.3.7 Regularizacion

Con la finalidad de hacer numéricamente robusta la optimizacion del funcional de
area

Yool
F=Y
q=1 k —I_ Oéq
se propone utilizar una variante que consiste en reemplazar la funcion
1
o) =
J(e) E+a
que tiene un polo en a = —k, por otra funcién que no lo tenga; a saber,
2
o ac” +ba+c a<ag
fla) = { 1 a>a
k4o = &0

escogiendo los valores de a, b, ¢ de tal manera que f(oz) sea de clase C'2. Este requisito
da como resultado las siguientes condiciones
1 2

1 2
= ao? + bag + - =2aap+b = =2
kta,  doTraete (k + o)’ o (k + ao)’ ¢

de donde se obtienen los siguientes valores para a, b, ¢:

1

(k‘ —|— Oéo)?)
—30é0 - k
(k‘ —|— Oéo)?)
k% + 3kag + i’)oz?J

(k + a0)3

En la figura 5.5 se presenta un bosquejo de la grafica de ambas funciones.
Se ha experimentado con diferentes valores de ay. Una eleccién que ha dado
buenos resultados, en el sentido de que hace estable el proceso de optimizacion es

Qg = —k + 0.1a.

A continuacién (Tabla 5.3) se muestra el nimero de iteraciones necesarias para llegar
a convergencia tanto para el funcional reciproco de area como para esta regularizacion
propuesta, para nuestras mallas de prueba, asi como los tiempos necesarios para
lograr dicha convergencia. Las mallas obtenidas por los dos métodos son muy simi-
lares. La normalizacion usada para el funcional regularizado es la misma que para
el funcional sin regularizar.
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Tabla 5.3.- Comparacion de los funcionales reciproco de area y de su regularizacion.
AR: Funcional sin regularizar. AR-R: Funcional regularizado.

AR AR-R
Malla | it | t(seg) | it | t(seg)
M12 | 110 | 626 | 89 | 484
MI13 | 245 | 1411 | 133 | 748
M19 | 107 | 567 | 114 | 578
M26 | 190 | 1069 | 168 | 954
HAB | 281 | 1499 | 168 | 930
SUD | 138 | 724 | 130 | 701
UCH | 302 | 1707 | 388 | 2147
ENG | 500 | 2760 | 465 | 2673

Regqularizacion

{-- Reciproco de Area

N

Figura 5.5.- Gréfica de las funciones f(a) y f(a).
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5.4 EIl Funcional de Area Bilateral

De manera similar a como se usa el funcional de suavidad bilateral para controlar
el tamano de las celdas de area grande, es posible disenar un funcional de area que
cumpla esta misma funcion. Para empezar, se puede decir que el funcional cuyo valor
en cada triangulo de la malla esta dado por

tiene propiedades similares a las del funcional reciproco de area; a saber:

1. Su version continua tiene las mismas ecuaciones de Fuler-Lagrange que el fun-

cional de area clasico, salvo por un factor ﬁ Entonces una malla que sea
solucion de las ecuaciones E-L para el funcional cldsico también sera solucién
de las ecuaciones correspondientes a este nuevo funcional, a condicién de que

el denominador no se anule; la propiedad reciproca también se cumple.

2. Si el proceso de optimizacion de este funcional comienza con una malla G tal
que todos los denominadores sean positivos, se obtendran en cada paso mallas
con esta misma propiedad.

3. Se puede aplicar un proceso de actualizacion del parametro k para obtener
mallas con drea maxima cada vez menor, con el tope general que representa el
area promedio. De hecho se cumplen proposiciones similares a las que permi-
tieron garantizar que el proceso de actualizacién del parametro del funcional
reciproco llevaba a una malla lo mas cercano a la convexidad posible.

Desgraciadamente si solo se optimiza este nuevo funcional para una malla inicial,
el proceso puede conducir a mallas no convexas. Sin embargo, usandolo de manera
combinada con el funcional reciproco de area se obtienen mallas excelentes en lo que
respecta al control del tamano de las celdas. El funcional que resulta se denomina
Funcional de Area Bilateral y estd dado por

Faarn(G) = ! !

= -
g=1 kl —|— Oéq kg — Oéq

El valor de k3 se ha calculado en la implementacion como
kg = 1.050é+

La normalizacion de este funcional se hace nuevamente considerando que para una
malla éptima se debera cumplir que todas las areas sean iguales a &. La constante
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Tabla 5.4.- Resultados para el Funcional de Area Bilateral. Mallas de dimensién 40

por 40
Malla | nc | it ot ayt | ac | ayc o? | longi
M12 | 0 | 109 | 0.511 | 1.484 | 0.822 | 1.146 | 0.004 | 1.817
MI13 | 0 | 189 | 0.334 | 1.868 | 0.852 | 1.345 | 0.008 | 3.386
M19 | 0 | 97 | 0.458 | 1.706 | 0.831 | 1.699 | 0.010 | 2.317
M26 | 0 | 138 | 0.312 | 2.241 | 0.569 | 1.841 | 0.017 | 6.101
HAB | 0 | 184 | 0.058 | 4.341 | 0.709 | 2.666 | 0.069 | 4.253
SUD | 0 | 143 | 0.235 | 2.112 | 0.705 | 1.621 | 0.018 | 2.859
UCH | 0 | 113 | 0.047 | 3.990 | 0.330 | 3.616 | 0.097 | 5.559
ENG | 0 | 500 | 0.040 | 6.016 | 0.430 | 4.796 | 0.178 | 8.879
de normalizacion esta dada por
ko — ka

(k1 + a)(ke — @)

Al aplicar el funcional de area bilateral, el esquema de actualizacion de los
parametros se hace de la misma manera que para el funcional reciproco: considerando
el nimero de iteraciones realizadas y el valor de la norma del gradiente. Aqui, al igual
que con el funcional de suavidad, nos ha dado muy buenos resultados la estrategia

de actualizar sélo el valor de ky mientras no se consiga una malla convexa, dejando
fijo el valor de ky mientras tanto; después de conseguir convexidad, se actualizan

simultaneamente los dos parametros.

Los resultados que se muestran en la tabla 5.4 como ejemplos de aplicacién del
funcional de area bilateral indican que:

1. En la mayor parte de los casos converge a una malla convexa y controla fuerte-
mente el tamano de las celdas; sin embargo, para ciertas regiones se debe hacer
un pretratamiento de las mallas iniciales con un funcional como el de longitud

para conseguir convergencia. En los ejemplos, excepto M12 y M13, todas las
regiones requirieron este proceso previo.

2. El nimero de iteraciones necesarias para llegar a convergencia es grande.

3. Se debe decidir qué tanto se debe ajustar el parametro ks. En este, lo hacemos
hasta que se llegue a 4&, aunque no siempre se logra este objetivo.

En las figuras 5.6 y 5.7 se muestran las mallas 6ptimas correspondientes.
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CAPITULO 6

Combinacion de Funcionales y
Conclusiones

Los nuevos funcionales desarrollados en los capitulos 4 y 5 nos conducen a mallas
optimas con caracteristicas muy diferentes. Por un lado, el funcional de suavidad nos
proporciona una manera de obtener mallas muy suaves, pero el control de las dreas
no es muy eficiente; este defecto se puede remediar en parte usando el funcional de
suavidad bilateral, pero el costo de usar éste se puede considerar alto. Por otro lado
los funcionales de area introducidos en el capitulo 5 producen un mejor control del
tamano de las celdas, pero distan mucho de proporcionar mallas 6ptimas suaves y
el nimero de iteraciones necesarias para llegar al minimo es muy grande; incluso el
funcional A4P no garantiza la obtencién de mallas convexas, de ahi que su uso es
recomendable sélamente para regiones no muy complicadas, en cuyo caso produce
muy buenos resultados.

Aligual que con los funcionales clasicos introducidos en el capitulo 3, se ha visto la
conveniencia de combinar diferentes funcionales para tratar de conservar las ventajas
de cada funcional por separado y disminuir sus inconvenientes. En este sentido, se
presentan en este capitulo las combinaciones que han dado mejores resultados. En
cada caso se usaran las formas normalizadas de los diferentes funcionales.

6.1 Combinaciones de Area con Longitud

Una manera de suavizar las mallas producidas con los funcionales de area es seguir la
idea de usarlos en combinacion con el funcional de longitud. Esto conduce también
a disminuir los tiempos necesarios para obtener convergencia.

128
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6.1.1 Los Funcionales A4P-1

Estos funcionales tienen la forma
Fip =7Fup+(1—1)F)

donde, como de costumbre 0 < 7 < 1 es un parametro que al ser variado permite
controlar la cantidad de control de area y de suavidad. Se reportan en la tabla
6.1 los resultados que se obtuvieron para algunos valores del pardmetro 7, para las
mallas de prueba. Las graficas de las mallas que se muestran en las figuras 6.1 y 6.2
corresponden al valor 7 = .95. La mejoria de estas mallas en comparacion con las
obtenidas con el funcional clasico de area-longitud se puede constatar comparando
los resultados correspondientes; en particular, nétese que se llega a convexidad en
un numero mayor de casos.

Tabla 6.1.- Resultados para el Funcional A4P-Longitud
Fasp_r = mFaap+ (1 — 7)FL

Malla | 7 | nc it at aqt ac agc o? longi
T5 5 48 | -0.206 | 1.908 | 0.119 | 1.610 | 0.055 | 1.293
M12 | 95| 0 50 | 0.067 | 1.580 | 0.327 | 1.421 | 0.028 | 1.348
991 0 62 | 0.033 | 1.626 | 0.477 | 1.295 | 0.015 | 1.446
75| 6 30 | -0.192 | 2.026 | 0.161 | 1.717 | 0.036 | 1.456
M13 | 95| 0 62 | 0.036 | 1.600 | 0.307 | 1.420 | 0.023 | 1.523
991 0 86 | 0.032 | 1.407 | 0.439 | 1.331 | 0.015 | 1.641
T5 3 50 | -0.148 | 1.954 | 0.171 | 1.813 | 0.097 | 1.400
M19 | 95| 0 77 | 0.157 | 1.609 | 0.502 | 1.604 | 0.045 | 1.530
991 0 94 | 0.302 | 1.564 | 0.711 | 1.563 | 0.023 | 1.661
75| 6 67 | -0.363 | 2.130 | -0.025 | 1.898 | 0.240 | 1.892
M26 | 95| 1 | 118 |-0.102 | 1.956 | 0.115 | 1.614 | 0.117 | 2.285
99 | 1 | 175 -0.066 | 1.917 | 0.225 | 1.563 | 0.053 | 2.827
751 31 | 64 | -1.362 | 3.785 | -0.210 | 2.521 | 0.172 | 1.978
HAB | 95| 5 | 108 | -1.566 | 3.618 | 0.076 | 2.087 | 0.101 | 2.404
99 | 3 | 197 | -1.579 | 3.609 | 0.319 | 1.943 | 0.069 | 2.955
50 13 | 55 | -0.312 | 1.989 | -0.011 | 1.593 | 0.100 | 1.686
SUD | 95| 2 91 | -0.115 | 1.719 | 0.224 | 1.383 | 0.054 | 1.808
99 | 0 | 147 | 0.060 | 1.554 | 0.422 | 1.303 | 0.030 | 2.011
50 B3 | 79 | -1.174 | 3.154 | -0.128 | 2.853 | 0.150 | 2.313
UCH | .95 | 14 | 173 | -1.230 | 3.101 | 0.003 | 2.823 | 0.104 | 2.779
99 | 8 | 278 | -1.239 | 3.096 | 0.066 | 2.817 | 0.083 | 3.278
75 | 111 | 107 | -0.744 | 2.806 | -0.331 | 1.991 | 0.219 | 2.830
ENG | 95| 23 | 257 | -0.802 | 2.689 | -0.210 | 1.897 | 0.151 | 3.409
99 | 15 | 425 | -0.819 | 2.666 | 0.013 | 1.862 | 0.118 | 4.503
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Figura 6.1.- Mallas Optimas para el Funcional A4P-Longitud, 7 = .95. Regiones
M12, M13, M19 y M26.
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Figura 6.2.- Mallas Optimas para el Funcional A4P-Longitud, 7 = .95. Regiones
HAB, SUD, UCH y ENG.



CAPITULO 6. COMBINACION DE FUNCIONALES Y CONCLUSIONES 132

6.1.2 Los Funcionales de Area Reciproca - Longitud

El uso del funcional de area reciproca, ademas de los inconvenientes comunes a todos
los funcionales de area ya mencionados, tiene la desventaja de que requiere en muchos
casos que las mallas iniciales reciban un pretratamiento con otros funcionales a fin
de obtener convergencia. Sin embargo al combinarlo con el funcional de longitud,
este inconveniente se ve superado en los casos estudiados. Esta combinacion tiene la
forma

Féq—_)l_l:TFA—l +(1-7F 0<7<1

En la tabla 6.2 se listan los resultados de optimizar algunos de estos funcionales
partiendo de las mallas iniciales de prueba. En particular se ha observado que el
valor 7 = .75 conduce a excelentes resultados. Las graficas de las mallas que se
muestran en las figuras 6.3 y 6.4 corresponden a este valor. Se siguié la estrategia
TOPE introducida anteriormente.

Tabla 6.2.- Resultados para el funcional Reciproco de Area-Longitud

Malla | 7 | nc | it at aqt ac agc o? longi
S0 |0 | 47 | 0.134 | 3.374 | 0.437 | 2.767 | 0.066 | 1.294
M12 | .75 | 0 | 38 | 0.200 | 3.171 | 0.548 | 2.420 | 0.031 | 1.345
951 0 | 49 | 0.292 | 1.880 | 0.749 | 1.381 | 0.006 | 1.486
S0 0 | 37 | 0.164 | 7.919 | 0.446 | 5.890 | 0.125 | 1.404
M13 | .75 | 0 | 32 | 0.135 | 6.138 | 0.458 | 4.505 | 0.076 | 1.426
951 0 | 70 | 0.246 | 1.914 | 0.703 | 1.452 | 0.013 | 1.649
S0 0 | 69 | 0.154 | 4.586 | 0.427 | 3.674 | 0.145 | 1.371
M19 | .75 | 0 | 49 | 0.214 | 3.138 | 0.530 | 2.383 | 0.062 | 1.477
951 0 | 60 | 0.315 | 1.830 | 0.691 | 1.806 | 0.016 | 1.728
S0 0 | 49 | 0115 | 5.330 | 0.318 | 4.396 | 0.505 | 1.666
M26 | .75 | 0 | 75 | 0.122 | 4.169 | 0.270 | 3.474 | 0.206 | 2.041
951 0 | 95 | 0.151 | 2.448 | 0.295 | 1.975 | 0.037 | 3.104
bS50 0 | 94 | 0.119 | 14.331 | 0.308 | 11.201 | 0.527 | 1.674
HAB | .75 0 | 93 | 0.164 | 13.604 | 0.390 | 10.287 | 0.347 | 1.827
9510 ] 93 10191 | 7.693 | 0.5649 | 4.900 | 0.121 | 2.400
bS50 0 | 68 | 0.103 | 5.783 | 0.297 | 3.587 | 0.120 | 1.701
SUD | .75 | 0 | 60 | 0.140 | 4.867 | 0.356 | 2.955 | 0.068 | 1.799
951 0 | 89 | 0.203 | 2.698 | 0.5607 | 1.824 | 0.025 | 2.078
50| 0 | 113 ] 0.079 | 11.450 | 0.277 | 7.802 | 0.506 | 2.116
UCH | .75 | 0 | 118 | 0.103 | 10.628 | 0.323 | 7.130 | 0.377 | 2.216
951 0 | 146 ] 0.118 | 7.078 | 0.366 | 4.643 | 0.179 | 2.720
50| 0 | 164 ] 0.050 | 7.679 | 0.176 | 5.348 | 0.592 | 2.719
ENG | .75 | 0 | 184 | 0.072 | 6.353 | 0.223 | 4.495 | 0.403 | 2.973
951 0 | 266 0.123 | 7.061 | 0.366 | 4.710 | 0.205 | 4.108
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Figura 6.3.- Mallas Optimas correspondientes al Funcional Reciproco de Area-Lon-

gitud con 7 = .75. Regiones M12, M13, M19 y M26.
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Figura 6.4.- Mallas Optimas correspondientes al Funcional Reciproco de Area - Lon-

gitud 7 = .75. Regiones HAB, SUD, UCH y ENG.
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6.1.3 Los Funcionales de Area Bilateral - Longitud

Las combinaciones convexas del funcional de area bilateral y del funcional de longi-
tud, dadas por
Ff(lg)L—l:TFAZL+(1—T)F[ 0<r<l1

conducen a mallas éptimas convexas muy buenas tanto en control del tamano de las
areas como en suavidad. Se reportan en la tabla 6.3 los resultados obtenidos con
algunos de estos funcionales a partir de las mallas iniciales en las regiones de prueba.
Aqi también debe remarcarse que no hubo necesidad de pre-tratamiento alguno para
lograr convergencia. Las gréaficas de las mallas que se muestran (Figuras 6.5 y 6.6)
corresponden al valor 7 = .75.

Tabla 6.3.- Resultados para el Funcional de Area Bilateral - Longitud

Malla | 7 | nc | it at aqt ac agc o? longi
bS50 0 | 52 | 0.133 | 3.131 | 0.440 | 2.511 | 0.061 | 1.296
M12 | .75 | O | 45 | 0.199 | 2.823 | 0.526 | 2.174 | 0.027 | 1.350
951 0 | 37 | 0.288 | 1.840 | 0.747 | 1.356 | 0.006 | 1.488
50| 0 | 47 | 0.163 | 3.631 | 0.447 | 2.894 | 0.073 | 1.420
M13 | .75 | 0 | 29 | 0.154 | 3.295 | 0.447 | 2.487 | 0.049 | 1.446
951 0 | 25 | 0.041 | 3.450 | 0.255 | 2.896 | 0.028 | 1.489
S0 0 | 56 | 0.155 | 3.349 | 0.427 | 2.655 | 0.129 | 1.377
M19 | .75 | 0 | 39 | 0.215 | 2.741 | 0.531 | 2.218 | 0.056 | 1.487
951 0 | 49 | 0.315 | 1.804 | 0.691 | 1.788 | 0.015 | 1.734
50| 0 | 40 | 0.065 | 3.868 | 0.196 | 3.238 | 0.452 | 1.673
M26 | .75 | 0 | 52 | 0.120 | 3.084 | 0.267 | 2.483 | 0.184 | 2.077
951 0 | 77 | 0.150 | 2.381 | 0.295 | 1.933 | 0.036 | 3.132
S0 | 0 | 173 | 0.087 | 4.357 | 0.313 | 3.795 | 0.331 | 1.745
HAB | .75 | 0 | 130 | 0.080 | 4.353 | 0.396 | 3.460 | 0.213 | 1.921
951 0 | 112 | 0.065 | 4.345 | 0.660 | 2.739 | 0.097 | 2.516
50| 0 | 80 | 0.103 | 3.557 | 0.294 | 2.722 | 0.105 | 1.708
SUD | .75 0 | 67 | 0.139 | 3.222 | 0.352 | 2.285 | 0.058 | 1.809
951 0 | 8 | 0.201 | 2.407 | 0.501 | 1.801 | 0.024 | 2.085
S0 |0 | 74 | 0.047 | 3.990 | 0.219 | 3.617 | 0.286 | 2.192
UCH | .75 | 0 | 55 | 0.047 | 3.990 | 0.283 | 3.616 | 0.217 | 2.314
95| 0 | 47 | 0.047 | 3.990 | 0.369 | 3.616 | 0.127 | 2.873
50| 0 | 206 | 0.050 | 3.851 | 0.211 | 3.179 | 0.423 | 2.791
ENG | .75 | 0 | 170 | 0.070 | 3.816 | 0.259 | 2.909 | 0.299 | 3.071
95| 0 | 226 | 0.108 | 3.754 | 0.333 | 2.819 | 0.170 | 4.229
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Figura 6.5.- Mallas Optimas correspondientes al Funcional Area Bilateral-Longitud
con 7 = .75. Regiones M12, M13, M19 y M26.
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CAPITULO 6. COMBINACION DE FUNCIONALES Y CONCLUSIONES 138

6.2 Funcionales de Area-Ortogonalidad

También es posible combinar los funcionales de area con el funcional de ortogona-
lidad. Esto conduce a mallas relativamente suaves, que se obtienen en un tiempo
razonable. Los funcionales de este tipo que se han probado son las combinaciones
correspondientes de Fa4p

Ff(;l)P_O:TFAAIP—I-(l—T)FO 0§T§1
y del funcional de area reciproco
Ff(xT—)l—o = TFX—_)l + (1 —=7)Fo 0<r<1

Las combinaciones con el funcional de area reciproco ejercen un buen control en el
tamano de las celdas s6lo para valores de 7 cercanos a 1; sin embargo pudieran ser
utiles en aplicaciones que requieran de una malla convexa con lineas coordenadas
aproximadamente ortogonales.

Mostramos a continuacién los resultados correspondientes (Tablas 6.4 y 6.5). Las
graficas de las mallas que se muestran en las figuras 6.7, 6.8, 6.9 y 6.10 corresponden
al valor 7 = .5.

Tabla 6.4.- Resultados para el Funcional A4P-Ortogonalidad
Fasp—o = TFaap+ (1 —71)Fo

Malla | 7 | nc it at aqt ac agc o? longi
S0 |3 | 161 | -0.255 | 2.437 | 0.094 | 1.797 | 0.088 | 1.743
M12 | .75 | 2 | 123 | -0.032 | 2.039 | 0.384 | 1.518 | 0.048 | 1.748
951 0 | 125 | 0.186 | 1.611 | 0.595 | 1.343 | 0.020 | 1.763
S0 |0 299 0.022 | 2.176 | 0.318 | 1.777 | 0.078 | 1.735
M13 | .75 | 0 | 179 | 0.167 | 1.851 | 0.520 | 1.673 | 0.050 | 1.769
951 0 | 197 | 0.331 | 1.549 | 0.737 | 1.498 | 0.026 | 1.850
S0 0 76 | 0.016 | 2.281 | 0.218 | 2.203 | 0.131 | 1.687
M19 | .75 | 0 76 | 0.081 | 2.091 | 0.344 | 2.001 | 0.087 | 1.735
951 0 88 | 0.214 | 1.782 | 0.577 | 1.680 | 0.041 | 1.873
50| 5 | 500 | -0.324 | 2.778 | -0.086 | 2.286 | 0.376 | 1.927
M26 | .75 | 3 | 500 | -0.327 | 2.443 | -0.046 | 1.990 | 0.259 | 2.146
951 1 500 |-0.160 | 2.031 | 0.160 | 1.679 | 0.110 | 3.131
50| 8 87 | -0.298 | 4.534 | 0.107 | 3.326 | 0.271 | 2.408
HAB | .75 | 5 | 280 | -0.754 | 4.039 | 0.207 | 2.917 | 0.183 | 2.592
95| 8 | 282 | -1.331 | 3.797 | 0.172 | 2.318 | 0.112 | 3.067
50| 11 | 500 | -0.318 | 2.578 | 0.020 | 1.840 | 0.119 | 2.118
SUD | .75 | 3 | 398 | -0.181 | 2.162 | 0.199 | 1.634 | 0.073 | 2.163
951 1 169 | -0.044 | 1.719 | 0.394 | 1.451 | 0.040 | 2.281
50| 45 | 308 | -1.960 | 3.839 | -0.784 | 3.059 | 0.284 | 3.065
UCH | .75 | 39 | 186 | -1.506 | 3.468 | -0.438 | 2.948 | 0.190 | 3.135
95 1 23 | 208 | -1.174 | 3.179 | -0.125 | 2.846 | 0.112 | 3.349
50 | 103 | 361 | -1.915 | 3.646 | -0.831 | 2.464 | 0.360 | 3.832
ENG | .75 | 71 | 341 | -1.512 | 3.353 | -0.599 | 2.315 | 0.255 | 4.029
95 | 42 | 500 | -0.805 | 2.802 | -0.267 | 2.040 | 0.164 | 4.611
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Figura 6.7.- Mallas Optimas para el Funcional A4P-Ortogonalidad. Regiones M12,
M13, M19 y M26.
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Figura 6.8.- Mallas Optimas para el Funcional A4P-Ortogonalidad. Regiones HAB,
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Tabla 6.5.- Resultados para el funcional Reciproco de Area-Ortogonalidad

Malla | 7 | nc | it at aqt ac agc o? longi
S0 0 | 89 | 0.194 | 6.280 | 0.538 | 4.916 | 0.123 | 1.741
M12 | .75 | 0 | 40 | 0.257 | 3.258 | 0.677 | 2.121 | 0.025 | 1.719
951 0 | 59 | 0.340 | 1.780 | 0.802 | 1.290 | 0.007 | 1.687
S0 0 | 44 0279 | 4.934 | 0.677 | 4.064 | 0.144 | 1.709
M13 | .75 | 0 | 45 | 0.363 | 3.483 | 0.783 | 2.430 | 0.040 | 1.771
951 0 | 34 | 0411 | 1.836 | 0.855 | 1.491 | 0.012 | 1.946
50| 0 | 38 ] 0.201 | 3.704 | 0.478 | 3.074 | 0.135 | 1.732
M19 | .75 | 0 | 40 | 0.227 | 3.273 | 0.573 | 2.429 | 0.059 | 1.804
951 0 | 77 1 0.290 | 1.987 | 0.692 | 1.930 | 0.019 | 1.912
50| 0 | 107 ] 0.142 | 5.545 | 0.395 | 4.798 | 0.412 | 2.002
M26 | .75 | 0 | 151 | 0.151 | 4.884 | 0.383 | 4.187 | 0.203 | 2.826
951 0 | 140 | 0.210 | 2.817 | 0.529 | 2.345 | 0.047 | 4.159
50| 0 | 105 0.163 | 13.479 | 0.361 | 11.834 | 0.492 | 2.340
HAB | .75 | 0 | 116 | 0.274 | 13.304 | 0.464 | 11.617 | 0.335 | 2.617
951 0 | 118 | 0.344 | 11.992 | 0.562 | 9.722 | 0.204 | 2.898
bS50 0 | 86 | 0.165 | 6.266 | 0.335 | 4.099 | 0.147 | 2.224
SUD | .75 | 0 | 88 | 0.184 | 5.580 | 0.430 | 3.633 | 0.075 | 2.296
951 0 | 142 | 0.218 | 3.423 | 0.574 | 2.020 | 0.029 | 2.411
501 0 | 200 | 0.111 | 13.774 | 0.421 | 9.422 | 1.142 | 3.567
UCH | .75 | 0 | 183 ] 0.107 | 12.618 | 0.274 | 11.394 | 0.554 | 3.033
951 0 | 168 | 0.189 | 10.787 | 0.481 | 7.564 | 0.235 | 3.344
50| 0 | 448 | 0.035 | 24.287 | 0.291 | 19.879 | 2.117 | 4.700
ENG | .75 | 0 | 256 | 0.072 | 11.071 | 0.389 | 8.436 | 0.739 | 4.564
951 0 225 0.093 | 9.701 | 0.437 | 5.793 | 0.316 | 5.072
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Figura 6.9.- Mallas Optimas para el Funcional Reciproco de Area - Ortogonalidad.
Regiones M12, M13, M19 y M26.
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Regiones HAB, SUD, UCH y ENG.
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6.3 Combinaciones de Suavidad con Area

Como se menciona al principio de este capitulo, otra manera de obtener mallas
convexas y suaves que tengan una buena distribucién del tamano de las celdas es
combinar el esquema adaptivo de los funcionales de suavidad del capitulo 4 con algun
funcional de drea. Esta idea da muy buenos resultados para las combinaciones con
el funcional clasico de area

FéT_)A:TFk—I—(l—T)FAz 0<r<1
y con el funcional A4P
Féz)A4P:TFk—|-(1—T)FA4P 0§T§1

Al variar el parametro 7 entre 0 y 1, se puede "balancear” la cantidad de control de
area y de suavidad para obtener mallas adecuadas. Esto da alternativas al uso del
funcional de suavidad bilateral. En particular se ha notado que las combinaciones
correspondientes a 7 = .5 producen mallas de muy buena calidad y esto es 1util si se
quiere implementar un sistema de generacion de mallas que sea automatico.

Las tablas 6.6 y 6.7 muestran los datos de la optimizacion de las mallas iniciales de
40 por 40 usando los funcionales anteriores. Para el parametro k se uso la estrategia
de TOPE, de la que ya se hablé anteriormente. Las graficas de las mallas que se
presentan en las figuras 6.11, 6.12, 6.13 y 6.14 corresponden al valor 7 = .5.
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Tabla 6.6.- Resultados para el Funcional de Suavidad-Area. Fsq = 7F) + (1 — 7) Fy2

Malla | 7 | nc | it at aqt ac agc o? longi
251 0 | 74 | 0.045 | 2.074 | 0.333 | 1.757 | 0.022 | 1.360
M12 | 50 | O | 55 | 0.051 | 2.882 | 0.262 | 2.266 | 0.054 | 1.318
750 0 | 61 | 0.061 | 3.875 | 0.247 | 3.076 | 0.105 | 1.309
251 0 | 63 | 0.041 | 2.417 | 0.207 | 1.877 | 0.036 | 1.505
M13 | .50 | 0 | 54 | 0.052 | 3.576 | 0.187 | 2.630 | 0.081 | 1.488
750 0 | 46 | 0.065 | 5.391 | 0.211 | 3.802 | 0.158 | 1.518
251 0 | 62 | 0.116 | 2.194 | 0.317 | 1.886 | 0.044 | 1.523
M19 | .50 | 0 | 59 | 0.086 | 2.819 | 0.190 | 2.177 | 0.102 | 1.415
750 0 | 57 | 0.068 | 3.750 | 0.152 | 2.900 | 0.191 | 1.364
251 0 | 100 | 0.029 | 2.573 | 0.121 | 2.003 | 0.157 | 2.131
M26 | .50 | 0 | 97 | 0.046 | 3.096 | 0.113 | 2.501 | 0.312 | 1.799
751 0 | 54 | 0.087 | 3.720 | 0.153 | 3.104 | 0.485 | 1.641
25| 0 | 123 | 0.055 | 4.939 | 0.304 | 3.145 | 0.152 | 2.074
HAB | 50| 0 | 114 | 0.103 | 5.342 | 0.210 | 3.743 | 0.283 | 1.828
750 0 | 94 | 0.066 | 6.378 | 0.128 | 4.584 | 0.455 | 1.731
251 0 | 107 | 0.025 | 2.494 | 0.134 | 1.773 | 0.041 | 1.909
SUD | 60| 0 | 99 | 0.024 | 3.540 | 0.128 | 2.385 | 0.077 | 1.856
751 0 | 107 | 0.025 | 5.173 | 0.128 | 3.508 | 0.137 | 1.886
25| 0 | 127 | 0.017 | 4.390 | 0.136 | 3.940 | 0.155 | 2.492
UCH | 50| 0 | 154 | 0.023 | 5.799 | 0.136 | 4.075 | 0.288 | 2.339
750 0 | 121 | 0.029 | 8.651 | 0.169 | 6.035 | 0.522 | 2.369
25| 0 | 217 | 0.012 | 4.790 | 0.060 | 2.996 | 0.201 | 3.522
ENG | .50 | 0 | 207 | 0.013 | 5.130 | 0.048 | 3.871 | 0.336 | 3.089
751 0 | 203 | 0.013 | 7.025 | 0.050 | 4.978 | 0.542 | 3.061
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Figura 6.11.- Mallas Optimas para el Funcional Suavidad - Area Clasica. Regiones
M12, M13, M19 y M26.
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Tabla 6.7.- Resultados para el Funcional de Suavidad-Area. Fsq = 7F 4+ (1 — 7)Faup

Malla | 7 | nc | it at aqt ac agc o? longi
251 0 | 38 | 0.052 | 1.911 | 0.308 | 1.683 | 0.060 | 1.325
M12 | 50 | O | 41 | 0.054 | 2.194 | 0.259 | 1.875 | 0.083 | 1.316
751 0 | 40 | 0.058 | 2.570 | 0.239 | 2.102 | 0.107 | 1.314
251 0 | 45 | 0.075 | 2.001 | 0.226 | 1.725 | 0.049 | 1.534
M13 | .50 | 0 | 60 | 0.079 | 2.347 | 0.179 | 1.970 | 0.068 | 1.529
750 0 | 48 | 0.061 | 2.808 | 0.151 | 2.274 | 0.092 | 1.533
251 0 | 51 | 0.130 | 1.936 | 0.282 | 1.778 | 0.089 | 1.450
M19 | .50 | 0 | 42 | 0.084 | 2.236 | 0.189 | 1.965 | 0.130 | 1.407
50 0 | 49 | 0.070 | 2577 | 0.156 | 2.164 | 0.177 | 1.381
251 0 | 66 | 0.035 | 2.195 | 0.132 | 1.838 | 0.238 | 1.953
M26 | .50 | 0 | 70 | 0.041 | 2.373 | 0.104 | 2.031 | 0.327 | 1.824
751 0 | 47 | 0.082 | 2.665 | 0.149 | 2.212 | 0.417 | 1.725
25| 0 | 155 | 0.038 | 4.703 | 0.319 | 2.709 | 0.178 | 2.152
HAB | 50| 0 | 105 | 0.062 | 4.708 | 0.219 | 2.867 | 0.244 | 2.007
50 0 | 82 | 0.079 | 4.724 | 0.153 | 3.059 | 0.321 | 1.900
251 0 | 78 | 0.024 | 1.985 | 0.133 | 1.738 | 0.076 | 1.884
SUD | 60| 0 | 93 | 0.023 | 2.316 | 0.125 | 1.996 | 0.102 | 1.881
751 0 | 107 | 0.023 | 2.771 | 0.124 | 2.324 | 0.130 | 1.908
251 0 | 138 | 0.011 | 4.043 | 0.120 | 3.656 | 0.174 | 2.604
UCH | 50| 0 | 152 | 0.019 | 4.111 | 0.120 | 3.708 | 0.240 | 2.536
750 0 | 119 | 0.022 | 4.221 | 0.150 | 3.788 | 0.320 | 2.505
25| 0 | 186 | 0.008 | 3.410 | 0.058 | 2.372 | 0.220 | 3.301
ENG | .50 | 0 | 207 | 0.010 | 3.532 | 0.047 | 2.488 | 0.290 | 3.224
751 0 | 206 | 0.013 | 3.910 | 0.049 | 2.649 | 0.365 | 3.147
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M19 y M26.
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6.4 Conclusiones

En esta seccion se comparan los resultados obtenidos con los diferentes funcionales
expuestos en los capitulos 4, 5 y 6. Con el objetivo de resaltar los méritos de cada
uno de ellos, se hara un andélisis desde diferentes puntos de vista que corresponden
a las tres principales caracteristicas que se sefialaron como deseables al principio de
este trabajo: convexidad, suavidad y control del tamano de las celdas. En esta parte
se usaran las siguientes abreviaturas para los funcionales considerados:

L Longitud

A Area Clasica

S Suavidad Adaptiva

A4P Area Cuarta Promedio

AR Reciproco de Area

AB Area Bilateral

SB Suavidad Bilateral

AL A-TLcont=.99

A4L A4P - L con 7 = .95

ARL AR - L con 7 =.75

ABL AB-LconT=.5

AOA-Ocont=.

A40 AAP-O cont=.5

ARO AR-OconTt=.

SAS-Acont=.5

SA4S-A4P con 7= .5

Los valores de 7 en esta parte fueron elegidos en base a la experiencia numérica.
Son los que se recomiendan en la implementaciéon de un sistema generador de mallas
como valores por omision, para hacer dicha implementacion automatica.

6.4.1 Convexidad

A excepcion del funcional A4P,; todos los nuevos funcionales logran el objetivo primor-
dial de producir mallas 6ptimas suaves. En particular, los funcionales de suavidad
adaptiva y reciproco de area producen mallas convexas con caracteristicas muy dis-
tintas; mientras que con la optimizacién del primero se consiguen mallas convexas
muy suaves, con el segundo se logran mallas éptimas convexas con una mucho menor
variacion del drea. Esto es claro a partir de los resultados de las tablas 4.2 y 5.2. Por
otro lado, el funcional de suavidad bilateral y la mayoria de las combinaciones pre-
sentadas en este capitulo producen mallas convexas que presentan en cierta medida
las caracteristicas de suavidad y de control de dreas.
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6.4.2 Suavidad

Es interesante medir esta propiedad para los funcionales que se disenaron para tratar
de controlar mas de una caracteristica de la malla. Hasta ahora se ha usado la
cantidad longi (que no es otra cosa que el valor del funcional de longitud en cada
malla) como medida de la suavidad de las mallas producidas. Mientras mas pequeno
sea este valor, la malla serd considerada mas suave. Esta manera de medir la suavidad
tiene la ventaja de que se puede aplicar a cualquier malla, convexa o no. Otra manera
de medir dicha propiedad sobre una malla estd dada por el valor que el funcional de
suavidad cldsico (esto es, el presentado en el capitulo 3) tome sobre ella, este valor
solo es realista si la malla es convexa.

En la Tabla 6.8 se presentan los valores respectivos de estas dos formas de medir

la suavidad para las mallas generadas con algunos funcionales, las cuales se denotan
en la tabla por [y s, respectivamente.

Tabla 6.8.- Comparacion de [y s para algunos funcionales

ARL ABL SB SA SA4
Malla l s l s l s l s l s
M12 | 1.345 | 1.361 | 1.296 | 1.319 | 1.279 | 1.273 | 1.318 | 1.301 | 1.316 | 1.289
M13 | 1.426 | 1.471 | 1.420 | 1.465 | 1.436 | 1.395 | 1.488 | 1.398 | 1.529 | 1.424
M19 | 1.477 | 1.550 | 1.377 | 1.477 | 1.340 | 1.410 | 1.415 | 1.474 | 1.407 | 1.459
M26 | 2.041 | 2.517 | 1.673 | 2.197 | 1.542 | 2.081 | 1.799 | 2.229 | 1.824 | 2.229
HAB | 1.827 | 2.023 | 1.745 | 1.956 | 1.676 | 1.753 | 1.828 | 1.894 | 2.007 | 2.007
SUD | 1.799 | 2.023 | 1.708 | 1.990 | 1.708 | 1.917 | 1.856 | 1.932 | 1.881 | 1.928
UCH | 2.216 | 2.412 | 2.192 | 2.455 | 2.280 | 2.080 | 2.339 | 2.211 | 2.536 | 2.333
ENG | 2.973 | 3.916 | 2.791 | 3.845 | 2.815 | 3.333 | 3.089 | 3.451 | 3.224 | 3.578

Para estos datos se realizo el siguiente proceso: en cada regién, se ordenaron de
mejor a peor los valores de [y s; de acuerdo a esto se asignaron los valores del 1 al
b respectivamente, acto seguido se elaboraron las tablas de frecuencias (Tablas 6.9 y

6.10).

Tabla 6.9.- Eficiencia respecto a [
Lugar ocupado
Funcional | 1 | 2| 3 | 4 5
ARL 0230 3
ABL 4141010 0
SB 5011210 0
SA O(o011|7 0
SA4 00|21 5
Tabla 6.10.- Eficiencia respecto a s
Lugar ocupado
Funcional | 1 | 2| 3 | 4 5
ARL 0001 7
ABL O]1 115 1
SB 8101010 0
SA 041410 0
SA4 013141 0
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De estas tablas, se puede concluir que las dos medidas de suavidad no son equiva-
lentes: mientras que respecto a [ los mejores funcionales son ABL y SB y los peores
de la lista parecen ser SA y SA4, los valores de s indican que los mejores son SB,
SA y SA4 y los peores son ARL y ABL. Seria posible, haciendo una combinacion
de los datos de las dos tablas concluir que, para los funcionales ahi considerados, las
mallas més suaves son producidas por el funcional de suavidad bilateral y le siguen
las correspondientes a los funcionales ABL, SA, SA4 y ARL, aproximadamente en
ese orden.

6.4.3 Control de areas

Para intentar hacer una comparacion de la manera en que los funcionales anteriores
controlan el tamano de las celdas en la malla, se extrajeron de las diferentes tablas
de resultados las partes correspondientes al tamano de las celdas mas pequenas,
Tamano de las celdas més grandes, asi como la variancia de las areas. Estos datos
se presentan en la siguientes tablas (Tablas 6.11 a 6.18).

Tabla 6.11.-Regién M12 Tabla 6.12.-Regién M13
Funcional | o C' | ayC o? Funcional | a.C' | a;C o?
ARL 548 | 2.420 | .031 ARL 458 | 4.505 | .076
ABL 440 | 2.511 | .061 ABL 447 | 2.894 | .073
SB 161 | 2.697 | .133 SB 1791 3.731 | .100
SA 262 | 2.266 | .054 SA 87 | 2.630 | .081
SA4 259 | 1.875 | .083 SA4 1791 1.970 | .068

Tabla 6.13.-Regién M19 Tabla 6.14.-Regién M26
Funcional | o C' | ayC o? Funcional | a.C' | a;C o?
ARL 530 | 2.383 | .062 ARL 270 | 3.474 | .206
ABL 427 | 2.655 | .129 ABL 196 | 3.238 | .452
SB 139 ] 2.902 | 278 SB 162 | 3.760 | .836
SA 190 | 2.177 | 102 SA 113 | 2.501 | 312
SA4 189 | 1.965 | .130 SA4 104 | 2.031 | .327

Tabla 6.15.-Regién HAB Tabla 6.16.-Regién SUD
Funcional | a_.C ayC o? Funcional | o C' | aC o?
ARL 390 | 10.287 | .347 ARL .356 | 2.955 | .068
ABL 313 | 3.795 | 331 ABL 294 | 2.722 | .105
SB 094 | 5.565 | .692 SB 096 | 2.892 | .160
SA 210 | 3.743 | 283 SA 128 | 2.385 | .077
SA4 219 | 2.867 | .244 SA4 125 | 1.996 | .102
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Tabla 6.17.-Regién UCH Tabla 6.18.-Regién ENG
Funcional | o C' | ayC o? Funcional | a.C' | a;C o?
ARL 323 | 7.130 | .377 ARL 223 | 4.495 | .403
ABL 219 | 3.617 | .286 ABL 211 | 3.179 | .423
SB 119 | 4.805 | .585 SB .056 | 4.806 | .654
SA 136 | 4.075 | .288 SA 048 | 3.871 | .336
SA4 120 | 3.708 | .240 SA4 047 | 2.488 | .290

Realizando un proceso similar al anterior se obtuvieron las siguientes tablas de

frecuencias (Tablas 6.19, 6.20 y 6.21):

Tabla 6.19.- Eficiencia respecto a a_C'
Lugar ocupado

34

Funcional
ARL
ABL

SB
SA
SA4

| O O O Of O

(o) New) Raw) No o] Naw] § ]

(o) New) Raw) el ool B
oY N
THw| ol

Tabla 6.20.- Eficiencia respecto a a4 C
Lugar ocupado

4

Funcional
ARL
ABL

SB
SA
SA4

O N O =] DN W
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Tabla 6.21 .- Eficiencia respecto a o2

Lugar ocupado

4

Funcional
ARL
ABL

SB
SA
SA4

N —| O W o w
O O o O O] Ot

(el o] Rawl B ] Naw) i ]

= OO O | —
| —| O W

De las tablas anteriores se sigue de manera clara que

1. En lo relativo a la capacidad de evitar mallas con celdas muy pequenas, el
mejor funcional es ARL, seguido de ABL; de los funcionales examinados el que
menos tiene esta caracteristica es SB.

2. De los funcionales examinados, los que mejor control ejercen sobre las celdas
grandes son SA4 y SA. Nuevamente el que mas deficiencias presenta respecto
a tal propiedad es SB.

3. Los funcionales que producen mallas 6ptimas con una menor variancia de las

areas de las celdas son SA4, SA y ARL.
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6.4.4 Tiempo de Convergencia

Un criterio que también es tomado en cuenta al elegir un método de generacion
de mallas, es el de la velocidad con que se realice la tarea. Una manera de medir
dicha velocidad puede ser la del nimero de iteraciones necesarias para que el pro-
ceso de optimizacién termine. Sin embargo, para cada uno de los funcionales y
regiones el realizar una iteracién conlleva la realizacion de trabajo numérico de dife-
rente duracién. Por un lado se necesita evaluar diferentes funciones ( valores de los
funcionales, gradientes, hessianas, etc), los cuales requieren diferente esfuerzo com-
putacional dependiendo del funcional. También se requiere de diferentes nimeros
de evaluaciones de tales cantidades durante los proceso de calcular una direccion de

descenso y de busqueda en la linea.

Todo lo anterior hace que una mejor manera de medir la velocidad de convergen-
cia sea el tiempo requerido. A diferencia del numero de iteraciones, dicho tiempo
es mas dependiente del hardware, por esta razon es necesario precisar el tipo de
equipo utilizado. Como fue mencionado, todo el trabajo numérico se realizé en un
procesador PENTIUM de 66 MHz y se usé sdlo la memoria base (640 Kb). A con-
tinuacion se reportan los tiempos (en segundos) que fueron necesarios para lograr
convergencia con los diferentes funcionales y regiones (Tabla 6.22). Cabe aqui hacer
la observacién que para regiones relativamente simples, las combinaciones AL y A4L
producen buenos resultados en tiempos relativamente bajos; sin embargo, la nocion
de simplicidad de una region es algo imprecisa y por tanto si no se tiene experi-
encia en la generacion de mallas se recomienda usar un funcional que garantice la
convexidad de la malla 6ptima, a expensas de requerir mas tiempo. En relacién a
los funcionales que se han estado comparando, se puede ver que los mas veloces son
ARL y ABL, mientras que SA, SA4 y SB requieren de més tiempo, siendo el tltimo
de éstos el mas lento.

Tabla 6.22.- Tiempos requeridos para convergencia (seg)

Regién
Funcional | M12 | M13 | M19 | M26 | HAB | SUD | UCH | ENG
L 24 28 20 24 24 25 24 24
A 369 | 514 | 649 | 649 913 | 465 415 | 1092
AL 245 | 231 | 353 | 514 405 | 492 612 939
AO 227 | 219 | 144 | 310 316 | 273 217 316
S 401 | 384 | 425 | 398 639 | 909 742 | 1545
SB 633 | 665 | 869 | 865 | 1840 | 1679 | 2008 | 4664
A4 485 | 1484 | 1387 | 1233 | 2599 | 1182 | 2668 | 2658
AR 626 | 1411 | 567 | 1069 | 1499 | 724 | 1707 | 2760
AB 718 | 1293 | 608 | 901 | 1120 | 908 724 | 3250
A40 1257 | 2323 | 591 | 3871 647 | 3735 | 2292 | 2678
ARO 680 | 324 | 300 | 841 823 | 660 | 1563 | 3516
A4L 482 | H88 | 705 | 1095 980 | 791 | 1618 | 2418
ARL 305 | 257 | 378 | 643 738 | 468 939 | 1418
ABL 401 | 251 | 335 | 470 | 1158 | 597 456 | 1473
SA 613 | 635 | 635 | 1175 | 1260 | 1091 | 1685 | 2220
SA4 477 | 758 | 509 | 880 | 1144 | 1033 | 1646 | 2302
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Como menciona Castillo ([8]), el control efectivo de las dreas es la caracteristica
mas deseada en una malla, seguida de la suavidad y de la ortogonalidad. Atendiendo
a este criterio, a la estabilidad del proceso de optimizacion y al tiempo de convergen-
cia es que en la implementacion de un sistema automatico de generacion de mallas
se recomienda optimizar el funcional ARL como método "por omisién”, al menos si
el método de optimizacion usado es el de Newton Truncado.

6.4.5 Desarrollos Futuros

Existen varias lineas de desarrollo en las cuales se esta interesado. Por un lado,
es deseable hacer las modificaciones pertinentes a los funcionales aqui presentados,
para contemplar la condensacion de puntos en ciertas partes de la regién donde asi
lo requiera la naturaleza de las soluciones numéricas de algiin problema diferencial;
por ejemplo, donde el gradiente de la solucion sea muy grande en magnitud.

También se cree posible extender estos métodos para generar mallas sobre re-
giones tridimensionales; en este aspecto se debera primeramente contar con la her-
ramienta de visualizacién adecuada y determinar el tipo de discretizacién que seria
conveniente (en el caso plano, los elementos geométricos bésicos son triangulos, muy
posiblemente en el espacio puedan funcionar los tetraedros). Obviamente el prob-
lema de optimizacion correspondiente también se complicara debido al crecimiento
del nimero de variables; sera necesario usar métodos de optimizacién que sean mas
eficientes tanto en cantidad de memoria requerida, como en tiempo de ejecucion
(quizd a expensas de perder precision en la cercania al éptimo).



Apéndice A
El Método de Newton Truncado

Sean D C RMy f: D — R de clase C%. Considérese el problema de optimizacién
Min{f(x):x € D} (A1)

Un algoritmo iterativo para resolver el problema A.l es tal que a partir de una
aproximacion inicial xg, genera valores

X1, X2,. .. (AQ)

con la caracteristica de que cada valor subsecuente produce un valor més cercano al
optimo; esto es,

f(xo) > f(x1) > f(x2) > ... (A.3)

ademas si x* es la solucién a A.l. se tiene que
9

Iim x,, = x*
n—r00

Un vector d € RM es llamado una direccién de descenso para f en x si
Vfx)d<0 (A.4)
Para generar la sucesion A.2, la manera mas usada es por medio de recursiéon
Xpi1 = X, + a,d, (A.5)

donde d,, es una direccion de descenso y «, es algiin numero real positivo que haga
que se cumpla A.3.

La forma de elegir la direccion de descenso marca la diferencia entre los diferentes
métodos; esta eleccion depende de la cantidad de informacién que se tenga en el punto
X,. Una manera inmediata es elegir

d, = —8n = —Vf(Xn)

157



APENDICE A. EL METODO DE NEWTON TRUNCADO 158

que da lugar al llamado "método de descenso mas pronunciado”, el cual sin embargo
no es conveniente pues puede dar lugar a oscilaciones en el acercamiento al 6ptimo.

La mejor forma de elegir la direccion de descenso corresponde al método de New-
ton y es

d. == [f(x)] (A6)

donde V2f es la matriz hessiana de f, la conveniencia de su uso se debe a que tiene
una rapida convergencia local (cerca del éptimo). Sin embargo, el método de Newton
tiene varias desventajas, entre las cuales podemos mencionar las siguientes:

1. Requiere de una buena aproximacién inicial.

2. No esta definido si la hessiana V2f(x,) es singular.

3. Siel problema es no convexo, no necesariamente genera direcciones de descenso.
4. En cada iteracién es necesario resolver un sistema lineal de dimensién M.

5. Debe darse la expresion analitica de la hessiana.

Como una alternativa al uso del método de Newton, se disenaron los llamados
métodos cuasi-Newton, que tratan de conservar las ventajas y evitar las desventajas
de aquel. De interés para este trabajo es uno de ellos: el Método de Newton Trun-
cado. Este algoritmo elimina los inconvenientes 1, 2, 3 y 5 antes citados. La forma
esquematica que tiene es la siguiente:

Desde n = 0 hasta convergencia

1. Resolver B(x,)d, = —g(x,)

2. Calcular o, tal que x,41 = x,, + a,d,, cumpla A.3

Aqui B(x,) es una aproximacion positiva definida a la hessiana en x,,, la manera en
que se elige esta aproximacion toma en cuenta que si se estd lejos de la solucion, no
es conveniente emplear mucho esfuerzo para encontrar de manera precisa la direccion
de Newton d,. Es entonces justificado resolver las ecuaciones A.6 usando un método
iterativo que proporcione solo una aproximacion a la solucién; esto es, las ecuaciones
de Newton "se truncan”. También es importante la condicion de que la cantidad de
memoria requerida sea pequena. El algoritmo usado para obtener tal aproximacion a
la direccion de Newton es del tipo de Gradientes Conjugados Precondicionado, donde
el precondicionador es la inversa de la diagonal de la Hessiana, el cual proporciona
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una convergencia superlineal. Para una descripcién detallada de este método se
puede consultar [7].
Por otro lado, para una direccion de descenso d dada, «,, deberia ser tal que

f(xn + and,,) = min{f(x, + ad,) : o > 0}

sin embargo, esta bisqueda exacta del minimo en la direccién d,, no es conveniente,
debido a la cantidad de trabajo que requiere. En su lugar se calcula un valor aproxi-
mado del minimo, para lo cual existen diversos algoritmos de bisqueda en la linea;
el que aqui se usa es el debido a Moré y Thuente ([32]) que ha probado ser muy
efectivo.
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