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fueron decisivos en varios momentos de la programación de los códigos para la estima-
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3.3.5. Algoritmo de cálculo de los coeficientes control del Jacobiano . . 56

3.4. Condición necesaria de inyectividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.5. Condiciones Suficientes de Inyectividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.5.1. Condición suficiente más fina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.5.2. Algoritmo de verificación de la condición necesaria y las condi-

ciones suficientes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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con los determinantes del Jacobiano (3.13) . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.5. Izquierda: Malla 15 x15 convexa sobre el lago Ucha, obtenida optimizan-
do el funcional (2.24) con σ = 0.5. Derecha: Malla 40x40 de la misma
región evaluando el mapeo (3.5) en 40 x40 puntos uniformemente distri-
buidos de [0, 1]2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.6. Izquierda: Ejemplo de base cuadrática B-spline de 7 funciones básicas
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la misma curva expresada en la nueva base al introducir el punto medio,
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Caṕıtulo 1

Introdución

Las mallas sobre regiones planas irregulares tuvieron un desarrollo importante en
la década de 1980. La solución de problemas de mécanica de fluidos fue el motor de
este desarrollo [48], [44]. Las mallas son la imagen por una transformación de una
cuadŕıcula definida en una región sencilla a la región plana Ω posiblemente irregular.
Para decirlo más claramente, cuando se habla de mallas sobre regiones planas, se está
hablando esencialmente de la existencia de un mapeo de una región simple, por ejemplo
el cuadrado [0, 1]2, en la región f́ısica irregular, que prodŕıa ser la superficie de un
embalse, o de un ŕıo, o un canal de agua.

La utilidad primaria de disponer de este mapeo, está en la posibilidad de aplicar el
método de diferencias finitas removiendo las irregularidades geométricas de la frontera
de Ω. El costo de disponer de la transformación que elimina las dificultades geométri-
cas, se paga al modificarse la ecuación diferencial, originalmente definida en el espacio
f́ısico, pero ahora llevada a un espacio paramétrico o lógico. La ecuación resultante es
más complicada que la ecuación original e involucra al inverso del Jacobiano1 de la
transformación. Por lo tanto, es necesario que el Jacobiano sea diferente de cero. En
realidad se requiere más: que el mapeo no se “doble”, o sea, que sea inyectivo, lo cual
se garantiza si su Jacobiano no cambia de signo.

Es importante señalar que en ocasiones no se conoce expĺıcitamente la expresión
del mapeo que generó la malla. Esto ocurre por ejemplo, cuando la formulación del
problema es continuo y está basado en ecuaciones diferenciales. En otras oportunidades,
cuando el problemas de mallas es discreto, el mapeo se asume que es bilineal a pedazos,
definido localmente a partir de los cuatro vértices de un rectángulo del espacio de
partida a los correspondientes vértices del cuadrilátero imagen, en el espacio f́ısico Ω.
Sin embargo, el mapeo no está representado en una base global que facilite la evaluación
en puntos diferentes a los utilizados originalmente para la construcción de los vértices
de la malla. Los vértices de la malla están distribuidos cubriendo la región Ω y forman
una malla estructurada ya que todos los puntos interiores tienen la misma cantidad
de vecinos. Aunque esta tesis está centrada en regiones planas, la región Ω puede

1Determinante de la matriz jacobiana del mapeo
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1. INTRODUCIÓN

ser un volumen. Los mapeos pueden ser vistos como un sistema curvilineo general,
donde los tradicionales cambios de coordenadas polares, ciĺındricas o esféricas son casos
particulares.

La estructuración de la malla es la que permite aplicar el método de diferencias fini-
tas, pero también es posible para resolver la ecuación diferencial aplicando los métodos
de volumen finito o de elemento finito [44].

Cuando se tiene la tarea de encontrar soluciones numéricas de ecuaciones diferencia-
les sobre una región plana Ω, el primer paso consiste en representar matemáticamente
la frontera ∂Ω. Si la geometŕıa de la frontera de Ω es complicada, usualmente se descri-
be por medio de funciones B-spline polinomiales o racionales (NURBS: Non Uniform
Rational B-splines).

El Método de Elemento Finito (FEM) es el que se utiliza más frecuentemente pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales parciales en regiones complejas o irregulares. Se
desarrolló a partir de mediados la década del 50, aunque quien primero usó elementos
triangulares lineales para resolver ecuaciones diferenciales parciales fue Courant [25]
en 1943. Courant dió los desarrollos teóricos y prácticos para la solución numérica
de lo que hoy llamaŕıamos “elemento finito” y pusó énfasis en las falsas diferencias
entre matemáticas puras y matemáticas aplicadas. Problemas de análisis estructural,
termodinámica, mecánica de los medios continuos, etcétera, fueron resueltos por esta
técnica, que en la actualidad es un estándar en la ingenieŕıa. Los ingredientes básicos
de FEM lo constituyen la formulación variacional del problema, la selección apropiada
de un espacio de funciones con su correspondiente base para aproximar la solución y la
descomposición del dominio f́ısico en elementos simples sin intersecciones. Las descom-
posiciones más usadas se basan en triángulos o cuadriláteros en regiones 2D y tetraedros
o hexaedros en 3D.

En la solución de ecuaciones diferenciales mediante FEM, la generación de la malla
con propiedades adecuadas es una tarea compleja y consume la mayor parte del tiempo
[24], [56]. Si, como sucede con frecuencia, la frontera ∂Ω está modelada con B-splines, al
aplicar FEM clásico, ∂Ω se aproxima mediante elementos lineales a trozos. Esto puede
introducir errores significativos a menos que se utilice un número grande de elementos, lo
cual eleva el costo computacional. El enfoque FEM isoparamétrico, basado en elementos
de orden superior, permite obtener una mejor aproximación de ∂Ω, pero tampoco llega
a representarla exactamente.

Los B-splines son las herramientas básicas del diseño geométrico asistido por compu-
tadora, CAGD (Computer Aided Geometric Design). Esta disciplina comenzó su desa-
rrollo a finales de la década del 60 del pasado siglo. En la actualidad el CAGD es amplia-
mente utilizado en las industrias automotriz, naval, aeroespacial, en el diseño industrial
y arquitectónico, incluso en la animación por computadora y los efectos especiales del
cine. Los B-splines no son más que bases de funciones polinómicas a pedazos. Tienen
importantes propiedades útiles en el diseño como altos niveles de suavidad y algoritmos
de graficación rápidos y estables. Las curvas escritas como combinación lineal de los
B-splines tienen la importante propiedad de estar contenidas en la envoltura convexa
de los puntos de la combinación, llamados puntos de control. Esto permite asociar la
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geometŕıa de la curva con la del poĺıgono definido por sus puntos de control.
Las disciplinas de FEM y CAGD se desarrollaron de forma independiente sin v́ıncu-

los entre ellas. Los expertos en FEM ignoraron durante mucho tiempo los avances lo-
grados en CAGD, mientras que para los especialistas en CAGD los elementos finitos
estaban ajenos a su tema de estudio. Sin embargo el desarrollo industrial hizo que
expertos de ambas disciplinas fueran convergiendo.

Un puente entre el FEM y el CAGD, fue establecido por Hughes et al. introducien-
do en [41], [24] el llamado análisis isogeométrico (IgA). Este método emplea funciones
B-spline, no sólo para representar ∂Ω, sino también como las funciones de forma que
se usan en FEM para calcular la solución aproximada de la ecuación diferencial (ver
figura 1.1). En este punto debemos remarcar el hecho de que a diferencia de las bases
de Lagrange, que se usan tradicionalmente en FEM (ver caṕıtulo 4), las bases B-spline
garantizan que la solución aproximada de la ecuación diferencial tenga derivadas con-
tinuas en Ω, lo cual es muy útil en determinados problemas. Ejemplo de ello es la
ecuación de Cahn-Hilliard [36],[37],[55],[46].

IgA

FEMCAGD

Figura 1.1: Esquema de la conexión entre diseño geométrico asistido por computadoras

y el método de elemento finito mediante el análisis isogeométrico

Un ingrediente básico del enfoque IgA es la parametrización del dominio f́ısico Ω, es
decir la construcción de un mapeo biyectivo que transforme un dominio de referencia
(usualmente el cuadrado unitario) en Ω. Este mapeo no se obtiene de forma inmediata
a partir de la representación CAGD, que solo contiene una descripción de la ∂Ω en
términos de una o varias funciones spline. En otras palabras, para aplicar el enfoque
IgA es necesario extender la parametrización de la ∂Ω al interior de Ω. Esta extensión
significa que debemos encontrar los puntos de control interiores en la representación
B-spline producto tensorial del mapeo. Estos puntos forman una malla estructurada,
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llamada malla de control, extendiendo el concepto de puntos de control anteriormente
mencionado. Como en el caso de las curvas, el mapeo se encuentra atrapado en la
envoltura convexa de su malla de control. Desde este punto de vista, la extensión del
mapeo desde las curvas de la frontera al interior puede ser visto como un problema
de mallas estructuradas. Por este motivo, los avances alcanzados por nuestro grupo
UNAMalla, son el soporte teórico y práctico para enfrentar el problema central de esta
Tesis: la parametrización B-spline producto tensorial de regiones planas con frontera
irregular.

El grupo UNAMalla de la Facultad de Ciencias de la UNAM, tiene una experiencia
de 25 años en la obtención de mallas estructuradas, [71],[9],[7],[10],[5], a partir de la
construcción de un mapeo entre [0, 1]2 y la región Ω. Este mapeo tranforma una rejilla
de rectángulos en [0, 1]2 en una malla de cuadriláteros convexos en Ω. Esta aplicación
garantiza determinadas propiedades geométricas de los cuadriláteros, es uno a uno y
además env́ıa la frontera de [0, 1]2 en la frontera de Ω. La expresión práctica de todo
este esfuerzo es el sistema computacional UNAMalla [72], [8], un software para generar
mallas estructuradas sobre regiones irregulares. Sin embargo, no hay una relación clara
entre una malla y un mapeo que describa en términos de una única base una expresión
global del mismo. Nuestro interés en los mapeos B-spline producto tensorial, permitió
establecer esta relación.

Como se mencionó anteriormente, el enfoque isogeométrico utiliza como funciones
de forma las mismas funciones básicas B-spline que utilizó para describir la región de
integración Ω. Este mapeo del espacio paramétrico [0, 1]2 en Ω debe ser inyectivo. El
grupo UNAMalla garantizó la inyectividad de su aplicación a través de la convexidad
de cada celda de la malla. Esta convexidad fue posible asegurarla en la práctica me-
diante el concepto de ε−convexidad (ver caṕıtulo 2), que regularizó los funcionales de
optimización que se utilizan para generar la malla y lo no menos importante, los hizo
independientes de la escala, propiciando algoritmos robustos y estables.

La demostración de que las mallas estructuradas pueden ser expresadas mediante
una única función B-spline producto tensorial bilineal es uno de los aportes de esta
tesis, donde además se prueba que si todos los cuadriláteros son convexos entonces el
mapeo es inyectivo. Esto es muy importante ya que nos permite obtener mallas finas,
que con toda seguridad no se doblarán, simplemente evaluando el mapeo y sin nece-
sidad de recurrir a los procesos de optimización. Sin embargo, los B-splines de orden
superior al bilineal eran nuestro interés fundamental ya que permiten aproximar las
soluciones de las ecuaciones diferenciales con mayores niveles de suavidad. Desafortu-
nadamente, disponer de mallas de control convexas no es suficiente para garantizar que
mapeos bicuadráticos gocen de inyectividad. En este sentido, un aporte fundamental
de esta tesis es la presentación de condiciones necesarias y condiciones suficientes de
inyectividad para los mapeos bicuadráticos.

La parametrización de un dominio plano Ω utilizando funciones B-spline producto
tensorial es un tema actual de investigación [77], [78], [61], [14], [31], [38], [62], [56]. En
esencia, el problema consiste en determinar los puntos de control interiores del mapeo,
tratando de garantizar la inyectividad del mismo. Usualmente los puntos de control se
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obtienen minimizando algún funcional que mide ciertas propiedades geométricas. Si la
región Ω es sencilla la tarea puede que se resuelva sin grandes dificultades. En cambio,
si Ω es irregular, la complejidad de los funcionales de optimización y su naturaleza
no convexa producen serios retos para la convergencia a los óptimos deseados, espe-
cialmente si no contamos con una aproximación inicial adecuada. Estas dificultades
aumentan si aspiramos a un mapeo de orden superior al lineal. La dificultad no radica
en śı misma en distribuir los puntos de control al interior de la región, sino en conseguir
que el mapeo resultante sea inyectivo y además que la calidad del mismo sea adecuada.
Esta última cuestión es muy importante ya que la parametrización del dominio en IgA
juega un papel similar a la generación de mallas en FEM. Esto significa que, al igual
que la calidad de la malla influye en la precisión de la solución aproximada obtenida
mediante FEM, la calidad de la parametrización influye en la precisión de la solución
calculada mediante IgA [77], [78], [38], [54].

Con relación a la inyectividad, se conocen condiciones suficientes que son fáciles de
comprobar cuando el mapeo B-spline es bilineal. Para mapeos bicuadráticos o de mayor
orden también se pueden encontrar condiciones suficientes de inyectividad [77],[78],[38].
Estas condiciones se basan en el signo de los coeficientes que acompañan a expresiones
del Jacobiano. En la práctica, tales condiciones no se cumplen casi nunca si la región es
irregular. La tendencia usual para conseguir la inyectividad de los mapeos es plantearla
a partir de funcionales de optimización, en los cuales esta se asegura teóricamente
en las formulaciones continuas. Ejemplo son los funcionales armónicos [5], [79], [80],
[52], [57], de Winslow [5], [38], de Teichmüler [62], u otros basados en el coeficiente
de Beltrami [63]. Sin embargo, la discretización de los modelos continuos, que son los
que se llevan a la práctica, no siempre conducen a la inyectividad deseada. Por esto es
importante incorporar condiciones suficientes de inyectividad que aseguren la validez
del mapeo. Otra tendencia es incorporar la positividad del Jacobiano como restricción
en los procesos de optimización [38], [78], pero esto encarece mucho la obtención del
mapeo. Nuestra poĺıtica fue no complicar los procesos de optimización sino buscar
condiciones suficientes de inyectividad prácticas, que sirvieran de condición de parada
de los algoritmos.

1.1. Estado del arte

Para orientar al lector en el panorama de la construcción de mapeos inyectivos B-
spline producto tensorial, antes de referirnos a los trabajos en cuestión, daremos una
idea general de cómo aborda el tema la literatura especializada. Fijaremos la atención
fundamentalmente, en dos aspectos: la parametrización del dominio, es decir, la cons-
trucción del mapeo y en segundo lugar la inyectividad del mismo. A partir de nuestro
estudio hay dos grupos que han trabajado de manera más sistemática en el problema
de la construcción e inyectividad de los mapeos. El primer grupo es el encabezado por
Bernard Mourrain del INRIA de Sophia-Antipolis en Francia [77],[78],[79],[80],[81],[82]
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y el segundo el lidereado por Jens Gravesen de la Universidad Técnica de Dinamarca
[38]. Además se destacan los trabajos de Jüttler et al. [31],[61],[67],[73],[74] y los de Fa-
lai Chen et al. [62],[63],[64],[83]; que también han abordado la temática desde distintas
aristas. Jüttler pertenece a la Universidad Johannes Kepler de Austria, mientras que
Chen pertenece a la Universidad de Ciencia y Tecnoloǵıa de Hefei, China. Los trabajos
de Mourrain y Gravesen por su enfoque metodológico y resultados en forma de teore-
mas son, a nuestro juicio, los más completos. Abordan la construcción de los mapeos
haciendo énfasis en la inyectividad y poniendo el Jacobiano en el centro de los análisis.
Dan teoremas generales y algunas condiciones suficientes.

De manera general, todos los trabajos proponen construir el mapeo por medio de
un funcional no lineal de malla y realizan el proceso de optimización correspondiente.
Los funcionales de malla son funciones que dependen de los vértices de la malla de
control y miden determinadas propiedades geométricas del mapeo. Este funcional de
malla en su formulación continua puede que garantice, en el óptimo, la inyectividad del
mapeo. Tal es el caso de los funcionales armónicos o de Teichmüller. Desgraciadamen-
te, al discretizar, no siempre se conservan los resultados teóricos de las formulaciones
continuas.

Uno de los problemas más antiguos en CAGD es la construcción de una superficie
que tenga como frontera 4 curvas prefijadas [4], [23]. Farin et al. proponen en [33] un
método para resolver este problema, que se basa en los parches de Coons, pero no
garantiza la inyectividad del mapeo. El problema de parametrizar un dominio plano se
puede ver como un caso particular del anterior.

Nguyen y Jüttler introducen en [61] un método para generar mapeos armónicos
que consta de dos partes. En la primera construyen un mapeo de la región Ω al es-
pacio paramétrico [0, 1]2, resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange, mientras que
en la segunda obtienen una aproximación B-spline del inverso del mapeo anterior. En
este caso la inyectividad no está garantizada en la práctica. En [38] Gravesen et al.,
consideran la parametrización del interior como “el reto” y proponen varios métodos
utilizando B-splines producto tensorial. Estos calculan los puntos interiores del mapeo
minimizando diferentes funcionales. Algunos de estos funcionales son lineales y senci-
llos, como el basado en el modelo del muelle, pero no garantizan la inyectividad del
mapeo resultante.

En [31] Falini et al. proponen la parametrización de la región utilizando THB-
splines. Si la región es compleja, se descompone como muestran Xu et al. en [83],
utilizando un método de esqueletonización. Una limitación de esta técnica es la pérdida
de continuidad de las derivadas en las zonas de unión de los subdominios. En [62]
Nian y Chen proponen un método de parametrización con una función spline producto
tensorial, que se comporta aproximadamente como un mapeo de Teichmüller. El cálculo
de los puntos de control interiores de este mapeo requiere dos procesos de optimización.
El primero utiliza un funcional convexo, pero no garantiza la inyectividad del mapeo.
El segundo funcional es no convexo y emplea como condición inicial el resultado del
primero. La convergencia de este método no está garantizada, aunque en regiones no
muy complicadas los resultados son buenos. En todos los métodos mencionados la
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obtención de una malla inicial adecuada es importante para alcanzar el óptimo deseado.

El otro enfoque común en la literatura es incorporar al funcional de malla condi-
ciones suficientes de inyectividad en forma de restricciones. En este caso el proceso de
optimización es más costoso y en ocasiones, como vimos anteriormente en [62] se divide
en varias etapas. En las primeras se utiliza algún funcional convexo, que aunque no
garantice la inyectividad, sea la puerta de entrada para el proceso de optimización que
śı produzca la validez del mapeo.

Xu et al. [78] logran la inyectividad del mapeo B-spline producto tensorial en un
proceso de optimización de funcionales armónicos con restricciones, que es costoso,
aunque sus ejemplos de regiones no son muy complicadas. La idea de utilizar funcionales
de optimización armónicos fue extendida a 3D por este mismo grupo de autores en el
trabajo [81]. En un trabajo más reciente Falai Chen [63], junto a otros colaboradores
proponen un método de parametrización modificando el funcional del trabajo [62], al
incorporar un término de regularización. Sin embargo, añade restricciones basadas en
el coeficiente de Beltrami. La inyectividad de los mapeos obtenidos se muestra en los
ejemplos presentados. Como en su art́ıculo anterior, el proceso de optimización está
dado en dos partes. Por su parte, Gravesen et al. en su importante trabajo [38] dan un
panorama de diversos métodos no lineales de construcción del mapeo que incluyen como
restricción la positividad del Jacobiano. Muestra ejemplos ilustrativos de las dificultades
que pueden aparecer en el proceso.

Brokva et al. proponen en [14] un método muy interesante para parametrizar una
región 2D irregular basado en T-splines. Esta técnica, al costo de perder la estructu-
ralidad de la malla, logra un refinamiento en regiones de interés, especialmente en las
fronteras, sin aumentar significativamente las dimensiones de la misma. Este art́ıculo,
junto al [31], anteriormente mencionado, se enmarca en una tendencia actual que son
T-spline o splines jerárquicos y las T-mallas o mallas jerárquicas no estructuradas. Los
trabajos en esta área fijan la atención en el refinamiento local de la malla, por lo que los
estudios acerca de la inyectividad son prácticamente inexsistentes [74]. El art́ıculo de
Brovka et al. es parte de los trabajos liderados por Rafael Montenegro de la Universidad
de las Palmas, en Gran Canaria, España [14],[30],[56],[59]. Esta investigación llama la
atención ya que es la única que hemos encontrado donde regularizan los funcionales
de malla, de manera similar a como propone el grupo UNAMalla [5] y que tan buenos
resultados ha reportado. Esta regularización, entre otras bondades, evita restricciones
en los funcionales. Otra novedad del trabajo de Brovka et al. es que su funcional de
malla está construido expresamente para garantizar la calidad del mapeo sobre una
T-malla. Debemos señalar que en general todos los funcionales de malla incorporan
propiedades que aseguran la calidad del mapeo como pueden ser la ortogonalidad de
las curvas isoparamétricas. La novedad de este es que está construido para satisfacer
una medida de calidad espećıfica (ver sección 3.8).

Xu et al., en un trabajo muy reciente [82], introduce un nuevo método que para-
metriza dominios planos con género alto y frontera que puede ser compleja, utilizando
funciones B-spline polinomiales. Este método consta de varias etapas. Primeramente
se realiza un preprocesamiento de las curvas de la frontera para continuar con un al-
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goritmo de descomposición en cuadriláteros de la región f́ısica. Un procedimiento de
optimización global se utiliza para describir las curvas B-spline del interior de la des-
composición cuadrangular. Finalmente, para mejorar la calidad de la parametrización
de los parches de la descomposición cuadrangular se utiliza un proceso de optimización
local. Una potencialidad muy importante de este trabajo es la posibilidad de parame-
trizar regiones con agujeros y con relativa irregularidad de las curvas de la frontera.
En detrimento hay que señalar la marcada complejidad de todo el proceso con una
variedad de subalgoritmos que dependen de varios parámetros libres.

También los trabajos de parametrización de sólidos son importantes en la parame-
trización de regiones planas, pues la mayoŕıa de sus métodos parten primeramente de
algoritmos 2D, que describen las superficies, antes de abordar los 3D. Estas investi-
gaciones se han potenciado a partir del auge del método isogeométrico. Los propios
fundadores del IgA en su libro Isogeometric analysis: Toward integration of CAD and
FEA [24], señalan: “the most significant challenge facing isogeometric analysis is de-
veloping three-dimensional spline parameterizations from surfaces”. Partiendo de ideas
similares a los trabajos anteriormente mencionados de Xu et al., se han presentado
funcionales armónicos para parametrizar sólidos. Entre estos se puede mencionar [52].
El trabajo antes mencionado de Brovka [14] es parte de un método de modelación de
sólidos nombrado Meccano, que ha sido desarrollado por el mismo grupo de autores
[59], [30]. Aunque originalmente las bases para expresar los T-spline fueron NURBS
con su consabida complejidad, muy recientemente este grupo ha logrado expresar sus
T-splines mediante bases polinómicas cúbicas apropiadas, al costo de perder algunas
propiedades clásicas de los B-splines, como la partición de la unidad, pero librándose
de las complejidades de las NURBS [56].

En ninguno de los trabajos investigados se proponen algoritmos, donde alguna con-
dición suficiente de inyectividad sea usada como una condición de parada. Las condicio-
nes suficientes solo aparecen como restricciones de la función objetivo. Esto en general
hace a los procesos de optimización costosos, particularmente si las regiones son irre-
gulares. Aśı es el panorama actual, incluso en trabajos muy recientes [64]. En [78] y
[38] se da una condición suficiente de inyectividad no lineal con respecto a los puntos
de control internos del mapeo, a partir del Jacobiano escrito como función B-spline
producto tensorial. En ambos trabajos esta condición es meramente teórica y es similar
a la expresión del caṕıtulo 3 de esta tesis (Teorema 3.2), pero en nuestro caso está
reformulada y escrita expĺıcitamente para el caso bicuadrático. Además [78] propone
condiciones suficientes que dependen linealmente de los puntos de control internos y
que son usadas como restricciones en el problema de optimización.

En resumen, podemos concluir de la revisión en la literatura acerca de este tema,
que para la construcción de mapeos B-spline se utilizan funcionales de malla, que con-
ducen a procesos no lineales de optimización. Estos funcionales intentan lograr que el
mapeo óptimo tenga ciertas propiedades deseables. Respecto a la inyectividad, las dos
estrategias fundamentales son “garantizarla” a partir de las propiedades teóricas del
funcional de malla utilizado, o incorporar en el proceso de optimización restricciones
sobre la positividad del Jacobiano. Nuestra investigación no halló ningún trabajo don-
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de se empleen en la práctica, condiciones suficientes de inyectividad que garanticen a
posteriori la validez de los mapeos obtenidos.

Desde el punto de vista del análisis isogeométrico, la utilización de bases B-spline
como funciones de forma para FEM ha propiciado estudios en los temas clásicos de
FEM. Acerca de la teoŕıa de estimación del error se pueden consultar los trabajos [11],
[12], [69]. Sobre las reglas de cuadraturas apropiadas aparecen los trabajos [42], [3] y
respecto a los métodos directos o iterativos para la solución de los sistemas lineales,
conocidos como solvers, están los trabajos [21], [22].

1.2. Objetivos de la tesis y nuestra contribución

1.2.1. Objetivos

Para resolver ecuaciones diferenciales parciales en una región irregular Ω por el
método isogeométrico, necesitamos un mapeo inyectivo del cuadrado [0, 1]2 en Ω.

Nuestra tesis tiene como objetivo general proponer un método para construir mapeos
B-spline bicuadráticos válidos, o sea, inyectivos, la mayor parte de las veces tal que que
parametricen una región plana Ω con frontera que pudiera ser irregular, con vistas a
aplicar el método isogeométrico1.

Para alcanzar el objetivo general, son necesarios varios objetivos espećıficos. Prime-
ramente hay que comprender la relación entre las mallas y los mapeos B-spline producto
tensorial, por lo tanto, el primer objetivo espećıfico es establecer la relación entre una
malla estructurada de cuadriláteros G y la parametrización de Ω a través de un mapeo
B-spline bilineal cuya malla de control sea precisamente G.

El segundo objetivo espećıfico es determinar una condición suficiente de inyectividad
para el mapeo bilineal y relacionarla con la convexidad de las celdas de la malla G.

Los restantes objetivos espećıficos ya están relacionados con la parametrización de Ω
utilizando mapeos bicuadráticos. El tercer objetivo espećıfico es encontrar condiciones
suficientes de inyectividad para el mapeo bicuadrático. Estas condiciones deben ser
corroborables en la práctica. Para ello es necesaria la representación del Jacobiano del
mapeo bicuadrático como un mapeo B-spline bicúbico. Obtener esta representación del
Jacobiano como función B-spline puede ser considerado el cuarto objetivo espećıfico.

El quinto objetivo espećıfico es proponer un algoritmo para parametrizar regiones
planas con frontera irregular por medio de mapeos B-spline bicuadrt́icos y probarlos en
una galeŕıa amplia de regiones reales. Parte de este objetivo es medir la calidad de las
parametrizaciones.

Finalmente el último y sexto objetivo espećıfico, es la utilización del mapeo construi-
do para resolver ecuaciones diferenciales sobre la región Ω por el método isogeométrico.
Las ecuaciones selecionadas son la ecuación de Poisson y la ecuación de Helmholtz.

1También las parametrizaciones pueden tener interés en otras aplicaciones
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Las soluciones obtenidas y sus gradientes se deben comparar respectivamente con las
correspondientes soluciones y gradientes exactos.

1.2.2. Contribuciones

La principal contribución de nuestro trabajo son las condiciones necesarias y su-
ficientes para la inyectividad de un mapeo B-spline bicuadrático producto tensorial.
Estas condiciones son deducidas a partir de la obtención de la expresión expĺıcita del
Jacobiano como una función B-spline bicúbica. La condición necesaria dada en el teo-
rema 3.3 es nueva y hasta donde hemos podido investigar, no existen otras condiciones
necesarias reportadas en la literatura. La condición suficiente (teorema 3.4) ya ha sido
mencionada por [78] y [38], pero en términos muy generales. Nosotros hemos desarrolla-
do la expresión del Jacobiano encontrando expĺıcitamente cómo calcular la sucesión de
nodos y los coeficientes de control para expresarlo en la base bicúbica. Particularmente
nuestra manera de calcular los coeficientes de control del Jacobiano, es novedosa y cons-
tituye una v́ıa alternativa a las reportadas en la literatura [60],[66],[68]. La subdivisión
de la representación B-spline del Jacobiano permite proponer una condición suficiente
(teorema 3.5) más fina, que también es nueva y se puede aplicar localmente. Estas
condiciones permiten diseñar un algoritmo que compruebe si un mapeo bicuadrático
satisface una de estas condiciones.

Otra contribución de nuestro trabajo es un algoritmo para parametrizar regiones
planas con mapeos B-spline bicuadráticos. Los puntos de control internos son calculados
minimizando un funcional definido en términos de un mapeo bilineal. Este enfoque re-
duce el problema de la parametrización a la construcción de una malla de cuadriláteros
con determinadas propiedades geométricas. Para este propósito se utilizan poderosos
y conocidos algoritmos [6],[7],[5]. El resultado es un método de parametrización más
simple que otros propuestos en la literatura, porque el problema de optimización aso-
ciado es más sencillo y no requiere de restricciones. Además el proceso de optimización
genera mallas de control ε-convexas [5] las cuales garantizan que el mapeo bilineal aso-
ciado sea inyectivo. Esta propiedad es “heredada”por el mapeo bicuadrático con los
mismos puntos de control cuando aumenta el número de estos. Nuestros experimentos
numéricos muestran que es factible la parametrización de regiones planas con fronteras
muy irregulares y que la mayoŕıa de las veces el mapeo bicuadrático, cuyos puntos de
control son los de un mapeo bilineal inyectivo, también es inyectivo1.

Todos estos resultados se encuentran publicados en nuestro art́ıculo “Injectivity of
B-spline biquadratic maps”[2] de la revista lider en análisis isogeométrico: Computer
Methods in Applied Mechanics and Engeneering. El aporte de nuestra publicación en
esta temática ha sido reconocido en los recientes trabajos [64], [67].

Los resultados de esta tesis forman parte de las investigaciones del grupo UNA-
Malla de la Facultad de Ciencias de la UNAM, México y del Grupo de Geometŕıa del
ICIMAF, Cuba. El aporte fundamental en el grupo UNAMalla es dar la representación
funcional expĺıcita en la base B-spline bilineal de las mallas estructuradas obtenidas

1En los ejemplos reportados en esta tesis más de un 83 %
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por el sistema UNAMalla. Además probar que si la malla es convexa, este mapeo es
inyectivo. Este resultado se encuentra publicado en [1]. Otro resultado en este grupo ha
sido la programación para el sistema de cómputo UNAMalla de las funcionalidades de
graficación y certificación de inyectividad de los mapeos bicuadráticos. La certificación
está basada en el algoritmo 3.3 del caṕıtulo 3. Los aportes al Grupo de Geometŕıa
del ICIMAF han sido la obtención de los resultados teóricos respecto a la inyectivi-
dad de los mapeos bicuadráticos y la aplicación del método isogeométrico a ecuaciones
diferenciales, en particular la de Helmholtz.

1.3. Organización de la tesis

Después de este caṕıtulo introductorio, la tesis está organizada de la siguiente forma:
en el caṕıtulo 2 se abordan los aspectos básicos para los posteriores desarrollos. Se
define qué entendemos por región plana de frontera irregular y qué es el problema de la
parametrización. Se aborda todo lo necesario sobre las funciones B-spline: su definición,
orden, puntos de ruptura, nodos, además de las propiedades más relevantes. Se define
la subdivisión mediante la inserción de nodos, muy importante herramienta en todo el
resto del trabajo. Finalmente se introducen las funciones B-spline producto tensorial.
Se plantea el problema de la parametrización del dominio utilizando estas funciones
para los casos bilineal y bicuadrático. En este caṕıtulo se muestra la conexión del
mapeo B-spline producto tensorial, con el problema de generación de mallas. También
se discuten resumidamente los funcionales de mallas que el programa UNAMalla utiliza
para la generación de las mismas.

En el caṕıtulo 3 se encuentran los resultados fundamentamentales del trabajo. En
él se presentan detalladamente los resultados publicados en [1] y [2]. Primeramente
se define la región de Ω ∈ R2 cuya frontera está determinada por cuatro curvas B-
spline cuadráticas. Se muestran distintas posiblidades para construir estas curvas. El
siguiente aspecto a analizar es que las mallas de UNAMalla se pueden representar
como un mapeo B-spline bilineal, el cual es inyectivo si la malla es convexa. El próximo
eṕıgrafe se concentra en el mapeo bicuadrático. Se enuncian la condición necesaria de
inyectividad y las condiciones suficientes obtenidas a partir de la representación de
Jacobiano del mapeo como una función B-spline bicúbica. Se da un algoritmo para
obtener esta representación. Se abordan diversos problemas numéricos inherentes al
proceso de construcción del mapeo. Finalmente en este caṕıtulo se da el algoritmo
central de nuestro trabajo para la obtención de mapeos bicuadráticos. Se ejemplifica
con una galeŕıa de regiones parametrizadas por este método mostrándose medidas de
calidad de las mismas.

El cuarto caṕıtulo está dedicado a la aplicación del método isogeométrico. Se presen-
ta la formulación de Galerkin del problema diferencial. Se ejemplifica con la ecuación de
Poisson sobre una región irregular. Se muestran experimentos numéricos, comparándo-
se con la solución exacta. También se muestra el procedimiento con la ecuación de
Helmholtz.
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Finalmente el último caṕıtulo está dedicado a las conclusiones y trabajos futuros.
A lo largo de todo el trabajo hemos incluido gran número de figuras que apoyen las

ideas que se desarrollan en cada tópico. Las demostración tediosas, aśı como algunos
temas tangenciales a las discuciones esenciales las hemos pasado a los anexos. Cada
vez que ha sido posible hemos mostrado gráficos en 1D para ilustrar más claramente
las ideas, sin complejidades geométricas adicionales. El anexo C está dedicado a la
implementación computacional.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Regiones de frontera irregular y el problema de la

parametrización

Consideremos una región plana Ω de R2 acotada y simplemente conexa. La frontera
de Ω, que denotaremos ∂Ω, consideraremos que es una curva cerrada definida por
una poligonal no necesariamente convexa sin autointersecciones, pero que puede tener
múltiples cambios de concavidad (ver figura 2.1). Los ejemplos clásicos son los contornos
de lagos, lagunas, bah́ıas, accidentes geográficos, demarcaciones poĺıticas, etcétera.

Figura 2.1: Ejemplos de regiones con frontera irregular. Izquierda: Bah́ıa de La Habana.

Derecha: Laguna de Pátzcuaro, Michoacán.

El problema de la parametrización de la región Ω consiste en hallar un mapeo x
inyectivo (difeomorfismo) del cuadrado unitario [0, 1]2 en Ω. Denotemos por x(ξ, η) el
mapeo que queremos construir entre U = {(ξ, η), 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤ 1} y la región
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f́ısica Ω, o sea, la parametrización de Ω,

x : U −→ Ω ⊂ R2

x(ξ, η) =

[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
(2.1)

Vamos a construir x(ξ, η) como una función spline producto tensorial, que transfor-
ma los cuatro lados consecutivos de U en cuatro segmentos de curva spline consecutivos
de la frontera de Ω. Cada una de estas curvas B-spline en que está dividida la frontera
de Ω son curvas regulares. Por curvas regulares vamos a entender curvas que no tienen
autointersecciones y tales que dos curvas consecutivas solamente se intersectan en un
único punto (ver figura 2.2). La función x(ξ, η) debe ser inyectiva. La inyectividad está
relacionada con el Jacobiano1 de x. Al respecto está la siguiente proposición dada en
Xu et al. [77].

Ω

ξ

U
η y

x

0 1

1

Figura 2.2: Mapeo uno a uno del cuadrado [0; 1]2 en la región Ω que transforma fronteras

consecutivas del cuadrado U en fronteras consecutivas regulares de Ω

1Determinante de la matriz jacobiana (matriz de las derivadas parciales)
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Proposición 2.1 (Xu et al. 2010). Sea Ω una región del plano limitada por fronteras

regulares y x(ξ, η) una parametrización C1(U) de Ω. Si su Jacobiano:

det (Jx) = det([xξ , xη]) =

∣∣∣∣∣∣ xξ xη

yξ yη

∣∣∣∣∣∣ = xξyη − xηyξ (2.2)

no se anula en U , entonces x es inyectiva.

2.2. Funciones B-spline

Las funciones B-spline son funciones polinomiales definidas a pedazos. Decimos que
un B-spline es de orden k si los polinomios definidos en cada tramo tienen a lo más
grado k− 1. Estas funciones forman un espacio vectorial y una base se puede construir
recursivamente a partir de una sucesión de nodos. La sucesión de nodos es una sucesión
no decreciente de números reales que incluye los intervalos de cada tramo donde están
definidos los polinomios. Un estudio profundo de este tema, incluida la implementación
computacional, se puede consultar en el texto clásico de Carl de Boor [26] o en un
texto más resumido del mismo autor [27]. Entre las propiedades más relevantes de los
B-spline están:

Si tξ = (tξ1, t
ξ
2, · · · , t

ξ
No.nodos) es el vector de nodos, entonces sus componentes son

no decrecientes: tξ1 6 tξ2 6 · · · 6 tξNo.nodos

Los elementos del vector de nodos tξ que no se repiten, se llaman puntos de
ruptura. Las funciones B-spline son polinomiales entre dos puntos de ruptura
consecutivos.

Un B-spline de orden k está compuesto por polinomios a pedazos de grado a lo
sumo k − 1

La i -ésima función básica B-spline, Bi,k,tξ(ξ), de orden k con vector de nodos tξ

se define recursivamente según la fórmula de Cox-de Boor [26], [27] (ver figura
2.3):

Bi,1,tξ(ξ) =

{
1 si tξi 6 ξ < tξi+1

0 otro caso
(2.3)

Bi,k,tξ(ξ) =
ξ − tξi

tξi+k−1 − t
ξ
i

Bi,k−1,tξ(ξ) +
tξi+k − ξ
tξi+k − t

ξ
i+1

Bi+1,k−1,tξ(ξ) (2.4)

Si algún denominador se anula, no aparece el sumando.
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Figura 2.3: Ejemplos de Bases B-spline para nodos uniformes y simples. Izquierda Bases

escalón (orden 1). Centro bases lineales (orden 2). Derecha bases cuadráticas (orden 3). De

arriba hacia abajo las tres primeras bases

Si ningún nodo del soporte del i -ésimo B-spline Bi,k,tξ(ξ) se repite, es decir,

si ninguno de los tξi , t
ξ
i+1, . . . , t

ξ
i+k está repetido, entonces Bi,k,tξ(ξ) tiene k − 1

derivadas continuas

En la medida que se repita uno se de esos nodos el Bi,k,tξ(ξ) pierde un grado de
diferenciabilidad en el nodo repetido

Si un nodo está repetido k veces el B-spline solamente es continuo en ese punto

Las n funciones Bi,k,tξ(ξ) con i = 1, · · · , n forman una base para todo ξ ∈ [tξk, t
ξ
n+1]

del espacio de las funciones polinomiales a pedazos de grado k− 1 con puntos de
ruptura definidos por el vector de nodos tξ. A este espacio lo denotaremos por

Stξ,k (2.5)

La relación entre la dimensión n del espacio Stξ,k, el orden k del B-spline y el
número de nodos es la siguiente:

No.nodos = n+ k (2.6)

El intervalo [tξk, t
ξ
n+1] es el espacio paramétrico, donde se cumplen las propiedades

de los B-spline

Las funciones básicas (2.4) son no negativas y tienen soporte compacto. Además

para todo ξ ∈ [tξk, t
ξ
n+1] a lo sumo k B-splines son diferentes de cero, más precisa-

mente, si ξ ∈ [tξi , t
ξ
i+1) entonces las bases que no se anulan son

Bi−k+1,k,tξ(ξ), · · · , Bi,k,tξ(ξ)

La base B-spline forma una partición de la unidad, es decir:

n∑
i=1

Bi,k,tξ(ξ) = 1 ∀ξ ∈ [tξk, t
ξ
n+1] (2.7)
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2.2 Funciones B-spline

La derivada del i -ésima B-spline (2.4) de orden k se puede calcular a partir de
B-splines de orden k − 1 según la siguiente fórmula [26]:

dBi,k,tξ(ξ)

dξ
= (k − 1)

(Bi,k−1,tξ(ξ)

tξi+k−1 − t
ξ
i

−
Bi+1,k−1,tξ(ξ)

tξi+k − t
ξ
i+1

)
(2.8)

2.2.1. Curvas B-spline

Una curva B-spline es una combinación lineal de las funciones básicas (2.4)

c(ξ) =
n∑
i=1

Pi Bi,k,tξ(ξ), ∀ξ ∈ [tξk, t
ξ
n+1] (2.9)

En esta representación paramétrica, los puntos Pi ∈ R2 si la curva es plana o
Pi ∈ R3 si la curva es espacial. Nuestro trabajo está limitado al primer caso. Los
puntos Pi son llamados puntos de control y revelan la importancia de la base B-
spline (2.4) para representar el espacio de las funciones polinomiales a pedazos. Los
puntos de control forman un poĺıgono en cuya envoltura convexa se encuentra la curva
(2.9), es decir, a diferencia de otras bases que se pudieran escoger, los coeficientes, en
esta, tienen una interpretación geométrica que las hace muy atractivas para el diseño
gráfico (ver figura 2.4).

−2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
−2

−1

0

1

2

3

4

P
i

Figura 2.4: Ejemplo de curva B-spline y sus puntos de control que forman el poĺıgono

de control en cuya envoltura convexa está atrapada la curva

La curva (2.9) se puede escribir matricialmente, lo cual es conveniente de determi-
nadas circunstancias
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2. PRELIMINARES

c(ξ) =

[
x(ξ)
y(ξ)

]
=

[
Bk,tξ(ξ) Px

Bk,tξ(ξ) Py

]
(2.10)

donde:

Bk,tξ(ξ) ≡ (B1,k,tξ(ξ), · · · , Bi,k,tξ(ξ), · · · , Bn,k,tξ(ξ)) ∈ Rn (2.11)

es el vector de n componentes de la evaluación de las funciones básicas (2.4) en el
parámetro ξ, mientras Px y Py son respectivamente los vectores columna de las coor-
denadas x y y de los puntos de control Pi con i = 1, · · · , n.

Debe notarse de la figura 2.4 que la curva c(ξ) en general no interpola a sus puntos

de control. Sin embargo si un nodo tξi tiene multiplicidad k (esto significa que está

repetido k veces) entonces c(tξi ) = Pi. En la figura esto ocurre con el primero y último
nodo lo cual se conoce como condición de interpolación de los extremos.

2.2.2. Subdivisión v́ıa inserción de nodos

Una de las propiedades más interesantes de la base B-spline es la posibilidad de
representar la misma curva utilizando bases B-spline con soporte cada vez más pequeño.
Este procedimiento se llama subdivisión y se logra insertando nodos en la sucesión
tξ. La subdivisión será muy utilizada durante todo el trabajo en diśımiles ámbitos.
La inserción de nodos tiene otras muchas aplicaciones, entre las que podemos citar
la evaluación de la curva y sus derivadas, agregar puntos de control para modificar
localmente la curva o subdividir la curva en segmentos de curvas de Bezier [65], [76]. En
el marco del análisis isogeométrico, la subdivisión se emplea para aumentar la dimensión
del espacio B-spline Stξ,k, con el fin de tener mayor cantidad de grados de libertad
para aproximar la solución de la ecuación diferencial [24], todo esto sin modificar la
parametrización de la región f́ısica. A continuación explicaremos resumidamente dicho
procedimiento. Los detalles de las demostraciones y la deducción se pueden consultar
en los textos antes mencionados [65], [76].

Sea c(ξ) una curva B-spline de orden k

c(ξ) =

n∑
i=1

Pi Bi,k,tξ(ξ)

cuya base está definida por el vector de nodos

tξ = (tξ1, t
ξ
2, · · · , t

ξ
n+k)

Supongamos que en el intervalo j introducimos el nodo t̄, o sea, el nuevo vector de
nodos será:

t̂ξ = (tξ1, t
ξ
2, · · · , t

ξ
j , t̄, t

ξ
j+1, · · · , t

ξ
n+k)
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2.2 Funciones B-spline

La nueva base B̂i,k,̂tξ(ξ) se puede calcular mediante la fórmula de Cox-de Boor (2.3)-
(2.4) con el nuevo vector de nodos. Obsérvese que la dimensión de este nuevo vector es
uno más que el anterior, es decir, n + k + 1, por lo tanto, como el orden es el mismo,
la dimensión del espacio St̂ξ,k es n + 1. De hecho se puede probar que el espacio Stξ,k
está encajado en el espacio St̂ξ,k.

La curva c(ξ) se puede expresar en la nueva base con nuevos puntos de control

c(ξ) =

n∑
i=1

Pi Bi,k,tξ(ξ) =

n+1∑
i=1

Qi B̂i,k,̂tξ(ξ)

los cuales se pueden escribir a partir de los originales según la relación siguiente:

Qi =


Pi si i = 1, · · · , j − k + 1

αi Pi + (1− αi) Pi−1 si i = j − k + 2, · · · , j
Pi−1 si i = j + 1, · · · , n+ 1

(2.12)

donde

αi =
t̄− tξi

tξi+k−1 − t
ξ
i

o equivalentemente
Qi = αi Pi + (1− αi) Pi−1 (2.13)

donde ahora

αi =



1 si i = 1, · · · , j − k + 1

t̄−tξi
tξi+k−1−t

ξ
i

si i = j − k + 2, · · · , j

0 si i = j + 1, · · · , n+ 1

Estas fórmulas (2.12) y (2.13) son conocidas como las fórmulas de inserción de un
nodo

Observaciones:

Nótese que los αi ∈ [0, 1] por lo tanto los nuevos puntos de control son una
combinación lineal convexa de los originales.

Este procedimiento se puede repetir para insertar la cantidad de nodos conve-
nientes para diversos fines.

En general si se insertan n1 nuevos nodos, los nuevos puntos de control se obtienen
mediante una aplicación lineal a los puntos de control originales. Más precisamen-
te, cada componente de los puntos de control se puede escribir como:

Q = Ms P
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donde Ms ∈ Rn+n1×n es la matriz de subdivisión, Q el vector de los nuevos puntos
de control y P los puntos de control originales.

El espacio Stξ,k está encajado en el espacio St̂ξ,k:

Stξ,k ⊂ St̂ξ,k

y como se mencionó anteriormente dim
(
St̂ξ,k

)
= n+ 1.

El efecto de introducir un nodo implica la reducción del soporte de las bases
involucradas. También la modificación de varios puntos de control. Este efecto se
puede observar en la figura 2.5.

Un efecto de la inserción de nodos sobre el poĺıgono de control, es que el nuevo
poĺıgono se acerca más a la curva (ver figura 2.5 derecha). Por esta razón la
inserción de nodos en los puntos medios se utiliza para sustituir la graficación de
la curva, por su poĺıgono de control subdividido, ya que luego de la repetición de
este proceso unas pocas veces la curva y su poĺıgono de control son indistinguibles,
siendo este último proceso más barato.
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Figura 2.5: Izquierda arriba: Bases cuadráticas para el vector de nodos [0, 0, 0, 0.2, 0.4,

0.6, 0.8, 1, 1, 1]. Izquierda abajo: Bases luego de la inserción del nodo 0.5. Se observa la

reducción del soporte alrededor de este valor. Derecha arriba: curva y puntos de control

originales. Derecha abajo: curva (observe que no tiene modificaciones) y nuevos puntos de

control.
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2.2 Funciones B-spline

2.2.3. Funciones B-spline producto tensorial

2.2.3.1. Bases B-spline producto tensorial

Las bases B-spline (2.4) se pueden generalizar para representar regiones planas de
R2 o superficies. Nuestro trabajo aborda exclusivamente el primer caso. No obstante
las bases son las mismas para un caso u otro.

Definición 2.1 (Bases B-spline producto tensorial). Sean los vectores de nodos tξ =

[tξ1, · · · , t
ξ
n+k1

] y tη = [tη1, · · · , t
η
m+k2

] que generan las bases B-spline de órdenes k1 y k2

respectivamente:

{
Bi,k1,tξ(ξ)

}n
i=1

, ξ ∈ [tξk1
, tξn+1]; {Bj,k2,tη(η)}mj=1 η ∈ [tηk2

, tηm+1]

entonces la base B-spline de los polinomios a pedazos en dos variables de órdenes

k1 y k2 en el espacio paramétrico [tξk1
, tξn+1]× [tηk2

, tηm+1] es el producto

{
Bi,k1,tξ(ξ) Bj,k2,tη(η)

}n, m
i, j=1

(2.14)

Definición 2.2 (Espacio B-spline producto tensorial). El espacio vectorial de los po-

linomios en dos variables de órdenes k1 y k2 respectivamente generado por las bases

(2.14) se denotará

Stξ,k1
⊗ Stη ,k2

y cuando no ofrezca lugar a dudas simplemente

Sk1,k2

Ejemplos de estas bases se pueden observar en las figura 2.6
Las funciones B-spline producto tensorial heredan las propiedades de los B-splines

unidimensionales: tienen soporte compacto, son no negativas, forman una partición de
la unidad:

n∑
i=1

m∑
j=1

Bi,k1,tξ(ξ)Bj,k2,tη(η) = 1 ∀(ξ, η) ∈ [tξk1
, tξn+1]× [tηk2

, tηm+1] (2.15)

El hecho de que sean las bases producto tensorial es una ventaja porque se pueden
realizar operaciones en cada dirección independientemente de la otra.
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Figura 2.6: Ejemplos de base B-spline cuadráticas producto tensorial para nodos unifor-

mes en [0, 1]× [0, 1]

2.2.3.2. Mapeos producto tensorial

De la misma forma que se definió para las curvas, los mapeos B-spline producto
tensorial son combinaciones lineales de las bases (2.14). Se definen como:

x(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jBi,k1,tξ(ξ)Bj,k2,tη(η) (2.16)

donde los Pi,j son los puntos de control. Si los Pi,j ∈ R2 entonces la función va del

rectángulo U = [tξk1
, tξn+1] × [tηk2

, tηm+1] ⊂ R2 a una región Ω ⊂ R2 y transforman la
frontera de U en la frontera de Ω.

Como en el caso unidimensional el mapeo (2.16) está en la envoltura convexa de los
puntos de control {Pi,j}. En el caso bidimensional los puntos forman una red llamada
malla de control . Esta malla está formada por cuadriláteros donde cada vértice
interno tiene cuatro aristas incidentes, lo que la define como estructurada .

La representación matricial de (2.16) es la siguiente:
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2.2 Funciones B-spline

[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
=

[
Bk1,tξ(ξ)PxB

t
k2,tη

(η)

Bk1,tξ(ξ)PyB
t
k2,tη

(η)

]
(2.17)

donde Bk1,tξ(ξ) y Bt
k2,tη

(η) son los vectores fila de dimensión n y m respectivamente de
las funciones básicas definidas en (2.11), mientras que Px y Py son las matrices, cada
una de dimensión n×m, que se forman si consideramos separadamente las coordenadas
x y y de los puntos de control Pi,j .

Si fijamos una de las variables ξ o η dejando la otra libre, obtenemos las llamadas
curvas isoparamétricas. Un ejemplo particular de estas curvas es cuando ξ o η
coinciden con un punto de ruptura. Si denotamos por {ξi} a los puntos de ruptura en
la dirección ξ y por {ηj} a los puntos de ruptura en la dirección η, entonces

x(ξ, ηj) =

n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jBi,k1,tξ(ξ)Bj,k2,tη(ηj)

x(ξi, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jBi,k1,tξ(ξi)Bj,k2,tη(η)

son curvas isoparamétricas en los puntos de ruptura
En la figura 2.7 se muestra el ejemplo de un mapeo B-spline cúbico-cuadrático,

es decir, con bases
{
Bi,4,tξ(ξ) Bj,3,tη(η)

}
sobre Bah́ıa de Banderas, en los ĺımites de

Nayarit y Colima. A la izquierda se muestra la malla de control y a la derecha curvas
isoparamétricas en los puntos de ruptura.
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Figura 2.7: Parametrización de Bah́ıa de Banderas (Colima y Nayarit) mediante un

mapeo cúbico-cuadrático, es decir, con bases
{
Bi,4,tξ(ξ) Bj,3,tη (η)

}
. Izquierda: Malla de

Control. Derecha: curvas isoparamétricas, las que en la dirección ξ son splines cúbicos y

mientras en la dirección η son splines cuadráticos
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El impacto del soporte compacto de las bases sobre la expresión (2.16) es la re-

ducción de sumandos cuando restringimos (ξ; η) al rectángulo [tξi ; t
ξ
i+1] × [tηj ; t

η
j+1] con

i = k1, . . . , n; j = k2, . . . ,m:

x(ξ, η) =
i∑

r=i−k1+1

j∑
s=j−k2+1

Pr,sBr,k1,tξ(ξ)Bs,k2,tη(η) (2.18)

El mapeo x(ξ, η) está compuesto por (n − k1 + 1) × (m − k2 + 1) parches. Su
inyectividad puede fallar globalmente o localmente. El primer caso ocurre cuando existe
al menos una pareja de parches diferentes que se intersecan. Debido a la propiedad de
la envoltura convexa de los B-splines [26], es fácil ver que si la malla de control no tiene
autointersecciones, entonces los parches diferentes no se intersecan. Asumiendo que la
malla de control no tiene autointersecciones, aún es posible que falle la inyectividad
local, es decir que algún parche del mapeo no sea inyectivo.

Como mostró la proposición 2.1, un mapeo x(ξ, η) es localmente inyectivo si la
matriz Jacobiana de x,

Jx = (xξ | xη) =

(
xξ xη
yξ yη

)
es no singular en U . Esto significa que para construir una parametrización válida de Ω
debemos exigir que el Jacobiano de x no se anule en ningún punto de U .

A pesar de ser contra intuitivo la inyectividad del mapeo (2.16) puede fallar local-
mente a pesar de que la malla de control no solamente no tenga autointersecciones, sino
incluso si los cuadriláteros que conforman el parche son convexos. En [51] se muestra
un elaborado ejemplo de un mapeo bicúbico donde la falla la inyectividad local a pesar
de que la malla no tiene autointersecciones. Sin embargo, los cuadriláteros que confor-
man la malla no son convexos, sino que están deformados. Cinco puntos de control, de
16, están muy cercanos a otro punto de control dentro del mismo parche. A continua-
ción, en la figura 2.8, mostraremos un ejemplo de un mapeo bicuadrático real donde
falla la inyectividad local y los cuadriláteros involucrados en el parche no inyectivo son
convexos.

Como se puede intuir la ubicación de los puntos interiores Pi,j de la malla de control
es un verdadero reto si la frontera de la región Ω es irregular. Esto convierte el problema
de construir el mapeo (2.16) en un problema de mallas. No basta que se disponga de
buenas representaciones B-spline de la frontera de Ω, es necesario además parametrizar
el interior. La disposición de los puntos Pi,j debe cumplir con determinadas propieda-
des geométricas como puede ser control de las áreas de los cuadriláteros de la malla,
convexidad de estos, que las ĺıneas sean ortogonales o casi ortogonales u otras de interés.
Lo principal de este esfuerzo es conseguir que el mapeo (2.16) sea una biyección entre
U y Ω, lo cual obviamente está determinado por la posición de los puntos Pi,j de la
malla de control. A continuación abordaremos resumidamente la generación de mallas
estructuradas.
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2.3 Generación de mallas estructuradas y sistema UNAMalla
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Figura 2.8: Arriba a la izquierda malla de control de un mapeo bicuadrático sobre la

presa de Valle de Bravo. Arriba a la derecha zoom del parche donde no hay inyectividad. Se

observan resaltados los 9 puntos de control que determinan el parche y que los cuadriláteros

que conforman son convexos. Abajo a la izquierda una vista superior del Jacobiano y

señalado con una flecha la zona donde se pierde la inyectividad. Abajo a la derecha una

vista de frente del Jacobiano donde se observa que el Jacobiano toma valores negativos.

2.3. Generación de mallas estructuradas y sistema UNA-

Malla

Lo que acontinuación detallaremos es una abreviada śıntesis del trabajo del grupo
UNAMalla de la Facultad de Ciencias de la UNAM y que está recogida en el sistema
UNAMalla para la generación de mallas estructuradas de calidad sobre regiones irre-
gulares planas. Este sistema está disponible en su versión 5 en [72] y consta además de
herramientas que permiten distribuir los puntos sobre las fronteras con lo cual mejora
la calidad de la malla. Para mayores detalles sobre la implementación y facilidades de
esta versión, incluso del proceso de generar mallas, se puede consultar [8].
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2.3.1. Introducción y formulación del problema

La generación de mallas estructuradas y convexas sobre regiones planas posiblemen-
te irregulares, es básicamente la imagen de una ret́ıcula de un homeomorfismo entre el
cuadrado [0, 1]2 y la región de interés, que denotaremos Ω̄

χ(ξ, η) = (x(ξ, η); y(ξ, η))t (2.19)

χ : [0, 1]2 −→ Ω̄

El mecanismo para hacerlo es formular el problema variacionalmente, a partir de
un funcional apropiado cuyo óptimo es el mapeo buscado [47]. En la actualidad hay
una teoŕıa robusta respecto a los funcionales que deben ser utilizados para mallar exi-
tosamente regiones incluso irregulares [18], [19], [20], [43]. En términos prácticos la
discretización de los funcionales continuos comienza con una partición n×m del cua-
drado [0, 1]2 que conduzca a una partición n×m de la región (ver figura 2.9 izquierda).
Esta partición crea (n−1)×(m−1) rectángulos en el cuadrado [0, 1]2 y (n−1)×(m−1)
cuadriláteros en la región.
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Fronteras  en  Fronteras

Figura 2.9: Izquierda: La malla estructurada y convexa sobre una región irregular, es la

imagen a través de un mapeo, de una ret́ıcula en el cuadrado [0, 1]2. Derecha: correspondecia

de los lados del cuadrado con las fronteras “norte”,“sur”,“este” y “oeste”, previamente

establecidas en la región

Supongamos que Ω̄ es un dominio plano simplemente conexo, limitado por una
poligonal cerrada sin autointersecciones formada por un conjunto {V} de 2(n+m− 2)
vértices (ver figura 2.10).

V = [v1, v2, · · · , v2(n+m−2)]

La orientación del recorrido de los vértices es en el sentido positivo, es decir, contrario
a las manecillas del reloj. La poligonal es dividida en cuatro partes: dos “horizontales”
y dos “verticales”de n y m vértices respectivamente cada una.
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2.3 Generación de mallas estructuradas y sistema UNAMalla

Definición 2.3 (Malla estructurada de cuadriláteros sobre Ω̄). El conjunto

G = {Pi,j | 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 m} (2.20)

tal que ∪{Pi,1,Pn,j ,Pi,m,P1,j} = V respetando la orientación, es una malla estructu-

rada discreta de (n−1)(m−1) cuadriláteros de dimesiones n×m, si cada vértice interno

Pi,j tiene exactamente cuatro aristas que lo unen con los vértices Pi−1,j , Pi,j+1, Pi+1,j

y Pi,j−1

Definición 2.4 (Malla estructurada convexa). Sea G una malla esructurada de (n −

1)(m − 1) cuadriláteros cij , i = 1, ..., n − 1, j = 1, ...,m − 1, donde cij tiene vértices

Pi,j ,Pi+1,j ,Pi+1,j+1 y Pi,j+1, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m. Decimos que G es una malla

convexa si todos los cuadriláteros cij son convexos.

La tarea consiste en encontrar la imagen de una ret́ıcula en el cuadrado [0, 1]2

mediante un mapeo de [0, 1]2 a la región Ω̄. La imagen, es decir, la malla G debe ser
convexa. Además el mapeo debe llevar las cuatro fronteras del cuadrado [0, 1]2 a las
cuatro fronteras prefijadas sobre Ω̄ ver figura 2.9 derecha.

v
1

v
2

v
j

Ω

v
2(n+m−2)

Figura 2.10: Región Ω̄ simplemente conexa limitada por poligonal cerrada sin autoin-

tersecciones. La orientación de los n+m− 2 vértices del poĺıgono es en el sentido positivo

(contrario a las manecillas del reloj)

Según la teoŕıa continua que sustenta la construcción de mallas, exigir que esta sea
convexa garantiza, que el mapeo (2.19) que va del cuadrado [0, 1]2 en Ω̄ sea uno a uno.
En el proceso de encontrar G no se da expĺıcitamente la expresión del mapeo. Tan solo
las imágenes de la partición del espacio paramétrico en [0, 1]2 que son los puntos Pi,j de
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2. PRELIMINARES

la malla, lo cual es suficiente en las mayoŕıa de las aplicaciones. En el próximo caṕıtulo
veremos que una elección apropiada de una base B-spline reproduce el mencionado
mapeo y que este es inyectivo si la malla es convexa. Se obtiene, de esta manera, una
representación funcional expĺıcita del mismo.

2.3.2. Métodos de generación de la malla

La construcción de mallas estructuradas de cuadriláteros sobre regiones irregulares
ha sido tratada con mucho éxito en la literatura [19], [20], [43], [44], [5], [70], [71], [9],
[7], [10], [47], [48]. Una parte de la dificultad de este problema radica precisamente en la
forma de la frontera. Los métodos más empleados para resolverlo calculan los vértices
interiores de la malla G minimizando una función F que depende de las coordenadas
de los vértices. Cuando la dimensión n × m de la malla es grande, el problema de
optimización es de gran escala, pues F es una función de 2(m− 2)(n− 2) variables, ya
que los puntos de la frontera se mantienen fijos. Esto requiere contar con un optimizador
eficiente. El sistema UNAMalla consta de dos potentes optimizadores que pueden ser
escogidos por el usuario. Uno es el método cuasi-Newton BFGS de memoria limitada
con cotas, más conocido por L-BFGS-B [17], [85] y el conocido como TRON, basado
en el método de Newton truncado, también adaptado para restricciones de caja y que
usa la estrategia de optimización de región de confianza [53]. Ambos tienen un gran
desempeño.

P
P

P
P

i,j P
i,j

i+1,j
Pi+1,j

i,j+1 Pi,j+1

i+1,j+1
P
i+1,j+1

Figura 2.11: Áreas de los triángulos respetando la orientación.

Las funciones F a optimizar miden propiedades geométricas de la malla y se cons-
truyen a partir de los 4 triángulos que se obtienen al dividir cada celda de la malla por
sus dos diagonales, vea la figura 2.11. Si las áreas de los cuatro triángulos, respetan-
do la orientación, son positivas, entonces el cuadrilátero en cuestión es convexo [28].
Nótese además que si G tiene nm vértices entonces el número de total de triángulos es
N = 4(m− 1)(n− 1), de modo que F se define en general como,

F (G) =
N∑
q=1

f(4q) (2.21)

donde f(4i) en (2.21) es una medida que solo depende de los vértices del i-ésimo
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2.3 Generación de mallas estructuradas y sistema UNAMalla

triángulo 4i. Para un triángulo 4(A,B,C) con vértices A,B y C, las magnitudes que
más se utilizan son:

una medida de la longitud:

λ(4(A,B,C)) = ‖A−B‖2 + ‖C−B‖2

una medida del área:

α(4(A,B,C)) = (B−A)tJ2(B−C)

= 2área(4(A,B,C))

con J2 =

(
0 1
−1 0

)
una medida de la proximidad a un triángulo rectángulo:

o(4(A,B,C)) = (B−C)t(A−C)

En términos de estas medidas se definen los funcionales clásicos discretos,

FA(G) =
N∑
q=1

α(4q)
2, funcional de área

FL(G) =
N∑
q=1

λ(4q), funcional de longitud

FO(G) =

N∑
q=1

o(4q)
2, funcional de ortogonalidad

Además, mediante una combinación convexa de ellos obtenemos los funcionales

FAO(G) =
N∑
q=1

α(4q)
2

2
+
o(4q)

2

2
, área-ortogonalidad

FAL(G) =

N∑
q=1

[σα(4q)
2 + (1− σ)λ(4q)], 0 < σ < 1 área-longitud

Todos estos funcionales son funciones positivas de la malla.
El objetivo es obtener mallas convexas sobre Ω̄, pues como mencionamos esto ga-

rantiza que el mapeo sea uno a uno. Para que la condición de convexidad sea estable
numéricamente debe ser independiente de la escala. Por eso en [28] se introduce el
concepto de ε-convexidad.

29



2. PRELIMINARES

Definición 2.5 (Malla ε-convexa). Sea ε > 0 y G una malla de n×m vértices. Decimos

que G es ε-convexa si el área de todos los triángulos de las celdas de G es mayor que

ε · α(G), donde α(G) = 1
N

∑N
q=1 α(∆q) es el promedio de las áreas orientadas de todos

los triángulos de la malla.

En [6] se introduce un funcional más sofisticado que garantiza la ε-convexidad de
la malla óptima. Más precisamente, se demuestra que si f es una función convexa C2

continua, estrictamente decreciente y acotada por debajo, tal que f(α) → 0 cuando
α → ∞, entonces para todo 0 < ε ≤ 1 existe ω > 0 suficientemente grande, tal que el
mı́nimo del funcional

Sω,ε(G) =
N∑
q=1

f(ωα(4q)− εα(G)) (2.22)

dentro del conjunto de mallas admisibles, es decir, aquellas que en la frontera admiten
cuadriláteros convexos, es una malla G ε-convexa. Este resultado se ha empleado con
éxito en la práctica tomando f como

f(α) =

{
1/α, α ≥ 1
(α− 1)(α− 2) + 1, α < 1

(2.23)

Las mallas ε-convexas obtenidas al minimizar Sω,ε con f dada por (2.23) se reportan
en [5], [9]. En [5] se prueba también que si combinamos el funcional (2.22) con otro
funcional Fc(G) diferenciable y positivo, definiendo para 0 < σ ≤ 1 un nuevo funcional

Fσ(G) = σSω,ε(G) + (1− σ)Fc(G) (2.24)

entonces el mı́nimo de (2.24) se alcanza también para una malla ε-convexa. Para una
discusión detallada de este funcional y las combinaciones con los funcionales clásicos
remitimos al lector a [5].

En general el sistema UNAMalla no falla en encontrar mallas ε−convexas si parte
de un contorno ε−admisible, es decir, que admite que los cuadriláteros de la frontera
(recordemos que la frontera es fija) sean ε-convexos y las dimensiones n y m sean
suficientemente grandes.
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Caṕıtulo 3

Parametrización del dominio

En este caṕıtulo está dedicado a la parametrización de Ω. Aqúı se encuentran los
aportes fundamentamentales del trabajo. En él se presentan detalladamente los resul-
tados publicados en [1] y [2]. Asumiremos que la región Ω ⊂ R2 y su frontera está
determinada por cuatro curvas B-spline cuadráticas. Por lo tanto el mapeo B-spline
que parametriza a Ω será bicuadrático. Abordaremos las propiedades fundamentales
del mapeo que finalmente conducirán a las condiciones suficientes de inyectividad y
a la propuesta de algoritmo para conseguir un mapeo inyectivo. También mediremos
la calidad del mapeo. Pero primero veremos que un mapeo B-spline bilineal es una
representación expĺıcita de una malla.

3.1. Parametrización B-spline bilineal: Representación

expĺıcita de mallas

Un primer resultado de esta tesis en relación a los trabajos de nuestro grupo UNA-
Malla es la representación expĺıcita del mapeo (2.19), como un mapeo B-spline bilineal.
Recordemos que este mapeo no se encontraba expĺıcitamente, sino tan solo los puntos
de la malla G con las propiedades geométricas establecidas por el funcional de malla.
Estos puntos de la malla serán los puntos de control del mapeo bilineal.

Para construir un mapeo B-spline bilineal x(ξ, η) con los nm puntos de control
Pi,j , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m de la malla G (2.20), debemos escoger previamente las

sucesiones de nodos tξ = {tξ1, t
ξ
2, ... , t

ξ
n+2} y tη = {tη1, t

η
2, ... , t

η
m+2}, que definen las

bases Bi,2,tξ(ξ), i = 1, ..., n y Bj,2,tη(η), j = 1, ...,m de B-splines de orden 2 en las
direcciones ξ y η respectivamente. Tomaremos estos nodos como:

tξ = {0, ξ1, ξ2, ..., ξn, 1} con ξi = i−1
n−1 , i = 1, · · ·n, (3.1)

tη = {0, η1, η2, ..., ηm, 1} con ηj = j−1
m−1 , j = 1, · · ·m, (3.2)

Obsérvese que en estas sucesiones de nodos los extremos están repetidos. También que
las sucesiones
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3. PARAMETRIZACIÓN DEL DOMINIO

{ξi}ni=1 =

{
i− 1

n− 1

}n
i=1

(3.3)

{ηj}mj=1 =

{
j − 1

m− 1

}m
j=1

(3.4)

son los respectivos puntos de ruptura en cada dirección y además son equidistantes.
Si x(ξ, η) pertenece al espacio S2,2 := Stξ,2 ⊗ Stη ,2 de las funciones spline bilineales

para las sucesiones de nodos (3.1) y (3.2) entonces puede escribirse como,

x(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jBi,2,tξ(ξ)Bj,2,tη(η) (3.5)

La figura 3.1 a la izquierda muestra una base unidimensional B-spline lineal. A la
derecha se grafican algunas de las funciones básicas bilineales. Es interesante señalar
que estas bases coinciden con las bases estándar de elemento finito.
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Figura 3.1: Izquierda: funciones básicas de la base de B-splines lineal unidimensional con

nodos equidistantes. Derecha: Ejemplos de cuatro funciones básicas B-spline bilineales

El siguiente lema muestra que el mapeo (3.5) interpola sus puntos de control y
además reproduce las aristas entre un punto Pi,j y los cuatro vecinos Pi,j−1,Pi+1,j ,Pi,j+1

y Pi−1,j que existan. Con esto quedará demostrado que el mapeo (3.5) es una función
que reproduce la malla G.

Lema 3.1. El mapeo bilineal (3.5) satisface,

x(ξi, ηj) = Pi,j , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m (3.6)
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Además, para todo 0 ≤ α ≤ 1 se cumple que,

x(αξi + (1− α)ξi+1, ηj) = αPi,j + (1− α)Pi+1,j , (3.7)

x(ξi, αηj + (1− α)ηj+1) = αPi,j + (1− α)Pi,j+1 (3.8)

Antes de demostrar el Lema es importante señalar que, desde el punto de vista
geométrico, las identidades (3.6),(3.7) y (3.8) significan que el mapeo x(ξ, η) transforma
la malla en U con vértices (ξi, ηj) i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m en la malla de control P.

Demostración. Para simplificar la notación, a partir de ahora y cuando no de lugar

a confusión, omitiremos la referencia a los nodos en las bases, es decir, Bi,2,tξ(ξ) será

B2
i (ξ) y similarmente Bj,2,tη(η) se denotará como B2

j (η).

Como se mostró en (2.18), debido al soporte compacto de las funciones B-spline [26],

si nos restringimos a (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1], i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . ,m− 1,

la expresión (3.5), se reduce a

x(ξ, η) =
i+1∑
r=i

j+1∑
s=j

Pr,sB
2
r (ξ)B2

s (η) (3.9)

Los nodos equidistantes generan las funciones básicas que se observan en la figura

3.1 arriba. Nótese que si nos restringimos al intervalo [ξi, ξi+1], i = 1, ..., n − 1 (ver

figura 3.2) entonces

B2
i (ξ) =

ξ − ξi+1

ξi − ξi+1
, B2

i+1(ξ) =
ξ − ξi
ξi+1 − ξi

, (3.10)

Por lo tanto

B2
i (ξi) = 1, B2

i+1(ξi) = 0, B2
i (ξi+1) = 0, B2

i+1(ξi+1) = 1 (3.11)

De manera similar se cumple que

B2
j (ηj) = 1, B2

j+1(ηj) = 0, B2
j (ηj+1) = 0, B2

j+1(ηj+1) = 1 (3.12)

Teniendo en cuenta (3.11) y (3.12), de (3.9) obtenemos (3.6). Finalmente, obsérvese

que si w := αξi + (1− α)ξi+1, entonces de (3.9) llegamos a

x(w, ηj) =
i+1∑
r=i

j+1∑
s=j

Pr,sB
2
r (w)B2

s (ηj)

33



3. PARAMETRIZACIÓN DEL DOMINIO
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Figura 3.2: Bases B-splines lineales con nodos equiespaciados en el intervalo [ξi, ξi+1]

Pero de (3.10) resulta que B2
i (w) = α y B2

i+1(w) = 1− α. Luego,

x(w, ηj) = Pi,jαB
2
j (ηj) + Pi+1,j(1− α)B2

j (ηj) + · · ·

+ Pi,j+1αB
2
j+1(ηj) + Pi+1,j+1(1− α)B2

j+1(ηj)

Teniendo en cuenta (3.12) de esta última expresión llegamos (3.7). La demostración

de (3.8) es similar y se omite por brevedad.

Proposición 3.1. El Jacobiano del mapeo bilineal (3.5) es una función B-spline bili-

neal. Más aún para (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1] × [ηj , ηj+1], i = 1, . . . , n − 1, j = 1, . . .m − 1 se

tiene que

det (Jx(ξ, η)) =

i+1∑
r=i

j+1∑
s=j

det ([hi,s|vr,j ])B2
r (ξ)B2

s (η)

(n− 1)(m− 1)
(3.13)

donde

hi,s := (hxi,s, h
y
i,s)

t = Pi+1,s −Pi,s; i = 1, . . . , n− 1, s = 1, . . . ,m (3.14)

vr,j := (vxr,j , v
y
r,j)

t = Pr,j+1 −Pr,j ; r = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m− 1 (3.15)

y [hi,s|vr,j ] es la matriz 2× 2 que tiene como columnas los vectores hi,s y vr,j
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Figura 3.3: Los cuatro puntos de control involucrados en la imagen de [ξi, ξi+1]×[ηj , ηj+1]

por mapeo B-spline bilineal. Los vectores “verticales”(verdes) y “horizontales”(magenta)

que participan en la expresión del Jacobiano (3.13)

Demostración. Para (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1], i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . ,m− 1, el

mapeo x(ξ, η) está dado por (3.9). Derivando directamente esta expresión llegamos a,

xξ(ξ, η) =

i+1∑
r=i

j+1∑
s=j

Pr,sB
2
s (η)

d

dξ
B2
r (ξ) (3.16)

xη(ξ, η) =
i+1∑
r=i

j+1∑
s=j

Pr,sB
2
r (ξ)

d

dη
B2
s (η) (3.17)

Teniendo en cuenta (3.10) y el hecho de que los nodos son equidistantes, se obtiene

d

dξ
B2
i (ξ)|[ξi,ξi+1] = − 1

ξi+1 − ξi
= − 1

n− 1
(3.18)

d

dξ
B2
i+1(ξ)|[ξi,ξi+1] =

1

ξi+1 − ξi
=

1

n− 1
(3.19)

Luego si (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1]×[ηj , ηj+1], i = 1, . . . , n−1, j = 1, . . . ,m−1, sustituyendo

(3.18) en (3.16) y (3.19) en (3.17) llegamos a

xξ(ξ, η) =
1

n− 1

[
hi,jB

2
j (η) + hi,j+1B

2
j+1(η)

]
(3.20)

xη(ξ, η) =
1

m− 1

[
vi,jB

2
i (ξ) + vi+1,jB

2
i+1(ξ)

]
(3.21)

Finalmente, sustituyendo (3.20) y (3.21) en (2.2) obtenemos (3.13).
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En la figura 3.3 vemos señalados los vectores hi,j y hi,j+1 (de color magenta) y los
vectores vi,j y vi+1,j (de color verde), involucrados en las expresiones (3.20) y (3.21)
de las derivadas parciales del mapeo x(ξ, η).

Observación

Los coeficientes de los B-splines lineales en la expresión (3.13) del Jacobiano son
determinantes de matrices de orden 2. Las columnas de cada una de estas matrices
son diferencias “horizontales” y “verticales” de puntos de control consecutivos
(vea (3.14) y (3.15) y la figura 3.3). Por lo tanto, cada determinante en (3.13)
no es más que el doble del área signada del triángulo definido por un vector
“horizontal” y uno “vertical”, que tienen un vértice común. Si las áreas de los
cuatro triángulos tienen el mismo signo entonces de (3.13) resulta inmediato que
el Jacobiano no cambia de signo y en consecuencia en virtud de la Proposición
2.1 x(ξ, η) es inyectivo.

Para verificar en la práctica la convexidad de una malla se subdivide cada cuadriláte-
ro cij limitado por los vértices Pi,j , Pi+1,j , Pi+1,j+1 y Pi,j+1, en los cuatro triángulos
obtenidos al considerar las dos diagonales del cuadrilátero:

t1ij = 4(Pi,j , Pi+1,j , Pi+1,j+1),

t2ij = 4(Pi,j , Pi+1,j+1, Pi,j+1),

t3ij = 4(Pi,j , Pi+1,j , Pi,j+1),

t4ij = 4(Pi+1,j , Pi+1,j+1, Pi,j+1)

En todos los triángulos consideramos como sentido positivo el contrario a las manecillas
del reloj, vea la figura 2.11. Es fácil ver que cij es un cuadrilátero es convexo si y sólo si
todos los triángulos t1ij , t

2
ij , t

3
ij y t4ij tiene área positiva. A continuación mostramos que

la convexidad de la malla de control de un mapeo bilineal garantiza su inyectividad.

Teorema 3.1. Condición suficiente de inyectividad

Supongamos que la malla de control P del mapeo bilineal x(ξ, η) dado por (3.5) es

convexa. Entonces x(ξ, η) es inyectivo.

Demostración. De (3.13) resulta que para (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1] × [ηj , ηj+1], i = 1, . . . , n −

1, j = 1, . . .m−1 el Jacobiano de x(ξ, η), det (Jx(ξ, η)) es una función B-spline bilineal

con coeficientes
det ([hi,j |vi,j ])
(n− 1)(m− 1)

=
2 área(t1ij)

(n− 1)(m− 1)

det ([hi,j+1|vi,j ])
(n− 1)(m− 1)

=
2 área(t2ij)

(n− 1)(m− 1)
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expĺıcita de mallas

det ([hi,j |vi+1,j ])

(n− 1)(m− 1)
=

2 área(t3ij)

(n− 1)(m− 1)

det ([hi,j+1|vi+1,j ])

(n− 1)(m− 1)
=

2 área(t4ij)

(n− 1)(m− 1)

Pero por hipótesis P es una malla convexa (ver figura 3.4). Por tanto, las áreas de

los triángulos t1ij , t
2
ij , t

3
ij y t4ij son positivas. En consecuencia, teniendo en cuenta que los

B-splines son funciones positivas, podemos concluir que det (Jx(ξ, η)) > 0 para todo

(ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1] × [ηj , ηj+1], i = 1, . . . , n − 1, j = 1, . . .m − 1, lo cual garantiza la

inyectividad de x(ξ, η) por la Proposición 2.1.

Observaciones:

Este resultado nos dice que el mapeo bilineal asociado a una malla convexa es un
mapeo válido.

Este resultado vinculado con el Lema 3.1, indica que el mapeo (3.5) va de U → Ω̄
donde Ω̄ es la región plana cuya frontera es la poligonal con vértices Pi,1,Pi,m, i =
1, ..., n y P1,j ,Pn,j , j = 1, ...,m, o sea, la poligonal definida por los puntos exter-
nos de la malla.

Esto tiene importancia directa en la refinación de la malla de la región Ω̄ ya
que teniendo una partición más fina de U obtenemos una malla convexa de las
dimensiones deseadas sin necesidad del costoso proceso de optimización, ni tam-
poco del proceso de subdivisión (2.12). La evaluación del mapeo es un proceso
esencialmente de multiplicación matricial (ver figura 3.5)

Por último debemos remarcar que a pesar de la importancia los mapeos bilineales
y de las buenas propiedades antes demostradas, estos tienen un seria limitación en el
afán de solucionar ecuaciones diferenciales en un dominio Ω. Las bases bilineales no
son C1 continuas y si la solución a la que aspiramos (de la ecuación diferencial), tiene
este requerimiento solo vamos a lograr buenas aproximaciones al costo de una gran
dimensión del espacio B-spline S2,2. Por otro lado, si la región Ω tiene fronteras B-
spline de órdenes superiores, el mapeo bilineal nunca será capaz de reproducirlas. Si la
frontera además es irregular una buena aproximación de la frontera generalmente exige
un número elevado de elementos.

Por estas razones debemos considerar mapeos de orden superior a 2.
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Figura 3.4: A: Cuadrilátero y sus diagonales. B: Áreas de los triángulos y su v́ınculo con

los determinantes del Jacobiano (3.13)

3.2. Parametrización bicuadrática

Consideremos un mapeo bicuadrático, es decir, el mapeo (2.16), con k1 = k2 ≡ 3:

x(ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jBi,tξ,3(ξ)Bj,tη ,3(η) (3.22)

donde las correspondientes sucesiones de nodos tξ y tη son:

tξ = (0, 0, ξ1, ξ2, ..., ξn−1, 1, 1) (3.23)

tη = (0, 0, η1, η2, ..., ηm−1, 1, 1) (3.24)

con los puntos de ruptura equidistantes entre [0, 1]:

38
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Figura 3.5: Izquierda: Malla 15 x15 convexa sobre el lago Ucha, obtenida optimizando el

funcional (2.24) con σ = 0.5. Derecha: Malla 40x40 de la misma región evaluando el mapeo

(3.5) en 40 x40 puntos uniformemente distribuidos de [0, 1]2

{ξi}n−1
i=1 =

{
i− 1

n− 2

}n−1

i=1

(3.25)

{ηj}m−1
j=1 =

{
j − 1

m− 2

}m−1

j=1

(3.26)

Nótese que los puntos de ruptura y los nodos tienen la siguiente relación:

ξi = tξi+2, i = 1, ..., n− 1 (3.27)

ηj = tηj+2, j = 1, ...,m− 1 (3.28)

Una observación importante es que la menor dimensión B-spline ocurre para n = 3
(m = 3) cuya sucesión de nodos es tξ = (0, 0, 0, 1, 1, 1) que corresponde a la represen-
tación de Bezier.

El mapeo (3.22) pertenece al espacio

S3,3 = Stξ,3 ⊗ Stη ,3

con condiciones de interpolación en los extremos. Es decir, que el mapeo interpola a los
puntos de control en las “esquinas”. Más precisamente:

x(ξ1, η1) = x(0, 0) = P1,1

x(ξn−1, η1) = x(1, 0) = Pn,1

x(ξ1, ηm−1) = x(0, 1) = P1,m

x(ξn−1, ηm−1) = x(1, 1) = Pn,m

(3.29)
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3. PARAMETRIZACIÓN DEL DOMINIO

Las funciones bśicas en una dimensión para las sucesiones de nodos (3.23) o (3.24) se
muestran en la figura 3.6 izquierda. Estas funciones, salvo las dos iniciales y las dos
finales son copias trasladadas de la tercera. En el gráfico de la derecha se muestran
algunas bases bicuadráticas. Las de la frontera se diferencian de las del interior que
igualmente son copias trasladadas.
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Figura 3.6: Izquierda: Ejemplo de base cuadrática B-spline de 7 funciones básicas con

nodos equiespaciados (3.23) o (3.24). Derecha: Algunas funciones básicas bicuadráticas.

Las del interior son copias trasladadas.

La ecuación (3.22) se puede escribir matricialmente como[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
=

[
Btξ,3(ξ)PxB

t
tη ,3(η)

Btξ,3(ξ)PyB
t
tη ,3(η)

]
(3.30)

donde B3,tξ(ξ), B3,tη(η), Px y Py están definidas como en (2.17).

De la misma forma que vimos para el caso bilineal, si restringimos (ξ, η) a [ξi, ξi+1]×
[ηj , ηj+1] con i = 1, . . . , n− 2; j = 1, . . . ,m− 2 entonces (3.22) toma la forma:

x(ξ, η) =
i+2∑
r=i

j+2∑
s=j

Pr,sBr,3,tξ(ξ)Bs,3,tη(η) (3.31)

En lo sucesivo utilizaremos tanto las formulaciones (3.22), (3.30) o la (3.31) según
los intereses espećıficos de cada sección.

Para definir completamente el mapeo (3.22) necesitamos escoger los puntos de con-
trol. A este aspecto dedicaremos la próxima sección, pero primeramente demostraremos
el siguiente lema que relaciona la evaluación del mapeo en los puntos de ruptura con
los puntos de control.
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3.2 Parametrización bicuadrática

Lema 3.2. Para el mapeo bicuadrático (3.22) se cumple que,

x(ξi, ηj) =



j = 1 2 6 j 6 m− 2 j = m− 1

i = 1 P1,1
P1,j+P1,j+1

2 P1,m

2 6 i 6 n− 2
Pi,1+Pi+1,1

2
Pi,j+Pi+1,j+Pi,j+1+Pi+1,j+1

4
Pi,m+Pi+1,m

2

i = n− 1 Pn,1
Pn,j+Pn,j+1

2 Pn,m

(3.32)

Demostración. Las herramientas para realizar la demostración de este lema son la

fórmula de recurrencia de Cox-de Boor (2.4) y la propiedad de la partición de la unidad

(2.7) y (2.15).

La condición de interpolación (3.29), que es parte de la tesis de este lema, es fácil

de comprobar dado que para las sucesiones de nodos (3.23) y (3.24) se cumple que

B1,tξ,3(0) = Bn,tξ,3(1) ≡ 1

B1,tη ,3(0) = Bm,tη ,3(1) ≡ 1

A partir de la uniformidad de los puntos de ruptura y teniendo en cuenta (3.27) y

(3.28), se puede comprobar que (ver figura 3.7) ∀ 2 6 i 6 n− 2, 2 6 j 6 m− 2,

Bi,tξ,3(ξi) = Bi+1,tξ,3(ξi) =
1

2
, Bi+2,tξ,3(ξi) = 0

Bj,tη ,3(ηj) = Bj+1,tη ,3(ηj) =
1

2
, Bj+2,tη ,3(ηj) = 0

Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (3.31) se obtiene (3.32).

Este lema indica que al evaluar el mapeo bicuadrático en sus puntos de ruptura, o
lo que es lo mismo, en la malla del espacio paramétrico, se obtiene una promediación
de cuatro puntos control o de dos si el punto es de la frontera. Si los puntos a evaluar
son las esquinas del cuadrado unitario, entonces los puntos de control de las esquinas
son interpolados.
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Figura 3.7: Funciones básicas cuadráticas para los nodos (3.23).Izquierda: primeras fun-

ciones básicas. Centro: funciones básicas interiores. Derecha: funciones básicas. Observe que

a partir de la segunda y hasta la penúltima la intersección entre dos consecutivas ocurre

en los puntos de ruptura y toma valor 0.5

3.2.1. Cálculo de la malla de control

Para calcular los puntos de control del mapeo B-spline bicuadrático que parametriza
Ω ⊂ R2, debemos diferenciar los puntos de control de la frontera de los puntos de control
interiores. Para abreviar denotaremos B3

i (ξ), o simplemente B3
i , a Bi,3,tξ(ξ).

3.2.1.1. Puntos de control de la frontera

El mapeo B-spline bicuadrático x(ξ, η) debe transformar la frontera de ∂U en ∂Ω.
Asumiremos que Ω es una región acotada del plano cuya frontera está descrita por
4 curvas B-spline cuadráticas.1 Más precisamente, suponemos que se tienen 4 puntos
distinguidos: Q,R,S y T en ∂Ω, de modo que ésta queda dividida en 4 secciones: la
“sur” con extremos Q,R, la “norte” con extremos T,S, la “oeste” con extremos Q,T
y la “este” con extremos R,S, vea la figura 3.8.

Denotamos por xt(ξ),xb(ξ) las curvas de la frontera norte y sur respectivamente,
dadas por

xt(ξ) =
n∑
i=1

Ht
iB

3
i (ξ), xb(ξ) =

n∑
i=1

Hb
iB

3
i (ξ) (3.33)

donde B3
i (ξ), i = 1, . . . , n son los B-splines cuadráticos para la sucesión de nodos (3.23).

De manera similar, denotamos por xl(η),xr(η) las curvas de la frontera oeste y este
respectivamente, dadas por

xl(η) =
m∑
j=1

Vl
jB

3
j (η), xr(η) =

m∑
j=1

Vr
jB

3
j (η) (3.34)

donde B3
j (η), j = 1, . . . ,m son los B-splines cuadráticos para la sucesión de nodos

(3.24).

1En el apéndice A trataremos como modelar estas curvas.
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Figura 3.8: Mapa del Lago Titicaca, región Ω con frontera irregular. Izquierda: Spline

cuadrático que describe la frontera de Ω, donde se han escogido 4 puntos: Q,R,S y T.

Centro: Zoom de un segmento del spline (rojo) y su poĺıgono de control (negro). Derecha:

región Ω̄ definida por el poĺıgono de control de las curvas B-spline de la frontera.

Nótese que debido a la repetición de los nodos extremos en tξ, se cumple que

B3
1(0) = 1, B3

i (0) = 0, i = 2, ..., n (3.35)

B3
n(1) = 1, B3

i (1) = 0, i = 1, ..., n− 1 (3.36)

Luego, xt(0) = Ht
1, xt(1) = Ht

n, xb(0) = Hb
1 y xb(1) = Hb

n. En consecuencia, para
garantizar que la curva xt(ξ) interpole los puntos T,S, y que la curva xb(ξ) interpole
los puntos Q,R, debemos tomar Ht

1 = T, Ht
n = S, Hb

1 = Q y Hb
n = R.

Similarmente, para la sucesión de nodos tη tenemos que,

B3
1(0) = 1, B3

j (0) = 0, j = 2, ...,m (3.37)

B3
m(1) = 1, B3

j (1) = 0, j = 1, ...,m− 1 (3.38)

Luego, xl(0) = Vl
1, xl(1) = Vl

m, xr(0) = Vr
1 y xr(1) = Vr

m. Esto significa que si
queremos imponer que la curva xl(η) interpole los puntos Q,T y que la curva xr(η)
interpole los puntos R,S entonces debemos tomar Vl

1 = Q, Vl
m = T, Vr

1 = R y
Vr
m = S.

Nuestro próximo objetivo es seleccionar los puntos de control de la frontera del
mapeo bicuadrático x(ξ, η) de modo que las curvas xt(ξ), xb(ξ), xl(η) y xr(η) sean las
imágenes por x(ξ, η) de los lados del cuadrado unitario U .

En el siguiente Lema demostramos que si tomamos como puntos de control de la
frontera del mapeo B-spline bicuadrático (3.22) los puntos de control de las 4 curvas
B-spline que definen ∂Ω, entonces x(ξ, η) transforma ∂U en ∂Ω.

Lema 3.3. Sea x(ξ, η) el mapeo B-spline bicuadrático (3.22) con puntos de control,

Pi,1 = Hb
i , Pi,m = Ht

i, i = 1, ..., n (3.39)

P1,j = Vl
j , Pn,j = Vr

j , j = 1, ...,m (3.40)
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donde

Ht
1 = T, Ht

n = S, Hb
1 = Q, Hb

n = R

Vl
1 = Q, Vl

m = T, Vr
1 = R, Vr

m = S

entonces

x(ξ, 0) = xb(ξ), 0 ≤ ξ ≤ 1 (3.41)

x(ξ, 1) = xt(ξ), 0 ≤ ξ ≤ 1 (3.42)

x(0, η) = xl(η), 0 ≤ η ≤ 1 (3.43)

x(1, η) = xr(η), 0 ≤ η ≤ 1 (3.44)

Además,

x(0, 0) = Q, x(1, 0) = R, x(0, 1) = T y x(1, 1) = S.

Demostración. Evaluando (3.22) en η = 0 y teniendo en cuenta (3.37) obtenemos

x(ξ, 0) =

n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jB
3
i (ξ)B3

j (0) =

n∑
i=1

Pi,1B
3
i (ξ)

Luego, de (3.39) y la expresión para xb en (3.33) llegamos a

x(ξ, 0) =
n∑
i=1

Hb
iB

3
i (ξ) = xb(ξ)

En particular, para ξ = 0 y ξ = 1, de esta última expresión resulta que x(0, 0) =

xb(0) = Q, x(1, 0) = xb(1) = R, con lo cual queda probado (3.41) y la interpolación

de los puntos Q y R. Por otra parte, si evaluamos (3.22) en η = 1, tenemos en cuenta

(3.38) y la expresión para xt en (3.33) llegamos a,

x(ξ, 1) =

n∑
i=1

Ht
iB

3
i (ξ) = xt(ξ)

Luego, para ξ = 0 y ξ = 1, se cumple que x(0, 1) = xt(0) = T, x(1, 1) = xt(1) = S, con

lo cual hemos probado (3.42) y la interpolación de los puntos S y T. La demostración

de (3.43) y (3.44) es similar y se omite.
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3.2.1.2. Puntos de control interiores

Sea Ω̄ la región del plano cuya frontera es la poligonal definida por la unión de
los puntos de control de las curvas xt(ξ),xb(ξ), xl(η) y xr(η). Nótese que según el
Lema 3.3 estos son los puntos de control de las curvas de la frontera del mapeo B-spline
bicuadrático (3.22). En otras palabras, ∂Ω̄ está formada por cuatro poligonales: la “sur”
con vértices Pi,1, i = 1, ..., n, la “norte” con vértices Pi,m, i = 1, ..., n, la “oeste” con
vértices P1,j , j = 1, ...,m y la “este” con vértices Pn,j , j = 1, ...,m. Además, debido
a la propiedad de variación reducida de los B-splines [26], se puede afirmar que si la
frontera de Ω es irregular entonces la de Ω̄ también lo es.

En este trabajo los puntos de control interiores de x(ξ, η), es decir los puntos
Pi,j , i = 2, ..., n − 1, j = 2, ...,m − 1, se calculan como los vértices interiores de
una malla estructurada de cuadriláteros sobre Ω̄. De este modo, el problema de cómo
calcular los puntos de control interiores de un mapeo B-spline bicuadrático entre U y
Ω se reduce al problema de generar una malla estructurada G sobre Ω̄. Para esta ta-
rea se emplea la estrategia presentada en la sección 2.3 y en particular los métodos
que aparecen en el eṕıgrafe 2.3.2. Todas estas ideas están implementadas en el sistema
UNAMalla [72], [8].

En la figura 3.9 se muestra la diferencia entre la frontera ∂Ω que son curvas cuadráti-
cas (gráfica de la izquierda) y la frontera ∂Ω̄ (derecha) que es la poligonal utilizada para
el cálculo de los puntos de control interiores del mapeo (3.22). El hecho de que la fron-
tera ∂Ω̄ no se modifique en el proceso de optimización nos garantiza que las fronteras
de Ω se respetarán, ya que son los puntos de control de las curvas que la describen.
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Figura 3.9: Esta figura muestra la diferencia entre la ∂Ω que son curvas bicuadráticas

(gráfica de la izquierda) y la ∂Ω̄ (derecha) que es la poligonal utilizada para el cálculo de

los puntos de control interiores del mapeo (3.22)
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3.2.2. Derivadas parciales del mapeo

Como se muestra en [1], para encontrar expresiones para (2.2) necesitamos las de-
rivadas parciales xξ, xη, que obtenemos derivando (3.22):

xξ(ξ, η) =
∂x

∂ξ
(ξ, η) =

n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jBj,3,tη(η)
d

dξ
Bi,3,tξ(ξ)

xη(ξ, η) =
∂x

∂η
(ξ, η) =

n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jBi,3,tξ(ξ)
d

dη
Bj,3,tη(η)

Las funciones B-spline cuadráticas para la sucesión de nodos (3.23) no tienen la
misma uniformidad que las lineales con nodos (3.1). En el caso cuadrático las dos
primeras y las dos últimas difieren de las restantes, que son iguales salvo traslaciones

(ver figura 3.6 izquierda). Las derivadas
dB3

i (ξ)
dξ no son tan fáciles de deducir como en

el caso lineal, pero las podemos obtener utilizando la fórmula (2.8) y se expresan como
combinación lineal de bases lineales a partir de la misma sucesión de nodos (3.23),

dBi,3,tξ(ξ)

dξ
=



−2(n− 2)B2,2,tξ(ξ) i = 1

(n− 2)(2B2,2,tξ(ξ)−B3,2,tξ(ξ)) i = 2

(n− 2)(Bi,2,tξ(ξ)−Bi+1,2,tξ(ξ)) 3 6 i 6 n− 2

(n− 2)(Bn−1,2,tξ(ξ)− 2Bn,2,tξ(ξ)) i = n− 1

2(n− 2)Bn,2,tξ(ξ) i = n

(3.45)

En la dirección η tenemos un resultado equivalente.
Es importante notar que Bi,2,tξ(ξ) con i = 1, · · · , n + 1 son las funciones “bási-

cas”lineales generadas con los mismos vectores de nodos tξ con las que se generan
las funciones básicas cuadráticas Bi,3,tξ(ξ). El encomillado se debe a que realmente,
para la sucesión de nodos (3.23) las Bi,2,tξ(ξ) no son propiamente una base ya que
B1,2,tξ(ξ) = Bn+1,2,tξ(ξ) ≡ 0. Este detalle puede solventarse reduciendo la multiplici-
dad a 2 de los nodos de los extremos[68], quedando como sigue:

τ ξ = (0, ξ1, ξ2, ..., ξn−1, 1) (3.46)

τη = (0, η1, η2, ..., ηm−1, 1) (3.47)

con ξi ≡ i−1
n−2 ; i = 1 . . . n− 1 y ηj ≡ j−1

m−2 ; j = 1 . . .m− 1
Es importante notar que estos nodos no son iguales a los definidos en (3.1) y (3.2),

ya que estos tienen n−1 y m−1 puntos de ruptura respectivamente, mientras los otros
tienen n y m.
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De esta manera la expresión (3.45) puede rescribirse como:

dBi,3,tξ(ξ)

dξ
=



−2(n− 2)B1,2,τξ(ξ) i = 1

(n− 2)(2B1,2,τξ(ξ)−B2,2,τξ(ξ)) i = 2

(n− 2)(Bi−1,2,τξ(ξ)−Bi,2,τξ(ξ)) 3 6 i 6 n− 2

(n− 2)(Bn−2,2,τξ(ξ)− 2Bn−1,2,τξ(ξ)) i = n− 1

2(n− 2)Bn−1,2,τξ(ξ) i = n

(3.48)

de esta manera los ı́ndices de las bases lineales Bi,2,τξ(ξ)) recorren de i = 1 hasta n− 1
que se corresponde con la dimensión del espacio vectorial determinado por la sucesión
de nodos (3.46). La expresión para d

dηBj,3,tη(η) es equivalente.
En la notación matricial (3.30), obtenemos:

xξ(ξ, η) =

 xξ(ξ, η)

yξ(ξ, η)

 =

 d
dξB3,tξ(ξ) Px Bt

3,tη(η)

d
dξB3,tξ(ξ) Py Bt

3,tη(η)

 (3.49)

xη(ξ, η) =

 xη(ξ, η)

yη(ξ, η)

 =

 B3,tξ(ξ) Px
d
dηB

t
3,tη(η)

B3,tξ(ξ) Py
d
dηB

t
3,tη(η)

 (3.50)

donde

d

dξ
B3,tξ(ξ) = Ḃ3,tξ(ξ) =

[
d

dξ
B1,3,tξ(ξ), · · · ,

d

dξ
Bn,3,tξ(ξ)

]
(3.51)

d

dη
B3,tη(η) = Ḃ3,tη(η) =

[
d

dη
B1,3,tη(η), · · · , d

dη
Bm,3,tη(η)

]
(3.52)

son los vectores fila de respectivamente n y m componentes de las derivadas de las
bases B3,tξ y B3,tη .

Lema 3.4. Sea Uij := [ξi, ξi+1] × [ηj , ηj+1], i = 1, ..., n − 2, j = 1, ...,m − 2. Para

∀(ξ, η) ∈ Uij , las derivadas parciales del mapeo bicuadrático (3.22) con nodos (3.23) y

(3.24) están dadas por,

xξ(ξ, η) = (n− 2)
i+1∑
r=i

j+2∑
s=j

γrhr,sBr,2,τξ(ξ)Bs,3,tη(η) (3.53)

47



3. PARAMETRIZACIÓN DEL DOMINIO

xη(ξ, η) = (m− 2)
i+2∑
r=i

j+1∑
s=j

δsvr,sBs,2,τη(η)Br,3,tξ(ξ) (3.54)

donde

γr =


2, r = 1

1, 2 6 r 6 n− 2

2, r = n− 1

(3.55)

δs =


2, s = 1

1, 2 6 s 6 m− 2

2, s = m− 1

(3.56)

y hr,s y vr,s fueron definidos en (3.14) y (3.15) respectivamente.

Demostración, vea el anexo B.1.
Con este resultado ya podemos obtener una expresión para el Jacobiano bicuadráti-

co (2.2). A diferencia del mapeo bilineal en el rectángulo [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1] ahora hay
involucrados nueve puntos de control.

Proposición 3.2. Para (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1], i = 1, . . . , n−2, j = 1, . . .m−2,

el Jacobiano del mapeo bicuadrático (3.22) está dado por,

det (Jx(ξ, η))

(n− 2)(m− 2)
=

i+2∑
r=i

j+2∑
s=j

i+1∑
r′=i

j+1∑
s′=j

αr′,s′Dr′ ,s,r,s′B
3
r (ξ)B3

s (η)B2
r′

(ξ)B2
s′

(η) (3.57)

donde

αr′,s′ =


s′ = 1 2 6 s′ 6 m− 2 s′ = m− 1

r′ = 1 4 2 4

2 6 r′ 6 n− 2 2 1 2

r′ = n− 1 4 2 4

(3.58)

y

Dr′,s;r,s′ = det
([

hr′ ,s,vr,s′
])

= hxr′,sv
y
r,s′ − h

y
r′,sv

x
r,s′ (3.59)

con hi,s y vr,j definidos en (3.14) y (3.15)

Demostración. La expresión (3.57) se obtiene sustituyendo en (2.2) la fórmula (3.53)

para xξ = (xξ, yξ)
t y la fórmula (3.54) para xη = (xη, yη)

t y organizando cuidadosa-

mente los términos.
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Figura 3.10: Puntos de control y vectores h (magenta) y v (verde) involucrados en la

expresión (3.57) del Jacobiano bicuadrático.

A partir de este resultado ya se dispone de una primera condición suficiente de
inyectividad.

Teorema 3.2 (Condición suficiente de inyectividad). Supongamos que los puntos Pi,j i =

1, ..., n, j = 1, ...,m de la malla de control del mapeo bicuadrático (3.22) con nodos

(3.23) y (3.24) satisfacen

det
([

hr′ ,s|vr,s′
])

> 0 (3.60)

para r = i, i+ 1, i+ 2, r
′

= i, i+ 1, i = 1, ..., n−2 y s = j, j+ 1, j+ 2, s
′

= j, j+ 1, j =

1, ...,m−2, donde hi,s y vr,j están dados por (3.14) y (3.15) respectivamente. Entonces

x(ξ, η) es inyectivo.

Demostración. Para (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1]×[ηj , ηj+1] con i = 1, . . . , n−2, j = 1, . . .m−2, el

Jacobiano del mapeo bicuadrático (3.22) está dado por (3.57). Teniendo en cuenta que

los B-splines son funciones no negativas y que por hipótesis los determinantes (3.60)

son positivos, de (3.57) podemos concluir que det (Jx(ξ, η)) > 0. Por tanto, por la

proposición 2.1, x(ξ, η) es inyectivo.

Observaciones
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3. PARAMETRIZACIÓN DEL DOMINIO

1. La expresión (3.57) involucra 36 sumandos, cada uno asociado a un determinan-
te en particular. De ese total, solo 16 determinantes corresponden a áreas de
triángulos definidos por las dos diagonales de cada uno de los 4 cuadriláteros de
la malla de control involucrados, vea la figura 3.10. Los 20 determinates restantes
no corresponden a ningún cuadrilátero f́ısico de la malla de control. Por eso, en el
caso bicuadrático es más dif́ıcil dar una interpretación geométrica de la condición
suficiente de inyectividad.

2. La condición suficiente (3.60) es mejor que la propuesta en [77], donde se analizan
todos los vectores definidos por las diferencias “horizontales” y las diferencias
“verticales” de puntos de control consecutivos. Sin embargo, (3.60) es aún una
condición suficiente muy restrictiva pues muchos mapeos inyectivos no la cumplen.

3. Para obtener una condición suficiente mejor hay que tener en cuenta que el Jaco-
biano (3.57) del mapeo bicuadrático es una función spline bicúbica [38], [78]. En
consecuencia, puede escribirse como combinación lineal de una base bicúbica, que
restringida al rectángulo [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1] está formada por solo 16 funciones.
Exigiendo que los coeficientes de esta combinación lineal no cambien de signo se
obtiene una condición suficiente de inyectividad menos restrictiva que (3.60).

3.3. El Jacobiano como función B-spline

Es conocido que la suma y el producto de funciones B-spline es una función B-
spline [60],[68]. El Jacobiano se puede escribir como una función B-spline bicúbica
[77],[38]. Es la suma del producto de las funciones derivadas parciales como se observa
en (2.2). Las derivadas parciales son funciones B-spline y debemos escribirlas como
tales, para conocer su orden y los vectores de nodos que determina la base. En esta
sección escribiremos todos los actores que forman el Jacobiano como funciones B-spline
y aplicaremos los resultados del producto de B-splines para conocer cuál es el orden y
la sucesión de nodos del spline producto.

3.3.1. Las derivadas parciales como funciones B-spline

Las derivadas parciales xξ y xη restringidas al rectángulo [ξi, ξi+1]×[ηj , ηj+1], fueron
desarrolladas en (3.53) y (3.54). Sin embargo, debido al soporte compacto de la base
esto obviamente puede ser extendido para cualquier (ξ, η) ∈ [0, 1]2

xξ(ξ, η) = (n− 2)
n−1∑
i=1

m∑
j=1

γihi,jBi,2,τξ(ξ)Bj,3,tη(η) (3.61)

xη(ξ, η) = (m− 2)

n∑
i=1

m−1∑
j=1

δjvi,jBi,3,tξ(ξ)Bj,2,τη(η) (3.62)
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3.3 El Jacobiano como función B-spline

donde γi, δj , hi,j , vi,j fueron definidos en (3.56), (3.55), (3.14) y (3.15).
Debemos observar que las bases lineales están referidas a los vectores de nodos τ ξ y

τη definidos en (3.46) y (3.47). Estos vectores de nodos tienen n+1 y m+1 elementos
respectivamente por lo tanto, usando la fórmula (2.6), las dimensiones de los espacios
vectoriales de orden 2 (lineales) son n-1 y m-1 respectivamente. Las representacio-
nes (3.61) y (3.62) nos revelan que ambas son funciones spline producto tensorial. La
primera lineal-cuadrática y la segunda cuadrática-lineal y sus puntos de control son
respectivamente:

(n− 2)γihi,j

(m− 2)δjvi,j

3.3.2. Spline producto de funciones B-splines

El producto de funciones spline es un spline. En [60] está descrito un método para
conocer el orden, las sucesiones de nodos y los puntos de control del B-spline producto,
a partir de conocer estos datos de los B-splines factores. Es decir, dados:

fa(x) =

na∑
i=1

φiBi,ka,ta(x)

fb(x) =

nb∑
i=1

ψiBi,kb,tb(x)

con φi, ψi ∈ R y respectivas sucesiones de nodos: (ta)na+k1
i=1 y

(
tb
)nb+k2

i=1
entonces

g(x) = fa(x)fb(x) =

N∑
i=1

piBi,k,t(x)

es un spline de orden
k = ka + kb − 1 (3.63)

Para establecer la sucesión de nodos t de g(x) procederemos primeramente indicando
cuáles son sus elementos y luego cuál es la multiplicidad de cada nodo. El conjunto de
los nodos es el resultado de la unión como conjuntos, es decir, sin repetir elementos, de
las sucesiones ta y tb. La multiplicidad m de cada nodo se establece según siguiente la
fórmula:

m =



máx(ka +mb − 1 ; kb +ma − 1) si ma > 0, mb > 0

ka +mb − 1 si ma = 0, mb > 0

kb +ma − 1 si ma > 0, mb = 0

0 si ma = 0, mb = 0

(3.64)
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donde ma es la multiplicidad del nodo en la sucesión ta y mb la multiplicidad del
nodo en la sucesión tb. Si un nodo no está en una de las sucesiones de nodos, esto
significa que su multiplicidad es 0. Si aparece una vez en la sucesión tiene multiplicidad
1 y aśı sucesivamente.

En las sucesiones (3.23), (3.24) los nodos ξ1, ξn−1, η1, ηm−1 tienen multiplicidades
ma = 3 mientras los restantes nodos tienen multiplicidades 1. En (3.46), (3.47) los
nodos ξ1, ξn−1, η1, ηm−1 reducen su multiplicidad a 2, mientras que los restantes se
mantienen en 1.

En [60], K. Morken da un método complejo, pero expĺıcito, para encontrar los puntos
de control de g(x). En [66] se da otra v́ıa basada en escribir cada curva con la misma
sucesión de nodos, insertando los que sean necesarios y expresar cada curva en la forma
de Bezier. Posteriormente se utilizan conocidos resultados de multiplicación de curvas
de Bezier con los mismos nodos, para determinar los puntos de control resultantes.
Finalmente se remueven los nodos auxiliares tal como lo describe Morken. Sin embargo
en nuestro trabajo encontramos los puntos de control del Jacobiano resolviendo un
problema de interpolación que describiremos más adelante.

Nuestro el mapeo es el producto tensorial de bases de una dimensión. Para aplicar
los resultados anteriores procederemos fijando una dirección y calculando para la otra.

3.3.3. Orden, nodos y dimensión del espacio B-spline producto

Las derivadas xξ, yξ, xη, yη son funciones B-spline como se mostró en (3.61) y
(3.62). Los productos xξyη y yξxη, sumandos del Jacobiano (2.2), son también B-splines.
Ambos productos tienen como factores una componente de un spline lineal-cuadrático
(xξ) por otra componente de un B-spline cuadrático-lineal (xη). Para determinar los
órdenes en las direcciones ξ y η de los productos xξyη y yξxη, procedemos fijando una
dirección y aplicando a la otra la fórmula (3.63). En la dirección ξ el orden es 4:

ka = 2 + 3− 1 ≡ 4,

mientras que en la dirección η también tiene orden 4:

kb = 3 + 2− 1 ≡ 4

En consecuencia xξyη es un B-spline bicúbico.

Para establecer los vectores de nodos, también aplicaremos los resultados anterior-
mente descritos para cada dirección por separado. En la dirección ξ intervienen las
sucesiones de nodos (3.46) y (3.23). La unión como conjuntos de ambos vectores pro-
duce: {

ξi =
i− 1

n− 2

}n−1

i=1

Para conocer la multiplicidad de cada ξi utilizamos la fórmula (3.64). Los ξi están en
ambas sucesiones de nodos (3.46) y (3.23), solo cambian las multiplicidades. En (3.46)
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3.3 El Jacobiano como función B-spline

ξ1 y ξn−1 tienen multiplicidad ma = 2, los restantes ξi con i = 2, . . . , n − 2 tienen
multiplicidad ma = 1. En (3.23) ξ1 y ξn−1 tienen multiplicidad mb = 3, mientras los
restantes ξi se mantienen con multiplicidad mb = 1. Como todos los ξi están en ambas
sucesiones de nodos, la multiplicidad está determinada por la primera opción de la
fórmula (3.64).

Para ξ1 tenemos
m = máx(2 + 3− 1 ; 3 + 2− 1) = 4

Para ξn−1 obtenemos igual resultado.
Para los restantes ξi tenemos que

m = máx(2 + 1− 1 ; 3 + 1− 1) = 3

En la dirección η obtenemos un resultado similar. Finalmente el B-spline xξyη es bicúbi-
co con sucesiones de nodos

ζξ = (0, ξ1, ξ1, ξ1, ..., ξi , ξi, ξi, ..., ξn−1, ξn−1, ξn−1, 1) (3.65)

ζη = (0, η1, η1, η1, ..., ηj , ηj , ηj , ..., ηm−1, ηm−1, ηm−1, 1) (3.66)

Para el otro producto, el B-spline yξxη, se obtienen los mismos resultados, o sea, el
orden es bicúbico y los vectores de nodos son los mismos que para xξyη. En la figura
3.11 se muestran las bases cúbicas generadas por estas sucesiones de nodos..

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figura 3.11: Bases B-splines cúbicas de los nodos (3.65) o (3.66)

Por lo tanto el Jacobiano es la diferencia de dos funciones B-spline bicúbicas con
las mismas sucesiones de nodos en ambas direcciones, luego el es también una función
B-spline bicúbica con sucesiones de nodos (3.65) en ξ y (3.66) en η.
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Para calcular las dimensiones N en la dirección ξ y M en la η, del espacio vectorial
S generado por las bases cúbicas determinadas por las sucesiones de nodos (3.65) y
(3.66), utilizamos la fórmula (2.6) obteniendo:

N = (3(n− 1) + 2)− 4 = 3n− 5 (3.67)

M = (3(m− 1) + 2)− 4 = 3m− 5 (3.68)

Es interesante observar, a partir de la multiplicidad de los nodos de las sucesiones
(3.65) y (3.66), que hay una pérdida de suavidad, es decir, el Jacobiano |Jx(ξ, η)| es de
clase C2 en ambas direcciones al interior de cada cuadrilátero [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1], mas
en la intersección de cuadriláteros vecinos solo hay continuidad.

3.3.4. Expresiones B-spline del Jacobiano bicúbico

De acuerdo a lo visto en la sección anterior el Jacobiano del mapeo bicuadrático
(3.22) puede representarse en una base B-spline bicúbica. Podemos escribirlo de varias
maneras en atención a una utilidad particular.

1. Expresión expĺıcita:

det (J(ξ; η)) =
N∑
r=1

M∑
s=1

Cr,sBr,4,ζξ(ξ)Bs,4,ζη(η) (3.69)

donde

Cr,s ∈ R son los coeficientes control, que en este caso son números reales

Br,4,ζξ(ξ) es la r -ésima base cúbica B-spline en la dirección ξ, para la sucesión

de nodos ζξ dada en (3.65) con r = 1, . . . , N

Bs,4,ζη(η) es la s-ésima base cúbica B-spline en la dirección η, para la sucesión
de nodos ζη dada en (3.66) con s = 1, . . . ,M

N = 3n− 5

M = 3m− 5

2. Expresión matricial:

det (J(ξ; η)) = B4,ζξ(ξ) C Bt
4,ζη(η) (3.70)

donde:

B4,ζξ(ξ) ∈ RN es vector fila de la evaluación de ξ ∈ [0, 1] en las funciones
básicas cúbicas B-spline para la sucesión de nodos (3.65), es decir

B4,ζξ(ξ) =
[
B1,4,ζξ(ξ), . . . , BN,4,ζξ(ξ)

]
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B4,ζη(η) ∈ RM es vector fila de la evaluación de η ∈ [0, 1] en las funciones
básicas cúbicas B-spline para la sucesión de nodos (3.66)

B4,ζη(η) = [B1,4,ζη(η), . . . , BM,4,ζη(η)]

C ∈ RN×M la matriz de los puntos de control del mapeo, más precisamente

C = {Cr,s}N,Mr=1,s=1

Para encontrar los elementos de la matriz C podemos utilizar el método propuesto
en [66] o el propuesto en [60]. Pero nosotros proponemos -por ser un procedimiento
más claro- obtener C mediante interpolación. Se evalúa el Jacobiano, a través
de la expresión (2.2) en N × M puntos uniformemente distribuidos en [0, 1]2.
La expresión para las derivadas parciales es la descrita en (3.49) y (3.50). El
algoritmo se dará en el siguiente eṕıgrafe.

3. Expresión del mapeo bicúbico restringido a [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1]
La expresión expĺıcita (3.69) no es muy provechosa ya que no podemos especifi-
car que ı́ndices r,s en concreto intervienen en el rectángulo [ξi, ξi+1] × [ηj , ηj+1].
Por esta razón reescribiremos las sumas para hacer esto posible. Primeramente
observemos de (3.23) y (3.65) que un intervalo

[ξi, ξi+1] ≡ [ζξ3i+1, ζ
ξ
3i+2] 1 6 i 6 n− 2 (3.71)

de igual manera

[ηj , ηj+1] ≡ [ζη3j+1, ζ
η
3j+2] 1 6 j 6 m− 2 (3.72)

En la notación que sigue de las bases omitiremos, siempre que no genere dudas, la
referencia al orden (que siempre es 4) y a la sucesión de nodos que en la dirección
ξ es (3.65) y en la dirección η (3.66)

det (J(ξ; η)) =
n−2∑
r=1

m−2∑
s=1

(
1∑

r′=−2

1∑
s′=−2

C3r+r′,3s+s′B3r+r′(ξ)B3s+s′(η)

)
(3.73)

por lo tanto si (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1] la expresión del Jacobiano restringido
a ese rectángulo la escribiremos de dos maneras, ambas tienen interés teórico y las
utilizaremos indistintamente según las necesidades de cada momento en cuestión.
La primera se deduce del interior de los parétesis de la fórmula anterior cuando
r = i y s = j:

det (J(ξ; η))(ξ,η)∈[ξi,ξi+1]×[ηj ,ηj+1] =
1∑

r′=−2

1∑
s′=−2

C3i+r′,3j+s′B3i+r′(ξ)B3j+s′(η)

(3.74)
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La otra manera parte de las relaciones (3.71) y (3.72) y es la forma natural de
restringirnos al rectángulo (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1] × [ηj , ηj+1] teniendo en cuenta que

[ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1] ≡ [ζξ3i+1, ζ
ξ
3i+1]× [ζη3j+1, ζ

η
3j+1], por lo que podemos escribir:

det (J(ξ; η))(ξ,η)∈[ξi,ξi+1]×[ηj ,ηj+1] =

3i+1∑
r=3i−2

3j+1∑
s=3j−2

Cr,sBr(ξ)Bs(η) (3.75)

3.3.5. Algoritmo de cálculo de los coeficientes control del Jacobiano

Algoritmo 3.1 (JacobianCoeff).

Entrada: Malla de control P = {Pi,j} , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m de (3.22)
Salida: Matriz N ×M de los coeficientes de control de mapeo bicúbico (3.69):

C = {Ci,j} , i = 1, · · · , N ; j = 1, · · · ,M

1. Generar N = 3n − 5 y M = 3m − 5 puntos entre [0, 1] uniformente distribuidos
en las direcciones ξ y η respectivamente

ξ̄̄ξ̄ξ = [ξ̄1, . . . , ξ̄N ]t ∈ RN , ξ̄i =
i− 1

N − 1
i = 1, · · · , N

η̄̄η̄η = [η̄1, . . . , η̄M ]t ∈ RM , η̄j =
j − 1

M − 1
j = 1, · · · ,M

2. Evaluar en Jacobiano en ξ̄̄ξ̄ξ y η̄̄η̄η usando (2.2), (3.49) y (3.50), obteniendo la matriz
denotada por J(ξ̄̄ξ̄ξ; η̄̄η̄η):

J(ξ̄̄ξ̄ξ; η̄̄η̄η) =



det
(
J(ξ̄1; η̄1)

)
· · · det

(
J(ξ̄1; η̄j)

)
· · · det

(
J(ξ̄1; η̄M )

)
...

...
...

det
(
J(ξ̄i; η̄1)

)
· · · det

(
J(ξ̄i; η̄j)

)
· · · det

(
J(ξ̄i; η̄M )

)
...

...
...

det
(
J(ξ̄N ; η̄1)

)
· · · det

(
J(ξ̄N ; η̄j)

)
· · · det

(
J(ξ̄N ; η̄M )

)

 ∈ RN×M

3. Evaluar las funciones básicas cúbicas en ξ̄̄ξ̄ξ y η̄̄η̄η y obtener las matrices:

B4,ζξ(ξ̄̄ξ̄ξ) ∈ RN×N B4,ζη(η̄̄η̄η) ∈ RM×M

Cada renglón de las matrices anteriores es B4,ζξ(ξ̄i) y B4,ζη(η̄j) respectivamente,
más precisamente las matrices son

B4,ζξ(ξ̄̄ξ̄ξ) =



B1,4,ζξ(ξ1) · · · Bi,4,ζξ(ξ1) · · · BN,4,ζξ(ξ1)
...

. . .
...

...
B1,4,ζξ(ξi) · · · Bi,4,ζξ(ξi) · · · BN,4,ζξ(ξi)

...
...

. . .
...

B1,4,ζξ(ξN ) · · · Bi,4,ζξ(ξN ) · · · BN,4,ζξ(ξN )
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B4,ζη(η̄̄η̄η) =



B1,4,ζη(η1) · · · Bj,4,ζη(η1) · · · BM,4,ζη(η1)
...

. . .
...

...
B1,4,ζη(ηj) · · · Bj,4,ζη(ηj) · · · BM,4,ζη(ηj)

...
...

. . .
...

B1,4,ζη(ηM ) · · · Bj,4,ζη(ηM ) · · · BM,4,ζη(ηM )


4. Despejar C de (3.70)

C = B−1
4,ζξ

(ξ̄̄ξ̄ξ)J(ξ̄̄ξ̄ξ; η̄̄η̄η)B−t4,ζη(η̄̄η̄η) (3.76)

Para lo cual se puede proceder siguiendo el algoritmo:

a) Factorizar v́ıa LU la matriz B4,ζξ(ξ̄̄ξ̄ξ) = LξUξ

b) Factorizar v́ıa LU la matriz B4,ζη(η̄̄η̄η) = LηUη

c) Resolver por sustición hacia adelante y hacia atrás los sistemas de ecuaciones
con M miembros derechos:

LξW = J(ξ̄̄ξ̄ξ; η̄̄η̄η)

UξZ = W note que la solución Z = B−1
4,ζξ

(ξ̄̄ξ̄ξ)J(ξ̄̄ξ̄ξ; η̄̄η̄η)

d) Resolver por sustición hacia adelante y hacia atrás los sistemas de ecuaciones
con N miembros derechos:

LηΘ = Zt

UηΓ = Θ note que la solución Γ = Ct

e) C := Γt

Este mecanismo no es tan costoso como se pudiera suponer ya que los procesos
de evaluación del Jacobiano del paso 2, que involucra evaluar las bases cuadráticas y
sus derivadas, son muy eficientes y estables [26]. Lo mismo ocurre con la evaluación
de las bases cúbicas del paso 3. Para las factorizaciones LU de las matrices B4,ζξ(ξ̄̄ξ̄ξ)
y B4,ζη(η̄̄η̄η), se puede aprovechar su estructura ya que están organizadas por bloques
con a lo más 4 elementos diferentes de cero en cada renglón. Además son matrices bien
condicionadas. En la figura 3.12 se muestra el número de condición de la matriz B4

ζξ
(ξ̄̄ξ̄ξ),

como función de su dimensión N . Se observa que el número de condición se mantiene
aproximadamente constante y menor que 6. Por lo tanto las matrices B4

ζξ
(ξ̄̄ξ̄ξ) y B4

ζη(η̄̄η̄η)
son bien condicionadas independientemente de las dimensiones.

3.4. Condición necesaria de inyectividad

A continuación probaremos una condición necesaria de inyectividad para el mapeo
bicuadrático (3.22). Esta condición se obtiene dándonos cuenta que el Jacobiano (3.69),
como función spline bicúbica, interpola a determinados coeficientes de control.
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Figura 3.12: Número de condición de la matriz B4
ζξ(ξ̄̄ξ̄ξ) como función de sus dimensiones.
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Figura 3.13: Funciones B-spline cúbicas restringidas a [ξi, ξi+1].

Lema 3.5. El determinante de la matriz jacobiana del mapeo bicuadrático (3.22) para

las sucesiones de nodos (3.23) y (3.24) satisface que

det (J(ξi; ηj)) = C3i−2,3j−2, i = 1, · · · , n− 1, j = 1, · · · ,m− 1 (3.77)

Demostración. Si nos restingimos al rectángulo [ξi; ξi+1]×[ηj ; ηj+1], podemos utilizar la

expresión (3.75). La figura (3.13) muestra las cuatro bases que son diferentes de cero en

el intervalo [ξi; ξi+1]. Se observa (y se puede demostrar fácilmente utilizando la fórmula

de Cox-de Boor) que B3i−2,4,ζξ(ξi) = B3j−2,4,ζη(ηj) = 1 y B3i+r′,4,ζξ(ξi) = 0, r′ =

−1, 0, 1 y B3j+s′,4,ζη(ηj) = 0, s′ = −1, 0, 1 si evaluamos (ξi, ηj) en (3.75) obtenemos

det (Jx(ξi, ηj)) = C3i−2,3j−2
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En la figura 3.14 observamos, en los circulos, la distribución de los coeficientes
de control que son interpolados por el Jacobiano B-spline bicúbica, como indica el
lema anterior. A partir de este lema obtenemos la siguiente condición necesaria de
inyectividad para el mapeo bicuadrático (3.22)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

2

4

6

8

10

12

14

Figura 3.14: En los ćırculos la disposición de los coeficientes C3i−2,3j−2 en la matriz C.

Los rectángulos encierran los 16 coeficientes C3i+r′,3j+s′ de (3.74) involucrados en cada

parche imagen de [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1]

Teorema 3.3 (Condición necesaria de inyectividad). Si el mapeo x(ξ, η) dado por

(3.22) es inyectivo entonces los coeficientes C3i−2,3j−2 con i = 2, · · · , n − 2, j =

2, · · · ,m − 2 en la expresión (3.77) son todos mayores o iguales que cero o menores

iguales que cero.

Demostración. Sea D = (0, 1)2 ∈ R2, es decir, el cuadrado unitario abierto. Para

cualquier conjunto abierto V ⊃ D, denotemos por x̄(ξ, η) la extensión de (3.22) a V ,

en el entendido que:

B1,3,tξ(ξ) es extendido para ξ < 0 como el polinomio cuadrático definido por

B1,3,tξ(ξ) para ξ1 6 ξ 6 ξ2. De manera similar, Bn,3,tξ(ξ) es extendido para ξ > 1

como el polinomio cuadrático definido por Bn,3,tξ(ξ) para ξn−2 6 ξ 6 ξn−1.
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B1,3,tη(η) es extendido para η < 0 como el polinomio cuadrático definido por

B1,3,tη(η) para η1 6 η 6 η2. Similarmente, Bm,3,tη(η) es extendido para η > 1

como el polinomio cuadrático definido por Bm,3,tη(η) para ηm−2 6 η 6 ηm−1.

Entonces x(ξ, η) y sus derivadas parciales son continuas sobre V .

Esto indica que las hipótesis de la Proposición B.1 del apéndice se cumplen. Por lo

tanto , det(Jx(ξ, η)) no cambia de signo en D. Como (ξi, ηj) ∈ D para i = 2, ..., n− 1 y

j = 2, ...,m − 1 y del Lema 3.5, sabemos que det(Jx(ξi, ηj)) = C3i−2,3j−2. Concluimos

que los coeficientes C3i−2,3j−2, i = 2, . . . , n−2, j = 2, . . . ,m−2 son todos > 0 o todos

6 0.

En el caṕıtulo anterior definimos una malla estructurada de cuadriláteros convexa
(Definición 2.4) y en la sección 3.1 cuál es la manera práctica de comprobar la con-
vexidad. El siguiente resultado nos asegura que para construir un mapeo bicuadrático
inyectivo, es un buen punto de partida contar con una malla de control convexa.

Proposición 3.3. Asumamos que la malla de control P del mapeo bicuadrático x(ξ, η)

definido en (3.22) es convexa. Entonces x(ξ, η) satisface la condición necesaria de in-

yectividad dada en el Teorema 3.3.

Demostración. Vea apéndice B.2.1

3.5. Condiciones Suficientes de Inyectividad

En esta sección presentaremos dos condiciones suficientes de inyectividad para el
mapeo bicuadrático (3.22). Una de estas condiciones fue anunciada en términos genera-
les en [78] y también en [38] para funciones B-spline producto tensorial de órdenes arbi-
trarios. Nosotros nos enfocamos en un mapeo bicuadrático. Como se verá en la próxima
sección dedicada a los algoritmos, las condiciones son fáciles de verificar. Estas además
se satisfacen en ejemplos prácticos como mostraremos, también, más adelante. En esto
se diferencia de la restrictiva condición basada en la expresión (3.57) introducida en
[77].

Teorema 3.4 (Condición suficiente de inyectividad I). Asumamos que las cuatro curvas

que definen la frontera del mapeo B-spline bicuadrático x(ξ, η) dado por (3.22) son
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regulares. Si los coeficientes Cr,s, r = 1, ..., N, s = 1, ...,M en la representación (3.69)

del Jacobiano x(ξ, η) de son positivos, entonces x(ξ, η) es inyectivo en U .

Demostración. Todas las funciones B-spline involucradas en (3.69) son no negativas.

Además, dado un (ξ̃, η̃) ∈ U existe al menos una función B-spline cúbica Br,4,ζξ(ξ), 1 6

r 6 N y otra función B-spline cúbicaBs,4,ζη(η), 1 6 s 6M tal queBr,4,ζξ(ξ̃)Bs,4,ζη(η̃) >

0, por lo tanto, bajo las hipótesis de este teorema el Jacobiano del mapeo bicuadrático

(3.22) es positivo ∀(ξ̃, η̃) ∈ U , por consiguiente por la proposición 2.1 podemos concluir

que x(ξ, η) es inyectivo en U .

Observemos que la condición suficiente anterior reduce la información sobre el Ja-
cobiano a un número finito de valores: los coeficientes de control. Como es conocido
las funciones B-spline están contenidas en la envoltura convexa de su poĺıgono o malla
de control. Si el número de puntos de control es relativamente pequeño la distancia
entre la función y sus puntos de control puede ser grande. Por lo tanto, puede que
mapeos B-spline bicuadráticos inyectivos no satisfagan la Condición Suficiente de In-
yectividad I. La figura 3.15 muestra el Jacobiano “sostenido” por la malla de control.
En este ejemplo el Jacobiano es positivo, por ende, el mapeo es inyectivo, sin embargo,
existe un punto de control negativo (indicado con la flecha), por lo tanto desde el punto
de vista del teorema 3.4 no podemos afirmar nada acerca de la inyectividad del mapeo.

Figura 3.15: Jacobiano estrictamente positivo con puntos de control negativos

Si alguno de alguno de los 16 coeficientes del Jacobiano (3.75) correspondientes al
rectángulo paramétrico Ui,j , 1 6 i 6 n − 2, 1 6 j 6 m − 2 es negativo, es posible
refinar la condición suficiente subdividiendo el parche correspondiente, con la técnicas
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mostrada en el eṕıgrafe 2.2.2. Más precisamente, introduciendo nuevos nodos en los
puntos medios de los intervalos [ξi, ξi+1] y [ηj , ηj+1]. De esta manera las sucesiones de
nodos quedan de la siguiente forma:

En la dirección ξ:

ζ̂ξ = [0 · · · ξi,
ξi+ξi+1

2 , ξi+1, · · · 1]

= [ζξ1 · · · ζξ3i+1,
ξi+ξi+1

2 , ζξ3i+2, · · · ζξ3n−1]
(3.78)

mientras que en la dirección η:

ζ̂η = [0 · · · ηj ,
ηj+ηj+1

2 , ηj+1, · · · 1]

= [ζη1 · · · ζη3j+1,
ηj+ηj+1

2 , ζη3j+2, · · · ζη3m−1]
(3.79)

Denotemos por Cij la matriz dimensión 4 × 4 de los coeficientes de control del
Jacobiano (3.75) restringido a Ui,j , 1 6 i 6 n− 2, 1 6 j 6 m− 2

Cij =


C3i−2,3j−2 C3i−2,3j−1 C3i−2,3j C3i−2,3j+1

C3i−1,3j−2 C3i−1,3j−1 C3i−1,3j C3i−1,3j+1

C3i,3j−2 C3i,3j−1 C3i,3j C3i,3j+1

C3i+1,3j−2 C3i+1,3j−1 C3i+1,3j C3i+1,3j+1

 (3.80)

Después de la inserción de los puntos medios en cada dirección tenemos nuevas
funciones básicas B-spline. Por lo tanto, el Jacobiano (3.75) debe ser reescrito en Ui,j
quedando de la siguiente forma en la nueva base:

det(Jx(ξ, η)) =

3i+2∑
r=3i−2

3j+2∑
s=3j−2

N ij
r,sB

4
r,ζ̂ξ

(ξ)B4
s,ζ̂η

(η) (3.81)

donde la nueva matriz 5× 5 de coeficientes de control Nij está dada por,

Nij = H Cij Ht (3.82)

con

H =


1 0 0 0

1/2 1/2 0 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2
0 0 0 1

 (3.83)

Observe que los nuevos coeficientes de control Nij para el parche correspondiente
a Ui,j son promediaciones de los puntos de control originales Cij . La nueva malla
Nij es más cercana a la superficie de la función Jacobiano. Este efecto se aprecia
muy claramente en la figura 3.16 de una dimensión. A la izquierda una curva B-spline
cúbica (en azul) estrictamente positiva cuyo poĺıgono de control (en rojo) tiene un
vértice negativo. A la derecha la misma curva expresada en la nueva base al introducir
el punto medio, tiene un nuevo poĺıgono de control (en verde). Como se observa el
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Figura 3.16: A la izquierda una curva B-spline cúbica (en azul) estrictamente positiva

cuyo poĺıgono de control (en rojo) tiene un vértice negativo. A la derecha la misma curva

expresada en la nueva base al introducir el punto medio, tiene un nuevo poĺıgono de control

(en verde). Como se observa el nuevo poĺıgono de control es estrictamente positivo

nuevo poĺıgono de control es estrictamente positivo, lo que asegura la positividad de la
curva.

Por consiguiente, una nueva condición suficiente puede ser formulada en términos
de los Nij .

Teorema 3.5 (Condición suficiente de inyectividad II). Asumamos que el mapeo bi-

cuadrático x(ξ, η) dado por (3.22) satisface las condiciones necesarias de inyectividad

del Teorema 3.3. Si para algún rectángulo paramétrico Ui,j , 1 6 i 6 n−2, 1 6 j 6 m−2

todos los elementos de la matriz Nij de orden 5 × 5 definida en (3.82) son positivos,

entonces x(ξ, η) es inyectivo restringido a Ui,j.

Demostración. De acuerdo a (3.81) ∀ (ξ, η) ∈ [ξi, ξi+1]× [ηj , ηj+1] tenemos

det(Jx(ξ, η)) =

3i+2∑
r=3i−2

3j+2∑
s=3j−2

N ij
r,sB

4
r,ζ̂ξ

(ξ)B4
s,ζ̂η

(η)

Todos los B-spline son no negativos, más aún, dado (ξ̃, η̃) ∈ Ui,j existe al menos una

función B-spline B4
r,ζ̂ξ

(ξ), 3i−2 6 r 6 3i+ 2 y otra función B-spline B4
s,ζ̂η

(η), 3j−2 6

s 6 3j + 2 tal que

B4
r,ζ̂ξ

(ξ̃)B4
s,ζ̂η

(η̃) > 0
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Como todos los elementos de la matriz Nij son positivos y por la última expresión se

tiene que

det(Jx(ξ̃, η̃)) > 0 ∀ (ξ̃, η̃) ∈ Ui,j

Por consiguiente por la Proposición 2.1 se puede concluir que x(ξ, η) is inyectivo res-

tringido a Ui,j .

3.5.1. Condición suficiente más fina

Se puede utilizar un refinamiento más fino si introducimos más de un nodo en los
intervalos [ξi, ξi+1] y [ηj , ηj+1] que contengan coeficientes de control negativos. Este
proceso no encarece esencialmente el proceso de subdivisión. En cambio potencializa la
capacidad de detectar la inyectividad del mapeo. Concretamente si introducimos tres
nodos equidistantes en vez de uno, las nuevas sucesiones de nodos quedan:

ζξ = · · · , ξi,
3ξi + ξi+1

4
,
ξi + ξi+1

2
,
ξi + 3ξi+1

4
, ξi+1, · · · (3.84)

ζη = · · · , ηj ,
3ηj + ηj+1

4
,
ηj + ηj+1

2
,
ηj + 3ηj+1

4
, ηj+1 · · · (3.85)

y los nuevos coeficientes de control son ahora una matriz 7× 7

Ni,j = M Ci,j Mt (3.86)

pero en este caso la matriz M ∈ R7×4 es:

M =



1 0 0 0
3/4 1/4 0 0
3/8 1/2 1/8 0
3/32 13/32 13/32 3/32

0 1/8 1/2 3/8
0 0 1/4 3/4
0 0 0 1


(3.87)

Como en el caso anterior la nueva condición suficiente está basada en la positividad
de todos los elementos de Ni,j .

Con estos resultados teóricos estamos en condiciones de dar un algoritmo que veri-
fique la condición necesaria y las condiciones suficientes de inyectividad.

3.5.2. Algoritmo de verificación de la condición necesaria y las condi-

ciones suficientes

El siguiente algoritmo InjCond parte de la malla de control P = Pi,j , i =
1, ..., n, j = 1, ...,m del mapeo bicuadrático (3.22) para verificar la condición nece-

64



3.5 Condiciones Suficientes de Inyectividad

saria presentada en el Teorema 3.3 y las condiciones suficientes de los Teoremas 3.4 y
3.5 o la variante más fina (3.86). El algoritmo devuelve una respuesta que puede ser:

1. “Mapeo No inyectivo”

2. “Mapeo Inyectivo: Condición Suficiente I satifecha

3. “Mapeo Inyectivo: Condición Suficiente II satifecha

4. “No se satisfacen las Condiciones Suficientes I ni II”

Algoritmo 3.2 (InjCond).

Entrada: Malla de control P = {Pi,j} , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m del mapeo (3.22)
Salida: respuesta

1. Calcule det(Jx(ξi, ηj)), i = 1, ..., n−1, j = 1, ...,m−1, donde ξi y ηj fueron dados
en (3.25) and (3.26) respectivamente.

a) Si todos los valores son positivos ir al paso 2

b) Si det(Jx(ξi1 , ηj1)) det(Jx(ξi2 , ηj2)) < 0 para algún (i1, j1) y (i2, j2), con 2 6
i1, i2 6 n− 2 y 2 6 j1, j2 6 m− 2 finalizar y retornar respuesta= “Mapeo
No inyectivo”.

c) Si det(Jx(ξi, ηj)) = 0 para algún (i, j), con 1 6 i 6 n − 1 y 1 6 j 6
m−1, finalizar y retornar respuesta= “No se satisfacen ni las Condiciones
Suficientes I ni II”.

2. Use el Algoritmo 3.1 JacobianCoeff para calcular los coeficientes de la matriz
C del Jacobiano del mapeo bicuadrático con puntos de control P.

3. Si todos los elementos de la matriz C son positivos, finalizar y retornar respues-
ta= “Mapeo Inyectivo: Condición Suficiente I satifecha.

4. Si C tiene elementos no positivos:

a) Determinar a qué parches corresponden los coeficientes no positivos y para
cada uno de ellos utilizar el proceso de subdivisión (3.82) o el (3.86) para
calcular la nueva matriz de coeficientes Nij

b) Verificar el signo de los elementos de las matricies Nij . Si alguno de ellas tiene
elementos no positivos, interrumpir el proceso, finalizar y retornar respuesta
= “No se satisfacen ni las Condiciones Suficientes I ni II”
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3.6. Generación de mapeos bicuadráticos inyectivos

En esta sección presentaremos el algoritmo BiQuadMap para construir un mapeo
bicuadrático inyectivo x(ξ, η) del cuadrado paramétrico [0, 1]2 en una región Ω ∈ R2.
En él están recogidos todos los temas desarollados hasta este momento.

Como en el eṕıgrafe 3.2.1.1 supondremos conocidas cuatro curvas B-spline cuadráti-
cas x(ξ, 0),x(ξ, 1), 0 6 ξ 6 1 y x(0, η),x(1, η), 0 6 η 6 1. Estas curvas definen la
frontera de Ω. Estos B-spline cuadráticos son

x(ξ, 0) =
n∑
i=1

Pi,1Bi,3,tξ(ξ), x(ξ, 1) =
n∑
i=1

Pi,mBi,3,tξ(ξ) (3.88)

x(0, η) =

m∑
j=1

P1,jBj,3,tη(η), x(1, η) =
m∑
j=1

Pn,jBj,3,tη(η) (3.89)

En otras palabras, los puntos de control Pi,1,Pi,m, i = 1, ..., n y P1,j ,Pn,j , j =
1, ...,m son conocidos,1 y nuestro problema se reduce a encontrar los restantes puntos
de control interiores que hagan inyectivo el mapeo x.

Como en el eṕıgrafe 3.2.1.2 denotemos por Ω̄ la región plana cuya frontera es la
poligonal definida por los poĺıgonos de control de las curvas x(ξ, 0),x(1, η),x(ξ, 1) y
x(0, η). Los puntos interiores Pi,j , i = 2, ..., n − 1, j = 2, ...,m − 1 de x(ξ, η) son
calculados como los vértices de una malla estructurada de cuadriláteros G sobre Ω̄.
Nuestra implementación de BiQuadMap utiliza el sistema UNAMalla [72] para la
obtención de una malla ε-convexa cuyos detalles fueron explicados en la sección 2.3.2
del caṕıtulo 2.

La estrategia esquemática y simplificada del algoritmo consiste en iniciar con una
malla de control, optimizarla y comprobar las condiciones suficientes de inyectividad,
si no se satisfacen subdividir las sucesiones de nodos del mapeo bicuadrático colocando
nuevos nodos en todos los puntos medios. Este proceso aumenta las dimensiones de la
malla original aproximadamente al doble. Luego repetimos el proceso de optimización
hasta alcanzar la inyectividad o el número máximo de iteraciones prefijado. Por lo
tanto, el algoritmo devuelve una malla de control, de dimensiones no necesariamente
iguales a la de partida, además da información acerca de la inyectividad del mapeo.
La idea acerca de la convergencia radica en la aproximación acelerada de la frontera
∂Ω̄ a la frontera ∂Ω por el proceso de subdivisión, unido a las potencialidades de
los funcionales del sistema UNAMalla de obtener mallas ε-convexas con propiedades
geométricas preestablecidas. Estas mallas ε-convexas como demostró el Teorema 3.1
garantizan la inyectivad del mapeo bilineal asociado y se espera que transmitan esta
propiedad al mapeo bicuadrático correspondiente. Este hecho se ve reflejado en los
experimentos que se mostraran en las siguientes secciones.

1En el anexo A se esboza la manera usual de obtener estas curvas
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3.6 Generación de mapeos bicuadráticos inyectivos

En el párrafo anterior dimos una idea simplificada del algoritmo, a continuación da-
remos los detalles del mismo. Previamente debemos aclarar las notaciones empleadas
en el pseudocódigo. El algoritmo parte de las dimensiones iniciales n ×m que tendrá
la malla de control. La malla inicial P0 es generada por UNAMalla mediante interpo-
lación transfinita. El parámetro kmax es la cantidad máxima de veces que el algoritmo
construye una parametrización sobre Ω. Además Pk y P̃k denotan respectivamente las
mallas inicial y óptima en el k-ésimo paso. Las mallas Pk y P̃k son de dimensiones
nk ×mk donde nk = 2(nk−1 − 1) y mk = 2(mk−1 − 1), con n0 = n,m0 = m.

En el paso 4, BiQuadMap llama al Algoritmo 3.2 InjCond para verificar si el
mapeo con la malla óptima P̃k satisface alguna de las condiciones suficientes. En caso
que aśı sea el algoritmo termina. En caso contrario y asumiendo que la iteración k <
kmax, BiQuadMap calcula la malla Pk+1 = (Pk+1

x ,Pk+1
y ) obtenida por subdivisión

de P̃k, como hab́ıamos mencionado anteriormente. Más precisamente esto significa:

Pk+1
x = TnkP̃

k
xT

t
mk
, Pk+1

y = TnkP̃
k
yT

t
mk

(3.90)

donde

Tnk =



1 0 0 · · · 0
1/2 1/2 0 · · · 0
0 3/4 1/4 0 · · · 0
0 1/4 3/4 0 · · · 0
0 0 3/4 1/4 0 · · · 0
0 0 1/4 3/4 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · · · · 0 1/2 1/2
0 · · · · · · 0 0 1


∈ R2(nk−1)×nk

Ambas mallas P̃k y Pk+1 representan el mismo mapeo bicuadrático. Sin embargo
es posible que las condiciones de inyectividad se satisfagan en el mapeo con la malla
más fina Pk+1, aunque en la malla más gruesa P̃k (antes de subdividir) no se hayan
cumplido. Por lo tanto, del paso 5 se salta al paso 2 para verificar las condiciones de
inyectividad nuevamente. Este paso se utiliza para evitar, de ser posible, un paso de
optimización, que es por mucho, lo más caro de todo el proceso. Por otra parte, los
vértices de Pk+1 son calculados como una combinación convexa de los vértices de P̃k,
la cual es una malla ε-convexa óptima del funcional (2.24). Por lo tanto, Pk+1 está
cercana a ser convexa, aunque no hereda la convexidad de P̃k, pero si es una excelente
aproximación inicial para avanzar a la malla óptima en la iteración k + 1.

Algoritmo 3.3 (BiQuadMap).

Entrada: n, m, kmax
Salida: P, iter y MapInfo
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3. PARAMETRIZACIÓN DEL DOMINIO

1. Contruir una malla inicial P0 de n×m puntos de R2

Sea Ω̄0 la región plana cuya frontera es la poligonal con vértices
P0
i,1,P

0
i,m, i = 1, ..., n y

P0
1,j ,P

0
n,j , j = 1, ...,m.

Sea k := 0, n0 := n,m0 := m.

2. Llamar al Algoritmo 3.2 InjCond con P := Pk.
Si respuesta = “Mapeo inyectivo”

finalizar y retornar P := Pk, iter := k, MapInfo = “Mapeo inyectivo”
sino ir al siguiente paso

3. Partir de Pk para obtener P̃k como la malla óptima al minimizar el funcional F
(2.21) sobre Ω̄k, donde Ω̄k es la región plana cuya frontera es el poĺıgono frontera
de Pk.

4. Llamar al Algoritmo 3.2 InjCond con P := P̃k.
Si respuesta = “Mapeo inyectivo”

finalizar y retornar P, iter := k, MapInfo = “Mapeo inyectivo”
sino ir al siguiente paso

5. Si k < kmax,
aplicar la subdivisión (3.90) y obtener Pk+1 de P̃k,
Hacer:
nk+1 := 2(nk − 1)
mk+1 := 2(mk − 1)
k = k + 1

Regresar al paso 2
En otro caso finalizar y retornar:

P, iter := kmax, MapInfo = “Mapeo bicuadrático podŕıa ser No inyectivo”

Este algoritmo puede tener otros seguros de convergencia, como puede ser un ĺımite
a las dimensiones de la malla de control que se vaya a optimizar. Esto es una buena
poĺıtica para evitar que un desmedido tamaño haga sufrir al optimizador. En los ejem-
plos prácticos no más de 3 procesos de optimización han sido requeridos para alcanzar
mapeos bicuadráticos inyectivos incluso en regiones complejas de ejemplos reales.

3.7. Experimentos numéricos

En esta sección mostraremos el rendimiento del Algoritmo 3.3 BiQuadMap para-
metrizando regiones irregulares. En todos los ejemplos los puntos de control interiores
fueron calculados con el sistema UNAMalla versión 5.0 [72]. La variante de la familia
de funcionales de optimización (2.24) que se utilizó fue:

Fσ(G) = σSt,ε(G) + (1− σ)FAO(G)
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3.7 Experimentos numéricos

con σ = 0.5, ε = 10−5 y el método de optimización fue la variante de Newton truncado
propuesto por Lin y Moré en [53]. El número máximo de iteraciones permitidas fue
kmax = 5.

La segunda parte de la sección se define una medida de calidad del mapeo y se
visualizan los resultados, aśı como otros indicadores para cada ejemplo.

Los programas fueron realizados en MatLab, utilizando las mallas óptimas del sis-
tema UNAMalla, para ver más detalles de la implentación consultar anexo C.

3.7.1. Rendimiento del Algoritmo 3.3 BiQuadMap

El proceder y los resultados del Algoritmo BiQuadMap lo detallaremos básicamen-
te con tres ejemplos concretos. La pieza de rompecabezas que tiene gran importancia
didáctica para comprender el algoritmo y dos ejemplos reales: el lago de Pátzcuaro y el
estrecho de Gibraltar. Finalmente mostraremos una tabla con el resumen de 12 ejem-
plos reales de lagos, bah́ıas, canales, represas y accidentes costeros. Junto a la tabla se
mostrarán curvas isoparamétricas de los mapeos.

3.7.1.1. Ejemplo de la pieza de Rompecabezas

Para ilustrar cómo funciona el Algoritmo BiQuadMap utilizamos como región Ω
una de las piezas de rompecabezas dadas por Gravesen en [38] (vea figura 3.17, izquier-
da). El uso de este tipo de regiones es común en diversos trabajos por otros autores [31],
[62]. Recordemos que las curvas de la frontera horizontales x(ξ, 0),x(ξ, 1), 0 6 ξ 6 1,
son B-splines cuadráticos con sucesiones de nodos (3.23) y similarmente las verticales
x(0, η),x(1, η), 0 6 η 6 1; son B-splines cuadráticos con sucesiones de nodos (3.24).
En este ejemplo n = m = 10. Lo interesante de esta pieza es que con pocos puntos de
control se describe una frontera bastante irregular (vea en la figura 3.17 en la segunda
gráfica de izquierda a derecha, el poĺıgono de control inicial).
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Figura 3.17: De izquierda a derecha: Ω y las fronteras de los poĺıgonos de control definidos

por las regiones Ω̄0 ,Ω̄1 y Ω̄2. El 3er paso del Algoritmo 3.3 BiQuadMap calcula las mallas

óptimas P̃k al interior de las regiones Ω̄k, k = 0, 1, 2.

El mapeo inicial con la P0, obtenida por interpolación transfinita, no satisface la
condición necesaria. Por lo tanto, del paso 2 continuamos al 3, donde se obtiene la malla
óptima P̃0, dentro de la región Ω̄0. En el paso 4 al ejecutar el Algoritmo 3.2 sobre la
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3. PARAMETRIZACIÓN DEL DOMINIO

malla P̃0, tampoco se satisface la condición necesaria. El quinto paso subdivide P̃0

obteniéndose la malla P1 de 18×18 puntos y regresamos al paso 2. Al no cumplirse las
condiciones suficientes, se continua al paso 3 y se obtiene la malla óptima P̃1, ahora
sobre la región Ω̄1, que está limitada por frontera de los puntos de P1. A este nuevo
mapeo bicuadrático óptimo se le aplica el Algoritmo 3.2 InjCond en el paso 4, pero
tampoco se demuestra la inyectividad. Nuevamente en el paso 5 debemos subdividir
obteniéndose la malla de control P2 de 34 × 34 puntos. Regresamos al paso 2 y no se
confirma la inyectividad. Por ende se va al paso 3, donde al optimizar dentro de la
región Ω̄2 limitada por la poligonal de los puntos de la frontera de P2, se obtiene P̃2.
Finalmente el paso 4 comprueba la inyectividad del mapeo bicuadrático con la última
malla de control, pues se cumple la condición de inyectividad I del Teorema 3.4.

Resumiendo: este ejemplo requirió tres iteraciones de optimización, dos subdivisio-
nes y seis llamados al Algoritmo 3.2 InjCond.

La figura 3.17 muestra a la izquierda el dominio Ω descrito por las cuatro curvas B-
spline cuadráticas. A continuación se muestran las regiones poligonales Ω̄k, k = 0, 1, 2.
Las poligonales de las fronteras de todas ellas, son poĺıgonos de control de las curvas
B-spline cuadráticas que describen exactamente la región Ω. Estas regiones Ω̄k, son
obtenidas por subdivisión y se observa claramente que a medida que k aumenta se van
acercando más y más a Ω. Dentro de cada región se resuelven los problemas de optimi-
zación que calculan los puntos de control interiores cuyos óptimos son P̃k, k = 0, 1, 2
y con los cuales se construye el correspondiente mapeo bicuadrático. En la figura 3.18
arriba se muestran estas mallas de control óptimas P̃k para cada región Ω̄k, mientras
que abajo se ven curvas isoparamétricas de los mapeos bicuadráticos correspondientes.

Para concluir este ejemplo revela cuestiones importantes. Es una región compleja
cuya frontera puede ser descrita por cuatro curvas B-spline cuadráticas cada una de las
cuales tiene un poĺıgono de control con un número pequeño de puntos. Sin embargo,
para lograr parametrizar el interior v́ıa funciones B-spline producto tensorial, debemos
disponer de la cantidad adecuada de grados de libertad para describir su complejidad.
Se puede encontrar un mapeo inyectivo para este ejemplo de dimensión 10×10 al costo
de resolver problemas de optimización complejos y con restricciones como muestra [38].
Pero el resultado es un mapeo de pobre calidad1. De hecho en [1] mostramos que el
mapeo de dimensión 18× 18 es inyectivo, sin embargo las condiciones suficientes de los
teoremas 3.4 o 3.5 solo se verifican en el mapeo de 34× 34 puntos. La subdivisión es la
herramienta clave para lograr este objetivo: aumentamos las dimensiones sin modificar
la frontera definida de la región Ω. Para conseguir mepeos bicuadráticos inyectivos y
de calidad, hay que combinar esta técnica con eficientes algoritmos de generación de
mallas de cuadriláteros, estructuradas y ε-convexas. No se debe perder de vista que
la meta de la parametrización de Ω es resolver ecuaciones diferenciales en ella, por lo
tanto, debemos disponer de los grados de libertad necesarios para que la aproximación
numérica a la solución sea la esperada.

1En la siguiente sección abordaremos más detalladamente que entendemos por calidad del mapeo
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Figura 3.18: Ĺınea superior: mallas óptimas P̃0, P̃1 y P̃2 dentro de las regiones Ω̄0, Ω̄1

y Ω̄2 mostradas en la figura 3.17. Ĺınea de abajo: curvas isoparamétricas de los mapeos

bicuadráticos con las respectivas mallas de control P̃0, P̃1 y P̃2.

3.7.1.2. Mapeo sobre el Lago de Pátzcuaro

La región Ω en este ejemplo es el Lago de Pátzcuaro. Se usó el sistema UNAMalla
para calcular una malla óptima de 20 × 20 puntos. Los vértices de esta malla se em-
plearon como puntos de control de la parametrización B-spline bicuadrática. La figura
3.19 a la izquierda muestra algunas curvas isoparamétricas. A la derecha se muestra el
Jacobiano del mapeo bicuadrático, el cual es una función real de R3. Como se puede
observar el Jacobiano es una función positiva sobre el dominio, por lo tanto el mapeo
es inyectivo. Este hecho es confirmado por el Teorema 3.4, ya que todos los coeficientes
de control del Jacobiano como mapeo B-spline bicúbico son positivos.

3.7.1.3. Mapeo sobre el Estrecho de Gibraltar

Para parametrizar el Estrecho de Gibraltrar se utilizó un mapeo B-spline bicuadráti-
co, también con una malla de control de 20 × 20 puntos como en el ejemplo anterior.
Esta malla óptima igualmente se calculó con el sistema UNAMalla. La figura 3.20 mues-
tra a la izquierda algunas curvas isoparamétricas del mapeo B-spline. A la derecha el
Jacobiano del mapeo como función de R3. Se ve la positividad del mismo, por lo tanto
la parametrización es inyectiva. Sin embargo, la condición suficiente del teorema 3.4 no
se satisface, ya que dos parches tienen coeficientes negativos. Al aplicar el Algoritmo
3.2 se puede confirmar la inyectividad del mapeo, al satisfacerse la Condición Suficiente
II.
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Figura 3.19: Parametrización B-spline sobre la región del Lago de Pátzcuaro. Izquierda:

curvas isoparamétricas, derecha: Función Jacobiano. El mapeo es inyectivo.
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Figura 3.20: Parametrización bicuadrática B-spline del estrecho de Gibraltar. Izquierda:

curvas isoparamétricas, derecha: Función Jacobiano. El mapeo es inyectivo.

3.7.1.4. Otros ejemplos reales

Para finalizar mostraremos la tabla 3.1 con el rendimiento del Algoritmo 3.3 en doce
ejemplos de reservorios acuáticos. La primera columna contiene el nombre de la región.
La segunda indica las dimensiones de la malla de control final que generó el Algoritmo
3.3. La tercera columna indica la cantidad de pasos de optimización realizados. Final-
mente la última columna muestra bajo cuál condición suficiente I o II, garantizan la
inyectividad del mapeo. Todos los mapeos son B-spline bicuadráticos inyetivos.

Una observación importante luego de analizar los resultados, es que en la mayoŕıa
de los ejemplos solo fue necesario hacer un paso de optimización. Esto evidencia que
gran parte de las mallas óptimas ε-convexas generadas en el sistema UNAMalla, y
que garantizan la inyectividad del mapeo bilineal asociado, trasmiten esa importante
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Nombre de malla de control número de Condición suficiente

la región dims finales pasos de opt de inyectividad

Bah́ıa de Banderas 50x50 1 I

Laguna Azul 60x60 1 I

Lago Génova 60x60 1 II

Canal de Grijalva 100x20 1 II

Lago Jyvasjarvi 35x100 1 I

Mar Aral 85x20 1 I

Lago de Pátzcuaro 90x90 1 I

Presa de V. de Bravo 138x138 2 I

Estrecho de Gibraltar 40x70 1 I

Lago Titicaca 65x100 1 I

Lago Toba 148x148 2 I

Lago Ucha 35x35 1 I

Tabla 3.1: Rendimiento del Algoritmo 3.3 BiQuadMap.

propiedad al mapeo bicuadrático asociado a la malla óptima. Otra observación que es
digna de destacar es que la condición de inyectividad I se cumple en la mayoŕıa de los
ejemplos. Esto indica que la representación B-spline bicúbica del Jacobiano, es muy
útil y justificada por la práctica para estudiar la inyectividad del mapeo bicuadrático.
Esto se diferencia de la condición del Teorema 3.2 que no tiene respaldo en la práctica.

La figura 3.21 muestra algunas curvas isoparamétricas de los ejemplos anteriormen-
te mostrados en la tabla 3.1. Como los mapeos son inyectivos se puede observar que no
hay autointersecciones de las curvas isoparamétricas. Se ve que en general hay unifor-
midad en las áreas de los cuadriláteros curviĺıneos. También se observa que las curvas
isoparamétricas de diferentes direcciones se cortan cuasiortogonalemente. Los mapeos
en general sufren por estrechamientos de la región Ω. Esto se observa en los lagos Jy-
vasjarvi y Génova. Los mapeos responden a las caracteŕısticas geométricas buscadas en
el funcional de malla conque se obtuvo la malla de control.
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3.8. Medida de calidad del mapeo

Esta sección estará dedicada a la calidad de los mapeos obtenidos por el Algoritmo
3.3. Una alta calidad de la parametrización es importante para controlar la exactitud
de los resultados numéricos en la solución de la ecuación diferencial. En este sentido,
una buena uniformidad y ortogonalidad entre las curvas isoparamétricas es deseable.
Para medir la calidad de la parametrización bicuadrática x(ξ, η), se usó el Jacobiano
escalado[82]:

Js(ξ, η) =
det(Jx(ξ, η))

‖xξ(ξ, η)‖2‖xη(ξ, η)‖2
(3.91)

donde xξ(ξ, η) y xη(ξ, η) son los vectores de las derivadas parciales dadas respecti-
vamente por (3.49) y (3.50) y ‖ · ‖2 denota la norma Euclidiana.

Como ya se hab́ıa anticipado en la observación de la Proposición 3.1, en la demos-
tración del Teorema 3.1 de la condición suficiente de inyectividad del mapeo bilineal y
en la figura 3.4, el determinante de una matriz 2× 2 es el dos veces el área del triángu-
lo definido por los vectores columna de la matriz. Esto es lo mismo que decir que el
determinante es el área del paralelogramo definido por esos vectores (ver figura 3.22),

o sea, det(Jx(ξ, η)) =

∣∣∣∣ xξ xη
yξ yη

∣∣∣∣ es el área del paralelogramo definido por los vectores

xξ y xη. Como es conocido el área del paralelogramo es el producto de la longitud de
sus lados por el seno del ángulo comprendido entre ellos. Por lo tanto:

det(Jx(ξ, η)) = ‖xξ(ξ, η)‖2‖xη(ξ, η)‖2 sin(α)

donde α es el ángulo entre los respectivos vectores tangentes xξ(ξ, η) y xη(ξ, η) a las
curvas isoparamétricas. Aunque no se escribió, obviamente el águlo α depende de ξ y
η.

Sustituyendo esta última expresión en (3.91) vemos que:

Js(ξ, η) = sin(α)

Ahora se ve claramente que −1 6 Js(ξ, η) 6 1. Si Js(ξ, η) > 0 ∀ (ξ, η) ∈ U entonces
el mapeo x(ξ, η) es inyectivo. Además si Js(ξ, η) ≈ 1 entonces las curvas isoparamétricas
son cercanas a ser ortogonales, pues el ángulo α ≈ π

2 . Esta es una propiedad deseada
del mapeo.

En la gráfica 3.23 se muestra el mapa de colores de la evaluación de (3.91) para
una muestra de 100× 100 puntos en U de todos los ejemplos de la tabla 3.1. Una barra
al lado de cada imagen muestra la escala de colores entre cero (azul profundo) y uno
(amarillo), ya que todos los ejemplos corresponden a mapeos inyectivos. Una franja
roja en la barra de colores muestra el valor más bajo alcanzado por el Js(ξ, η) en cada
ejemplo. En todos los casos este valor es mayor que cero, porque como ya sab́ıamos,
y ahora puede observarse, todos los ejemplos son inyectivos. Debajo de cada mapa
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reportamos el valor mı́nimo, el promedio y el máximo de Js. Puede distinguirse que la
mayoŕıa de los valores en cada mapa son cercanos a 1. Esto puede confirmarse con los
histogramas de frecuencia del Jacobiano escalado de cada ejemplo, que se muestran en
la gráfica 3.24. Es decir, los histogramas están corridos hacia el uno, mientras decaen
las frecuencias hacia los valores menores del Jacobiano Escalado Js(ξ, η).
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Figura 3.21: Algunas curvas isoparamétricas de los mapeos bicuadráticos que parametri-

zan las regiones irregulares ejemplificadas en la tabla 3.1
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Figura 3.22: Paralelogramo definido por los vectores xξ y xη cuya área coincide con el

valor del numerador de la expresión (3.91).
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Bah́ıa de Banderas Laguna Azul Lago Génova

Js = {0.22, 0.96, 1} Js = {0.3, 0.97, 1} Js = {0.11, 0.88, 1}

Canal Grijalva Lago Jyvasjarvi Mar Aral

Js = {0.14, 0.87, 1} Js = {0.15, 0.92, 1} Js = {0.16, 0.97, 1}

Lago Pátzcuaro Presa Valle de Bravo Estrecho de Gilbraltar

Js = {0.16, 0.92, 1} Js = {0.17, 0.98, 1} Js = {0.40, 0.95, 1}

Lago Titicaca Lago Toba Lago Ucha

Js = {0.09, 0.97, 1} Js = {0.22, 0.97, 1} Js = {0.3, 0.95, 1}

Figura 3.23: Mapa de colores del Jacobiano Escalado. La ĺınea roja en la barra de colores

marca el valor mı́nimo de Js en cada ejemplo. El mı́nimo, el promedio y el máximo son

mostrados bajo cada ejemplo
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Bah́ıa de Banderas Laguna Azul Lago Génova

Js = {0.22, 0.96, 1} Js = {0.3, 0.97, 1} Js = {0.11, 0.88, 1}

Canal Grijalva Lago Jyvasjarvi Mar Aral

Js = {0.14, 0.87, 1} Js = {0.15, 0.92, 1} Js = {0.16, 0.97, 1}

Lago Pátzcuaro Presa Valle de Bravo Estrecho de Gilbraltar

Js = {0.16, 0.92, 1} Js = {0.17, 0.98, 1} Js = {0.40, 0.95, 1}

Lago Titicaca Lago Toba Lago Ucha

Js = {0.09, 0.97, 1} Js = {0.22, 0.97, 1} Js = {0.3, 0.95, 1}

Figura 3.24: Histograma de frecuencias del Jacobiano Escalado. El mı́nimo, el promedio

y el máximo son mostrados bajo cada ejemplo
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Caṕıtulo 4

El Método Isogeométrico

El análisis isogeométrico (IgA) es una variación del análisis de elemento finito
(FEA). No abordaremos el método de elemento finito (FEM), ya que supondremos
que los conceptos esenciales son conocidos por el lector. Para una profundización se
puede consultar cualquier texto sobre el tema por ejemplo [40], [45] o [49].

La idea central de IgA es utilizar la misma base de funciones de la parametrización
del dominio f́ısico Ω para construir la solución aproximada de la ecuación diferencial
en ese dominio. Esta concepción de usar las mismas bases para la geometŕıa y para la
solución es común en FEA y es conocido como concepto isoparamétrico. La novedad
en IgA es explicada claramente por los propios Cottrell et al. en su libro “Isogeome-
tric analysis: toward integration of CAD and FEA”[24]: “The fundamental difference
between this new concept of Isogeometric Analysis and the old concept of isoparametric
finite element analysis is that, in classical FEA, the basis chosen to approximate the
unknown solution fields is then used to approximate known geometry. Isogeometric
Analysis turns this idea around and selects a basis capable of exactly representing the
known geometry and uses it as a basis for the fields we wish to approximate. In a sense,
we are reversing the isoparametric arrow such that it points from the geometry toward
the solution space, rather that vice versa.”

Cottrell, Hughes y Bazilevs resaltan el hecho que en FEM clásico primeramente se
fija la base del espacio donde se proyectará la aproximación a la solución desconocida.
Luego esa base se utiliza para modelar la región de integración la cual es conocida,
sin reparar que esa base no tiene por que representar adecuadamente dicha región, es-
pecialmente su frontera. Más aún, en muchos problemas ingenierilies e industriales, la
frontera de la región fue modelada con herramientas de diseño, lo cual significa que está
representada en bases B-spline o NURBS. Por lo tanto debe ser más natural aproximar
la solución desconocida con la base que ya representa fielmente la región f́ısica. Obvia-
mente es necesario no solamente conocer la parametrización de la frontera sino disponer
de una parametrización inyectiva de toda la región, de lo que nos ocupamos el caṕıtulo
anterior. Afortunadamente las bases B-spline o NURBS poseen propiedades que son
muy deseables para aproximar el espacio de las soluciones al problema diferencial [39],
independientemente de consideraciones geométricas. Algunas de estas propiedades fue-
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ron esbozadas en el caṕıtulo 2. Las bases polinómicas o de funciones racionales se han
utilizado históricamente por su simplicidad, facilidad de implementación computacional
y relativa sencillez en las demostraciones del aparato matemático asociado, especial-
mente los resultados en teoŕıa de aproximación. Sin embargo, el concepto isogeométrico
ni el isoparamétrico están reñidos con el uso de otras bases espećıficas para problemas
dados.

En este caṕıtulo presentaremos los resultados fundamentales ilustrándolos median-
te la ecuación de Poisson. Al igual que en FEM clásico los procesos están divididos
en dos partes. De la formulación fuerte de la ecuación diferencial con condiciones de
frontera dadas, se pasa primeramente, a la formulación variacional o débil y luego a la
proyeccción de Galerkin: un subespacio de dimensión finita del espacio donde habitan
las soluciones débiles.

La última sección estará dedicada a experimentos numéricos. Las ecuaciones selec-
cionadas serán ecuaciones de Poisson y Helmholtz. Todos los ejemplos fueron resueltos
sobre regiones irregulares. Tienen diversas dificultades, además de las geométricas, para
aproximar adecuadamente las soluciones exactas.

4.0.1. Formulación fuerte y algunos resultados de cálculo

Consideremos el problema de encontrar u : Ω → R que satisfaga la ecuación de
Poisson con condición de frontera de Dirichlet u(x, y)|Γ = g(x, y) donde Γ = ∂Ω.
Formalmente:

−4 u(x, y) = f(x, y) (x, y) ∈ Ω (4.1)

u(x, y) = g(x, y) (x, y) ∈ Γ (4.2)

donde las funciones
f : Ω→ R

g : Γ→ R

están dadas. 4 es el operador Laplaciano sobre u, es decir:

4u =
∂2

∂x2
u(x, y) +

∂2

∂y2
u(x, y)

Otras maneras de representar este operador que son de utilidad en este contexto son:

4u = ∇t · ∇u = ∇2u = div∇u

donde ∇u =

[ ∂u
∂x
∂u
∂y

]
es el gradiente de u y ∇ es el operador simbólico

∇ =

 ∂
∂x

∂
∂y

 , (4.3)
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mientras que div es el operador divergencia, o sea, si F (x, y) =

[
F1(x, y)
F2(x, y)

]
∈ C1(Ω),

entonces

divF =
∂

∂x
F1(x, y) +

∂

∂y
F2(x, y)

.
Las ecuaciones (4.1)-(4.2) son la formulación fuerte para el problema de valores

a la frontera. Es conocido que un dominio suficientemente suave, unido a determinadas
restricciones sobre g, garantizan una solución única u [24]. Observemos que el propio
problema (4.1)-(4.2) exige la existencia de las segundas derivadas de u. En general
son pocos los dominios Ω que admiten soluciones anaĺıticas, por lo tanto los métodos
numéricos son la v́ıa para aproximarnos a ellas. Los métodos son diversos, los más fre-
cuentes son las diferencias finitas y las familias de FEM. Este trabajo aborda solamente
el método de Galerkin dentro de elemento finito con bases B-spline. Sin embargo, estas
bases o también las NURBS pueden ser utilizadas en otras variantes como los métodos
de colocación, los de mı́nimos cuadrados o los métodos libres de malla [24].

Para los desarrollos subsiguientes es básico el teorema de la divergencia, aśı como
la fórmula de Green, el cual podemos considerar como un caso particular del primero.

Teorema 4.1 (Teorema de la divergencia). Sea F : Ω ⊂ R2 → R2, F ∈ C1(Ω), donde

Ω es un domino simplemente conexo con frontera Γ = ∂Ω regular. Entonces∫ ∫
Ω

divF (x, y)dxdy =

∫
Γ
F t · n dγ (4.4)

donde n es el vector normal unitario exterior a Γ.

Observemos que si F tiene la forma particular F = v∇u =

[
v ∂u∂x
v ∂u∂y

]
, donde v : Ω→

R y ∇u : Ω→ R2 son de clase C1(Ω) tenemos la siguiente identidad:

divF = ∇t · F =
∂

∂x

(
v
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
=

=
∂v

∂x

∂u

∂x
+ v

∂2u

∂x2
+
∂v

∂y

∂u

∂y
+ v

∂2u

∂y2
=

= (∇v)t · ∇u+ v ∇2u (4.5)

Si aplicamos el teorema de la divergencia a F = v ∇u obtenemos:

∫ ∫
Ω

div(v ∇u) dxdy =

∫ ∫
Ω

(
(∇v)t · ∇u+ v ∇2u

)
dxdy =

∫
Γ
(v ∇u)t · n dγ

de donde se obtiene la llamada fórmula de Green o generalización de integración por
partes. ∫ ∫

Ω
v ∇2u dxdy =

∫
Γ
(v ∇u)t · n dγ −

∫ ∫
Ω

(∇v)t · ∇u dxdy (4.6)
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4.1. Formulación débil

Para definir con precisión la formulación débil debemos establecer previamente los
espacios donde habitan las llamadas funciones de peso y las funciones de prueba. Estos
espacios garantizan la coherencia del andamiaje matemático que garantiza la existencia
de las soluciones y su aproximación a la solución verdadera.

Dentro de espacios de Hilbert sobre Ω tomemos el siguiente espacio de Sobolev:

H1(Ω) ≡W 1
2 (Ω) =

{
v ∈ L2(Ω) :

∂v

∂x
,
∂v

∂y
∈ L2(Ω)

}
es decir, el espacio de las funciones de cuadrado integrable y cuyas primeras derivadas
también sean de cuadrado integrable. Este espacio está provisto de la norma:

||v||H1 =

√
‖v‖2L2 +

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥2

L2

+

∥∥∥∥∂v∂y
∥∥∥∥2

L2

, (4.7)

Definamos ahora los dos espacios de funciones con los que descompodremos la solu-
ción u. Primeramente el espacio de las funciones de peso que lo conforman aquellos
vectores de H1 que se anulan en la frontera de Γ de Ω

V = {w ∈ H1(Ω) : w|Γ = 0} (4.8)

El otro espacio es el de las funciones de prueba, cuyos elementos pertencen a
H1, pero que restringidos a Γ coinciden con la función g.

S = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ = g} (4.9)

Escribiremos la solución u como:

u(x, y) = u0(x, y) + ug(x, y) (4.10)

donde u0 ∈ V y ug ∈ S, es decir u0 pertence al espacio de las funciones de peso,
u0|Γ = 0 y ug pertence al espacio de las funciones de prueba, ug |Γ = g. De esta manera

podemos transformar el problema (4.1)-(4.2) en encontrar u0 tal que

−4 u0(x, y) = f̃(x, y) (x, y) ∈ Ω (4.11)

u0(x, y) = 0 (x, y) ∈ Γ (4.12)

donde f̃(x, y) ≡ f(x, y) +4ug(x, y).
Si multiplicamos (4.11) por una función de peso y calculamos la integral sobre Ω

tenemos:

−
∫ ∫

Ω
4u0(x, y) v dxdy =

∫ ∫
Ω
f̃(x, y) v dxdy
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Si aplicamos a esta igualdad la fórmula de Green (4.6) y la expresión (4.5), teniendo
en cuenta que ∫

Γ
(v ∇u0)t · n dγ ≡ 0

ya que v|Γ = 0 por ser v del espacio de funciones de peso; obtenemos la formulación
débil ∫ ∫

Ω
∇u0∇v dx dy =

∫ ∫
Ω
f v dx dy −

∫ ∫
Ω
∇ug∇v dx dy (4.13)

El problema ahora consiste en encontrar u0 tal que para todo v ∈ V se cumpla
(4.13).

Observemos que a diferencia del problema fuerte (4.11)-(4.12), el nuevo problema
(4.13) solo requiere de funciones con primeras derivadas que sean de cuadrado integra-
ble. Es irónico que esta “debilidad” constituye la fortaleza del método al ampliar el
espacio donde se encuentran las soluciones.

La formulación variacional (4.13) del problema (4.11)-(4.12) puede ser reescrita:
Hallar u0 ∈ V tal que

a(u0, v) = L(v), ∀ v ∈ V (4.14)

donde a(·, ·) es la forma bilineal simétrica

a(u, v) =

∫ ∫
Ω
∇u∇v dx dy (4.15)

y L(v) es el funcional lineal

L(v) =

∫ ∫
Ω
f v dx dy −

∫ ∫
Ω
∇ug∇v dx dy (4.16)

Este problema tiene solución única bajo ciertas condiciones establecidas en el Lema
de Max-Milgram:

Definición 4.1 (forma bilineal coercitiva). Una forma bilineal a(·, ·) sobre un espacio

normado (V, ‖ · ‖) se dice coercitiva si existe una constante α > 0 tal que

|a(u, u)| > α‖u‖2 ∀ u ∈ V

Definición 4.2 (forma bilineal acotada). Una forma bilineal a(·, ·) es acotada, si existe

una constante M > 0 tal que

|a(u, v)| 6M‖u‖‖v‖ ∀ u, v ∈ V
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Definición 4.3 (funcional lineal acotado). Un funcional bilineal L(·) es acotado, si

existe una constante M > 0 tal que

|L(u)| 6M‖u‖ ∀ u ∈ V

Lema 4.1 (Lax-Milgram). Sea V un espacio de Hilbert, a(·, ·) : V× V→ R una forma

bilineal coercitiva y acotada, y sea L(·) : V → R un funcional lineal acotado. Entonces

existe un único vector u ∈ V tal que

a(u, v) = L(v), ∀ v ∈ V

4.1.1. Formulación débil en el dominio paramétrico

A continuación vamos a escribir la formulación débil transformádola al cuadrado
[0; 1]2. Asumamos que tenemos un mapeo biyectivo x : [0; 1]2 → Ω, más precisamente

x(ξ, η) =

[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
con matriz jacobiana Jx =

(
xξ xη
yξ yη

)
y cuyo determinante,

det (Jx(ξ, η)) es estrictamente positivo.

Denotaremos por ∇(x,y) al operdor (4.3) cuyas derivadas parciales son con respecto
a x y y. De igual manera ∇(ξ,η) corresponde al operador (4.3) con derivadas respecto a
ξ y η. También denotaremos por det (Jx(ξ, η)) o simplemente det (Jx) al determinante
de la matriz Jx(ξ, η).

Recordando los cambios de variables, si h : Ω→ R es una función continua, entonces:

∇(x,y)u(x, y) = Jx(ξ, η)−t ∇(ξ,η)u(ξ, η),

∫ ∫
Ω
h(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 1

0
h(x(ξ, η)) det (Jx(ξ, η)) dξ dη

Por lo tanto, la formulación débil (4.13) toma la forma: hallar u0 ∈ V tal que ∀ v ∈ V

se cumpla:

∫ 1

0

∫ 1

0
(∇u0)t(J txJx)−1(∇v) det (Jx) dξ dη = · · ·∫ 1

0

∫ 1

0

[
(fv)(x(ξ, η))− (∇ug)t(J txJx)−1(∇v)

]
det (Jx) dξ dη (4.17)
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4.2. Método de Galerkin

Para hallar una solución aproximada del problema débil (4.13), debemos construir
subespacios de dimensión finita que aproximen a los espacios de funciones de peso (4.8)
y de funciones de prueba (4.9). Más precisamente, definir Vh y Sh tal que

Vh ⊂ V

Sh ⊂ S

Estos subespacios quedan completamente definidos a través de una base que los
genere. En FEM clásico se escoge la base de los polinomios de Lagrange [45] en dos
variables definidos en cada elemento. Como ya mencionamos al inicio de este caṕıtulo
y también en el caṕıtulo introductorio el método isogeométrico utiliza la misma base
que utilizó para representar la región Ω, en nuestro caso la base B-spline bicuadrática
definida en el caṕıtulo anterior:

Φi,j(x, y) := B3
i,j(x

−1(x, y)), i = 1, ..., n, j = 1, ...,m (4.18)

donde B3
i,j(ξ, η) := B3

i (ξ)B3
j (η) son las funciones básicas B-spline de orden 3 utilizadas

en la modelación de Ω y x : [0; 1]2 → Ω es un mapeo bicuadrático (3.30) inyectivo (ver
figura 4.1).

Figura 4.1: Algunas funciones básicas B3
i,j(x

−1(x, y)) sobre una región irregular Ω

Concretamente el espacio Vh es

Vh = span {Φi,j(x, y), i = 2, ..., n− 1, j = 2, ...,m− 1} (4.19)
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Observe que los ı́ndices garantizan que esas sean exactamente las funciones que se
anulan en la frontera Γ de Ω (ver figuras 3.6 o figura 3.7 ).

Por otro lado el espacio Sh es el generado por las funciones básicas de la frontera:

Sh = span {Φ1,j(x, y), Φn,j(x, y), j = 1, ...,m;

Φi,1(x, y), Φi,m(x, y), i = 1, ..., n} (4.20)

Estas funciones no se anulan en la frontera y son las generadoras del subespacio que
aproximará a la función g(x, y) .

La graficación comparativa de las funciones básicas B-spline y las de Lagrange
de FEM clásico muestran más claramente algunas de las diferencias entre el enfoque
isogeométrico y FEA. En la figura 4.2 se observan, en 1D, la base cuadrática B-spline
(arriba) y la de Lagrange (abajo). Los puntos de la discretización del intervalo aparecen
resaltados en color negro. Estos puntos son los puntos de ruptura en la terminoloǵıa
B-spline (ver caṕıtulo 2). Se observa que las funciones de la base de Lagrange no son
continuamente diferenciables en ellos, por lo tanto, si la curva de la frontera de la región
es suave nunca podremos obtener una representación cualitativamente fiel utilizándolas.
Si añadimos que las soluciones aproximadas tampoco serán suaves sobre el dominio,
esto marca otra de las diferencias con las bases B-spline, lo cual es particularmente
notable si estamos interesados en la suavidad de las soluciones. Por otro lado, también
observamos que las funciones de la base de Lagrange no son positivas sobre todo su
soporte, por lo tanto, condiciones suficientes de inyectividad del estilo de los teoremas
3.4 y 3.5 no seŕıan posibles con ellas.

La solución aproximada uh0(x, y) del problema (4.11-4.12) la escribiremos como una
combinación lineal de las bases que generan el subespacio Vh

uh0(x, y) =
n−1∑
r=2

m−1∑
s=2

qrsΦr,s(x, y) (4.21)

para ciertos coeficientes qrs ∈ R incógnitas que debemos encontrar.
La esencia de la propuesta de Galerkin es utilizar como funciones de peso los ele-

mentos de la base de Vh. Por lo tanto, sustituyendo (4.21) en la formulación débil (4.13)
obtenemos:

n−1∑
r=2

m−1∑
s=2

(∫ ∫
Ω
∇Φr,s(x, y)∇Φi,j(x, y) dxdy

)
qrs =

=

∫ ∫
Ω
f Φi,j(x, y) dxdy −

∫ ∫
Ω
∇ug∇Φi,j(x, y) dxdy

para i = 2, ..., n− 1, j = 2, ...,m− 1.

Si aplicamos esto al espacio paramétrico [0; 1]2 a través de la formulación débil
(4.17) aqúı obtenemos:

n−1∑
r=2

m−1∑
s=2

a(B3
r,s, B

3
i,j)qrs = L(B3

i,j) (4.22)
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−0.2

0

1

1.2

0

Figura 4.2: Arriba: base B-spline cuadrática en una dimensión. Abajo: Base de Lagrange

cuadrática en una dimensión. Se observa que las funciones básicas de Lagrange solo produ-

cen diferenciabilidad a pedazos, pues en la unión solo hay continuidad. En cambio la base

B-spline son suaves y no negativas a lo largo de todo el intervalo.

donde

a(B3
r,s, B

3
i,j) =

∫ 1

0

∫ 1

0
(∇B3

r,s)
t(J txJx)−1(∇B3

i,j) det (Jx) dξ dη y

L(B3
i,j) =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
f(x(ξ, η))B3

i,j − (∇ug)t(J txJx)−1(∇B3
i,j)
]

det (Jx) dξ dη

para i = 2, . . . , n− 1, j = 2, . . . ,m− 1

La expresión (4.22) es un sistema de ecuaciones:



a(B3
2,2, B

3
2,2) ... a(B3

n−1,2, B
3
2,2) ... a(B3

n−1,m−1, B
3
2,2)

a(B3
2,2, B

3
3,2) ... a(B3

n−1,1, B
3
3,2) ... a(B3

n−1,m−1, B
3
3,2)

...
...

...
...

a(B3
2,2, B

3
n−1,2) ... a(B3

n−1,1, B
3
n−1,2) ... a(B3

n−1,m−1, B
3
n−1,2)

a(B3
2,2, B

3
2,3) ... a(B3

n−1,1, B
3
2,3) ... a(B3

n−1,m−1, B
3
2,3)

...
...

...
...

a(B3
2,2, B

3
n−1,m−1) ... a(B3

n−1,1, B
3
n−1,m−1) ... a(B3

n−1,m−1, B
3
n−1,m−1)





q2,2

q3,2

...
qn−1,2

q2,3

...
qn−1,m−1


=
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4. EL MÉTODO ISOGEOMÉTRICO

=



L(B3
2,2)

L(B3
3,2)
...

L(B3
n−1,2)

L(B3
2,3)
...

L(B3
n−1,m−1)


que escrito compactamente seŕıa

Aq = L

Dentro de la comunidad de elemento finito la matriz A es conocida como matriz
de rigidez (stiffness), el miembro derecho L es el vector de esfuerzos y las incógnitas
q el vector de desplazamientos. La dimensión de este vector, o lo que es lo mismo,
la cantidad de elementos de la base son llamados grados de libertad. La matriz A es
simétrica y definida positiva. También debido al soporte compacto de las bases, es una
matriz sparse y dado que la malla de control del mapeo x que transforma el cuadrado
[0; 1]2 en la región Ω es estructurada, la matriz A es de bandas con la misma estructura
independientemente de la región Ω (ver figura 4.3).

0 200 400 600 800 1000 1200

nz = 28705

0

200

400

600

800

1000

1200

Figura 4.3: Elementos distintos de cero de la matriz A. Se observa que es una matriz de

bandas y sparse

La solución aproximada uhg de ug en (4.10) se construirá como una combinación

lineal de las bases que generan el espacio Sh. Los detalles se darán posteriormente.
Luego la solución débil aproximada a la solución débil exacta (4.10) será:

uh(x, y) = uh0(x, y) + uhg (x, y) (4.23)

Bajo las hipótesis del lema de Lax-Milgram 4.1, el lema de Céa [49], [45], da cotas
bajo la norma definida en H1 para la diferencia entre u y una uh calculada en la base
de Lagrange de FEM clásico:

90



4.2 Método de Galerkin

‖u− uh‖ 6M ı́nf
vh∈Vh⊕Sh

‖u− vh‖

El śımbolo ⊕ significa suma directa entre los subespacios Vh y Sh. Esta cota mide
la capacidad de Vh y Sh de aproximar la solución u y es llamado comúnmente error
de interpolación. Si u es suficientemente suave y los grados de libertad (número de
funciones básicas) aumentan y el área de la celda mayor de la malla disminuye, (norma
de la malla y cuyo valor identificaremos con h1) con cierto orden s, entonces podemos
acotar, por una función positiva de u y la norma de la malla:

ı́nf
vh∈Vh⊕Sh

‖u− vh‖ 6 C(u)hs

Por lo tanto, el error del método es del mismo orden que el error de interpolación2 y
uh converge en la norma de H1 a u cuando h→ 0. Esta cota es conocida como el error
a priori del método

‖u− uh‖ 6MC(u)hs

Un resultado análogo para bases B-spline y NURBS cuyos detalles son extremada-
mente técnicos y se salen de las pretenciones de esta tesis fue obtenido Bazilievs et al.
en [11]. El resultado obtenido se puede resumir diciendo que la solución de IgA usando
bases B-spline o NURBS de orden k, tiene el mismo orden de convergencia que el espe-
rado en FEM usando las bases de Lagrange del mismo orden k. En cuanto a los órdenes
de continuidad de las bases B-spline, estos no se afectan con el con refinamiento de la
malla. Por otro lado para mantener órdenes de continuidad altos en las bases FEM,
hay que introducir un número más alto de grados de libertad. Por lo tanto, aunque la
convergencia en IgA tiene las mismas tasas que en FEM, es más eficiente en el sentido
de conseguir órdenes la continuidad más altos [24].

También existen estudios sobre cotas del error cuando el refinamiento no solamente
es en la malla, sino además aumentando el orden del B-spline. Al respecto se puede
consultar el trabajo [12].

4.2.1. Aproximación de las condiciones de frontera.

La obtención de función uhg es un problema de interpolación o de mı́nimos cuadrados.

Podemos escribir uhg de la siguiente forma:

uhg (x, y) =
n∑
i=1

m∑
j=1

q̃i,jΦi,j(x, y) (4.24)

1Es importante notar que h está vinculada al refinamiento de la malla y al aumento de los grados

de libertad
2error al proyectar la solución u al espacio Vh ⊕ Sh
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donde los q̃i,j interiores son nulos, es decir, para i = 2, . . . , n− 1 y j = 2, . . . ,m− 1. En
realidad solo debemos estimar los coeficientes exteriores de {q̃i,j}, más precisamente,
los (i, j) ∈ I donde

I = {(i, j), i = 1 o i = n |1 6 j 6 m o (i, j), 1 6 i 6 n |j = 1 o j = m } (4.25)

Si la función g(x, y) no esta contaminada por ruido la interpolación seŕıa convenien-
te. En este caso se debeŕıan encontrar los q̃i,j externos tal que:

n∑
i=1

m∑
j=1

q̃i,jΦi,j(x, y) = g(x, y) para 2(n+m− 2) puntos (x, y) ∈ Γ dados.

Si hay afectación de ruido en la función g el problema de mı́nimos cuadrados tal
vez, seŕıa más propiado

mı́n
q̃i,j

(i, j) ∈ I

Nls∑
r=1

Mls∑
s=1

g(xr, ys)−
n∑
i=1

m∑
j=1

q̃i,jΦi,j(xr, ys)

2

donde los puntos (xr, ys) pertencen a la frontera:

{(xr, ys)}Nls,Mls
r,s=1 ∈ Γ

Ya sea que se elija una variante o la otra, para que el problema este bien planteado
se debe satisfacer la condición de Schoenberg-Whitney, que abordaremos más adelante.
También se puede revisar el ápendice A.

Debido al mapeo x(ξ, η) =

[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
y las bases (4.18), la expresión (4.24) puede

escribirse como:

uhg (ξ, η) =
n∑
i=1

m∑
j=1

q̃i,jB
3
i (ξ)B3

j (η) (4.26)

La condición de frontera debe ser dividida en cuatro partes en atención a la descompo-
sición de la frontera de Ω en las cuatro curvas B-spline cuadráticas. La frontera “sur”,
“norte”, “este” y “oeste”

frontera “sur” γS(ξ) := x(ξ, 0)

Condición de frontera “sur” gS(ξ) := g(x(ξ, 0), y(ξ, 0))

frontera “norte” γN(ξ) := x(ξ, 1)

Condición de frontera “norte” gN(ξ) := g(x(ξ, 1), y(ξ, 1))
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frontera “este” γE(η) := x(0, η)

Condición de frontera “este” gE(η) := g(x(0, η), y(0, η))

frontera “oeste” γO(η) := x(1, η)

Condición de frontera “oeste” gO(η) := g(x(1, η), y(1, η))

La expresión (4.26) cumple con la propiedad de interpolación en los extremos,

uhg (0, 0) = q̃1,1

uhg (1, 0) = q̃n,1
uhg (0, 1) = q̃1,m

uhg (1, 1) = q̃n,m

Esta condición, unida a (4.2) conduce a

uhg (0, 0) = q̃1,1 = g(x(0, 0), y(0, 0))

uhg (1, 0) = q̃n,1 = g(x(1, 0), y(1, 0))

uhg (0, 1) = q̃1,m = g(x(0, 1), y(0, 1))

uhg (1, 1) = q̃n,m = g(x(1, 1), y(1, 1))

(4.27)

Estas igualdades tienen como consecuencia que se pueden estimar los coeficientes
de cada curva “cardinal” independientemente. En esta tesis solamente abordaremos
la estimación de los mismos mediante interpolación. Consideremos solo una curva, la
“sur” por ejemplo, pues el procedimiento para las restantes es similar. La forma de uhg
(4.24) en la zona “sur” es:

uhgS(ξ, 0) =
n∑
i=1

m∑
j=1

q̃i,jB
3
i (ξ)B3

j (0) =

uhgS(ξ) =
n∑
i=1

q̃i,1B
3
i (ξ) (4.28)

De esta ecuación son incógnitas los n− 2 coeficientes q̃i,1, 2 6 i 6 n− 1 ya que q̃1,1

y q̃n,1 fueron establecidos en (4.27). La representación vectorial de esta ecuación es:

uhgS(ξ) = Btξ,3(ξ)q̃·1 (4.29)

donde Btξ,3(ξ) es el vector fila (2.11), q̃·1 =



q̃1,1

...
q̃i,1
...
q̃n,1

 son los coeficientes.

La derivada de (4.29) es:
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u̇hgS(ξ) = Ḃtξ,3(ξ)q̃·1 (4.30)

donde Ḃtξ,3(ξ) fue definido en (3.51)
Finalmente el problema de interpolación “sur” consite en encontrar los q̃i,1 tal que:

uhgS(τ
Sur
j ) =

n∑
i=1

q̃i,1B
3
i (τSurj ) = gS(τ

Sur
j ) = g(x(τSurj , 0), y(τSurj , 0)) j = 1, . . . , n (4.31)

donde los τSurj , con τSur1 = 0 y τSurn = 1 son abscisas paramétricas que debemos definir.
Matricialmente se escribe:

Btξ,3(τττSur)q̃·1 = gS(τττ
Sur)

donde τττSur =
[
τSur1 , . . . , τSurj , . . . , τSurn

]
=
[
0, . . . , τSurj , . . . , 1

]
es el vector paramétri-

co de abscisas; el lado derecho gS(τττ
Sur) =



gS(τ
Sur
1 )
...

gS(τ
Sur
j )
...

gS(τ
Sur
n )

 y finalmente la matriz del

sistema Btξ,3(τττSur)), donde cada fila es el vector Btξ,3(τSurj ), j = 1, · · · , n que fue
definido en (2.11). Nótese que la matriz es tridiagonal, además el primer reglón es el
vector canónico e1 y el último el vector canónico en.

Para que el problema de interpolación esté bien planteado el vector paramétrico
τSurτSurτSur debe satisfacer la condición de Schoenberg-Whitney1[26]:

tξi 6 τNortei 6 tξi+3

tξi 6 τSuri 6 tξi+3

∀ 1 6 i 6 n

tηj 6 τEstej 6 tηj+3

tηj 6 τOestej 6 tηj+3

∀ 1 6 j 6 m

(4.32)

donde las tξi y tηj son las suceciones de nodos (3.23) y (3.24) respectivamente.

Nosotros proponemos como vectores paramétricos:

τττSur = τττNorte =

[
0,
ξ1 + ξ2

2
, ...,

ξn−2 + ξn−1

2
, 1

]
(4.33)

τττEste = τττOeste =

[
0,
η1 + η2

2
, ...,

ηm−2 + ηm−1

2
, 1

]
(4.34)

donde los ξi y ηj son los puntos de ruptura definidos en (3.25) y (3.26) respectivamente.
Es trivial que esta selección cumple con la condición de Schoenberg-Whitney (4.32).
Otras selecciones son posibles, para un comentario se puede revisar el anexo A.

1Lo mismo para los restantes vectores cardinales
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4.2.1.1. Ejemplo de interpolación

Consideremos el ejemplo presentado en el trabajo [73] y como región Ω, una de las
piezas de rompecabezas de Gravesen et al. [38]. La región aparece en la figura 3.17
izquierda. La función g es

g(x, y) = sin(π x) sin(π y)

restringida a la frontera “sur” de Ω. Esta frontera se muestra en la figura 4.4. El mapeo

bicuadrático inyectivo x(ξ, η) =

[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
que describe esta región es de 34 × 34

puntos (ver ejemplo 3.7.1.1). La restricción de g a la frontera “sur” es una curva que
denotaremos por gΓs(ξ) y concretamente es:

gΓs(ξ) ≡ g(x(ξ, 0), y(ξ, 0)) = sin(π x(ξ, 0)) sin(π y(ξ, 0)), ξ ∈ [0, 1]

−2 0 2 4 6 8 10 12
−1

0

1

2

3

4

5

Figura 4.4: Frontera “sur” de la pieza de rompecabezas de la figura 3.17 izquierda

La figura 4.5 de la izquierda, muestra arriba el grafo en azul de la función g restringi-
da a la frontera “sur”, o sea, gΓs(ξ). Abajo, en la misma figura, en rojo la aproximación
B-spline cuadrática, calculada mediante interpolación. En el centro la superposición de
ambas curvas. El gráfico del error entre ellas se muestra en la figura de la derecha. La
norma del error (4.7) en el espacio de Sobolev H1 es 7.6071.

Llama la atención que norma sea tan grande cuando la diferencia puntual entre
ambas funciones no sobrepasa 5 · 10−1, como se ve en la figura 4.5 derecha. Pero recor-
demos que el espacio H1 está equipado con la norma (4.7) que contempla información
de las derivadas. Esto es una señal de que la aproximación a la función gΓs(ξ) puede
ser satisfactoria, sin embargo a la derivada puede no ser adecuada.

La figura 4.6 corrobora este hecho. A la izquierda se muestran, arriba, la derivada
g′Γs(ξ), abajo la derivada de la curva B-spline cuadrática (que es una poligonal) y al
centro, como en la figura anterior, la superposición de ambas. A la derecha el error entre
ellas. Puede observarse claramente que la derivada B-spline no alcanza a representar
fielmente todas las frecuencias y las amplitudes que aparecen en la curva g′Γs(ξ). El
gráfico del error de la derecha revela que las máximas diferencias puntuales son del
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Figura 4.5: Figura de la izquierda: Arriba función gΓs(ξ) (g restringida a la frontera

“sur”). Abajo en rojo la aproximación B-spline cuadrática a la función de arriba. Al centro

la superposición de ambas curvas. Figura de la derecha: Error entre la función gΓs(ξ) y la

curva de aproximación B-spline cuadrática. La norma del error en el espacio de Sobolev

H1 es 7.6795.

orden 5 ·101, dos órdenes por encima del error puntual con la función gΓs(ξ) (ver figura
4.5 derecha).

Si estamos interesados en aproximar la derivada debemos prestar atención a la
norma en H1 (4.7) y no solamente a la norma de L2. En nuestro ejemplo la norma L2

del error entre la función g y la aproximación (4.28) es 0.0707, que tal vez se considere
razonable, mientras que entre las derivadas es 7.6067, que pudiera ser no permisible, si
la derivada es de nuestro interés. En tal caso esto indica que los 34 grados de libertad
del espacio B-spline son insuficientes, por lo que debemos introducir nodos en la base
para aumentar la dimensión.

Aunque esta tesis no se dedica a las poĺıticas de refinamiento, los gráficos del error
arrojan luz de los lugares donde deben ser introducidos nuevos nodos. Naturalmente los
gráficos del error gΓs(ξ)−uhgS(ξ) y el de g′Γs(ξ)−u̇

h
gS(ξ) están correlacionados. Por lo tanto

los posibles candidatos a nuevos nodos se pueden buscar en los puntos cercanos a las
mayores diferencias puntuales, de uno o ambos errores. La siguiente figura 4.7 muestra
el mejoramiento de calidad de la aproximación de la derivada al introducir nuevos
nodos en el inicio y final del intervalo [0; 1], concretamente entre 0 y 0.1, y entre 0.9 y
1. Además al centro entre 0.4 y 0.6. El nuevo espacio B-spline se aumentó a 53 grados
de libertad. La norma en H1 del error de la nueva aproximación se redujo a 1.7581.
Se puede observar a la derecha como la derivada B-spline mejoró considerablemente
su aproximación a g′Γs(ξ), mientras a la izquierda las diferencias notables con gΓs(ξ)
en el incio y final del intervalo han desaparecido. Ambas curvas son prácticamente
indistinguibles.

Una cuestión importante a tener en cuenta, es que cuando se vaya a calcular la
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Figura 4.6: Figura de la izquierda: Arriba derivada de la frontera “sur” g′Γs(ξ). Abajo

en rojo derivada de la aproximación B-spline cuadrática a la curva de arriba. Al centro la

superposición de ambas curvas. Figura de la derecha: Error entre ambas derivadas.

aproximación “norte” debemos contar que los nodos introducidos en la aproximación
“sur” también deben formar parte de los nodos del “norte”. De igual manera los nodos
que se añadan en la curva “norte” deberán ser incluidos en la “sur”. Todo con la
correspondiente actuliazación de los coeficientes de control. Lo mismo para las curvas
“este” y “oeste”. El procedimeinto debeŕıa empezar por aproximar una de las curvas
cardinales y con el vector de nodos resultante comenzar la aproximación de la curva
opuesta. El nuevo vector debe ser utilizado nuevamente para recalcular los puntos de
control de la primera. Recordemos que al introducir nodos no cambia la curva, por lo
tanto las normas permanecen invariantes.

Más precisamente, los vectores de nodos de la base (4.18) deben ser:

tξ = tξNorte ∪ tξSur y tη = tηEste ∪ tηOeste

sin repeticiones excepto los nodos extremos 0 y 1, que mantienen su multiplicidad igual
a 3.

4.3. Experimentos numéricos

La siguiente sección estará dedicada a los experimentos numéricos. Las ecuaciones
seleccionadas serán la ecuación de Poisson, que sirvió de gúıa para presentar el méto-
do isogeométrico, y la ecuación de Helmholtz. Ambas ecuaciones son de tipo eĺıptico
y los ejemplos que presentaremos tienen diversas dificultades numéricas para aproxi-
mar la solución y el campo vectorial gradiente. En todos los ejemplos las condiciones
de frontera serán de Dirichlet y la solución exacta de la ecuación es conocida. Esto
permitirá medir los errores, tanto de la aproximación de la solución, como del campo
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Figura 4.7: Izquierda: Arriba función g restringida a la frontera “sur”, o sea, gΓs(ξ). Abajo

en rojo, la aproximación B-spline de 53 grados de libertad que aproxima a la función gΓs(ξ)

por interpolación. Al centro la superposición de ambas curvas. Derecha: Arriba la derivada

g′Γs(ξ). Abajo en rojo derivada de la aproximación B-spline cuadrática refinada. Al centro

la superposición de ambas curvas.

gradiente. Los ejemplos fueron programados en MatLab y Julia. Para más detalles de
la implementación ver anexo C.

4.3.1. Ejemplos para la ecuación de Poisson

A continuación presentaremos ejemplos de la ecuación de Poisson (4.1)-(4.2).

4.3.1.1. Ecuación ondulatoria en la frontera y en el interior de la región

Este ejemplo está reportado en el trabajo de Vuong et al. [73]. En esta ecuación la
función f del miembro derecho tiene la forma:

f(x, y) = 2π2 sin(π x) sin(π y) (4.35)

La solución exacta u(x, y) para este miembro derecho y condiciones de Dirichlet es:

u(x, y) = sin(π x) sin(π y) (4.36)

Esta función tiene la particularidad de ser fuertemente oscilatoria al interior de la
región Ω, como se puede observar en la figura 4.8. El campo vectorial de la función
(4.36) es:

∇u(x, y) =

[ ∂u
∂x
∂u
∂y

]
=

[
π cos(π x) sin(π y)
π sin(π x) cos(π y)

]
(4.37)
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Figura 4.8: Izquierda: representación 3D de la función (4.36) sobre un cuadrado. Derecha:

Vista superior o proyección sobre el plano XY de la función (4.36)

La primera región que se utilizará para resolver el primer ejemplo es la pieza de
rompecabezas (ver figura 3.18). En el eṕıgrafe 3.7.1.1 se muestra que el mapeo inyectivo
que describe esta región tiene 34 x 34 grados de libertad. Generalmente es necesario
aumentar los grados de libertad para aproximar la solución u con mayor confiabilidad.
En este primer ejemplo se insertaron nuevos nodos en los puntos medios alcanzando
el mapeo 66 x 66 grados de libertad. La figura 4.9 muestra la solución exacta y la
calculada en la región de estudio. La norma L2 del error es 0.1, la cual podŕıa resultar
adecuada en algunas aplicaciones.

Figura 4.9: Izquierda: Solución de la ecuación de Poisson con 66 x 66 grados de libertad

sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Solución exacta. Visualmente se observan varias

diferencias entre la solución calculada y la exacta. La norma L2 del error es 0.1

Sin embargo, si queremos tener una buena aproximación del campo vectorial de-
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bemos revisar la norma H1 conque está equipado el espacio de Sobolev. Esta norma
fue definida en (4.7) y contempla al campo vectorial. En este caso la norma del error
alcanza 22.6668. Las diferencias pueden observarse en el fragmento del campo vectorial
calculado y exacto que se muestra en la figura 4.10.
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Figura 4.10: Arriba: campo vectorial exacto, señalando la sección que será amplifica-

da abajo. Abajo Izquierda: Sección amplificada del campo vectorial de la aproximación

B-spline con 66 x 66 grados de libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Amplifi-

cación de la solución exacta. La norma H1 del error es 22.6668

Esta región fue utilizada para ejemplificar la interpolación de la condición de fronte-
ra en 4.2.1.1. En esa sección partiendo del mapeo original de 34 x 34 grados de libertad,
se mostró que se pod́ıan introducir nodos en lugares adecuados para lograr una mejor
aproximación de las derivadas. De este modo se lograba un mapeo de 53 x 53 grados
de libertad, con una aproximación razonable de las derivadas y el aumento controlado
de las dimensiones.

La solución calculada con este mapeo es mostrada en la figura 4.11 donde la norma
del error L2 es 0.1462 y el campo vectorial en la figura 4.12. La norma del error en H1

es 18.5486, menor que la del mapeo de 66 x 66, de más grados de libertad. Estos datos
comprueban la utilidad de escoger adecuadamente los lugares donde se introducirán
nuevos nodos.
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Figura 4.11: Izquierda: Solución de la ecuación de Poisson con 53 x 53 grados de libertad

sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Solución exacta. La norma L2 del error es 0.1462

Finalmente mostramos una aproximación más exquisita, a partir de un mapeo de
104 x 104 grados de libertad obtenido por subdivisión del mapeo de 53 x 53 grados de
libertad. En este caso la norma L2 del error es 0.0126, mientras que la H1 es 3.6864.
Los gráficos 4.13 y 4.14 muestran las similitudes con la solución exacta de la solución
aproximada B-spline y del campo vectorial.

A continuación mostraremos la solución de la misma ecuación sobre dos regiones
reales: La Bah́ıa de La Habana y la Presa de Valle de Bravo. Los resultados son expre-
sados en la tabla 4.1 y en las figuras de la 4.15 a la 4.18.

La primera columna de la tabla está dedicada al nombre de la región, le siguen el
número de grados de libertad de la función B-spline bicuadrática que aproxima a la
solución exacta del problema diferencial. Las dos últimas columnas están dedicadas a
la norma del error entre la solución B-spline y la solución exacta: la norma L2 y la H1.

Región Gr. de libertad Norma L2 Norma H1

Bah́ıa de La Habana 89 x 83 1.2500e-2 13.1793

Bah́ıa de La Habana 176 x 164 9.7608e-4 0.8496

Presa Valle de Bravo 138 x 138 1.0000e-3 0.6030

Tabla 4.1: Resultados de la ecuación de Poisson con miembro derecho (4.35) sobre regiones

reales
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Figura 4.12: Izquierda: Sección amplificada del campo vectorial de la aproximación B-

spline con 53 x 53 grados de libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Amplifica-

ción de la solución exacta. La norma H1 del error es 18.5486

4.3.1.2. Solución con gradiente discontinuo en varios puntos

El siguiente ejemplo corresponde a la ecuación de Poisson (4.1) - (4.2) de manera
tal que la solución exacta u sea

u(x, y) = exp
(
α
√

(x− x0)2 + (y − y0)2
)

+

+ exp
(
β
√

(x− x1)2 + (y − y1)2
)

+

+ exp
(
γ
√

(x− x2)2 + (y − y2)2
) (4.38)

donde α, β y γ son parámetros conocidos, aśı como los puntos (x0, y0), (x1, y1) y
(x2, y2). Las funciones f(x, y) y g(x, y) se construyen de manera tal que la u(x, y) dada
sea solución del problema. Este problema fue presentado en [35] y [15] para ser resuelto
sobre el cuadrado unitario [0, 1]2, nosotros lo hemos extendido para ser resuelto sobre
regiones irregulares.

Este problema tiene como dificultad la discontinuidad del gradiente de u en los
puntos (x0, y0), (x1, y1) y (x2, y2). El gráfico de esta función sobre el cuadrado unitario,
para los valores α = β = γ ≡ 7 y (x0, y0) = [0.25, 0.25], (x1, y1) = [0.5, 0.5] y (x2, y2) =
[0.75, 0.75] puede verse en la figura 4.19.

Como en el primer ejemplo, el ajuste de la aproximación de las condiciones de
frontera establece los grados de libertad iniciales para aproximar la solución. Además
en este ejemplo debemos refinar alrededor de los puntos (x0, y0), (x1, y1) y (x2, y2).
La tabla 4.2 muestra los resultados de soluciones sobre regiones reales. En todos los
ejemplos se tomó (x0, y0) = x(ξa, ηa), (x1, y1) = x(ξb, ηb) y (x2, y2) = x(ξc, ηc), donde
x es el mapeo bicuadrático y ξa = ηa ≡ 0.25, ξb = ηb ≡ 0.5 y ξc = ηc ≡ 0.75. La
estructura de la tabla, aśı como la de las siguientes que aparecerán, es la misma que la
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Figura 4.13: Izquierda: Solución de la ecuación de Poisson con 104 x 104 grados de

libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Solución exacta. La norma L2 del error

es 0.0126

de la tabla 4.1 del primer ejemplo.
La figura 4.20 muestra los gráficos de algunas de las soluciones B-spline obteni-

das sobre regiones f́ısicas reales. Se puede observar como se reproduce el patrón de la
solución exacta.

Respecto a este ejemplo se debe señalar que la base B-spline con la que se aproxima
la solución produce soluciones suaves, debido a que no hay repetición de nodos en el
interior del cuadrado unitario. Sin embargo, la solución exacta (4.38) tiene tres puntos
donde el gradiente no está definido, por lo tanto, la solución suave B-spline puede
aproximar a la solución exacta, pero no reproducirá cualitativamente la naturaleza del
comportamiento de la solución en esos puntos. Esta dificultadad puede ser superada
si repetimos los nodos donde fueron definidas las singularidades. En nuestro ejemplo,
los valores paramétricos ξa, ξb, ξc en la dirección ξ y ηa, ηb, ηc en la dirección η,
deben ser incluidos como nodos. Al repetir una vez estos nodos, la base B-spline pierde
continuidad de la derivada en esos puntos, lo que permite modelar de mejor manera la
solución exacta. Debemos puntualizar que esto no afecta la diferenciabilidad el mapeo
B-spline, que es diferenciable e inyectivo, lo que ocurre es que al introducirlos, la nueva
expresión del mapeo en la nueva base, interpola los nuevos puntos de control.

Para ilustrar lo anteriormente expuesto, graficamos la solución calculada sobre el
Lago de Pátzcuaro, a lo largo de la recta paramétrica ξ = η. Esta recta incluye a las
tres singularidades del ejemplo. La figura 4.21 muestra en rojo el gráfico de la función
(4.38) a lo largo de esta recta. Se superponen en azul y verde las soluciones B-spline
calculadas sin y con los nodos tξa = ξa, t

ξb = ξb y tξc = ξc en la dirección ξ; y tηa = ηa,
tηb = ηb y tηc = ηc en la dirección η, repetidos. Las soluciones son tan parecidas que
apenas se distinguen. El rectángulo en negro, que contiene los nodos tξb = tηb = 0.5, será
amplificado en la figura 4.22, para mostrar las diferencias de ambas aproximaciones.
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4. EL MÉTODO ISOGEOMÉTRICO
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Figura 4.14: Izquierda: Sección amplificada del campo vectorial de la aproximación B-

spline con 104 x104 grados de libertad sobre la pieza de rompecabezas. Derecha: Amplifi-

cación de la solución exacta. La norma H1 del error es 3.6864

A la izquierda (en azul) se grafica la aproximación B-spline sin repetición de nodos.
La solución exacta aparece en color rojo. Se puede observar que mientras la solución
exacta no es diferenciable en 0.5 la solución B-spline, en azul, śı. A la derecha aparece
la aproximación B-spline (en azul) con los nodos tξb y tηb repetidos, de manera que se
pierde diferenciabilidad de la derivada en ese punto. Se puede observar, en este caso,
que cualitativamente la aproximación B-spline responde mejor a la naturaleza del punto
0.5 de la solución exacta.

En la tabla 4.3 se muestran los ejemplos sobre regiones reales de las soluciones
obtenidas con los nodos tξa , tξb , tξc y tηa , tηb , tηc repetidos. Las columnas son las
mismas que la tabla anterior.

En un análisis de ambas tablas 4.2 y 4.3 se revela el obvio aumento de tres grados

Figura 4.15: Soluciones sobre la Bah́ıa de La Habana. Izquierda: Solución con 89 x 83

grados de libertad. Error H1 13.1793. Centro: Solución con 176 x 164 grados de libertad.

Error H1 0.8496. Derecha: Solución exacta
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Figura 4.16: Presa de Valle de Bravo. Izquierda: Solución con 138 x 138 grados de libertad.

Derecha: Solución exacta. Norma del error en H1 es 0.6030

de libertad en cada dirección debido al inclusión de los tres nodos repetidos en cada
una de las mismas. Por ende, mejoramos la norma de los errores en casi todos los
casos, sin embargo la dismución del error de L2 es prácticamente insignificante, pero
en la norma H1, esta disminución se hace más apreciable, respondiendo a la mejor
aproximación cualitativa del campo vectorial exacto. Este efecto pude mostrarse en la
figura 4.23, donde a la izquierda se observa el campo vectorial B-spline sobre la Bah́ıa
de La Habana, sin repetición de nodos, alrededor de un punto singular. Al centro es
el campo vectorial B-spline con los nodos repetidos y a la derecha el campo vectorial
exacto. En el campo vectorial de la izquierda se puede observar que alrededor del
punto singular el tamaño de las flechas es menor que en los otros casos, mostrando
que el campo alĺı es más suave. Los campos vectoriales del centro y de la derecha,
prácticamente no tienen diferencias apreciables.

Para concluir mostramos en la figura 4.24 detalles de algunos de los campos vecto-
riales B-spline con repetición de nodos y su contraparte exacta. Se puede observar que
no se aprecian diferencias entre la solución B-spline y la exacta.
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Figura 4.17: Campo vectorial en la Bah́ıa de La Habana. Comparación B-spline con 176

x 164 grados de libertad y la solución exacta. Norma H1 0.8496
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Figura 4.18: Campo vectorial en la presa de Valle de Bravo. Comparación B-spline con

138 x 138 grados de libertad y la solución exacta. Norma H1 0.6030
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Figura 4.19: Gráfico de la función (4.38) para los parámetros α = β = γ ≡ 7 y (x0, y0) =

[0.25, 0.25], (x1, y1) = [0.5, 0.5] y (x2, y2) = [0.75, 0.75] sobre el cuadrado unitario [0, 1]2

4.3.2. Ecuación de Helmholtz

Consideremos el problema de encontrar u : Ω → R que satisfaga la ecuación de
Helmholtz con condición de frontera de Dirichlet u(x, y)|Γ = g(x, y) donde Γ = ∂Ω.
Formalmente:

−4 u(x, y)− k2(x, y)u(x, y) = f(x, y) (x, y) ∈ Ω (4.39)

u(x, y) = g(x, y) (x, y) ∈ Γ (4.40)

donde k(x, y), f(x, y) y g(x, y) son funciones conocidas y 4 es el operador laplaciano.
Debido a su relación con la ecuación de la onda, la ecuación de Helmoltz apare-

ce varias áreas de la f́ısica como estudios de radiación electromagnética, sismoloǵıa y
acústica.

La ecuación (4.39) tiene varios casos interesantes:

Si k ≡ 0, en tal caso se reduce a la ecuación de Poisson.

Si k es una constante positiva, entonces u(x, y) es la amplitud de la onda que
viaja a través de Ω y k, llamado número de onda, es el número de ondas por
unidad de distancia.

Si

k(x, y) =
1

α+ r(x, y)
(4.41)

donde α es un parámetro y

r(x, y) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2
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Región Gr. de libertad Norma L2 Norma H1

Bah́ıa de La Habana 116 x 110 0.0085 6.8375

Lago Toba 172 x 172 8.5626e-4 0.0577

Estrecho de Gibraltar 96 x 112 0.0190 2.4041

Canal de Grijalva 124 x 44 0.0055 2.3928

Lago de Pátzcuaro 108 x 108 9.0471e-4 0.2075

Presa Valle de Bravo 156 x 156 4.5784e-4 0.0328

Tabla 4.2: Resultados de la solución B-spline de la ecuación de Poisson cuya solución es

(4.38) sobre regiones reales. En estos ejemplos no se repitieron como nodos los parámetros

ξa, ξb, ξc en la dirección ξ ni ηa, ηb, ηc en la dirección η.

f(x, y) =
(α+ r(x, y)) cos(k(x, y)

(α+ r(x, y))3r(x, y)
(4.42)

entonces u(x, y) es una función de onda que satisface la ecuación de Schrödinger
para la interacción de dos átomos [58]. En este caso la solución exacta es conocida:

u(x, y) = sin(k(x, y)) (4.43)

Esta función u(x, y) se vuelve fuertemente oscilatoria alrededor del punto (x0, y0)
conforme aumenta la frecuencia de la onda. El número de oscilaciones Nosc es
función del parámetro α, cuya expresión es:

α(Nosc) =
1

πNosc
(4.44)

Para ilustrar este comportamiento en una dimensión, se seleccionó x0 = y0 y la
función (4.43) se interceptó con el plano x = y. El resultado está en la figura
4.25. Arriba a la izquierda se muestra el gráfico para el parámetro α con Nosc=1.
A la derecha se muestra la función para Nosc=3. Abajo los gráficos son, a la
izquierda, Nosc=4 y la derecha Nosc=9. Además en el punto (x0, y0) el gradiente
es discontinuo. En general la ecuación de Helmoltz tiene diversas dificultades
numéricas precisamente para los valores de k interesantes en las aplicaciones [29].

4.3.2.1. Formulación Variacional

Como se procedió en la ecuación de Poisson, descompondremos la solución en la
forma (4.10) para transformar el problema (4.39)-(4.40) en un problema de Dirichlet
homogéneo, donde tenemos que hallar u0
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Figura 4.20: Soluciones del problema cuya solución esta dada por (4.38) en regiones

reales. Arriba a la izquierda sobre la Bah́ıa de La Habana, arriba a la derecha sobre el

Lago Toba, abajo a la izquierda sobre la presa de Valle de Bravo y abajo a la derecha sobre

el canal de Grijalva

−4 u0(x, y)− k2(x, y)u0(x, y) = f̃(x, y) (x, y) ∈ Ω (4.45)

u0(x, y) = 0 (x, y) ∈ Γ (4.46)

donde
f̃(x, y) ≡ f(x, y) +4ug(x, y) + k2(x, y)ug(x, y) (4.47)

En los espacios definidos en (4.8) y (4.9) y con la norma (4.7), multiplicamos (4.45) por
una función de peso v(x, y) y calculamos la integral sobre Ω

−
∫ ∫

Ω

(
4u0(x, y) + k2(x, y)u0(x, y)

)
v dxdy =

∫ ∫
Ω
f̃(x, y) v dxdy

Aplicando la fórmula de Green (4.6), la expresión (4.5) y dado que∫
Γ
(v ∇u0)t · n dγ ≡ 0
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Figura 4.21: En rojo el gráfico de la función (4.38) sobre el Lago de Pátzcuaro a lo

largo de la recta paramétrica ξ = η. Se superponen en azul y verde las soluciones B-spline

calculadas sin y con los nodos tξa = ξa, tξb = ξb y tξc = ξc en la dirección ξ; y tηa = ηa,

tηb = ηb y tηc = ηc en la dirección η, repetidos. Las soluciones son tan parecidas que apenas

se distinguen.

obtenemos ∫ ∫
Ω
∇u0∇v − k2(x, y)u0(x, y) v dx dy =

∫ ∫
Ω
f̃ v dx dy (4.48)

Utilizando la expresión (4.47) y la fórmula de Green se tiene:∫ ∫
Ω
f̃ v dx dy =

∫ ∫
Ω

(
f + k2 ug

)
v dx dy −

∫ ∫
Ω
∇ug∇v dx dy

Sustituyendo esta última expresión en (4.48) obtenemos la formulación varia-
cional o débil, del problema (4.45)-(4.46):∫ ∫

Ω
∇u0∇v − k2(x, y)u0 v dx dy = · · ·∫ ∫

Ω

(
f + k2(x, y)ug

)
v dx dy −

∫ ∫
Ω
∇ug∇v dx dy (4.49)

Ahora debemos hallar u0 ∈ V tal que ∀ v ∈ V se cumpla la ecuación anterior.
De igual forma a como procedimos en (4.15) y (4.16), se definen las formas bilineal

y lineal para la ecuación de Helmholtz:

a(u, v) =

∫ ∫
Ω
∇u(x, y)∇v − k2(x, y)u(x, y) v dx dy (4.50)

L(v) =

∫ ∫
Ω

(
f + k2(x, y)ug

)
v dx dy −

∫ ∫
Ω
∇ug∇v dx dy (4.51)
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Figura 4.22: Izquierda: superposición de la solución exacta, (en rojo) y la solución B-

spline, (en azul) sin repetición de nodos. En este caso la solución B-spline es suave. Derecha:

superposición de la solución exacta, (en rojo) y la solución B-spline, (en azul) con repetición

de nodos en 0.5. En este caso la solución B-spline no es suave en 0.5, por lo que modela

mejor la solución exacta en ese punto.

La formulación débil (4.49) llevada al espacio paramétrico tiene la forma:

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∇u0

t(J txJx)−1∇v − k2(x(ξ, η))u0 v
)

det (Jx) dξ dη = · · ·∫ 1

0

∫ 1

0

(
f + k2(x(ξ, η)))ug

)
v det (Jx) dξ dη − · · ·∫ 1

0

∫ 1

0
∇utg(J txJx)−1∇v det (Jx) dξ dη (4.52)

La solución aproximada puede ser encontrada utilizando el método de Galerkin. Las
aproximaciones a los espacios V y S son (4.19) y (4.20) respectivamente. La solución
aproximada es del tipo (4.21), que conduce al sistema de ecuaciones (4.22), donde

a(B3
r,s, B

3
i,j) =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
∇B3

r,s
t
(J txJx)−1∇B3

i,j − k2(x(ξ, η))B3
r,sB

3
i,j

]
det (Jx) dξ dη

L(B3
i,j) =

∫ 1

0

∫ 1

0

[(
f + k2(x(ξ, η))ug

)
B3
i,j −∇utg(J txJx)−1∇B3

i,j

]
det (Jx) dξ dη

4.3.2.2. Ejemplos sobre regiones reales

Los siguientes ejemplos resueltos sobre regiones reales, corresponden a la ecuación
(4.39), donde k y f están dadas por (4.41) y (4.42) respectivamente. La función g de
(4.40) se construye de manera tal que (4.43) sea la solución exacta.
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Región Gr. de libertad Norma L2 Norma H1

Bah́ıa de La Habana 119 x 113 0.0084 1.0420

Lago Toba 175 x 175 8.5733e-4 0.0188

Estrecho de Gibraltar 99 x 115 0.0190 1.2613

Canal de Grijalva 127 x 47 0.0054 1.7532

Lago de Pátzcuaro 111 x 111 9.0369e-4 0.1973

Presa Valle de Bravo 159 x 159 4.5737e-4 0.0187

Tabla 4.3: Resultados en la solución B-spline de la ecuación de Poisson cuya solución es

(4.38) sobre regiones reales, repitiendo los nodos tξa , tξb , tξc y tηa , tηb , tηc .

En el primer bloque de ejemplos el número de oscilaciones del parámetro α(Nosc)
(4.44) es Nosc=1. En todos los casos el punto (x0, y0) se encuentra en el centro de la
región f́ısica, es decir, en (x0, y0) = x(0.5, 0.5). Alrededor de este punto se realizó un
refinamiento. Además como el gradiente no es continuo en ese punto se repitieron los
nodos tξ = 0.5 y tη = 0.5 Los resultdos se muestran en la tabla 4.4.

Región Gr. de libertad Norma L2 Norma H1

Bah́ıa de La Habana 117 x 111 0.0038 0.2076

Lago Toba 167 x 167 0.0014 0.0223

Estrecho de Gibraltar 97 x 157 0.0051 0.6613

Canal de Grijalva 119 x 39 0.0015 0.4784

Lago de Pátzcuaro 109 x 109 9.6912e-4 0.2712

Presa Valle de Bravo 157 x 157 3.3098e-4 0.0152

Tabla 4.4: Soluciones obtenidas para la ecuación de Helmholtz. Norma L2 y H1 del error

entre la solución B-spline calculada y la solución exacta.

Las figuras 4.26 y 4.27, muestran las soluciones obtenidas sobre las regiones reporta-
das en la tabla 4.4. En cada renglón a la izquierda es la solución B-spline y a la derecha
la solución exacta. Se aprecia como la solución B-spline reproduce a la solución exacta
sin que haya diferencias visibles.
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5.08 5.1 5.12 5.14 5.16 5.18 5.2 5.22 5.24 5.26

4.02

4.04

4.06

4.08

4.1

4.12

4.14

4.16

4.18

4.2

5.08 5.1 5.12 5.14 5.16 5.18 5.2 5.22 5.24 5.26

4.02

4.04

4.06

4.08

4.1

4.12

4.14

4.16

4.18

5.08 5.1 5.12 5.14 5.16 5.18 5.2 5.22 5.24 5.26

4.02

4.04

4.06

4.08

4.1

4.12

4.14

4.16

4.18

4.2

Figura 4.23: Detalles de los campos vectoriales de soluciones B-spline y exacta sobre la

Bah́ıa de la Habana, de la ecuación de Poisson cuya solución es 4.38. Izquierda; campo

vectorial B-spline suave, sin repetición de nodos. Centro: campo vectorial B-spline con

repetición de nodos ξc y ηc. Derecha: campo vectorial exacto

Para finalizar este bloque de ejemplos mostramos, en una selección de regiones, la
comparación alrededor del punto singular, del campo vectorial B-spline y el campo
vectorial exacto. (ver figura 4.28). A la izquierda se muesta el campo B-spline y a la
derecha el exacto. Se observa que en algunos ejemplos como la Bah́ıa de La Habana y el
lago de Pátzcuaro el campo B-spline subestima ligeramente al exacto en las cercańıas
del punto singular, que se encuentra marcado en rojo.

El pŕoximo bloque de ejemplos está dedicado a la solución de la ecuaciónde Helm-
holtz cuando aumenta el número de oscilacionesNosc, en el parámetro (4.44). Para abor-
dar estos ejemplos satisfactoriamente es necesario refinar más cuidadosamente cerca del
punto singular (x0, y0) y aśı reconstruir las fuertes oscilaciones que se producen. El pun-
to (x0, y0) también fue ubicado al centro de la región Ω, es decir, (x0, y0) = x(0.5, 0.5),
donde x(ξ, η) es la parametrización bicuadrática. Como en los ejemplos de una osci-
lación se repitieron los nodos tξ = 0.5 y tη = 0.5. Mostraremos ejemplos con 2, 3 y
4 oscilaciones sobre la Bah́ıa de La Habana. La tabla 4.5 muestra los resultados. La
primera columna indica el número de oscilaciones en la expresión (4.44). Las restantes
columnas son las usuales. Hemos incorparado a la tabla los resultados de una oscilación
de la Bah́ıa de La Habana, que aparecen en la tabla 4.4.

La figura 4.29 muestra los resultados obtenidos sobre un segmento de la recta pa-
ramétrica ξ = η que pasa por el punto (x0, y0), donde el gradiente no es continuo.
Graficar solo sobre la recta permite bajar a 1D para una mejor comprensión visual de
los resultados. En las imágenes aparecen superpuestas la solución exacta (en rojo) y la
calculada (en azul). Espećıficamente las funciones son:

uD(ξ) ≡ u(x(ξ.ξ), y(ξ, ξ)) = sin(k(x(ξ.ξ), y(ξ, ξ)))

uhD(ξ) ≡ uh(x(ξ, ξ), y(ξ, ξ)) =
n∑
i=1

m∑
j=1

q̃i,jΦi,j(x(ξ, ξ), y(ξ, ξ))
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Figura 4.24: Detalle de los campos vectoriales B-spline y exactos alrededor de un punto

singular, de la ecuación de Poisson cuya solución es 4.38. Arriba: sobre lago de Pátzcuaro.

Izquierda: aproximación B-spline con nodos repetidos. Derecha: Campo exacto.

Abajo: Presa de Valle de Bravo. Izquierda: aproximación B-spline con nodos repetidos.

Derecha: Campo exacto.

En cada gráfico aparece un rectágulo en negro de una zona que será amplificada
en la siguiente imagen a la derecha. Las imágenes de más arriba corresponden a dos
oscilaciones, las del centro a 3 y la más baja a 4 oscilaciones.

Se puede observar que la solución calculada reproduce el comportamiento de la
solución exacta, incluida la no diferenciabilidad en el punto (x0, y0). Nótese que el
espaciamiento donde ocurren las oscilaciones es muy pequeño.

4.3.3. Resumen de los ejemplos

Para concluir sobre los ejemplos presentados, se puede señalar que se alcanzaron
buenas aproximaciones a las soluciones exactas. Por lo general las dimensiones del
mapeo B-spline original no tienen los suficientes grados de libertad para aproximar
la solución de la ecuación diferencial. Menos si estamos interesados también en una
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2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 4.25: Gráfico de la función (4.43), para diferentes números de oscilaciones Nosc,

en una dimensión al interceptarla con el plano x = y. x0 = y0 = 3.15. Arriba a la izquierda

Nosc=1, a la derecha Nosc=3. Abajo a la izquierda Nosc=4 y la derecha Nosc=9.

buena aproximación de las derivadas. Por lo tanto, se debe subdividir el mapeo. Esta
tarea debe ser realizada con cuidado para alcanzar las metas propuestas sin desbordar
las dimensiones del problema. Aunque no se aprovechó mucho la estructura sparse y
de banda de la matriz de rigidez; en situaciones más complejas, que involucren a más
ecuaciones, se debe hacer uso de ello. Esto es todo un tema de investigación y desarrollo.
Los métodos iterativos para el sistema lineal, el precondicionamiento de las matrices, la
paralelización de los algoritmos y aprovechamiento de la tarjeta gráfica para el cálculo,
son temas que no se abordaron, pero que sin dudas están muy vinculados a estos
problemas.

Las bases B-spline tienen una buena flexibilidad para adaptarse a distintas dinámi-
cas que pueden surgir de las soluciones. La calidad de los mapeos, que se sustentan
por la calidad de las mallas de control, aseguran que las soluciones aproximadas sean
buenas.

116



4.3 Experimentos numéricos

Región Bah́ıa de La Habana

No. Oscilaciones Gr. de libertad Norma L2 Norma H1

1 117 x 111 0.0038 0.2076

2 171 x 165 0.0018 0.3394

3 171 x 165 0.0038 1.1035

4 171 x 165 0.0069 1.987

Tabla 4.5: Errores L2 y H1 entre la solución B-spline y la solución exacta en la ecuación

de Helmholtz, en la región de la Bah́ıa de La Habana cuando aumentan las oscilaciones M.
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Figura 4.26: Gráficos de las soluciones B-spline obtenidas y de su correspondiente so-

lución exacta sobre regiones reales. Columna de la izquierda la solución B-spline. Derecha

solución exacta (4.43). De arriba hacia abajo: Bah́ıa de La Habana, Lago Toba, Estrecho

de Gibraltar.
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Figura 4.27: Gráficos de las soluciones B-spline obtenidas y de su correspondiente solución

exacta sobre regiones reales. Columna de la izquierda la solución B-spline. Derecha solución

exacta (4.43). De arriba hacia abajo: Canal de Grijalva, Lago de Pátzcuaro y Presa de Valle

de Bravo.
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Figura 4.28: Campos vectoriales B-spline y exacto alrededor del punto singular. A la

izquierda campo vectorial B-spline y a la derecha campo vectorial exacto. De arriba hacia

abajo: Bah́ıa de La Habana, Lago Toba y Lago de Pátzcuaro.
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Figura 4.29: Fragmentos de los resultados obtenidos en la solución de la ecuación de

Helmholtz en la Bah́ıa de La Habana, a lo largo un segmento de la recta paramétrica ξ = η.

En rojo la solución exacta y superpuesta en azul la solución calculada. Los rectágulos en

negro son zonas que serán amplificadas en la siguiente imagen a la derecha. El renglón de

imágenes de más arriba corresponden a 2 oscilaciones, las del centro a 3 y la más baja a 4

oscilaciones.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Este trabajo ha propuesto un método de parametrización de regiones planas con
frontera irregular mediante mapeos B-spline bicuadráticos inyectivos y ha hecho uso de
la parametrización para resolver de ecuaciones diferenciales por el método isogeométri-
co. Las parametrizaciones válidas de regiones planas, particularmente irregulares, tienen
gran importancia y múltiples son las aplicaciones en que juegan un papel esencial. En
particular parametrizaciones con mapeos B-spline son de gran utilidad, gracias a su
flexibilidad y altos niveles de continuidad. Las mallas estructuradas de cuadriláteros
convexos, son la imagen de un caso especial de mapeos válidos, entre el cuadrado [0, 1]2

y una región Ω. Estas se construyen de manera tal que las celdas tengan propiedades
geométricas deseadas, tales como la ortogonalidad entre las ĺıneas y la uniformidad de
las áreas de los cuadriláteros. Las mallas pueden ser descritas expĺıcitamente a través
de un mapeo B-spline bilineal. Las mallas y los mapeos B-spline están muy relacionados
ya que las primeras son usadas como puntos de control de los segundos. Esto significa
que las mallas son el esqueleto que sostiene al mapeo B-spline, ya que este no puede
escapar de la envoltura convexa de su malla de control. Las propiedades geométricas
de la malla determinan la calidad del mapeo.

Un hecho importante ya mencionado, vinculado con las mallas y demostrado en este
trabajo y publicado en [1], es la existencia de un mapeo B-spline bilineal que reproduce,
expĺıcitamente, de manera natural a la malla estructurada de cuadriláteros. El primer
objetivo espećıfico de esta tesis, fue encontrar expĺıcitamente esta representación. La
demostración de que la convexidad de la malla determina la inyectividad del mapeo
B-spline bilineal es el segundo objetivo espećıfico. Estos resultados establecen el nexo
entre una malla estructurada y convexa G y un mapeo B-spline bilineal, cuya malla de
control es precisamente G. La importancia de este resultado es la posibilidad de refinar
la malla tanto y donde se desee, aumentando las dimensiones de la malla sin recurrir al
costoso proceso de optimización. De manera general para mapeos B-spline inyectivos
de orden arbitrario al introducir nuevos nodos, aumentan las funciones básicas que
representan a la parametrización y por lo tanto la malla automáticamente se refina.
Desde este punto de vista aumentar los grados de libertad del mapeo es equivalente a
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refinar la malla.
La tesis ha puesto su foco de atención en los mapeos bicuadráticos. En las aplica-

ciones es necesario que los mapeos sean inyectivos. Este trabajo tiene como principal
aporte haber dado condiciones suficientes que garanticen la inyectividad de mapeos
B-spline bicuadráticos. Hemos demostrado que estas condiciones son factibles de veri-
ficar en la práctica y pueden ser usadas para desarrollar algoritmos que conduzcan a
mapeos inyectivos. Además de encontrar condiciones suficientes de inyectividad para la
clase de mapeos bicuadráticos con sucesiones de nodos equiespaciados y condiciones de
interpolación en los extremos, se probó una condición necesaria de inyectividad (teore-
ma 3.3). La estrategia fundamental y la herramienta básica para la obtención de estos
resultados, que se encuentran expresados en los teoremas 3.4 y 3.5, es la posibilidad de
escribir el Jacobiano del mapeo bicuadrático en una base B-spline bicúbica apropiada
(cuarto objetivo espećıfico) y en la técnica de subdivisión, la cual fue muy utilizada a
lo largo de todo el trabajo. Los resultados obtenidos fueron publicados en [2]. Respecto
a escribir el Jacobiano en la base bicúbica, debemos señalar que nuestra manera de cal-
cular los coeficientes de control, es nueva y a nuestro juicio más clara que los métodos
reportados en la literatura.

Como ya mencionamos anteriormente un resultado importante de este trabajo es un
método para parametrizar regiones planas con frontera irregular utilizando un mapeo
B-spline bicuadrático. Este método produce la mayoŕıa de las veces mapeos inyectivos y
se basa en los algoritmos de generación de mallas estructuradas y convexas desarrollados
por el Grupo UNAMalla. Las mallas convexas, como muestra la condición necesaria de
inyectividad 3.3, constituyen un buen punto de partida para conseguir la inyectividad
del mapeo bicuadrático. Los algoritmos desarrollados por el grupo UNAMalla, logran
mallas con propiedades geométricas muy deseadas, como la ortogonalidad entre las
ĺıneas y la uniformidad de las áreas de los cuadriláteros. Estas propiedades conducen a
que la calidad del mapeo bicuadrático sea satisfactoria, como se mostró en la sección
3.8 del caṕıtulo 3. El algoritmo de obtención de mapeos bicuadráticos fue probado en
una galeŕıa de 12 regiones reales, que incluyeron bah́ıas, lagos, lagunas, canales y otros
accidentes costeros. En todos los ejemplos se partió de mallas óptimas ε-convexas, como
mallas de control del mapeo bicuadrático. Se confirmó en todos los casos la inyectividad
de los mapeos bicuadráticos y solo en 2 casos hubo que repetir el proceso de optimización
para construir mallas de control más finas. Esto quiere decir que en más del 83 % de los
ejemplos la malla de control convexa, que garantiza la inyectividad del mapeo bilineal,
trasmitió esta propiedad al mapeo bicuadrático. Estos resultados también se encuentran
publicados en [2] y fueron presentados en diversos eventos cient́ıficos. Debemos señalar
que los resultados obtenidos se han incorporado al sistema UNAMalla, para añadir las
funcionalidades de construcción y graficación de mapeos bicuadráticos inyectivos.

Finalmente, y no menos importante, el caṕıtulo 4, ha abordado el último objetivo
espećıfico: la capacidad de los mapeos bicuadráticos inyectivos obtenidos para resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales por el método isogeométrico. La base
bicuadrática utilizada en la construcción del mapeo es la misma que se usa para apro-
ximar la solución de la ecuación diferencial, lo que permite obtener soluciones suaves.
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Pero además, la base B-spline y el mecanismo de inserción de nodos (ver eṕıgrafe 2.2.2)
permiten la suficiente flexibilidad, para perder diferenciabilidad en puntos señalados si
fuese necesario. Los ejemplos ilustrativos de solución de ecuaciones diferenciales, fueron
ecuaciones de tipo Poisson y de Helmholtz, siempre sobre regiones irregulares. Ambas
ecuaciones incluyeron diversas dificultades en sus lados derechos, que haćıan que las
soluciones fueran oscilatorias o muy agudas en toda la región de integración o en pun-
tos espećıficos. Se mostró la calidad de las soluciones obtenidas y sus gradientes, al
compararlos con las soluciones exactas.

5.1. Trabajos futuros

Durante las investigaciones realizadas, varios tópicos han quedado abiertos o es
interesante ahondar en ellos. Algunos han surgido al calor del trabajo o no se han
podido abarcar. Los que nos parecen más importantes son los siguientes:

1. Extender las condiciones suficientes de inyectividad a mapeos B-spline bicuadráti-
cos con sucesiones de nodos arbitrarias. Igualmente indagar si existe alguna con-
dición necesaria para estos mapeos.

2. Encontrar las condiciones de inyectividad para mapeos B-spline de órdenes supe-
riores al cuadrático, particularmente para mapeos bicúbicos.

3. Proponer otras variantes de algoritmos para construir mapeos inyectivos. En par-
ticular, evadir la inserción total de nodos en el punto medio y hacerlo solamente
en los rectángulos paramétricos y sus vecinos cercanos a donde no se satisafagan
las condiciones suficientes de inyectividad. Esta poĺıtica reduciŕıa las dimensiones
del problema de optimización a resolver.

4. Estudiar el efecto de diferentes funcionales de malla sobre la inyectividad y la
calidad del mapeo bicuadrático.

5. Extender a 3D los resultados sobre inyectividad.

Al respecto debemos apuntar que los resultados y algoritmos propuestos aqúı, son
extendibles de manera natural a 3D, si se dispone de un algoritmo de generación
de mallas estructuradas de hexaedros.

6. Estudiar la posibilidad de encontrar condiciones suficientes de inyectividad del
tipo de los teoremas 3.4 y 3.5 para mapeos basados en THB-spline y T-mallas.
Las mallas de control de estos mapeos no son estructurados, pero recientemente
se han logrado encontrar bases polinómicas que los representan, por lo tanto
seŕıa interesante indagar si se puede escribir el Jacobiano en términos de bases
que puedan conducir a condiciones suficientes de inyectividad. Esta posibilidad
es importante ya que para problemas 3D los costos computacionales aumentan
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y los THB-spline y las T-mallas, permiten disminuir las dimensiones refinando
localmente solo en los lugares de interés.

7. Realizar estudios sobre la solución de ecuaciones diferenciales mediante el méto-
do de diferencias finitas utilizando los mapeos B-spline de orden superior, es-
pecialmente bicuadráticos. Comparar los resultados obtenidos por el método iso-
geométrico, con la solución exacta, con el tiempo de cómputo y con la complejidad
del código. Realizar la misma comparación para el método de volumen finito.
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Apéndice A

Modelación de las curvas de la frontera

En el eṕıgrafe 3.2.1.1 asumimos que las curvas (3.33) y (3.34) están dadas. Sin
embargo, ¿cómo obtener estas curvas? Lo usual cuando se tiene una región irregular,
como accidentes geográficos o demarcaciones poĺıticas, es que su frontera esté descrita
por una poligonal, con la única condición que no tenga autointersecciones. Los vértices
de la poligonal pueden ser puntos de la frontera real o aproximaciones a los mismos.
Existe todo un abanico de posibilidades para definir las curvas (3.33) y (3.34) a partir
de esta información. Sin embargo, nuestro trabajo al tener fija la sucesión de nodos,
prácticamente obliga a utilizar los puntos de la poligonal como puntos de control.
Para ello se toman n puntos de las poligonales “norte” y “sur” y m puntos de las
poligonales “este” y “oeste”, como puntos de control de las curvas (3.33) y (3.34).
Esta variante es la más sencilla, barata y no es mala. Produce un suavisamiento del
contorno definido por la poligonal. La curva B-spline debido a la propiedad de variación
reducida está cercana a la poligonal. Si la poligonal no tiene n o m puntos en alguno de
sus lados se necesita disponer de algún algoritmo de inserción de puntos. La figura A.1
muestra un tramo del contorno del estado de Oaxaca aproximado por una poligonal
de 72 puntos y la curva B-spline cuadrática para ese poĺıgono de control. Se muestran
además desagregados tanto el poĺıgono (en color negro) como la curva (en color rojo)
para poder apreciar más claramente las diferencias.

Otras variantes que se pueden considerar se basan en encontrar el poĺıgono de
control de las curvas B-spline tales que interpolen o aproximen mı́nimo cuadráticamente
ciertos puntos de la frontera dados. En estos casos necesitamos predefinir las abscisas
paramétricas, las cuales deben satisfacer la condición de Schoenberg-Whitney [26]1

1Existen diversas maneras de construir el vector paramétrico para que satisfaga la condición de

Schoenberg-Whitney. Por ejemplo, Farin en el caṕıtulo 9 de su libro [32] propone utilizar las abscisas

de Greville, también de Boor [26] menciona esta posibilidad además de otra variante conocida como

puntos de Chebyshev-Demko. No obstante, es importante señalar que estos datos deben estar numera-

dos en un orden apropiado ya que si esto falla los resultados pueden ser completamente distinto a lo

esperado, como muestra Lee en su trabajo [50]. Existen otras posibilidades que son importantes mencio-
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A. MODELACIÓN DE LAS CURVAS DE LA FRONTERA
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Figura A.1: Curva modelada a partir de utilizar una poligonal que decribe la frontera

como puntos de control. Al centro la curva B-spline cuadrática (en rojo) y los puntos de

control (negro). Desaregadas, arriba los poligonal de control (en negro). Abajo la curva

B-spline cuadrática (en rojo). Como se observa no hay muchas diferencias visibles.

con relación a los nodos. Esta condición garantiza la invesibilidad de las matricies que
aparecen en los procesos de interpolación o aproximación mı́nimo cuadrática. Aun en el
caso que esta condición sea satisfecha, los resultados no siempre son los deseados ya que
se pueden producir autointecciones en las curvas. Por estas razones la utilización de la
poligonal como puntos de control, es una opción razonable y que da buenos resultados.

nar como la parametrización de la longitud de arco y subvariantes de estas. Todas ellas intentan evitar

determinados efectos no deseados en el proceso de interpolación o aproximación mı́nimo cuadrática.

Sin embargo, se debe comprobar que satisfagan la condición de Schoenberg-Whitney para evitar la

singularidad de matrices de los sistemas lineales que aparecen en el proceso. Para una panorámica de

estas parametrizaciones recomendamos la sección 9.6 del texto de Gerard Farin [32]. Cuando los datos

están desorganizados o se desea curvas ajustadas a lo datos, entonces se pueden considerar las absci-

sas o vectores paramétricos como variables del problema. Esto conduce a problemas de optimización

no lineal. Son métodos sofisticados y más costosos que los anteriores, pero en los que se han logrado

avances notables. Al respecto se puede consultar los trabajos [75] y [84].
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Apéndice B

Demostraciones

B.1. Demostración del lema 3.4

Lema 3.4 Sea Uij := [ξi, ξi+1] × [ηj , ηj+1], i = 1, ..., n − 2, j = 1, ...,m − 2. Para
∀(ξ, η) ∈ Uij , las derivadas parciales del mapeo bicuadrático (3.22) con nodos (3.23) y
(3.24) están dadas por,

xξ(ξ, η) = (n− 2)
i+1∑
r=i

j+2∑
s=j

γrhr,sBr,2,τξ(ξ)Bs,3,tη(η)

xη(ξ, η) = (m− 2)
i+2∑
r=i

j+1∑
s=j

δsvr,sBs,2,τη(η)Br,3,tξ(ξ)

donde

γr =


2, r = 1
1, 2 6 r 6 n− 2
2, r = n− 1

δs =


2, s = 1
1, 2 6 s 6 m− 2
2, s = m− 1

y hr,s y vr,s fueron definidos en (3.14) y (3.15) respectivamente.

Demostración. Para simplificar notaciones a las bases lineales las denotaremos por

B2
i (ξ) en sustitución de Bi,2,τξ(ξ) (B2

j (η) por Bj,2,τη(η)). De igual modo B3
i (ξ) por

Bi,3,tξ(ξ) y B3
j (η) por Bj,3,tη(η).
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B. DEMOSTRACIONES

Sea (ξ, η) ∈ Ui,j i = 1, ..., n − 2, j = 1, ..., m − 2, entonces derivando en (3.31)

obtenemos

xξ|Ui,j =
∂x

∂ξ
=

i+2∑
r=i

j+2∑
s=j

Pr,sB
3
s (η)

d

dξ
B3
r (ξ) (B.1)

xη|Ui,j =
∂x

∂η
=

i+2∑
r=i

j+2∑
s=j

Pr,s
d

dη
B3
s (η)B3

r (ξ) (B.2)

donde hemos omitido la referencia a los nodos en la notación de las bases, es decir,

B3
i (ξ) denota a B3

i,tξ
(ξ) y B3

j (η) denota a B3
j,tη(η).

0

0.5

1

ξ
i+1

ξ
i

B
i+1

3
B

i

3

B
i

2 B
i+1

2

B
i+2

3

Figura B.1: B-splines cuadráticos y lineales con nodos (3.23) que no se anulan en [ξi, ξi+1].

Para obtener las expresiones finales de xξ y xη debemos tener en cuenta que d
dξB

3
i (ξ),

dada por (3.45), está definida por pedazos y que lo mismo ocurre para d
dηB

3
j (η). Por

eso la demostración se divide en 3 casos:

a) (ξ, η) está en un rectángulo interior Ui,j con i = 2, ..., n− 3, j = 2, ...,m− 3 del

espacio de parámetros U , vea la figura B.2, izquierda.

b) (ξ, η) pertenece a uno de los 4 rectángulos de las esquinas de U : U1,1, U1,m−2,

Un−2,1 o Un−2,m−2, vea la figura B.2, centro.

c) (ξ, η) está en algún rectángulo de la frontera que no es ninguna de las esquinas

de U . Aqúı tenemos 4 posibilidades (vea la figura B.2, derecha):(ξ, η) ∈ Ui,1, 2 6

i 6 n − 3, (ξ, η) ∈ Un−2,j , 2 6 j 6 m − 3, (ξ, η) ∈ Ui,m−2, 2 6 i 6 n − 3 y

(ξ, η) ∈ U1,j , 2 6 j 6 m− 3.
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B.1 Demostración del lema 3.4
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Figura B.2: Espacio de parámetros U dividido en los rectángulos Ui,j = [ξi, ξi+1] ×

[ηj , ηj+1]. Izquierda Ui,j , i = 2, ..., n− 3, j = 2, ...,m− 3 es un rectángulo interior. Centro:

Ui,j es una de las 4 esquinas de U . Derecha: Ui,j es un rectángulo de la frontera que no es

esquina.

Caso a)(ξ, η) ∈ Ui,j i = 2, ..., n− 3, j = 2, ...,m− 3. Combinando las expresiones

(B.1) y (2.8) observamos que las bases B-spline de orden 2 involucradas en la derivada

parcial en la dirección ξ en el intervalo [ξi, ξi+1], son B2
i−1(ξ), B2

i (ξ), B2
i+1(ξ) y B2

i+2(ξ).

Sin embargo, en este intervalo las únicas funciones no nulas son B2
i (ξ) y B2

i+1(ξ), vea

la figura B.1. Luego, utilizando (3.14), la expresión (B.1) se reduce a,

xξ|Ui,j = (n− 2)

j+2∑
s=j

[
hi,sB

2
i (ξ) + hi+1,sB

2
i+1(ξ)

]
B3
s (η) (B.3)

En la dirección η obtenemos un resultado similar a partir de (B.2) y (3.15),

xη|Ui,j = (m− 2)

i+2∑
r=i

[
vr,jB

2
j (η) + vr,j+1B

2
j+1(η)

]
B3
r (ξ) (B.4)

Nótese que las expresiones (B.3) y (B.4) coinciden con (3.53) y (3.54) respectivamente

teniendo en cuenta que todos los γr y δs involucrados en esta últimas expresiones valen

1.

Caso b) Vamos a probarlo únicamente para la esquina inferior izquierda que co-

rresponde al rectángulo U1,1 = [ξ1, ξ2]× [η1, η2]. Para las otras esquinas la demostración

es similar.
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B. DEMOSTRACIONES

Tomando i = j = 1 en (B.1) llegamos a,

xξ|U1,1
=

3∑
s=1

P1,sB
3
s (η)

d

dξ
B3

1(ξ) +

+
3∑
s=1

P2,sB
3
s (η)

d

dξ
B3

2(ξ) + (B.5)

+

3∑
s=1

P3,sB
3
s (η)

d

dξ
B3

3(ξ)

Sustituyendo en esta última expresión d
dξB

3
r (ξ); r = 1, 2, 3 por la fórmula (3.45) y

teniendo en cuenta que los únicos B-splines lineales no nulos en [ξ1, ξ2] son B2
1(ξ) y

B2
2(ξ), de (B.5) obtenemos finalmente,

xξ|U1,1
= (n− 2)

3∑
s=1

[
2h1,sB

2
1(ξ) + h2,sB

2
2(ξ)

]
B3
s (η) (B.6)

De manera similar podemos calcular xη y llegamos a,

xη|U1,1
= (m− 2)

3∑
r=1

[
2vr,1B

2
1(η) + vr,2B

2
2(η)

]
B3
r (ξ) (B.7)

Las expresiones (B.6) y (B.7) coinciden con (3.53) y (3.54) respectivamente, pues γ1 =

δ1 = 2 mientras que γ2 = δ2 = 1.

Caso c) Se demuestra exclusivamente para la frontera inferior, correspondiente a

los rectángulos Ui,1 con 2 6 i 6 n− 3. Para el resto de las fronteras la demostración es

similar. Si en (B.1) hacemos j = 1 con 2 6 i 6 n− 3 obtenemos,

xξ|Ui,1 =

3∑
s=1

Pi,sB
3
s (η)

d

dξ
B3
i (ξ) +

+

3∑
s=1

Pi+1,sB
3
s (η)

d

dξ
B3
i+1(ξ) + (B.8)

+

3∑
s=1

Pi+2,sB
3
s (η)

d

dξ
B3
i+2(ξ)

Sustituyendo en (B.8) las expresiones para d
dξB

3
r (ξ), r = i, i+ 1, i+ 2 dadas por (3.45)

y teniendo en cuenta que los únicos B-splines lineales no nulos en [ξi, ξi+1] son B2
i (ξ) y

B2
i+1(ξ) obtenemos,
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B.2 Demostraciones vinculadas a la Condición Necesaria de Inyectividad

xξ|Ui,1 = (n− 2)
3∑
s=1

B3
s (η)

[
B2
i (ξ)(Pi+1,s −Pi,s) +

+B2
i+1(ξ)(Pi+2,s −Pi+1,s)

]
=

= (n− 2)
3∑
s=1

[
hi,sB

2
i (ξ) + hi+1,sB

2
i+1(ξ)

]
B3
s (η) (B.9)

Procediendo de manera similar para la derivada respecto a η llegamos a,

xη|Ui,1 = (m− 2)
i+2∑
r=i

[
2vr,1B

2
1(η) + vr,2B

2
2(η)

]
B3
r (ξ) (B.10)

Obsérvese que (B.9) y (B.10) se pueden reescribir como (3.53) y (3.54) respectivamente,

pues γi = 1, 2 6 i 6 n− 2 mientras que δ1 = 2, δ2 = 1.

B.2. Demostraciones vinculadas a la Condición Necesaria

de Inyectividad

Proposición B.1. Sea D ⊂ Rn un conjunto abierto, acotado y simplemente conexo y

sea Φ una función de la clausura D de D en Rn. Asumamos que Φ admite una extensión

Φ a un conjunto abierto V con D ⊂ V , tal que Φ y JΦ son continuas sobre V , donde

JΦ denota la matriz Jacobiana de Φ. Si Φ es inyectiva sobre D, entonces det(JΦ(x)),

no cambia de signo sobre D.

Demostración. Por hipótesis D es un conjunto abierto y acotado y Φ ∈ C1(D)n, donde

C1(D)n denota el conjunto de funciones Φ : D → Rn que admiten una extensión

Φ a un conjunto abierto V , con D ⊂ V , tal que Φ y JΦ son continuas sobre V . Si

p = Φ(x) /∈ Φ(∂D) y det(JΦ(x)) 6= 0 entonces, el grado de Φ en p con respecto a D,

d(Φ, D, p), está definido en [34]( página 6) por:

d(Φ, D, p) =
∑

x∈Φ−1(p)

sgn(det(JΦ(x))) (B.11)
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B. DEMOSTRACIONES

Asumamos que existen dos puntos p1 = Φ(x1), p2 = Φ(x2), con x1, x2 ∈ D, tales

que

det(JΦ(x1)) det(JΦ(x2)) < 0 (B.12)

Dado que Φ es continua e inyectiva sobre el conjunto abierto D, por el teorema de

la invarianza del dominio (vea Teorema 3.30, página. 68 en [34]) sabemos que Φ(D) es

un conjunto abierto y que p1, p2 /∈ Φ(∂D). Además, x1, x2 no son puntos cŕıticos de Φ

y p1, p2 están conectados a lo largo de la misma componente conexa Rn \Φ(∂D) ya que

Φ(D) es simplemente conexo. Entonces aplicando el Teorema 1.12 de [34] (página 15)

podemos concluir que el grado de Φ en p1 y el grado de Φ en p2, ambos con respecto a

D, es el mismo:

d(Φ, D, p1) = d(Φ, D, p2) (B.13)

Además, dado que Φ es inyectiva sobre D, Φ−1(p1) = x1 y Φ−1(p2) = x2. De (B.11)

obtenemos

d(Φ, D, pi) = sgn(det(JΦ(xi))), i = 1, 2.

Finalmente combinando la útima igualdad con (B.13) tenemos

sgn(det(JΦ(x1))) = d(Φ, D, p1) = d(Φ, D, p2) = sgn(det(JΦ(x2)))

Lo cual contradice a (B.12).

B.2.1. Demostración de la Proposición 3.3

Proposición 3.3 Asumamos que la malla de control P del mapeo bicuadrático
x(ξ, η) definido en (3.22) es convexa. Entonces x(ξ, η) satisface la condición necesaria
de inyectividad dada en el Teorema 3.3.

Demostración. Del Lema 3.5 sabemos que:

C3i−2,3j−2 = det(Jx(ξi, ηj))
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B.2 Demostraciones vinculadas a la Condición Necesaria de Inyectividad

Por otro lado, evaluando directamente en (3.57) obtenemos:

det(Jx(ξi, ηj))

(n− 2)(m− 2)
=

i+2∑
r=i

j+2∑
s=j

i+1∑
r′=i

j+1∑
s′=j

αr′,s′Dr′,s;r,s′B
3
r,tξ(ξi)B

3
s,tη(ηj)B

2
r′,τξ(ξi)B

2
s′,τη(ηj) (B.14)

Utilizando la fórmula de recurrencia de Cox-De Boor [26] evaluamos los B-spline

lineales y cuadráticos obteniendo:

Para los B-spline lineales:

B2
i,τξ(ξi) = 1, B2

r′,τξ(ξi) = 0 ∀r′ 6= i

B2
j,τη(ηj) = 1, B2

s′,τη(ηj) = 0 ∀s′ 6= j (B.15)

Para los cuadráticos:

B3
1,tξ(ξ1) = 1, B3

r,tξ(ξ1) = 0 ∀r 6= 1

B3
i,tξ(ξi) = B3

i+1,tξ(ξi) =
1

2
, B3

r,tξ(ξi) = 0 ∀r 6= i, i+ 1

B3
n,tξ(ξn−1) = 1, B3

r,tξ(ξn−1) = 0 ∀r 6= n (B.16)

similarmente

B3
1,tη(η1) = 1, B3

s,tη(η1) = 0 ∀s 6= 1

B3
j,tη(ηj) = B3

j+1,tη(ηj) =
1

2
, B3

s,tη(ηj) = 0 ∀s 6= j, j + 1

B3
m,tη(ηm−1) = 1, B3

s,tη(ηm−1) = 0 ∀s 6= m (B.17)

Sustituyendo (B.15), (B.16) y (B.17) en (B.14) se obtiene

C3i−2,3j−2 = det(Jx(ξi, ηj)) = (n− 2)(m− 2)
αi,j
4

i+1∑
r=i

j+1∑
s=j

Di,s;r,j (B.18)

Nótese que de acuerdo a (3.59)

Di,s;r,j = det([hi,s,vr,j ]), r = i, i+ 1, s = j, j + 1

son las áreas de los triángulos definidos por los cuadriláteros Qi,j . Dado que la malla

P es convexa, esas áreas son positivas. Por otro lado, los coeficientes αi,j son también

positivos. Por lo tanto, de (B.18) se concluye que C3i−2,3j−2 > 0.
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Apéndice C

Implementación computacional

La base de la programación se realizó en MatLab y después hubo diversos refac-
toring1 para circunstancias espećıficas. Los códigos que se prepararon para el sistema
UNAMalla se realizaron en C++.

Dada la necesidad de más velocidad en las corridas y disponer de un tipado dinámico
de alto nivel, orientado sobre todo a computación cient́ıfica, además de una sintaxis
parecida a MatLab, el método isogeométrico fue programado en Julia [13]. Al respecto
se defendió una tesis de licenciatura [16] por el estudiante R. Bruno, en la Facultad de
Matemática y Computación, en la Universidad de La Habana. Toda la graficación para
la tesis, las publicaciones y presentaciones en eventos y seminarios internos se realizaron
en MatLab. Hubo graficaciones espećıficas para UNAMalla realizadas en C++ y alguna
del método isogeométrico realizadas en Julia. La implementación computacional tiene
una parte importante que son las funciones base, esencialmente relativas al manejo de
los B-splines. Aunque la tesis está dedicada a mapeos bicuadráticos con sucesiones de
nodos particulares, debemos señalar que siempre que fue posible las funciones fueron
programadas para B-splines de orden arbitrario y con cualquier sucesión de nodos. Esto
posibilita la reutilización de los códigos en otros escenarios. En general se puede dividir
la implementación en cuatro partes fundamentales:

1. La dedicada a la comunicación con el sistema UNAMalla y menejo de mallas,

2. La dedicada al manejo de los B-spline (la más extensa),

3. La implementación de los algoritmos de verificación de inyectividad y de genera-
ción de mapeos bicuadráticos inyectivos,

4. La dedicada a la construcción de la matriz de rigidez (stiffness) y el vector de
esfuerzos, del método isogeométrico.

1Reprogramación del código
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C. IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL

Las funciones fundamentales son:

1. Comunicación en UNAMalla

lectura de las mallas del formato .red de UNAMalla.
Devuelve dos matrices Px y Py de dimensiones n ×m con las coordenadas
de los puntos.

lectura de los contornos en formato .con de UNAMalla.
Devuelve dos vectores x y y de tamaño 2(n + m − 2) o ocho vectores, dos
pares de dimensión n y dos pares de dimensión m

Salva de mallas al formato .red

Salva de contornos al formato .con en varias versiones

2. Manejo de B-splines

Generación de nodos equidistantes en [0, 1] para mapeos de orden k

Evaluación de las funciones básicas B-spline de orden k

Evaluación de las derivadas de las funciones básicas B-spline de orden k

Evaluación de un mapeo B-spline producto tensorial de orden k1 × k2

Evaluación de las curvas isoparamétricas de un mapeo B-spline producto
tensorial de orden k1 × k2

Evaluación de las derivadas parciales de un mapeo B-spline producto tenso-
rial de orden k1 × k2

Evaluación de Jacobiano de un mapeo B-spline producto tensorial de orden
k1 × k2

Graficación vinculada a las funciones Básicas y los mapeos B-spline

Subdivisión v́ıa inserción de nodos:

• Nueva representación de una curva mediante la inserción de un nodo

• Nueva representación de una curva mediante la inserción de un vector
de nodos

• Nueva representación de una curva mediante la inserción de nodos en
los puntos medios

• Nueva representación de un mapeo mediante la inserción de un nodo

• Nueva representación de un mapeo mediante la inserción de varios vec-
tores de nodos

• Nueva representación de un mapeo mediante la inserción de nodos en
los puntos medios

• Nueva representación del Jacobiano bicúbico del mapeo bicuadrático
mediante la inserción de nodos en parches espećıficos.

Cálculo del Jacobiano escalado (3.91)
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Jacobiano del mapeo B-spline bicuadrático como función B-spline bicúbica

• Generación de los vectores de nodos de la función bicúbica

• Cálculo de los coeficientes de control de la función Jacobiana bicúbica
según el algoritmo 3.1. Incluye varios subalgoritmos.

3. Implementación de los algoritmos de verificación de inyectividad y de generación
de mapeos bicuadráticos inyectivos.

Chequeo de la condición necesaria de inyectividad (innecesario si la malla
de control es convexa)

Implementación del algoritmo 3.2.
Utiliza las funcionalidades del manejo de B-spline y la implementación del
algoritmo 3.1 anteriormente mencionadas

Implentación del algoritmo 3.3
Utiliza una combinación del algoritmo 3.2, del Sistema UNAMalla para la
optimización de funcionales de malla y de métodos de subdivisión

4. Método Isogeométrico (para mayor detalle de esta implementación se puede con-
sultar [16]:

refactoring de lectura de ficheros .red de UNAMalla en Julia

refactoring de las funcionalidades de B-spline en Julia

modelación de las condiciones de frontera mediante interpolación

cuadraturas gaussianas 1D

cuadraturas gaussianas 2D

refactoring de subdivisión en Julia

calculo de la matriz local

ensamble de la matriz de rigidez

construcción del vector de esfuerzos

norma L2

norm H1
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