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Prefacio

El objetivo principal del presente trabajo consiste en desarrollar métodos para
la generacién de mallas estructuradas, convexas y hexaedrales en regiones en
tres dimensiones.

La generacion de una malla en tres dimensiones es un proceso complicado ya
que, generalmente, las regiones tienen caracteristicas que hacen dificil la ela-
boracién de un modelo discreto. Por ejemplo, para generar una malla que nos
permita simular el comportamiento de un yacimiento petrolero es necesario es-
tudiar las diversas capas que lo componen. Mas aln si existen -en particular-
fracturas en algunas de estas capas.

Figura 1: Ejemplo de una malla 3D de un yacimiento con fallas.

Nos enfocaremos en regiones con geometria no muy compleja que de manera pro-
visional denominaremos hexaedrales (por su sentido intuitivo). Tales regiones
tienen la caracteristica de que su frontera puede dividirse, en seis caras. Las
caras pueden tener una naturaleza muy distinta dependiendo del tipo de regién
con que se trabaje, pueden ir desde una superficie simple determinada por una
funcién, hasta un conjunto discreto de puntos que determinan un sélido en R3.

Los metodos existentes para la generacion de una malla sobre una cara son muy
diversos. En el presente trabajo, una buena parte de las regiones que conside-
ramos son generadas mediante un corrimiento de una malla en dos dimensiones
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(generada ya de antemano), de tal forma que las mallas sobre las caras quedan
determinadas de una manera sencilla (figura 2(a)). También abordamos casos
donde las caras estan descritas por un conjunto de puntos contenidos en ellas,
puntos que son obtenidos usualmente via observacion. En estos casos las caras
son determinadas via interpolacion, sobre las cuales se puede generar una malla.

La gran ventaja de poder caracterizar una region como hexaedral y de generar
las mallas en cada una de sus caras es que se puede generar una malla inicial
sobre toda la regién mediante interpolacién transfinita (figura 2(b)), lo cual re-
sulta bastante econdémico en el sentido computacional.

Figura 2: (a) Malla de México generada por un corrimiento de capas sobre el
eje z. (b) Malla de un terreno generada por interpolacién transfinita donde las
mallas sobre las caras son generadas via interpolacién.

Existe un niimero muy amplio de métodos para la generaciéon de mallas en tres
dimensiones, el diagrama dado por Owen [46] mostrado en la figura 3 ilustra a
grandes rasgos el conjunto de métodos existentes.

En el campo de las mallas no estructuradas uno de los métodos que ha adquirido
gran popularidad son las teselaciones de Delaunay, ya que una de sus caracteris-
ticas principales consiste en aprovechar la estructura de los puntos en el interior
del sélido para mejorar la calidad de los tetraedros que conforman la malla. En
este rubro destacan los trabajos de Rebay (1993) [48], Weatherill (1994) [58],
Golias (1994) [27] y Shewchuk (1998) [52], entre otros.
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Figura 3: Diagrama que ilustra los métodos para la generacién de mallas en tres
dimensiones dado por Owen [46].

Nuestro principal interés radicara en la generacién de mallas mediante métodos
variacionales, analogos a los propuestos para el caso en dos dimensiones. De esta
forma es posible plantear el problema mediante un mapeo del cubo unitario a
la regién con una geometria compleja en R3 de interés, cuya solucién se obtiene
resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales parciales conocido como sis-
tema de Euler-Lagrange o, reformulado numéricamente como un problema de
optimizacién a gran escala.

En este rubro destacan por su gran relevancia y aporte los trabajos de Ivanenko
(1998) [31] y Azarenok (2006) [1], el primero desarrolla gran parte de la teoria
detras de la generacién de mallas mediante el uso de mapeos arménicos, los
cuales dan a la malla propiedades de suavidad. El segundo implementa numéri-
camente las ideas de Ivanenko mediante la resoluciéon de un problema de opti-
mizacién a gran escala. Sin embargo, cabe senalar que tales trabajos suponen
que la malla inicial con la que parte el método de optimizacion debe ser convexa.

Otros trabajos de gran relevancia que han sido desarrollados siguiendo esta
misma linea son, por ejemplo, Ushakova (2001) [57], que desarrolla, entre otras
cosas, un conjunto de condiciones para la convexidad de las celdas de la malla
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basada en los volumenes de los tetraedros que conforman las celdas; Liseikin
(1999) [42] y Knabner (2003) [35], que abordan diversas propiedades y teoria
relacionada con la invertibilidad de los mapeos arménicos; Khattri y Fladmark
(2004) [34] que utilizan un funcional de drea con el cual mejoran la calidad de
una malla inicial convexa y Knupp (2000) [38] que estudia el problema del condi-
cionamiento de la matriz Jacobiana impicita en el problema de generaciéon de
mallas, cabe destacar que bajo este rubro, Azarenok [1] (2006) realiza un estu-
dio utilizando un conjunto de transformaciones lineales que permiten garantizar
bajo ciertas condiciones la positividad del determinante de la matriz Jacobiana
y por ende la invertibilidad del mapeo que define a la malla.

Regresando a los trabajos de Ivanenko y Azarenok, debido a la naturaleza de las
regiones con las que trabajaremos es necesario extender el funcional armoénico a
uno cuasi-arménico, de tal forma que podamos iniciar el proceso de optimizacién
con una malla no necesariamente convexa; esto introduce una gama muy grande
de casos posibles a trabajar, ademés de que evitamos dificultades numéricas que
aparecen en el funcional arménico cuando utiliza mallas no convexas.

Otro aspecto de gran relevancia en el proceso de generacién de una malla convexa
mediante los métodos propuestos por Ivanenko y Azarenok, y que se presenta
en un gran numero de casos, es la pérdida de la naturaleza hexaedral en las
mismas; es decir, una gran parte de las caras de las celdas no son planas. Este
problema se aborda de una manera superficial en gran parte de la literatura, no
obstante que ello permite la introducciéon de un control de calidad muy impor-
tante sobre la malla. Por ello, nos vimos involucrados en la tarea de extender
el trabajo existente en esta drea con el fin de generar mallas que tengan esta
propiedad mediante una modificiacién al funcional cuasi-arménico que incluye
condiciones de coplanaridad para las caras de las celdas.

Existe un gran ntimero de aplicaciones practicas en las que es necesario realizar
simulaciones numéricas que permitan reproducir procesos que se presentan en
la vida real, como son:

1. Modelacién de yacimientos de hidrocarburos y de aquiferos.
2. Estudio de la contaminaciéon de rios, lagos, mares y atmosfera.

3. Elaboracién de materiales y piezas industriales que cumplan con ciertas
propiedades de durabilidad, resistencia al calor, etc.

Entre otras mas...

Sin embargo para poder llevar a cabo una simulacién que represente lo mejor
posible el proceso real es necesario generar mallas en tres dimensiones de bue-
na calidad, de tal manera que puedan ser utilizadas para resolver problemas
que involucren la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales me-
diante métodos que van desde diferencias finitas hasta elementos y volumenes
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finitos. En vista de ello hemos desarrollado un breve estudio de un problema de
simulacién de ondas de choque abordado por LeVeque en [41] que nos permita
observar el comportamiento de nuestras mallas en procesos modelados mediante
ecuaciones diferenciales parciales.

Aportaciones principales del trabajo.

Las principales aprotaciones del trabajo realizado son las siguientes:

Se ilustran una serie de dificultades que tiene el paso de la generacion de
mallas en dos dimensiones al caso en tres dimensiones y se desarrollaron
técnicas apropiadas para abordarlas.

Se realiza la generacion de mallas arménicas convexas partiendo de una
malla inicial no necesariamente convexa mediante un funcional cuasi-
armoénico, extendiendo asi las ideas de Ivanenko y Azarenok.

Se introducen condiciones de coplanaridad sobre las celdas de la malla de
tal forma que sea posible modificar el funcional cuasi-armonico con el fin de
generar mallas hexaedrales. Ademds, se incluyen teoremas (véase apéndice
A) para analizar y determinar los casos en que el problema estd bien
definido. Cabe destacar que este andlisis no se aborda en gran parte del
trabajo existente sobre la generacién de mallas.

Los algoritmos desarrollados en el presente trabajo fueron implementados
en un sistema en Matlab que permite visualizar y generar las mallas con-
vexas hexaedrales. El sistema incluye también diversas opciones graficas
que son de gran utilidad en el proceso.

Se ilustran dos aplicaciones en la simulacién de ondas de choque haciendo
uso de las mallas generadas por los algoritmos ilustrados en el presente
trabajo obteniendo resultados fisicos plausibles.

Los principales avances presentados en este trabajo han sido publicados en
el journal Mathematical and Computer Modelling de Elsevier, en agosto
del 2011 (véase [9]).

Contenido de los capitulos

A continuacién se presenta de manera breve el contenido de los capitulos y
apéndices de este trabajo:

Capitulo 1.

Se presentan aspectos generales de la generacion de mallas estructuradas
en dos dimensiones sobre regiones irregulares, algunos de los fundamentos
tedricos, los funcionales desarrollados hasta ahora y algunos ejemplos.



Capitulo 2.

Se abordan las principales dificultades del problema en el paso de dos
a tres dimensiones, el estado del arte y las consideraciones generales del
mismo.

Capitulo 3.

Se presenta la teoria dada por Ivanenko para la generacion de mallas
armonicas en tres dimensiones, la implementacion numérica dada por
Azarenok y las dificultades numéricas de la misma. Asi mismo se presenta
una extensiéon al funcional arménico utilizando la formulacién ya probada
con éxito en dos dimensiones mediante un funcional quasi-armoénico. Se
incluyen ademas algunos ejemplos ilustrativos del proceso.

Capitulo 4.

Se presenta el problema de que las celdas de las mallas generadas no son
hexaedrales, asi como la variante del funcional que incluye una condicién
de coplanaridad para atacar este problema. Se incluyen los posibles casos
de estudio y ejemplos ilustrativos.

Capitulo 5.

Se realiza el estudio de dos problemas sobre la simulaciéon de ondas de
choque en dominios esféricos y cilindricos mediante la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales parciales utilizando las mallas generadas por
nuestro proceso.

Capitulo 6.
Se presentan las conclusiones del trabajo y los planes a futuro.

Apéndice A.

Se presenta el andlisis de variables y restricciones involucrado en el pro-
blema de la generacién de mallas hexaedrales con el fin de describir los
posibles casos de estudio.

Apéndice B.

Se ilustra un sistema experimental para generar mallas estructuradas en
3D, desarrollado siguiendo las ideas presentadas en el trabajo para la ge-
neracion de mallas armonicas convexas y hexaedrales.
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Capitulo 1

Aspectos generales de la
generacion de mallas
estructuradas en 2D.

En este capitulo haremos un breve resumen de los aspectos tedricos y practicos
involucrados en la generacion numérica de mallas estructuradas en dos dimen-
siones, su importancia radica en hacer notar el gran esfuerzo realizado en esta
area hasta la fecha y en la dificultad de extension al caso en tres dimensiones.

1.1. Introduccién y antecedentes.

Una de las 4reas donde es importante generar mallas estructuradas convexas es
en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales, sobre todo en regiones con
geometria irregular que son las que maés se presentan en la vida real.

Entre los métodos que se han desarrollado para abordar este problema, se
estd interesado en aquellos que se obtienen por medio de una formulacién varia-
cional. Los primeros trabajos en esta direccién se deben a Brackbill-Saltzman en
1982 ([14]) y a Steinberg-Roache en 1986 ([53]). Dentro de este enfoque varia-
cional se puede hacer una gran subdivision entre los métodos continuos y los
discretos, aunque histéricamente éstos tltimos han surgido de los continuos. No
obstante en anos recientes los métodos discretos se han desarrollado de manera
independiente con muy buenos resultados.

Desde el punto de vista continuo, Ivanenko [31] plantea el problema como en-
contrar un mapeo que vaya del cuadrado unitario a la region en cuestién. Para
garantizar la correspondencia entre los puntos y las fronteras de ambas regiones
es necesario que el mapeo sea un homeomorfismo.
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Dada la formulacién continua el problema discreto puede atacarse por dos
frentes, el primero consiste en resolver un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales con condiciones de frontera denominado el sistema de Euler-Lagrange. Los
trabajos mds importantes en este enfoque se deben a Steinberg y Knupp ([37],
[38]). En estos trabajos se introducen los llamados funcionales de drea, longitud,
suavidad y area-ortogonalidad, que se encuentran en dependencia del mapeo a
calcular y asignan diversas propiedades geométricas a la malla en cuestién. Los
métodos desarrollados por estos autores producen mallas de excelente calidad
sobre regiones simples; sin embargo, para regiones con geometria compleja el
objetivo fundamental no se logra ya que las mallas no resultan ser siempre con-
vexas.

En el segundo frente, abordado principalmente por Ivanenko [31], se prefiere
realizar una discretizacion de los funcionales continuos mediante algin esque-
ma de cuadratura numérica. Este proceso hace que el problema a resolver sea
minimizar una funcién multivariada la cual es llamada funcional discreta. Esta
minimizacion se lleva a cabo usando métodos iterativos, razén por la cual se
necesita contar con una malla inicial; el proceso converge mas rapidamente si la
malla inicial elegida es construida de manera conveniente.

Otro enfoque discreto dado por Castillo ([17],[18]) consiste en trabajar direc-
tamente con las celdas de la malla asi, desarrolld versiones discretas de los
funcionales de drea y de longitud. Sin embargo, la manera en que realiza la
discretizacién no le permite obtener resultados que mejoren los obtenidos por
medio de las versiones continuas. Usando una manera novedosa de discretizar
los funcionales continuos, Barrera, Pérez y Castellanos en 1992 ([5]) reformulan
los funcionales discretos de area, longitud, area-ortogonalidad y suavidad, obte-
niendo mejores resultados que Castillo. También introducen un nuevo funcional
de longitud (el funcional de Barrera-Pérez) el cual les permite obtener mallas
adecuadas en una buena variedad de regiones, sin embargo, para regiones irreg-
ulares no consigue que las mallas 6ptimas sean convexas.

En lo que respecta a la version discreta del funcional de suavidad, haciendo uso
de mapeos arménicos, los trabajos principales se deben a Barrera ([3],[6],[7]) e
Ivanenko ([31],[32]). La forma que tiene el funcional de suavidad impide que se
puedan lograr mallas convexas si no se cuenta con una malla inicial que ya lo
sea. Tratando de remediar en cierta medida esta situacién, Barrera construye
un nuevo funcional discreto de suavidad (el funcional de suavidad regularizado),
el cual le permite lograr convexidad en regiones no muy irregulares partiendo
de mallas iniciales que sean “cuasi-convexas”. El trabajo de Ivanenko ([31],[32])
también va en esta direccién, realizando una modificacién al funcional de suavi-
dad de tal manera que logra convexidad para una clase amplia de regiones. Su
método, sin embargo, requiere que el usuario sea un experto en la generacion
de mallas, ya que se necesita ajustar varios parametros para que el proceso de
optimizacion converja.
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Barrera y Tinoco en 1997 ([56]) formulan funcionales de suavidad y drea regu-
larizados mediante los cuales es posible generar mallas convexas en un menor
tiempo y partiendo de mallas iniciales no necesariamente convexas sobre re-
giones irregulares. Ademds en 2005, Barrera y Dominguez-Mota ([3]) extienden
estos funcionales desarrollando una teoria basada en mapeos cuasiarmdnicos
para obtener de manera eficiente mallas suaves y convexas.

Para efectos de nuestro trabajo y en particular de este capitulo introductorio,
presentamos primero la formulaciéon continua del problema seguido después de
la discreta, la discretizacién de los funcionales continuos, asi como el problema
de optimizacion a resolver. Por 1ltimo, ilustraremos el desempeno de algunos
de los funcionales discretos con algunos ejemplos de mallas generadas en 2D.

1.2. Mallas estructuradas continuas.

En el caso continuo, una malla puede definirse como un mapeo que nos permita
llevar al cuadrado unitario a una regién mas compleja  en R?; es decir:

Definicién 1. Una malla X(£,7) sobre una region @ C R? es una funcion
continua

X:R—Q (1.1)
donde R es el cuadrado unitario [0,1] x [0, 1].

X{&n

A e

R

i

Figura 1.1: Mapeo entre R y 2.

Se restringira la atencién a funciones tales que
X(OR) = 002 (1.2)

es decir, aquellas que se ajustan a la frontera, o que conforman a ésta.
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De las posibles mallas existentes en ) que se ajustan a la frontera, seran de
interés aquellas que cumplan con ciertas propiedades:

1. Se requiere que diferentes puntos en R tengan como imagen puntos di-
ferentes en €2; esto implica que diferentes lineas coordenadas que no se
cruzan en R, tendrdn imagenes que no se cruzan en ). Se requiere pues
que X sea 1-1.

2. También es necesario que X llene a 2; es decir, X, debe ser un mapeo
sobreyectivo.

3. Por otro lado, también es deseable que la imagen de una curva suave en
R sea una curva suave en ().

Otra condicién importante es que el mapeo X (£, ) tenga un Jacobiano de rango
completo y de determinante positivo, con el fin de preservar la orientacién sobre
R y Q definida por la frontera, ademés de obtener convexidad en las celdas de
la malla. Por tanto, el problema a resolver es el siguiente:

Problema 1. Dada una regién simple @ € R? cuya frontera es una curva
poligonal y dado ¢ : OR — 0 un homeomorfismo, encontrar un mapeo X :
R — Q tal que:

= X es una extension de .
= X es un homeomorfismo.

= J(&n) >0, V(n) €R.

Por simplicidad, de aqui en adelante tomaremos a J como el determinante del
Jacobiano. El siguiente teorema dado por Ivanenko [31] nos garantiza que bajo
ciertas condiciones X es un homeomorfismo de R en ).

Teorema 1.1. Sea X : R — (Q, si se cumplen las siguientes condiciones:
a) X|OR = 0f.
b) J(&m) >0, V(n) €R.

Entonces X(&,m) es un homeomorfismo de R en €.

Ademé&s debemos presentar un teorema similar, el cual es dado por Ivanenko
[31], pero tomando en cuenta los elementos en que se divide la malla (que en
nuestro caso son celdas cuadrildterales), tal resultado es el siguiente.

Teorema 1.2. Sea R el cuadrado unitario, el cual es dividido en n dominios
R; tales que

Si se cumplen las siguientes condiciones:
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a) X : R — Q continua.

b) X suave para cada R;.

¢c) Xi: = X|R;.

d) X : OR = 9Q es un homeomorfismo.

e) Ji(&,n) >0, V(En)eR, Vi=1,..,n
Entonces X(&,m) es un homeomorfismo de R en €.

A las imagenes del homeomorfismo aplicado sobre el cuadrado unitario uni-
forme se les denomina usualmente también mallas estructuradas continuas. Sin
embargo, como estamos interesados en la generacién numérica de mallas nos
centraremos en mallas estructuradas discretas.

1.3. Mallas estructuradas discretas.

Sean m y n nimeros naturales fijos mayores que 2 que determinan el nimero de
puntos “horizontales” y “verticales” que conforman los “lados” de la regién €2
en el plano, la cual estd definida por una poligonal § simple, cerrada y orientada
en el sentido contrario de las manecillas del reloj. De esta forma, los vértices
de 0€2 estdn dados por V' = {v1,v2,...02(m4n—2)} ¥ existe ademds una eleccién
natural para los cuatro “lados” de §2:

L(V) = {wlp=1,..,m}

(V) {vglg=m,...m+n—1}
(V) = {wpp=m+n-1,.,2m+n—2}
L(V) = {vlg=2m+n—-2,.,2(m+n—2)}
4

tales que V = U Ik (V).
k=1

Utilizando esta particion de la frontera de la regién €2 en cuatro lados, podemos
definir a una malla estructurada discreta como sigue.

Definicion 2. Sean m y n nimeros naturales mayores que 2. Decimos que el
congunto de puntos del plano

G={Pli=1,..,.m;j=1,..,n} (1.3)
con fronteras
LI(G) {P’L,1|Z: 175m}
Lg(G) = {P17n|’L: 1,...,m}
LyG) = {Pli=1,..,n}



20 Generacion de mallas estructuradas en 2D.

es una malla estructurada admisible y discreta de orden m x n para €1, si se
satisface que

(V)=L(G), k=1,..,4. (1.4)
Decimos ademds que la malla G es convexa si cada uno de los (m —1)(n — 1)
cuadrildteros (o celdas) ¢; ;j con vértices {P; ;, Piy1,j, Pi j+1, Pit1,j+1}, con 1 <
1<myl<j<n, es convezo.

Figura 1.2: Un ejemplo de una region definida por una poligonal simple y ce-
rrada.

Las mallas estructuradas discretas nos permitiran identificar de manera rapida
y practica los nodos de la malla. En este trabajo estamos interesados en aquellas
que tienen la propiedad de que todas sus celdas son convexas.

A continuacién ilustraremos los procedimientos usuales para la generacién de
mallas estructuradas usando métodos variacionales continuos.

1.4. Generacion variacional continua.

Aunque la nocién de funcional continuo es mucho méas amplia, para los fines que
nos ocupan se entenderda como una funcién de la forma

1 1
I(X) = /O /0 F(Es ., e, . e ) ddE (1.5)

que a cada malla
X:R—Q

le asocia un numero real. De hecho, la mayoria de los funcionales que serdn
considerados tienen una forma mas simple,

1 1
I(X) = / / F (e, 2y, vy dnde (1.6)
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donde f es una funcién que contendra informacién acerca de ciertas propiedades
geométricas que se desean controlar con el objeto de generar mallas adecuadas
vy que conformen a la frontera de €.

El problema de la generacién variacional continua de mallas consiste en encon-
trar X* tal que conforme la frontera y que haga minimo el valor de I(X); ademds
X debe tener un valor predeterminado sobre la frontera de R. En el contexto
del célculo de variaciones ([23],[26]), de las condiciones de optimalidad se sigue
que X* debe ser soluciéon del sistema de ecuaciones diferenciales acoplado

d (0 d
_ _f + — 8_f = 0

d¢ \ Ox¢ dn \ Oz,

d (0 d (0

q (_f> L e (_f> -

d§ \dye )~ dn \ Oy,
con condiciones de frontera

X(OR) = 00

Estas condiciones de optimalidad son llamadas en conjunto Ecuaciones de Euler-

Lagrange.

Existen un buen niimero de funcionales continuos que pueden aplicarse al pro-
blema de generacién de mallas, se pueden consultar en [53]. Para obtener fun-
cionales discretos a partir de ellos puede seguirse el enfoque clasico dado por
Ivanenko [31] o el enfoque propuesto por Castillo [17], a continuacién abordare-
mos brevemente ambos enfoques.

1.5. Generacion variacional discreta.

1.5.1. Funcionales discretos clasicos.

Si tomamos a f : R* — R suficientemente suave y a X = (z(£,7),y(£,1)), el
funcional continuo con el que trabajaremos estd dado por:

1 1
I(x) = / / F (e, 2y, yo)dnde

Para hacer la discretizacién de este funcional, podemos considerar el caso espe-
cial cuando € es un cuadrilatero con vértices P, @, R, S.

La forma ma&s natural de mapear un cuadrado en un cuadrildtero es mediante
una funcién bilineal

r(§,m) = A+ B+ Cn+ Dén, (1.7)

donde los vectores A, B,C' y D se determinan a partir de los valores de r(£,n)
en los vértices del cuadrado, es decir, deben satisfacer las condiciones:

r(0,0) =P, r(1,0)=Q,
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r(0,1)=S, r(1,1)=R.

De aqui se sigue que

r(&n) =P+ (Q—P)E+(S=Phn+[(R-Q)+ (P —9)n, (1.8)
Yy
re = (@-P)+[(R—-Q)+ (P —9)n, (1.9)
o= (S=P)+[(R-Q)+ (P -9, (1.10)
de donde
re(0,0) =Q — P, re(1,00)=Q —P
ry(0,0) =S — P, ry(1,0) = R — Q,
re(0,1) =R — S, re(1,1) =R — S, (1.11)
ry(0,1) =S — P, ry(l,1) = R —Q,

Es importante notar que r¢(0,0) y 7,(0,0) dependen solamente de los puntos S,
Py Q, esto es, del tridngulo ASPQ. Analogamente, 7¢(1,0) y r,(1, 0) dependen
s6lo del triangulo APQR y asi sucesivamente.

El jacobiano de r es la magnitud

J(r(&m) = relory
= (Q—P)'1(S—P)+ (R-Q)'J2(S - P)
+ (@Q@—P)R(R-S)n

Ty = ( o ) (1.12)

Por tanto, los Jacobianos en cada vértice pueden expresarse como

donde

J(r(0,0)) = 2area(ASPQ),
J(r(1,0)) = 2drea(APQR), (1.13)
J(r(1,1)) = 2drea(AQRS),
J(r(0,1)) = 2area(ARSP).

Donde, como vimos en la seccién 1.2, para obtener convexidad en las celdas es
necesario que J(r(£,7n)) > 0, es decir, necesitamos que todas las dreas de los
tridangulos mencionados sean positivas.

Ademis, tomando el tridngulo orientado con vértices @, P, R € R2, definimos a
las funciones A y o como sigue

MAPQR) = |[P=Q|P+|IP - R|?
a(APQR) = (P—Q)'Js(P — R) = 2area(A(Q,P,R))  (1.14)
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Ahora, si aproximamos a X (&, 7n) por r(£,7n), entonces:

f(Xf’Xﬁ) ~ f(?"g,?”n), (1.15)
f(Xe, Xy, J(X(E,m)) = flre,ry, J(r(€m))), (1.16)
y usando (3.10)-(1.11) se tiene que:
J(r&n) = {(zq—zp)+(zr —2) + (xp — x5)InH{(ys — yp)

+(yr —yQ) + (yr + ys)§}
= {lwe —ypr) +[(yr —vyq) + (yp —ys)InH(zs — zp)
+(zr —2q) + (vr + 75)]§}

con esto podemos construir una aproximacién de I[X] usando una regla de
cuadratura, en nuestro caso proponemos:

I[X] ~ i[f(Tg(0,0),Tn(0,0),J(T(0,0)))+f(Tg(l,O),Tn(l,O),J(T(l,O)))
+ f(?"g(l, 1)5 Tﬁ(lv 1)5 J(T(lv 1))) + f(rf (Ov 1)’ Tﬁ(ov 1)5 J(T(Ov 1)))]

Si llamamos f4(P, @, R, S) a esta aproximacion, tenemos:

fa(P,Q,R,S) = i[f(Q — P,S— P,area(ASPQ))+ f(Q — P,R — Q,areca(APQR))
+ f(R=S,R—-Q,area(AQRS)) + f(R—S,S — P,area(ARSP))].

Finalmente, obtenemos un funcional discreto sobre una malla {P; ;} de m x n
como la suma de todas las celdas ¢; ; := {P;;, Pit1,j, Pit1,j+1, Pij+1} de la
malla

Ia[{Pi;}] = Zfd i Pi1,gs Pit1,j+1, Pijj+1). (1.17)

Asi, tenemos la siguiente deﬁn1c1on.

Definicién 3. Un funcional discreto sobre una malla {P; ;} es una funcién de
la forma

Li{Pi;}] = Zfd (cij)s (1.18)

donde ¢; j = {P; j, Pit1,5, Pit1,j+1, Pi7j+1} denota a la ij-ésima celda de la ma-
llay fa(ciy) es una funcion que mide alguna propiedad geométrica de la malla.

Por tanto el problema discreto de generacién de mallas puede ser expresado, en
general, como el problema de optimizacién de gran escala:

Problema 2. Hallar:
G* = arg Hgnz faleis) (1.19)
i,j

sobre el conjunto de mallas admisibles para una region.
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Donde nos referiremos a una malla admisible como aquella tal que los Jacobianos
de los triangulos que tienen todos sus vértices en la frontera son positivos.

A continuacién se mostrardn las expresiones de algunos de los funcionales dis-
cretos asociados a los funcionales continuos més conocidos y reportados en la
literatura, utilizando el mapeo bilineal.

Funcionales discretos para el mapeo bilineal.

Funcional de Longitud.
Esta funcional propuesta por Steinberg y Roache [53], permite tener control
sobre las lineas verticales y horizontales de la malla.

1,1
0X) = [ [ +a3) + 0 + 3] dsn (1.20)
en este caso se tiene

FX(&m) = af +ay +ye +yp, (1.21)
de donde
f(r(0,0)) = |Q = P[>+ IS = P|*, f(r(1,0)) =[|Q - P> +[|R - Ql%,
ferO,0)) =[[R=S[*+|IS—P|* f(r(1,1)) =|[R-S|*+[R- QI
por lo que, el valor para cada celda estd dado por:

1

filP,Q,R,S) = 5[IIQ*P||2+|IS—P||2+IIR—S||2+IIR—QIIQ]
- E[A(ASPQ)JM\(APQR)
+A(AQRS) + A(ARSP)] (1.22)

Funcional de Area.
La formulacién variacional propuesta por Steinberg y Roache [53] para controlar
el area de las celdas esta dada por

L[X] = /01 /01 J2dédn, (1.23)

donde
FX (& m) = (zeyy — wqye)*, (1.24)
y por tanto, para cada celda el valor esta dado por:
1
fa(P,Q,R,S) = 7 [J2(r(0,0)) + J*(r(1,0)) + J*(r(1,1)) + J*(r(0,1))]
1

= [0*(ASPQ) + o*(APQR)
+a*(AQRS) + o*(ARSP)] (1.25)



Generacion de mallas estructuradas en 2D. 25

Funcional de Suavidad (Winslow).
La funcional que proporciona suavidad a las lineas de la malla es la siguiente,

1 1$2+ 2+$2+ 2
IS[X]:/O /O ¢ — Y qean, (1.26)

Empleando a y A, podemos escribir la expresion del funcional discreto de suavi-
dad en un triangulo:

_ MASPQ)
s(ASPQ) = a(ASPQ)’ (1.27)
que en la celda vale:
L(P.Q.RS) = 1[5(0,0)+5(1,0) +5(1,1) +5(0,1)
= i[s(ASPQ) + s(APQR)
+s(AQRS) + s(ARSP)] (1.28)

Funcional de Ortogonalidad.
La funcional que busca la ortogonalidad de las lineas de la malla es

11 11

lonlX) = [ [t 2dcan= [ [ o+ vem)Pddn. 120
donde si definimos a o para el tridngulo ASPQ como:
o(ASPQ) = (S - P)(Q - P)

obtenemos la discretizacion del funcional f,.; como:

frt(P.Q.R.S) = ~((P—8)"(Q—P)?+((Q—P)R—Q)

4
+ ((S=R)(P-9)°+((R-Q)"(S—R))?)

= i(oQ(ASPQ)—i-oQ(APQR)

+ 0*(ARSP) + 0*(AQRS)) (1.30)

Funcional de Area—Ortogonalidad.
Si se combinan los funcionales de Area y de Ortogonalidad en la forma:

1 1
_Ia _Ior ) 131
5 + 5 fort ( )

se obtiene la forma variacional del funcional de Area-Ortogonalidad que propone
Knupp [37].

1 1
Loo[X] = / / (a2 + 42) (a2 + y2)dedn. (1.32)
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y su discretizacién queda como:
f(r(0,0)) =11Q = PIP|IS = PII*,  f(r(1,0)) = ||Q — PII*[[R - Q||

Fr(0, 1) = [IR=S|IPlIS =PI, f(r(1,1)) = [[R= SIP[|IR - QIP%,

faoP.Q. R, S) = {[fu(P.Q.R,S) ju(P.Q.R,S)]  (133)
donde
fu=IlQ = PI*+ 5 - R

fv =lIR=QIF +|P -S|

Expresiones para los funcionales discretos.

Una vez definidos «, A\ y o para tridngulos, necesitamos escribir los funcionales
discretos considerando los cuatro tridngulos orientados en cada celda, lo cual
nos permitira tener control sobre la convexidad de las celdas de la malla. Para
esto, denotemos los tridngulos en la celda 7, j con vértices P; ;Q; jR; ;S; ; como

AS@J'PLJ'Q@J' = All,j
AQijRi;Si; = A
AP Qi Ri; = A}
AR;;Si ;P = A}

Figura 1.3: Los cuatro tridangulos orientados en la celda de la malla.

De tal manera que el funcional discreto sobre una malla G sea

4
J(G):_ _ > AL (1.34)
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Asi el funcional de longitud Fp,, el funcional de drea Fy, el funcional de ortogo-
nalidad Fp y el funcional de suavidad Fg estan dados como

m—1n—1 4

Fr = Z)‘(Aﬁj)
i=1 j=1k=1
m—1n—1 4

Fa = 33 S (a(ak,)
i=1 j=1k=1
m—1n—1 4

Fo = 3 53 (oak))
i=1 j=1k=1
m—1n—1 4 k

A(AF)

i=1 j=1 =1 M\ Sij

Al ultimo funcional Fis también se le conoce como el funcional Discreto Armodnico.
Ademés por (1.31) tenemos que Fap = 3(Fa + Fo).

1.5.2. Nuevos funcionales discretos.

Una desventaja que se tiene al trabajar con la discretizacin de los funcionales
continuos es que el proceso de optimizacion debe iniciar con una malla con-
vexa, por ello, es necesario proponer versiones discretas de los funcionales, que
puedan lidiar numericamente con tal desventaja. Siguiendo el enfoque de Castil-
lo ([17],[18]), que consiste en trabajar directamente con las celdas de la malla,
se han propuesto nuevas versiones discretas de los funcionales de suavidad y area.

Funcionales k-suavidad y k-area.

Estos funcionales fueron propuestos por Barrera y Tinoco ([11], [12]) y tienen la
ventaja de generar mallas convexas de manera muy eficiente, incluso en regiones
muy irregulares. Para facilitar la notacién escribiremos los funcionales como:

N
1(G) =" f(Ay) (1.36)

en donde N = 4(m — 1)(n — 1) es el total de tridngulos en la malla G y m, n
son el nimero de puntos horizontales y verticales de sus lados.

El funcional k-suavidad.

Este funcional tiene como motivacién principal el funcional de suavidad descrito
por (1.28). En 1992, Barrera [5] establecid el funcional

fA) = —== (1.37)
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el cual alcanza su valor 6ptimo sobre el conjunto de tridngulos con area orientada
positiva, en el conjunto de tridngulos rectangulos isdceles. Sin embargo, este
funcional tiene el inconveniente de que puede ocurrir una divisién por cero al
ser abordado numericamente. En 1996, Tinoco [11] extendié los resultados de
Barrera e Ivanenko al establecer que el funcional

AA) — 2a(A)

Ha) = k+a(A)

(1.38)

considerado sobre todos los tridngulos A donde a(A) > —k, alcanza su valor
6ptimo en cualquier tridngulo rectdangulo iséceles.

Empleando el funcional (1.38), se escribe al funcional k-suavidad para una malla
G como

N
si(G) = Y Mo = 20(84) (1.39)

a(A '
2kt a(d,)

Aqui, la estrategia para generar mallas convexas con este funcional consiste en
aproximarse a la malla éptima calibrando el parametro k de acuerdo a una de-

terminada estrategia.

El funcional k-area.

En 1996, Tinoco [11] desarrolla una estrategia para construir un funcional de
area basado en los denominadores k + «, para el cual se cumplen resultados
semejantes al funcional de k-suavidad, el funcional k-area:

a 1
A, = qz:; oy (1.40)

El funcional S,,.

Al realizar una anilisis exhaustivo de una familia de funcionales discretos de
area para resolver el problema de generaciéon de mallas convexas, Barrera y
Dominguez-Mota [2] probaron que si f es una funcién C? estrictamente decre-
ciente y acotada por abajo tal que f(a) — 0 cuando a@ — o0, entonces, si se
considera a

N
5.(Q) =3 fula(Ag) (L.41)

como la funcién objetivo del problema de minimizacién (1.19), alcanza su mini-
mo en mallas convexas para w > 0 suficientemente grande.

Es importante, por propdsitos numéricos, hacer una eleccién muy econdémica

para f. En este caso se toma

1/a, a>1

f(a){(a1)(a2)+1, a<l
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El funcional H,,.

Barrera [2] propone un funcional Cuasi-Arménico que depende de un pardmetro
w > 0 tal que alcanza el éptimo en mallas convexas para w suficientemente
pequeno. Este funcional estda dado por:

N
AAy)
H,(G) = — (1.42)
A0 =2 5.a,
La idea principal es elegir una funcién ¢, capaz de actuar como una barrera
continua, para fines numéricos se toma

(2w — a)/w?, a<w

(bw(a)_{ 1/a, a>w

Se elige w > 0 de tal forma que en el proceso de optimizacién, el valor del
funcional sea siempre positivo, ademés cuando w es suficientemente pequeno, el
funcional coincide con el funcional Arménico.

1.5.3. Mallas convexas.

Como ya hemos mencionado anteriormente, nuestro principal interés consiste
en generar mallas que sean convexas, es decir, mallas en las que cada una de sus
celdas sea convexa. Este tipo de mallas tiene la ventaja de no presentar dobleces
ademds de satisfacer la condicién de que el Jacobiano debe ser positivo, la cual
es una de las principales condiciones para garantizar la existencia del homeo-
morfismo que caracteriza a la malla G.

Sin embargo, la condicién de que el Jacobiano sea mayor que cero no es una
prueba numericamente estable, debido a que para algunas regiones irregulares
el problema de generar mallas convexas puede ser visto en el sentido de que el
valor critico

= max a—(G)
e(Q) = { &) ’G € M(Q)} (1.43)
puede ser muy pequeno, donde
a_(G) =min{a(Ay)|g=1,...,N} (1.44)
ar(G) =mazx{a(Ay)lg=1,...,N} (1.45)
Y N
ey 1  Area(Q)

Por tal motivo debemos proporcionar una definicién mas robusta de convexidad.
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e-convexidad.

Como para cualquier malla convexa G tenemos que

< € 1.4
0< aQ) = € (1.47)
y consecuentemente que
a_(G)
> > .
€c > Q) > € (1.48)

para alguna ¢ > 0. Podemos dar la siguiente definicion:

Definicion 4. Una malla es e-conveza si y solo si
min{a(Ag)} >e-a(Q), ¢g=1,..,N. (1.49)

Note que esta definicién es independiente de la escala.

1.6. Algoritmo practico.

Nuestro problema consiste en resolver el problema de optimizacién a gran escala
sin restricciones:

N
Hallar G* = argméan(Aq) (1.50)

q=1

sobre el conjunto de mallas admisibles para una region dada.

Uno de los métodos que han resultado més eficientes para resolver este pro-
blema es el método de Newton Truncado con regién de confianza ([44], [45]),
este método tiene la ventaja de ser muy econémico computacionalmente ya que
aprovecha la estructura sparse de las matrices Hessianas para obtener un gran
ahorro de memoria.

Recientemente se han utilizado combinaciones convexas de los funcionales S,
y H, con los funcionales clasicos de longitud, drea y area-ortogonalidad. Esto
debido a los buenos resultados que han proporcionado. La estructura bésica del
algoritmo para la solucién del problema es la siguiente:

a) Elegir una malla inicial y admisible G (usualmente no convexa).

b) Elegir wy > 0 tal que el funcional f(A,) para toda g, esté bien definido
para Gj.

¢) Resolver un problema de optimizacién a gran escala para encontrar una
malla éptima G* para f(4A,).
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d) Actualizar
Go — G*

1
wo < SWo (si la combinacién convexa involucra al funcional H,,)

wo — 2wp (sila combinacién convexa involucra al funcional S,,)

e) Repetir el proceso hasta encontrar una malla convexa.

El sistema UNAMALLA [60] es un software de generacién de mallas estruc-
turadas sobre regiones irregulares que realiza el proceso descrito por el ante-
rior algoritmo. Existen varias versiones del sistema, entre las que destacan el
UNAMALLA 4.0 para PC y Matlab 5.3 y 7.0. Tales sistemas implementan los
funcionales discretos méas recientes y algunos métodos de optimizacién a gran
escala como Newton Truncado y L-BFGS-B ([15], [33]). Para més referencia
sobre la historia y detalles del sistema puede consultarse la pagina:

http://www.matematicas.unam.mx/unamalla

El funcionamiento basico del sistema es el siguiente: se elige una regién, descrita
por el usuario o predeterminada por el sistema, se ajustan las fronteras de la
regién para luego utilizar interpolacién transfinita [37] y generar la malla inicial,
enseguida se minimiza el funcional con las propiedades deseadas; asi obtenemos
como resultado la malla generada numericamente sobre la regién. A continuacién

presentaremos algunos ejemplos de mallas generadas numericamente mediante
el uso del sistema UNAMALLA.

1.6.1. Ejemplos de mallas generadas numericamente.

Figura 1.4: Malla 6ptima de México de dimensién 30 x 30 usando el funcional
oH,+ (1 —0)F4 con o =0.5.
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Figura 1.7: Malla 6ptima de la Gran Bretana de dimensién 50 x 50 usando el
funcional cH,, + (1 — 0)F4 con o = 0.5.

Figura 1.8: Malla éptima de la bahia de la Habana de dimensién 60 x 60 usando
el funcional ¢S, + (1 — 0)Ff, con o = 0.5.
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Figura 1.9: Malla éptima del Estado de México de dimension 70 x 70 usando el
funcional cH,, + (1 — 0)Fa con o = 0.5.

Tomando en cuenta lo desarrollado en el presente capitulo, procederemos a

presentar las principales consideraciones que debemos tomar en cuenta en el
paso de 2D a 3D.



Capitulo 2

Introduccién al problema
en tres dimensiones.

En diversas dreas de la ciencia, se requiere la elaboracion de modelos computa-
cionales que simulen diversos procesos de la vida real. Sin embargo, una parte
que consume un mayor tiempo de céalculo, con frecuencia la que més consume,
es la discretizacién del dominio del modelo que puede estar definido en R, R? o
R3, o lo que es lo mismo, la generacién de una malla que sea de buena calidad;
lo que se complica méas segtin crece la dimensién del dominio, o sea, para el ca-
so tridimensional. Nuestro objetivo consiste en generar mallas en 3D de buena
calidad que sean aprovechables para simular diversas aplicaciones practicas.

2.1. Regiones légicamente hexaedrales.

Como ya se menciono en el prefacio, la generaciéon de una malla en tres dimen-
siones es un proceso complicado ya que, en general, las regiones tienen carac-
teristicas que hacen dificil la elaboracién de un modelo discreto. Asi, pueden
existir desde regiones simples con una estructura cilindrica hasta regiones muy
complejas que no necesariamente siguen una estructura o patrén especifico. La
complejidad geométrica de la region esta dada principalmente por la forma que
tiene su frontera.

Una forma préactica de caracterizar a la frontera de una region es dividiéndola
en partes mas simples. En 2D la frontera de la region puede dividirse de ma-
nera sencilla en 4 lados, andlogamente, en 3D la manera méas natural consiste
en dividirla en 6 caras (como si fuera un hexaedro). Sin embargo, el proceso
requerido para realizar esta divisién de la frontera para una regién general en
3D no es nada sencillo. Por ello, nos enfocaremos en regiones con geometria no
muy compleja (que posteriormente denominaremos como regiones logicamente
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Figura 2.1: (a) Una regién simple (cilindro). (b) Una regién compleja (brazo
mecanico.

hexaedrales) de tal forma que, la frontera de la regién quede dividida en 6 caras:

1) Cara izquierda 2) Cara derecha
3) Cara frontal 4) Cara posterior
5) Cara inferior 6) Cara superior

Cada una de las caras de la frontera estd determinada por una superficie que
puede ser generada de formas muy diversas, algunas de ellas consisten en utilizar
una funcién f : R? — R o mediante la interpolacién de un conjunto discreto de
puntos. En cada uno de estos casos, es necesario definir una malla estructurada
sobre cada una de las caras, asi como dar ciertas condiciones sobre la misma.

Definicion 5. Malla estructurada sobre una superficie.
Sean m, n numeros naturales mayores que 2, una superficie S estd parametriza-
da por una malla estructurada

G={Pj1<i<m,1<j<n}eR? (2.1)

st eziste un mapeo ¢ : Ba — S, con Bs una malla uniforme sobre el cuadrado
unitario, tal que @ es un homeomorfismo.
Ademds se cumple que

@(Bij) =Cij, Vi, j

con Ci j ={P;j, Pit1,j; Pit1,j+1, Pi j+1} una celda de la malla sobre la superfi-
cie.
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Utilizando el concepto anterior podemos definir al tipo de regiones sobre las
cuales queremos trabajar de la siguiente forma:

Definiciéon 6. Regiones logicamente hexaedrales.
Sea Q una region en R tal que su frontera puede ser dividida en 6 caras que
cumplen con las siguientes condiciones:

1. Son mallas estructuradas.
2. Las caras opuestas son del mismo orden.
3. Las aristas que corresponden a caras adyacentes deben coincidir.

Denominaremos a tales regiones “légicamente hexaedrales” (ver figura 2.2).

Figura 2.2: Una region logicamente hexaedral.

Observe que las mallas sobre las caras pueden ser formadas por parches planos
o por parches que no son planos, para denotar esta diferencia se enuncia la
siguiente definicion:

Definicion 7. Malla coplanar sobre una superficie.

Tomando m, n numeros naturales mayores que 2 y a G como la malla estruc-
turada sobre una superficie definida por (2.1). Si C; j = { P; j, Pix1,j, Pit1,j+1, Pij+1}
es coplanar Vi, j, entonces la malla es coplanar.

Por tanto, podemos clasificar a las mallas sobre las caras en dos tipos:

Tipo 1: Mallas estructuradas coplanares (son formadas por parches planos).

Tipo 2: Mallas estructuradas no coplanares.

En la literatura se trabaja generalmente con regiones del tipo 1, en el presente
trabajo se abarcaran los dos tipos de regiones.
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Figura 2.3: Ejemplos de regiones Tipo 1 y Tipo 2.

2.1.1. Un ejemplo sencillo.

Una forma sencilla para encontrar la descomposicion de la frontera en 6 caras
es mediante un mapeo de una regién simple a la regiéon en cuestién, para ilus-
trar este método tomemos un elipsoide de revolucién con centro en el origen y
valor de los semiejes igual a 0.5 en x, z y a 1 en y, como se ilustra en la figura 2.4.

Figura 2.4: Elipsoide de revolucién con centro en el origen y valor de los semiejes
iguala 0.ben z,zy aleny.

Utilizando un mapeo radial de un cubo definido en [—1, 1] x [-1, 1] x[-1, 1] cada
una de las caras del mismo determinan cada una de las seis caras del elipsoide
(figura 2.5).
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Figura 2.5: Mapeo radial del cubo [—1,1] x [-1,1] x [—1, 1] al elipsoide de re-
volucién.

En general el proceso de descomponer la frontera de una region 3D en 6 caras es
sumamente complejo, sin embargo es de gran importancia en la generacion de
una malla inicial mediante interpolacién transfinita. A continuacién se ilustran
diversos métodos usuales para la generacién de mallas iniciales, algunos de los
cuales nos permitiran incluso proporcionar una descomposicién adecuada de la
frontera en 6 caras.

2.2. Generacion de una malla inicial.

Existen diversas formas de generar una malla inicial en tres dimensiones, en el
presente trabajo las mallas iniciales que se consideraran seran generadas uti-
lizando principalmente los siguientes métodos:

1. Interpolacion transfinita.
2. Proyecciones de mallas 2D sobre superficies.

3. Conjunto de datos en 3D.

2.2.1. Interpolacién transfinita.

Un proceso bastante econémico para la generacién de mallas utilizado en 2D
y 3D es la interpolacién transfinita. El método se basa en la generacién de los
puntos en el interior de la regién a partir de tomar los pares de caras opuestas
de la frontera (Knupp [37]). Sin embargo, para poder realizar la generacién de
la malla mediante este método, es necesario contar con las mallas sobre cada
una de las caras.

Observe que, debido a las caracteristicas que posee la interpolacion transfinita,
la malla obtenida no serd necesariamente convexa bajo el sentido de que todas
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sus celdas sean convexas. En las figuras 2.6 y 2.7 se ilustran algunas mallas
generadas mediante interpolacion transfinita.

Figura 2.6: Interpolacion transfinita sobre la regién logicamente hexaedral del
Pico.

Figura 2.7: Malla inicial generada por interpolacién transfinita de: (a) México,
(b) Cima.

2.2.2. Proyecciones de mallas 2D sobre superficies.

Utilizando el trabajo previo, desarrollado por el grupo UNAMALLA [60] para
la generacién de mallas estructuradas sobre regiones irregulares en 2D (ilustra-
do en el capitulo 1), es posible generar mallas 3D haciendo proyecciones de las
mallas 2D sobre superficies. Las superficies pueden variar desde planos en dife-
rentes orientaciones, hasta funciones dadas en 3D. Este método tiene la ventaja
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de que las mallas sobre las caras quedaran determinadas de manera autématica,
yva que las mallas 2D tienen definidas sus fronteras en x, y y las fronteras en z
son proporcionadas de manera natural por las proyecciones de la misma.

De esta forma, dada una malla 2D convexa es posible generar una malla 3D
haciendo lo siguiente:

1. Proyectando la malla 2D sobre un plano o una funcién f : R? — R, con el
fin de generar la cima o la base de la malla 3D. A partir de ahi se pueden
generar copias de la misma para construir la malla completa, donde las
copias pueden tener diferentes alturas.

Figura 2.8: Proceso de generacién de una malla inicial, utilizando una base plana
sin inclinacién y grosores uniformes.

Figura 2.9: Proceso de generacién de una malla inicial, utilizando una la funcién
z = 0.52% — 0.3y? como cima y grosores diferentes.
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2. Proyectando dos veces la malla 2D sobre un plano o una funcién f : R? —
R, con el fin de generar la cima y la base de la malla 3D. Para construir el
interior de la malla 3D se realiza un interpolacion lineal entre la cima y la
base. Observe que al realizar este proceso no hay garantia de convexidad
en las celdas en la malla generada.

Figura 2.10: Proceso de generacion de una malla inicial, utilizando un plano no
inclinado como base y la funcién z = 0.523 — 0.3y? como cima.

2.2.3. Conjunto de datos en 3D.

El dltimo de los métodos que abordaremos para la construccién de mallas ini-
ciales consiste en tomar un conjunto de datos en 3D, los cuales pueden estar
dados por una funcién f : R> — R o como un conjunto discreto de observaciones
provenientes de una aplicacién especifica. Para el segundo caso, es necesario lle-
var a cabo un proceso de interpolacién de tal forma que pueda construirse una
superficie que aproxime lo mejor posible al conjunto de datos.

Ya que se tenga generada la superficie, la malla inicial pueda ser generada como
copias de la misma utilizando un proceso similar al visto en la seccién anterior.
Las copias pueden tener alturas uniformes o diferentes.

Observe que los datos pueden provenir de modelos reales como terrenos geologi-
cos, piezas industriales, mantos acudaticos, etc. En esta seccion abordaremos una
forma usual de construccién de una malla 3D para un yacimiento petrolero sin
fallas utilizando este método, nuestro ejemplo esta basado en el yacimiento de
Taratunich.

El yacimiento de Taratunich esta localizado a 80 km al noroeste de Ciudad del
Carmen, Campeche, y es parte de una serie de yacimientos petroleros ubicados al
sureste de la Republica Mexicana que incluyen a Cantarell y Abkatun-Pol-Chuc.
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Figura 2.11: Localizacién del yacimiento de Taratunich en un mapa de carac-
teristicas tecténicas del drea de la bahia de Campeche.

El primer paso consiste en obtener los datos geoldgicos del terreno con el fin
de poder construir un archivo de datos que nos indique las curvas de nivel que
caracterizan al terreno. En la figura 2.12 se muestra el mapa geoldgico de la
cima del yacimiento. Los bloques del yacimiento se muestran en negritas (por
ejemplo, el bloque 101). Los caminos en buen estado se muestran como lineas
negras. Las fallas del yacimiento también son ilustradas. La sal no penetra hasta
este nivel y se encuentra por debajo del bloque 401 en una estructura a trozos
confinada aproximadamente por las fallas.

Figura 2.12: Mapa geolégico de la cima del yacimiento de Taratunich.

Utilizando los datos de la cima del yacimiento es posible utilizar un método
de interpolacién para obtener una aproximacién de la superficie del yacimiento
(figura 2.13).
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Figura 2.13: Superficie que interpola a los datos de la cima del yacimiento cal-
culada mediante el método de Shepard [49].

Por 1ltimo, es posible generar una malla 3D por medio de copias verticales de la

superficie. Las copias pueden tener alturas uniformes o diferentes (figuras 2.14
y 2.15).

Figura 2.14: Malla de Taratunich generada con grosores uniformes.

La malla generada por cualquiera de los métodos ilustrados en esta secciéon puede
ser utilizada como punto de partida en la teoria y algoritmos que se ilustraran en
las secciones siguientes, de tal forma que pueda obtenerse una malla convexa y
hexaedral. Asi mismo, es posible perturbar las mallas obtenidas por los métodos
ilsutrados para construir una gama mas extensa de mallas iniciales.
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Figura 2.15: Malla de Taratunich generada con grosores diferentes.

2.3. Hexaedros vs. tetraedros

Existe una controversia desde hace varios anos entre qué tipo de mallas deben
utilizarse debido a que generalmente los métodos que se utilizan para generar
una malla con tetraedros son menos complejos. Frecuentemente en la industria
los usuarios de métodos de elemento finito prefieren el uso de mallas hexaedrales,
aunque ello depende en gran medida del problema a resolver. Por ejemplo, en
un problema de Navier Stokes existe una direccién definitiva del flujo paralelo
a una frontera dada, en este caso los elementos cuadrilaterales o hexaedrales
pueden capturar de mejor manera las caracteristicas de la soluciéon cuando los
elementos son alineados con la direccién del flujo.

Los hexaedros proveen también mas precisiéon en aplicaciones estructurales que
los tetraedros ya que se requiere un mayor nimero de tetraedros en la malla
que hexaedros para obtener una precisién equivalente. Algunos estudios ([13],
[19]) concluyen que se requieren elementos tipo tetraedro de segundo orden
para obtener la misma precision que hexaedros de primer orden, de hecho, es
frecuente requerir un orden mas de magnitud en los elementos tipo tetraedro
para obtener la misma precisién.

El uso de menos hexaedros significa un nimero menor de grados de libertad y
por tanto un menor nuimero de iteraciones en los métodos de elemento finito.
Ademés de que los tiempos de post-procesamiento y visualizaciéon pueden ser
reducidos. Es por ello que en una gran cantidad de aplicaciones industriales es
preferido el uso de mallas hexaedrales.
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2.4. El principal problema a resolver y plan de
ataque.

Tomando en cuenta las consideraciones que hemos mencionado hasta ahora, el
principal problema a resolver es el siguiente:

Problema 3. Dada una regién Q en R? logicamente hezaedral, se quiere gene-
rar una malla estrcturada de tal forma que sea convezxa (todas sus celdas sean
convezas) y hexaedral (que el mayor nimero posible de celdas sean hexaedros).

Este problema puede atacarse de diferentes formas; en el presente trabajo tomare-
mos las ideas de Ivanenko [31] y Azarenok [1], los cuales generan mallas arménicas
convexas en 3D a partir de una malla incial convexa, para hacer una extension
que nos permita utilizar mallas iniciales no convexas mediante el uso de una
generalizacion al caso tridimensional del funcional cuasi-arménico H,,, utilizado
en 2D, con lo cual podamos generar mallas arménicas convexas de buena calidad
y con propiedades geométricas aprovechables por otros métodos, como pueden
ser los de elementos o volimenes finitos.

Un aspecto importante es que al realizar la generacién de una malla en 3D
mediante un método variacional, las mallas obtenidas no son necesariamente
hexaedrales estructuradas; es decir, las celdas obtenidas no son necesariamente
hexaedros (tienen todas sus caras planas); por tal motivo, es importante analizar
hasta qué punto podemos generar una malla con celdas hexaedrales con el fin
de mejorar la calidad de la malla.



Capitulo 3

Generacion de mallas
estructuradas armonicas
convexas.

El objetivo principal del presente capitulo consiste en utilizar un método varia-
cional, el cual estd basado en una extensién al caso tridimensional del funcional
cuasi-armonico H,, aplicado con éxito en 2D, para generar mallas estructuradas
de buena calidad y con propiedades geométricas deseables por otros métodos
como de elementos o volimenes finitos.

Iniciaremos describiendo la formulacién variacional continua y discreta del pro-
blema de generar una malla estructurada. La formulacién discreta nos permi-
tira plantear el problema como una minimizacién de una funcién de muchas
variables u optimizacién de gran escala sin restricciones, el cual se resolvera nu-
mericamente mediante un método de Newton truncado. Por tltimo, describire-
mos el proceso realizado por el algoritmo que se ha elaborado para este fin y
presentaremos algunos ejemplos.

3.1. Formulacion variacional continua.

Consideremos, en R3, dos espacios de variables. El primero definido por las
variables x = (z,y, z) serd llamado espacio fisico, y el segundo definido por las
variables &€ = (£,7,(), con 0 < ¢, 7n,( < 1, serd llamado espacio paramétrico.

Podemos definir a una malla estructurada continua en tres dimensiones utilizan-
do el enfoque de Ivanenko [31] como un mapeo que nos permita llevar al cubo
unitario a una regién mas compleja €2 en R3.
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Definiciéon 8. Malla estructurada continua.
Una malla T(§) sobre una regién Q C R3 simplemente conexa es un homeomor-
fismo

T:B—Q (3.1)
donde B es el cubo unitario [0,1] x [0, 1] x [0, 1].

Figura 3.1: Mapeo que define a la malla en 2.

Un aspecto importante es la correspondencia que debe existir entre los puntos
del cubo unitario y de la regién €2, sobre todo entre las fronteras de cada sélido,
por tal motivo es que pedimos que el mapeo sea un homeomorfismo.

Este mapeo induce una descomposicién natural de 952 en seis caras, ya que cada
cara del cubo es mapeada en una cara de la frontera de €2

6
2(0B) = 00 = | (3.2)

V= f(Bl) , Qo = j(B2)a
Q3 = f(Bg) , Q= 5(34), (3 3)

Qs =x(Bs) , Q6 =2(Bs),

donde B; es cada cara del cubo unitario. Por tanto, cada mapeo de este tipo
induce una malla continua sobre cada una de las superficies €;,
T B; . Bl — Ql

La importancia de esta descomposicion radica en su relacién con el concepto de
regién hexaedral mencionado en el capitulo anterior. De hecho, un ejemplo de
este tipo de descomposicién es ilustrado por la construccién de una malla de un
elipsoide mediante el mapeo radial del cubo definido en [—1,1] x [-1,1] x [-1,1]
dado en la figura 2.5 de tal forma que cada cara del cubo determina una cara
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del elipsoide.

En general es posible considerar un espacio adicional al cual le llamaremos espa-
cio candnico y que estd definido por las variables X = (X,Y, Z) de tal manera
que es natural definir mapeos entre este espacio y los espacios parametrico y
fisico. En particular, el mapeo X (&) que va del espacio paramétrico al espacio
candnico tendra la funcién de ser un mapeo de control mediante el cual podamos
anadirle propiedades especificas a la malla como ortogonalidad, suavidad, etc.

Por tanto tenemos en total los tres mapeos siguientes:

a) T(X) : R — R"™ del dominio candnico en el espacio de variables X al
dominio fisico en el espacio de variables x.

b) Z(¢) : R™ — R™ del dominio pardmetrico en el espacio de variables £ al
dominio fisico en el espacio de variables x.

c) X (&) : R® — R” del dominio paramétrico en el espacio de variables ¢ al
dominio candnico en el espacio de variables X.

4 x(V)

. i

Uy

Bs

"

,\\f T

Figura 3.2: Espacios y mapeos definidos.

Dentro del conjunto de posibles mapeos que pueden ser utilizados destacan los
mapeos armonicos ya que tienen la caracteristica principal, bajo ciertas condi-
ciones, de ser homeomorfos.
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3.1.1. Mapeos armonicos.

Sean @ y R dos variedades Riemannianas compactas de dimensiones q y 7
respectivamente, con métricas g y h, definidas en las coordenadas locales &; y
coni=1,..,q,a=1,...,r. La densidad de energia del mapeo z(§) : (Q,g) —
(R,h) es definida como la funcién e(x) : @ — S(> 0) dada en coordenadas

locales como:
c(a(6)) = 97 T L2 ), (3.4

donde se supone la suma estdndar sobre los términos, g;; y hi; son los elementos
de los tensores métricos correspondientes a las métricas Gy H de Q y R,y g%
son los elementos de la métrica inversa:

y ; 1 si i=k
1) . ST )
g gﬂ’“_‘sk_{o si i k. (3.5)

Asi, g;j son los elementos de la matriz G y g*/ los elementos de la matriz inversa
G L.

La generalizacién del funcional de Dirichlet para un mapeo (&) es llamada la
energia del mapeo y es definida como

E(x)—/Qe(:c(f))dQ, donde dQ = +/det(G)d&;...d&p,. (3.6)

Asi podemos introducir la siguiente definicién de mapeo arménico.

Definicion 9. Mapeo armdnico.
Un mapeo suave xz(§) : (Q,g9) — (R,h) es llamado armdnico si es un punto
extremo del funcional de energia E.

El minimo de la energia E puede ser calculado mediante la resolucién de las
ecuaciones de Euler-Lagrange, tales ecuaciones son un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales que pueden ser escritas de la forma

0z, O
\/ giTY a8 3.7
ert ag, v det(@)g” *8°9E, 0E (3.7)

donde I'? 3 denota los simbolos de Christoffel de segundo tipo

oh oh oh
7 = Lpve [Ohsa 68 af
af T 9 Ozg + 0T + Oz g

Los mapeos armoénicos han sido introducidos por Fuller [25]. Tiempo después,
en el trabajo de Eells y Sampson [22] se plantea la existencia de solucién del
sistema (3.7) para variedades Q y R cerradas (sin fronteras) las cuales son asu-
midas como suaves de clase C°. Ha sido probado que en el caso de que R tenga
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una curvatura no-positiva, cada mapeo de () a R es homotdpico a un mapeo
arménico.

Eells y Sampson [22] aproximan el problema mediante una técnica de gradiente-
linea, la cual reemplaza las ecuaciones por un sistema de ecuaciones parabdlicas.
Las ecuaciones locales son reemplazadas por ecuaciones globales de “escencial-
mente”’la misma forma, incrustando a R en un espacio euclidiano. Ademas,
se enuncia un teorema de estabilidad para mostrar que una solucion del sis-
tema parabolico resultante produce una familia de mapeos (dependientes de un
pardmetro) de @ a R. Las soluciones fundamentales de la ecuacién de Laplace
y la ecuacién del calor sobre variedades compactas son usadas para establecer
mayoraciones a priori para las derivadas de la solucién y con ello para la obten-
cion de las soluciones del sistema parabdlico, el cual es trasladado a un sistema
de ecuaciones integro-diferenciales del tipo Volterra.

El siguiente teorema debido a Hamilton [28] extiende el resultado al caso donde
Q v R tienen frontera.

Teorema 3.1. (Hamilton, 1975 [28]). Sean Q y R wvariedades Riemannianas
compactas con frontera, donde dim@Q = q y dimR = r. Suponga que R tiene cur-
vatura Riemanniana no positiva y su frontera ON es convezra o vacia. Entonces
existe un mapeo arménico ¢ : () — R en cada clase de homotopia.

La condicién de que JR sea convexa es una condicion local que puede ser expre-
sada en términos de los simbolos de Christoffel. Escoja un elemento (21, ...2n—1, Zn)
cerca de OR tal que R = {x,, > 0}. La condicién de que OR sea convexa implica
que, en un elemento de la misma, la matriz Fgﬁ(l < a,8 <n-—1) es posi-
tiva definida. Para observar el significado geométrico, considere una geodesica
¢ = ¢“(t) que pasa por un punto de IR. La ecuacién para una geodesica estd da-
da por

d2¢n " d¢a d(bﬁ 0

di? Brgt dt
Si ¢ es tangente a JR, d¢"/dt = 0 y sbélo aparecen los términos 't con
(1 <ap<n-1).8SiI3;(1 <a,B < n-—1) es positiva definida, entonces
d:lf;n < 0. Por tanto la condicién de que OR sea convexa significa que una
geodésica tangente a OR no entra dentro de R.

Para variedades cerradas Hartman [29] prueba que el mapeo armoénico es dnico
en cada clase de homotopia si R tiene curvatura estrictamente negativa. En el
caso en que @ y R son variedades bidimensionales (superficies) con fronteras,
el resultado fundamental de existencia y unicidad de un difeomorfismo (uno a
uno y suave) arménico es probado de manera independiente por Sampson [50]
y Shoen y Yau [51].

Teorema 3.2. (Sampson 1978 [50], Shoen y Yau 1978 [51]). Sea un mapeo
¢ : QQ — R entre 2 superficienes Riemannianas bidimensionales Q y R un
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difeomorfismo, el cual es ademds un difeomorfismo entre las fronteras 0Q y OR.
Suponga que la curvatura de la superficie R es no-positiva y su frontera OR es
conveza, es decir, OR es una unidn de curvas que tienen curvatura geodésica no-
negativa con respecto a R. Entonces existe un mapeo armonico unico ¢ : Q@ — R,
el cual es un difeomorfismo, tal que ¢ es homotdpicamente equivalente a ¢ y

©(0Q) = $(9Q).

En particular, para variedades a-esféricas, las cuales son variedades Rieman-
nianas compactas con curvatura no-positiva cuya frontera es vacia o convexa,
Borel hace la siguiente conjetura.

Cojetura. Sean QQ y R dos variedades Riemannianas compactas (posiblemente
con fronteras no vactas) tal que R es a-esférica. Sea f: Q — R una homotopia
de equivalencia tal que f(0Q) € OR y flag : 0Q — OR es un homeomorfismo.
Entonces f es homotdpica a un homeomorfismo por una homotopia que es fija

en 0Q.

Los resultados de Eells y Sampson [22] y Hamilton [28] verifican la conjetura
de Borel en el caso donde R tiene curvatura no-positiva con frontera convexa o
vacia y @ una variedad Riemanniana, probando a su vez que el mapeo armoénico
que se produce siempre es un homeomorfismo. Aunque Sampson [50] y Shoen y
Yau [51] han mostrado que esto siempre se cumple para dim R = 2, los ejemplos
construidos por Farrell y Jones [24] muestran que algunas veces no se cumple
cuando dim R > 2.

En 3D es atin desconocido si un mapeo arménico de un dominio arbitrario
Q C R? a un dominio convexo junto con un mapeo homeomérfico dado entre
fronteras, es siempre un homeomorfismo. Liseikin en [42] lo prueba en el caso
en que el funcional de energia toma a la métrica G como la métrica Euclidiana
por lo cual tomaremos esta forma particular del funcional de energia.

Antes de ello daremos una breve introduccién al concepto de funcional continuo
para luego, definir la forma del funcional de energia que sera utilizada en nuestro
trabajo.

3.1.2. Funcionales continuos.

Aunque la nocién de funcional continuo es mucho méas amplia, para los fines que
nos ocupan se entendera por un funcional continuo a una funcién de la forma

I(z) = /0 1 /0 1 /0 €.y, 2) dedndc (3.8)

que a cada malla @ : B — (0, con B cubo unitario en R3, le asocia un ntimero
real. f es una funcién que contendra informacion acerca de ciertas propiedades
geométricas que se desean controlar con el objeto de generar mallas adecuadas
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y que conformen a la frontera de €.

El problema de la generacion variacional continua de mallas consiste en encon-
trar «* tal que conforme la frontera y que haga minimo el valor de ().

3.1.3. El funcional de Energia.

Existen varias posibles elecciones para f, la eleccién que hace Azarenok en [1]
estd dada en funcién de las métricas invariantes definidas por los gradientes de
los mapeos definidos en la seccién 1 con el fin de obtener propiedades de suavi-
dad en las mallas.

Dadas las matrices Jacobianas A = 83:‘1-/8)@, B;; = 8@/8{} y Cij = 8)@/85}
de los mapeos Z, X, £, respectivamente, definimos los tensores métricos

h=A'A, ¢g=B'B, G=C'C,
donde la ecuacion caracteristica para la métrica h estd dada por
det(h — AI) = 0.
Colocando a h en términos de las matrices B y C, obtenemos
det(B'B — \C'C) =0
y en términos de las métricas g, G
det(g — \G) = detGdet(G™'g — \I) = 0.

Como el mapeo X (€) es invertible, detG # 0 y la ecuacién matricial para deter-
minar los eigenvalores \;, ¢ = 1, 2, 3, toma la forma

det(G™rg —XI) =0
la cual puede ser reescrita como
NHLN 4+ LA +13=0. (3.9)

donde la matriz G~1g es simétrica y positiva definida. Por tanto, la ecuacién
(3.9) tiene 3 raices reales positivas. Los coeficientes I1,l5,I3 son conocidos como
las invariantes ortogonales de la métrica h y en particular

3 3
Il = tT(Gilg) = Z h,“ = Z )\1‘, 13 = det(Gilg) = )\1...)\3 (310)
=1 =1

Obsérvese que al radio obtenido por las invariantes Iy, I3

po LL7_ 1 (G ) 1 (G lg)PRVAIG
= 32 I;/z ~ 33/2 det(Gilg) T 33/2 \/M . .
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se le conoce como funcién de densidad de energia del mapeo Z. Asi, si se toma
f = E se obtiene el siguiente funcional continuo

B 1,1 IL(tT(Gflg))gﬂ\/m
D= /0 /0 /0 77 o dédndcC (3.12)

Observemos que cuando n = 2 y G es la métrica Euclidiana, el funcional
obtenido es el funcional de suavidad propuesto en [31].

3.1.4. La métrica de control.

Observando los mapeos y sus respectivos Jacobianos, notamos que el Jacobiano
que corresponde a la métrica G es aquel que se obtuvo a partir del mapeo X (&)
el cual nos permite dar propiedades geométricas adicionales a la malla. De esta
forma la métrica G nos permitira asignar tales propiedades, asi, dependiendo
del tipo de métrica que se utilice es posible obtener propiedades de suavidad o
de ortogonalidad, entre otras.

Una métrica natural que nos permite conseguir propiedades de suavidad sobre
la malla es la métrica Euclideana

10 0
G=|010 (3.13)
00 1

por tanto utilizaremos esta métrica al hacer el calculo de la discretizacién del
funcional con el fin de obtener una malla suave.

3.2. Formulacion variacional discreta.

Con el fin de obtener una forma discreta para el funcional de energia, conside-
remos una malla uniforme de dimensiéon m x n x p sobre el cubo unitario dada
por

i—1 7—1 k-1
m—1n—-1p-1

U((&am‘,ék)—( )’1§i§m,1§j§n,1§k§p ;
(3.14)
de tal forma que una malla discreta M de dimension m X n X p en §2 pueda ser

obtenida como la imagen de U bajo el homemorfismo &
M =z(U).

Sin embargo, requerimos de un orden especifico en los puntos de la malla, por
tal razén introducimos a continuacién el concepto de malla estructurada dis-
creta.
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Definicién 10. Malla estructurada discreta.
Sean m,n,p numeros naturales mds grandes que 2. Una malla estructurada
discreta estd definida por el conjunto de puntos

M={P ili=1,..mj=1,...,mk=1,..,p} (3.15)

donde cada una de las caras frontera estd dada por

M, = {Pogli=1,.omk=1,..p}CQ
My = {Pgli=1,nk=1,..p}CQ
Ms = {Pinxli=1,...mk=1,...,p}C Qs (3.16)
My = {Pojali=1onk=1..p CQ
Ms = {Pali=1,.,mj=1,..,n}C Qs
Mg = {Pli=1,..mj=1,..n}CQ

Figura 3.3: Una malla estructurada discreta.

Cada malla estd conformada por un conjunto de (m — 1)(n — 1)(p — 1) celdas
de la forma Cj ; i, las cuales tienen vértices

v = P, vy = Piy1 jk,
v3 = Piy1 i1k, vy = P ji1k,
vs = P j kt1, v = Piy1jk+1,
v7 = Pyt j41 k41, vg = Pj j 11 k41

donde 1 <i<m—-1,1<j<n—-1y1<k<p-1.

Notequesil <i<m—1,1<j<n—-1,1<k <p-1,C;; esunacelda interior.
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La idea es escribir al funcional continuo como la suma de las integrales sobre
cada una de las celdas de la malla, esto es,

> /B | E(z)dédndC

i,7,k @7,k

/ E(z)dédnd¢ =
U

Sin embargo, la premisa principal para poder realizar este tipo de aproximacién
consiste en que cada una de estas celdas en el cubo unitario pueda ser aproxima-
da a su respectiva celda en el espacio fisico mediante un mapeo trilineal y que
este a su vez sea un homeomorfismo, para ello, consideremos una celda en R®
en el espacio de variables z, y, z la cual es producto de mapear el cubo unitario
C={(n,¢):0<¢,n ¢ <1}, utilizando la transformacién trilineal

r(&,n,¢) = w1 + w2 + wan + w5 + w3én + weEC + wrénd (3.17)

donde los vectores w; estan dados por:

wyp =Ty, W2=7Tyg—T1, W3=7T3—T2—T4+T71

Wy =T4—T1, W5=17T5—T1, Wg=Tg—T2—T5+T1 (3.18)

Wy =T7—T3—T6—Tg+T2+7T4+75—71, Wg=Trg—rqs—7T2+71

y 7 = (2, yi, z;) son las coordenadas del i-ésimo vértice de la celda.

w
e

J |

.
Wi
[

o
ke

Figura 3.4: Celda producto del mapeo trilineal.

En 2D una condicién suficiente para que el mapeo bilineal sea un homeomorfis-
mo consiste en que el valor del Jacobiano del mapeo sea positivo. Ademéds, como
ya se abordé en el capitulo 1, esta condicién se reduce a verificar la positividad
de las areas de los tridngulos en que se divide la celda.

En 3D el Jacobiano del mapeo trilineal puede ser representado por el producto
mixto

J(f, m, g) =T¢- (Tn X TC) (319)
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donde

re = wa + w3n + we( + wrnC, 1, = wy + wsz§ + ws( + wré(,
r¢ = ws + we§ + wen + wrén (3.20)

el cual es ahora un polinomio de cuarto grado que depende de tres variables
&, n,C; esto hace que no se vea facil obtener una condicién que garantice que
el mapeo sea un homeomorfismo [57]. Por tal motivo en lugar de considerar el
mapeo trilineal, consideremos la siguiente alternativa dada por Azarenok [1].

En lugar de tomar las celdas en su forma hexaedral, consideremos los dos dode-
caedros que resultan de hacer cortes sobre las diagonales de la celda de tal forma
que cada uno de estos dodecaedros esta formado por 5 tetraedros, 4 en las es-
quinas y uno en el interior; asi obtenemos en total 10 tetraedros que conforman
cada celda.

Figura 3.5: Los dos dodecaedros obtenidos de la celda.

Asi, en lugar de utilizar el mapeo trilineal para discretizar el funcional de energia,
usaremos un conjunto de transformaciones lineales de cada tetraedro bésico en
el espacio &,7,( en su correspondiente tetraedro en el espacio x,y, z, donde el
Jacobiano de cada una de estas transformaciones esta dado por

J, = 6vol(T,), q=1,..,10, (3.21)

con Ty el g-ésimo tetraedro de la celda B; j, de tal forma que el Jacobiano
depende directamente del volumen del tetraedro y la invertibilidad del mapeo
depende directamente de la positividad del volumen.

Tomando en cuenta lo anterior, podemos aproximar a cada integral sobre ca-
da celda haciendo un promedio sobre las evaluaciones del funcional en los 10
tetraedros definidos en la figura 3.6,

J

1

10
E(x)d¢dnd( = Y 1o (B
i=1 ¢

i3,k
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Figura 3.6: Los 10 tetraedros de la celda.

donde para aproximar al elemento de volumen de la correspondiente celda se
utiliza el factor F’ con N, el nimero total de celdas de la malla. Por tanto,
haciendo la suma sobre todas las celdas de la malla, obtenemos una versiéon
discreta del funcional de energia

HY(M) = iiii 1 (3.22)
N, =~ & 10!

Cc .

donde M es una malla estructurada discreta y [E;]; el valor del integrando eva-
luado en el tetraedro ¢ de la celda j.

Esta discretizacion estd bien definida solo para mallas convexas, de tal forma
que, para este tipo de mallas es posible resolver el problema

Obtener : M* =arg rrjlvl’[n HY(M) (3.23)

y asi generar una malla armdnica mediante la solucién de un problema de opti-
mizacién a gran escala con 3(m — 2)(n — 2)(p — 2) variables.

Sin embargo, la construccién de una malla inicial con esta propiedad puede ser
muy costoso y no existe garantia de que, en el proceso de optimizacién, no se
pierda la convexidad.

Antes de mencionar la extensiéon al funcional que ataca estas dificultades, es
importante tener una condiciéon de convexidad que no sea costosa y que nos
permita obtener mallas convexas en un numero razonable de casos. Por ello
analizaremos a continuacién las posibles condiciones de convexidad.
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3.2.1. Condiciones de convexidad.

Como notamos en el capitulo 1, una primera condicién de convexidad que
aparece de manera natural en el caso de dos dimensiones consiste en pedir
que el Jacobiano, o las areas de los 4 tridngulos orientados en que se divide la
celda sean positivas. La versién andloga al caso 3D seria pedir que el volumen
de los 8 tetraedros en las esquinas de una celda de la malla sean positivos, sin
embargo, esto no garantiza la no degeneracién de los tetraedros interiores y por
ende la convexidad de la celda (figura 3.7).

Figura 3.7: Celda invertida con volumen positivo en sus 8 tetraedros de las
esquinas.

Es importante mencionar que debido al aumento de complejidad que tiene el
Jacobiano en el caso tridimensional, obtener condiciones necesarias y suficientes
para garantizar la positividad del Jacobiano es un proceso complicado. Ushakova
[67] describe un conjunto de 27 condiciones de tal tipo, sin embargo, su comple-
jidad las hace demasiado costosas para aplicarse en un algoritmo de cémputo
que sea 6ptimo.

Con el fin de obtener una condicién que sea lo més cercana a una condicién
necesaria y suficiente y que no represente un costo computacional muy eleva-
do, Azarenok y Ushakova en [1] y [57] plantean lo siguiente. Consideremos los
dos dodecaedros que ilustramos en la figura 3.5 de los cuales obtenemos los 10
tetraedros de la figura 3.6.

Asi, al construir el mapeo Z(§), se requiere que los 10 tetraedros que componen
la celda sean no degenerados, por tanto, la condicién de convexidad para una
malla compuesta de celdas dodecaédricas puede ser escrita como:

Vil; >0, i=1,2,..,10, j=1,2,....N, (3.24)

donde [Vj]; es el volumen algebraico del i-ésimo tetraedro de la j-ésima celda, y
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N, es el namero total de celdas.

Esta condicion tiene la ventaja de estar directamente relacionada con la po-
sitividad del Jacobiano 3.21 de forma tal que la positividad de los volumenes
implica directamente la invertibilidad del mapeo.

Es evidente que esta condicién no es totalmente suficiente ya que pueden exis-
tir celdas que posean todos sus tetraedros con volumen positivo pero que no
sean convexas. Ushakova realiza diversos experimentos para comprobar qué tan
robusta es la condicién de positividad (3.24) utilizando los volumenes de los
tetraedros. Para ello toma 107 hexaedros cuyos vértices son generados aleatori-
amente en (0,1). Los experimentos muestran que de las celdas que satisfacen la
condicién Vi, Vo, ..., Vs > 0, solo el 32% son convexas; mientras que, si se hace
la verificacién de los 10 tetraedros, esta cantidad aumenta al 70 %.

Por tanto, tal condiciéon nos permite verificar un niimero muy razonable de cel-
das no convexas de la malla con un costo computacional bajo. Por tal motivo,
serdn empleadas para probar la convexidad de una malla en 3D.

Debido a que para tales condiciones es necesario calcular el volumen de los
tetraedros que componen a las celdas, un aspecto importante serd la numeracién
de los vértices en los mismos ya que de ello dependera el valor del volumen o-
rientado de cada tetraedro.

La numeracién que se utiliza en este caso para cada celda es la numeracion es-
tandar, asi la celda estda dada por los vértices 1 al 8 con los indices y posiciones
que se describen en la figura 3.8. Ademsds, los diez tetraedros orientados posi-
tivamente que conforman la celda hexaedral se describen en las figura 3.9, por
ejemplo, al tetraedro 77 se numera como 1245.
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Figura 3.8: Una celda de la malla.

Figura 3.9: Los 10 tetraedros de la celda con sus vértices numerados con orien-
tacion positiva.
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3.2.2. Dificultades numéricas del funcional de Energia.

Como ya hemos mencionado, la discretizacién del funcional de energia dada por

Azarenok
1 N. 10 1
HY(M) = — —[Ei];
00 =333 e

estd bien definida sélo para mallas convexas, sin embargo, la construccién de
una malla inicial con esta propiedad puede ser muy costoso.

La dificultad numérica asociada a este problema es la siguiente, tomemos al
integrando del funcional en la forma F = U/V, donde

U — ,Y(G'ng”)ZS/Q — ,_Y(Gllgll 4 G22922 4 G33933 4 2G12912 4 2G13913 4 2G23923)3/2
V. = +Jdetg=re- (ry X 1¢)

con vy = 373/2/detG,

911:7“?, g2 = (r¢ - my)
922 = T727’ 913 = (Tf . Tc) (325)
933 = Tg, 923 = (- 7¢)

y GY elementos de la matriz inversa G~'; podemos ver que si el valor de
V = re - (ry X 7¢) es muy pequeno o cercano a cero, el funcional puede pre-
sentar dificultades numéricos.

Observemos ademés que, el valor de V esta asociado al volumen del tetraedro
que se toma en esa evaluacién, lo cual explica el hecho de que el funcional no
pueda ser aplicado tal cual a mallas iniciales no convexas bajo el criterio (3.24).

Por tal motivo hemos propuesto una variante al funcional de energia, al cual
hemos llamado funcional H,, y que estd basada en el funcional cuasi-arménico
del mismo nombre utilizado ya con gran eficiencia en el caso de dos dimensiones.

3.2.3. El funcional cuasi-armoénico H,,.

Para generar la malla en tres dimensiones se hard uso de un funcional cuasi-
armoénico obtenido como una variante al funcional propuesto por Azarenok y
que es una generalizacién del funcional H,, utilizado para mallas planas por
Barrera, Dominguez-Mota, Gonzilez [2].

Este funcional consiste en utilizar un parametro w, de tal forma que para w sufi-
cientemente pequeno puedan obtenerse mallas éptimas similares a las obtenidas
con el funcional de suavidad (véase Knupp [37]).
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La idea principal consiste en evitar que el valor del denominador V' = \/detg sea
demasiado pequefio, para ello se define a una funcién ¢, (V) € C!, convexa y
estrictamente decreciente que sea positiva en ese intervalo con la cual podamos
completar al funcional HY; asi, si definimos a ¢, (V) como

2w—V
— V <w
Ww(V)=1¢ 7 3.26

podemos garantizar que cuando V' tome un valor mds pequenio que w (para un
w adecuado) el funcional tomard el valor correspondiente a la recta tangente
en w, en lugar de tomar el valor natural del funcional. Con ello podemos obte-
ner un funcional cuyo comportamiento sea similar al funcional H¢, pero sin la
complicacién numérica que éste posee.

Figura 3.10: Visualizacion gréafica del funcional H,,.

Por tanto, si definimos a A como

(tr(G—19))*/?\/detG

A= 33/2
 (GMgir + GP2ggp 4+ GPBg33 4 2GM2g10 + 2G P g13 + 2G?3 g23)%/ %/ detG
- 33/2
el funcional H,, estard dado por
1 N. 10 1
H,=— — i i P 2
N. ;; 107 (8.27)

donde A;;j ¥ ¢u, ; representan las evaluaciones de A y ¢, (V') en el tetraedro ¢
de la celda j, y N. es el niimero total de celdas.



64 Generacion de mallas estructuradas armonicas convexas

3.3. Proceso de optimizacién.

Dado el funcional discreto H,,, se realizara el calculo de un minimizador en
funcién de tres variables (z,y, z); que representan los valores de los vértices de
cada celda.

El proceso partird de una malla inicial, la cual no es necesariamente convexa y
puede ser generada de manera algebraica. Sin embargo, debido a que sus caras
frontera seran dadas, solo se moveran sus nodos internos, por lo cual antes de
realizar el proceso de optimizacién deben analizarse las celdas de la malla que
tienen algunos de sus nodos en la frontera de tal forma que podamos identificar
aquellos tetraedros que tienen todos sus vértices en la frontera (es decir, aquellos
que no se moveran) y verificar que su volumen sea positivo.

Primero haremos un analisis de las celdas que componen la malla, para poder
identificar aquellas que tienen algunos de sus nodos en la frontera. Las celdas
que componen la malla se dividen en aquellas que:

a) Tienen 7 nodos en la frontera y un nodo interior, las cuatro celdas de las
esquinas de la malla.

b) Tienen 6 nodos en la frontera y 2 nodos interiores, las celdas de las orillas
de la malla.

¢) Tienen 4 nodos en la frontera y 4 nodos interiores, las celdas que se en-
cuentran en la parte interior de cada una de las fronteras de la malla.

d) Tienen todos sus nodos en el interior de la malla.

Figura 3.11: Tipos de celda que componen la malla.
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Asi, para las celdas tipo (a) solo puede moverse uno de los vértices, y por tan-
to existen 5 tetraedros que no seran alterados por el proceso de optimizacién.
Para la celda de la figura 3.11, solo puede moverse el vértice 3, por lo cual, los
tetraedros que no seran alterados por el proceso de optimizacién son el 1245,
5681, 6572, 8547 y el interior 7425.

Para las celdas tipo (b) solo pueden moverse dos vértices, asi, existen sélo 2
tetraedros que no seran alterados por el proceso de optimizacion. En la figura
3.11, solo pueden moverse los vértices 2 y 3 por lo cual, los tetraedros que no
serdn alterados por el proceso de optimizacion son el 5861 y 8547.

Para las celdas tipo (c¢) pueden moverse cuatro vértices, pero como los cuatro
vértices restantes se encuentran todos sobre una misma cara de la celda, no
existen tetraedros que no sean alterados por el proceso de optimizacion; y para
las celdas tipo (d) esta afirmacién es obvia ya que se mueven todos sus vértices.

Asi, diremos que una malla serd admisible si para todas las celdas tipo (a) los
cinco tetraedros que no seran alterados tienen volumen positivo, y para todas
las celdas tipo (b) los dos tetraedros que no serdn alterados tienen también vo-
lumen positivo. Entonces, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 11. Una malla discreta M serd admisible si cumple que para todas
las celdas tipo (a) y (b) de la malla el volumen V(T,) > 0, donde T, es un
tetraedro que conforma la celda y que tiene todos sus vértices en la frontera de
la malla.

Por tanto, el problema discreto de generaciéon de mallas en tres dimensiones
puede ser expresado, en general, como el problema de optimizaciéon de gran es-
cala:

Problema 4.
Hallar : M* = argnjl\/i[n H,(M) (3.28)

sobre el conjunto de mallas admisibles.

Para realizar la minimizacién del funcional discreto se utilizard un método de
Newton con regién de confianza ([44], [45]). Para hacer la implementacion, es
necesario calcular las primeras derivadas de la funcién, pues las segundas se
aproximaran usando diferencias finitas.

Tomando al integrando del funcional en la forma F = U/V, donde

U = ~7(GYg;;)*? = 7(GMg11 + G2 gas + GFBgzs + 2G 2910 + 2G B g13 + 2623 go3)%/?
V. = yJdetg=re- (ry X 1¢)
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con v = 373/2y/detG, obtenemos las derivadas con respecto a x,v, z usando la
regla de la cadena:

U, — FV, U, —FV, U, - FV,
Fx — xT xT F — Yy Yy Fz _ z z
\%4 ’ Y \%4 ’ \%4
o Upe — 2F,Vy — FV,, o Uyy —2F,Vy — FVy, o U,, —2F,V, —FV,,
xrx V ) yy V ) zz V
Upy — F.V, — F,V, — FV,
F, =F, Ty zVy yVa Ty
Y Y V ’
F *F _ sz_Fx‘/z_Fsz_Fsz
xz — Lz — Vv 5
v,. - FV,—F,V,—FV,
F,.=F, = yz yVz zVy yz
Y Y V ’
donde:
3 i gk
_ e ij . \1/2 vkl
Uy 27(G gz]) G o
3
= iv(Gng + G®2g20 + G*3g33 + 2G 2912 + 2G 313 + 2G* ga3) /2
0911 0922 0g33 0912 0913 0923
11 22 33 12 13 23
2 —== 42 —_— ==
* (G oz G oz G oz 20 oz 26 oz G or )’
3 = 1 Agr\ y *gri
Uxx = — G” i 1/2 - le - G” ) 'le . 329

Analogamente, podemos derivar las expresiones para Uy, U,, Uyy, U, .. La deriva-
da mixta estd dada por:

y 1 9g::
Uy = g”Y(Gugij)il/Q [§G”%le

9gr1
dy

2
2 g’”] . (3:30)

GYg;:G
& 0xdy
y de manera similar es posible derivar a Uy, y Uy..

Considere el mapeo Z(§) que transforma el tetraedro bésico Ti245 (el cual es
uno de los tetraedros en las esquinas del cubo unitario) en el tetraedro Tj24s,
uno de los tetraedros en las esquinas de la celda. Las derivadas de r(&, 7, {) son
aproximadas como:

T§:T2—T1, Tn:T4—T1, T<:T5—T1
asi, de 3.25 obtenemos las expresiones para los coeficientes métricos g;;

911:(7"2—7"1)2, 912:(7"2—7"1)'(7"4—7"1), 913:(7"2—7"1)'(7"5—7"1)

go2 = (14 —71), g23 = (14 —11) - (15 — 711), g3z = (r5 —11)? (3.31)
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Figura 3.12: Tetraedro PQRS.

Ahora, tomemos el tetraedro genérico PQRS, y definamos a los elementos g;;
en funcién de sus vértices. Asi nos queda que:

g1 = ||Q — P|I> = ||QP|]?, 912 =(Q — P)'(R— P) = QP'RP
g22 = ||R — P||* = ||RP|]?, 913 =(Q — P)'(S—P)=QP'SP (3.32)
gs3 = ||S — P||> = ||SP||?, 923 = (R—P)'(S — P) = RP'SP

Y por tanto, sus derivadas estan dadas por

= 20PU). SRS ——QP() - RPU)
;Zfﬁj.) = —2RP(j), 381;,"5) = —QP(j) - SP())
Jg . . 092 _ . .
3~ 2P0 gty RO
9922 -0 9913 — SP())
Q@) 9Q(j)
393; -0 9923 -0
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dg11 0912 .
=0 =P
oR(j) OR(I) o
3813(2;') = 2RP(j), aazg(lj) !
0gs3 0929 .
-0 =5F
oR(j) OR(3) !
a5 <0 ast
835(2]_2) —0, 835(1;) —ory
s . 0ga3 j
— 98P -
83(j) (J)v 3@(]) (])

con j = 1,2, 3. El proceso es analogo para los demas tetraedros en las esquinas
de la celda.

Ahora, para derivar las formulas para las derivadas de los coeficientes métricos
gi; del tetraedro bésico interior T7495, se utilizara la férmula del promedio sobre
el volumen del tetraedro.

La derivada de una funcién f con respecto a £ esta dada por

1
fo= 1 / [ panac

aqui, la integracién es llevada a cabo sobre la superficie St del tetraedro, donde
Vr es su volumen.

La integral de superficie es dividida en 4 partes (nimero de caras del tetraedro)

y el valor de f en cada cara se asume constante e igual al promedio sobre los
valores en tres de sus vértices. Asi nos queda

o= f2+3{2+f5//524)ddC+f2+f4+f7//5247d77d<

Pero como el drea de la proyeccion de cada cara al plano es 1gua1 a 0.5,y el
volumen del tetraedro es 1/3, obtenemos que

fe= %(f7+f2—f5—f4)

y de manera similar podemos obtener expresiones para f, y f¢.



Generacion de mallas estructuradas armoénicas convexas 69

Por tanto, las derivadas de (£, n, {) son aproximadas como

1 1 1
re = 5(7"7—1—7"2—7"5—7"4), Ty = 5(7"7—1—7"4—7"5—7"2), re = 5(7"7—1—7"5—7"2—7"4)

Y asi, obtenemos las expresiones para los coeficientes métricos g

1 ) 1

g1 = Z(T7+T2_T5_T4) ; g12 = Z(T7+T2 —r5—714) - (r7+ 714 =15 —72)
1 1

922 = Z(T7+T4 — 15— T2)%, 913 = Z(T7+T2 =715 —714) - (r7+75 =12 —T4)
1 1

933 = Z(T7+T5 — 12— 14)?, g23 = Z(T7+T4 —r5—712) - (r7+ 715 — T2 —T4)

De manera andloga al caso anterior, definamos a los elementos g;; en funcién
los vértices del tetraedro genérico PQRS. Asi nos queda que:

1 1

g1 = ZHSQ - RP|P?, g2 = Z(SQ — RP)'(SP - RQ)
1 1

g22 = ZHSP - RQ|%, 913 = Z(SQ — RP)'(SP+RQ) (3.33)
1 1

o= TISP+RQIP,  gas = H(SP  RQ)'(5Q + RP)

Y por tanto, sus derivadas estan dadas por

;ng) = %(SQ(J') — RP(j)), ;ng) = i(SP(j) +RP(j) = RQ(j) — SQ(7)
;If?j) = —5(SP(G) ~ BQ(), 8815{5) = 1(SP() + RQ) — SQU) + RP(j)
38139?;) = *%(SP(J') + RQ(j)), ;Pg?;) = i(fSQ(j) — RP(j) — SP(j) + RQ()))
aécgé;) - *%(SQU) - RP()), ;&;) = i(SQ(J’) +RQ(j) - SP(j) — RP(j))

(%Ej) = %(SP(J') - RQ(j)), ;&;) = i(fRQ(j) + RP(j) — SP(j) — SQ(5))
s = L(SPG)FRQU). s = 1(SQU) + RPG) + FQU) - SPG)
3815(1]1-) = %(RP(J') - 8Q()), 8855) = i(RQ(j) ~ SP(j) + RP(j) — 5Q(j))
881?(2;) = 5(RQU) = SPL), 38135) = 2(-RQU) +5QU) ~ SP() ~ RP()
SH = 5(SPU)TRQU). g = 1(SP) — RQU) - 5QU) ~ RP()
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8911 1 . 8912 . . .
250) 5(5Q() — RP(j)) SG) (SP( ) — RQ>) + 5Q3) — RP(5))
0g22 - g1 . . .
550 = 3P — RQG) 350 1(SPG) + RQU) + 5QU) ~ RP())
Som _ SSPU)TRQU). e = 1(SQU) + RP()+ SPG) ~ RQU)

con j = 1,2,3. El proceso es anilogo para el segundo tetraedro interior de la
celda.

Para obtener la derivada del volumen, notemos que

V. = SP(1)(QP(2)RP(3)— RP(2)QP(3)) + SP(2)(RP(1)QP(3) —QP(1)RP(3))

+ SPB)(QP(1)RP(2) - RP()HQP(2)) (3.34)
Asi
OV _(SPR)RP(3)+ SP(3)RP(2) - (SP2)QP(3) — SPB)QP(2))
oP(1)
— (QP(2)RP(3) — RP(2)QP(3))
v
P —(SP(1)RP(3) — SP(3)RP(1)) — (=SP(L)QP(3) + SP(3)QP(1))
— (QP(3)RP(1) — RP(3)QP(1))
v
gpE — ~(SPORPR)+SPRIRP() — (SPA)QP(2) - SP(2)QP())
)

- (QP(1)RP(2) - RP()QP(2)

oV
g0 — (TSPQEPE)+SPE)RP(2)
oV
s0@ ~ (SPORPE)-SPERP)
oV
05 = (=SP(1)RP(2) + SP(2)RP(1))
oV
ED " (SP(2)QP(3) — SP(3)QP(2))
oV
SR = (=SP(1)QP(3) + SP(3)QP(1))
oV

— = (SP(1)QP(2) - SP(2)QP(1))
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oV
35T = (QP(2)RP(3) — RP(2)QP(3))
oV
35T = (QP(3)RP(1) — RP(3)QP(1))
oV
356 (QP(1)RP(2) — RP(1)QP(2))

Con estos elementos se generd un algoritmo para la generacion de mallas armoénicas
convexas.

3.4. Algoritmo A. Generacién de mallas armo-
nicas convexas.

Se ha desarrollado un algoritmo para la generacién de mallas arménicas con-
vexas mediante la minimizaciéon del funcional cuasi-armoénico ilustrado en la
presente seccién, su estructura bésica es la siguiente:

Algoritmo A.
a) Elegir una malla inicial admisible My (usualmente no convexa).
b) Elegir wg > 0 tal que el funcional H,, este bien definido para M.

¢) Resolver un problema de optimizacién a gran escala para encontrar una
malla éptima M* de H,(M).

d) Actualizar

MY — MO
1

—Wo — Wy
2

e) Siwy > wx =108 ir a (c) y repetir el proceso hasta encontrar una malla
arménica convexa.

3.4.1. Implementacién del algoritmo.

Para realizar la implementacién del algoritmo A se ha desarrollado un sistema
generador de mallas estructuradas en 3D en Matlab 7 (véase el apéndice B para
mds detalles del mismo) con interfaces a rutinas en Fortran que, identificando
primero si es admisible o no, parte de una malla inicial (que puede ser no con-
vexa) y realiza el proceso de optimizacién descrito, con el fin de eliminar las
celdas no convexas de la malla.
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En este proceso se utiliza un parametro de épsilon convexidad que actia como
tolerancia para determinar si la celda es convexa.

La optimizacién que se realiza es global minimizando el funcional discreto (3.27)
mediante TRON; el cual es una implementaciéon del métrodo de Newton Trun-
cado desarrollado por Moré [43] que aprovecha la estructura sparse de la matriz
Hessiana.

Para evitar el uso de arreglos que consuman una gran cantidad de memoria, los
nodos de la malla se guardan dentro de un arreglo unidimensional interno red3d.
El arreglo estd conformado por 3m xn x p entradas (donde m,n, p son el nimero
de nodos en z,y, z respectivamente) tomando primero cada una de las caras
del sélido, siguiendo el orden descrito en la figura 3.3, donde para cada cara se
toman primero los puntos de la frontera y luego los puntos internos fijando
y moviendo j. Luego se toman los puntos interiores de la malla (al interior del
s6lido) en un orden similar a los puntos internos de cada cara (figura 3.13).

Figura 3.13: Estructura del arreglo red3d en una cara del sélido, para las capas
interiores de la malla el proceso es similar pero sin tomar los puntos en la
frontera.

Para hacer la visualizacién de las mallas se utiliza un formato que va generando
los slides que conforman al sélido aumentando el valor de z, tal formato es
llamado mesh3d (figura 3.14).
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Figura 3.14: Estructura del formato mesh3d para la visualizacién de las mallas
en tres dimensiones.

A continuacién se ilustra una listan varios ejemplos sobre los cuales se aplicard el
algoritmo. También se indica el nivel de dificultad (1 = ficil, 2 = medio, 3=
dificil) que tiene la generacién de la malla sobre cada regién asi como sus carac-
teristicas principales. El nivel de dificultad se ha asiganado en funcién del costo
computacional que tiene la generacién de la malla en cada region.

Nivel Malla Caracteristicas

Region: Caras laterales planas, caras superior
e inferior generadas mediante una combinacion
lineal de lasfunciones coseno y seno.

Cosin

Malla inicial: Generada por interpolacién
transfinita.

Dominio: x € [0,2],y € [0,2], z € [0,2.5].
Ventajas: Dominio sencillo, casi cibico.

Desventajas: Riesgo de no admisibilidad.

==
==
22
Zz
7
gl
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Region: Elipisoide degenerado obtenido del
mapeo radial del cubo [—1,1] x [—1, 1]
[—1, 1]. Su cara superior es plana.

Malla inicial: Generada por interpolacién
transfinita.

Dominio: = € [-0.5,0.5], y € [-1,1],
2 € [-0.5,0.2887].

Ventajas: Dominio similar al elipsoide.

Desventajas: La malla inicial obtenida por
interpolacién transfinita no es convexa.

Region: Esfera unitaria obtenida del
mapeo radial del cubo [—1,1] x [—1, 1]

Malla inicial: Obtenida por el mapeo radial.
Se le hacen perturbaciones para hacerla no
convexa.

Dominio: z € [-1,1], y € [-1,1],
z € [1,1].

Ventajas: Dominio relativamente sencillo.
Desventajas: La malla inicial posee

discontinuidades dadas por el mapeo radial
del cubo.

Region: Elipsoide obtenido del
mapeo radial del cubo [—1,1] x [—1, 1]

Malla inicial: Obtenida por el mapeo radial.
Se le hacen perturbaciones para hacerla no
convexa.

Dominio: z € [-0.5,0.5], y € [-1,1],
2 €[-0.5,0.5].

Ventajas: Dominio relativamente sencillo.
Desventajas: La malla inicial posee

discontinuidades dadas por el mapeo radial
del cubo.
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Cilindromap

Region: Mapeo radial de un cilindro circular
de radio 0.5 y altura 1.

Malla inicial: Generada por interpolacién
transfinita.

Dominio: x € [0,0.9195], y € [0,0.9195],
2 €[0,0.9792].

Ventajas: Geometria interesante sin
ser demasiado compleja.

Desventajas: La malla inicial obtenida por
interpolacién transfinita no es convexa.

Bote

Region: Obtenida a partir de la deformacién
de un cilindro.

Malla inicial: Obtenida de la malla
de un cilindro. Se le hacen perturbaciones
para hacerla no convexa.

Dominio: = € [0,1], y € [0, 1],
z €10,1].

Ventajas: Dominio similar al cilindro.

Desventajas: La deformacion introducida
dificulta el calculo de una malla convexa

..s,;;
-l-_‘\',\-
S
S

NS
R

T

Region: Modelo 1 de un yacimiento petrolero
sin fallas.

Malla inicial: Obtenida por copias
verticales de la cima. Se le hacen
perturbaciones para hacerla no convexa.

Dominio: x € [27.51,98.86], y € [16.9, 95.68]
2 € [69.01,82.57].

3

Ventajas: Su construccion a partir
de la cima no es complicada.

Desventajas: No hay caras planas.
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Yacimiento 2

Region: Modelo 2 de un yacimiento petrolero
sin fallas.

Malla inicial: Obtenida por copias
verticales de la cima. Se le hacen

perturbaciones para hacerla no convexa.

Dominio: x € [2278.59,9666.15],
y € [1695.1,9252.34], z € [2213.26, 3430.29).

Ventajas: Su construccion a partir
de la cima no es complicada.

Desventajas: No hay caras planas.

Habana

Region: Bahia de La Habana, Cuba.

Malla inicial: Generada a partir de copias de
una malla 2D. Solo la cara inferior es plana,
la cara superior es una funcién cuadratica.
Se le hacen perturbaciones para hacerla no
convexa.

Dominio: x € [0.098,1], y € [0,0.917],
2 € [-2,-0.0578).

Ventajas: La malla inicial puede obtenerse
directamente de la malla 2D.

Desventajas: La forma irregular de la region
dificulta el calculo de una malla convexa

Shell

Region: Obtenida usando dos paraboloides
con dominio circular, uno de ellos tiene
base plana.

Malla inicial: generada mediante interpolacién
de los dos paraboloides (cima y base). Se le
hacen perturbaciones para hacerla no convexa.

Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [-10.74,10.74], = € [~1,9.97].

Ventajas: La construccién de la malla inicial
a partir de los paraboloides no es complicada.

Desventajas: La base plana de uno de los
paraboloides induce dificultades para las
celdas cercanas a las uniones de las caras.
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Pico

Region: Todas sus caras son planas, excepto
la cara superior que es una funcién definida a
trozos por un plano y una trigonométrica.

Malla inicial: Obtenida por interpolacién
transfinita.

Dominio: x € [0,2], y € [0,2], z € [0,2.5].

Ventajas: Regién relativamente sencilla.
5 de sus caras son planas.

Desventajas: La malla inicial obtenida por
interpolacién transfinita no es convexa.
Existen dificultades en la generacion de la
malla convexa debido al cambio en la funcién
a trozos definida en la cara superior.

Region: Base circular plana, la cara superior
es formada modificando la base usando dos
paraboloides en sentido inverso uno del otro.

Malla inicial: generada mediante interpolacién
de la cima y la base. Se le hacen perturbaciones
para hacerla no convexa.

Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [~10.74,10.74], 2 € [~1,11.24].

Ventajas: La construccién de la malla inicial
no es muy complicada.

Desventajas: La cima induce dificultades para
las celdas cercanas a las uniones de las caras.

Shellmap

Region: Obtenida mediante el mapeo radial
de la region Shell.

Malla inicial: Obtenida mediante el mapeo
radial de la malla de la region Shell. Se le
hacen perturbaciones para hacerla no convexa.

Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [~10.74,10.74], = € [~1,9.97].

Ventajas: Construccién geométrica
a partir de una regién ya generada.

Desventajas: El mapeo radial multiplica las
dificultades de la regién Shell, ahora ya no
solo hay dificultades en las celdas cercanas a
las uniones de las caras, sino también en las
uniones de las cupulas generadas.
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Cisne

Region: Obtenida a partir de la regién 2D
del cisne.

Malla inicial: Generada a partir de copias de
una malla 2D. La cara inferior es un plano
inclinado, la cara superior es una funcién
cuadratica. Se le hacen perturbaciones para
hacerla no convexa.

Dominio: x € [—13.96, 8.31],
y : [~13.84,13.84], = € [~55.37, 100).

Ventajas: La malla inicial puede obtenerse
directamente de la malla 2D.

Desventajas: La forma irregular de la region
dificulta el calculo de una malla convexa

Gran Bretafia

Region: Gran Bretana, isla Britanica mas
grande.

Malla inicial: Generada a partir de copias de
una malla 2D. Sus caras inferior y superior
son planas. Se le hacen perturbaciones para
hacerla no convexa.

Dominio: x € [0.0181,0.5724],
y € [0,1], = € [0,0.833].

Ventajas: La malla inicial puede obtenerse
directamente de la malla 2D.

Desventajas: La forma irregular de la region
dificulta el calculo de una malla convexa

Parabs

Region: Obtenida usando dos paraboloides
con dominio circular.

Malla inicial: generada mediante interpolacién
de los dos paraboloides (cima y base). Se le
hacen perturbaciones para hacerla no convexa.

Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [~10.74,10.74], = € [0.5, 135.39)].

Ventajas: La construccién de la malla inicial
a partir de los paraboloides no es complicada.

Desventajas: Existen dificultades en la
generacién de una malla convexa, inducidas
por las uniones de las caras.




Generacion de mallas estructuradas armoénicas convexas 79

Las siguientes tablas muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo
A a las mallas que se acaban de ilustrar. En la tabla 3.1 se ilustran el niimero
de celdas no convexas de la malla inicial, las iteraciones realizadas por el algo-
ritmo y el tiempo requerido por el CPU (en minutos) para la generacién de una
malla convexa. En la tabla 3.2 se ilustra la misma informacién para un paso de
refinamiento, el cual se efectiia después de que la malla sea convexa.

Todas las corridas del algoritmo fueron realizadas en Matlab usando una com-
putadora personal con 3GB de memoria RAM y un procesador Intel Core 2 Duo
de 2.93GHz.

Note que, en los calculos numéricos efectuados por el algoritmo y dependiendo
de la naturaleza de la regién, es posible tener celdas con volumen muy cercano
a cero. Por ello en lugar de utilizar la condicién de convexidad (3.24), usaremos
una condicién para generar mallas e-convexas [2].

La condicién estda dada por:
Vijg>exv, 1=1,2,..,10, j=1,2,...,N, (3.35)

donde V; ; es el volumen algebraico del i-ésimo tetraedro en la j-ésima celda, IV,
es el numero de celdas y v es el volumen promedio sobre todos los volumenes de
los tetraedros en las celdas de la malla. Para los resultados en las tablas usamos
e=10"%

Nivel Malla Celdas no | Iteraciones | Tiempo requerido
convexas por el CPU
1 Cosin 10-10-15 17 42 01:16.9
1 Elipsoideg 10-10-13 58 3 00:03.5
1 Esfera 20-20-20 22 4 00:47.3
1 Elipsoide 20-20-20 45 4 00:45.7
1 Cilindromap 15-15-10 21 45 02:18.0
1 Bote 15-15-10 39 36 01:50.8
1 Yacimientol 35-25-5 30 32 02:05.6
1 Yacimiento2 35-35-6 36 25 03:42.8
2 Habana 20-15-6 19 209 07:57.9
2 Shell 20-20-10 100 157 16:32.5
2 Pico 10-10-10 80 29 00:32.9
2 Pico 21-21-21 188 82 23:24.9
2 Sydney 20-20-15 103 159 28:17.9
3 Shellmap 20-20-10 783 504 52:54.7
3 Cisne 12-12-7 30 2055 41:12.3
3 Cisne 20-20-7 32 955 66:42.0
3 GB 20-20-5 32 315 09:59.4
3 GB 30-30-6 234 672 85:27.0
3 Parabs 20-20-10 30 1999 210:08.0

Tabla 3.1: Resultados del algoritmo A, aplicado a diversas mallas.
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Nivel Malla Iteraciones | Tiempo requerido
por el CPU
1 Cosin 10-10-15 3 00:11.0
1 Elipsoideg 10-10-13 2 00:02.0
1 Esfera 20-20-20 2 00:13.6
1 Elipsoide 20-20-20 4 01:03.8
1 Cilindromap 15-15-10 8 00:30.1
1 Bote 15-15-10 14 00:49.2
1 Yacimientol 35-25-5 6 00:18.8
1 Yacimiento2 35-35-6 1 00:10.0
2 Habana 20-15-6 7 00:14.8
2 Shell 20-20-10 8 00:45.9
2 Pico 10-10-10 4 00:02.7
2 Pico 21-21-21 7 02:01.3
2 Sydney 20-20-15 7 01:08.3
3 Shellmap 20-20-10 21 05:52.4
3 Cisne 12-12-7 51 02:42.6
3 Cisne 20-20-7 16 00:57.3
3 GB 20-20-5 33 00:59.1
3 GB 30-30-6 83 10:11.8
3 Parabs 20-20-10 26 14:39.6

Tabla 3.2: Resultados para el paso de refinamiento.

Observemos que en las regiones de nivel 1 y 2 la generaciéon de la malla no
requiere un nimero muy alto de iteraciones a pesar de que las dimensiones son
muy similares a las regiones de nivel 3 en las cuales si se requiere un niimero més
grande de iteraciones debido a la complejidad de la regién. Por tanto, a pesar
de que el problema a resolver es un problema de optimizaciéon a gran escala
sin restricciones que aumenta en complejidad numérica dependiendo de la di-
mension, solo para las regiones de nivel 3 se tiene un gran niimero de iteraciones.

A continuacién analizaremos a detalle dos ejemplos mencionados en las tablas
anteriores con el fin de ilustrar el funcionamiento del algoritmo.

3.4.2. Ejemplo 1. Pico

Tomemos una malla del Pico de dimensién 10 x 10 x 10 la cual ha sido pertur-
badad de tal forma que tiene 115 celdas no convexas (algunas inclusive fuera
de la regién). Iniciamos el algoritmo con un valor de w = 200, tolerancias para
la funcién y la norma del gradiente igual a 10~* y una épsilon convexidad de
1075. La siguiente secuencia de imédgenes ilustra la aplicacién del algoritmo a
esta malla hasta la convergencia del mismo.
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Figura 3.15: (a) Malla inicial del pico con 115 celdas no convexas, w = 100,
f =0.7921, ||g|| = 1.1774. (b) Malla del pico después de 5 iteraciones, celdas
no convexas = 125, w = 100, f = 0.3459, ||g|| = 0.4785.

Figura 3.16: (c) Malla del pico después de 10 iteraciones, celdas no convexas
=69, w =100, f = 0.0933, ||g|| = 0.0297. (d) Malla del pico después de 20
iteraciones, celdas no convexas = 49, w = 12.5, f = 0.6325, ||g|| = 0.0278.
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Figura 3.17: (e) Malla del pico después de 30 iteraciones, celdas no convexas
=6, w = 3.125, f = 1.7582, ||g|| = 0.0074. (f) Malla del pico después de 37
iteraciones, Malla convexa, w = 1.5625, f = 2.79025, ||g|| = 0.0226.

Figura 3.18: (g) Malla del pico después de 41 iteraciones, Malla arménica y
convexa, w = 1.5625, f = 2.79, ||g|| = 0.00072.
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3.4.3. Ejemplo 2. Esfera.

Tlustramos ahora la malla de una esfera de dimensién 20 x 20 x 20 la cual es
generada mediante el proceso realizado por Leveque en [41] el cual utiliza un
mapeo radial del cubo [—1,1] x [—1, 1] x [—1, 1] sobre la esfera de radio 1. Se
puede ver que la malla es convexa, sin embargo por la forma del mapeo las aristas
del cubo provocan descontinuidades que se van propagando hacia el interior de
la malla como se ilustra en la siguiente figura.

Figura 3.19: Malla de la esfera calculada por Leveque.

Asi, con el fin de aplicar nuestro algoritmo para generar una malla arménica
a partir de ésta, hacemos algunas perturbaciones con las cuales obtenemos 22
celdas no convexas. Iniciamos el algoritmo con un valor de w = 200, tolerancias
para la funcién y la norma del gradiente igual a 10~%, una épsilon convexidad
de 1076, f =0.0261538 y ||g|| = 0.0233331.
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El proceso de optimizacion se realizé en un total de 12 iteraciones, obteniendo
una malla arménica convexa; el valor de omega termina en 1078, el valor de la
funcién en f = 2.26543, y la norma del gradiente en ||g|| = 0.00274973. En la
siguiente figura podemos apreciar ademés el efecto de suavidad y armonicidad
en las capas interiores, provocado por el funcional H,,, con lo cual evitamos las
discontinuidades que teniamos en la malla anterior. Estas discontinuidades solo
se mantienen en la frontera ya que estos son los tinicos puntos de la malla que
no se mueven en el proceso de optimizacién.

Figura 3.20: Malla 6ptima de la Esfera.
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Un punto de gran importancia consiste en verificar que las celdas obtenidas
mediante el proceso descrito sean hexaedros (todas sus caras sean planas), sin
embargo, en la tabla 3.3 se puede apreciar que en algunas de las mallas generadas
por el algoritmo A, la cantidad de celdas no hexaedrales es muy grande.

Nivel Malla Celdas no hexaedrales
en la malla éptima
1 Cosin 10-10-15 576
1 Elipsoideg 10-10-13 216
1 Esfera 20-20-20 1807
1 Elipsoide 20-20-20 1844
1 Cilindromap 15-15-10 934
1 Bote 15-15-10 580
1 Yacimientol 35-25-5 1242
1 Yacimiento2 35-35-6 1746
2 Habana 20-15-6 544
2 Shell 20-20-10 1189
2 Pico 10-10-10 152
2 Pico 21-21-21 2256
2 Sydney 20-20-15 2676
3 Shellmap 20-20-10 1904
3 Cisne 12-12-7 317
3 Cisne 20-20-7 1045
3 GB 20-20-5* 362
3 GB 30-30-6 1002
3 Parabs 20-20-10 475

Tabla 3.3: Cantidad de celdas interiores no hexaedrales en las mallas generadas
por el algoritmo A.

Por tal motivo es necesario dar condiciones que nos permitan generar mallas
que posean el mayor niimero posible de celdas hexaedrales.
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Capitulo 4

Generacion de mallas
estructuradas armonicas
convexas hexaedrales.

En el capitulo anterior se abordé a detalle la generaciéon de mallas en 3D me-
diante una formulacién variacional que deriva en la solucién numérica de un
problema de optimizacion a gran escala. Sin embargo, el obtener la malla por
este medio no garantiza que sus celdas sean hexaedros, es decir que tengan sus
caras planas. En la tabla 3.3 se ha ilustrado que, en algunos casos, la cantidad
de celdas no hexaedrales es muy grande.

La propiedad de que las celdas sean hexaedrales en una malla estructurada es
muy importante debido a la mejora en la calidad que se hace sobre las celdas de
la malla y mas ain por la ventaja que tiene el uso de celdas hexaedrales en al-
gunas aplicaciones mediante métodos de elemento finito. En el presente capitulo
nos enfocaremos en la generacién de mallas que tengan el mayor ntimero posible
de celdas hexaedrales.

Sin embaergo, generar este tipo de mallas tiene sus limitaciones, sobre todo
por la forma de la frontera de la regién; tomemos el siguiente ejemplo dado
por una malla de dimensién 5 x 5 x 5 generada mediante el algoritmo ilustrado
en el capitulo anterior, cuyos valores de = y y estan definidos en el interva-
lo [-4,4], y las capas superior e inferior estdn determinadas por las funciones
f1 =54 cos(0.52 + 0.5y) y f2 = —5 — sin(0.5x + 0.5y) respectivamente (figura
4.1).

Observemos que la malla es armoénica y convexa, sin embargo debido a que las
capas inferior y superior no son planas, algunas de las celdas (sobre todo en la
frontera) no son hexaedros (figura 4.2).
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Malla inicial

Figura 4.1: Malla de dimensién 5 X 5 x 5 con capa superior f; =5+ cos(0.5z +
0.5y) y capa inferior fo = —5 — sin(0.5z + 0.5y).

Figura 4.2: Celda de la malla arménica convexa que no es hexaedro.

Una idea para atacar el problema en la frontera consiste en tratar de que cada
una de estas superficies quede conformada por un conjunto de parches planos,
sin embargo, esto no siempre es posible. Si tomamos la capa superior de esta
malla, una forma natural de ir generando los parches planos que conformen la
superficie es partir de una de las orillas en la cual hay 3 puntos de la frontera
definidos y determinar el cuarto punto del parche pidiendo que esté en el plano
generado por los otros 3.
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Figura 4.3: Capa superior de la malla.

Sin embargo al ir avanzando y llegar de nueva cuenta a la frontera nos encon-
tramos con el problema de que un punto debe estar en la intersecciéon de 4 planos
para garantizar la coplanaridad de los parches, el cual es un problema que en
general no tiene solucién.

Punto generado por
3 puntos de la frontera

Figura 4.4: Un parche plano de la superficie.
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Figura 4.5: Punto que requiere estar en la interseccién de 4 planos.

Por tanto, el problema que nos planteamos es el siguiente:

Problema 5. Dada una regién 2 en R® cuya representacion discreta estd dada
por Qp, se busca generar una malla estrcturada discreta M en la region Qp,, de tal
forma que sea armdnica convexa y que tenga la mayor cantidad posible de celdas
hexaedrales. A este tipo de mallas las denominaremos Mallas hexaedrales.

Para resolver este problema debemos incluir restricciones de coplanaridad dentro
del problema de optimizacién, es decir, para cada una de las caras de las celdas
de la malla se define una restricciéon con el fin de que esta cara sea plana; en
este sentido hemos probado dos diferentes condiciones de coplanaridad:

1. Mediante el calculo del volumen del tetraedro que corresponde a cada cara
de tal forma que si el volumen es cercano a cero, la cara es plana.

2. Mediante el célculo del vector normal al plano que generan 3 puntos de
la cara, de tal forma que, en el caso de que exista ortogonalidad con el
cuarto punto, garantizamos que éste pertenece al plano generado por los
otros 3 y la cara es plana.
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4.1. Condiciones de coplanaridad y el funcional
cuasi-armonico modificado.
Para definir la primera condicién de coplanaridad es necesario denotar al tetrae-

dro que puede ser formado tomando una cara de alguna de las celdas de la malla,
eso se ilustra en la figura (4.6)

Figura 4.6: Tetraedro formado por una cara de una celda.
Asi, un primer criterio para que una cara [ sea plana esta dado por
E=|Vi <e (4.1)
donde €, es una tolerancia positiva cercana a cero.
Para la segunda condicién (propuesta en [4]) tomemos la misma cara con vértices

A, B, C, Dy calculamos el vector normal al plano ABD generado por los puntos
A, B, D como el producto cruz

N =AB x AD

entonces, para garantizar que el punto C' pertenece al plano generado por estos
3 puntos, necesitamos que el vector normal N y el vector AC sean ortogonales,
es decir N'AC =0 (figura 4.7).

Utilizando la definiciéon del producto interior en funcién del coseno del angulo
nos queda que este dngulo debe ser cercano a 7/2, es decir, que el coseno sea
cercano a cero. Asi, un segundo criterio para que una cara ABCD sea plana
estd dado por

_t_

N AC

«0s(®) = Ty < ¢

(4.2)

donde €, es una tolerancia positiva cercana a cero.
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Figura 4.7: Ilustracion de la condiciéon de coplanaridad.

Sin embargo, al incluir cualquiera de las dos condiciones anteriores, el problema
de optimizacién original se convierte en un problema a gran escala con restric-
ciones el cual presenta dificultades adicionales para su solucién. Por ello, con
el fin de seguir trabajando con un problema de optimizacién a gran escala sin
restricciones, utilizaremos una penalizacion de tal forma que las restricciones de
coplanaridad formen parte del funcional a minimizar. La penalizacién utilizada

es la siguiente:
Ner 6

2
C E E k3 (4.3)
i=1 j=1
donde k;; es la condicién a utilizar sobre la cara j de la celda i, C' es una cons-
J J ’

tante entera positivay Nop es el nimero de celdas que se van a tomar en cuenta
para el proceso. Obviamente el minimo de esta funcién se dard cuando todas las
ki; sean igual a cero, es decir, cuando todas las caras de la celda sean planas.
Por tanto, el problema de optimizacién a resolver estara dado por

Problema 6.

Ncr 6
. * z. 2
Hallar :  M" = arg min H,(M)+C g 1 g lkij (4.4)
i=1 j=

sobre el conjunto de mallas admisibles.

Un aspecto importante es que para un problema de optimizaciéon con restric-
ciones esté bien definido es necesario tener un mayor niimero de variables que de
restricciones. El niimero de variables es determinado por la cantidad de puntos
interiores que tiene la malla, debido a que éstos son los inicos que se mueven
en el proceso de optimizacion, y el niimero de restricciones por la cantidad de
caras planas que deseamos tener en la malla.
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Por ello, necesitamos conocer de la malla:

a) El ndmero de puntos y celdas interiores que tiene y por ende el ntimero
de variables.

b) El ntimero de caras que tiene y que no estén en la frontera.

Estas cantidades nos permitiran determinar el nimero total de variables y res-
tricciones en el problema de optimizaicén y de esta forma determinar en que
casos podemos tener un mayor numero de variables que de restricciones y asi el
problema de optimizacién quede bien definido.

En el apéndice A se exponen a detalle los casos para los cuales el problema
estd bien definido. Se demuestra que esto se cumple para el bloque de celdas in-
teriores; sin embargo, para todas las celdas de la malla el problema no esta bien
definido. Adicionalmente se incluye un analisis detallado sobre cuantos bloques,
adicionales al de celdas interiores, pueden incluirse para que el problema siga
siendo bien definido. Para fines précticos, de aqui en adelante, sélo se traba-
jarda sobre el bloque de celdas interiores.

4.2. Algoritmo B. Generacién de mallas armo-
nicas convexas y hexaedrales.

Con el fin de generar mallas que sean hexaedrales en su bloque de celdas inte-
riores se ha desarrollado un algoritmo que realiza la minimizacién del funcional
cuasi-armonico modificado ilustrado en la presente seccién, su estructura basica
es la siguiente:

Algoritmo B.
a) Elegir una malla inicial arménica convexa M.

b) Elegir wyp = 1078 (el valor limite para la convexidad) para mantener las
celdas convexas, y C = 1/(2p) con p iniciando en 0.1.

¢) Resolver H,(M) + C Zj‘vj | k? usando TRON para encontrar una malla

éptima M*, usando €, = 107% para la primera condicién de coplanaridad
6 €, = 1072 para la segunda condicién de coplanaridad.

d) Actualizar
MO — M*
uw — 0.1p

e) Sip > pux=10712 ir a (c) y repetir el proceso hasta encontrar una malla
arménica convexa y hexaedral.
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Para llevar a cabo la implementacion del algoritmo, se ha agregado al sistema
desarrollado en Matlab, el proceso de optimizacién utilizando el funcional modi-
ficado. Note que, en este caso, la malla inicial debe ser la malla arménica convexa
resultante del algoritmo A. Para mas detalles véase el apéndice B.

A continuacién presentaremos una comparacién entre el funcionamiento numéri-
co de las dos condiciones de coplanaridad para algunas mallas. Esta comparacién
nos permitira elegir un criterio que sea mejor condicionado para el problema de
la generacién de mallas hexaedrales sobre las regiones analizadas en el presente
trabajo.

4.2.1. Desempeno numérico de las condiciones de copla-
naridad.

Observemos que, debido a que la condicién (4.1) se encuentra basada en los
volumenes de las caras de cada celda, puede tener limitaciones numéricas cuando
se manejan escalas muy grandes o cuando las regiones son muy irregulares. La
tabla 4.1 muestra el desempeno de esta condicion para algunas mallas.

Desempeno de la primera condicién de coplanaridad
Malla Obtenemos coplanaridad?
Cosin 5-5-10 No
Vol max = 0.0243004
100 % de celdas no hexaedrales.
Cisne 7-7-5 No
Vol max = 4.96 x 107°
97 % de celdas no hexaedrales.
Pico 10-10-10 No
Vol max = 0.00036997
77 % de celdas no hexaedrales.
Yacimientol 35-25-5 No
Vol max = 0.26647
88 % de celdas no hexaedrales.
Yacimiento2 35-35-6 No
Vol max = 49786.6
100 % de celdas no hexaedrales.

Tabla 4.1: Limitaciones numéricas de la condicién (4.1) en algunas mallas.

En la tabla 4.1 podemos observar que, inclusive para mallas de dimensiones
pequenas, la condicién de coplanaridad basada en los volumenes de las caras
presenta serios problemas, tanto que, para algunos casos se tiene el 100% de
celdas no hexaedrales al término del algoritmo.

Con el fin de superar estas limitaciones aplicaremos la segunda condicién a los
ejemplos ilustrados en la tabla 4.1, observe que, debido al criterio de ortogona-
lidad usado en el desarrollo de la segunda condicién, no depende directamente
de la escala. Ademds, algunas de las mallas resultantes al aplicar la segunda
condiciéon de coplanaridad estan cerca de cumplir o cumplen también con la
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primera condicién al hacer solo un paso de refinamiento del algoritmo.

Se han realizado experimentos numéricos con més pasos de refinamiento y es
posible disminuir atin més los valores del coseno maximo y del volumen méxi-
mo al utilizar la segunda condicién, sin embargo, para evitar obtener un costo
computacional demasiado alto y debido a que ya se ha obtenido convergencia,
no se realizan. Los resultados se muestran en la tabla 4.2.

Desempeno de la segunda condicién de coplanaridad
Malla Obtenemos coplanaridad?

Cosin 5-5-10 Si

Cos max = 3.41 x 1074

Vol max = 9.36 x 10=°

Cisne 7-7-5 Si

Cos max = 9.31 x 1073

Vol max = 1.19 x 10—°

Pico 10-10-10 Si

Cos max = 1.8 x 1073

Vol max = 2.73 x 1076

Yacimientol 35-25-5 Si

Cos max = 3.85 x 10~3

Vol max = 2.43 x 1073

Yacimiento2 35-35-6 Si

Cos max = 9.84 x 1073

Vol max = 6.7 x 103

Tabla 4.2: Resultados de aplicar la segunda condicién de coplanaridad a los
ejemplos ilustrados en la tabla 4.1.

De los resultados numéricos se observa que la segunda condicién es mejor condi-
cionada para los ejemplos desarrollados en el presente trabajo, por tanto se
utilizara esta condicién como la condicién principal de coplanaridad en el pro-
blema de la generaciéon numérica de mallas hexaedrales.

4.3. Ejemplos ilustrativos.

A continuacién se ilustra una lista de ejemplos sobre los cuales se aplicara el
algoritmo. Analogamente a la tabla de ejemplos para la convexidad, también
se indica el nivel de dificultad (1 = fécil, 2 = medio, 3= dificil) que tiene la
generacién de la malla sobre cada region asi como sus caracteristicas principales.
Observe que el nivel de dificultad no es el mismo que se tenia para la convexidad
debido a que el problema a resolver es diferente al original.
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Nivel Malla Caracteristicas
Cosin
Region: Caras laterales planas, caras superior
e inferior generadas mediante una combinacion
lineal de lasfunciones coseno y seno.
1 Dominio: = € [0,2],y € [0,2], z € [0,2.5].
]
== o
’= Ventajas: Dominio casi cibico, las celdas
a; interiores son cercanas a ser hexaedrales.
=
gg Desventajas: Riesgo de no admisibilidad.
Region: Elipisoide degenerado obtenido del
mapeo radial del cubo [—1,1] x [—1,1]x
[—1,1]. Su cara superior es plana.
Dominio: x € [-0.5,0.5], y € [-1,1],
1 z € [-0.5,0.2887].
Ventajas: La cara superior plana hace que
las celdas interiores sean cercanas a ser
hexaedrales.
Desventajas: Pequenas complicaciones en las
uniones de las caras laterales con la superior.
Habana
Region: Bahia de La Habana, Cuba.
Dominio: x € [0.098,1], y € [0,0.917],
z € [-2,-0.0578].
1 Ventajas: La cara inferior plana ayuda

a la coplanaridad en las celdas interiores.

Desventajas: La forma irregular de la regién
dificulta el calculo de una malla hexaedral.
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Nivel

Caracteristicas

Region: Obtenida a partir de la deformacién
de un cilindro.

Dominio: = € [0,1], y € [0, 1],
z €10,1].

Ventajas: Dominio similar al cilindro.

Desventajas: La deformacion introducida
dificulta el calculo de una malla hexaedral.

LA

Region: Modelo 2 de un yacimiento petrolero
sin fallas.

Dominio: x € [2278.59, 9666.15],
y € [1695.1,9252.34], = € [2213.26, 3430.29].

Ventajas: La geometria de la regién
no es muy complicada.

Desventajas: La escala dificulta el calculo
de una malla hexaedral por el criterio de los
volumenes.

Cilindromap

Region: Mapeo radial de un cilindro circular
de radio 0.5 y altura 1.

Dominio: x € [0,0.9195], y € [0,0.9195],
2 €[0,0.9792].

Ventajas: Geometria interesante sin
ser demasiado compleja.

Desventajas: Las uniones entre las caras
inducidas por el mapeo radial provocan
dificultades en la generacion de la malla
hexaedral.
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Yacimiento1

Region: Modelo 1 de un yacimiento petrolero
sin fallas.

Dominio: x € [27.51,98.86], y € [16.9,95.68],
2 € [69.01,82.57].

Ventajas: La geometria de la region
no es muy complicada.

Desventajas: La escala dificulta el calculo
de una malla hexaedral por el criterio de los
volumenes.

Region: Obtenida usando dos paraboloides
con dominio circular.

Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [~10.74,10.74], = € [0.5, 135.39)].

Ventajas: La geometria de la region
ayuda en la generacién de la malla
hexaedral.

Desventajas: Las celdas pueden ser muy
alargadas al llegar a la base de la regién.

Region: Esfera unitaria obtenida del
mapeo radial del cubo [—1,1] x [—1,1]x
[—1,1].

Dominio: z € [-1,1], y € [-1,1],
z € [1,1].

Ventajas: Dominio relativamente sencillo.
Desventajas: La no existencia de caras

planas dificulta la generacién de la malla
hexaedral.
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Region: Elipsoide obtenido del
mapeo radial del cubo [—1,1] x [—1,1]x
[—1,1].

Dominio: = € [-0.5,0.5],y € [-1,1],
2 € [~0.5,0.5).

Ventajas: Dominio relativamente sencillo.
Desventajas: La no existencia de caras

planas dificulta la generacién de la malla
hexaedral.

Shell

Region: Obtenida usando dos paraboloides
con dominio circular, uno de ellos tiene
base plana.

Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [-10.74,10.74], = € [~1,9.97].

Ventajas: Similar a regién Parabs.
La geometria de la region ayuda en la
generacién de la malla hexaedral.

Desventajas: Las celdas pueden ser muy
alargadas al llegar a la base de la regién.

Region: Base circular plana, la cara superior
es formada modificando la base usando dos
paraboloides en sentido inverso uno del otro.

Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [~10.74,10.74], 2 € [~1,11.24].

Ventajas: Base circular plana.
Una parte de la cara superior es plana.

Desventajas: Las uniones de las caras
dificultan la generacién de la malla
hexaedral. Pueden existir celdas muy
alargadas.
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Nivel

Malla

Caracteristicas

Pico

Region: Todas sus caras son planas, excepto
la cara superior que es una funcién definida
a trozos por un plano y una trigonométrica.

Dominio: x € [0,2],y € [0,2], z € [0,2.5].

Ventajas: Regién relativamente sencilla.
5 de sus caras son planas.

Desventajas: La cara superior induce que
las celdas se vayan alargando cerca de

la cima y que se deformen algunas de

sus celdas al llegar a la parte plana.

Cisne

Region: Obtenida a partir de la regién 2D
del cisne.

Dominio: x € [—13.96,8.31],
y : [~13.84,13.84], = € [~55.37, 100)].

Ventajas: La cara inferior es
un plano inclinado.

Desventajas: La forma irregular de la region
dificulta el calculo de una malla hexaedral.
Solo tiene una cara plana.

Region: Gran Bretana, isla Britanica mas
grande.

Dominio: x € [0.0181,0.5724],
y € [0,1], = € [0,0.833].

Ventajas: Su cara superior e inferior
son planas.

Desventajas: La forma irregular de la region
dificulta el calculo de una malla hexaedral.
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Nivel Malla Caracteristicas
Shellmap Region: Mapeo radial de la region Shell.
Dominio: x € [—10.74,10.74],
y € [—10.74,10.74], z € [-1,9.97].
3

Ventajas: Construccién geométrica
a partir de una regién ya generada.

Desventajas: El mapeo radial multiplica las
dificultades de la region Shell, ahora ya no
solo hay dificultades en las celdas cercanas a
las uniones de las caras, sino también en las
uniones de las cupulas generadas.

Las siguientes tablas muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo
B a las mallas que se acaban de ilustrar. Las mallas iniciales para este proceso
son las mallas éptimas obtenidas por el algoritmo A. En la tabla 4.3 se ilustran
el niimero de celdas no hexaedrales de la malla inicial, las iteraciones calculadas
y el tiempo requerido por el CPU (en minutos) para la generacién de una malla
hexaedral. En la tabla 4.4 se ilustra la misma informacién para un paso de
refinamiento, el cual se efectiia después de que la malla sea hexaedral .

Nivel Malla Celdas no Iteraciones | Tiempo requerido
hexaedrales por el CPU
1 Cos 10-10-15 576 29 00:59.8
1 Elipsoideg 10-10-13 216 20 00:35.3
1 Habana 20-15-6 544 120 04:35.4
1 Bote 15-15-10 580 71 03:56.3
1 Yacimiento2 35-35-6 1746 20 04:08.0
1 Cilindromap 15-15-10 934 78 04:20.8
1 Yacimientol 35-25-5 1242 61 04:32.1
2 Parabs 20-20-10 475 66 07:15.2
2 Esfera 20-20-20 1807 30 07:56.3
2 Elipsoide 20-20-20 1844 55 13:25.5
2 Shell 20-20-10 1189 220 23:38.8
3 Sydney 20-20-15 2676 215 39:15.0
3 Cisne 12-12-7 317 No hay convergencia
3 Cisne 20-20-7 1045 428 29:19.6
3 GB 20-20-5 362 367 10:49.5
3 GB 30-30-6 1002 No hay convergencia
3 Pico 10-10-10 152 28 00:31.9
3 Pico 21-21-21 2256 331 100:07.0
3 Shellmap 20-20-10 1904 No hay convergencia

Tabla 4.3: Resultados del algoritmo B, aplicado a diversas mallas.
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Todas las corridas del algoritmo fueron realizadas en Matlab usando una com-
putadora personal con 3GB de memoria RAM y un procesador Intel Core 2 Duo
de 2.93GHz.

Es importante senalar que, con el fin verficar adecuadamente la coplanaridad en
las celdas, se toman las seis combinaciones de los cuatro vértices de cada cara
de la celda y se verifica la condicién para cada una de ellas.

Nivel Malla Iteraciones | Tiempo requerido
por el CPU
1 Cosin 10-10-15 26 00:52.9
1 Elipsoideg 10-10-13 16 00:28.1
1 Habana 20-15-6 15 00:36.0
1 Bote 15-15-10 31 01:43.8
1 Yacimiento2 35-35-6 14 01:46.5
1 Cilindromap 15-15-10 48 02:06.6
1 Yacimientol 35-25-5 40 02:30.2
2 Parabs 20-20-10 71 06:41.4
2 Esfera 20-20-20 29 06:26.9
2 Elipsoide 20-20-20 58 15:31.1
2 Shell 20-20-10 71 05:20.1
3 Sydney 20-20-15 100 13:44.8
3 Cisne 12-12-7 No hay convergencia
3 Cisne 20-20-7 590 35:12.0
3 GB 20-20-5 13 01:31.1
3 GB 30-30-6 No hay convergencia
3 Pico 10-10-10 8 00:08.9
3 Pico 21-21-21 704 187:54.0
3 Shellmap 20-20-10 No hay convergencia

Tabla 4.4: Resultados para el paso de refinamiento.

Analizando las tablas podemos observar que para algunas mallas de nivel 3 el
algoritmo hace un nimero muy elevado de iteraciones (Pico) o no hay convergen-
cia (Cisne, GB y Shellmap). De ahi que la eleccién de un pardmetro p adecuado
con el que inicie el algoritmo es muy importante. Haciendo diversos experimen-
tos numéricos se ha podido encontrar convergencia para los tres ejemplos donde
no la hubo y se ha logrado reducir el niimero de iteraciones en algunos ejemplos
como la malla del Pico. En la tabla 4.5 se presenta una comparaciéon de los
resultados obtenidos con el algoritmo original y aquellos obtenidos con los va-
lores de 1 que garantizan un mejor funcionamiento para los casos mencionados
y algunos otros de la tabla.
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Nivel Malla Celdas no p inicial | Iteraciones | Tiempo total (con refinamiento)
hexaedrales requerido por el CPU
1 Bote 15-15-10 580 0.1 102 05:40.1
1 Bote 15-15-10 580 500 22 01:10.7
2 Esfera 20-20-20 1807 0.1 59 14:23.1
2 Esfera 20-20-20 1807 500 18 04:46.4
2 Elipsoide 20-20-20 1844 0.1 113 28:56.7
2 Elipsoide 20-20-20 1844 500 38 09:35.9
3 Cisne 12-12-7 317 0.1 No hay convergencia
3 Cisne 12-12-7 317 250 1417 25:54.2
3 GB 20-20-5 362 0.1 380 12:20.6
3 GB 20-20-5 362 500 148 04:54.4
3 GB 30-30-6 1002 0.1 No hay convergencia
3 GB 30-30-6 1002 800 1044 132:43.0
3 Pico 21-21-21 2256 0.1 1035 288:02.0
3 Pico 21-21-21 2256 500 231 71:53.0
3 Shellmap 20-20-10 1904 0.1 No hay convergencia
3 Shellmap 20-20-10 1904 176 8442 823:36.7

Tabla 4.5: Resultados del algoritmo B, con diversos valores iniciales de p.

Como puede observarse en la tabla, la eleccion de un p inicial que garantice el
funcionamiento 6ptimo del algoritmo para cualquier caso es muy complicado.
Por ejemplo, en la tabla 4.5 podria apreciarse al parametro g = 500 como un
mejor valor inicial para el algoritmo, sin embargo se han realizado experimentos
donde el algoritmo no converge para este valor cuando si hay convergencia para

el valor original de p = 0.1.

A pesar de todo, se ha encontrado que para el pardmetro p = 0.1 se obtiene
convergencia en la mayoria de los casos. Por lo cual, se tomara como valor inicial
fijo para el algoritmo. Aunque, en el sistema generador de mallas desarrollado,
el usuario es libre de elegir el parametro inicial de pu.
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Capitulo 5

Aplicacion a problemas de
simulacion de ondas de
choque.

En la vida real existen un gran nimero de problemas que pueden simularse me-
diante la elaboracién de un modelo matemaético, un aspecto importante consiste
en la discretizaciéon del modelo por lo cual la generacién numérica de mallas es
un proceso vital para obtener una simulacién de buena calidad que sea compa-
rable con el comportamiento del fenémeno real.

En este capitulo abordaremos dos aplicaciones sobre problemas de ondas de
choque en los cuales utilizaremos las mallas generadas en los capitulos anterio-
res para calcular una simulacién del proceso mediante la solucién numérica de
la ecuacién diferencial que lo describe. Debido a que el problema es abordado
usualmente utilizando una malla obtenida mediante un mapeo radial, el uso de
una malla hexaedral es de gran relevancia.

5.1. Un problema de ondas de choque sobre una
esfera.

Este problema, tomado del articulo de LeVeque [41], consiste en calcular una
simulacién de una onda de choque sobre el interior de una esfera tomando condi-
ciones de pared solida de tal forma que la propagacién de las ondas solo ocurra
en el interior del dominio.

Para modelar este fenémeno utilizaremos las ecuaciones de Euler para un gas
politrépico compresible las cuales son dadas en la forma conservativa estandar

Oq+ V- flg) =0, (5.1)
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donde
puU pU pw
p/; pu2 +p pVU pwY
q= o | flg) = PUY pv? +p p2wv (5.2)
ow puw pow pwe +p

u(E+p) v(E+p) wE+Dp)

con u, v, w las velocidades en x,y, z, p la presion del gas, p la densidad, el mo-
mento p - u = (pu, pv, pw) y la energia total E.

Ademés debemos anadir una ecuacién de estado que relacione la presiéon p a las
cantidades conservativas. Para el gas en cuestién, la ecuacién de estado esta dada
por
pE=-2 lp(uz’ + 0 4+ w?) (5.3)
vy—1 2 ’
donde 7 es la constante de un gas adiabdtico. Aqui usamos el valor para el aire
de v = 1.4.

Para realizar la simulacién LeVeque utiliza una malla de la esfera unitaria obteni-
da mediante el mapeo radial del cubo [—1,1] x [-1,1] x [—1,1]. La desventaja
de obtener las mallas mediante este método son las discontinuidades ocasiona-
das por el mapeo de las aristas del cubo, las cuales van propagéandose desde la
frontera de la esfera hacia el interior de la misma.

Figura 5.1: Malla de la esfera obtenida por el mapeo radial del cubo [—1,1] x
[-1,1] x [-1,1].

Como se vi6 en la seccién 3.4.2, al utilizar el algoritmos A es posible generar una
malla de esfera que omita las discontinuidades generadas por el mapeo radial y
que sea suave en las capas interiores de la misma.
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Figura 5.2: Malla convexa y hexaedral de la esfera.

Para resolver numéricamente las ecuaciones de Euler (5.2), se utilizard el sis-
tema CLAWPACK [59] el cual calcula la solucién de sistemas conservativos de
ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas usando algoritmos de propagacién
de ondas desarrollados por LeVeque.

Estos métodos estan basados en resolver problemas de Riemann para ondas
que definen actualizaciones de primer orden sobre los promedios de las celdas y
correcciones de segundo orden; para ello se utiliza un método de volumen fini-
to tipo Godunov. Estos términos de correccién son modificados por funciones
limite para obtener resultados de alta resolucién (para maés detalles véase [39] y
40)).

El objetivo principal consiste en modificar el programa de LeVeque con el fin
de hacer la simulacién utilizando las mallas generadas por nuestro algoritmo y
observar si modelan de manera razonable el fenémeno fisico.

Un punto importante es que el sistema CLAWPACK esta programado de tal
forma que la malla se genere internamente, por ello, para el caso de generar
la simulacién utilizando la malla convexa hexaedral se modificé la rutina de
Fortran del sistema en la cual se genera la malla, de tal forma que en lugar
de generarse internamente pudiera capturarse un fichero de datos en formato
mesh3d con los nodos de la misma. La visualizacién de las simulaciones, que se
lleva a cabo en Matlab, no fué modificada.

Las mallas utilizadas para las simulaciones serdan cuartos de esfera unitaria de
dimensién 25 x 25 x 25 (incluyendo celdas fantasma que son utilizadas por
CLAWPACK para trabajar con las condiciones iniciales).
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Figura 5.3: Malla de un cuarto de esfera con 2 celdas fantasma.

Las condiciones iniciales que se tomaran para hacer la simulacién son las si-
guientes:

(i) Una presién igual a 5 dentro de una esfera de radio 0.2 centrada en x =y
= 0, z=-0.4. Fuera de esta esfera, una presién igual a 1.

(ii) La densidad y velocidades iniciales son igual a 1 y 0 respectivamente.
(iii) Condiciones de pared sélida

En la figura (5.4) se ilustran las simulaciones realizadas en CLAWPACK para
distintos valores de tiempo, la visualizacion se realiza haciendo una gréfica de
contorno sobre una de las capas interiores de la malla; observemos que la simu-
lacién obtenida es similar a la obtenida por LeVeque y parece modelar de manera
adecuada el fenémeno fisico.

5.2. Una extensién del problema de ondas de
choque sobre un elipsoide.

Una extensién que hemos realizado al caso estudiado por Leveque para la esfera
consiste en hacer la simulacién de la onda de choque sobre un elipsoide con
semiejes igual a 0.5 en x y 2, e igual a 1 en y. Para ello utilizaremos una
malla convexa hexaedral de un cuarto del elipsoide de dimensién 25 x 25 x 25
(incluyendo las celdas fantasma), ademds tomaremos condiciones similares a las
utilizadas en el caso anterior:

(i) Una presién igual a 5 dentro de una esfera de radio 0.1 centrada en x =y
= 0, z=-0.4. Fuera de esta esfera, una presién igual a 1.

(ii) La densidad y velocidades iniciales son igual a 1 y 0 respectivamente.
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(iii) Condiciones de pared sélida

Analogamente al caso anterior, se modificé la rutina de Fortran del sistema
CLAWPACK en la cual se genera la malla, de tal forma que pudiera capturarse
un fichero de datos con los nodos de la misma. Ademés, las rutinas de Matlab
para realizar la visualizacién de la simulacién fueron modificadas para adap-
tarse a la malla del elipsoide. En la figura (5.5) puede apreciarse la simulacién
calculada. Observemos que para ésta extensién, de manera similar al caso de la
esfera, la simulacién calculada presenta resultados fisicos plausibles.
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Figura 5.4: Caso 3D: (a) Simulacién para la malla radial. (b) Simulacién para
la malla armoénica hexaedral.
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Figura 5.5: Simulacién de una onda de choque dentro de un elipsoide utilizando
una malla armdnica hexaedral
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Capitulo 6

Conclusiones

Enseguida se presentaran las dificultades principales del problema abordado en
el presente trabajo, las conclusiones del mismo y el trabajo a futuro.

6.1. Dificultades del problema

Durante el presente trabajo se presentaron una serie de dificultades que fueron
abordadas en cada una de las secciones del mismo, las mas importantes son las
siguientes:

» La generalizacién del caso 2D al caso 3D no es trivial, esto se ve de manera
natural debido al aumento en la complejidad geométrica de las regiones
en tres dimensiones. A su vez, generar una caracterizacién de las mismas
es un proceso necesario, pero bastante complicado.

= En el caso 2D existen condiciones necesarias y suficientes, basadas en
en la positividad de las areas de los tridngulos en los que se divide la
celda, que garantizan la convexidad de las celdas y que son econdémicas
computacionalmente; sin embargo, realizar un proceso analogo en 3D no
garantiza que las celdas sean convexas, por lo cual es necesario utilizar
celdas dodecaedrales lo cual complica més el problema de calcular celdas
hexaedrales convexas.

= Es necesario incluir una penalizacion en el funcional de tal forma que po-
damos generar mallas hexaedrales. Sin embargo, esto hace que la comple-
jidad del problema de optimizacién aumente al trabajar con un problema
que en su escencia tiene restricciones.

» Calibrar los pardmetros del algoritmo de tal forma que la generacién de la
malla sea computacionalmente éptima es un proceso que incluye un gran
numero de pruebas y de ajustes, con el fin de encontrar aquellos cuyo
funcionamiento sea 6ptimo en la mayoria de las regiones.
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» Trabajar con aplicaciones reales es un gran reto y en el presente trabajo
se hizo un esfuerzo por no sélo ilustrar el proceso de generacién de mallas,
sino también de presentar aplicaciones en las cuales pudieran hacerse uso
de las mismas con buenos resultados.

6.2. Conclusiones
A continuacién se presentan las principales conclusiones del trabajo.

= Se introduce el concepto de region hexaedral, con el cual es posible carac-
terizar de una manera bastante practica a un buen conjunto de regiones
en tres dimensiones. Adema4s, tal caracterizaciéon nos permite generar una
malla inicial de manera directa mediante interpolacion transfinita.

= Se generalizé el problema de la convexidad en 2D haciendo uso de ma-
llas dodecaedrales y mediante su descomposicién en tetraedros, se obtuvo
una condicién de convexidad que es efectiva en un nimero significativo de
casos.

= Es posible generar una malla arménica y convexa partiendo de una malla
inicial no necesariamente convexa mediante un funcional cuasi-armonico,
extendiendo asi las ideas de Ivanenko y Azarenok.

» Es posible generar mallas convexas hexaedrales incluyendo una penaliza-
cién de coplanaridad en el funcional. De tal forma que se mejore de una
manera notable la calidad de las celdas de la malla.

= Se desarrollé un sistema en Matlab para visualizar y generar las mallas
convexas hexaedrales. La calibracion de los pardmetros dados en el algo-
ritmo se realizé mediante diversos experimentos numéricos generados en
este sistema.

= Se ilustran dos aplicaciones en la simulacién de ondas de choque mediante
la solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales, donde se prueba
con éxito el uso de las mallas generadas.

= La generacién numérica de mallas hexaedrales es viable por lo cual puede
ser implementada posteriormente en sistemas desarrollados en otros lengua-
jes de programacién.

6.3. Trabajo a futuro

Algunos aspectos importantes que pueden ser estudiados a partir de este trabajo
son los siguientes:

1. Trabajar con regiones de una geometria mas compleja, con el fin de obtener
un mejor ajuste de diversos procesos y aplicaciones reales.
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2. Utilizar combinaciones de diversos funcionales con el cuasi-arménico, con
el fin de introducir propiedades geométricas interesantes y atractivas a la
malla. Ademds, de tratar de mejorar el costo computacional en la genera-
cion de la malla.

3. Proponer esquemas en diferencias para resolver ecuaciones diferenciales
parciales haciendo uso de nuestras mallas.

4. Trabajar otras aplicaciones, principalmente basadas en la solucién numéri-
ca de ecuaciones diferenciales parciales, utilizando las mallas generadas por
nuestro algoritmo.



Apéndice A

Analisis de variables y
restricciones en la
generacion de mallas
hexaedrales

En el presente apéndice se ilustra a detalle el anélisis de variables y restricciones
involucrados en el problema de optimizacién definido por la generaciéon de mallas
hexaedrales. El nimero de variables en el problema de optimizacion esta definido
por el niimero de puntos interiores y el niimero de restricciones por el niimero de
caras planas que se requieren en la malla. Por ello, primero se ilustra el niimero
posible de variables y restricciones para bloques caracteristicos de la malla y
luego se realiza el andlisis de variables y restricciones con el fin de ilustrar para
que casos el problema esté bien definido. Al final del apéndice se incluyen algunos
ejemplos ilustrativos.

A.1. Anadlisis para las celdas de la malla.

En esta seccién determinaremos el nimero de celdas que existen en varios blo-
ques importantes de la malla, lo primero es determinar el nimero total de celdas.
Para ello tenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 1. Sea una malla en 3D de dimension m X n X p, con m,n,p > 2,
el niumero total de celdas que la conforman estd dado por

Cr=(m-1)(n-1)Fp-1) (A1)

Demostracién. Tomemos alguna capa de la malla en z (figura A.1) y observe-
mos que cada punto (excepto uno) determina una tUnica celda, en este caso a
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su derecha. Es decir, el primer punto determina la primera celda, el segundo
punto la segunda celda y asi sucesivamente hasta llegar al punto n — 1 el cual
determina la tultima celda ya que a la derecha del punto n no hay mas celdas,
asi tenemos n — 1 celdas en la direcciéon de y. Si hacemos el mismo proceso en
las direcciones = y z obtenemos m — 1 y p — 1 celdas respectivamente. Por lo
cual, en total para toda la malla tendremos (m — 1)(n — 1)(p — 1) celdas.

Figura A.1: Una capa de la malla en x.

Utilizando esta propiedad podemos obtener una propiedad andloga para deter-
minar el conjunto de celdas interiores que tiene la malla.

Propiedad 2. Para una malla en 3D de dimension m X n X p, con m,n,p > 4,
el nimero de celdas interiores estd dado por

Cint = (m = 3)(n —3)(p — 3) (A.2)

Demostracion. Observemos que para extraer el bloque de celdas interiores de
la malla necesitamos quitar todas las celdas que colindan con la frontera, de
esta forma nos queda un bloque de tamano (m — 2)(n — 2)(p — 2).

Figura A.2: Bloque de celdas interiores de la malla.
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Asi, por la propiedad 1, nos quedan (m — 3)(n — 3)(p — 3) celdas interiores.

Ahora, como ya tenemos el conjunto de puntos que determinan las celdas in-
teriores y estos son los tinicos puntos variables, podemos determinar el nimero
total de variables que tendra nuestro problema.

Propiedad 3. El nimero total de variables en el problema de optimizacion
que corresponde a la generacion de malla en 3D de dimension m X n X p, con
m,n,p > 3, estd dado por

Nyar = 3(m - 2)(” - 2)(p - 2) (A3)

Demostracién. Como el bloque de celdas interiores estd determinado por (m —
2)(n — 2)(p — 2) puntos y cada uno consta de 3 variables (z,y, z), entonces el
numero total de variables estd dado por 3(m — 2)(n — 2)(p — 2).

A.2. Anadlisis para las caras de la malla.

En esta seccién analizaremos el nimero de caras que se tienen en algunos blo-
ques importantes de la malla, iniciaremos con el nimero total de caras dado por
la siguiente propiedad.

Propiedad 4. Sea una malla en 3D de dimension m X n X p, con m,n,p > 2,
el nimero total de caras que la conforman estd dado por

Fr = mn=1(p-1+nm-1)p-1)+pm—-1)n-1) (A.4)
L P R e
m n P
= Or m—1+n—1+p—1]

donde Cr es el nimero total de celdas de la malla.

Demostracion. Tomemos cada una de las capas que conforman la malla en las
direcciones z,y, z (figura A.3). Observemos que, para la direccién y, tenemos n
capas, donde cada una estd conformada por (m — 1)(p — 1) caras; por tanto,
tenemos en total, para estd direccién n(m — 1)(p — 1) caras.

Haciendo el mismo proceso para las direcciones x y z nos quedan:
. Para la direccién x, m(n — 1)(p — 1) caras
. Para la direccién z, p(m — 1)(n — 1) caras

Asi tenemos en total

mn—1Dp-1)+nm-1)p-1)+pm—1)(n—1) caras
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Figura A.3: Capas de la malla en la direccién y.

donde, debido a que estamos tomando capas en las 3 diferentes direcciones del
eje coordenado, no existen caras compartidas.

De igual forma podemos calcular el nimero de caras que tendran las celdas
interiores.

Propiedad 5. Para una malla en 3D de dimension m xn X p, con m,n,p > 4,
el numero de caras de las celdas interiores estd dado por

Fo,, = (m=2)(n-=3)p-3)+n-2)(m-3)(p—-3)+(—2)(m-3)(n-3)
_ (m—3)(n—3)(p—3)[2:§ Z:; 2:2 (A.5)

m—2+n—2 p—2
m—-—3 n—-3 p-—3

= Cint

Demostracion. Sabemos que el bloque de celdas interiores es de dimension
(m —2)(n — 2)(p — 2), por lo cual, aplicando la propiedad 4 se obtiene este
resultado.

Figura A.4: Capas interiores de la malla en la direccién y.
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Observemos que ademés de las caras de las celdas interiores, existen otras caras
de la celdas de la malla en la frontera que son interiores, sin embargo solo pode-
mos tomar en cuenta aquellas sobre las cuales podemos aplicar una restriccion
de coplanaridad.

Por ejemplo si tomamos una celda que tiene sélo una cara en la frontera

Figura A.5: Celda con una sola cara en la frontera.

cuatro de las caras interiores tienen 2 puntos que podemos mover y una tiene los
4 puntos movibles, con lo cual pueden llegar a ser planas; por tanto, si podemos
tomar este tipo de celdas (figura A.5).

Ahora si tomamos una celda que tiene 2 caras en la frontera

Figura A.6: Celda con 2 caras en la frontera.

solamente una cara interior tiene 2 puntos movibles por lo cual es la inica que
podemos hacer plana (figura A.6).

Y si tomamos las celdas de las esquinas, con 3 caras en la frontera hay 3 caras
que tienen 3 puntos definidos y solamente un punto movible, sin embargo, si pe-
dimos que estas 3 caras sean planas necesitaremos que el punto movible quede
en la intersecciéon de 3 planos, con lo cual quedaria determinado de manera
tnica. Por tanto no tomaremos en cuenta las caras interiores de este tipo de
celdas (figura A.7).
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Figura A.7: Celda de la esquina con 3 caras en la frontera.

Asi, es necesario determinar el niimero de caras que debemos agregar a las caras
de las celdas interiores para obtener el total de caras interiores que seran validas
para nuestro problema. Para ello enunciaremos la siguiente propiedad

Propiedad 6. Para una malla en 3D de dimension m xn X p, con m,n,p > 4,
el nimero de caras interiores validas estd dado por

Fint = Fe,y + Foiog = (m—=2)(n—=3)(p—3)+(n—2)(m—3)(p—3)+ (p—2)(m—3)(n—3)
+ 2[(n—=2)(m—=3)4+ (m—2)(n—3)+(n—2)(p—3)
+ (Pp=2)(n—=3)+(m—-2)(p—3)+(p—2)(m—3)]

3mnp —4(mn+mp+np)+m+n+p+18 (A.6)

Demostraciéon. Veamos la figura A.8 y notemos que al agregar los bloques ve-
cinos al bloque de celdas interiores, tomamos todas las caras interiores validas
de las celdas frontera que acabamos de ver, por tanto debemos contar las caras
de cada uno de estos bloques.

Primero contemos el nimero de celdas de cada bloque, notando que tenemos 2
bloques (superior e inferior) de dimensiones 2 x (m — 2) x (n — 2), 2 més (atrds
y adelante) de dimensiones 2 x (n — 2) X (p — 2), y los ltimos 2 (izquierdo y
derecho) de dimensiones 2 x (m — 2) x (p — 2). Usando un recorrido por capas
similar al realizado en la propiedad 4, pero sin tomar las capas que corresponden
al bloque de celdas interiores y a la frontera de la malla, nos queda que:

. Para los bloques superior e inferior tenemos (m—2)(n—3)+(n—2)(m—3)
caras.

. Para los bloques de atrds y adelante tenemos (n—2)(p—3)+ (p—2)(n—3)
caras.

. Para los bloques izquierdo y derecho tenemos (m—2)(p—3)+(p—2)(m—3)
caras.
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Figura A.8: Celdas interiores y sus bloques vecinos.

n-2

Figura A.9: Bloque vecino en la parte superior o inferior.

Asi tenemos en total
2[(m=2)(n—3)+(n—2)(m—3)+(n—2)(p—3)+(p—2)(n—3)+(m—2)(p—3)+(p—2)(m—3)]

caras en todos los bloques vecinos.

y por lo tanto:

Fint = Foy + Foiog = (m—=2)(n=3)(p—3)+ (n—2)(m—3)(p—3)+(p—2)(m—3)(n—3)
2[(n—=2)(m—3)+ (m—2)(n—3)+ (n—2)(p — 3)

(p—2)(n=3)+(m—=2)(p—3)+(p—2)(m —3)]

int

- -

3mnp —4(mn +mp+np) +m+n+p+ 18
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A.3. Anadlisis de variables y restricciones.

Veamos ahora los principales casos en lo que podemos pedir coplanaridad a las
celdas de la malla, asi como las condiciones necesarias para que el problema de
optimizacién esté bien definido.

A.3.1. Coplanaridad en el bloque de celdas interiores.

Teorema A.1. El problema de optimizacion a gran escala sin restricciones im-
plicito en la generacion de una malla hexaedral estructurada estd bien definido
para el bloque de celdas interiores, es decir, es posible generar una malla estruc-
turada de tal forma que todas sus celdas interiores sean hexaedros.

Demostracion. De la propiedad 5, para una malla de dimensiones m X n X p,
sabemos que el nimero de caras del bloque de celdas interiores estda dado por

Fope =(m=2)(n=3)(p=3)+ (n=2)(m =3)(p—3) + (p - 2)(m = 3)(n - 3)

Para garantizar que el problema de optimizacion esté bien definido necesitamos
que

int

Fo

Notando que, para que la malla tenga celdas interiores necesitamos que m, n, p >
4, entonces

< Nyar-

int

m < m-2
n— < n-
P <
Y asi
Fe,,., (m=2)(n=3)(p—3)+(n—2)(m=3)(p—3)+(p—2)(m—3)(n-3)

< 3(m—2)(n—-2)(p—2) = Nyar

Por lo tanto, la coplanaridad en el bloque de celdas interiores es un problema
que en general estd bien definido.

Con el fin de ilustrar de una forma mas préactica los grados de libertad que
tenemos en este caso, utilizaremos una traslacion del tipo M = m—2, N = n—2,
P=p—2,conlocual M,N,P>2y

Fo,, = M(N—-1)(P—1)+N(M —1)(P—1)+ P(M —1)(N —2)

int

Nyar = 3MNP (A7)
asi la cantidad

Nyar — Fe,,, = 2(MN + MP + NP) — (M + N + P) (A.8)

int

define el nimero de grados de libertad que se tienen para este caso.

A continuacién se presenta una tabla que ilustra el nimero de grados de libertad
para diferentes dimensiones de la malla.
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Tabla A1l. Tabla de grados de libertad para diferentes dimensiones de la malla.
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m n p Grados de libertad

m n p Grados de libertad

69
84
99
65
82
99
116

18
25
32
39
25
34
43

4
4
4
4
5
5
5
5
6
6
6
6
7
7
7
7

39
52
65
78
52
67
82
97
65
82
99
116

52
32
43

54
65
39
52
65
78
25
34
43

78

97
116
135
198
221
244
221
246
271
244
271
298
221
246
271
246
273
300
271
300
360

52
34

45

7
7
7

56
67

43

10 8 8

56
69
82

10 9 8

52

8 10 8
9 10 8
10 10 8

67
82

97
32

8
8
10 8 9

4
4
4
4
5
5
5
5
6

43

54
65

9
9
10 9 9

43

56
69
82

8 10 9
910 9
10 10 10

54
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A.3.2. Coplanaridad en todas las caras interiores validas.

En este caso, necesitamos ver bajo qué condiciones se garantiza que
Fint < Nvar (Ag)
De las propiedades 3 y 6, tenemos que

Fiy = 3mnp—4mn—4mp —4np+m+n+p+ 18
Nvar - 3mnp — 6mn — 6mp - 6np + 12m + 12n + 12p — 24

Entonces para que se garantice la ecuacién (A.9) necesitamos que

Fint_Nvar < 0
=2(mn+mp+np) —1l(m+n+p)+42 < 0

sin embargo, si tomamos m =n=p=4
2(mn+mp +np) —11(m+n+p) +42 =2(3(16)) —11(12) +42=6 £ 0
por tanto, en general, no es valida esta relacién.

De hecho, se puede probar que Fj,: > Ny, para cualquier malla de tamaiio
m X n X p, asi tenemos el siguiente teorema.

Teorema A.2. En general, el problema de optimizacion a gran escala sin res-
tricciones implicito en la generacion de una malla heraedral estructurada no
estd bien definido para todas las caras interiores vdlidas de la malla, es decir,
para una malla en 3D de dimension m X n X p

Fint > Nyar- (AlO)
Demostracion. Utilizando induccién nos queda:
. Param=4,n=4,p=4

Fine = 3mnp—4mn —4mp —4dnp+m+n+p+ 18 =30
Nyar = 3mnp—6mn —6mp —6np+ 12m + 12n + 12p — 24 =24

por tanto es véalido param =4, n =4, p= 4.

. Suponemos vélido param =i, n=7j, p==Fk
Fine = 3ijk —4ij —4ik — 45k +i+j+ k+ 18
Nyar = 3ijk —61j — 6ik — 6jk + 120 + 125 + 12k — 24
= Fint — Nyar = 2(ij +ik+jk) =11 +j+k) +42>0
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. Y probamosparam=i+1,n=j+1,p=k+1

Fip = 36+D)G+1D)(E+1)—4G+1)0G+1) 4G +1)(k+1) 4G+ 1) (k+1)
+ (G+)+@G+1)+(E+1)+18
Noar = 3(+1D)G+D)(k+1)—6G+1)(G+1)—6G+1)(k+1)—6(+1)(k+1)
+ 126+ 1D)+12(+ 1) +12(k+1)— 24
= Fint — Npar = 2(6+1D)G+D)+G+D)(k+D)+G+1)(E+1))

I(G+1)+G+1)+(k+1)) +42
por un lado
20+ G+ +E+D) (E+1)+(G+1)(k+1)) = 2(ij+ik+jk)+4(i+j+k)+6
y por otro
I(G+1)+G+1)+(k+1)=11i+j+ k) +33
entonces
20+ DG+ D)+ G+ D)+ + G+ 1)(k+1))
I(G+D)+ (G +1)+(k+1)) +42
= 2(ij+ ik +jk) —11(i+j+k)+42+ (4(i +j+ k) + 6 — 33)
Notemos que ya que i, j,k > 4,
4(i+j+k)+6—33>4(12) +6 — 33 =21
y por la hipétesis de induccién
2(ij + ik + jk) —11(i +j + k) +42>0
nos queda que

2(ij + ik + jk) =11+ 7+ k) + 42+ (4(i +j + k) + 6 — 33)
= 20+ D)+ +C+D)k+1D)+(G+1)(kE+1)
- 1I(GE+1)+G+1)+(k+1)+42>0
por tanto es valido param=¢+1,n=75+1, p=k+ 1.

Y por lo tanto la afirmacion
Ent > Nvar

es valida para cualquier valor de m,n, p.
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Entonces como el nimero de caras interiores vélidas (o nimero de restricciones)
siempre es mayor que el nimero de variables, es necesario quitar restricciones o
aumentar variables para que el problema esté bien definido, donde la cantidad
que debemos quitar o agregar, esta dada por

2(mn 4+ mp+np) — 11(m+n+p) + 42

con m,n,p > 4.

Ahora si usamos de nueva cuenta la traslacion M =m—2, N =n—2, P =p—2,
con M, N, P > 2, nos queda que

Fing — Nyar = 2(mn+mp+np)_11(m+n+p)+42
2MN +MP+NP)—3(M+N+P)  (A.1l)

la cual es una cantidad mads 1til para fines practicos. Ademés, de la misma
podemos observar que la diferencia entre esta cantidad y los grados de libertad
del caso dado en la seccién A.3.1 es igual a 2(M + N + P).

A continuacién se muestra una tabla con valores de m, n, p entre 4 y 7 ilustrando
el nimero de variables de la malla correspondiente, el niimero de caras interiores
vélidas y la diferencia entre ambas, asi como las caras que corresponden a cada
uno de los bloques vecinos al de celdas interiores.

Tabla A2. Ndamero de variables y caras para mallas con m,n,p entre 4 y 7.

m n p Nvar Fint Dif bg_.mn bg_mp bqg_np
4 4 4 24 30 6 4 4 4
5 4 4 36 47 11 7 7 4
6 4 4 48 64 16 10 10 4
7 4 4 60 81 21 13 13 4
4 5 4 36 47 11 7 4 7
5 5 4 54 72 18 12 7 7
6 5 4 72 97 25 17 10 7
7 5 4 90 122 32 22 13 7
4 6 4 48 64 16 10 4 10
5 6 4 72 97 25 17 7 10
6 6 4 96 130 34 24 10 10
7 6 4 120 163 43 31 13 10
4 7 4 60 81 21 13 4 13
5 7 4 90 122 32 22 7 13
6 7 4 120 163 43 31 10 13
7T 7 4 150 204 54 40 13 13
4 4 5 36 47 11 4 7 7
5 4 5 54 72 18 7 12 7
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17
22

10
13

25

97
122

72
90
54
81
108
135

32

12
12
12
12
17
17
17
17
22
22
22
22

18
27
36
45

72
108
144
180

12
17
22

12
17
22

10
17
24
31

25
36
a7

97
144
191
238
122
180
238
296

72
108
144
180

6

12
17
22

58
32
45

13
22
31

90
135
180
225

7

12
17
22

58
71

40

10
10
10
10
17
17
17
17
24
24
24
24
31

10
17
24
31

16
25
34
43

64
97
130
163

48

4
4
4
4
5

72
96
120

10
13

10
17
24
31

25
36
a7

97
144
191
238
130
191
252
313
163
238
313
388

72
108
144
180

12
17
22

58
34

47

10
17
24
31

10
17
24
31

96
144
192
240
120
180
240
300

6

60
73

6
7

10
17
24
31

13
22
31

43

31

58
73

31

31

40

88
21

7
4
4
4
4

13
13
13
13
22
22
22
22
31

13
22
31
40

81
122
163
204
122
180
238
296
163
238
313
388
204
296
388
480

60
90
120
150

32

10
13

43

54
32

13
22
31
40

90
135
180
225
120
180
240
300
150
225
300
375

12
17
22

45

58
71

5
5

13
22
31
40

10
17
24
31

43

31

58
73
88
54
71

31

6
6
7

31

40

13
22
31
40

13
22
31

40

40

88

105

7
7

40

40
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Recordando que cada cara interior representa una restriccién, observemos que
para la malla de 4 x 4 x 4 se tienen 24 variables y 30 restricciones, es decir
una diferencia de 6. Por lo cual tenemos dos alternativas, quitar 2 bloques de
celdas vecinas (cada uno de 4 restricciones) o agregar los puntos interiores de
una frontera (con 12 puntos cada una) como variables.

Sin embargo, parece ser que el niimero de bloques a quitar o variables a agregar
no es constante ya que si tomamos el caso de 7 X 7 X 7 tenemos 375 variables
y 480 restricciones, es decir, una diferencia de 105. Por lo cual necesitariamos
quitar 3 bloques de celdas vecinas (cada uno con 40 restricciones) o agregar los
puntos interiores de 2 fronteras (con 75 puntos cada una) como variables.

Podemos probar que, en general, si quitamos 3 bloques de celdas vecinas, donde
2 de ellos son iguales y tienen a la dimensién mas grande de la malla, obtenemos
un menor nimero de restricciones que de variables y el problema de optimizacién
estd bien definido. Si le llamamos Blog;; al conjunto de restricciones dado por
el bloque con dimensiones ¢ X j obtenemos el siguiente teorema.

Teorema A.3. Para una malla en 3D de dimension m X n X p

Fine — 2BZOQij - BlOi]ik < Nyar (A12)

(=N

Fint — 2BZOQij — BlO(]jk < Nyar (A13)
donde i,j,k ={(m —2),(n—2),(p—2)} con k la dimension mds pequeria de la
malla.

Demostracion. Tenemos 3 casos

1) 2 Bloques de dimensiones (m — 2) x (n — 2) y uno de dimensiones (m —
2) x(p—2)6 (n—2) x (p—2), donde p es la dimensién mds pequena.

2) 2 Bloques de dimensiones (m — 2) x (p — 2) y uno de dimensiones (m —
2) x (n—2)6 (p—2) x (n—2), donde n es la dimensién més pequefia.
3) 2 Bloques de dimensiones (n —2) x (p—2) y uno de dimensiones (n —2) x

(m—2)6 (p—2) x (m—2), donde m es la dimensién més pequena.

Demostraremos la afirmacién para el primer caso, la demostracion es analoga
para los otros 2. Asi, lo que queremos demostrar es que

a) Fint — 2310(](17%2)(7172) - Bloq(m72)(p72) < Nyar, y que

b) Fint — 2310(](17%2)(7172) - Bloq(n72)(p72) < Nyar-

Vemos el caso (a), necesitamos calcular Blog(m,—2)m—2) ¥ Blog(m—2)(p—2)- De la
demostracion de la propiedad 6 tenemos que

BZOQ(m72)(n72) = (n - 2)(m - 3) + (m - 2)(71 - 3)
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Blogm-2)(p—2) = (m—=2)(p—3)+(p—2)(m—3)
Entonces si tomamos
Nyar — Fint + 2310(](17%2)(7172) + Bloq(m72)(p72)

necesitamos que esta cantidad siempre sea mayor que cero y como, de la secciéon
anterior sabiamos que

Fint — Nyar = Z(mn+mp+np) - 11(m—|—n—|—p) +42
nos queda que

Nyar — Fint + 2Blogmn + Blogm, = —2(mn+mp+np)+ 11(m+n+ p) —42
2[(n —2)(m —3) + (m —2)(n — 3)]
(m—=2)(p—3)+(p—2)(m-3)

- -

—2(mn +mp +np) + 11(m+ n + p) — 42
+ 4dmn+ 2mp — 15m — 10n — 5p + 36

= 2mn—2np—4m+n+6p—6
para probar que esta cantidad siempre es mayor que cero, usemos induccion.
. Param=4,n=4,p=4
2mn —2np—4dm+n+6p—6=6 >0

por tanto es valido para m =4, n =4, p = 4.

. Suponemos vélido param =i, n=7j, p=k
2ij — 25k —4i+j+6k—-6>0
. Y probamos param =i+ 1, n=j5+1,p=k+1
26+ 1) +1) =2+ D)k +1) —4G+ 1)+ (G +1)+6(k+1)—6

2ij — 2jk — 2i +j + 4k — 3
= 2ij —2jk—4i+j+6k—6+ (20 — 2k +3)

observemos que como m > p, entonces i > k y 2i — 2k > 0; por tanto
2i — 2k + 3 > 0, ademas por la hipdtesis de induccion

2ij — 2k — 4i+ j + 6k —6 > 0
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asi nos queda que
20+ 1) +1) -2+ )(k+1)—4G+1)+(G+1)+6(k+1)—6>0
y la afirmacién es vilidaparam =i+ 1, n=j+1, p=k+ 1.
Por lo tanto
Finy — 2Bloq(m—2)(n—2) — Blogm—2)(p—2) < Nvar

Veamos el caso (b).
Para este caso necesitamos calcular Blog(m—2y(n—2) ¥ Blogn—2)(p—2), €l primero
ya lo tenemos y de la demostracién de la propiedad 6 obtenemos el segundo

Blogn-2)p-2) = (n=2)(p—3)+(—2)(n—3)
Ahora necesitamos que
Nyar — Fint + 2Bloq(m—2)(n—2) + Blogm—2)(p—2)
sea mayor que cero y como de la seccién anterior sabiamos que
Fint — Nyar = 2(mn +mp +np) — 11(m + n + p) + 42

nos queda que

Nvar — L'int + 2BlOan + BlOQmp _Z(mn + mp + np) + ll(m +n+ p) — 42
2[(n — 2)(m - 3) + (m — 2)(n - 3)]

(n=2)(p—3)+(—2)(n—3)

- -

—2(mn + mp + np) + 11(m +n + p) — 42
+ 4mn + 2np — 10m — 15n — 5p + 36
= 2mn—2mp+m—4n+6p —6
para probar que esta cantidad siempre es mayor que cero, usemos induccion.
. Param=4n=4,p=4
2mn —2mp+m —4n+6p—-6=6 >0

por tanto es valido para m =4, n =4, p = 4.

. Suponemos valido param =i, n=7j, p==~k

2ij — 2ik +i—4j+6k—6>0
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. Y probamosparam=i+1,n=j+1,p=k+1

2+ 1) +1) =2+ 1)(k+ 1)+ (+1)—4G +1) +6(k+1) —6

= 25 —2ik+i—2j+4k—3
2ij —2ik+1i—4j4+ 6k —6+ (25 — 2k + 3)
observemos que como n > p, entonces j > k y 25 — 2k > 0; por tanto
27 — 2k + 3 > 0, ademas por la hipdtesis de induccion
2ij — 2tk +i—4j+6k—6>0
asi nos queda que
204+ )G +1) -2+ D) (k+ 1)+ (G +1)—4(G+1) +6(k+1)—6>0

y la afirmacion es validaparam =i+ 1,n=j5+1,p=k + 1.

Por lo tanto
Fing — 2Bloq(m—2)(n—2) — Blogn—2)(p—2) < Nvar

Asi hemos demostrado el teorema para el caso 1, los casos 2 y 3 pueden de-

mostrarse de forma analoga.

Por lo tanto para que el problema de optimizacién esté bien definido es nece-
sario quitar 3 bloques (en algunos casos menos) de celdas vecinas al conjunto
de restricciones.

Ademés si usamos de nueva cuenta la traslaciéon M = m — 2, N = n — 2,
P=p—2,con M,N,P > 2, nos queda que

2mn —2np —4m+n+6p—6 = 2MN —-2NP+ N +2P (A.14)
2mn —2mp+m —4n+6p—6 = 2MN —2MP+ M +2P (A.15)

Otra opcién que tenemos es la de agregar variables dejando libres algunos de los
puntos interiores de la frontera. Pero surge la misma cuestion, jcuantas fron-
teras agregamos al conjunto de variables? Si denotamos al nimero de variables
determinada por los puntos interiores de la frontera de dimensiones ¢ X j como
Front;;, podemos responder esta pregunta enunciando el siguiente teorema.

Teorema A.4. Para una malla en 3D de dimension m X n X p
Fini < Nypar + 2FTOTLtij (Alﬁ)

donde i, 5,k ={(m —2),(n—2),(p—2)} con k la dimensién mds pequena de la
malla. Es decir, debemos agregar dos fronteras interiores simétricas que tengan
la dimension mds grande.
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Demostracion. Tenemos 3 casos:

a) Agregar los puntos de las fronteras superior e inferior, las cuales tienen
2(m—2)(n—2) puntos, o 6(m—2)(n—2) variables. Donde p es la dimensién
mas pequena de la malla.

b) Agregar los puntos de las fronteras izquierda y derecha, las cuales tienen
2(m—2)(p—2) puntos, o 6(m—2)(p—2) variables. Donde n es la dimensién
mas pequena de la malla.

¢) Agregar los puntos de las fronteras de atrds y adelante, las cuales tienen
2(n—2)(p—2) puntos, o 6(n—2)(p—2) variables. Donde m es la dimensién
mas pequena de la malla.

Haremos la demostracién para el caso (a), la demostracién para los otros dos
casos es analoga.

Necesitamos conocer cuanto es Nyqr + 2F710nt(;n_2)(n—2) y demostrar que esta
cantidad siempre es mayor que Fj,;. Por un lado sabemos que:

Finy = 3mnp—4mn—4mp —4np+m+n+p+ 18
Nyar = 3mnp—6mn —6mp — 6np+ 12m + 12n + 12p — 24

Y por otro, que:
2Front (;—2)(n—2) = 6(m — 2)(n — 2)

asi
Nyar + 2Front(m_2)y(n—2) = 3mnp—6mn —6mp —6np + 12m + 12n + 12p — 24
+ 6mn—12m — 12n+ 24
= 3mnp— 6mp —6np+ 12p
Queremos probar que Nyqr+2F 100t (1 —2)(n—2) > Fint 0 que Nyar+2Fr0ont (;m_2)(n—2)—
Fine > 0, para ello usaremos induccién.
. Param=4,n=4,p=4

Nyar + 2Front(m—2y(n—2) — Fint = 3mnp —6mp —6np+ 12p
— 3mnp—4dmn —4Amp —4Anp+ m+n+p+ 18

dmn—2mp—2np—m—-n—+1lp—18=18 >0

por tanto es valido param =4, n =4, p = 4.



Apéndice A. Anadlisis de variables y restricciones 135

. Suponemos vélido param =i, n=j, p==Fk
4ij — 2tk — 25k —1—j+ 11k - 18>0
. Y probamos param=:+1,n=j5+1,p=k+1
4+ (G+) -2+ (k+1) -2+ 1) (k+1)—(e+1)—(j+1)+11(k+1)—18

4ij — 2ik — 2jk +i+j+ Tk — 9
4ij — 2ik — 25k —i — j + 11k — 18 + (2i + 2j — 4k +9)

observemos que en este caso p es la dimensién més pequena de la malla,
entonces m > pyn>p, 6i>kyj>ky2i+2j—4k > 0; por tanto
2i + 25 — 4k + 9 > 0; ademas por la hipétesis de induccién

4ij — 2tk — 25k —i—j + 11k - 18 >0
por tanto
43i4+1) (G4+1) =2(i+1) (k+1)—=2(+1) (k+1) = (i+1)— (j+1)+11(k+1)—18 > 0
asi la afirmacion es valida param =i+ 1, n=5+1,p=k+ 1.

Por lo tanto
Nvar + 2F7ﬂont(m72)(n72) > Fint

La demostracién es andloga para los casos (b) y (c).

Ademsés, si usamos de nueva cuenta la traslacién M = m — 2, N = n — 2,
P=p—2,con M,N,P > 2, nos queda que

Nyar +2Front(m—2y(n-2) — Fint = 4mn —2mp—2np—m —n+ 11p—18
AMN —2MP —2NP +3(M + N + P)
(A.17)
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A.3.3. Conclusiones finales sobre el analisis realizado.

Podemos concluir que para que el problema de optimizacion esté bien definido
tenemos 2 opciones:

1. Pedir coplanaridad en el bloque de celdas interiores.

2. Pedir coplanaridad para todas las caras interiores validas con las siguientes
restricciones:

a) Quitar 3 bloques de celdas vecinas a las celdas interiores, 2 de los
cuales deben ser del mayor tamano posible, con el fin de quitar las
suficientes restricciones al problema de optimizacién.

b) Agregar los puntos interiores de 2 fronteras del mayor tamano posi-
ble, con el fin de agregar las suficientes variables al problema de
optimizacién.

Por las ventajas numéricas que posee, en el trabajo se utiliza la opcién 1.

A.3.4. Ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 1: malla de 4 x 4 x 4.

Figura A.10: Mala de 4 x 4 x 4.

En esta malla solo tenemos una celda interior formada por 8 puntos, por tanto
tenemos 3 x 8 = 24 variables. Tomemos los dos casos siguientes.

a) Coplanaridad para la celda interior.
En este caso, como solo tenemos una celda interior formada por 6 caras,
tenemos 6 restricciones, asi tenemos 24 variables y 6 restricciones, por
tanto el problema de optimizacién estd bien definido.
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b) Coplanaridad en todas las caras interiores validas.
En este caso tenemos 6 celdas vecinas a la celda interior ilustradas en la
figura 14. Cada una de ellas tiene una cara comtn con la frontera de la
malla y una mas con la celda interior, con lo cual cada una de ellas tiene
4 caras validas. Asi tenemos en total:

6+6x4=30 caras

Es decir, el problema de optimizacién consta de 24 variables y 30 restric-
ciones, por lo cual necesitariamos ya sea quitar 6 restricciones 6 agregar 6
variables para que el problema esté bien definido.

Si elegimos la primera opcién es necesario quitar 2 celdas vecinas, es decir,
quitar 8 restricciones con lo cual el problema tendria 24 variables y 22
restricciones y estaria bien definido.

Figura A.11: Celda interior y sus celdas vecinas.

Si elegimos la segunda opcién es necesario agregar los 4 puntos interiores
de una de las fronteras con lo cual obtenemos 12 variables adicionales y el
problema tendria 36 variables y 30 restricciones y estaria bien definido.

Observemos que en este caso solo fué necesario quitar dos bloques de celdas
vecinas o agregar los puntos interiores de una frontera, sin embargo, en casos
de dimensién méas grande, como veremos a continuacion, no es suficiente.
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Ejemplo 2: malla de 5 x 5 x 5.

Figura A.12: Malla de 5 x 5 x 5.

En esta malla tenemos 8 celdas interiores formadas por un bloque de 3 x 3 x 3,
asi de la propiedad 3 tenemos

3(3)(3)(3) = 3* =81 wariables.
Veamos cada uno de los dos casos.

a) Coplanaridad para el bloque de celdas interiores.
En este caso, tenemos 8 celdas interiores las cuales tienen 4 caras com-
partidas entre si en cada una de las direcciones de z, y, y z, entonces nos
quedan
8x6—12=36 caras

asi tenemos 81 variables y 36 restricciones, por tanto el problema de opti-
mizacién estd bien definido.

/

Figura A.13: Bloque de celdas interiores de la malla de 5 x 5 x 5.
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b) Coplanaridad en todas las caras interiores vélidas.
En este caso tenemos 6 bloques vecinos al bloque de celdas interiores donde
cada uno consta de 4 celdas. Cada una de ellas tiene una cara comin con
la frontera de la malla y una mads con la celda interior A.14.

Usando la propiedad 6, obtenemos el total de caras que definidas por estos
bloques de celdas, asi nos quedan

3mnp —4(mn+mp+np)+m+n+p+ 18 3(5)(5)(5) —4(3)(25) +5+5+5+18
375 — 300 + 33

= 108 caras

Entonces nos quedan 81 variables y 108 restricciones, asi tenemos 2 op-
ciones.

. Quitar 3 bloques vecinos, cada uno con 12 caras no compartidas, con
lo cual el problema tendria 81 variables y 72 restricciones y estaria
bien definido.

. Agregar los 9 puntos interiores de una de las fronteras con lo cual
obtenemos 27 variables adicionales y el problema tendria 108 varia-
bles y 108 restricciones y estaria bien definido.

Figura A.14: Bloque de celdas interiores y sus vecinas.

Por dltimo veamos un ejemplo en el que es necesario agregar 3 bloques vecinos
y los puntos interiores de 2 fronteras.
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Ejemplo 3: malla de 6 x 6 x 7.
Usando los teoremas 2 y 3, nos queda que para esta malla tenemos

3)(3)(4) = 36 celdas interiores
3(4)(4)(5) = 240 wariables

Veamos cada uno de los dos casos.

Figura A.15: Malla de 6 x 6 x 7.

a) Coplanaridad para el bloque de celdas interiores.
En este caso, del corolario 2 tenemos

4 4 5 47
36 [ngng Z] = (36)E
= 3(47)
= 141 caras

asi tenemos 240 variables y 141 restricciones, por tanto el problema de
optimizacién estd bien definido.

b) Coplanaridad en todas las caras interiores validas.
En este caso tenemos 6 bloques vecinos al bloque de celdas interiores donde
2 de ellos constan de 9 celdas y 4 de 12 celdas. Cada una de ellos tiene
una cara comun con la frontera de la malla y una més con la celda interior

(figura 19).

Usando la propiedad 6, obtenemos el total de caras que definidas por estos
bloques de celdas, asi nos quedan

3mnp —4(mn+mp+np)+m+n+p+18 = 3(6)(6)(7) —4(36 +42+42) +6+ 6+ 7+ 18
= 756 —480+ 37

313 caras



Apéndice A. Andlisis de variables y restricciones 141

Entonces nos quedan 240 variables y 313 restricciones, asi tenemos 2 op-
ciones.

. Quitar 3 bloques vecinos, 2 de los cuales deben ser de la mayor di-
mensioén posible, los bloques de dimensién 4 x 4 nos dan cada uno
24 caras no compartidas y los de dimensién 4 x 5 nos dan cada uno
31 caras no compartidas, con lo cual nos conviene quitar 2 bloques
de 31 caras y uno de 24, asi el problema tendria 240 variables y 227
restricciones y estaria bien definido.

. Agregar los puntos interiores de 2 fronteras, observando que hay 2
fronteras de dimensién 6 X 6 con 16 puntos interiores cada una y
4 de dimensién 6 x 7 con 20 puntos interiores cada una, es decir,
las primeras nos arrojarian 48 variables cada una y las segundas
60. Entonces si agregamos los puntos interiores de dos fronteras de
6 X 7 obtenemos 120 variables adicionales y el problema tendria 360
variables y 313 restricciones y estaria bien definido.

Figura A.16: Bloque de celdas interiores y sus vecinas.
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Apéndice B

Un sistema experimental
para generar mallas
estructuradas en 3D

Para realizar la generacion de las mallas ilustradas en los capilos principales
del presente trabajo se ha desarrollado un sistema generador de mallas estruc-
turadas en 3D que implementa los algoritmos A y B. El sistema estd programado
en Matlab y cuenta con interfaces a rutinas de fortran que realizan los procesos
donde los calculos numéricos son muy extensos, principalmente en el proceso de
optimizacién.

En el presente apéndice se ilustrardn las funciones principales del sistema y
algunos ejemplos ilustrativos sobre el funcionamiento del mismo.

B.1. Pantalla principal del sistema y ments de
opciones

La pantalla principal que aparece al arrancar el sistema se ilustra en la figura
B.1.

Desde aqui es posible elegir los siguientes mentis de opciones:

1. Malla 3D: incluye los comandos para abrir y guardar una malla 3D y
para salir del sistema.

2. Celdas: elabora listas con celdas de determinadas caracteristicas.

3. Generar malla: comandos para generar una malla inicial y para visuali-
zar capas interiores de la misma.
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Figura B.1: Pantalla principal del sistema generador de mallas.

4. Optimizar: aplica el algoritmo A (convexidad) y el algoritmo B (copla-
naridad) a la malla actual segin la eleccién del usuario.

5. Informacidén: despliega informacién de la malla actual.

Observe que, la pantalla principal se divide en 3 ejes (figura B.2), las funciones
que realiza cada uno se ilustran a continuacién:

1. Ejes principales para la graficacién de la malla 3D. Incluye comandos para
aplicar transparencia o una rotacién a la malla.

2. Ejes secundarios para la graficacién de una celda de la malla dada por
el usuario. Incluye herramientas para perturbar los vértices de la celda.
También se utiliza para desplegar histogramas de informaciéon que seran
definidos més adelante.

3. Ejes secundarios para desplegar los 10 tetraedros en que se divide la celda
dada en los ejes secundarios (2). Se ilustra también el volumen de cada
tetraedro con el fin de saber si es convexo (volumen positivo) 6 no (volumen
negativo). También se utiliza para desplegar histogramas de informacién
que seran definidos méas adelante.
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Figura B.2: Ejes en los que se divide la pantalla principal del sistema.

A continuacién se ilustrard a detalle el proceso para la generaciéon de mallas
arménicas convexas y hexaedrales utilizando los comandos principales del sis-
tema.

B.2. Generacion de una malla inicial.

El primer paso para la generacién de una malla convexa y hexaedral consiste
en elegir la regién hexaedral donde se va a trabajar y generar una malla ini-
cial sobre la misma. Para ello utilizaremos el comando de Generar una malla
inicial que se encuentra en el meni de Generar malla (figura B.3). Las ideas
implementadas en este médulo son las que se ilustraron en el capitulo 2.

Al seleccionar el comando de Generar una malla inicial se abrird el Médulo
generador de mallas iniciales (figura B.4). El médulo cuenta con dos opciones
principales:

1. Leer una regién hexaedral sobre la cual se genera la malla inicial utilizando
interpolacién transfinita.

2. Construir una regién hexaedral utilizando una superficie de interpolacién
o una malla 2D y generar la malla inicial haciendo copias a partir de elegir
una de ellas como cima o base.
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Figura B.3: Comando para generar una malla inicial.

) Modulo generador de mallas iniciales [B]=1]ES]
=

Flle Edit WYiew Insert Tools Deskrop \window Help

Leer una region Construir una region

0s

06
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02

02

0.4
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Figura B.4: Moédulo generador de mallas iniciales.
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B.2.1. Caso 1.

Al elegir la opcién de Leer una regién debe seleccionarse la regién con la que
se va a trabajar, para ilustrar este caso utilizaremos la regién del Pico; observe
que la region debe tener definidas las mallas sobre las caras.

Figura B.5: Eleccion de la region hexaedral Pico 10-10-10.

Figura B.6: Grafica de la regién Pico.

Utilizando la regién hexaedral es posible aplicar interpolacién transfinita para
generar la malla sobre el interior de la regién (figura B.7)
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Figura B.7: Interpolacion transfinita sobre la regién Pico.

con ello obtenemos una malla inicial de la regiéon Pico 10-10-10.

B.2.2. Caso 2.

Al elegir la opcién de Construir una regién puede utilizarse una superficie
de interpolacién o una malla 2D.

Utilizando una superficie de interpolacién.

Al seleccionar esta opcién debe elegirse una superficie de interpolacién (figura
B.8), las superficies utilizadas como ejemplo en esta seccién son generadas a
partir de datos obtenidos de mapas de contornos que contienen la informacién
geoldgica de algunos yacimientos de hidrocarburos. Para realizar la interpolacién
se utilizan los métodos de Kriging y Shepard [49].

Ya que se tiene la superficie es necesario especificar si sera la cima o la base de
la malla 3D, el nimero de copias de la superficie que se utilizaran y los grosores
que tendrd cada bloque de la malla (figura B.9).
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Figura B.8: Elecciéon de una superficie de interpolacién.

Figura B.9: Grafica de la superficie de interpolacién y opciones para la gen-
eracion de la malla 3D.
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En las figuras B.10 y B.11 se muestran ejemplos de dos mallas generadas con
grosores uniformes y distintos.

Figura B.10: Malla generada utilizando copias verticales de la cima con grosores
uniformes.

Figura B.11: Malla generada utilizando copias verticales de la base con grosores
distintos.
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Utilizando una malla 2D.

Al seleccionar esta opcién debe elegirse la malla 2D que se utilizara para generar
la malla 3D, las mallas 2D utilizadas fueron generadas con el sistema UNAMA-
LLA [60].

Figura B.12: Eleccién de una malla 2D.

Figura B.13: Grafica de la malla 2D elegida (Cisne).
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Enseguida, debemos elegir si la malla 2D serd la cima o la base de la malla 3D y
sobre que superficie (plana o no plana) serd proyectada la malla 2D. Al realizar
la eleccién puede graficarse la superficie resultante.

Figura B.14: Proyeccién sobre un plano para generar una base.

Figura B.15: Proyeccién sobre la funcién 0.52% — 0.3y? para generar una cima.
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Ya que se tiene la cima o la base se genera la malla mediante copias verticales
de ella; en caso de tener las dos se realiza un proceso de interpolacién entre cima
y base para generar la malla 3D. En el primer caso pueden elegirse los tamanos
de los grosores, en el segundo estdn dados por el proceso de interpolacién.

Figura B.16: Malla 3D del Cisne generada con una base plana y grosores uni-
formes.

Figura B.17: Malla 3D del Cisne generada con la superficie 0.523 — 0.3y? como
cima y grosores distintos.
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Figura B.18: Malla 3D del Cisne generada con una base plana y una superficie

no plana.

B.3.

Propiedades de la malla inicial

Ya que se ha generado la malla inicial podemos exportarla a la ventana prin-
cipal del sistema para ver sus propiedades. Por ejemplo, tomemos la malla del
Pico generada mediante interpolacion transfinita y seleccionemos el comando
Informacién de la malla del ment de Informacion.

Al hacerlo se despliegara lo siguiente:

1. Grafica de la malla que ya se habia desplegado al terminar su generacién
en el modulo de generacion de mallas iniciales .

2. Panel de informacién que incluye:

a

o =

S8

(&

)
)
)
)
)

Total de celdas de la malla.
Celdas interiores de la malla.
Celdas no convexas.

Celdas no hexaedrales.

Volumen méximo de todos los volumenes de los tetraedros que com-
ponen las celdas de la malla.

Volumen minimo de todos los volumenes de los tetraedros que com-
ponen las celdas de la malla.

Coseno maximo de todos los cosenos de las caras que componen las
celdas interiores de la malla.

Coseno minimo de todos los cosenos de las caras que componen las
celdas interiores de la malla.
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1) Caras no planas.

3. Histograma que indica el nimero de tetraedros que ya han cumplido con
la condicién de convexidad (volumen positivo) y los que atin no lo hacen
(volumen negativo).

4. Histograma que indica el nimero de caras de las celdas interiores que ya
han cumplido con la condicién de coplanaridad (coseno menor a 1072) y
los que atin no lo hacen (coseno mayor a 1072).

Malla3D  Celdas  Generar malla  Optimizar  Informacidn

picob101010. mesh3d ) Panel de informacitn (™=

Histograms de cosenos de las carss con

832 <1020 7925 %, 244 >=102: 2075 %
@ B |

0 0z 0.4 06 0a

£ tetraedros con:
7210 -0:9850 %, 6O0<0:110 %

Figura B.19: Informacion desplegada sobre la malla inicial.

Observemos que la malla inicial posee 80 celdas no convexas y 216 celdas no
hexaedrales, para poder generar una lista de estas celdas accesamos al ment de
Celdas y elegimos la lista requerida. Por ahora revisaremos la lista de celas no
convexas (figura B.20).

De la lista es posible elegir una celda para graficarla en la ventana principal,
también podemos visualizar los tetraedros que la conforman y los volumenes de
cada uno al deslizar la barra que se encuentra en los ejes superiores. En la figura
B.21 se observa la celda 3-3-5 de la malla, las caras rojas son aquellas que no
son planas; en los ejes superiores se ilustra el tetraedro 10 de la celda que es el
Gnico que posee volumen negativo.
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Figura B.20: Lista de celdas no convexas.

Figura B.21: Celda 3-3-5 y el tetraedro 10 de la misma.

A continuacién procederemos a optimizar la malla con el fin de obtener una
malla arménica convexa y hexaedral.

B.4. Optimizando la malla.

B.4.1. Mallas armonicas convexas.

Para aplicar el algoritmo de convexidad (Algoritmo A del capitulo 3) a la malla
inicial seleccionamos el comando de Aplicar convexidad que se encuentra en
el menu de Optimizar, al seleccionarlo se desplegaran los dos paneles ilustrados
en la figura B.22:
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Panel de parametros de optimizacién.
En este panel debemos elegir los pardmetros que se utilizaran en el proceso de

optimizacién:
1. Valor de Omega inicial wy. Con valor default igual a 200.
2. Tolerancia para el valor del funcional H,,. Con valor default igual a 1074,
3. Tolerancia para la norma del gradiente del funcional H,,. Con valor default
igual a 1074,
4. Valor de la épsilon convexidad. Con valor default igual a 1076,
5. Iteraciones para graficar. Para indicar después de cuantas iteraciones se

grafica la malla calculada en el proceso.

Panel de optimizacién.
En este panel se ilustra el progreso del algoritmo, desplegando la siguiente in-
formacién de la malla actual:

1.
2.

10.
11.
12.
13.

Valor del funcional H,,.
Valor de la norma del gradiente del funcional H,,.
Valor de Omega w utilizado en el paso actual de optimizacion.

Valor de la constante C' utilizada por el funcional modificado en el paso
actual de optimizacion, en este proceso siempre sera igual a 0.

Total de celdas.
Celdas no convexas.

Volumen méaximo de todos los tetraedros que componen cada celda de la
malla.

Volumen minimo de todos los tetraedros que componen cada celda de la
malla.

Numero de celdas interiores.

Celdas no hexaedrales.

Caras no planas (tomadas de las celdas interiores).
Iteraciones calculadas en el paso actual de optimizacién.

Tiempo de cémputo.
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Figura B.22: Panel de pardametros y panel de optimizacion.

Al hacer click en el botén iniciar empezard el proceso de optimizacién, en el
panel de optimizacién se desplegara la informacién ya mencionada.

Figura B.23: Proceso de optimizacion.



Apéndice B. Sistema experimental para generar mallas en 3D 159

Cuando el proceso términa se despliega un letrero que indica que se ha llegado
a una malla arménica y convexa (figura B.24).

Figura B.24: Término del proceso.

Visualizando la celda 3-3-5 que habiamos ilustrado antes del proceso de opti-
mizacién podemos observar la diferencia, ademéas de que, el tetraedro 10 que
tenia volumen negativo ahora tiene volumen positivo.

Figura B.25: La celda 3-3-5 en la malla éptima y su tetraedro 10.

Sin embargo, la celda resultante atin posee caras no planas (de color rojo). Del
panel de informacién desplegado al final de proceso (figura B.24) observamos
que la malla convexa tiene 152 celdas no hexaedrales, por lo cual procederemos
ahora a aplicar el algoritmo de coplanaridad para generar una malla hexaedral.
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B.4.2. Mallas hexaedrales.

Para aplicar el algoritmo de coplanaridad (Algoritmo B del capitulo 4) selec-
cionamos el comando de Aplicar coplanaridad que se encuentra en el ment de
Optimizar, al seleccionarlo se desplegaran dos paneles andlogos a los desple-
gados al aplicar la convexidad (figura B.26):

Panel de parametros de optimizacién.
En este panel debemos elegir los pardmetros que se utilizaran en el proceso de
optimizacién:

1. Valor de Omega inicial wg. Como la malla ya es convexa se utiliza el valor
limite para el proceso de convexidad (1078).

2. Tolerancia para el valor del funcional modificado. Con valor default igual
a 1074

3. Tolerancia para la norma del gradiente del funcional modificado. Con valor
default igual a 10~

Valor de la épsilon convexidad. Con valor default igual a 1076,
Valor inicial de p. Con valor default igual a 0.1.

Tolerancia para la coplanaridad. Con valor default igual a 102,

NS v e

Iteraciones para graficar. Para indicar después de cuantas iteraciones se
grafica la malla calculada en el proceso.

Panel de optimizacién.
En este panel se ilustra el progreso del algoritmo, desplegando la siguiente in-
formacién de la malla actual:

1. Valor del funcional modificado.
2. Valor de la norma del gradiente del funcional modificado.

3. Valor de Omega w utilizado en el paso actual de optimizacién, en este
proceso siempre serd igual a 1078,

4. Valor de la constante C' = 1/2y utilizada por el funcional modificado en
el paso actual de optimizacién.

5. Total de celdas.
6. Celdas no convexas.

7. Coseno maximo de todas las caras que componen cada celda interior de
la malla.

8. Coseno minimo de todas las caras que componen cada celda interior de la
malla.
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10.
11.
12.
13.

Numero de celdas interiores.

Celdas no hexaedrales.

Caras no planas (tomadas de las celdas interiores).
Iteraciones calculadas en el paso actual de optimizacién.

Tiempo de cémputo.

Figura B.26: Panel de parametros y panel de optimizacién para la coplanaridad.

Al hacer click en el botén iniciar empezara el proceso de optimizacién, en el

panel de optimizacién se desplegara la informacién ya mencionada.

Figura B.27: Proceso de optimizacion.
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Cuando el proceso términa se despliega un letrero que indica la que se ha llegado
a una malla arménica, convexa y hexaedral (figura B.28).

Figura B.28: Término del proceso.

Observemos que obtenemos la totalidad de caras planas en las celdas interiores,
podemos apreciarlo visualizando la celda 3-3-5.

Figura B.29: La celda 3-3-5 en la malla éptima.

A continuacién ilustraremos algunos comandos adicionales que posee el sistema.
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B.5. Visualizacion de capas interiores.

Seleccionando el comando Visualizar malla por capas que se encuentra en
el meni Generar malla podemos apreciar las capas interiores de la malla.
Ahi podemos apreciar el suavizamiento obtenido en la malla éptima propor-
cionado por el funcional H,,. El usuario puede elegir si requiere desplegar capas
enx,ydbz.

Figura B.30: Mdédulo de visualizacion de capas interiores sobre la malla del Pico.

B.6. Histogramas de alturas, areas y aristas.

Dentro del mentd de informacién se incluyen comandos para visualizar dos di-
ferentes tipos de histogramas que proporcionan informacién sobre las celdas de
la malla. Tales histogramas son los siguientes:

1. Histograma de alturas y &reas minimas: realiza el cdlculo de los valores
minimos de las alturas y areas para los tetraedros que conforman cada
cara de una celda. Aqui se puede apreciar el efecto de la coplanaridad

cuando los valores son pequefios y ademds no son muy dispersos (figura
B.31).

2. Histograma de longitudes promedio, maximas y minimas de las aristas:
realiza el calculo de los valores promedio, maximos y minimos de las aristas
de cada celda. Aqui se puede apreciar la diferencia de tamafio que existe
entre las celdas de la malla, si los valores se mantienen en un cierto rango,
indica que no hay variaciones extremas (figura B.32).
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Figura B.31: Histograma de alturas y dreas minimas.

Figura B.32: Histograma de longitudes promedio, maximas y minimas de las
aristas.
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