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Capitulo 1

Introduccion

El Disefio Geométrico asistido por Computadoras, conocido en la literatura
técnica por sus siglas en inglés CAGD (Computer Aided Geometric Design),
es una disciplina relativamente nueva, cuyo nacimiento, como fruto de la
unién de la Geometria y la Computacién, puede situarse a inicios de la década
del 60, con los trabajos de P. Bézier y P. de Casteljau, ambos asociados con
la industria automotriz. La tarea principal de esta disciplina es la auto-
matizacién del proceso de disefio de objetos, para lo cual ha sido necesario
desarrollar una gran variedad de algoritmos que permiten el uso eficiente de
las curvas y superficies.

Todavia hoy en dia, las curvas y superficies que mds cominmente se uti-
lizan para resolver problemas de CAGD o modelacién geométrica son las
parametrizadas racionalmente. Toda curva racional paramétrica se puede
representar ademés mediante una ecuacién implicita del tipo f(z,y) = 0,
donde f(z,y) es un polinomio en dos indeterminadas, es decir como una
curva algebraica. Similarmente, toda superficie racional paramétrica se puede
representar como una superficie algebraica, es decir mediante una ecuacién
implicita del tipo f(z,y,2) = 0, donde f(z,y,2) es un polinomio. Sin em-
bargo, el reciproco de ambas afirmaciones no es cierto, por lo cual la clase de
las curvas y superficies algebraicas definidas implicitamente es estrictamente
mayor que la clase de las curvas y superficies parametrizadas racionalmente.
En lo adelante nos referiremos a las primeras simplemente como curvas y
superficies implicitas y a las segundas como paramétricas.

La gran popularidad de las curvas y superficies paramétricas y entre el-
las de las curvas y superficies splines, se puede explicar debido a dos ra-
zones fundamentales. En primer lugar, las mismas se pueden representar
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2 . CAPITULO 1. INTRODUCCION

en términos de un poligono o malla dé control [Far93], el cual nos permite
controlar ficilmente su geometria. Por otro lado, son ficiles de graficar, pues
para obtener un conjunto de puntos sobre ellas basta con evaluar en una
cantidad finita de valores del pardmetro. En la préctica, este proceso no
siempre estd exento de dificultades [Roy92], ya que las curvas y superficies
racionales pueden poseer polos (donde se anula el denominador de la ex-
presién racional), puntos base (donde se anulan numerador y denominador
de la expresi6n racional) o incluso puntos con coordenadas reales que corre-
sponden a valores complejos del pardmetro.

El uso de curvas y superficies algebraicas definidas implicitamente en la
solucién de problemas de CAGD es mucho més reciente. Sederberg propuso
por primera vez en [Sed85] la posibilidad de utilizar superficies splines, for-
madas por parches definidos de forma implicita, para resolver problemas de
modelacién geométrica. Mds tarde C. Bajaj bautizé tales curvas y superfi-
cies con el nombre de A-splines o splines algebraicos. A partir de entonces
comenzaron a aparecer una gran cantidad de trabajos [Baj92a)], [Baj92b)],
[Baj99a)], [Baj94], [Baj95], [Baj99a)], [Bajoob)], [Pal93], [Pal94], [Palog],
[Pal99] que utilizan curvas y superficies A-splines para disefio libre, inter-
polacién de datos, ajuste de contornos, etc. Todos estos trabajos se basan
en las ventajas que tiene la representacién implicita en comparacién con la
paramétrica. Entre ellas pueden citarse:

e Para un grado n fijo, las curvas y superficies algebraicas definidas
implicitamente tienen mayor cantidad de pardmetros libres que las
paramétricas del mismo grado. Més precisamente [Baj99a)], las cur-
vas implicitas tienen Q‘—Jr—ll}'ﬂ — 1 grados de libertad, mientras que
las paramétricas poseen sélo O(n); las superficies implicitas [Baj92c)]
tienen M"T‘f?l(“—”l —1 pardmetros libres y las paramétricas O(n?). En
la préctica, los pardmetros libres adicionales que se obtienen al emplear
la representacién implicita se pueden utilizar para imponer condiciones
extra de interpolacién, para lograr un mejor ajuste de los datos o para
garantizar una mayor suavidad de la curva o superficie A-spline.

e Las curvas y superficies implicitas forman una familia cerrada para las
operaciones mds usuales que usan los sistemas de disefio geométrico,
tales como el cédlculo de la interseccién o unién de dos curvas o superfi-
cies, la convolucién, el cdlculo del “offset” (los puntos que se encuentran
a una distancia euclideana prefijada), etc. La subclase de las curvas y




superficies racionales paramétricas no es cerrada con respecto a ninguna
de estas operaciones. Por ejemplo, el “offset” de una curva racional
paramétrica puede no ser una curva racional paramétrica, pero siem-
pre es una curva algebraica y en consecuencia tiene una representacion
implicita.

e Utilizando la representacién implicita es muy fécil saber si un punto
dado se encuentra sobre una curva o superficie y en caso de no estarlo en
qué semiplano o semiespacio se encuentra. La solucién del mismo pro-
blema a partir de la representacién paramétrica es mucho més costosa
y requiere de una férmula de inversién. Por otra parte, el cdlculo de la
curva interseccién entre dos superficies definidas de forma paramétrica,
resulta mucho més sencillo si una de ellas se reescribe mediante su
ecuacién implicita. Este proceso se conoce como implicitacién de la
curva. Para més detalles sobre los procesos de implicitacién e inversién
se puede consultar [Sed84].

Entonces cabe preguntarse, si las curvas y superficies implicitas tienen
todas estas ventajas ;por qué no habfan sido empleadas con anterioridad
en la solucién de problemas de modelacién geométrica? La respuesta a
esta pregunta es bien conocida. En primer lugar, debe sefialarse que hasta
hace relativamente poco tiempo no se disponia de algoritmos eficientes para
graficar las curvas y superficies implicitas. Inicialmente, por ejemplo, para
graficar curvas algebraicas cibicas se propusieron algoritmos que introducian
parametrizaciones no racionales [Pat88] y que en consecuencia eran costosos.
Mi4s adelante aparecieron otros métodos, que calculaban los puntos sobre una
curva o superficie algebraica definida implicitamente por la ecuacién f = 0,
como las soluciones de tal ecuacién polinomial. Tales algoritmos fallaban
con frecuencia ante la presencia de puntos singulares, o ramas de las cur-
vas muy préximas entre s{ [Chan88]. Pero en 1994 [Tau94b)] aparecié ya
un algoritmo efectivo y robusto para graficar curvas y superficies implicitas,
basado en un esquema de subdivisién recursiva del tipo arbol cuaternario.
Otra de las desventajas de la curvas y superficies implicitas que limitaron su
uso por mucho tiempo es el hecho de que estas pueden tener singularidades
y més de una rama u hoja en la regién de interés. En ese sentido, es im-
portante sefialar que en los iiltimos afios han aparecido trabajos [Baj99a)],
[Pal92],[Pal93] donde se demuestra que bajo ciertas condiciones, facilmente
verificables, es posible garantizar que las curvas o superficies implicitas no
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tengan singularidades en la regién de interés y sélo posean una rama u hoja
respectivamente.

El objetivo central de este trabajo es mostrar que varios problemas de
modelacién geométrica pueden ser resueltos de manera exitosa utilizando
curvas y superficies A-splines definidas implicitamente. Una de las moti-
vaciones del trabajo fue el problema de reconstruir una superficie a par-
tir de imdgenes que corresponden a secciones transversales paralelas de la
misma. Tal problema aparece con frecuencia en la medicina, cuando se trata
de representar algin érgano a partir de imégenes digitales de sus secciones
transversales, obtenidas mediante ultrasonido. Otro problema que nos sirvi6
de motivacién fue la necesidad de definir curvas “suaves” que pudieran uti-
lizarse para disefiar la directriz de una superficie de revolucién, con el obje-
tivo de representar una estructura ingenieril de tipo cdscara. Los problemas
précticos anteriormente mencionados nos llevaron a plantearnos los siguientes
objetivos especificos:

1. Aproximar mediante una curva A-spline G' continua y plana, un con-
junto de puntos en el plano que representan el contorno de una imagen
digital.

2. Interpolar un conjunto de puntos en el plano y las correspondientes di-
recciones tangentes por medio de una curva A-spline cibica plana. Lo-
grar que la curva A-spline sea G* continua sin presuponer el conocimiento
del valor de la curvatura en los puntos de interpolacién.

3. Interpolar un conjunto de puntos en el espacio, vértices de una trian-
gulacién, por medio de una superficie A-spline G' continua.

En relacién con los objetivos planteados, los principales logros de este
trabajo son los siguientes:

e Se propone un algoritmo afectivo para aproximar el contorno de una
imagen digital por medio de una curva A-spline c6nica G' continua y
plana. Este algoritmo se basa en diferentes modificaciones de métodos
conocidos para resolver las distintas etapas del problema. Entre ellas
vale la pena destacar las siguientes. Se encontré un método sencillo
para determinar apriori los puntos de inflexién que tendrd la curva
A-spline, partiendo exclusivamente de los datos que ésta aproximara.
También se introdujeron pesos apropiados en el problema de ajuste




para determinar la recta que aproximard la tangente en cada nodo
del A-spline. Finalmente, se estudi6 el problema de seleccionar una
aproximacién de la distancia euclideana de un punto a una cénica, que
sea a la vez poco costosa de calcular y lo suficientemente precisa como
para garantizar la calidad del ajuste.

e Se obtuvo una nueva familia de curvas A-spline ciibicas G? continuas
y planas muy itiles para el disefio libre. Las curvas de esta familia
interpolan un conjunto de puntos y direcciones tangentes prefijadas.
Ademés poseen una serie de pardmetros libres que se pueden usar como
asas geométricas para controlar con facilidad la forma de la curva. El
método de interpolacién asociado a la familia de curvas propuestas
tiene cardcter local, lo que permite introducir modificaciones en un
segmento del A-spline sin que estas se “propaguen” a toda la curva. Por
tiltimo, el método propuesto nos permite obtener una curva A-spline G*
continua sin exigir que el diseiador proporcione valores especificos de
la curvatura en los puntos de interpolacién, lo cual resulta poco natural
para muchos problemas “pricticos”. A diferencia de otros esquemas de
interpolacién que utilizan tanto splines paramétricos como algebraicos,
el método propuesto no requiere la solucién de sistemas de ecuaciones
para determinar los paramétros libres que garantizan la G? continuidad
de la curva A-spline.

e Se propone una familia nueva de superficies A-splines G' continuas
capaz de interpolar un conjunto de puntos en el espacio y las corres-
pondientes direcciones normales prefijadas en esos puntos. A diferen-
cia de otros algoritmos similares reportados en la literatura [Baj95], el
método de interpolacién propuesto no requiere construir previamente
una envoltura de tetraedros, lo cual es una ventaja indiscutible, pues tal
proceso es engorroso y costoso desde el punto de vista computacional.
Ademds, como cada parche del A-spline se define prefijando previa-
mente sus curvas de la frontera, el esquema de interpolacién propuesto
tiene un carécter local (si se modifica un punto de interpolacién, s6lo
es necesario recalcular aquellos parches que interpolan este punto) y la
condicién de G* continuidad de la superficie A-spline se logra sin tener
que resolver un sistema de ecuaciones lineales.

La estructura de la Tesis es la siguiente. En el capitulo 2 se introducen
los conceptos y definiciones bdsicas que se utilizardn a lo largo de todo el
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trabajo: el concepto de curva y superficie algebraica, el de curva y superfi-
cie A-spline, el concepto de continuidad geométrica, etc. Ademés se obtiene
la ecuacién implicita de una curva algebraica en coordenadas baricéntricas
y su representacién de Bézier en estas coordenadas. Esta representacién
se utilizard mds adelante, para escribir una curva A-spline cénica o ciibica.
También en este capitulo se presenta un resultado muy importante de C. Ba-
jaj [Baj99a)], que nos asegura que bajo ciertas condiciones en los coeficientes
de la representacion de Bézier de una curva algebraica, existe una familia de
tales curvas con “buenas” propiedades en el interior del tridngulo donde estd
definida.

Los capitulos 3,4 y 5 se dedican cada uno a los problemas que enuncia-
mos como objetivos especificos de la Tesis. En el capitulo 3 se presenta un
algoritmo para ajustar un conjunto de puntos que pertenecen al contorno de
una imagen digital, por medio de una curva A-spline cénica G* continua y
plana. En el capitulo 4 se propone una familia de curvas A-spline cubicas
planas y G? continuas, que interpola un conjunto de puntos en el plano y
las correspondientes direcciones tangentes. Esta familia nos provee de una
herramienta muy 1til para el disefio libre de curvas. Por 1ltimo, en el capitulo
5 se construye una familia de superficies A-spline G! continuas capaces de
interpolar un conjunto prefijado de puntos en el espacio.

En resumen, en la Tesis se proponen nuevas familias de curvas y super-
ficies A-splines que permiten resolver diferentes problemas de modelacién
geométrica, de forma cémoda y eficiente, sin salirse del entorno de la repre-
sentacién implicita.

Los resultados obtenidos en este trabajo han sido divulgados en diferentes
articulos y eventos cientificos:

Articulos:

e V. Herndndez, J. Estrada, P. Barrera, On the Euclidean distance from
a point to a conic, Revista Integracién (Universidad Industrial de San-
tander), Vol 15, No. 1, padg 45-61, 1997.

e V. Herndndez, J. Estrada, P. Barrera, A new algorithm to compute
the Euclidean distance from a point to a conic, aceptado para publicar,
Revista Investigacién Operacional.




e V. Hernindez, S. Behar, J. Estrada, Geometric design by means of a G*
continuous A-spline, Approximation, Optimization and Mathematical
economics, Physica-Verlag, Heidelberg, 2001, 133-145.

e V. Guerra, V. Herndndez, Numerical aspects in locating the corner
of the L-curve, Approximation, Optimization and Mathematical eco-
nomics, Physica-Verlag, Heidelberg, 2001, 121-131.

e V. Herndndez, D. Martinez, J. Estrada, Fitting a conic A-spline to
contour image data, aceptado para publicar, Revista Investigacién Ope-
racional.

Eventos Cientificos:

e CIMAF’97, La Habana,Cuba, marzo 1997.
On the distance from a point to a conic.

e XXXI Congreso de la Sociedad Matemética Mexicana, Hermosillo, México,
octubre 1998.
A new algorithm to compute the euclidean distance from a point to a
conic.

e CIMAF’99, La Habana, marzo 1999.
Reconstruction of 3D starlike objects from cross sections.

e Conferencia Internacional Scattered Data Fitting, Puerto Vallarta, México,
abril 1999.
Reconstruction of 3D starlike objects from cross sections.

e Conferencia International Approximation and Optimization in the Caribbean,
Guadeloupe, marzo, 1999.
-A G2 continuous A-spline suitable for free form geometric design.
-Numerical issues in locating the corner of the L-curve.

e 4th International Conference on Operation Research, La Habana, Cuba,
marzo 2000
Fitting a conic A-spline to contour image data.
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e Conferencia Internacional Trends in Approximation Theory, Nashville,
E. Unidos, mayo 2000.
Designing a G1 A-spline surface over a triangulation.

e CIMAF 2001, La Habana, marzo, 2001 y Conferencia International
Approximation and Optimization in the Caribbean, Guatemala, marzo,
2001.

Geometric Modeling using Algebraic Splines




Capitulo 2

Definiciones y resultados
preliminares

Las curvas y superficies algebraicas se pueden representar de forma implicita
y también, en algunas ocasiones, de forma racional paramétrica. En este
capitulo vamos a introducir un conjunto de definiciones bésicas y resultados
relacionados con las curvas y superficies algebraicas, que se utilizardn a lo
largo de todo el trabajo. Ademés estudiaremos la interrelacién que existe
entre la representacién implicita y la representacién paramétrica.

2.1 Curvas algebraicas planas

2.1.1 Definiciones

Definicién 2.1 Una curva algebraica plana de grado n es el conjunto

{(:z:,y) € R2| f(:r,y) = 0}
donde f es un polinomio irreducible de grado n con coeficientes reales cij,
f(-’B, y) = Z cijmiyj
i+j<n

Usualmente esta forma de representar las curvas algebraicas se conoce
como representacion implicita. Abusando de la notacién, con frecuencia nos
referiremos a una curva algebraica con el mismo nombre del polinomio que
define su ecuacién implicita. Las curvas algebraicas de grado 2 se llaman

9



10 CAPITULO 2. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

conicas y las de grado 3 cibicas. Una subfamilia muy importante de las
curvas algebraicas son las curvas que poseen una parametrizacion racional, las
cuales se utilizan con frecuencia en la modelacién geométrica. En lo adelante,
nos referiremos a estas curvas simplemente como curvas paramétricas.

Definicién 2.2 Una curva racional paramétrica de grado n es el conjunto

f(t) g(t) }

donde f,g y h son polinomios de grado n con coeficientes reales, tales que
med(f(t), 9(t), h(t)) = 1.

Ademsds del concepto de grado, con frecuencia se utiliza el concepto de
grado geométrico, por cuanto la complejidad de muchos algoritmos depende
del grado geométrico de la curva o superficie con que se trabaje.

Definicién 2.3 El grado geométrico de una curva plana, es el mdzimo nimero
de intersecciones entre la curva y una recta arbitraria, contando los puntos de
interseccidn con coordenadas reales o complejas y las intersecciones mailtiples.

A partir del teorema de Bezout [Walk78] se puede concluir inmediata-
mente que el grado geométrico de una curva plana algebraica coincide con
el grado del polinomio f que define su ecuacién implicita. Por otro lado,
para determinar el grado geométrico de una curva paramétrica de grado n,
basta con sustituir las expresiones racionales de z y y en la ecuacién implicita
de una recta arbitraria az + by + ¢ = 0. De esta forma, llegamos a que el
niimero méximo de intersecciones entre la curva y una recta coincide con
el niimero méximo de raices de un polinomio de grado n. Por lo tanto, las
curvas paramétricas de grado n, también tienen grado geométrico n.

Utilizando la teorfa de eliminacién se puede demostrar que toda curva
parédmetrica posee una representacién implicita [Sed84], pero el reciproco no
es cierto. En efecto, aunque toda curva algebraica de grado 2 (cénica no
degenerada) posee una parametrizacién racional, para n > 2 el conjunto
de las curvas algebraicas es estrictamente mayor que el de las curvas con
parametrizacién racional. Por ejemplo, se puede probar que el conjunto de las
curvas cibicas con parametrizacién racional estd formado por el subconjunto
de las ciibicas que poseen un punto singular.
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Definicién 2.4 Un punto py sobre la curva algebraica f(z,y) = 0 se dice
que es un punto singular si Vf(py) = (0,0). En otro caso, se dice que po
es un punto reqular. Una curva que posea al menos un punto singular se dice
que es singular.

Figura 2.1: Curvas algebraicas con puntos singulares

Se puede probar que una curva algebraica de grado n posee a lo sumo
1(n —1)(n — 2) puntos singulares [Walk78].

Para los puntos regulares de una curva podemos definir de forma tnica
la direccién normal a la curva en ese punto.

Definicién 2.5 Seapy = (zo,Yo) un punto sobre la curva algebraica f(z,y) =
0. La direccién normal o simplemente normal a la curva en el punto py es

el vector V f(z,y)(po)|/ IV f(z,y)(po)]|-

Nétese que si la curva algebraica estd dada en forma paramétrica z = z(t);
y = y(t) entonces la direccién normal a la curva en el punto py = (z(to), ¥(to))

es el vector (=g (to), Z(t0))/ | (£(t), ¥ (o)) -
Definicién 2.6 Sea py un punto sobre la curva algebraica f(z,y) =0 y ng
la normal a la curva en py. La recta tangente a la curva en el punto py es la

recta que pasa por po con direccion perpendicular a ng.

Si ng = (nz0,yo) €s la normal a la curva f en el punto po = (%o, %),
entonces la recta tangente a f en po tiene la ecuacién implicita,

N20(T — To) + nyo(y — Yo) = 0
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Esta recta también se puede escribir paramétricamente como,

z(t) = zp—1iny
y() = yo+tng

El vector normal ny a una curva en un punto py, y en consecuencia la
recta tangente en ese punto, estdn univocamente definidos siempre que ng
no sea el vector nulo, es decir siempre que py no sea un punto singular de la
curva.

2.1.2 Continuidad geométrica

En los capitulos 3 y 4 vamos a mostrar que varios problemas de modelacién
geométrica se pueden resolver éxitosamente utilizando curvas definidas por
pedazos, donde cada tramo es una curva algebraica. Esto nos conduce a la
siguiente definicién.

Definicién 2.7 Una curva A-spline de grado n es una curva continua, defi-
nida por tramos, donde cada seccion es una curva algebraica de grado n. Los
puntos donde se unen dos tramos consecutivos del A-spline se llaman nodos
o0 puntos de ruptura.

En la solucién de miiltiples problemas de modelacién es necesario uti-
lizar curvas “suaves” y por lo tanto no basta con disponer de curvas conti-
nuas. Cuando se trabaja con curvas funcionales o paramétricas, esto se logra
exigiendo que las mismas sean C* continuas, usualmente para k pequefio. Por
ejemplo, las curvas splines més populares son los splines clibicos paramétricos,
que son curvas definidas a trozos, donde cada seccién es un polinomio de
grado 3. Lo més usual en las aplicaciones es exigir que este tipo de curvas
sean de clase C? (que es la méxima suavidad que se puede pedir sin que todos
los tramos se reduzcan al mismo polinomio), lo que es equivalente a pedir
que esta condicién se cumpla en los nodos.

En el caso de las curvas A-spline, el concepto de C* continuidad se susti-
tuye por el de G* continuidad o continuidad geométrica de orden k. Esto se
debe a que cuando trabajamos con curvas A-spline no se estd presuponiendo
ningin tipo de parametrizaciéon de la curva, de modo que lo interesante es
exclusivamente el comportamiento geométrico de la misma.
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Sean f : f(z,y) = 0y g : g(z,y) = 0 dos curvas algebraicas planas
que se intersecan en un punto p € R?. El concepto G* continuidad estd
estrechamente vinculado a la nocién de la geometria algebraica de multipli-
cidad de la interseccién. Intuitivamente hablando, un punto p situado sobre
las curvas f y g es un punto de interseccién de multiplicidad k, si al perturbar
ligeramente los coeficientes de f y g resulta que p da lugar a k puntos de
interseccién entre las curvas perturbadas. Por ejemplo, si f es un circulo y
p es un punto situado sobre f, entonces f y su recta tangente g en el punto
p se intersecan con multiplicidad 2, ya que si perturbamos ligeramente los
coeficientes de la recta, entonces resulta que ésta y el circulo se cortan en dos
puntos. Para una definicién formal de multiplicidad de la interseccién entre
dos curvas algebraicas vea [Hart77] y [Ful84].

Histéricamente el concepto de continuidad geométrica de la interseccién
de dos curvas se introdujo de forma diferente a la que presentaremos a con-
tinuacién. Sin embargo, gracias al trabajo [Garr91] se puede definir de una
forma equivalente, més apropiada para su célculo efectivo.

Definicién 2.8 Sean f: f(z,y) =0 y g : g(z,y) = 0 dos curvas algebraicas
planas y p € R? un punto situado sobre ambas curvas. Se dice que f y g se
unen con continuidad geométrica de orden k en el punto p, si la multiplicidad
de la interseccién entre f y g en el punto p es ezactamente k + 1.

Para m4s detalles acerca del concepto de continuidad geométrica se puede
consultar [Garr91], [Warr86], [Warr90].

Una forma préctica de hallar la multiplicidad de la interseccién entre
dos curvas planas es calcular la resultante entre ellas. Md4s precisamente, es
conocido que [Walk78] si dos curvas algebraicas f y g pasan por un punto
p= (ps,p,) ¥ la recta y = py sélo corta simultdneamente a f y g en el punto
p, entonces p, es una raiz de la resultante R(z), entre f y g con respecto a
y, cuya multiplicidad coincide con la multiplicidad de la interseccién entre
las curvas f y g en el punto p. Si la recta y = p, cortara a las curvas f y g
en otro punto diferente de p, entonces habria que calcular la resultante R(y)
entre f y g con respecto a = y determinar la multiplicidad de p, como raiz
de R(y).

Es facil comprobar que si las curvas algebraicas planas f y g pasan por
un punto p y tienen las misma recta tangente en ese punto, entonces la
coordenada correspondiente de p es una raiz de multiplicidad al menos 2 del
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polinomio resultante, es decir la multiplicidad de la interseccién entre f y g
es al menos 2. Luego, f y g se unen con G' continuidad en p, si comparten
la misma recta tangente en ese punto. Esto conduce a la siguiente definicién
equivalente de G' continuidad para una curva A-spline.

Definicién 2.9 Sea S una curva A-spline plana. Se dice que S es G con-
tinua si para todo punto p sobre la curva se tiene que S y la recta tangente
a S son funciones continuas en p.

Nétese que en efecto, la definicién de G* continuidad enfatiza el hecho
geométrico de que la tangente a la curva varia continuamente a lo largo de
la misma. Por supuesto, toda curva spline paramétrica C' continua, es una
curva G' continua, pero el reciproco no es cierto. En [Far93] se muestra por
ejemplo, que para que una curva spline escrita en la forma de Bézier sea C*
continua no basta con que la tangente por la izquierda de cada nodo coincida
con la tangente por la derecha, o sea que la curva sea G* continua. Se requiere
adicionalmente, que la razén entre las longitudes de los segmentos definidos
por el nodo y sus vecinos en el poligono de control de la curva, coincida
con las razones correspondientes entre los valores del pardmetro asignados
a los 3 nodos consecutivos. En otras palabras, la C' continuidad depende
adicionalmente de la parametrizacién introducida, de modo que la misma
curva puede ser C! continua con respecto a una parametrizacién y no serlo
con respecto a otra. Sin embargo, para todo spline paramétrico G' continuo
es posible encontrar una reparametrizacién tal que la curva sea C' continua
(vea tambieén [Garr91]).

En algunos problemas pricticos no basta con que la curva que se con-
struye sea G' continua, es necesario un mayor orden de suavidad (véase el
capitulo 4). Por eso, se introduce el concepto de G? continuidad. Supon-
gamos que f y g son curvas algebraicas planas que pasan por un punto p y
tienen la misma recta tangente en ese punto. Entonces ya vimos que p es
una raiz de multiplicidad al menos 2 del polinomio resultante. Si adicional-
mente f y g tienen igual curvatura en el punto p entonces se puede probar
que la coordenada correspondiente p es una raiz del polinomio resultante de
multiplicidad al menos 3. Cuando p no es un punto singular ni de f ni de g
el reciproco también es cierto, por lo tanto la multiplicidad es al menos 3 si y
sélo si las curvas planas f y g pasan por p y tienen la misma recta tangente
y la misma curvatura en ese punto. Luego, f y g se unen con G2 continuidad
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en p (p no es punto singular), si y sélo si comparten la misma recta tangente
y la misma curvatura en ese punto.

Recordemos que para una curva plana definida implicitamente f(z,y) =0
la curvatura k en un punto (o, yo) situado sobre la curva est4 dada por:

— fyy.far.-2 - 2fwfyfmy - fwzfj
(f2+ )%
donde todas las derivadas se evaliian en el punto (zq, %)

Entonces una definicién equivalente de G? continuidad para una curva
A-spline plana es la siguiente:

(2.1)

Definicién 2.10 Sea S una curva spline plana. Se dice que S es G* continua
si es G' continua y para todo punto p sobre S la curvatura es una funcion
continua en p.

El concepto de G? continuidad que acabamos de introducir se refiere
exclusivamente a curvas planas, pues para curvas en el espacio es necesario
exigir adicionalmente la variacién continua del vector binormal [Far93].

2.1.3 Coordenadas baricéntricas

En los préximos dos capitulos vamos a presentar curvas A-spline, donde cada
seccién que compone la curva est4 definida en el interior de un tridngulo. Esto
sugiere introducir un nuevo sistema de coordenadas, llamadas coordenadas
baricéntricas, que sélo dependen de los vértices del tridngulo y en términos
de las cuales la ecuacién de la curva se simplifica considerablemente, asi como
el estudio de algunas de sus propiedades geométricas.

Consideremos un tridngulo en el plano con vértices a,b,c € E? y otro
punto cualquiera p = (z,y) también en E?. Entonces p siempre se puede es-
cribir como combinacién lineal baricéntrica de a, b, ¢, es decir existen u, v, w €
R tales que,

p =ua+vb+wc (2.2)

Nétese que la expresién (2.2) solamente tiene sentido geométrico si define
una combinacién baricéntrica, es decir si exigimos que adicionalmente,

ut+v+w=1 (2.3)
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Los coeficientes u := (u,v,w) se llaman coordenadas baricéntricas de p
con respecto a los puntos a,b,c. Las ecuaciones (2.2) y (2.3) definen un
sistema lineal de 3 ecuaciones para calcular las incégnitas u, v, w,

a; by cg U x
I 1 1 w 1

Como los puntos a = (as, ay),b = (b, by), ¢ = (¢z, ¢y) N0 son colineales, la
matriz A de este sistema lineal es no singular. Denotemos por area(a, b, c) el
drea del tridngulo con vértices a, b, c. Es bien conocido que, area(a,b,c) =
sdet(A), donde det(A) denota el determinante de A.

Por lo tanto, usando la regla de Cramer tenemos que la solucién del
sistema (2.4), es decir las coordenadas baricéntricas del punto p, se pueden
escribir en términos de sus coordenadas afines (z,y) como,

_ area(p,b,c) _ area(a, p,c) _ area(a, b, p)
" area(a,b,c) " area(a,b,c) " area(a,b,c)

Nétese que en particular las coordenadas baricéntricas de los vértices
a,b,c del tridngulo son (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,0) respectivamente. Por
otro lado, las coordenadas baricéntricas son invariantes por transformaciones
afines, pues son los coeficientes de la combinacién baricéntrica de un punto
en términos de los vértices de un tridngulo. Més precisamente, si (u, v, w) son
las coordenadas baricéntricas de p con respecto a los vértices a, b, c de un
tridngulo y ® es una transformacién afin entonces ®(p) = u®(a) + v®(b) +
wd(c).

2.1.4 Expresién en coordenadas baricéntricas

Sea c; la i-ésima seccién de una curva A-spline, definida en el interior de un
tridngulo T;. Como mencionamos en la seccién anterior, la introduccién de
las coordenadas baricéntricas nos permitird encontrar una ecuacién general
simple para todas las curvas c;, cuya dependencia de los vértices P§, Pi, Pi
del tridngulo T; se “esconde” en la expresién del cambio de coordenadas
baricéntricas a coordenadas afines.

Sea ® la transformacién lineal de las coordenadas baricéntricas (u,v,w)
asociadas al tridngulo T; a las coordenadas afines (z,y), dada por,
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P, P, P u g
Py Py P v ] = 1|y (2.5)
1 1 1 w 1

donde P} = (P}, Pj,) con j =0,1,2.

Los vértices del tridngulo T; no son colineales, por consiguiente la ma-
triz A; del sistema (2.5) es no singular y la transformacion @ tiene inversa
®~!. Por otra parte, como ®~! es una transformacién afin, las coordenadas
baricéntricas de un punto p con relacién a los vértices del tridngulo 7;, coin-
ciden con las coordenadas baricéntricas de ®~'(p) con relacién a los puntos
®-1(Pi) = (1,0,0), @(Pf) = (0,1,0) y @~'(P5) = (0,0,0). En lo adelante,
nos referiremos al tridngulo con vértices pp = (0,0),p = (0,1) y p2 = (1,0)
como tridngulo candnico.

Pi

pi P, 00 v=0 (10

Figura 2.2: Paso de coordenadas reales a coordenadas baricéntricas

Sea gi(z,y) = 0 la ecuaci6n implicita de la curva algebraica c;, que define
la i-ésima seccién del A-spline S, donde g;(z,y) es un polinomio de grado n.
Del sistema (2.5), resulta que las coordenadas afines (z,y) se pueden expresar
linealmente en términos de la coordenadas baricéntricas (u,v,1—u—v), més
precisamente,

t = Piu+ PLv+Py(l—u—v):=z(u,v)
¥ = P(iyu+Pfyv+ 2iy(1 —?.L—"U) = y(u:v)
Por lo tanto, sustituyendo en la ecuacién g;(z,y) = 0, obtenemos la

ecuacién implicita de ¢;, en coordenadas baricéntricas respecto a los vértices
del tridngulo T;,
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9i(z,9) = gi(z(u, v), y(u,v)) := fi(u,v) =0 (2.6)

Si p es un punto situado sobre la curva algebraica g;(z,y) = 0, entonces
@~!(p) es un punto situado sobre la curva algebraica f;(u,v) = 0 (resultante
de hacer el correspondiente cambio de coordenadas) y como ®~! es una trans-
formacién lineal, las curvas g;(z,y) = 0y fi(u,v) = 0 son del mismo grado.

2.1.5 Representacion de Bézier en coordenadas bari-
céntricas

Una forma de obtener la representacién de Bézier de una curva algebraica
escrita en coordenadas baricéntricas es a través de una de las superficies més
populares en el 4rea de CAGD, los parches triangulares de Bézier [Far93]. En
el Anexo A de este trabajo incluimos una breve descripcién de los mismos,
que permite al lector completar todos los detalles.

La curva algebraica f;(u,v) = 0 se puede considerar como una curva de
nivel de un parche triangular de Bézier no paramétrico, a saber, como la
curva de nivel z = 0 del parche triangular (A.3). Por lo tanto, haciendo uso
de la expresién de los polinomios de Bernstein llegamos a la forma de Bézier
de una curva algebraica dada en coordenadas baricéntricas,

n n—j

filu,v) = ZZ ck,m kgl R
per e k = J)!
o ﬂ‘—] . .
= > > e Pk M1 —u—v)"*  (2.7)
7=0 k=0

donde Agj = Ck,jn—k—j-

2.1.6 Familia de curvas algebraicas definidas en el in-
terior de un triangulo

En la literatura, es usual organizar los coeficientes aj; de la expresién (2.7)
en un arreglo triangular como el que se muestra en la figura (2.3) para el
caso de las ciibicas, es decir tomando n = 3.
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Figura 2.3: Coeficientes de una ciibica escrita en coordenadas baricéntricas

El siguiente resultado debido a [Baj99a)] es muy importante, pues nos
garantiza que bajo ciertas condiciones en los coeficientes de la representacion
de Bézier de una curva algebraica, existe una familia de tales curvas con
“buenas” propiedades en el interior del tridngulo canénico.

Lema 2.1 Sea fi(u,v) = 0 la ecuacidn implicita (2.7) en forma de Bézier
de una curva algebraica de grado n dada en coordenadas baricéntricas. Si
eriste l € Z con 0 <l < n tal que,

agj = 0 para k=0,.,n—3j j=0,.,l-1
ak; <0 para k=0,.,n—j j=l+1,.,n
D k=0 ko > 0

:;gakj<0 para algin j con k<j<n

entonces,

i) Para todo f tal que 0 < B < 1 la recta u = B(1 — v) que pasa por
el punto py, interseca a la curva fi(u,v) = 0 una sdla vez (contando
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multiplicidades) en el interior del tridngulo candnico. Esto equivale a
decir que la curva es coneza en el interior del tridngulo.

i) La curva fi(u,v) = 0 es no singular en el interior del tridngulo candnico.

La demostracién de este lema se puede encontrar en el Anexo B y en
[Baj99a)].

Lema 2.2 Sea f;(u,v) = 0 la ecuacidn implicita (2.7) en forma de Bézier
de una curva algebraica de grado n, dada en coordenadas baricéntricas. Su-
pongamos que ademds de las hipdtesis del lema anterior se cumple que,

a; =0 para j=0,.,1 y a1 <0

entonces la curva fi(u,v) = 0 pasa por el punto py y es tangente a la
recta w = 0 con multiplicidad | + 1. Ademds, para 0 < v < 1 no eziste otra
interseccion entre la curva y la recta u = 0. Similarmente, si,

On—jj = 0 para j=0,.,1 y On—(1+1),0+1 < 0

entonces la curva fi(u,v) = 0 pasa por el punto ps y es tangente a la recta
1—u—v=0 con multiplicidad l + 1. Ademds, para u,v > 0 no eziste otra
interseccidn entre la curva y la recta 1 —u —v =0.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en [Baj99a)].

2.2 Superficies algebraicas

2.2.1 Definiciones

Definicién 2.11 Una superficie algebraica de grado n en R® es el conjunto

{(:C’yrz) E]Ralf(:c,y,z) = 0}

donde f es un polinomio irreducible de grado n con coeficientes reales cijy,

fay)= ) cuc'y’s

i+j+k<n
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Definicién 2.12 Una superficie paramétrica de grado n es el conjunto

(@92 eB|z=1&Y 968 A,

“w(st) T wis) C T (st
donde f,g,h y w son polinomios de grado n con coeficientes reales, tales que
med(f(s, 1), (s, 1), h(s, 1), w(s, 1)) = L.

También en el caso de las superficies se utiliza el concepto de grado
geométrico.

Definicién 2.13 El grado geométrico de una superficie es el nimero de in-
tersecciones entre la superficie y una recta, contando los puntos de inter-
seccion con coordenadas reales o complejas y las intersecciones mailtiples.

A diferencia de las curvas paramétricas planas donde el grado geométrico
coincide con el grado, una superficie paramétrica de grado n que no tenga
puntos base tiene grado geométrico n®. En efecto, si sustituimos las expre-
siones racionales de z,y y z en la ecuacién implicita de una recta arbitraria
en el espacio a;7 + by + ¢z + dy = 0, axz + boy + c22 + dy = 0 llegamos a
que el maximo niimero de intersecciones entre la superficie y una recta, co-
incide con el maximo niimero de intersecciones entre dos curvas algebraicas
de grado 7, que segtin el teorema de Bezout es n®. No es dificil probar que si
la superficie algebraica tuviese r puntos base, entonces su grado geométrico
serfa n® — .

Por otro lado, una superficie algebraica implicita de grado n también
tiene grado geométrico n. En efecto, si sustituimos la ecuacién paramétrica
de la recta en la ecuacién implicita de la superficie, resulta que el nimero de
intersecciones coincide con el niimero de raices de un polinomio univariado
del mismo grado que la superficie.

Por lo tanto, el grado geométrico de una superficie paramétrica de grado
n, es el cuadrado del grado geométrico de una superficie implicita del mismo
grado. Esto ha sugerido a muchos autores la conveniencia de utilizar supefi-
cies definidas implicitamente para resolver problemas de modelacién geomé-
trica, ya que la eficiencia computacional de cualquier operacién que se realice
con la superficie depende en gran medida de su grado geométrico. Por ejem-
plo, la interseccién de dos superficies de grado geométrico n puede ser una
curva de grado geométrico n? y ésta a su vez puede poseer hasta n* puntos
singulares.
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Definicién 2.14 Un punto py = (%o, Yo, 20) sobre la superficie f se dice que
es un punto singular si el vector V f(po) es el vector nulo. En otro caso, se
dice que py es un punto regular. Una superficie que posea al menos un punto
singular se dice que es singular.

Para los puntos regulares de una superficie podemos definir de forma
tinica la direccién normal a la superficie.

Definicién 2.15 Sea py = (o, yo, 20) un punto sobre la superficie algebraica
f(z,y,2) = 0. La direccidn normal a la superficie en el punto py es el vector

Vf(.’b‘, Y, z)(pﬂ)/“Vf(w:y:z)(pO)”'

Si la superﬁcie algebraica estd dada en forma paramétrica r(s,t) : {z =
z(s,t), y = y(s,t), 2 = 2(s,t)} entonces la direccién normal en el punto py =
(.’L‘(So, to) y(Su, tg) (So, to)) es el vector ng := T‘,(So, to) XTt (80, to)/"'r,(b‘o, to) X
r4(50, to)||, donde 75 = (5, Ys, 25) ¥ Tt = (Tt, Yt 2¢)-

Ahora ya estamos en condiciones de definir el plano tangente a una su-
perficie en un punto situado sobre la misma.

Definicién 2.16 Sea po un punto sobre la superficie algebraica f(z,y,z) =0
y ng la normal a la superficie en py. El plano tangente a la superficie en el
punto py es el plano que pasa por py con direccidn normal igual a ny.

Si ng = (ng0,My0,Mz0) €s la normal a la superficie f en el punto py =
(Zo, Yo, 20), entonces la ecuacién implicita del plano tangente a f en py estd
dada por,

Nz0(T — Zo) + nyo(y — Yo) + Nz0(2 — 20) = 0
Nétese que el vector normal a la superficie f en un punto py, y en conse-
cuencia el plano tangente en ese punto, estdn univocamente definidos siempre
que ny no sea el vector nulo, es decir siempre que pp no sea un punto singular
de la superficie.

Para obtener la ecuacién paramétrica del plano tangente, basta con tener
en cuenta que éste es generado por los vectores r, y ;. Més precisamente, el
plano tangente a la superficie r(s, ) en el punto py estd dado por,

z(u,v) T
y(u,v) | =1 vo | +7e(Do)u+re(po)v (2.8)
#(u,v) 20
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2.2.2 Continuidad geométrica

En el capitulo 5 de este trabajo vamos a mostrar cémo resolver un problema
de interpolacién en el espacio, utilizando superficies definidas por pedazos,
donde cada seccién es una superficie algebraica. Esto nos lleva a la siguiente
definicién.

Definicién 2.17 Una superficie A-spline de grado n es una superficie con-
tinua, definida por pedazos, donde cada pedazo es una superficie algebraica
de grado n. Los pedazos que definen la superficie se conocen como parches.

En el capitulo 5 vamos a construir una superficie A-spline “triangular”,
es decir una superficie donde cada uno de los parches interpola los vértices
de un tridngulo en el espacio. Las curvas que definen la frontera de cada
parche se conocen en la literatura como “malla de alambre” (wireframe) de
la superficie o curvas de la frontera . Por otra parte, para resolver problemas
de modelacién geométrica se necesitan con frecuencia superficies “suaves”.
Esto nos conduce también al concepto de G* continuidad de la interseccién
entre dos superficies, que como veremos a continuacién se reduce en iltima
instancia a la G* continuidad de las curvas planas que pasan por cada uno
de los puntos de interseccién de las dos superficies.

Definicién 2.18 Sean f : f(z,y,2) =0y g : g(z,y,2) = 0 dos superficies
algebraicas y p € R® un punto situado sobre la curva interseccidn entre f y
g. Se dice que f y g se unen con continuidad geoméirica de orden k en el
punto p, si para todo plano I1 que interseca transversalmente en p tanto a
f como a g, se cumple que la multiplicidad de la interseccién en el punto p
entre las curvas f NII y gN1I es evactamente k.

Nétese que de acuerdo con la definicién previa la continuidad geométrica
de la interseccién de dos superficies se reduce a la continuidad geométrica de
la interseccién de curvas planas.

Supongamos que las superficies f y g se intersecan en la curva plana ¢
y que comparten el mismo plano tangente para todo punto p situado sobre
c. Entonces es evidente que para todo plano Il que pasa por p y corta
transversalmente a f y g en ese punto, se cumple que las curvas fNILy gNII
poseen la misma recta tangente en el punto p. Por lo tanto, las superficies f
y g se intersecan con G' continuidad a lo largo de la curva c.

Esto nos conduce a la siguiente definicién de G* continuidad para una
superficie A-spline.



24 CAPITULO 2. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

Definicién 2.19 Una superficie A-spline S se dice que es G' continua si
para todo punto p sobre la superficie se tiene que S y el plano tangente a S
son funciones continuas en p.

De acuerdo con la definicién anterior para que una superficie A-spline
no singular sea G* continua, basta con verificar que el plano tangente varia
continuamente a lo largo de las curvas de la frontera de cada parche.




Capitulo 3

Ajuste del contorno de una
imagen digital por medio de un
A-spline cénico

3.1 Introduccion

El problema de aproximar un conjunto de puntos por medio de una curva“suave”
ha sido extensivamente tratado en la literatura, basta con citar la siguiente
lista de articulos, que s6lo representa una pequefia muestra de los existentes:
[Baj94], [Baj99a)], [Book79], [Gan94], [Oden93], [Pav83], [Ray94], [Sam82],
[Spa96], [Shum90]. Las curvas que mds comtinmente se utilizan para resolver
este problema son las paramétricas [Gan94], [Oden93], [Spa96], [Lozo83] y
entre ellas las curvas splines paramétricas. Esto se debe a las ventajas ge-
nerales que tiene el empleo de curvas paramétricas, entre las cuales vale la
pena destacar el hecho de que resulta més sencillo aislar un segmento conexo
de las mismas, ademds de que son muy faciles de graficar. Sin embargo, para
ajustar un conjunto de datos por medio de una curva paramétrica es nece-
sario introducir primero una parametrizacién de los datos, es decir asignar,
de manera artificial, a cada punto de los datos un valor del pardmetro que
describir4 la curva. Por lo tanto aqui surge el problema de cémo escoger una
parametrizacién adecuada, o en otras palabras de cémo depende la calidad
del ajuste de tal seleccién. Por otra parte, una vez que se ha escogido la
parametrizacién, y una base para representar la curva spline, los coeficientes
de la curva escrita como combinacién lineal de la base se calculan todos a la

25
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vez, resolviendo un sistema de ecuaciones lineales, cuya dimensién depende
linealmente de la cantidad de datos. En este caso, si algtin dato varia en-
tonces tendriamos que volver a calcular algunas de las secciones del spline
paramétrico.

En los dltimos afios han comenzado a aparecer soluciones al problema
de ajuste de datos utilizando curvas splines algebraicas (A-splines) definidas
implicitamente [Baj99a)], [Baj99b)], [Baj94], [Tau91]. En comparacién con
los splines paramétricos, las curvas A-spline nos permiten un mayor control
local, pues una vez que se imponen las condiciones de G* continuidad, el resto
de los pardmetros libres de cada seccién de la curva A-spline s6lo depende
de los datos contenidos en el tridngulo de control de ese segmento.

En este capitulo vamos comparar algunas de las técnicas existentes para
ajustar, por medio de una curva A-spline, los puntos que describen el con-
torno de una imagen digital. Nuestro objetivo es proponer un algoritmo para
resolver este problema, mds efectivo que los reportados en la literatura, en el
caso especifico en que los datos provienen de una imagen digital.

Miés precisamente, vamos a comparar algunos métodos conocidos para
determinar los nodos de una curva spline. Adicionalmente vamos a proponer
un metodo sencillo para localizar, a partir de un conjunto discreto de datos,
la posicién de un punto de inflexién de la curva con que se ajustardn los
mismos. También estudiaremos cémo calcular la tangente en cada nodo del
spline, un subproblema interesante cuando los datos son las coordenadas de
los pixeles que describen el contorno de una imagen, y en consecuencia apare-
cen con frecuencia configuraciones de tipo “escalera”. Por tltimo, queremos
llamar la atencién acerca de la importancia de la seleccién de una buena
aproximacién de la distancia de un punto a una cénica, pues ello influye de
manera importante en la calidad del ajuste que se logra en el interior de cada
tridngulo.

3.2 Preliminares

Como vimos en el Capitulo 2, un A-spline es una curva continua, definida
por tramos, donde cada seccién ¢; i = 1,...,n es una curva algebraica. En
este capitulo vamos a construir en particular un A-spline cénico, es decir una
curva A-spline donde cada segmento c; es una curva algebraica de grado 2
(cénica), definida en el interior de un tridngulo 7;. Denotemos por P, P}, Pi
los vértices del tridngulo T;. M4s adelante veremos c6mo se escogen los
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B

Figura 3.1: Dos secciones consecutivas de un A-spline cénico

puntos P y Pj que son datos del problema, es decir pertenecen al contorno
de la imagen digital. Ademds explicaremos c6mo se calculan las direcciones
tangentes en esos puntos. El vértice P} es el punto de interseccién de las
tangentes definidas en Pf y Pj.

En lo adelante vamos a imponer que cada curva c; interpole los puntos
Pi y P}y las direcciones tangentes prefijadas en esos puntos. Por otra parte,
para garantizar que la curva A-spline S sea continua, debemos exigir que
Pi = Pi*!' parai=1,..n — 1 y adicionalmente que P} = Fy, si quisiéramos
construir una curva cerrada.

Como ya mencionamos anteriormente, los puntos P} i = 2,...,n se lla-
man nodos del A-spline y los vértices de los tridngulos T; ¢ = 1,...,n, en
cuyo interior est4 definida cada seccién de la curva A-spline, forman el lla-
mado poligono de control. Por otro lado, para lograr que S sea una curva G
continua debemos exigir que los puntos P}, Pi y Pit' i =1,..,n— 1 sean
colineales.

Resumiendo, los pasos principales del algoritmo para construir el A-spline
c6nico que ajusta los puntos que representan el contorno de la imagen digital
son los siguientes:

Algoritmo ASPLFIT

e 1) Determinar los nodos o puntos de ruptura del A-spline.
e 2) Calcular la direccién tangente en cada nodo.

e 3) Determinar el poligono de control del A-spline.

e 4) Ajustar los datos en el interior de cada tridngulo por medio de una
cénica.
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e 5) Graficar la curva A-spline.

Siguiendo cada uno de los pasos del algoritmo ASPLFIT, que describi-
mos con detalle en el resto del capitulo, se puede probar directamente que el
niimero mdximo de operaciones que requiere este método es O(m?), donde
m representa la cantidad de puntos del contorno. Sin embargo, es impor-
tante sefialar que aunque el niimero de operaciones es proporcional a m?, la
constante de proporcionalidad es del tipo 1/a donde « es un niimero entero
grande.

3.3 Calculo de los nodos del A-spline

En la literatura se pueden encontrar varios métodos para calcular los no-
dos de una curva spline, definida paramétrica o implicitamente. En esta
seccién mencionaremos algunos de ellos y vamos a determinar cudl es el mas
apropiado, cuando se trata de construir una curva A-spline que aproxima el
contorno de una imagen digital.

En [Baj94], Bajaj propone un algoritmo para seleccionar los nodos de una
curva A-spline, teniendo en cuenta las normales a los segmentos de la poli-
gonal que une los datos. Para ello considera un poligono regular de k lados,
circunscrito al circulo unitario y numera consecutivamente las direcciones
normales a cada lado del poligono, con los enteros entre 1 y k. La idea
consiste en comparar la normal al segmento que une dos puntos consecutivos
del contorno, con cada una de las k direcciones normales a los lados del
poligono regular. Méds precisamente, al segmento que une dos puntos del
contorno se le asigna el valor i, con 1 < i < k, si el producto escalar entre la
normal al segmento y las normales a los lados del poligono regular, alcanza
un méximo para el i-ésimo lado poligono. De esta manera, los segmentos
que unen dos puntos consecutivos del contorno y que tienen asignado el
mismo valor ¢ forman un conjunto, y los puntos extremos de cada conjunto
serdn los nodos que estamos buscando. Noétese que la sucesién de nodos
que nos proporciona este método no depende de cudl es el punto inicial
del contorno que estamos analizando. Sin embargo, de acuerdo con nuestra
experiencia, este método no funciona correctamente cuando los puntos del
contorno son pixeles, pues en tal caso aparecen con frecuencia en el contorno,
poligonales en forma de “escalera”. En consecuencia, los grupos que define
el algoritmo estdn constituidos por muy pocos puntos y por el contrario
demasiados puntos resultan escogidos como nodos.
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Figura 3.2: Seleccién de los nodos. Izquierda: usando una méscara. Centro:
discretizando las direcciones normales. Derecha: construyendo una poligonal.

Otro método para seleccionar los nodos de una curva spline es el pro-
puesto por Odesanya en [Oden93], que a su vez es una versién mejorada del
algoritmo propuesto inicialmente por Lozoover y Preiss en [Lozo83]. Este
método determina los nodos utilizando una ventana de tolerancia o méscara.
Inicialmente se coloca la méscara en el primer punto del contorno, haciendo
coincidir la recta que divide a la mitad el ancho de la mascara con la recta que
pasa por el primer y el tercer punto del contorno. En cada paso, la méscara
se extiende hasta el siguiente punto del contorno y el proceso se repite hasta
que alguno de los puntos intermedios se salga de la mdscara. Cuando esto
sucede, se toma como nodo el pentltimo punto considerado del contorno. A
diferencia del método propuesto por Bajaj, este algoritmo tiene la desventaja
de que la sucesién de nodos que se obtiene depende de cudl sea el punto inicial
donde se coloca la méscara. En [Oden93], los autores proponen utilizar cada
punto del contorno como punto inicial de la méscara y a continuacién cons-
truir el spline (paramétrico) que interpola los nodos obtenidos. Finalmente
seleccionan el spline “6ptimo”, calculando una aproximacién de la distancia
euclideana de los puntos del contorno a cada uno de los splines construidos y
escogiendo aquel para el cual se alcanza la minima distancia. En la préctica,
este tltimo procedimiento puede ser muy costoso cuando la cantidad de datos
es grande, lo cual ocurre en el caso de imédgenes digitales. En este trabajo
no aparece ningin comentario acerca de cudl es el ancho “6ptimo” de la
méscara, aunque obviamente, en la medida que el ancho de la méscara crece,
disminuye el nimero de nodos que nos proporciona el algoritmo.
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En [Ray94| se propone un método para comprimir el contorno de una
imagen digital que se basa en la construccién de una aproximacién poli-
gonal del contorno. La idea del método consiste en tratar que cada recta
de la poligonal tenga la mayor longitud posible, y que a su vez el error
de aproximacién no crezca. Partiendo de un punto arbitrario P; sobre el
contorno de la imagen, la estrategia consiste en construir la recta ry; que
pasa por P, y Pj con j > i+ 1 e ir incrementando j mientras la funcién
F; := L;—Ej; crezca, donde L; denota la longitud del segmento P;P;, mientras
E; denota la suma de los cuadrados de las distancias de todos los puntos
intermedios a la recta r;;. Este algoritmo se puede utilizar para seleccionar
los nodos de la curva spline, simplemente tomando como nodos los vértices
de la poligonal que ajusta el contorno. Segin los autores, respecto a otros
algoritmos similares, este método tiene la ventaja de que funciona de forma
totalmente automdtica, porque no depende de un pardmetro que controla cudl
es el mdximo error que se desea. De acuerdo con nuestros experimentos, este
método no siempre da buenos resultados, sobre todo cuando el contorno que
se desea aproximar posee regiones donde los detalles son muy importantes,
mientras que en otras la curva es muy suave (como sucede por ejemplo con el
contorno de una cabeza humana). En tales casos, cualquier tipo de control
global del error falla, pues conduce a que se pierdan los detalles o por el
contrario a que se incluyan demasiados puntos en la aproximacién poligonal.

De acuerdo con el andlisis previo, podemos concluir que los nodos de la
curva spline se pueden tomar como los vértices de una poligonal que aproxi-
me el contorno de la imagen. El método para determinar esta poligonal debe
permitirnos controlar el maximo error permitido. Seguin nuestra experien-
cia, el método propuesto en [Oden93] es el que da mejores resultados, si se
selecciona adecuadamente un ancho de méscara que ignore el ruido de los
datos, pero preserve los detalles importantes del contorno. Por ejemplo, en
la reconstruccién de los contornos de la cabeza humana que se muestra en
la seccién de ejemplos, los nodos se seleccionaron utilizando una mdscara de
ancho 5 pixeles para todas las secciones transversales, con excepcién de las
que representan las orejas, en las cuales el ancho de méscara adecuado resultd
ser de 3 pixeles. Por otra parte, nuestros experimentos nos permiten afirmar
que, desde el punto de vista de la calidad del ajuste obtenido, resulta innece-
sario y ademés extremadamente costoso, calcular para todas las sucesiones
de nodos posibles el correspondiente spline cénico de ajuste y seleccionar en-
tre todos ellos el “6ptimo”. Esto se puede evitar si para resolver el problema
de ajuste (3.4) se utiliza una buena aproximacién de la distancia Euclideana
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Figura 3.3: El punto qj., es el nuevo nodo y punto de inflexién de la curva
A-spline.

de un punto a un cénica.

Como las cénicas no poseen puntos de inflexién, cualquier punto de in-
flexién del A-spline tiene que ser un nodo. En consecuencia, adicionalmente
al método escogido para seleccionar los nodos del spline, es necesario disponer
de un algoritmo, que a partir de los puntos que describen el contorno de la
imagen, sea capaz de escoger aquellos que serdn puntos de inflexién de la
curva A-spline. Este algoritmo debe ser muy econémico desde el punto de
vista computacional, pues la cantidad de puntos que describen el contorno y
que en consecuencia se deben analizar es muy grande.

Supongamos que Pi y Pi son vértices consecutivos de la poligonal que
aproxima el contorno de la imagen digital. Entonces vamos a introducir
un nuevo vértice entre ellos, si la cantidad de puntos que se encuentran del
mismo lado de la recta [; : l;(z,7) = 0, que pasa por los puntos F{ y Pj, es
menor o igual que el 80% de los datos contenidos entre ambos puntos. Més
precisamente, sean ¢,j = 1,...,n; los puntos del contorno situados entre 2
y P; y denotemos por

i ={d}| L(g)l(diy) <0 6 L(gh)h(g;-,) <0}

el conjunto de los puntos donde cambia el signo de la evaluacién en la ecuacién
de la recta ;. Entonces, tomaremos como punto de inflexién de la curva A-
spline (y en consecuencia como nodo) el punto q;., tal que,

||q} - P,';le = mm{||q; — P,i,“z, q;'. = ]_"‘.}

donde Pi es el punto medio del segmento PiP; (vea la figura 3.3).

En resumen, vamos a tomar como nodos de la curva A-spline S los puntos
obtenidos por el algoritmo descrito en [Oden93] més los puntos seleccionados
como puntos de inflexién de la curva.
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3.4 Definicién de la tangente en cada nodo

Una vez que hemos determinado los puntos de ruptura o nodos del A-spline,
necesitamos calcular la recta tangente en cada nodo, pues los vértices del
i-ésimo tridngulo del poligono de control son dos nodos consecutivos Piy B}
y el punto de interseccién P}, de las tangentes definidas en cada nodo.

Para determinar la tangente que vamos a prefijar en cada nodo, Bajaj
et al proponen en [Baj94] calcular la parsbola que interpola cada nodo y
sus vecinos més préximos por la izquierda y por la derecha. En tal caso se
asigna como tangente en el nodo, la tangente a la pardbola en ese punto.
Adicionalmente, nosotros probamos también la posibilidad de tomar como
tangente, la recta tangente al polinomio de grado 4 que interpola el nodo y
sus dos vecinos més préximos a cada lado. Ninguno de estos dos métodos
da buenos resultados cuando los puntos provienen de una imagen digital.
Esto se debe a que tales datos poseen mucho ruido Yy en consecuencia las
aproximaciones de la tangente que se obtienen a partir de considerar unos
pocos vecinos del nodo en cuestién, resultan muy imprecisas, como se muestra
en la figura 3.4. Por otro lado, es bien conocido que la diferenciacién numérica
basada en el uso de los polinomios de interpolacién, es un proceso inestable
[Con80], de modo que atin cuando los datos iniciales fuesen precisos, los
valores aproximados de las derivadas no suelen ser igualmente precisos.

Por todo lo anterior, vamos a proponer a continuacién otro método para
determinar la tangente en cada nodo. Recordemos que q;'-, J=1,...,n; son los
puntos del contorno situados en el i-ésimo tridngulo del poligono de control
del A-spline. Sea A; = {qf;‘“ o fa1y o ey = N A conjunto.de
lo§ “vpcinos” de Pi. Para simplificar la notacién, vamos a denotar por p; =
(a:;,y;) con j = 1,...,m;, los puntos del conjunto A;. Supongamos ahora
que cada punto p; estd asociado al pardmetro t% que representa la longitud
acumulativa de la cuerda,

|
1=
t;.'-l-l > t; ¢ ”p;'-f-l "P§'||2a .7 = 1: wey My — 1

Nétese que P§ = pf. = (i.,yi.) con j* = [%=1*!], Entonces nos interesa
calcular la recta paramétrica r(t) = (z(t), y(t)),

z(t) = ai(t — ti.) + =i,
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que pasa por el punto Pi y que mejor ajusta, en el sentido minimo
cuadrado, los puntos del conjunto A;. Mds precisamente, los pardmetros
libres a; y as de la recta r(t) se calculan resolviendo los siguientes problemas
de minimos cuadrados lineales,

mﬂin Z w; ())? (3.1)

j=1

I?,,},nz w? ) (3.2)

J'_

donde los pesos w; estdn dados por w} = 1/||pi — phallaj = 1,...,mu, j #
Jtwpe =1,

Obsérvese que los pesos seleccionados son mayores para los puntos mds
cercanos al nodo, de modo que la recta de ajuste no sélo estd obligada a
pasar por el nodo, sino que también ajusta mejor los puntos mds préximos a

éste. Es facil verificar que la solucién de los problemas (3.1) y (3.2) es,

ay = Zw?(:z:; — 2 (8 = 1)/ E'wf(t; —th)? (3.3)
E=Zw2(y3—:u, /Zw th —th.)?

respectivamente. Por lo tanto, vamos a tomar [a}, a3] como vector tangente
en el nodo P{.

En la figura 3.4 se muestra la recta tangente en un nodo, obtenida uti-
lizando los diferentes métodos que hemos mencionado. Como se puede apre-
ciar, los datos (marcados con .) tienen forma de “escalera” y las aproxima-
ciones de la tangente que se basan en el uso de algiin polinomio de interpo-
lacién, no reflejan el comportamiento de los datos en una vecindad del nodo.
Lo contrario sucede con la recta que pasa por el nodo y ajusta a sus vecinos
en el sentido minimo cuadrado.

Finalmente, es importante destacar que si P es un punto de inflexién,
entonces en ocasiones es necesario corregir ligeramente la direccién de la
tangente que hemos propuesto, con el objetivo de garantizar que la mayor
cantidad posible de los puntos del contorno estén incluidos en algin tridngulo.
En ese caso vamos a tomar como tangente en el nodo, la recta que pasa por
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Figura 3.4: Tangente obtenida usando: 1. Recta de ajuste, 2. Pardbola de
interpolacién, 3. Polinomio de interpolacién de grado 4

el punto P y por un punto g; con j # j*, que se encuentra entre Pi~! y
Pyt'. A su vez (vea la figura 3.5), el punto g; se selecciona maximizando el
dngulo entre los segmentos,

e Pig; 'y P\ P, para qj-‘l a la “izquierda” de P,

» Figi y Py Py, para g} a la “derecha” de P

2

Figura 3.5: Correcci6n de la tangente en un punto de inflexién: 1. Recta de
ajuste, 2. Recta tangente corregida
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3.5 Ajuste de datos por medio de una cénica

Una vez que se ha construido el poligono de control, nos resta por determinar
cada segmento de curva ¢; que definird el A-spline en el interior del tridngulo
T; para i = 1,...,n. Como estamos interesados en aproximar el contorno de
una imagen, la curva c; se determinarg exigiendo que ajuste los puntos del
contorno que estén contenidos en el interior del tridngulo T;.

3.5.1 El problema general

En la literatura se puede encontrar una amplia variedad de métodos para
ajustar datos por medio de una cénica. Entre ellos podemos citar [Book79)],
[Baj99a)), [Sam82], [Gan94], [Pav83]. Dado un conjunto de n puntos g; en el
plano, la técnica clasica de ajuste consiste en determinar una cénica C que
minimice la distancia media cuadritica, es decir una solucién del problema,

min{%Zdz(qj, )} (3.4)

donde d(g;j, C) es la distancia Euclideana de ¢; a C.

Desafortunadamente, no es posible dar una expresién explicita para la
distancia Euclideana de un punto a una cénica. Por eso, para resolver el
problema (3.4) es necesario sustituir d(g;, C) por una aproximacién de la
distancia Euclideana del punto g; a la cénica C.

Sea f(z,y) un polinomio de grado 2 y supongamos que,

f(z,y) =0 (3.5)

es la ecuacién implicita de la cénica C.

Entonces la aproximacién mas comin para la distancia Euclideana de
g; a C es la llamada distancia algebraica dada por |f(g;)]- En términos de
la misma, el problema de hallar la cénica que mejor ajusta un conjunto de
datos, se convierte en,

min{% 3 () (3.6)
el

Esta tltima formulacién del problema es muy popular, pues la solucién de
(3.6) se traduce en resolver un sistema de ecuaciones lineales homogéneo en
los coeficientes de la cénica. Sin embargo, para evitar que la solucién de
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este sistema sea la trivial, es necesario introducir una restriccién adicional
al problema de minimos cuadrados. Algunos autores han propuesto restric-
ciones lineales o cuadréticas en los coeficientes. Por otra parte, dependiendo
del tipo de restricciones que se impongan, el método de ajuste puede tener
propiedades especiales. Por ejemplo, los algoritmos propuestos por Taubin
en [Tau91] y Bookstein en [Book79] son invariantes por transformaciones
afines. Pero es necesario tener en cuenta que cualquier restriccién adicional
que se imponga introduce un sesgo en la seleccién de la cénica de ajuste,
eliminando posibles canditados a la solucién éptima. Como veremos en la
préxima seccién, este tipo de problema no se presenta cuando se trata de
ajustar una cénica en el interior de cada tridngulo, pues en tal caso se puede
reescribir la cénica, de modo que la solucién trivial no sea una solucién
factible del problema.

En la préctica, la distancia algebraica sélo se puede considerar como una
buena aproximacién de la distancia Euclideana de un punto a una cénica, si
el punto en cuestién se encuentra muy préximo a la curva. Esto nos explica
por qué algunos autores han propuesto mejores aproximaciones, las cuales se
pueden calcular mediante una férmula cerrada [Tau94a)] o por medio de un
proceso iterativo [Pon92],[Her97], aunque sea al precio de perder la linealidad
del correspondiente problema de minimos cuadrados. En general, est4 claro
que mientras mds precisas son las aproximaciones a la distancia Euclideana,
resulta més caro computacionalmente calcular la mejor curva de ajuste. Pero
utilizar aproximaciones muy baratas, puede conducir a que el ajuste obtenido
sea pobre. De modo que se trata de buscar un buen compromiso entre ambos
aspectos. En ese sentido, nosotros proponemos utilizar como aproximacién
de la distancia Euclideana la férmula dada por Taubin en [Tau94a)],

(@)l
4% = )N (8.7

Finalmente, para concluir esta seccién vamos a mencionar la variante
paramétrica de solucién del problema de ajuste de cénicas [Spa96], [Gan94].
Como toda cénica se puede representar en forma paramétrica, el problema
de minimos cuadrados (3.4) se puede resolver asociando a cada punto con
un valor del pardmetro. Sin embargo, en tal caso el problema es de tipo no
lineal y su dimensién crece con la cantidad de puntos.
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3.5.2 Ajuste de una cénica en el interior de cada tridngulo

Recordemos que como cada una de las curvas que componen un A-spline
estd definida en el interior de un tridngulo, resulta conveniente introducir
el sistema de coordenadas baricéntricas que s6lo depende de los vértices del
tridngulo. En las nuevas coordenadas, la expresién implicita de una seccién c;
del A-spline es del mismo tipo que la de cualquier otro segmento c; y sélo se
diferencian en los coeficientes. En particular, tomando n = 2 en (2.7) resulta
que cualquier cénica c; se puede expresar en coordenadas baricéntricas y en
términos de los polinomios de Bernstein como,

2 2-j

Z Za}'cjukvj(l —u—-v)2Fi=0 (3.8)

3=0 k=0

donde hemos incluido en los coeficientes af; el factor grmtp—y de (2.7).
Lema 3.1 Toda cdnica c; de la familia,
¢t gi(u,v) = alpv® + alpu(l —u—v) =0 (3.9)

que se obtiene tomando ayy = ay = Gy = at, = 0 en (3.8) pasa por los
puntos Pi y Pi y es tangente en esos puntos a los lados correspondientes
del tridngulo T;. Si adicionalmente a},at, < 0, entonces existe un segmento
conezo de curva contenido en el tridngulo candnico que satisface las condi-
ciones de interpolacion previas.

Demostracién
La demostracién de este resultado es una consecuencia inmediata de los
Lemas 2.1 y 2.2 del Capitulo 2. ]

Como ai, # 0 entonces podemos multiplicar la ecuacién (3.9) por —1/ajy,
de modo que la familia de cénicas (3.9) se puede reescribir como,

¢t gi(u,v) = =  +wiu(l—u—v)=0 (3.10)

donde hemos denotado por wi el pardmetro libre —al,/afy.

Sean (u},v}) las coordenadas baricéntricas del punto ¢} contenido en el
tridngulo T} para i = 1,...,n;. Si aproximamos la distancia Euclideana de ¢}
a una cénica por la distancia algebraica, entonces el problema de minimos
cuadrados correspondiente estd dado por,
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: i 1 ¢ i
min {G(wl) = ;Zg?(uj,vj)} (3.11)
wi i 4=1

La solucién de este problema conduce a una ecuacién lineal en (w})? de
donde resulta que,

(wiyp = 2ot 50 =~ )
Ty, AT = — v})?

En la préctica, si los puntos qj- no est4n muy préximos a una conica,
o si estdn muy irregularmente distribuidos, entonces el pardmetro éptimo
obtenido mediante (3.12) da lugar a una cénica que esta lejos de la cénica que
mejor ajusta los datos en la distancia Euclideana. Este problema se presenta
con relativa frecuencia y por eso resulta muy importante seleccionar una
buena aproximacién de la distancia euclideana, que por otra parte sea poco
costosa de calcular. Una aplicacién interesante de este tipo puede encontrarse
en [Gue99], donde se utiliza una cénica para ajustar un conjunto de puntos
pertenecientes a una curva en forma de “L”. Tal curva se usa para seleccionar
el pardmetro de regularizacién, en la solucién de problemas discretos mal
planteados.

En el caso de datos provienentes de una imagen digital, que con fre-
cuencia tienen ruido y gran variabilidad, nosotros recomendamos utilizar la
aproximacién de la distancia Euclideana dada por (3.7). Si J; (z,y) =0esla
ecuacién implicita en coordenadas reales de la curva c;, entonces en términos
de la aproximacién (3.7) de la distancia Euclideana, el problema de minimos
cuadrados a resolver seria,

(3.12)

1 & (s, yl) } (319

" [VaEL I

g
=
——
2
&
|

Nétese que como

fi(:[:}’y;) = gi(u;av;“) Yy Vfi(xj’yj) = (%’:% + %%%%, %%%% + %%%) (‘LL;,‘U;)

entonces la funcién G(wi) se puede escribir en términos del pardmetro
libre wi y de las coordenadas baricéntricas (ul,v}) de los puntos gj. En este
caso, el problema de minimos cuadrados es no lineal en wi, con la restriccién
wi > 0. Pero como (3.7) es una mejor aproximacion de la distancia Eu-
clideana de un punto a una cénica que la distancia algebraica, entonces la




3.6. EXPERIMENTACION NUMERICA 39

cénica de ajuste correspondiende aproxima mejor el contorno de la imagen
digital.

3.6 Experimentaciéon numérica

El algoritmo descrito en este capitulo se probé aproximando los contornos
de imégenes de resonancia magnética nuclear, obtenidas a partir de la base
de datos de la Universidad de North Carolina, ftp.cs.unc.edu. Las imdgenes
corresponden a las secciones transversales de una cabeza humana. La figura
3.6 muestra el grafico de los A-splines c6nicos que aproximan el contorno de
25 imégenes y es la salida de un programa MATLAB (versién 5.3) que calcula
y grafica cada una de las curvas A-spline. Para graficar cada seccién c6nica
se utilizé la parametrizacién de Bernstein-Bézier de las curvas racionales
[Far93]. Como se sefialé previamente, para determinar los nodos del A-spline
se utilizé6 para todos los contornos, con excepcién de los que describen las
orejas, una méscara de ancho 5 pixeles. En el caso de las orejas el ancho
de méscara utilizado fue de 3 pixeles. Cada una de las cénicas que ajusta
los datos en el interior de un tridngulo se calculd resolviendo el problema
de minimos cuadrados no lineal (3.13), aproximando la distancia Euclideana
mediante (3.7).
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Figura 3.6: Approximacién de las secciones transversales de una cabeza hu-
mana por medio de A-splines cénicos




Capitulo 4

Diseno libre con curvas
A-spline cubicas

4.1 Introducciéon

Las curvas A-spline no sélo se pueden utilizar para ajustar datos, también
suelen ser un instrumento muy efectivo cuando se trata de disefiar libremente
el contorno de algtin objeto plano, o la curva directriz de una superficie de
revolucién. En este tipo de disefio, frecuentemente se tiene un conjunto
de puntos “claves” para dibujar el contorno y se desea construir una curva
“suave” que pase por los esos puntos, o sea que satisfaga ciertas condiciones
de interpolacién. En otros casos, los puntos fijos, no son exactamente datos
del problema, pero le sirven al disefiador como gufa o “esqueleto” de la curva
que se desea obtener.

En una buena parte de los problemas, basta con exigir que la tangente a
la curva spline varfe continuamente a lo largo de ella, es decir que la curva
sea G! continua. Sin embargo, en algunos problemas précticos es necesario
exigir adicionalmente que la curva obtenida sea G? continua. Esto sucede
por ejemplo, cuando se trata de disefiar la curva generatriz de las superfi-
cies de revolucién que modelan las llamadas estructuras de cdscara [Her73].
Estas son estructuras tridimensionales cuyo espesor se puede considerar des-
preciable, tales como carrocerfas, cimentaciones laminares de revolucién o
depésitos laminares elevados. Para evitar la ruptura de tales estructuras de-
bido a tensiones internas que se producen por desbalance de ciertas fuerzas,
es imprescindible exigir que la curva generatriz posea adicionalmente cur-

41
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vatura continua en todos los puntos, es decir sea G? continua. Por otra
parte, muchas veces es necesario que la curva a modelar posea puntos de in-
flexién y en consecuencia puntos donde la curvatura sea cero. Esto no puede
lograrse si se emplea un spline c6nico, pues ninguna cénica no degenerada,
posee puntos con curvatura nula. Por todo lo anterior, en este capitulo vamos
a utilizar una familia de A-splines ciibicos G? continuos para el disefio libre.

En el primer capitulo mencionamos que el conjunto de las curvas alge-
braicas de grado mayor o igual que 3 es estrictamente mayor que el conjunto
de las curvas racionales paramétricas del mismo grado. En particular, las
curvas algebraicas cibicas poseen 1 grado de libertad més, el cual se puede
utilizar para un mejor control de su geometria.

Histéricamente, las primeras soluciones al problema de interpolar un con-
junto de puntos en el plano, con direcciones tangentes prefijadas, se basaron
en el uso de splines racionales paramétricos. En efecto, Farin demostré que es
posible construir un spline ciibico de Bézier G? continuo, que satisfaga todas
las condiciones de interpolacién impuestas. Sin embargo, ningin nodo de
este tipo de curva puede ser un punto de inflexién, de modo que el disefiador
no tiene control de la posicién de los puntos de inflexién. Por otra parte, una
de las estrategias usuales para controlar la forma de la curva, es permitir que
el disefiador escoja libremente la posicién de un punto adicional de interpo-
lacién, en el interior de cada seccién de la curva spline. Si esta condicién se le
impone al spline ctibico racional de Bézier (G* continuo), entonces todos los
pardmetros libres quedan determinados de forma tinica, por lo cual resulta
imposible tener un mayor control de la geometria de la curva.

Otra solucién al problema planteado, que se basa en el uso de splines
paramétricos, es el llamado spline cibico directo [Far93]. Este tipo de cur-
vas splines G? continuas, interpola los puntos y tangentes prefijadas, pero
no posee grados de libertad adicionales que puedan utilizarse como asas
geométricas. Adicionalmente de Boor et al [Boor87] y Farin [Far93] han
construido un spline ciibico de Bézier G? continuo que interpola un conjunto
de puntos y tangentes dadas y adicionalmente valores prefijados de la cur-
vatura en esos puntos. En este caso no es posible interpolar ademds un punto
en el interior de cada segmento, ni tampoco se dispone de grados de libertad
adicionales que nos permitan modificar la forma de algin segmento de la
curva. Por otro lado, para un problema de disefio libre, resulta poco natural
suponer que el disefiador puede dar valores para la curvatura en los nodos.

El uso de las curvas A-splines para resolver problemas de interpolacién
es mucho mds reciente, vea [Baj99a)] y las referencias de este trabajo. Como
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mencionamos anteriormente, esto se puede explicar debido a dos factores fun-
damentales. En primer lugar, porque las curvas algebraicas pueden poseer
varias ramas y singularidades, lo cual es poco deseable cuando se trata de
utilizarlas para el disefio. Por otra parte, durante mucho tiempo no se
disponia de algoritmos eficientes para graficarlas. Afortunadamente, hoy en
dia muchas de estas dificultades han sido superadas y esto ha constribuido
a que muchos autores comiencen a valorar las ventajas de las curvas alge-
braicas y la posibilidad de utilizarlas para resolver problemas que usualmente
s6lo se atacaban con curvas paramétricas. Por ejemplo, en varios articulos
pioneros Bajaj [Baj94], Patterson y Paluzsny [Pal93],[Pal94] mostraron c6mo
construir una curva spline “pegando adecuadamente” segmentos de curvas
de una familia de curvas algebraicas cibicas y no singulares, que ademds sélo
poseen una rama en la regién de interés. Ademds, en esos trabajos se propo-
nen algoritmos robustos y eficientes para graficar curvas ciibicas implicitas.

Un antecedente importante de las curvas que presentamos en este capitulo,
es sin lugar a dudas la familia de A-splines ciibicos G? continua introducida
por Patterson y Paluszny en [Pal98]. En este trabajo, sin embargo, los datos
a interpolar no son totalmente arbitrarios, ya que cada pareja de puntos y
direcciones tangentes impone ciertas restricciones a la posicién de los datos
siguientes. En un articulo posterior y muy reciente [Pal99] los mismos autores
muestran cémo contruir una familia méds poderosa de curvas A-spline ctibicas
G? continuas, que no tiene las limitaciones anteriormente citadas. En este
caso, los pardmetros libres se utilizan directamente como asas geométricas
para controlar la forma de la curva. Adicionalmente, las curvas de esta familia
son capaces de interpolar valores prefijados de la curvatura en los nodos, un
punto en el interior de cada segmento y la tangente a la curva en ese punto.

La familia de curvas A-spline ctibicas G? continuas que se presenta en
este capitulo, no es tan general como la introducida en [Pal99], que permite
adicionalmente prefijar los valores de la curvatura en los nodos y la tan-
gente en el punto de interpolacién situado en el interior de cada seccién. Sin
embargo, nuestra familia dispone de un conjunto de asas geométricas que
permiten controlar con mucha efectividad la simetria de cada segmento de
la curva, ademés que hacen factible introducir deformaciones en una seccién,
afectando exclusivamente a los segmentos vecinos, de modo que el resto de la
curva conserva su forma. Por otra parte, para muchos problemas précticos lo
més importante es que la curva resultante sea G? continua y no cuél es valor
especifico de la curvatura en los puntos de interpolacién, més atin si se tiene
en cuenta que variaciones relativamente grandes en los valores prefijados de
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la curvatura en los nodos, no se traducen en modificaciones apreciables en la
forma de la seccién de curva correspondiente.

4.2 A-spline cubico default

4.2.1 Consideraciones preliminares

El problema que queremos resolver en este capitulo es el siguiente. Dado un
conjunto de n puntos en cada uno de los cuales se ha prescrito una direccién
tangente, queremos construir una curva A-spline cibica que pase por los
puntos con las tangentes prefijadas. En lo adelante nos referiremos a estas
condiciones diciendo que el A-spline interpola los puntos y tangentes.

Para construir el A-spline S vamos a comenzar definiendo un poligono
asociado al mismo, al cual llamaremos poligono de control, tomando
prestada la terminologia que se utiliza para este fin en el caso de las cur-
vas de Bézier [Far93]. El poligono estd formado por dos de los lados de una
serie de tridngulos consecutivos, donde cada tridngulo posee un vértice en
comin con cada uno de sus dos vecinos. Mds precisamente, denotemos por
P§, P}, Pi los vértices del i-ésimo tridngulo T;. Los puntos P§ y Pi son datos
consecutivos del problema, mientras que P§ es el punto de interseccién de las
tangentes prefijadas en P} y Pj.

Denotemos por ¢; la i-ésima seccién ciibica de S, que se definird en el
interior del tridngulo T;, exigiendo que interpole los puntos P{ y P} y las
direcciones tangentes prefijadas en esos puntos. Para garantizar que S sea
una curva continua debemos exigir entonces que P§ = Pit! parai =1,..n—1.
Si quisiéramos construir una curva cerrada debiamos exigir adicionalmente
que Py = Fj.

Por otro lado, estd claro que para que la tangente varie continuamente a
lo largo de toda la curva, es decir para que S sea G' continua, es necesario
que los puntos P, Pi, Pi*! sean colineales para i = 1,...n, (asumiendo que
P! = Pl en el caso de curvas cerradas).

A continuacién damos una breve descripcién del algoritmo ASPLINT2D,
que desarrollamos en el resto del capitulo, y que nos permite construir una
curva A-spline G? continua que interpola un conjunto de puntos en el plano
y las correspondientes direcciones tangentes.
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Algoritmo ASPLINT2D

e 1) Construir el poligono de control de la curva A-spline a partir de los
puntos de interpolacién y las direcciones tangentes prefijadas en esos
puntos.

e 2) Calcular y graficar el A-spline cibico default que interpola el bari-
centro de cada tridngulo definido por el poligono de control.

e 3) Mientras el disefiador desee:

— 3.1) Seleccionar un tridngulo 1.

— 3.2) Introducir la modificacién deseada en la i-ésima seccién del
A-spline.

— 3.3) Recalcular y graficar los segmentos i — 1,4 e i+1 del A-spline.

Analizando cada uno de los pasos del algoritmo ASPLFIT2D, es ficil
probar que el nimero maximo de operaciones que requiere este método es
O(n) + O(m), donde n representa la cantidad de puntos de interpolacién y
m el niimero de modificaciones que realiza el disefiador a partir del A-spline
default que interpola los baricentros de cada tridngulo.

4.2.2 Una familia de cibicas convexas, conexas y no
singulares

En el capitulo 2 mencionamos que como cada curva que compone un A-spline
est4 definida en el interior de un tridngulo, resulta conveniente introducir un
nuevo sistema de coordenadas que sélo depende de los vértices del tridngulo:
las coordenadas baricéntricas. Esto tiene la ventaja de que la expresién
implicita de una seccién ¢; del A-spline es lo més sencilla posible y es del
mismo tipo que la de cualquier otro segmento c; y sélo se diferencian en los
coeficientes. En particular, tomando n = 3 en (2.7) obtenemos que toda
ctibica ¢; se puede expresar en coordenadas baricéntricas y en términos de
los polinomios de Bernstein como,

3 3

33 autvi(l—u—0)*FT =0 (4.1)

3=0 k=0

donde hemos incluido en los coeficientes a}; el factor gr2e—y de (2.7).
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En los trabajos de M. Paluszny y R. Patterson [Pal92], [Pal93] y en el
trabajo posterior de C. Bajaj [Baj99a)], se muestra que es posible construir
una familia de curvas A-spline ciibicas que satisfacen las condiciones que se
enumeran en el siguiente lema.

Lema 4.1 Toda curva cibica c; de la familia,

¢t filu,v) = —v®+ajou(l —u—v)?+abgu?(l — u —v) + aiw?(l — u— v)
+ abuv(l —u— v) + alyuv? = 0 (4.2)
que se obtiene tomando afy = afy = ah, = ah =0 y ahy = —1 en (4.1),

pasa por los puntos P} y Pi y es tangente en esos puntos a los lados co-
rrespondientes del tmangulo T;. Adicionalmente, si aly,aby > 0 y ambos

no son similtaneamente cero y afy,ai, < 0 y tampoco se anulan ambos

similtaneamente (vea figura 2.8), entonces c; es una curva convera, coneza
y no singular en el interior del tridngulo T;.

La demostracién de este lema, que presentamos en el anexo B, se basa en
la demostracién del lema 2.1 para curvas algebraicas de grado n, con n > 2,
que se puede encontrar en [Baj99a)] y también en el Anexo B.

Supongamos que los coeficientes del A-spline se escogen de manera que
se satisfacen las hipétesis del Lema 4.1. Entonces para obtener una curva G2
continua basta con exigir que la curvatura del A-spline sea continua en los
puntos donde se unen dos secciones consecutivas, es decir en los vértices P}
y P} de cada tridngulo T}, i = 1,.

Lema 4.2 [Pal92], [Baj99a)] Sea k§ la curvatura de c; en el punto Pi y ki
la curvatura en Pi. Entonces,

(4.3)
donde

o oo
g =|IFi-Pil, gi=|Pi-Pill y Ai=ydet(lo £ f;)’

es el drea de T;.
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La demostracién completa de este resultado se puede encontrar [Pal92].
En el Anexo B se pueden encontrar también las ideas fundamentales de la
demostracién, sin incluir todos los detalles.

A partir de la expresién (4.3) obtenida en el Lema 4.2 podemos concluir
que la condicién de G? continuidad del A-spline,

kol =k i=1,..,n—1

es equivalente a exigir que los coeficientes u;;j satisfagan el sistema de
ecuaciones no lineales,

|“gl| A_:‘+1 - |a§?2[ A_i
lazs'| (907)®  laiol (92)°
En la siguiente seccién veremos cémo es posible evitar la solucién de este

sistema no lineal, si se introduce una “base” conveniente para representar
cada secci6n del A-spline.

i=1,.,n—1 (4.4)

4.2.3 Célculo de una base para la i-ésima seccién

El objetivo de este epigrafe es buscar una nueva representacién de cada
seccién ¢; del A-spline, de modo que la condicién de G? continuidad (4.4)
se transforme en una condicién lineal en los coeficientes de la curva. Para
obtener la representacién deseada es necesario tener en cuenta que, desde
el punto de vista geométrico, cada seccién ¢; del A-spline, definida en el
tridngulo T} con vértices PiP} y Pj, puede tener uno de los siguientes com-
portamiento extremos:

e Pegarse al lado PP},
e Pegarse al lado P}Pj.
e Pegarse simultdneamente a PiP} y P{Pj.

La idea consiste entonces en generar 3 curvas ctibicas de la familia (4.2),
escritas en coordenadas baricéntricas, cada una de las cuales corresponda
a uno de los posibles comportamientos anteriores en el tridngulo canénico.
Una vez obtenidas estas curvas “extremas”, cualquier otra curva cibica de
la misma familia, pudiera pensarse como una combinacién convexa de las
curvas “extremas”.
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Denotemos por C0 la cibica de la familia (4.2) que se pegar4 al lade P} P;.
Similarmente, sea Cj la ctibica que se aproximars al lado PiP} tanto como se
desee y finalmente, denotemos por Ci la ctibica que se pega simultdneamente
& PYPly PPy Con el propésito de garantizar que en la curva ¢;, no se anulen
los coeﬁc1entes aly y aby que aparecen en el denominador de las expresiones
(4.3) para la curvatura en los puntos extremos, vamos a incluir en las 3 curvas
Ci, Ct y C3, los términos alqu(l —u—v)? y abyu?(1 —u—v) y adicionalmente
el término —v®. De este modo garantizamos que cualquier curva ¢; que se
obtenga como combinacién convexa de Ci, Ci y Ci contenga los 3 términos
mencionados.

Por otra parte, si queremos que la curva Cj se pegue PiP;, debemos exigir
que su curvatura en el punto P se anule, lo cual equlva,le segun (4.3) a pedir
que ai, = 0. Luego, la curva C'O pertence a la familia,

Ci: —v®+algu(l —u—v)?+aigu?(l —u—v) +
abv?(1 —u—v) + bl uv(l—u—v) =0 (4.5)
De manera similar, si queremos que la curva Ci se pegue al segmento

PP}, debemos exigir que su curvatura en el punto P} sea cero, lo cual se
logra tomando a, = 0. Por lo tanto, la curva C} es un miembro de la familia,

Cy: —vd+alpu(l —u—v)?+aiyu?(l —u—v) +
alyuv? + diuv(l—u—v) =0 (4.6)
Finalmente, para garantizar que la curva C} se aproxime simultdneamente
a FjP} y P{P;j, basta con exigir que su curvatura en los dos puntos P y P}
se anule. Esto se logra si tomamos af, = a}, = 0, de modo que la curva C!
pertenece a la familia,

Ct: —v¥+abpu(l —u—v)? + aigu?(l — u —v) +
+ai uv(l—u—v) =0 (4.7)

Nétese que como el punto p, es la imagen de P} por el cambio de coor-
denadas reales a coordenadas baricéntricas, en estas tiltimas coordenadas
la curva C§ se aproxima al segmento p;p; y tiene curvatura cero en ps.
Reciprocamente, como p, es la imagen de P al realizar el cambio de coorde-
nadas reales a coordenadas baricéntricas, la curva Cf, escrita en coordenadas
baricéntricas, se aproxima al segmento pyp; y tiene curvatura cero en py.
Esto se puede observar claramente en la figura 4.1
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P,
cl c
q
3 B,

Figura 4.1: Cibicas en el tridngulo canénico

Lema 4.3 Sean (u;,v;) las coordenadas baricéntricas de un punto Q; situado
en el interior del tridngulo T; y

v}

u,-(l = U= 'U,-)z, u?(l =g ’U,;)

a'io =
Entonces para todo K > 0,

i) Una cibica C} de la familia (4.5) con,

_ Ko} = v (Ko} + uv; + uf — u;)
ui(l—u;—v)2 M ud(1 — u; — v;)?

i
Qo =

pasa por el punto Q; y es conezra, conveza y no singular en el interior
del tridangulo T;.

i) Una cibica C} de la familia (4.7) con,

v

_u.-(l — U; — Ui)

¥ =
=

interpola el punto Q; y es coneza, conveza y no singular en el interior
del tridngulo T;.

iii) Una cibica C§ de la familia (4.6) con,

i K'U? i U?(K'Uiz““i)

1g =

u,-2 = ’U?(l — U; — 'U,f)

pasa por el punto Q; y es conexa, conveza y no singular en el interior
del tridngulo T;.
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Demostracién

Vamos a indicar solamente cémo se prueba i), pues los otros dos casos
son muy similares. Sustituyendo en (4.5) las expresiones de c‘v,m,a,m,a,{,2 y
11 ¥ las coordenadas (u;,v;) del punto Q;, es fécil verificar que C§(Q;) = 0.
Por otro lado, nétese que si Q; estd en el interior del tridngulo T}, entonces
aly, aby > 0, mientras que agy < 0 para todo K > 0y a;9 = 0. Luego del lema
4.1, podemos concluir que C} es una curva convexa, conexa y no singular en

el interior del tridngulo T;.
|

Es facil probar que en la medida en que K crece la curva C} tiende a la
curva (1 — u — v)(uv — v;u)v = 0, que es el producto de 3 rectas, la base y
el lado pip. del tridngulo candnico y la recta que pasa por py y por el punto
de interpolacién. En otras palabras, entre todas las curvas que satisfacen
las condiciones de interpolacién impuestas, la curva C§ se aproxima lo més
posible al lado p;p; del tridngulo canénico, que corresponde al segmento PP}
del tridngulo en las coordenadas reales. Similarmente, se puede verificar
de forma inmediata que cuando K — oc la curva Ci converge a la curva
uv(uv +v; — viu — v) = 0, que es el producto de 3 rectas, la base y el lado
popy del tridngulo candnico y la recta que pasa por p; y por el punto de
interpolacién, es decir C} se aproxima a la curva que més se pega al lado
P} Pj, entre todas las que satisfacen las condiciones de interpolacién.

Sin embargo, para K suficientemente grande, las variaciones en su valor
no se aprecian desde el punto de vista geométrico en la forma de la curva
correspondiente. Por eso en la préctica se toma K = 100 y abusando de la
notacién vamos a denotar otra vez las curvas correspondientes a este valor
por C} y Cs.

Una vez que hemos construido las curvas ciibicas G}, Ct y C} que descri-
ben los posibles comportamientos “extremos” en el interior del tridngulo T,
en lo adelante consideraremos sélo curvas de la familia (4.2) que se escriban
como una combinacién lineal convexa de las curvas Ci,Ci y Ci y que en
consecuencia satisfagan todas las condiciones de interpolacién impuestas,

C,'(U, 'U) = 7‘303(% 'U) P TiC{. ('U's U) L T;Cé(u: 'U) i=1.,n (4'8)

donde

ro+ri+ry=1 (4.9)
020, 120, 1320
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Sustituyendo en e;(u,v), las expresiones (4.5),(4.7),(4.6) de las curvas
i Ci y Ci respectivamente, obtenemos,

c(u,v) = —v® +aigu(l —u— )%+ abyu?(l — u — w) + roapv? (L — u — )
+rialuv? + (ridt; +rial, +rici)uv(l —u—v) =0 (4.10)
Nétese que como C}, Ci y C§ son curvas conexas, convexas y no singulares

en el interior del tné.ngulo T,, entonces cualquier combinacién convexa de
ellas también satisface estas propiedades. Por otro lado, las curvas C'(',,C'1
y Ci interpolan el punto @; prefijado en el interior de T;. En consecuencia,
cualquier curva c;, obtenida como combinacién convexa de ellas también pasa
por el punto @;.

En lo adelante, los pardmetros libres ri, 7t y 7 se utilizardn con dos ob-
jetivos principales. En primer lugar, para garantizar la G* continuidad del
A-spline. Ademés estos pardmetros se pueden usar como asas geométricas
que nos permitirdn controlar la forma de cada segmento c¢; del A-spline. En
ese sentido, Gbservese que como la curva C} tiene curvatura cero en los puntos
Pi y Pi, entonces cualquier curva de la famlha, (4.8) con coeficiente 7} cre-
ciente tiende a pegarse simult4neamente a los lados P{P} y PiPj del trléngulo
T:.. Por el contrario, si el coeficiente de C} decrece y los coeficientes de Cf y
Ci se igualan, entonces la curva resultante se aleja simultdéneamente de am-
bos lados del tridngulo T; en forma de pico. Finalmente, si se incrementa el
coeficiente de C (respectlva.mente el de Ci), entonces se obtiene una curva
menos simétrica, que se aproxima al lado PiP} (respectivamente a PiPY).
Por lo tanto, a través de los coeficientes de la combma.mén convexa (4.8) se
puede controlar la forma de cada segmento del A-spline de manera similar
a como hacen Paluszny et al en [Pal98] usando los llamados pardmetros de
tension.

4.2.4 G? continuidad del A-spline

En esta seccién vamos a mostrar que efectivamente, en términos de las nuevas
incégnitas ¥, ri y i, la condicién de G? continuidad del A-spline se convierte
en un sistema de ecuaciones lineales. En efecto, de acuerdo con (4.4) para
lograr la continuidad de la curvatura del A-spline, en el nodo Pj = F3*,
donde se unen dos secciones consecutivas de la familia (4.10) debemos exigir
que,
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ggf_)_z A; = ritt 01142' Ain (411)
ai (95) 0%31 (g‘“)3

Sustituyendo en (4.11) las expresiones de ay, alg, ai’ y ah' en términos

de las coordenadas w;,v; del punto de interpolacién, p odemos reescribir la
condicién de G? continuidad como,

A

. A
i 1 s+1(1 — Uiy — '“!'+1)Eq,-+—1)3
0

TG s = T2
(98)”

Nétese que ahora las condiciones de G? continuidad del A-spline dan lugar
a un sistema de ecuaciones lineales en términos de los coeficientes r" de la
combinacién lineal convexa. Si ademés consideramos las ecuacmnes (4.9),
entonces tenemos que para construir un A-spline G? continuo es necesario
resolver el siguiente sistema subdeterminado de ecuaciones lineales (2 n -1
ecuaciones, 3n incégnitas) con restricciones de signo en las 1nc6gmtas

oyr — Birst! = i=lan=1
{ r0+r1+r2—1 f=1.,n (4.13)

(4.12)

donde
.Y _ Ajr
o; = (95)3 = (1 - Uiy1.— ’U,‘+1) '(—gaTl)—:," (414)

Puesto que el sistema lineal (4.13) tiene la solucién no trivial,

ri=ri=0, =l i=1un (4.15)

el problema posee en efecto infinitas soluciones.

Observaciones

1. Si los vertices P} y P/t de dos tridngulos consecutivos se encuentran
en lados diferentes de la recta que pasa por P}y Pi*!, como muestra
la figura 4.2 entonces el A-spline est4 forzado a poseer un punto de
inflexién en el segmento formado por las curvas ¢; y cjy1. Pero ambas
secciones son curvas convexas. Por lo tanto, el dnico posible punto
de inflexién es el nodo Pi = Pit'. Para lograr que la curvatura de
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Figura 4.2: Necesidad de introducir un punto de inflexién

¢; sea cero en el punto Pi basta con tomar 7§ = 0, pues Cf y Cj
tienen curvatura cero en ese punto. Similarmente, si tomamos r3"' =0
entonces resulta que la curva ¢, tiene curvatura cero en el punto
Pi*!, ya que lo mismo sucede para las curvas Cgt' y Ci*'. Nétese
que la condicién de G? continuidad en un punto de inflexién se puede
expresar también mediante la ecuacién (4.13), si en lugar de calcular

a; y B; como en (4.14), asignamos o5 =1y i =—1.

2. Si el A-spline es una curva cerrada, entonces debemos considerar adi-

cionalmente la siguiente ecuacién, que corresponde a la condicién de
G? continuidad en el punto P} = Fy,

A A
T — =1yl —u — 1)1)—1

(95)° (98)°
3. En lo adelante nos referiremos al A-spline cuyos coeficientes rf estdn
dados por (4.15) como el A-spline default para el poligono de control

dado. Esta curva tiene curvatura cero en todos los nodos y en ese
sentido es una curva simétrica.

4. El hecho de que el A-spline asociado a un poligono de control no sea

{inico puede considerarse como una ventaja, ya que nos permite utilizar
los grados de libertad disponibles, como asas geométricas para controlar
de manera natural la forma de cada seccién de la curva.
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4.3 Construccién de un A-spline etibico no
default

En la prictica, una vez que el disefiador ha definido el poligono de control
de la curva A-spline, podemos pensar en el A-spline default S como una
primera aproximacién a la curva deseada por éste. A partir del mismo, se
puede entonces seleccionar un tridngulo cualquiera y modificar la seccién
correspondiente del A-spline. Por supuesto, este proceso se puede repetir e
ir cambiando en cada paso una nueva seccién hasta llegar a la curva que se
desea.

4.3.1 Maximas deformaciones

La curva A-spline default es una curva simétrica, por cuanto posee curvatura
cero en todos los nodos. Supongamos ahora que el disefiador desea modi-
ficar la i-ésima seccién del A-spline para obtener una curva més asimétrica,
variando lo menos posible el resto de las secciones. Como sefialamos anterior-
mente, esto se puede lograr maximizando el coeficiente 4 o 7i en (4.8) para
obtener la (tinica) curva que més se aproxima al lado PiP! o PiPi respecti-
vamente. También es posible obtener una curva simétrica variando lo menos
posible el resto de los segmentos del A-spline. Por ejemplo, para obtener la
(tinica) curva que més se despega simult4neamente de PiP} y PiPj, basta
con minimizar el coeficiente r{, manteniendo 74 = .

Desafortunadamente, si cambiamos la curvatura en el punto P} o en Pi,
entonces es necesario modificar también las curvaturas en Pi~! y Pi*! para
presevar la G? continuidad del A-spline, de modo que ademds de la i-ésima
seccion, se afectardn las secciones i—1 e i+1, mientras que el resto del A-spline
no sufre cambios. Por lo tanto, sélo es necesario recalcular los coeficientes
T:71 Y Taparaj=14—1,i,i+1.

Empujando la i-ésima seccién hacia PP}

Sea Sl; un A-spline ciibico que coincide con el A-spline default S ex-
cepto en los tridngulos T;_,,T; y T;.,, donde se desea obtener una curva més
asimétrica, empujando ¢; hacia el lado P{P;{. Denotemos por 7,7, los
coeficientes de la j-ésima, seccién del A-spline §l.~. Como la j-ésima seccion de
Sl; y S coinciden para j # i—1,i,i+ 1 entonces, 7 = o, W=y R=r]
para j#i—1,4,5+1.
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Por otro lado, para preservar la G? continuidad en los vértices Poi'1
Pit!, debemos exigir que 75 ' = 75" y 75! = rit!. Los restantes coeficientes

deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

f ’f.‘g—-l._'_ _l_rl 1
T0+T1+T2=1

'1+1_|_‘~z+1 1-— z+1

a,_lrol ﬁ=_1r2—0

_ oy — Byt =0

[ 20, =0, 220 j=i—-144i+1

(4.16)

Supongamos ahora que ni P§ ni P} son puntos de inflexién del A-spline,
esde(:1rque—*>0y -y Z=L > 0.

Para obtener una curva que se pegue al lado PiP} es necesario maximizar
el coeficiente de Ca y minimizar el coeficiente de 02 en (4. 8) Por lo tanto,
vamos a asignar 75 = 0, de donde resulta que 75 ' = 0y 7} ' =1 — T 1,
teniendo en cuenta que ;-1 # 0y Bi—1 # 0. En consecuencia el sistema de
ecuaciones lineales (4.16) se reduce a,

m+ﬁ—1
;T — Biratt =
“1+1+'~1+1_1_1.:+1
#>0, A20, B>0 j=i-1,,i+1

Las infinitas soluciones de este sistema se pueden reescribir en términos
del coeficiente 7 que queremos maximizar. En efecto,

5 . : o ; i 7]
'1:11=1_:,:‘(l] ',f.;+1 """l ,,*::1+1_1_T6+1__11-:6
/31 i
Entre todas las soluciones vamos a escoger el mayor 7 tal que 73,7,
y 7+ se mantengan en el intervalo [0,1]. Nétese que para it dado, la

ecuacién 7t = 1 — gt — 47 describe un haz de rectas (en la,s variables 7
y 7it1), que pasan por el punto (75,7") = (0,1 — r‘“) Las rectas de este
haz dependen del valor que tenga la pendiente — ﬁ , que en todos los casos
es negativa. En particular, la recta que pasa por los puntos (0,1 — rgt!) y
(1,0) tiene pendiente —(1 — r¢t'). Por lo tanto, si la pendiente — %t de la
recta que estamos considerando es mayor que —(1 — r§™") entonces 75 puede
alcanzar el méximo valor factible 1, sin que 7' se salga del intervalo [0, 1].

i+1
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Figura 4.3: Haz de rectas para determinar los pardmetros libres del A-spline
del caso Izquierdo

De lo contrario, el méximo valor que puede tomar 7} es el que corresponde
al punto de interseccién de las rectas Fit! = 1 — rit! — 5Ty Fitl =0 (vea
la Figura 4.3).

En resumen, debemos considerar dos posibilidades dentro de este caso, al
cual nos referiremos como caso izquierdo,

Caso izquierdo

1.51 % ﬁ i <] — ‘“ entonces asignamos ro = 1,. En consecuencia, 7} = 0,
Bl = gy Fitl = 1 %4 > 0.

2. S' %i >1- rf,"'l, entonces asignamos 7 = ét(l —r5t1) < 1y se cumple
queF =1-&(1—rft) >0, =1-rity ?}“ 0.

Empujando la i-ésima seccién hacia P}Pj

Sea g?‘,- un A-spline ciibico que coincide con el A-spline default S ex-
cepto para los tridngulos T;_;,7; and T;4,. Supongamos ahora que en el
i-ésimo tridngulo se desea modificar el segmento ¢; para obtener una curva
menos simétrica, que se pegue lo més posible al lado PiP}. Como sefialamos
anteriormente, esto se puede lograr maximizando el coeficiente de C} y mini-
mizando el coeficiente de Cj. Por eso vamos a tomar 7 = 0, de donde resulta
que el sistema (4.16) que nos garantiza la G* continuidad del A-spline, se re-
duce en este caso a,
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r -1 _+_?.~i—1 —1- ri-1
'r1 + Ty =
"1+1 =1 i+1
ﬁ ai_xro ' = Bi- 1T§ =0 (4.17)
"“H-l =0

| 7 >0, ®>0, 7'220, j=i—-1,4,i+1

Tomando como variable libre de este sistema el coeficiente 75 que quere-
mos maximizar llegamos a que,

ﬂi-l F,

: ; x Bi—1 2
‘Fi:l_;;tz mi=l "1 ~3—1 A

T Fl=1—rl-

’ Qi1 1 4 Q-1
Al igual que el Caso Izquierdo vamos a tomar entre las p051bles solucmnes
aquella que nos proporciona el mayor s para. el cual 7,7 y 71! estdn en
el intervalo [0, 1]. Para i~ dado la ecuacién 7! = 1—ri~! — £i=L7 describe
un haz de rectas que pasan por el punto (7'2,7'1 ) = (0,1 —r5"). En este

haz, las rectas dependen del valor de la pendiente —Pl‘—‘ (negativa) de modo

que en particular, la recta que pasa por los puntos (O 1 — 75 y (1,0) tiene
pendiente —(1 — r5™1). Luego si la pendiente de una recta del haz es mayor
que —(1 — 75! entonces 7% puede alcanzar el maximo valor 1, manteniendo
'r'1 !en el 1ntervalo [0,1]. De lo contrario, el maximo valor que puede tomar
7% es la abcisa del punto de interseccién de las rectas 7 =1 — 2‘ i?‘z
y 7o' = 0 (vea la Figura 4.4).

En resumen, en este caso, debemos tener en cuenta dos alternativas,

Caso Derecho

1. Si g:_' < 1—ri, entonces podemos tomar 7 = 1, y de aqui resulta

B=0,7 —E:”iyrll 1—rit— ﬂ‘" >0
2. Si ﬁ:_‘ >1=713 ,entonces se puede tomar 7 = g:::( <1,y
obtenemos il =0, A l=1—rf1 y f=1-5=2(1-rj")>0.

Puntos de inflexién

Consideremos ahora el caso en que P o Pj son puntos de inflexién del

A-spline. Si P es un punto de inflexién, pero Pj no lo es entonces podemos

suponer que "‘—‘_—‘l = -1 y > 0 (vea 1. en las Observaciones). En este
l. 1
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Figura 4.4: Haz de rectas para determinar los pardmetros libres del A-spline
del caso Derecho

caso es posible empujar la curva hacia el lado P{P} aunque no hacia P}Pj.
Procediendo de manera similar a los casos anteriores, es ficil probar que los
valores que se deben asignar a los coeficientes libres son los mismos que en el
caso Izquierdo 2. Por otro lado, si P} es un punto de inflexién y P§ no lo es,

entonces 3t = —1y %ﬁ > 0, de manera que se puede empujar la curva hacia

P}Pj, asignéndole a los pardmetros libres los mismos valores que en el caso
Derecho 2, pero no es posible empujar la curva hacia el lado P} P}. Obsérvese
que si existe un punto de inflexién, las deformaciones admisibles acentdan la
presencia del mismo, como es de esperar. Si tanto P§ como P son puntos
de inflexién del A-spline, entonces no es posible modificar el A-spline default
original, lo cual es bastante natural ya que el A-spline default tiene curvatura
cero en ambos puntos!

Supongamos ahora que el disefiador quisiera modificar la i-ésima seccién
del A-spline default, para obtener una curva simétrica que se pegue simul-
tdneamente lo més posible a los lados P{P} y PiPj del tridngulo, o por
el contrario que se aleje simultdneamente de ambos lados. A continuacién
veremos que también es posible lograr este tipo de efecto geométrico, si se
escogen convenientemente los coeficientes de las curvas C§, Ci y Ci.

Empujando la i-ésima seccién hacia ambos lados

Sea, §3,r un A-spline ctibico que coincide con el spline default S excepto
en los tridngulos T;_,,T; y Ti41, pues sabemos que al modificar la i-ésima
seccién del A-spline, se afectan inevitablemente las secciones i — 1 e 7 + 1.
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Para lograr que la seccién ¢; se pegue simultdéneamente a los lados P3P} y
P{P; del tridngulo T;, debemos anular los coeficientes 75 y 75 de las curvas
Ci y C} y en consecuencia hacer 7. = 1. Por otro lado, para preservar la
G? coutmuldad del A-spline en los vértices Pi~! y Pit! vamos a exigir que
il = ri-l y 7itl = pi*l En consecuencia, los resta.ntes coeficientes deben
satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

"1'_ + 71 '_ =1- 'ré'l

""1+1 + "1+1 1 = ,ri'l'l

0!:—17' 0 ﬂ:—%’"z =0
Ofi"'o ﬁ‘—-,.{.

Ahora, como a;_1, ﬂ, 1, v Bi, son diferentes de 0, de la condicién 7§ =

7 = 0 resulta que 75 * —ﬁ+1=0yp0rlotantor11-1-r2 y 7l =
1—ritl.

Resumiendo, para lograr el efecto deseado en este caso debemos tomar,

i—1 __ ~i-1 i—1 ~i—1 _ i-1 = .-
0 -‘—0, Tl‘ 1-—1_17'2 ,' '!'2 —Tz 3 TD-—I T2—0
R=1 B =t mU=1-n =0

Alejando la i-ésima seccién de ambos lados

Sea, §§,~ un A-spline ciibico que coincide con el A-spline default S en todas
sus secciones, excepto en los tridngulos T;—;,T; y Ti41. Si ahora deseamos
que el segmento ¢; del A-spline se aleje lo més posible de los lados P3P} y
PiP} del tridngulo T, entonces debemos xgua.lar los coeficientes de C} y C}
y minimizar el coeficiente de C{, es decir 71. De nuevo para preservar la G’2
continuidad en los vértices Pi~' y Pi+! vamos a imponer que 73 ' = rj "
y 7atl = ritl de modo que los restantes coeficientes deben satisfacer el

siguiente sistema de ecuaciones,

L +F§_1 =1- 'ri'l
M=1-7
Fitl +~1+1 1 — pitl
0!,_11'9 = ﬁ, 1Té =0
o s — Bttt =0

Teniendo en cuenta que 7y = 73, de las ecuaciones anteriores resulta que
1y 7it! se pueden expresar en términos del coeficiente 7} que queremos
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Figura 4.5: Haz de rectas para determinar los pardmetros libres del A-spline
que se aleja de los lados del tridngulo.

minimizar,
A= fELa-F), Y= eu-F)

La primera de estas ecuaciones corresponde a un haz de rectas que pasan
por el punto (F‘l,'ﬁ, 1) = (1,0) y tienen pendientes negativas —;*=. La
segunda, representa un haz de rectas que pasan por (ri,73™') = (1,0) con
pendientes —5‘-81- Por lo tanto, es necesario determinar el menor valor de

7 tal que 7, ' y 7o' estén simultdneamente en el intervalo [0,1]. Nétese

que si ambas pendientes son mayores que —1, entonces 7i puede alcanzar el

minimo valor factible, es decir 0, ya que Aty r(;‘ se mantienen en [0, 1]. De

lo contrario, el minimo valor para 7] estd dado por la méxima a.bc1sa. entre
-1

dos puntos: el punto de interseccién entre las rectas 75~ = 20“ Fek (] = )
=)

y 75 = 1 y el punto de interseccién entre las rectas 7 ""“ =5(1-7)y
75t =1 (vea la figura 4.5).

En resumen, los coeficientes del A-spline que se aleja lo mds posible de
ambos lados del tridngulo 7; deben tener los siguientes valores,

TR
, ﬁ|—
= _ 0 8t 2& <1l y -y <1
! max{l—Z;L:,l 2%}, en otro caso
i ,B—l o F P P . ; .
= Belaom, A=r=0-fa A= a-R)

2051
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; o . . - ﬁ‘-l
A= 1ot - Za-d), A =1t P
Como T} ro = rz, si alguno de los vértices Pi o Pj es un punto de inflexién,
entonces 7, = 75 = 0, y regresamos por lo ta.nto al A-spline default, es decir
en este caso no es posible alejarse de los lados del tridngulo T;.

4.3.2 Deformaciones graduales

A continuacion mostraremos que también es posible introducir deformaciones
graduales en la i-ésima seccién del A-spline default, simplemente haciendo
combinaciones lineales convexas de las curvas que describen las méximas de-
formaciones y que vimos en la seccién anterior. Teniendo en cuenta el com-
portamiento geométrico de las curvas previas, en lo adelante nos referiremos a
Sl; como la curva izquierda y a Sr. como la curva derecha. De manera similar
nos referiremos a la curva Ss; como agudae, mientras que Sd; se identificars,
como curva del tipo hombros.

Para modelar todas las posibles deformaciones graduales en el interior de
un tridngulo, basta con hacer combinaciones convexas de las curvas Sl;, Sr;
y Sd;, pues una curva aguda se puede obtener asigndndole un valor pequeiio
al coeficiente de Sd, y valores “grandes” e iguales para los coeficientes de
las curvas Sl; y Sri;. Como las curvas Sl;, Sr; y Sd; con G* continuas y
coinciden con el A-spline default en todos los tridngulos, excepto en T;_;,T;
y Ti41, entonces cualquier combinacién convexa de ellas cumple la mismas
propiedades. Por lo tanto, si se desea cambiar la iésima seccién del A-spline
default, introduciendo deformaciones graduales en el tridngulo T;, entonces
basta con considerar las curvas del tipo RySI; + R; Sd; + Ry Sr;, donde el
disefiador puede cambiar los coeficientes Ry, Ry, Ry de la combinacién lineal
convexa, hasta obtener una curva con la forma deseada. Obsérvese que en la
medida en que se incrementa el coeficiente Ry logramos el efecto de empujar
la i-ésima seccién del A-spline hacia la “izquierda” acercdndonos por tanto a
una curva del tipo izquierdo. Si por el contrario, se incrementa el coeficiente
Rs, entonces la i-ésima seccién del A-spline se pegard hacia la “derecha”
obteniendo una curva que se aproxima a la del tipo derecho. Finalmente,
si aumentamos el valor del coeficiente R;, entonces la i-ésima seccién del A-
spline tiende a pegarse a ambos lados del tridngulo T;, como las curvas del tipo
hombros, mientras que si incrementamos simultdneamente los coeficientes
Ry = Ry, entonces la seccién i-ésima de la curva A-spline tiende a separarse
de los lados del tridngulo, al igual que las curvas del tipo agudo.
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4.3.3 Cambio de posicién del punto de interpolacién.

En este epigrafe mostramos que también es posible modificar la forma de
una seccién cualquiera del A-spline, si cambiamos la posicién del punto de
interpolacién que se selecciona en el interior de un tridngulo escogido. Sea S
un A-spline ciibico dado y supongamos que se desea cambiar la posicién del
punto de interpolacién @); prefijado en el i-ésimo tridngulo. Al introducir una
modificacién en el tridngulo ¢, se afectardn también los tridngulos i—1 e i+1,
de modo que vamos a denotar por SI;, el A-spline ciibico cuyos coeficientes
?‘} coinciden con los de S en todos los tridngulos, excepto en los tridngulos
Tia, L ¥ T

Nétese que si cambiamos la posicién de @; entonces varfan las coorde-
nadas baricéntricas (u;,v;) de este punto, de modo que debemos actualizar
el pardmetro B;_;. Una vez introducido el nuevo punto de interpolacién, va-
mos a recalcular el segmento c; que corresponde a la solucién default para
el i-ésimo tridngulo (la cual puede modificarse posteriormente, de acuerdo al
interés del disefiador). Por lo tanto, asignamos como cero los coeficientes 7
y 7% de las curvas C} y Ci y en consecuencia 7t = 1. Por otra parte, para
preservar la G* continuidad del A-spline en los puntos Pi~' y Pi+!, vamos
a conservar los valores de los pardmetros r" y rit, amgnéndole el mismo
valor a los coeficientes correspondientes del A-spline SI; i, es decir tomamos
7y =15y 7" =" Elresto de los coeficientes 7% con I =i —1,i+ 1
deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones hneales,

“"H-l + "1-1-1 =] = r:‘)—}-l
1 -
az—lro - i 17'2 =0
CV,-TO ﬁtﬂﬂ-l =0

Como a,_l, Bi—1, 04 y B; son diferentes de cero de la cond1c1on R=fR=0

resulta que 7§ ' =75t = 0 y por lo tanto 71! = 1 — il y Fi+l =1 — gt

En resumen, los pardmetros del A—Spline ST ; estdn dados por,
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4.4 Graficacién de la curva A-spline

Las curvas cibicas no singulares no se pueden parametrizar racionalmente.
Por eso, inicialmente algunos autores propusieron graficar estas curvas in-
troduciendo parametrizaciones no racionales [Pat88]. Actualmente estos
métodos son poco utilizados, porque resultan costosos desde el punto de vista
computacional. En su lugar, han aparecido algoritmos mas eficientes para
graficar curvas algebraicas de grado arbitrario, entre los cuales se destacan
[Tau94b)] y [Chan88).

En [Pal94] se propone en particular un algoritmo muy eficiente para
graficar curvas ciibicas, definidas en el interior de un tridngulo y que sa-
tisfacen las condiciones de interpolacién que hemos mencionado. Las curvas
que se muestran en los ejemplos de la siguiente seccién fueron graficadas uti-
lizando este algoritmo, que parte de la expresién (4.2) de la curva f;(u,v) en
coordenadas baricéntricas. El algoritmo calcula las coordenadas baricéntricas
de los puntos de interseccién entre la curva y una malla triangular. Partiendo
de un punto P situado sobre la curva (vea la figura 4.6 tomada de [Pal94]),
el algoritmo se mueve sobre la malla (con un recorrido especifico) hasta en-
contrar dos vértices A = (ug,v) y B = (u1,v1) de la misma, tales que

fi(wo, vo) fi(ur,v1) < 0.

Todos los puntos situados sobre la recta que pasa por A y B, tienen
una coordenada baricéntrica en comiun. La otra coordenada baricéntrica
del punto R de intersecci6n entre la recta y la curva, se obtiene resolviendo
una ecuacién de tercer grado (la que resulta de sustituir la ecuacién de la
recta en la ecuacién de la ciibica). Este método es especialmente 1til cuando
todos los segmentos del A-spline tienen la misma ecuacién en coordenadas
baricéntricas, como sucede por ejemplo con el A-spline default, que interpola
el baricentro de cada tridngulo. En ese caso, s6lo es necesario calcular una
vez las coordenadas baricéntricas de los puntos sobre la curva. En efecto,
si (u,v,w) son las coordenadas baricéntricas de un punto sobre la curva,
entonces para obtener las coordenadas afines del punto correspondiente sobre
la curva definida en el i-ésimo tridngulo, basta con aplicar la transformacién
lineal de coordenadas (2.5).
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Figura 4.6: Algoritmo para graficar un segmento de ciibica

4.5 Ejemplos

En esta seccién mostramos algunos ejemplos que nos permiten comprobar
cémo el algoritmo propuesto en este capitulo nos ofrece una amplia gama de
posibilidades para el disefio de curvas suaves. Los ejemplos mostrados son
el resultado de las corridas de un programa en Lenguaje C++, elaborado
Dionne Leén y Eduardo Mesa, estudiantes de 4to afio de la Licenciatura
en Ciencias de la Computacién. El programa tiene cardcter interactivo y
ofrece facilidades al disefiador para dibujar los puntos y tangentes iniciales y
modificar la curva A-spline obtenida, hasta llegar a la solucién deseada.

Ejemplo 1

El objetivo de este ejemplo es probar el efecto que producen las mdximas
deformaciones que se describen en la seccién 4.3.1, sobre la forma de la curva
que define un segmento del A-spline. El poligono de control del A-spline
estd formado por sélo 3 tridngulos, y en este ejemplo se modifica el segmento
de curva que corresponde al tridngulo intermedio. Por supuesto, como se ha
explicado previamente, esto introduce también cambios en el primer tridngulo
y en el tercero.

En la Figura 4.7 (arriba) se exhiben los gréficos del A-spline default S,
(izquierda) y del spline S, (derecha) obtenido al alejar, de ambos lados del
tridngulo de control, la segunda seccién del A-spline default. Esta misma
Figura (abajo) muestra el grafico de la curva & (izquierda) que se obtiene
al empujar el segundo segmento del A-spline default hacia el lado PZP? y
también el gréfico de la curva A-spline S, (derecha) que se obtiene al empujar
el segundo segmento del A-spline default hacia el lado P2PZ.
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q i >

P 4 P

Figura 4.7: Méximas deformaciones de una seccién del A-spline

Ejemplo 2

La figura 4.8 muestra 3 curvas obtenidas para el mismo poligono de con-
trol, variando exclusivamente la posicién de varios puntos de interpolacién
del A-spline cubico default. Como se puede apreciar, la seleccién de un punto
arbitrario de interpolacién en el interior de cada tridngulo es una poderosa
herramienta para el diseiio libre.

Ejemplo 3

En este ejemplo se muestran 3 disefios diferentes realizados utilizando
A-splines ciibicos. En todos los casos la curva que se muestra es el A-spline
default, donde el disefiador ha escogido libremente la posicién del punto de
interpolacién.
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Figura 4.9: Objetos disefiados con el A-spline default para diferentes
poligonos de control




Capitulo 5

Interpolacién con Superficies
A-splines

5.1 Introduccion

Un problema que se presenta con frecuencia hoy en dia vinculado al disefio
geométrico computarizado es el siguiente. Dado un conjunto de puntos en
el espacio tridimensional Euclideano (3D) y una direccién normal asociada
a cada punto, construir una superficie “suave” que interpole estos datos, es
decir que pase por los puntos y cuya normal en cada uno de ellos sea pro-
porcional a la normal prefijada. Para especificar la topologia de la superficie
que se quiere disefiar, muchos métodos actuales presuponen que previamente
se ha construido una triangulacién de los datos, tal que la interseccién de
cualquier pareja de tridngulos es vacia, un punto de interpolacién, o un
lado comiin a dos tridngulos exclusivamente. De este modo, la unién de
los tridngulos define una superficie que puede considerarse como una aproxi-
macién lineal a la solucién del problema. Esta aproximacién es continua,
pero para la mayoria de los problemas précticos esto resulta insuficiente y
se requiere por lo menos de una superficie con plano tangente continuo en
todos los puntos (G* continua).

En la actualidad, la mayor parte de los problemas de interpolacién de
datos en el espacio se resuelven utilizando superficies spline definidas para-
métricamente (sobre todo de tipo racional) como las superficies de Bézier,
los parches de Coons y las superficies B-spline [Boehm84], [Boor78], [Far86].
En comparacién, la representacién implicita ha sido poco utilizada, ain

67
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cuando toda superficie racional paramétrica se puede representar mediante
una ecuacién algebraica de tipo implicito. Si bien la clase de las superficies
definidas de forma implicita es mucho mds amplia que la de las superfi-
cies de tipo paramétrico, su poco uso puede explicarse debido a que estas
tiltimas poseen algunas caracteristicas que son indeseables, como por ejem-
plo la presencia de hojas muiltiples, autointersecciones y singularidades. Por
otra parte, la graficacién de tales superficies resulta en general mds dificil
y costosa, desde el punto de vista computacional, que la graficacién de las
superficies definidas paramétricamente.

Sin embargo, en los tltimos afios la representacién implicita ha comen-
zado ha utilizarse cada vez con mayor frecuencia y un niimero creciente de
autores ha reconocido la importancia y ventajas que puede tener la misma
en la modelacién de objetos o en la reconstruccién de imdgenes a partir
de datos dispersos. En ese sentido, se puede decir que el pionero de los
trabajos en esta temdtica fue Sederberg [Sed85] y que adicionalmente resul-
tan importantes el trabajo Dahmen [Dahm89] que usa parches cuadréticos
y los trabajos de Dahmen et al [Dahm93] y Guo [Guo91] que usan parches
clibicos. También debemos destacar el trabajo de Bajaj y Thm [Baj92a)]
que utiliza parches de grado 5 para triangulaciones convexas y parches de
grado 7 para triangulaciones arbitrarias. Ademds han aparecido un gran
niimero de trabajos de Bajaj y sus colaboradores entre los cuales podemos
citar [Baj92b)],[Baj94],[Baj95],[Bajo7].

Este creciente interés puede explicarse debido a varias razones, como ex-
plicamos en la introduccién de la Tesis . En primer lugar, porque a diferencia
de las superficies paraméticas, el conjunto de las superficies algebraicas es cer-
rado bajo ciertas operaciones que con frecuencia se realizan en los sistemas
de modelacién geométrica. Por otra parte, porque para el mismo grado, las
superficies definidas implicitamente poseen més grados de libertad, lo cual las
hace m4s flexibles para aproximar formas complicadas, permitiendo obtener
superficies splines que o bien poseen 6rdenes superiores de suavidad o un
menor nimero de parches. Finalmente, la representacién implicita es muy
Gtil en la modelacién de sélidos, ya que si la frontera del sélido es una su-
perficie definida implicitamente, entonces resulta muy fécil determinar si un
punto dado estd en el interior o en el exterior del sélido.

En principio, el algoritmo “perfecto” para disefiar una superficie A-spline
de interpolacién deberia reunir los siguientes requisitos [Dahm93]:

e i) La superficie resultante debe poseer por lo menos plano tangente
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continuo en todos los puntos, o sea debe ser G' continua.

e ii) Los parches algebraicos que componen la superficie deben tener el
menor grado posible.

e iii) La superficie no sélo debe interpolar los datos, sino también las
direcciones normales prefijadas en cada uno de los puntos de interpo-
lacién.

e iv) El esquema de construccién de la superficie debe tener un cardcter
local.

Obviamente, la G* continuidad de la superficie es crucial desde el punto
de vista del disefio. Por otro lado, utilizar parches de grado pequeifio (2 o
3) nos da la opcién de parametrizar la superficie, ademés de que facilita
el proceso de seleccién de la hoja “correcta” del parche, cuando el mismo
posee multiples hojas en la regién de interés. La condicién iii) es importante
como un instrumento para controlar la forma de la superficie. Finalmente,
el requerimiento iv) tiene una trascendencia practica muy grande, ya que si
los pardmetros de cada parche sélo dependen de los datos y las direcciones
normales en una vecindad pequefia del parche, entonces el cdlculo de los
coeficientes de los parches se puede realizar en paralelo, lo cual reduce los
requerimientos de almacenamiento y tiempo de célculo. Ademds, el cardcter
local de un algoritmo permite modificar un parche o algin dato, sin tener
que volver a calcular toda la superficie A-spline.

Aunque en los tiltimos afios se ha producido un indudable avance en los
métodos para disefiar superficies A-spline de interpolacién, hasta el momento
ningiin algoritmo puede considerarse “perfecto” atendiendo a las condiciones
i)-iv). En general los algoritmos existentes pueden dividirse en dos grandes
grupos.

El primero de ellos incluye aquellos algoritmos que comienzan construyendo
las curvas de la frontera de cada uno de los parches triangulares que definen
el spline. Estas curvas se conocen en la literatura como “malla de alambre”
de la superficie. A lo largo de este capitulo nosostros nos vamos a referir a
ellas como curvas de la frontera de cada parche. Los algoritmos de este grupo
requieren que cada parche contenga no sélo los puntos de interpolacién, o sea
los vértices de la triangulacién introducida, sino también las 3 curvas pre-
fijadas. Esta exigencia da lugar a que el grado de los parches sea elevado.
En particular, Bajaj et al prueban en [Baj92a)] que si se desea generar una
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superficie A-spline G' continua que contenga tres curvas perfijadas, entonces
debemos utilizar parches algebraicos de grado por lo menos 5 para triangula-
ciones convexas y de grado al menos 7 para triangulaciones arbitrarias. Pero
una superficie algebraica general de grado 7 suele poseer frecuentemente
multiples hojas y singularidades y tiene 120 coeficientes, que pueden hacer
su cdlculo extremadamente costoso y lento. La gran ventaja de los algorit-
mos de este tipo radica en el hecho de que el cadlculo de los A-parches tiene
cardcter local, o sea los coeficientes de un parche no dependen de sus vecinos,
lo cual garantiza que se puedan introducir modificaciones en un parche sin
que sea necesario recalcular toda la superficie. El algoritmo que proponemos
en este capitulo para interpolar datos 3D por medio de un spline algebraico
pertenece a este grupo.

En el segundo grupo se encuentran los algoritmos que calculan directa-
mente los parches, sin prefijar inicialmente las curvas de la frontera. Esto
permite utilizar superficies de grado més bajo, pero a cambio de ello es nece-
sario exigir que los parches vecinos se unan “suavemente” a lo largo de la
curva comun entre ellos. Algunos algoritmos dentro de este grupo [Dahm93],
[Baj95], requieren construir previamente una envoltura de tetraedros que
tienen como base la triangulacién de los puntos a interpolar. Cada parche
del A-spline se define entonces en el interior de un tetraedro. En [Baj95]
se presenta por primera vez una condicién suficiente que garantiza que los
parches algebraicos, definidos en el interior de cada tetraedro, sélo tienen una
hoja y son conexos. Pero el precio que hay que pagar por tal ventaja es que el
algoritmo para construir la envoltura de tetraedros es complicado y costoso y
puede dar lugar a que crezca considerablente el nimero de parches requeridos
para definir la superficie. Por ejemplo, en el peor de los casos, asociado a
una pareja de tridngulos vecinos resulta necesario definir 8 tetraedros y en
consecuencia 8 parches.

En muchos algoritmos de ambos grupos aparece con frecuencia el proble-
ma de cémo seleccionar los pardmetros libres que garanticen que el parche no
posea varias hojas, huecos u otras singularidades. Algunos autores [Dahm93],
[Baj92b)] resuelven este problema introduciendo criterios heuristicos para la
seleccién de los pardmetros.
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5.2 Preliminares

Dada una triangulacién de los datos en el espacio, en este capitulo pro-
ponemos un nuevo algoritmo, al que llamaremos ASPLINT3D, para con-
struir una superficie A-spline que interpole los puntos prefijados. El método
propuesto sustituye cada tridngulo por una superficie algebraica definida
implicitamente (A-parche), de modo que los parches se unen de forma suave,
dando lugar a un spline cuyo plano tangente varia continuamente en todos los
puntos (G* continua). Inspirados en el trabajo de Hamann et al [Ham91], el
algoritmo propone una solucién més simple al problema, que se basa en sub-
dividir el mismo en subproblemas més sencillos. Una vez prefijadas las curvas
de la frontera de un parche, cada subproblema consiste entonces en definir
una superficie muy sencilla que llamaremos bloque y que contiene tinicamente
una de las curvas e interpola adicionalmente las direcciones normales prefi-
jadas en los puntos extremos de la misma. Utilizando ciertas funciones de
peso, se define finalmente la ecuacién implicita de cada A-parche como una
combinacién lineal convexa de las ecuaciones implicitas de los 3 bloques.

A continuacién presentamos una descripcién muy breve del algoritmo
ASPLINT3D para construir una superficie A-spline de interpolacién, par-
tiendo de una triangulacién A de un conjunto finito de puntos en el espacio.
En las secciones posteriores profundizaremos en cada uno de los pasos del
algoritmo.

Algoritmo ASPLINT3D: Para cada tridngulo T' € A:

e 1) Seleccionar 3 planos Iy, IT; y II,, cada uno conteniendo una arista
de T

e 2) Dado el vector normal en cada vértice de T calcular las direcciones
tangentes inducidas en cada uno de los dos planos de la frontera que
inciden en ese vértice.

e 3) Definir para cada plano de la frontera II; una curva ¢; que interpole
los puntos extremos de la arista de T contenidos en II;, i = 0,1, 2, asi
como las direcciones tangentes prefijadas en 2).

e 4) Para cada plano de la frontera calcular la ecuacién implicita de una
superficie algebraica que contiene la curve ¢;, S; : Si(X,Y,Z) = 0,
i=0,1,2.
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e 5) Calcular las funciones de peso w;(X,Y, Z), i =0, 1, 2.

e 6) Construir el parche algebraico S como,

S={(6,%,2): Y (X Y, 2)S(X,%,2) = 0}

i=0
e 7) Graficar la superficie A-spline.

Si m representa el niimero de tridngulos en A no es dificil verificar que la
cantidad de operaciones que requiere el algoritmo anterior es proporcional a
m, es decir es del orden O(m).

5.3 Planos de la frontera

Denotemos por Fy, P, P, los vértices de un tridngulo T dado y por Ny, N; y
N, las correspondientes direcciones normales prefijadas en los puntos Py, P,
y P respectivamente. La normal N; en cada vértice P;, i = 0,1, 2 se puede
calcular como el promedio de las direcciones normales a cada una de las caras
de la triangulacién que inciden en ese vértice.

Para cada arista del tridngulo T" vamos a construir un plano que la con-
tiene y donde debe estar situada una de las curvas de la frontera del corres-
pondiente parche. En lo adelante, nos referiremos a tales planos como los
planos de la frontera y los denotaremos por IIy,II; y II,. Ademds nos
vamos a referir al plano que pasa por los vértices de T' como el plano base.

El plano Il es un plano que contiene los puntos Py y P,. Si la arista
Fy P, pertenece solamente a un tridngulo A, entonces II; es el plano que pasa
por Fy y P, y cuya normal es perpendicular al plano base. Por otra parte,
si la arista PyP; pertenece a dos tridngulos vecinos, entonces se calcula el
plano mds “cercano” ( en el sentido minimo cuadrado) a los dos tridngulos
vecinos e imponemos que el plano I1; sea perpendicular a éste. El plano de la
frontera II; contiene los vértices P, y P,, mientras que el plano IT; pasa por
los vértices P, y Py. Ambos se calculan de manera similar a como definimos
IIp. Denotaremos por My, M; y M, las direcciones normales a los planos de
la frontera Ilg, IT; y II; respectivamente.
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5.4 Introduccion de un nuevo sistema de coor-
denadas

Para simplificar la solucién de nuestro problema, en esta seccién vamos a
introducir un nuevo sistema de coordenadas (z,,2) asociado con cada
plano de la frontera. El objetivo que se persigue con este cambio de
coordenadas es lograr que la ecuacién implicita de cada plano de la frontera
sea muy sencilla. Esto nos permitird trabajar con familias de curvas en el
espacio, contenidas en cada plano de la frontera y cuya expresién analitica
en las nuevas coordenadas es también muy simple, a la vez que nos facilitard
la construccién de los bloques, cada uno de los cuales contiene una de las
curvas de la frontera.

En la seccién 5.8 mostraremos en detalle que si los datos tienen una con-
figuracién general, siempre es posible introducir un nuevo sistema de coorde-
nadas asociado a cada plano de la frontera, tal que la ecuacién implicita del
plano sea z = 0. Denotemos por (z,y, 2) las coordenadas asociadas al plano
de la frontera que contiene los vértices P; y P;, 4,7 € {0,1,2}. En las nuevas
coordenadas los vértices P; y P; se transforman en los puntos py = (0,0, 0)
y ;1 = (1,0,0) respectivamente. Adicionalmente, vamos a exigir que las di-
recciones normales N; y N; en los puntos P; y P; se transformen en vectores
proporcionales a las direciones ng = (1,0,0) y n; = (1,1,0) en los puntos po
Yy P

En lo adelante, nos vamos a referir a las nuevas coordenadas (z,y, z),
como las coordenadas candnicas, mientras que las coordenadas originales
(X,Y, Z) serdn identificadas como las coordenadas reales.

5.5 Direcciones tangentes

En la préxima seccién vamos a construir las curvas de la frontera cg,c; y 2
del parche definido sobre un tridngulo 7', las cuales se encuentran situadas
en los planos ITg, IT; y II; respectivamente. Para ello necesitamos definir pre-
viamente las direcciones tangentes a cada curva, en los vértices del tridngulo.

Denotaremos por Ty v Tio las direcciones tangentes en los puntos Py y
P, a la curva ¢;. Como Ty y Tio deben ser ortogonales a Ny y N; respecti-
vamente, y deben estar contenidas en plano Il definimos,

Too = My X Ny
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Ty = My x N

El célculo de las direcciones tangentes T7;,T5; a la curva c; en los puntos
Py y P, y de las direcciones tangentes Tu, T2 a la curva c; en los puntos
P, y P, respectivamente se realiza de forma similar. Teniendo en cuenta las
tangentes prefijadas en los vértices de un tridngulo vamos a considerar dos
configuraciones: convexa y no convexa.

Definicién 5.1 [Baj9b)]. Sean P; y P; dos vértices del tridngulo T con-
tenidos en uno de los tres planos de la frontera. Denotemos por 0; el dngulo
entre la recta que pasa por P; y P; y la tangente definida en P;. Similarmente,
denotemos por 0; el dngulo entre la recta que pasa por P; y P; y la tangente
definida en P;. Si 6; y 6; son ambos dngulos agudos u obtusos, decimos que
la configuracion de los vértices P; y P; es no convexa. En caso contrario,
decimos que la configuracion es convexa.

L\ N\
A R —

Figura 5.1: Configuraciones convexas

VaNEWANEIDZY
A ilivan

Figura 5.2: Configuraciones no convexas

A continuacién veremos cémo construir las curvas de la frontera de cada
parche, dependiendo del tipo de configuracién de cada pareja de vértices del
tridngulo base.
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5.6 Curvas de la frontera en coordenadas ca-
nonicas

Una vez que hemos introducido formalmente el nuevo sistema de coordenadas
vamos a describir la familia de curvas de la frontera.

5.6.1 Curvas de la frontera para la configuraciéon con-
vexa

Supongamos que la configuracién de los vértices P; y P; contenidos en uno

de los planos de la frontera es convexa, de acuerdo con la definicién 5.1.

Entonces es posible construir una familia de curvas cénicas que pasen por los
puntos P; y P; con las tangentes prefijadas anteriormente.

Lema 5.1 Toda cdénica de la familia
c:c(z,y) =y’ —dwiz(l—z—y) =0 (5.1)

que depende del pardmetro libre wy > 0, pasa por los puntos py y p1 y tiene
normales en esos puntos proporcionales a ng y n, respectivamente.

Demostracién Sustituyendo las coordenadas de py y p; en (5.1) se obtiene

inmediatamente que ¢(pg) = ¢(p1) = 0. Por otro lado,

Ve = (—4w?(1 — z — y) + 4w?z, 2y + 4w?z,0)

Por tanto,

Velp, = (—4w?, 0,0) = —4wing
Velp, = (4w, 4w}, 0) = dwin

m

El pardmetro libre w; > 0 se puede utilizar para controlar la forma de

la cénica, pues es conocido [Far93] que en la medida que w, crece la conica

que pasa por los puntos py y p; se aproxima al punto de interseccién de las

tangentes prefijadas en esos puntos, mientras que cuando w, tiende a cero

se aproxima al segmento PyP; . En [Ham91] se propone adicionalmente una
forma de asignar automdticamente un valor a wy.
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5.6.2 Curvas de la frontera para la configuracién no
convexa

Supongamos ahora que la configuracién de los vértices P; y P; que estdn
contenidos en uno de los planos de la frontera del parche es no convexa,
segin la definicién 5.1. Entonces la curva de la frontera contenida en el
plano dado debe poseer un punto de inflexién situado entre P; y P;. En
consecuencia, en el caso no convexo debemos utilizar curvas de grado por lo
menos 3.

Lema 5.2 Toda curva cibica de la familia

cie(z,y) =—-aPwy— PP —w?(l—z—y)+wi(2+7)z(l —z —y)y/T+
wey*(l —z — y) + wiz(l — z — y)? (5.2)

que depende de los pardmetros libres wy, we y T pasa por los puntos py y
p1, tiene normales en esos puntos proporcionales a ng y ny respectivamente
y posee un punto de inflexidn en pyjp = (3,0) . Ademds, si wy y ws tienen
signos diferentes, entonces la cubica correspondiente posee un arco conezo
que une los puntos py y p1.

Demostracion

Sustituyendo las coordenadas de py, p; ¥y pi/2 en (5.2) es facil verificar

que c(po) = c(p1) = e(p2) = 0.
Por otro lado, las derivadas parciales de cualquier cibica de la familia
(5.2) estdn dadas por,

g—; = 2wy’ —dwiz(l—z—y) +wz +w(2+7)y(l -z —y)/7 -
w1 (2 + T)zy/T +wi (1l — 3 — y)?

g_; = —2wyyz — 3Y? + w1z’ + wy (24 T)z(l — 2 — y) /T —wy (24 T)ay/T +
2woy(l — z — y) — wey® — 2wyz(1 — 2 — y)

dc

._._.-__-0
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Luego, si sustituimos las coordenadas de py y p1 obtenemos,

Vc|p° = (w1,0,0)=w1n0
Vc'pl = (wy,wy,0) =wim

es decir el vector normal a cualquier cibica de la familia (5.2) en los puntos
Po ¥ p1 es proporcional a ng y n; respectivamente.

Por otra parte, haciendo uso de las derivadas parciales en el punto p;/;
podemos escribir la ecuacién implicita de la recta tangente en ese punto a
una ctibica de la familia (5.2) como,

re: —wi(z—1/2) = 1/2(w; —wy (24 7)/7)y =0 (5.3)

Usando MAPLEV calculamos entonces la resultante con respecto a z
entre la ciibica (5.2) y la recta tangente (5.3) obteniendo el polinomio ciibico
en y,

p(y) = —wi (T + wor + 2wa)y®/T

Nétese que y = 0 es una raiz de orden 3 del polinomio p(y), por lo cual
podemos afirmar que p; /2 es un punto de inflexién de la ciibica.

Finalmente, usando los resultados del lema 2.1 se puede probar directa-
mente que si w; y w, tienen signos diferentes, entonces la cibica correspon-
diente de la familia (5.2) posee un arco convexo y conexo que une los puntos
Do ¥ P1/2 ¥ otro arco también conexo y convexo que une los puntos py2 ¥ pi.
|

El pardmetro libre 7 nos permite controlar la pendiente de la recta tan-
gente a una ciibica de la familia en el punto de inflexién.

Lema 5.3 Supongamos que py y p1 son las imdgenes de P; y P; por la trans-
formacién lineal Y, de las coordenadas reales a las coordenadas candnicas,
asociadas al plano de la frontera que contiene los puntos P; y P; . Entonces
es posible escoger el pardmetro libre T, ezigiendo que la pendiente de la recta
tangente en el punto de inflexidn a la curva (5.2) escrita en coordenadas
reales, tenga un valor prefijado 7.

Demostracién

La recta tangente a una curva de la familia (5.2) en el punto de inflexién
p1/2 se puede escribir paramétricamente como,
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(2z - 1)7 (5.4)

S I .
I
O 8

teniendo en cuenta que en coordenadas candnicas, una curva de esta familia
estd contenida en el plano z = 0.

Sea r;; la recta que pasa por los puntos P; y P;. Denotemos por R =
(Rx, Ry, Rz) un punto en coordenadas reales, tal que el 4ngulo que se forma
entre r;; y la recta que pasa por el punto medio de P;P; y R, sea el 4ngulo con
tangente prefijada 7,. Entonces el correspondiente valor de 7 en el modelo
candnico puede calcularse exigiendo que la imagen de R por la transformacién
lineal de coordenadas Y, sea un punto en coordenadas canénicas que esté
sobre la recta tangente a la curva (en esas coordenadas) en el punto p;/5. En
efecto, si

z=T,(X,Y,2)
y= Ty(X:Y:Z)
z= TZ(X:Y:Z)

entonces de (5.4) basta con exigir que,
1
T,(B) = 3(@T.(B) - I (5.5)

Por tanto, de (5.5) resulta que podemos tomar,

;e 27T,(R)
2Y,(R) -1

en el buen entendido de que si 2Y,(R) = 1 entonces 7 = 00 |

En la prictica, para obtener curvas ciibicas que no tengan un cambio de
curvatura muy abrupto, ni forma de “S”, vamos a exigir que la pendiente de
la recta tangente a la curva ( en coordenadas reales) en el punto de inflexién
sea —3 cuando los ngulos 6; y 6; son agudos y & cuando ambos dngulos son
obtusos.
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5.7 Bloques algebraicos en coordenadas ca-
nonicas

En las secciones anteriores construimos las curvas de la frontera definidas
en coordenadas candnicas sobre el plano z = 0. En esta seccién vamos a
construir, para cada curva de la frontera, una superficie algebraica definida
implicitamente s : s(z,y, 2) = 0 ala que llamaremos bloque y cuya restriccién
al plano z = 0 es la curva en cuestién. Mds precisamente, cada bloque es un
cono cuya curva directriz es la curva de la frontera prefijada.

5.7.1 Bloques algebraicos en el caso convexo

Como hemos visto en secciones previas, si la configuracién (en coordenadas
reales) de una pareja de vértices P; y P; del tridngulo que estamos analizando
es convexa, entonces la curva de la frontera que pasa por ambos vértices es
una cénica de la familia (5.1) escrita en coordenadas canénicas. En este
caso, el bloque correspondiente serd una superficie de la familia de cuddricas
siguiente:

5:5(7,Y,2) = (P2 + Py + P2 + )z — y* +4uwiz(l -z —y) =0 (5.6)
donde pz, py, P, ¥ P son pardmetros libres que vamos a determinar exigiendo

que s sea un cono (con vértice rg) que satisfaga las condiciones de interpo-
lacién.

Lema 5.4 Toda superficie cuadrdtica s de la familia (5.6) satisface las si-
guientes condiciones:

i) La restriccién de s al plano z = 0 es una cdnica de la familia (5.1).

i1) Si p; = p. = 0 entonces la normal a s en los puntos py y p1 es propor-
cional a los vectores ng y ny respectivamente.

Demostracién

i) Sustituyendo z = 0 en la ecuacién (5.6) se obtiene inmediatamente que
s(z,y,0) = —y? + dwiz(l — z — y).
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ii) Derivando en (5.6) y teniendo en cuenta que p, = p. = 0 llegamos a
que,

Vs(0,0,0) = [4w?,0,0] = 4wing
Vs(1,0,0) = [—4w}, —4w?, 0] = —dwin,

Por lo tanto, los vectores normales a s en py y p; son proporcionales 7
y my respectivamente.

Lema 5.5 Sea F(z,y,2) un polinomio de grado n en las variables z,y, 2. Si
el desarrollo en serie de Taylor de F' alrededor del punto ¢ es una forma de
grado n, entonces la superficie F(z,y,z) = 0 es un cono con vértice ry.

Demostracién

Desarrollando F' en serie de Taylor alrededor del punto ro = (z, Yo, 20)
se obtiene,

F(z,y,2) = Fo+ Fi(z — Z0,y¥ — Y0, 2 — 20) + .. + Fo(Z — 20, ¥y — %0, 2 — 20)

donde cada F; es un polinomio homogéneo de grado 7. Pero por hipédtesis, F'
es una forma de grado n, es decir Fy = F} = ... = F,_; = 0 y en consecuencia,

F(:c,y,z) =Fﬂ(m"30’y-y0:z-zﬂ)

Sea ry = (1, ¥1, 21) un punto sobre la superficie F' y consideremos la recta
[ que pasa por los puntos 1 y 71,

] l(t) =71+ t(Tl s To)
Si (z(t),y(t), 2(t)) es un punto que estd en [ entonces,
F(z(t), y(t), 2(t)) = Fu(t(z1 — 20),t (%1 — %0), t(21 — 20))

Pero F;, es un polinomio homogéneo de grado n. Por lo tanto, de la Gltima
igualdad obtenemos,

F(z(t),y(t), 2(2)) = t"Fn(z1 — Zo, 1 — Y0, 21 — 20) = t"F(z1,%1,21) =0
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Luego, todo punto sobre la recta ! pertenece a la superficie, es decir F(z,y, z) =
0 es un cono con vértice 7.
i
De acuerdo con el Lema 5.5 sabemos entonces que una superficie cuadrética
de la familia (5.6) es un cono con vértice 7y = (2o, Yo, 20) i,

S(To) =0
Vs(ro) = (0,0,0)

Estas ecuaciones definen un sistema de 4 ecuaciones no lineales que se
pueden resolver tomando p, como pardmetro libre. Una de las soluciones de
tal sistema, que obtuvimos usando MAPLEV, es p, = p2/4, 7o = 0, yo = 1
y 2 = 2/py. Definiendo p, = 2/e, donde € es a su vez un pardmetro libre,
llegamos a que la superficie,

s:8(z,y,2) = (2ey —e%2)z -y + wiz(l—z—y) =0 (5.7)

es un cono cuadrético con vértice o = (0,1,1/¢) cuya restriccién al plano
z =0 es la curva (5.1). Nétese ademds que la normal a s en los puntos po y
p; es proporcional a ng and n; respectivamente.

5.7.2 Bloques algebraicos en el caso no convexo

Supongamos ahora que la configuracién (en coordenadas reales) de la pareja
de vértices P; y P; del tridngulo que estamos analizando no es convexa.
Entonces la curva de la frontera que pasa por ambos vértices es una cubica
de la familia (5.2) escrita en coordenadas canénicas. En este caso, vamos a
extraer el bloque que contiene a la curva de la frontera, de la siguiente familia
de superficies ciibicas dadas también en coordenadas canénicas,

5:8(2,9,2) = ((peT +pyy + P22 +De)y + (€% + @22 + ¢c)z +
(0 — 0.x)x)z + c(z,y) =0 (5.8)

donde c(z,y) es una cibica de la familia (5.2) ¥ Dz, Py, Pz, Pe> 9z @z:9e Y Oc
son pardmetros libres que vamos a determinar exigiendo que s sea un cono
(con vértice ry), que satisface las condiciones de interpolacién.

Lema 5.6 Toda superficie cibica s de la familia (5.8) satisface las siguientes
condiciones:
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i) La restriccidn de s al plano z = 0 es una cibica de la familia (5.2).

ii) La normal a s en los puntos py y py es proporcional a los vectores ng y
ny respectivamente.

Demostracion

i) Sustituyendo z = 0 en (5.8) resulta que s(z,y,0) = ¢(z,y) donde ¢(z, y)
es una ciibica de la familia (5.2).

ii) Por otro lado, derivando en (5.8) obtenemos,

Vs(0,0,0) = [wy,0,0] =wing
VS(]., 0, 0) = [’UJ[, wy, O] =win

Luego, los vectores normales a s en pg y p; son proporcionales a ng y a
n,, respectivamente.

il
Del Lema 5.5 sabemos que para que s sea un cono con vértice 7y =
(zo, Yo, 20) debemos exigir que s(rg) = 0 y que adicionalmente todas las
derivadas parciales de orden menor que 3 se anulen en ry. Estas condiciones
dan lugar a un sistema de 10 ecuaciones no lineales para determinar los 8
pardmetros libres més las 3 coordenadas del vértice del cono. Una solucién
de este sistema se calcul6 utilizando MAPLEV, conservando inicialmente a
Py como pardmetro libre. El valor de p; se determind més tarde imponiendo
que 2z = 1/¢, donde £ también es una variable libre, obteniéndose,

s:8(z,y,2) =
z(y(sz('wl (24 7) + 41ws) /T + (3 + 2wy)ey — €%(3 + wa)z — 2?.U25') +

(—2wqez + %2 + wae?)z + ewy (2 + 1)z (2 — 1)/1-) +c(z,y) =0
(5.9)

Esta superficie es un cono cibico con vértice ry = (0,1,1/¢), cuya res-
triccién al plano z = 0 es una curva c(z,y) de la familia (5.2). Nétese que
adicionalmente, las normales a s en py y p1 son proporcionales a ng y ny
respectivamente.
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5.8 Transformacion de coordenadas reales a
coordenadas canonicas

Una vez que hemos descrito c6mo construir las curvas de la frontera de cada
parche y los bloques algebraicos, utilizando las coordenadas canénicas, vamos
a mostrar que efectivamente, para cada plano de la frontera II;, i = 0,1,2
es posible introducir una transformacién lineal (no degenerada) Y;, de las
coordenadas reales (X,Y, Z) a las canénicas (z,y, z), tal que el plano II; se
transforme en el plano z = 0. La construccién de las tres transformaciones
lineales asociadas a cada parche se realiza de forma similar, por lo cual sélo
mostraremos explicitamente cémo calcular Y.
Sea To(X,Y,Z) = (z,y, 2) la transformacién lineal

(z,y,2)t = Ao(X — Xo,Y — Yo, Z — Zy)* (5.10)

donde (X, Yy, Zo) son las coordenadas reales del vértice Py y A es la
matriz (incégnita) asociada a Yo, cuya primera fila vamos a denotar por a,
la segunda por ¢ y la tltima por d.

Como mencionamos previamente, Y debe transformar el plano Il dado
en coordenadas reales, en el plano z = 0 en coordenadas canénicas. Esto es
equivalente a exigir que las imégenes por T de 3 puntos situados en el plano
Il sean 3 puntos en el plano z = 0. Mds precisamente, vamos a exigir que,

)To(Fo) = po
W) Yo(P) = m
1) Yo(Po + %0) = (%% 0)

donde recordemos que pp = (0,0,0), pr = (1,0,0) y Too es la tangente a la
curva ¢y en el punto F,.

De la propia definicién (5.10) estd claro que la condicién i) se cumple
inmediatamente. Sea P, = (X1,Y1,Z;), entonces las condiciones ii) y iii)
dan lugar al siguiente sistema de 4 ecuaciones lineales (en los coeficientes
inc6gnitas de la matriz Aj)

Ao(Xl = XD:},I . 1"0, Zl - Zg)t = (l,0,0)t (511)
Too.dt = 0 (5.12)

Denotemos por Sy(X,Y,Z) = 0 la ecuacién implicita en coordenadas
reales del bloque que contiene la curva de la frontera ¢y situada en el plano
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ITp. Si utilizamos la transformacién lineal de coordenadas T, resulta obvio
que,
So(X,Y, Z) = so(Yo(X, Y, Z))

donde sy(z,y, z) = 0 denota la ecuacién implicita en coordenadas canénicas
del bloque, dada por (5.7) si la configuracién de los vértices Py y P; contenidos
en el plano Iy es convexa y por (5.9) si la configuracién es no convexa.
Entonces, para ¢ = 0,1 tenemos,

So(Fs) = so(To(B;)) = so(p;) =0

o sea el bloque Sy contiene los puntos Py y P;. Por otro lado, como Yy es
una transformaci6n lineal, los planos tangentes a S; en los puntos Py y P, se
transforman por T, en los planos tangentes a sy en py y p; respectivamente.
Usando la regla de la cadena es facil ver que,

VS()(X, K Z)t = ABV'SO (3:; Y, z)t

Pero recordemos que independientemente de que sy sea un bloque cuadrético
o ctibico, Vsy(po) es proporcional a np = (1,0,0) y Vso(p1) es proporcional
an; = (1,1,0). Por lo tanto,

VS() (Po)t = QQABRB = C.Ugﬂ,t
VSD (Pg)t = CYQASTL% = 0!2(& + C)t

donde g y @, son constantes no nulas. Por lo tanto, las ecuaciones implicitas
de los planos tangentes a Sy en los puntos Py y P, estdn dadas respectiva-
mente por,

M. (X — Xo,Y =Y, Z — Zp).a® =0
Oy (X = X,Y =Y1,Z - Z)).(a+¢c)t =0

Finalmente, vamos a exigir que las normales a Sy en los puntos Py y
Py sean proporcionales a Ny y N, respectivamente. Esto es equivalente a
imponer que dos vectores linealmente independientes y ortogonales a N; estén
contenidos en el plano IT;;, 7 =0,1.

Recordemos que Tj, j = 0,1 es el vector tangente en el punto P; a la
curva cp (interseccién entre Sy y IIy). Por tanto, basta con exigir que los
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vectores Tjo y Vjo = Tjo x N; estén ambos situados en el plano I, j =0,1,
0 sea que,

Typ-a® =0 (5.13)
Voot =0 (5.14)
Ty.(a+c)' = (5.15)
Vio-(a+¢)* =0 (5.16)

Las condiciones (5.13),(5.14),(5.15),(5.16) definen 4 ecuaciones lineales
més para calcular los coeficientes de la matriz Ay que representa la transfor-
macién lineal de coordenadas Y.

Resumiendo, para calcular los 9 elementos z = (g, ¢, d) de la matriz Ag
asociada a la transformacién de coordenadas Y, es necesario resolver el sis-
tema de 8 ecuaciones lineales (5.11),(5.12),(5.13),(5.14),(5.15),(5.16), que se
puede escribir matricialmente como,

Cet=e (5.17)
donde la matriz C estd dada por,

(70 0 0

Py
0 0 Py
| Ve 0 0
C= Towo O 0
Tn Ty O
Voo Vo O

\ 0 0 Ty )

con Py = P, — P,, mientras que el lado derecho es e = (1,0,0,0,0,0,0,0)*.
Nétese que todos los elementos que aparecen en la matriz C son vectores filas
de 3 componentes, en particular 0 = (0,0, 0).

Para una distribucién general de los puntos de interpolacién, el sistema
(5.17) tiene por lo menos una solucién y en consecuencia tiene realmente
infinitas soluciones. Entre ellas, es posible selecionar una solucién tal que la
matriz A, sea de rango 3 y por lo tanto Y, sea una transformacién lineal no
degenerada.

Para ello, calculamos la solucién minimo cuadrada de norma minima del
sistema (5.17), que denotaremos por Zmin, y una base del subespacio nulo de



86 CAPITULO 5. INTERPOLACION CON SUPERFICIES A-SPLINES

C. Supongamos, por ejemplo, que el subespacio nulo de C tiene dimensién
2 y que los vectores z; y 2z forman una base del mismo. Entonces vamos a
tomar,

T = Tpin + @21 + (1 — @)z
donde el pardmetro libre o € (0, 1) se escoge de modo que la matriz

Iy Tz Iy
A=\ 24 z5 xg
T7 Tg Ty

asociada a la transformacién lineal T sea no singular. Mds precisamente,
si 83(c) denota el menor valor singular de la matriz A,, entonces « es la
solucién del problema no lineal,

mazx s3(c)
a€ (0,1)

5.9 Seleccion de los vértices de los conos

La seleccién de los vértices de cada uno de los conos que se usardn para definir
un A-parche, influye de manera importante en la forma final del mismo. En
esta seccién, describimos brevemente las ideas principales del algoritmo que
utilizamos para determinar una posicién adecuada para los vértices. Para
mds detalles se puede ver [Her00c)].

En general, resulta natural exigir que el vértice de cada cono se encuentre
alejado del plano de la frontera que contiene su curva directriz, ya que esto
hars més ficil la seleccién de la hoja “apropiada” del cono, es decir de aquella
hoja del cono que contiene el segmento de curva directriz que une dos vértices
del tridngulo base. Ademds esto evita que el vértice del cono quede en el
interior del volumen limitado por los planos de la frontera, es decir en la
regién donde estard definido el parche. En lo que sigue, vamos a ver que el
algoritmo propuesto depende esencialmente de si la curva directriz del cono,
y en consecuencia el cono, estdn compartidos entre dos parches vecinos o no.

Seglin mostramos anteriormente, el vértice del cono cuadrdtico que se
utiliza cuando la configuracién de una arista es convexa, asi como el vértice
del cono cibico que se usa cuando la configuracién es no convexa, tienen
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coordenadas canénicas (0,1,1/¢), donde € es un pardmetro libre. En otras
palabras, esto significa que, en coordenadas candnicas, el vértice de cada cono
pertenece a una recta en el espacio que se puede escribir paramétricamente
como,

r:7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = (0,1,1)

Pero la transformacién de coordenadas reales a canénicas y su inversa
son lineales. Por lo tanto, en coordenadas reales, también el vértice v del
cono debe estar situado sobre una recta que denotaremos por R. Para fijar
ideas, vamos a suponer que v es el vértice del cono que contiene la curva
de la frontera que pasa por los puntos Py y P;. Sea Ap la matriz asocia-
da a la transformacién lineal de las coordenadas reales, a las coordenadas
candnicas asociadas al plano de la frontera Ily, que contiene la curva directriz
del cono. Entonces las coordenadas reales (vx,vy,vz) del vértice del cono
deben satisfacer que,

Ag(’Ux — Xo, vy — Yy, vz — Zo)t = (0.1, I/E)t (5.18)

El algoritmo para determinar la posicién exacta del vértice v consta de 3
pasos fundamentales:

1) Calcular una posicién inicial v° para el vértice v .
2) Determinar si la posicién v? es “adecuada’”.
3) Corregir la posicién de v°, en caso necesario.

Hagamos algunos comentarios sobre cada uno de los pasos del algoritmo
anterior.

1) La posicién inicial v° = (v%,v},v%) del vértice del cono es el punto
donde la recta R (sobre la cual debe estar situado el vértice) corta al
plano que pasa por Py y es perpendicular al plano de la frontera que con-
tiene la curva directriz del cono. Si denotamos por N = (Nx, Ny, Nz)
la normal al plano que pasa por P y es perperdicular a IIj, entonces
podemos escribir su ecuacién implicita como,

Nx(X—Xo)-I—Nx(Y—},9)+Nz(Z—Zg)=0 (519)
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2)

donde (Xg,Y, Zg) son las coordenadas reales del punto P,. Por lo
tanto, basta con exigir que v° satisfaga la ecuacién (5.19), lo cual se
puede escribir de forma compacta como,

N.(v— B)t =0 (5.20)
Pero de (5.18) tenemos que,
(v—P)* = A3'(0,1,1/¢)*

ya que Ag es una matriz inversible. Por lo tanto, sustituyendo en (5.20)
llegamos a que,
N.A7Y(0,1,1/€)* =0 (5.21)

La ecuaci6n (5.21) es lineal en 1/e, de modo que resolviéndola es facil
determinar el valor del pardmetro libre €, que nos garatiza que el vértice
inicial v° se encuentre situado en el plano perpendicular al plano de la
frontera II;.

(Cuédndo se considera “adecuada” la posicién del vértice v? Esto de-
pende de si la curva directriz del cono pertenece a un sélo parche o
es compartida entre dos parches vecinos. Supongamos otra vez que la
curva directriz del cono que estamos analizando, pasa por los puntos
Py y P, del tridngulo base.

Figura 5.3: Posicién “adecuada”: vértice de un cono no compartido

Si esta curva sélo pertenece a un parche, entonces la posicién del vértice
v se considera “adecuada” cuando la recta que parte de P; y es perpen-
dicular al plano base, corta al plano que contiene a los puntos Py, P, y
v en un punto interior al tridngulo PyPiv (vea la figura 5.3).
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Similarmente, cuando la curva directriz del cono pertenece a dos parches
vecinos definidos sobre los tridngulos 7 e i + 1 entonces la posicién del
vértice v se considera “adecuada”, si las rectas que parten de P§ y P;*!
y que son perpendiculares a los planos que contienen cada tridngulo
base, cortan al plano que pasa por Py, P, y el vértice v del cono, en el
sector triangular contenido entre las rectas que pasan por /) y v y por
P, y v respectivamente (vea la figura 5.4).

Figura 5.4: Posicién “adecnada”: vértice de un cono compartido

Al situar el vértice de cada cono en una posicién “adecuada” garanti-
zamos que los mismos cubran cada uno de los tridngulos, de modo que
las rectas perpendiculares a cada plano base los corten. Como veremos
en la seccién 5.12 esto resulta importante para graficar el A-parche.

Si la curva directriz del cono sélo pertenece a un parche, entonces el
proceso de correcciones en el paso 3) sélo se realiza una vez, es decir
es posible proponer apriori una posicién “adecuada” para el vértice del
cono. Por el contrario, cuando el cono es compartido entre dos parches
vecinos, el proceso de correciones es de tipo iterativo y en cada paso
se corrige la posicién del vértice del paso anterior, hasta llegar a una
posicién “adecuada” segin la definicién dada.

5.10 Funciones de peso

En esta seccién vamos a definir 3 funciones de peso, cada una de las cuales
estard asociada a un plano de la frontera. Estas funciones se usardn para
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construir el parche algebraico y tienen como objetivo garantizar que la inter-
seccién del parche con cada plano de la frontera sea exactamente la curva de
la frontera prefijada en ese plano.

Denotemos por IT;(X,Y, Z) = 0 la ecuacién implicita del plano II;, i =
0,1,2. Entonces vamos a definir la funcién de peso w;, ¢ = 0,1, 2 como,

w(X,Y,2) =I;(X,Y, 2’ T(X,Y,2)*  jk#i  (5.22)

Lema 5.7 Las funciones de peso definidas por (5.22) poseen las siguientes
propiedades:

i) 8i (X,Y,Z) € I1;, entonces wi(X,Y,Z) =0, para i # ;.
i) 8i (X,Y,Z) € 11;, entonces Vwi(X,Y,Z) =0, parai # j.
Demostracién

i) Sea (X,Y,Z) € II;, entonces I;(X,Y, Z) = 0. Por lo tanto, de (5.22)
wi(X,Y,Z) =0 para i # j.

i) Vui(X,Y,2) = 2(I(X, Y, Z)VIL;(X, Y, Z)[(X, Y, Z)2+
(X, Y, 2)’Iy(X, Y, Z)VII,(X, Y, Z))

Luego, si (X,Y, Z) € II; para j # i entonces Vui(X,Y,Z) = 0. [ ]

9.11 A-parches

Como habiamos mencionado previamente, cada parche algebraico Ccorrespon-
diente a un tridngulo T € A se definird en coordenadas reales (X,Y,2) y
en términos de los bloques implicitos S : Si(X,Y,Z) = 0y de las funciones
de peso w;(X,Y,Z),i=0,1,2. Para ello, previamente debemos seleccionar
el signo “correcto” para la ecuacién implicita de los conos S;. En efecto,
la transformacién lineal de coordenadas reales a coordenadas candnicas nos
garantiza que la normal a cada cono en los puntos extremos de su curva di-
rectriz es proporcional al vector normal prefijado en ese punto. Por lo tanto,
para garantizar que ambos vectores tengan el mismo sentido, debemos es-
coger el signo de la ecuacién implicita del cono que nos asegure que el factor
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de proporcionalidad es positivo. Supongamos entonces que ya se ha asig-
nado a la ecuacién de cada cono S; el signo “correcto”. Entonces el A-parche
correspondiente a un tridngulo 7' € A se define como,

S={(X,Y,2): Y wi(X, Y, 2)Si(X, Y, 2) = 0) (5.23)
i=0

Teorema 5.1 El A-parche dado por (5.28) posee las siguientes propiedades
i) SNII; contiene la curva de la frontera c;, para j =0,1,2.

i) Si (X,Y,Z) € cj, entonces para j = 0,1,2, VS(X,Y, Z) es propor-
cional a VS;(X,Y, Z).

Demostraciéon

i) Sea (X,Y, Z) € I1;, para un j fijo, j = 0,1, 2. Entonces, S(X,Y,Z) =
w;(X,Y, Z)S;(X,Y,Z). Pero por construccién, S; NII; = ¢;. Por lo
tanto, si (X,Y, Z) € ¢; entonces S;(X,Y,Z) = S(X,Y,Z) =0, es decir
la propiedad i) se cumple.

ii) Si (X,Y,Z) € cj, entonces S;(X,Y,Z) = 0. En consecuencia usando
las propiedades de las funciones de peso dadas en el Lema 5.7 llegamos
a que, VS(X,Y,Z) = w;(X,Y, Z)VS;(X,Y, Z)

Finalmente, vamos a probar que haciendo uso de los A-parches construi-
dos, podemos definir una superficie A-spline G' continua que interpola un
conjunto finito de puntos en el espacio 3D.

Teorema 5.2 Sea A una triangulacidn de un conjunto finito de puntos en
el espacio 8D y sea A, la superficie A-spline, que en cada tridngulo T € A
se define por medio del A-parche S dado por (5.23). Entonces A, es una
superficie G* continua que interpola los vértices de la triangulacién A.
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Demostracién

Puesto que A, se reduce a un A-parche dado por (5.23) para cada tridngulo
T € A, sabemos que todas las curvas de la frontera de cada A-parche estdn
contenidas en A,. Pero por construccién, cada una de estas curvas pasa por
dos de los puntos de interpolacién. Por lo tanto, A, interpola los puntos
prefijados.

Por otro lado, cada curva de la frontera es comiin a dos parches vecinos,
por lo cual A, es una superficie continua. Mds atn, segin probamos en el
Teorema 5.1, la normal a cada parche en un punto situado sobre una de
sus curvas de la frontera, se reduce a la normal al bloque que contiene esta
curva. Pero el bloque que contiene a una curva de la frontera es comin para
los dos parches vecinos que contienen la misma curva. Por lo tanto, dos
parches vecinos comparten el mismo vector normal a lo largo de la curva de
la frontera que tienen en comin, en otras palabras la superficie A-spline A,
es G' continua. o

Nétese que como todos los algoritmos de su tipo, ASPLINT3D utiliza
parches de grado elevado (6 6 7 en nuestro caso), aunque de un tipo muy
particular, de modo que un buen nimero de los coeficientes de la ecuacién
implicita de cada parche se sabe apriori que son nulos y en consecuencia no
es necesario calcularlos. Ademds, a diferencia de otros algoritmos de su tipo,
para calcular los coeficientes de cada parche, ASPLINT3D no requiere de la
solucidn de sistemas de ecuaciones lineales muy grandes o con estructura muy
complicada, basta con determinar la transformacién lineal de coordenadas
asociada a cada plano de la frontera.

5.12 Graficacion de la superficie A-spline

Es bien conocido que una de las dificultades més serias asociadas con el uso
de las superficies algebraicas definidas implicitamente estd relacionada con
los algoritmos para su graficacién eficiente. Sin embargo, en los 1iltimos afios
han aparecido varios algoritmos que proponen diferentes alternativas para
la graficacién de este tipo de superficies. La mayor parte de ellos se puede
incluir en uno de los siguientes tipos:

i) Interseccién con rayos : Este tipo de algoritmos calcula los puntos
de interseccién entre los rayos que pasan por un punto fijo y la superficie
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definida implicitamente. Para determinar los puntos sobre la superficie
hay que calcular, para cada rayo, las raices de un polinomio en una
indeterminada del mismo grado que la superficie algebraica, y escoger
entre ellas la raiz “apropiada”. En [Sed89], Sederberg considera un
algoritmo de este tipo e introduce una nueva base de polinomios, (la
base piramidal de Bernstein) para calcular las raices de los polinomios
de forma mds estable numéricamente.

Poligonalizacién: Los algoritmos de este tipo construyen una aproxi-
macién poligonal de la superficie implicita que se desea graficar, donde
los vértices de los poligonos son puntos situados en la superficie. En
los algoritmos mds recientes, la malla de puntos se refina adaptiva-
mente con el propésito de generar mds puntos en las regiones donde la
superficie es mds compleja [Baj97].

Subdivisién recursiva: Esta clase de algoritmos se basa en realizar
sucesivas subdivisiones de un cubo inicial en cubos o tetraedros con-
tenidos dentro de este. Determinan entonces cuéles de ellos contienen
una seccién de la superficie y avanzan de un cubo o tetraedro “ocupado”
al siguiente. En el interior de cada cubo o tetraedro, la superficie se
aproxima por medio de un poliedro. Un ejemplo de este tipo de al-
goritmo es el presentado en [Tau94b)] que también puede utilizarse
para graficar curvas algebraicas. El mismo parte de un cuadrado para
graficar las curvas y de un cubo para graficar las superficies, los cuales
se consideran como un pixel de baja resolucién para el grafico inicial.
En cada paso posterior, se eliminan aquellos pixeles que no son corta-
dos por la curva o superficie y se subdividen los que si pudieran ser
cortados. De este modo, el algoritmo reduce el problema de graficar
una curva o superficie algebraica, al problema de determinar si la curva
o superficie en cuestién pasa por un cuadrado o cubo respectivamente.

Para graficar una superficie A-spline como la que hemos construido a
lo largo de este capitulo, nosotros utilizamos un algoritmo que se basa en
el cdlculo de las intersecciones de la superficie con un haz de rayos, o sea
un algoritmo que pertenece a la primera clase. En el mismo se introducen
adicionalmente, algunos criterios para aislar la hoja conexa de cada A-parche
que contiene las curvas de la frontera prefijadas.

A continuacién vamos a describir los principales pasos del algoritmo para
graficar cada uno de los A-parches que definen el A-spline. En primer lugar,



94 CAPITULO 5. INTERPOLACION CON SUPERFICIES A-SPLINES

se selecciona un valor entero n, que estd vinculado con la cantidad de rayos
que se utilizardn para intersecar cada A-parche. Supongamos entonces que se
desea graficar el A-parche correspondiente al tridngulo con vértices Py, Py, Ps.
Para el valor de n dado, se construye una malla triangular de

m = (n+1)(n+2)/2

puntos Vi, i = 1,...,m situados en el tridngulo y se selecciona ademds un
punto @ en R3.

Para ¢ = 1,...,m, sea r; la recta que pasa por los puntos Q y Vi, que
escriberemos en forma paramétrica como,

it Q +td; (5.24)

donde d; es el vector d; = (V; = Q)/ || Vi = Q ||

Sustituyendo la ecuacion pardmetrica (5.24) de la recta r; en las ecua-
ciones implicitas de cada uno de los bloques Sy, S; y Sy y de los planos de
la frontera Ilo, ITy y IT,, es fécil calcular los coeficientes del polinomio en una

indeterminada,
pi(t) == S(ri(t)) =0 (5.25)

al que nos referiremos, en lo adelante, como polinomio de disparo. Este
polinomio es de grado 6 cuando todos los bloques son conos cuadriticos, o
sea cuando las configuraciones de todas las aristas del tridngulo base sean
convexas y de grado 7 en otro caso.

Para cada rayo o “disparo” ry, si el punto @ se escoge convenientemente,
entonces existe un linico punto sobre la hoja conexa del A-parche que contiene
las curvas de la frontera prefijadas. Las coordenadas R; de este punto se
pueden calcular sustituyendo en (5.24), ¢ = ¢} donde #! es la raiz “correcta”
del polinomio de disparo (5.25). Para seleccionar esta raiz se procede de la
siguiente forma:

e i) Para cada cono S;,S; y S, se determina el punto “correcto” de
interseccién del rayo r; con el cono (vea la figura 5.5). Aquf el término
“correcto” se refiere a un punto sobre el cono, que estd situado sobre
alguna recta que parte de su vértice y termina en el segmento de la
curva directriz del cono que pertenece a la frontera del A-parche.

Como los conos son superficies regladas, en nuestro algoritmo de grado
2 6 3, es facil determinar cudl es la raiz del polinonio S;(ri(t)), j =
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punto
correcto

- -
LS

Figura 5.5: Seleccién de la raiz “correcta” del polinomio de disparo

0,1,2, i =1,...,m asociada al punto “correcto” sobre el cono S;. De-
notémosla por ¢} y sean,

t:nin = min{tfbtf{’ '2}
t:nax = ma'm{t:): '1: 12}

i1)Si S(ti,n)S(t.z) < 0, entonces existe al menos una raiz real del
polinomio de disparo p;(t) in [ti,;,, ti,4.]. De lo contrario, es necesario
calcular todas sus raices reales . En ambos casos, la raiz “correcta” ;,
es decir la raiz correspondiente al punto R; situado en la hoja del A-
parche que contiene las curvas de la frontera, se determina escogiendo
entre todos los posibles candidatos (o sea los puntos asociados a cada
raiz real) aquel que se encuentra a distancia minima, de otros puntos
vecinos sobre el A-parche que ya han sido previamente calculados.

Teorema 5.3 Sea Q el punto de interseccion de los planos de la frontera
Iy, I, y I. Entonces el polinomio de disparo (5.25) se puede factorizar
como p;(t) = t*q;(t), donde ¢;(t) es un polinomio de grado 2 6 3.
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Demostracién

Sustituyendo en (5.23) la ecuacién paramétrica de la recta (5.24) obtene-
mos,

2
pit) := S(ri(t)) = Y w;(ri(2))S; (ri(t))
=0
Pero de (5.22) tenemos que
w;(ri(t)) = I0,(ri(2)) Tk (ri(2))? (5.26)
para [,k # j con 4,1,k € {0,1,2}
Sea Q = (Q:,Qy,Q.) y di = (diz, diy, di;). Entonces, teniendo en cuenta

que M} es la normal al plano Il con k = 0,1,2 y que en consecuencia
podemos escribir la ecuacién implicita de I, COImo,

My(X - X3, Y - Y4, Z — Zx)t=0
llegamos a que,
Mi(ri(t)) = M(Qu + tdic — X, Qy + tdiy — Y, Q, + tds, — Z;)!
My(Qz — X, Qy — Yi, Q; — Zi) + t My (dig, diy, di, )t
(5.27)

Pero @ es el punto de interseccién de los planos de la frontera. Por lo
tanto, ITx (Q) = 0, es decir el primer sumando en (5.27) se anula y obtenemos,

g (ri(t)) = oyt (5.28)
donde a4y = Myd}. Sustituyendo (5.28) en (5.26) se tiene entonces que,
w;(ri(£)) = (cut)® (aut)® = g;;t*
donde ¢;; = iy con L,k # j y j, k,1 € {0,1,2}. En consecuencia,

S(ri(®)) ="y 4Si(ri(t)) = t'ai(2)

—0

Il

donde ¢;(t) es un polinomio de grado 2 6 3. [ |

Nétese que de acuerdo con el Teorema, anterior, si el vértice Q del haz
de rayos se escoge como el punto de interseccién de los planos de la frontera
I1y, IT; y II,, entonces para calcular un punto R; sobre la hoja del A-parche
que contiene las curvas de la frontera, basta con calcular las raices reales del
polinomio g;(¢) (que son a los sumo 3) y escoger entre ellas la “correcta”.




5.13. EJEMPLOS Y EXPERIMENTACION NUMERICA 97

5.13 Ejemplos y Experimentaciéon numérica

El algoritmo ASPLINT3D que se presenta en este capitulo fue programado
a través de 37 funciones MATLAB (versién 5.3) y probado con un buen
nimero de ejemplos. En esta seccién vamos a mostrar los resultados de la
experimentacién numérica, asi como los graficos de algunas superficies A-
splines que fueron construidas utilizando el algoritmo.

A continuacién algunos comentarios de interés acerca de la instrumentacién
préictica del algoritmo ASPLINT3D.

e i) Al final de la seccién anterior vimos que desde el punto de vista
tedrico, resulta conveniente tomar como vértice ) del haz de rayos
para graficar cada parche, el punto de interseccién de los planos de la
frontera, pues de esta manera logramos reducir el problema al célculo de
las rafces de un polinomio de grado 2 6 3, en vez del original polinomio
de disparo cuyo grado es 6 6 7.

e ii) En la préctica, sin embargo, pudimos comprobar que la calidad del
grafico depende més de la posicién del punto @ en relacién con el A-
parche, que del grado del polinomio cuyas raices debemos calcular. En
efecto, cuando los planos de la frontera se intersecan en un punto que
se encuentra distante de la recta perpendicular al tridngulo base y que
pasa por baricentro de éste, entonces algunos rayos que parten de
pueden cortar a la superficie en més de un punto situado sobre la hoja
“correcta” del A-parche (o sea aquella que contiene las curvas de la
frontera prefijadas). En ese caso, resulta muy dificil determinar cudl es
la raiz “correcta” del polinomio de disparo, ya que en realidad més de
una raiz pertenecen a la hoja “correcta” del parche.

e iii) Para resolver este problema, en nuestro programa tomamos () como
el punto al infinito en la direccién perpendicular al plano base. En otras
palabras, cortamos cada parche con rectas que parten de los puntos
V; del tridngulo base (vea seccién 5.12) y que son perpendiculares al
mismo. Cada una de estas rectas suele cortar al A-parche en puntos que
pertenecen a diferentes hojas, por lo cual resulta més ficil determinar
cuél es la raiz “correcta”. Esto se evidencia en el hecho de que en la
inmensa mayoria de las veces, el polinomio de disparo p;(t), asociado
al rayo o disparo r;, cambia de signo en el intervalo [t ;,, i ..] y més
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ain, sélo posee una raiz real en ese intervalo, que es por lo tanto la raiz
“correcta”.

En resumen, el método que se propone en este capitulo para graficar
la superficie A-spline, se basa en calcular sus intersecciones con rayos que
parten del tridngulo base y que son perpendiculares al mismo. Esto requiere
calcular, para cada rayo o disparo, las raices reales de un polinomio de a lo
sumo grado 7. En la préctica, sin embargo, casi nunca es necesario calcular
todas las raices, ya que de acuerdo con nuestra experiencia, si el vértice de
cada cono se escoge de forma adecuada y los rayos con que se corta cada
parche son perpendiculares al tridngulo base, entonces la raiz deseada se
encuentra en un intervalo cerrado, que se determina a partir del punto donde
cada rayo corta a cada uno de los 3 conos.

5.13.1 Experimentacién numérica

Como ya hemos mencionado con anterioridad, no disponemos de una condicién
suficiente que nos garantice que el polinomio de disparo p;(t), asociado al
rayo r;, cambia de signo en el intervalo [tf;,,t: ,.]. Sin embargo, en esta
seccién vamos mostrar experimentalmente, que si el vértice del haz de rayos
con los cuales vamos a intersecar el A-parche, es el punto al infinito situado
en la direccién perpendicular al plano base, entonces con mucha frecuencia
ocurre que el polinomio de disparo no sélo cambia de signo en el intervalo
mencionado, sino que ademds posee una tnica raiz real en el mismo.

Los resultados obtenidos con nuestro programa MATLAB para construir
y graficar el A-spline de interpolacién, se muestran en la tabla 1. La primera
columna de la tabla se refiere al fichero de datos que se utiliz6 en el exper-
imento. En la segunda, se muestra el valor de n y en la tercera el niimero
de rayos “interiores” con los cuales se intersecé el A-parche. En este caso,
el término “interior” se refiere a un rayo perpendicular al plano base, que
pasa por un punto situado en el interior del tridngulo correspondiente. La
cantidad de cambios de signo y el niimero de raices reales que se cuantifican
en las dos siguientes columnas, se deben comparar con el niimero de rayos
interiores, pues la frontera del A-parche se graficé a partir de la curvas que
la definen.

En aras de brevedad, en la tabla 1 s6lo incluimos los resultados de 7 de los
16 parches del elipsoide cuyos datos se encuentran en el fichero elisoipde4l
(vea también el ejemplo 4 de la préxima seccién). Como se puede apreciar,
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para los parches del 3 al 7 de este A-spline, hay un polinomio de disparo que
no cambia de signo en el intervalo [t ;,, ti...] correspondiente a algiin rayo
; con 1 € i < 6. Sin embargo, en todos estos casos resulté que ti,;, es una
raiz aproximada del polinomio p;(t) aunque p;(t ;. )pi(t:...) > 0.

min

Fichero n  Rayos  A-parche Cambios de Raices
de datos interiores signo en [ti . .t ] en [t ., 0]
datQ2 5 6 1 6 6
datQ4 6 10 1 10 10
datQ5 5 6 1 6 6
superev2 ) 6 1 6 6
datC1 T 15 1 15 15
datC3 5 6 1 6 6
datCb 5 6 1 6 6
superev2 5 6 1 6 6
datQ3 5 6 1 6 6
5 6 2 6 6
superev2l 8 21 1 21 21
8 21 2 21 21
superev6 5 6 1 6 6
5 6 2 6 6
5 6 3 6 6
5 6 4 6 6
elipsoidedl 5 6 1 6 6
5 6 2 6 6
5 6 3 5 6
5 6 4 5 6
5 6 5 5 6
5 6 6 5 6
5 6 7 5 6

Tabla 1 Cambios de signos y raices del polinomio de disparo



100 CAPITULO 5. INTERPOLACION CON SUPERFICIES A-SPLINES
5.13.2 Ejemplos

Ejemplo 1 En este ejemplo mostramos algunos de los resultados de la
corrida del programa para construir y graficar el A-spline, que interpola los
puntos y normales siguientes,

P =(0,0,2) No =(0,0,1)
P =(0,1,0) N, =(0,2,0)
P, =(3,0,00) N, =(0.6667,0,0)

Cada pareja de vértices del tridgulo base define una configuracién con-
vexa. Por lo tanto, todas las curvas de la frontera son cénicas y los bloques
correspondientes son conos cuadréticos. La figura 5.6 muestra los 3 conos
cuadréticos y el A-parche obtenido mediante el algoritmo ASPLINT3D
tomando w; = 0.7071 para todas las cénicas de la frontera y n = 5 para la
graficacion del A-parche.

Figura 5.6: Tres conos cuadriticos y el A-parche correspondiente

Ejemplo 2 Para este ejemplo escogimos 4 puntos situados sobre un
elipsoide y calculamos las correspondientes direcciones normales. Puesto que
los datos provienen de un elipsoide, resulta natural esperar que todas las
curvas de la frontera de cada uno de los dos parches sea convexa, es decir
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una cénica, como en efecto sucede. La figura 5.7 muestra los dos tridngulos,
las normales y el esqueleto o malla alambre de cada parche. Ademads incluye el
grafico del A-spline obtenido tomando n = 8 y el pardmetro libre w;, = 0.7071
para todas las cénicas de la frontera.

Figura 5.7: Esqueleto y A-spline formado por 2 parches convexos

Ejemplo 3 Los 4 puntos de este ejemplo y las correspondientes direc-
ciones normales son los siguientes,

Py =(2,0,0) N =(

P, =(.01,.01,.028) N; = (1.355,1.355,—1)
P, =(0,2,0) N, =(0,2,-1)

Py =(-2,0,00 N; =(-2,0,-1)

Como se puede apreciar en la figura 5.8 (izquierda) en ambos parches de
este ejemplo aparecen aristas cuya configuracién es no convexa. En ese caso,
las curvas de la frontera son cibicas y tomamos w, y ws de signos contrarios
y con valor absoluto 0.05. En el resto de las aristas, las curvas de la frontera
son cénicas. La parte derecha de la figura muestra el grafico del A-spline,
obtenido utilizando n = 8, es decir intersectando cada parche con m = 45
rayos perpendiculares a cada plano base.
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Figura 5.8: Esqueleto y A-spline formado por 2 A-parches no convexos

Ejemplo 4  El objetivo de este ejemplo es tratar de reconstruir el
elipsoide,

(z/3)* + (y/3)* + (2/2.5)2 =1 =0 (5.29)

a partir de su “polo norte” y su “polo sur”, mas 8 puntos situados en la
interseccién del elipsoide con el plano z = 0. Utilizando estos 10 puntos
definimos una triangulacién de la superficie, que sélo consta de 16 triangulos
¥y a partir de la ecuacién implicita del elipsoide calculamos la normal en cada
uno de los puntos escogidos. La figura 5.9 muestra los 5 primeros A-parches
del A-spline calculado, tomando n = 8. Todas las curvas de la frontera son
cénicas ( con w; = 0.7071), lo cual corresponde al hecho de que los datos
fueron extraidos de un elipsoide.

Figura 5.9: A-spline definido por 5 A-parches convexos
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Ejemplo 5 Los 6 puntos que se utilizaron como datos de este ejemplo
pertenecen a la superficie de revolucién

z =1+ sen(—1.2 + /22 +y?) (5.30)

Como disponemos de la ecuacién implicita de la superficie, calculamos
directamente el vector normal en cada punto escogido. Con estos 6 puntos
se formaron 4 tridngulos, de modo que la superficie A-spline que calculamos
utilizando el algoritmo ASPLINT3D est4 formada por 4 A-parches. La
curva generatriz de la superficie (5.30) es una cibica y como se puede apreciar
en la figura (5.10) todos los parches que definen el A-spline son no convexos.
El gréifico se obtuvo utilizando n = 8 en el algoritmo ASPLINT3D. Por
lo tanto, para graficar cada parche se calcul la interseccién del mismo con
m = 45 rayos perpendiculares al plano base correspondiente.

Figura 5.10: A-spline formado por 4 A-parches no convexos



Capitulo 6

Conclusiones y
Recomendaciones

A través del desarrollo de este trabajo hemos mostrado que las curvas y su-
perficies A-splines también puede utilizarse con éxito para resolver diferentes
problemas de modelacién geométrica. Desde nuestro punto de vista, esto
significa que un sistema ideal de disefio geométrico computarizado deberia
incluir tanto las curvas y superficies splines parametrizadas racionalmente,
como las curvas y superficies A-splines, pues cada una de ellas es 6ptima para
resolver ciertas tareas especificas.

En particular, en nuestro trabajo probamos cémo utilizar las curvas y
superficies A-spline para resolver tres problemas diferentes de modelacién
geométrica.

En primer lugar, se propuso un algoritmo para aproximar el contorno
de una imagen digital, por medio de una curva A-spline cénica. Aunque
algoritmos similares han sido reportados previamente en la literatura, fue
necesario hacer un estudio detallado de cada uno de los pasos fundamentales
e introducir ciertas adaptaciones que nos permitieran resolver éxitosamente
el problema, teniendo en cuenta que los puntos que pertenecen al contorno
de la imagen digital tienen coordenadas enteras y por lo tanto poseen con
frecuecia distribuciones especiales, tipo “escalera”.

En segundo lugar, obtuvimos una nueva familia de curvas A-spline G?
continuas con una serie de propiedades que las hacen éptimas para el disefio
libre. Entre ellas vale la pena mencionar las siguientes. La familia propuesta
posee varios pardmetros libres que se pueden utilizar de manera instuitiva
como asas geométricas para controlar la forma de cada uno de los segmentos
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de la curva A-spline. Por otro lado, la condicién de G? continuidad de la
curva A-spline se logra sin conocer los valores de la curvatura en los puntos
de interpolacién y sin necesidad de resolver un sistema de ecuaciones lineales o
no lineales. Otras de las ventajas indiscutibles del esquema de interpolacién
propuesto es su cardcter local que le permite al disefiador modificar una
seccién de la curva A-spline, sin que sea necesario reclacular toda la curva,
sino exclusivamente las dos secciones vecinas.

Por 1ltimo, en la Tesis se obtuvo una familia de superficies A-spline, G!
continuas, que interpolan un conjunto de puntos en el espacio, vértices de
una triangulacién 3D. Usando esta familia de curvas, se propuso un algo-
ritmo de interpolacién que construye cada parche de la superficie A-spline
definiendo previamente sus curvas de la frontera. Gracias a esta estrategia,
y a la introduccién de un sistema adecuado de coordenadas, asociado con
cada uno de los planos de la frontera que contiene a estas curvas, es posible
calcular los coeficientes de cada parche sin necesidad de resolver un sistema
global de ecuaciones lineales. En otros algoritmos similares, el cdlculo de
los coeficientes de la superficie de interpolacién requiere la solucién de un
sistema de ecuaciones lineales, cuyo tamaiio puede ser grande y cuya estruc-
tura puede ser complicada. Por otro lado, el hecho de que cada parche de
la superficie A-spline dependa esencialmente de sus curvas de la frontera nos
garantiza que el esquema de interpolacién propuesto tiene un carécter local,
es decir que si varia la posicién de un punto de interpolacién entonces se
afectan solamente los parches del A-spline que pasan por ese punto.

Sin lugar a dudas una conclusién importante de esta Tesis es que debido
a las ventajas que tiene para ciertos problemas especificos el uso de las cur-
vas y superficies algebraicas definidas implicitamente, es necesario continuar
buscando soluciones a diferentes subproblemas que todavia obstaculizan su
empleo en la modelacién geométrica. Entre ellos podemos mencionar los
siguientes:

e El problema de generar un conjunto de puntos sobre una curva o super-
ficie algebraica definida implicitamente que sea “ representativo” de la
misma, 0 mas aun, cuya distribucién sea conveniente, por ejemplo dis-
tribucién uniforme segiin la longitud de arco, distribucién proporcional
a la curvatura, etc.

e El problema de encontrar un método eficiente para “aislar” la rama u
hoja de la curva o superficie implicita que estd en la regién de interés
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y satisface las condiones de interpolacién impuestas por la tarea de
modelacién. En otras palabras, la necesidad de encontrar algoritmos
eficientes para generar un nimero suficientemente grande de puntos so-
bre la componente conexa de la curva o superficie que va a ser utilizada.

La solucién de los problemas anteriores nos permitiria definir un algoritmo
que, utilizando unicamente curvas y superficies A-splines, nos permita recons-
truir la superficie de un objeto, del cual se conocen sus intersecciones con
planos paralelos. En efecto, utilizando el algoritmo propuesto en el capitulo
3 podemos definir los contornos de cada una de las secciones transversales
del objeto. Més adelante tendriamos que escoger un conjunto de puntos
“representativos” de las curvas A-spline que describen cada uno de los con-
tornos. El siguiente paso seria construir una triangulacién 3D, de modo que
cada tridngulo posea vértices en dos contornos consecutivos. Finalmente,
utilizando el método propuesto en el capitulo 5, podriamos definir una su-
perficie A-spline G! continua que interpole los vértices de la triangulacién y
que serd nuestra aproximacién a la superficie que se desea reconstruir.



Anexo A

Parches triangulares de Bezier

Un parche triangular de Bezier de grado n es una superficie paramétrica
bn(u) definida para p € E? en el interior de un tridngulo dominio y escrita
en términos de las coordenadas baricéntricas u de p, con respecto a los
vértices del tridngulo dominio. La geometria de un parche triangular de
Bezier depende de su malla de control que debe ser previamente definida y
que est formada por 3(n + 1)(n + 2) puntos bx € E* con i +j +k = n.
Usualmente estos puntos se organizan en un arreglo triangular, como el que
se muestra a continuacién para n = 3,

boso
bo21 bi2o

bo12 bi11 baio
boos Doz b201 bsgo

Sea i = (4,4,k) y |i| = i + j + k. Denotemos por b; el punto b;j; de la
malla de control. Un parche triangular de grado n se escribe en términos de
los polinomios de Bernstein bivariados de igual grado B*(u) dados por,

npey _ (MY id kB gk
Bf(u) = (l)u vuw® = ;G'_k‘u vw
con |i| = n. Aqui se estd suponiendo que Bf*(u) = 0 si alguno de los
indices (7, j, k) es negativo. Por ejemplo, para n = 3 los polinomios ciibicos
de Bernstein, que se organizan en correspondencia con los puntos de la malla
de control, estdn dados por,
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’U3

3v2w 3uv?
Svw? 6uvw 3uv
w? 3uw? 3ulw ud

Finalmente, para p € E* con coordenadas baricéntricas u, y una malla
de control formada por los puntos b; con |i| = n, el punto correspondiente
sobre el parche triangular de Bezier se obtiene mediante,

bp(u) = ijBj“’(u)
li|=n

n n—j

= 2> bign-i-iBlin-i-i(0) (A1)

j=0 i=0
En particular, un parche no paramétrico definido mediante la funcién,

= Z ¢; Bl (u) (A.2)

li|=n

donde c; € E! se puede escribir como un parche triangular de Bezier. Para
eso basta con tener en cuenta que los polinomios de Bernstein satisfacen la
siguiente propiedad [Far93],

w=Y low, o= Ilnw, w=3 s

lil=n fi]=n lil=n

Por lo tanto, la funcién (A.2) se puede expresar explicitamente como,

o = S| U | Brw (A3)
z Ci

En otras palabras, la malla de control de un parche no paramétrico estd
formada por puntos cuyas coordenadas (u,v,w) = x(i,7, k), definen una n-
particion del tridngulo dominio.




Anexo B

Demostraciones

En este anexo incluimos demostraciones que pertenecen a otros autores, con
el objetivo de hacer nuestro trabajo autocontenido.

Demostracién del lema 2.1

i) A continuacién vamos a probar que bajo las hipétesis del lema 2.1 c; es
una curva conexa, lo que es equivalente a mostrar que si 0 < # < 1, entonces
la recta u = (1 — v) corta a la curva f;(u,v) en un sélo punto en el interior
del tridgngulo canénico. Nétese que al variar 8 en el intervalo (0,1) tenemos
un haz de rectas que pasan por el punto p; = (0,1) y que cortan el segmento
pope del tridngulo candnico. Para determinar la interseccién entre la curva y
una recta del haz, sustituimos la ecuacién de la recta en f;(u,v), obteniendo
el polinomio en una indeterminada,

By(v) = fi(B(1—-v), v)

n n—j

= 22 o p B - A0 ) o
- n-= J)' _ R\n—k—j n! _,un—J
= ;O(Zakjk,n e J)fﬁ’“(l )+ )J‘(n Ik v(1 - )
= D _b(B)B}(v)

=0
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donde =
b;(B) = _ By (B)
k=0

y B son los polinomios de Bernstein de grado m dados por

m! - :
BI0) = s 1 =) ]
De las hipétesis tenemos que:
be(B) > 0

bj(8) 20 para j=1,..,1-1
b;(f) <0 para j=Il+1,..,n

Supongamos que bp(8) = ... = by—(p4+1)(B) = 0, pero by_,(B) < 0 para algiin
ptal que 0 < p <n-—1[—1. Entonces Bs(v) se puede escribir como,

n—p

Bs(v) = > b(B)

§=0

n!

An—an® ¢

-, pN_ bi(B)nd (n=-p)! ; i
= W= g(n—p)!(n—j)!ﬂ(n-p-—j)!” =
= (1-v)? ._ cj(ﬂ)B;"p(v)

donde ¢; = (T_b% para j = 0,...,n — p. Por lo tanto, ¢(8) > 0y

cn—p() < 0, mientras que para cada £ fijo, la sucesién cy(8), c1(8), -+ cn—p(8)
solamente cambia de signo una vez. Como la funcién (1 — v)? no se anula en
el interior del tridngulo candnico, un punto de interseccién entre la recta u =
B(1—v) y la curva f;(u,v) = 0 tiene que ser un cero de la funcién de Bezier
Cp(v) := 37378 ¢;(8)B; P (v). Para cada f en (0,1), ésta es una funcién de
Bezier cuyo poligono de control estd formado por los puntos (j/(n—p), ¢;(8))
con j = 0,..,n — p. En consecuencia, teniendo en cuenta la propiedad de
variacién reducida de las curvas de Bezier [Far93], podemos afirmar que la
funcién de Bezier Cp(v) tiene a lo sumo una raiz para v € (0,1). Por otro

T $§ A 8
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lado, como Cp(v) es una funcién continua en (0,1) y Cg(0) = co(B) > 0,
mientras que Cs(1) = ¢,—p(8) < 0, entonces la funcién Bg(v) tiene al menos
un cero en (0,1). Luego, Bs(v) tiene exactamente una raiz en (0,1), es decir
la curva ¢; y la recta u = B(1 — v) se intersecan exactamente en un punto en
el interior del tridngulo candnico. No es dificil probar que las coordenadas
del punto de interseccién entre la curva ¢; y la recta u = (1 — v), dependen
continuamente del pardmetro 8. Por lo tanto, el segmento de la curva c;
contenido en el interior del tridngulo candnico es conexo.

ii) A continuacién vamos a probar que ¢; no tiene puntos singulares en el
interior del tridngulo canénico. Supongamos lo contrario, o sea que (u*,v*)
es un punto singular de ¢; situado en el interior del tridngulo canénico. En-
tonces,

s 0ty = 2,

Sea B* = (12—’;,—, 0 < B* < 1. Consideremos la interseccién entre la curva
¢; y la recta del haz u = B(1 — v) con B = *. Sea Bjg-(v) el polinomio en
una indeterminada que se obtiene sustituyendo u = *(1 — v) en la ecuacién
de ¢;. Entonces,

Bg(v*) = fi(B*(1 = v*),v*) = fi(u",v") =0

Por otro lado,

dBg [ _0fige  Ofi] (v 4y _
d—ﬁ(v)_[—%ﬁ +%](u,v)—0

es decir, v* es un cero doble del polinomio Bg-(v). Esto significa que
podemos encontrar un valor de 8 suficientemente cercano a %, tal que el
correspondiente polinomio univariado Bg(v) posee dos raices diferentes muy
préximas a v = v*, lo cual contradice el hecho de que toda recta del haz
u = B(1—v), corta a la curva ¢; en un \inico punto en el interior del tridngulo

candénico.
| |
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Demostraciéon del lema 4.1

Teniendo en cuenta la relacién que existe entre las coordenadas afines
(z,y) y las coordenadas baricéntricas (u,v) dada por (2.5), para mostrar que
la curva ¢; pasa por los puntos P y P basta con verificar que f;(1,0) =0y
fi(0,0) = 0 respectivamente. Esto resulta inmediato de (4.2). Veamos ahora
que la curva c; es tangente a los lados pop; y p1p2 del tridngulo canénico. En
efecto, como
ofi Ofi

3 (0,0) #0 % (0,0)=0

la recta tangente a ¢; en el punto py = (0,0) es u = 0, que corres-
ponde al lado ppp; del tridngulo candnico, el cual a su vez se transforma
en P}P} mediante el cambio de coordenadas baricéntricas a coordenadas
reales. Andlogamente se puede probar que la recta tangente a c; en el punto
p2 = (1,0) es la recta 1 —u—v = 0 que corresponde al lado p;p; del tridngulo
canénico. A su vez esta recta se transforma en PiP} mediante el cambio de
coordenadas baricéntricas a coordenadas reales.

Las hipétesis de este lema son un caso particular de las hipé6tesis del lema
2.1 (n = 3,1l = 1) para el caso de una curva cibica. Por lo tanto, podemos
afirmar que c; es una curva conexa en el interior de T; y que no tiene puntos
singulares en ese tridngulo.

Figura B.1: La ciibica ¢; no puede tener ningin punto de inflexién en el
interior del tridngulo

Finalmente, para probar que la cibica ¢; es convexa basta con verificar
que no tiene ningun punto de inflexién en el interior de 7;. Para ello, se
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supone lo contrario, es decir que existe al menos un punto de inflexién (vea
la figura B.1 tomada de [Baj99a)] ) y se prueba que existe una recta que
pasa por el punto de inflexién y que corta a la cibica en 4 puntos, lo cual
contradice el teorema de Bezout [Walk78].

[ |

Demostracion del lema 4.2

La demostracién completa de este resultado se puede encontrar [Pal92].
Aqui sélo damos las ideas fundamentales, sin incluir todos los detalles.

; A
PZ(XZI)'Z) }v
2
X i i >x
2 P(x,,0) Ro,0)

Figura B.2: Traslacién del tridngulo T; para calcular la curvatura

Como la curvatura de una curva es invariante por rotaciones y trasla-
ciones, sin perder generalidad podemos suponer que los vértices P, P, Pi
del tridngulo T; tienen coordenadas afines (0, 0), (z1,0) y (z2, y2) respectiva-
mente (vea la figura B.2 tomada de [Pal93], con z; y z diferentes de 0). De
acuerdo con (2.1) para hallar la curvatura de ¢; en (z,y) = (0,0) necesita-
mos calcular las derivadas parciales de primer y segundo orden de fi(u,v)
con respecto a ¢ y a y, teniendo en cuenta la relacién que existe entre las
coordenadas afines y las coordenadas baricéntricas. En particular, de (2.5)
sabemos que,

0 z; zo U T
0 0 o v = Y (B.1)
1 1 1 w 1
Por tanto,
_ 1 To — Ty
u = $1$+( )y+1 (B.2)

Y2y
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1 Tg
= — — B.
v zl:::+ (yz:cl)y (B.3)
Y
w o= = B4
. (B.4)

Por otro lado,

0 _0fiou  0fidv , 0fidu
0z  Oudzr Ovdr Owodx

y de (B.2),(B.3) y (B.4) tenemos que % = -1 % = L y & -
Las derivadas parciales de f;(u,v) con respecto a u y v se pueden calcular
directamente de (4.2). Evaluado todas las derivadas en (0, 0) se obtiene que,

dfi

EE(O’O) =0

Similarmente, es ficil ver que,

(B.5)

Bf,- aéo
0,0) =—
3y(,) i

Por lo tanto, sustituyendo en (2.1) tenemos que,

92 f:
= w _ | vz | |24 (B.6)
0 ‘Qﬁ aby | | B2 '
9y

donde todas las derivadas parciales estdn evaluadas en (0,0). A partir de
la expresidén que se obtiene para %{;" se puede calcular inmediatamente %i{i
empleando la regla de la cadena. Después de varios pasos se llega a que,

& fi aly
522 (0,0) = :z:_f
Por tanto,
ko = 2%zl 42 _ Jaial 4
lajo| 27 |adol (g5)°
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