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1.1 PL.ANTEAMIENTO OEOMETRICO Y ALGUNAS APLICACIONES • 

En est.e t.rabajo abordar-amos un problema mAs cenera!, que el 

problema de c:uadl"'ados minlmos llr.eales. El cual esbozamos 

cont.inuac:ión a t.ravés de los stguient.9s problemas. 

PROBLEMA NO t Aqul t.rat.aremos de •ncont.ral' un punt.o p •sobre una rect.a 

~, t.al que, la dtst.ancla a un punt.o dado, p, es la m6s pequefta de 

t.odas las rtlst.anclas t.ornadas cfe.1 punt.o, p 

rect.a ~ , est.o es, 

a cualquter punt.o de la 

1 p*-p • min n r-p d 

r e :e 

Un f'act.or f'undement.al pai:-a obt.eNtr la solución del problema •• la 

forma en la que est.• dada la rect.a ~. GrM'toamentA t.enemos . 

• p 

Slempi:• consideraremos que la rect.a ~ est.á eont.enlda en un 

espacio de d:imenston mayor que uno 
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Caso 1: Consideremos que la l"ect.a est.á en un espacio de dlmension 

dos. La roct.a Z puede estar- dada de dos maneras dU"er-ent.es, esto es, 

Ja r-ecta puede est.ar- dada en f"or-ma paramétr-ica Cf"or-ma e"pllcita> o 

como una ecuación <en f"or-ma Jmpllcita). 

O Si la r-ecta ~. está Ud.a en f"ol'ma e>cpllcit.a, esto es, a t.r-avés 

de •U f"or-.rna. par-am6t.rica, es decir-, como 

• + t.b 
donde 

( :: ] b. 

Tene~os: el vact.or- que cenero• Ja r-ect.a ~. a saber ~:) , y el 

pr-oblema Jo podemos soJuctonar- de dos manel'as: dfCer-ent.es : 

a) Obser-vaNmos que el vactol" b debe sel' OJ"tot;onal al vector-

p- <a+t.b) 

Ya que, el vectol" p lo podemos descomponel" como la suma de un vector-

sobre Ja rect.a :e mU un vector que esté en el complement.o ol"t.oconal de 

~. est.o es 

p • < a + t.b > + < p - < a + t.b) > 

y debe satisf"acer-se 

bt.Cp-a-tb>•O 

que es una ecuación lineal en t., cuya solución es 

la cual nos ayuda a encont.l"al" el punto p•• a + t.•b, sobro :e , más 
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cercano a p. 

b) El problema es encont.rar- el valor de t. que mtnfmJce 

11 [ :: } [ :: : ::: ] l l 2 
p • ( :: ) 

Minimizar- la expresión ant.eriol" es equtvalent.e • minimizar-

si usamos la norma eucUdJana. El valor de t.• que mlntmiza la expresión 

anterior lo podemos encont.l"ar- a t.rAves de solucionar la ecuación 

lineal que obt.enemos al derivar la expresión ant.erior e igualar a 

cero, ent.onces 

es el mM cercano a p. 

U) Sl la rect.a ~ est.a dada en .f'ol"ma tmpllctt.a. est.o es. a t.ravés de 

la ecuación cenar-al de la rect.a, es decir, de la f"orma 

+(fy+y•O 

la podemos esc:r-iblr como 

Ca,/1) rxJ l.Y • - y 1.1.1 

o bien como 

donde n-~) y ~-~). 

en par-t.tcuJar- un punt.o r 0 • ~:) sobre la rect.a, debe sat.isf"acer 

<a,{?> G:J • - r 
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por lo que Ja ecuación de la recLa la podemos escribir como 

n'<r - r 
0

) • O 

as1 quo el vect.or normal n debe se.r ort.ogonal a Ja rect.a ~,. luego la 

ecuación de la l"ect.a ort.ogonal a ~. que pasa por p,. podemos escribi1>Ja 

como 

t. e IR t.t.2 

en paf't.iculal" cuando t.•O se t.iene .r • p. 

La int.er-saccion de la rect.a (t.t.t> con la rect.a Cl.t.2> es el punt.o 

p •. Est.e punt.o debe ser- de la Cor-ma ;. • p + nt. y debe sat.tsf"acel" 

(t,t.t> poi" Jo que t.enemos 

nlc p + n t.) • r 

y la solución de est.a ecuación es 

t.• • r - n'p 

n'n 

La cual nos ayuda a ancont.r-aJ"' p • • p + n t.•. 

Caso 2: Ahora constder-emos que la l"ect.a est.á cont.enida en un espaci'? 

de dimensión t.r-es. ent.onces la i-ect.a :e , puede est.ai- dada en dos 

f'ormas dif'el"ent.es; a t.l"avés de la Corma paramét.l"ic:a Ce"J>llcit.ament.e> o 

a t.r-av4's de un sistema de ecuaciones C impUcit.ament.e>. 

O Si la ecuación de la x-ect.a est.á dada en f"orma par-amét.r-ica,. es 

decir, de la Corma 

a+ t.b 

a • [;;) b • ~) t. e IR . . donde 

1a podemos :resolver en f'or-ma análoga al caso en que el espacio es de 

dimensión dos,. pat'a obt.ener 



U> Si Ja ecuación de Ja rect.a est.á dada como un s1st.ema de ecuaciones, 

est.o es 

o bien como 

n',. 
' n',. 
2 

a,x+fi,Y+r,z • 6& 

o.
2
x + (l

2
y + r.z • ó

1 

donde 
n.• (~] r • [' ~ J 

que repr•sent.a Ja 1nt.ersecc16n de dos planos. Para encont.rar Jos 

punt.os qua pel"t.enecan a 1a :roect.a debemos l"OsoJver el sist.ema de 

ecuaciones siguient.e 

t.1.3 

e,. d 

el cual t.iene una inCinidad de soluciones, de t.odas ellas sólo nos 

int.el"esa Ja solución mAs cercana al punt.o p, es decir. p* t.aJ que 

11 p - p ·w • mln 11 p - ,. 11 
r e Z 

el stst.ema de ecuaciones t.1.3 t.ambién podemos escribirlo como 

n!cr - r
0
> • O 

n~Cr - r-
0
> • O 

Como Cr- r-
0
> est.é en ~, ent.onces n, y n

2 
son or-t.o¡;onales a la r-ect.a 

~. Por- ot.r-a par-t.e, el vect.or p•-p t.amblén es ort.ogonal a ~, por- Jo que 

eJ vect.or p•-p debe ser una comblnacion lineal de n, Y n 2 , est.o es, 
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o bien 

en f"orma mat.ricial 

ent.onces p • debe t.ener la f'orma 

p*• Blz + p 

y debe sat.isf'acer (1.1.3> por lo que t.enemos 

B Blz + Bp • d 

o bien 

donde [ J 
z • ~· z 

B Blz • d - Bp 1.1.4 

la solución del sist.ema ant.erlor. z•, det.ermlnará p* y "no es dlf'icU 

do encont.rar t.eorlcament.o"• ya que, como B t.lene renr:lones linealment.e 

independiont.es, ent.oil.ces 99l es una mat.riz no-singular y podftmos 

oncont.rar la inversa de eel para det.el'mina.t- z• que sat.lsf"ace (1.t.4) y 

la solución es única. 

Caso 3: Ahora consideremos que la rect.a se encuent.ra en un espacio de 

dimensión m. En ost.e caso t.ambién puede est.ar dada en Corma expllcit.a 

o en f"orma impllcit.a. 

i) Si la rect.a est.á en Col'ma expllcit.a, ent.onces t.enemos la f"orma 

pa.ramét.rtca de la rect.a, es decir, 

r • a + t.b 

donde b es un vect.or de dimensión m que cenar-a la r-ect.a. El problema 

lo podemos resolver en f"orma análoga al caso en que el espacio de 

dimensión dos y se t.iene una Corma expllcit.a de la rect.a, y asi 
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obt.enemos 

para encont.rar p•• a + t. •b. 
ii> Si la rect.a est.a dada en t'orma impllclt.a, ent.onces est.ará. dada 

como la solución de un slst.ema de m-1 ecuaciones con m lncógnlt.as, 

est.o es, de la Corma 

la cual t.amblén podemos escribir 

B<r- - r >•O o d•Br
0 

,1"0 & ~ 

donde el vect.or <r - r 0 > pert.enece a Z, lo cual quiere decir que cada 

uno de los renglones de 8 es or-t.oconal a ~ y est.e caso es slmJllar a 

el caso 2, con la !'orma impllci t.a de la rect.a. La solución seré de 

la f'orma 

p*• B'°z*+ p 

donde z• es el vect.or solución del slst.ema de ecuaciones 

que es un slst.oma de Cm-l>xCm-1) no singular-, ya que, 8 t.tene 

renclones llnealment.e independlent.es. 
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PROBLEMA NO. 2 Ahor-a t.r-at"aI"emos Je encont.l"ar- un punt.o p • sobr-e un 

plano n, t.al que, la dfst.ancia a un punt.o dado, p, es la más 

pequena de t.odas las dist.ancias: t.omada.s: del punt.o, p, a cualquiel" 

punt.o del plano n , est.o es, 

p•-p R • min 

"" n 

Un element.o Jmport.ant.e para solucionar- el problema es la J'or-ma en 

la que est.A daido el plano íl, Oráf'icament.e t.enemos. 

el plano n est.A cont.enJdo en un 

espacio da dimensión mayol" que dos 

Caso t: Consider-emoa que el plano est.á en un espacio de dimensión t.l"es. 

El plano puede est.ar- dado de dos f'ormas : en f'orma paramét.rica 

Cexpllcit.ament.e) ecuación Cimpllcit.ament.e) 
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O Si el plano est.á dado expllcit.ament.e, est.o es, a t.ravés de la 

ecuación pal"am6t.l'"ica del plano, es' decir como 

n • <r / r- • a .. t. + a
2

s + r-
0

; donde t.,s e IR;r-
0

,at.,a 
2
e !R9 > 

cualquier punt.o en el plano puede ser expr-esado de la f"orma ant.er-ior, 

en par-t.tcul.ar- p •, Jo podemos escr-ibir como 

o en Cor-ma mat.rtcial 

p* • 8 t. t.*+ ªzs•+ r-o 

• ["*) p •[a al • + r-
1 z s o 

A • y + .. o 

t.t.fl 

Por ot.ra par-t.e, p•- p es un vect.or Ol't.ogonal al plano, ent.onces debe 

sel' ort.oconal a a
1

y a
2

, est.o 

o bien 

a!cp•-p)•O 

a!cp•-p>•O 

A tcp*-p>•O 

como p • debe ser- de la Corma 1.1.5 t.enemos 

AtCAy + 1'
0

-p)•O 

o bien 

1.1.6 

y con la solución de est.e sist.ema, y*, encont.l'amos p••Ay•+ r-
0 

la solución del sist.ema 1.1.6 "no dlf"icil de encont.raI> 

t.eóricament.e" por que A t.lene rent;lones lln•alment.e lndependient.es, 

ent.once• A t A es una mat.l'"iz no-singulai-. 

íO Si el plano est.A dado impllclt.ament.e, est.o es, como una ecuación 

de la Corma 

que podemos escribir como 

13 



Caflr>[") a a 1 y 

z 

o bien 

en p&l'"t.icul.a%' un punt.o r 
0 

en el plano debe sat.ts:facer 

nlro • 6 
o ' 

ent.onces la ecuación del plano la podemos escr-ibil" como 

nlCI' - r )•0 
o 1.1.7 

poi' lo que al plano n lo podemos expresar- de la f"orma 

n • < r / nl<r - r ) • o> 
o 

por- ot.ra part.e, el vect.or p• - p, es ort.ogonal al plano, ent.onces 

p *-p debe ser paralelo a n y lo podemos escribir como 

p* - P • t.n t. e IR 

de lo ant.ertor se desprende que p • debe t.ener la :forma 

p* • t.n + P 

y como est.A en al plano debe sat.is!'acerse Ct.1.7) por lo que 

nlCt.n + p - r
0

) • O 

o bien 

n l nt. • n <ro 
0 

- p) 

nl<ro_-p) 

t.• -
n'n 

y con la solución ,t.*, encontramos • p - p +t.•n 

Caso 2: ahora consideremos que el plano est.é cont.enido en un espacio de 

dimensión m, 91 plano puede est.81' dado en f'ol'ma expllctt.a o en .forma 

impllctt.a 
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() St al ·plano est.é. dado en Corma expllcit.a, est.o es, a t.ravés de su 

ecuación paramét.rica, es decir, de· la Corrna 

Como se puede observar est.e caso es anlllogo al caso t.i asl que y• es 

la solución del sist.ema 

donde 

A • C ª• ªzl , y • ( ~ J 
la solución es (mica, y asl podemos ha1.lar p•• Ay•+ r

0
• 

ii> Si el plano est.A dado en Corma impllcit.a, est.o es como 1a solución 

de un sist.ema de m-2 ecuaciones independient..es con m inc6crút.as cada 

wia, que en f'orma mat.ricial tenemos como 

n :< r / Br- • d > 

como podemos ver, est.e caso es similar al caso 3.i:t del pr-oblema no.1 

as1 que z • es la solución del sis:t.ema 

BBt.z-<I - Bp 

Ja cual det.ermlnar-a p • • B l z • + p 

la solución del aist.ema 1.1.0 única, debido 

u.e 

a que oe' 

no-singular puest.o qua B t.iene renglones llnealment.e independient.es. 

15 
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PROBLEMA NO 3. Ahora t.rat.aremos de encont.l'at> un punt.o p* sobre una 

var-iedad lineal n, t.al que la dist.ancia a un p~nt.o p, es la más 

pequef'fa de t.odas las dist.ancias t.oma:das del punto p. a cualquier punt.o 

de Ja VaI"fedad lineal n, est.O es 

n p *-p u • min n r-p u 

" " n 
Un elemento impol't.ant..:t par-a hallar la .solución del Pt:obiern.a 

es la manet>a. en que e&t.á present.ada la variedad lineal n, ya que puede 

est.81' dada en Cot>ma expllcit.a o impllcit.a, para t.?'at.ar est.os casos 

conside?'emos que la var-tedad lineal, de dimensión k, est.á cont.enida en 

un espacio de dJmenstón m <m > k>. 

t> Si la varoledad lineal est.á en f'ol"ma expllci t.a es decir de Ja f'"o?'ma ..... 
o 

cualquier punto de la vartodad lineal puede sel" expresado en la f'orma 

ant.ertor, en pal"t.icula.r el punt.o p •, que buscamos puede ser- exproesado 

como 

o en f'orma mat.l"tcial 

A y*+ r
0 

t.1.9 

El vect.or p * -p es un vect.or ort.ogoruU a la VaI"iedad lineal, ent.onces 

debe ser ort.or:onal a cada uno de Jos vect.ores ª1. i. • 1, .•. ,k , est.o es 

Al<p*-p>•O 

que es semejante al caso t.t del pl"oblema no. 2, ent.onces la y* que 

det.et-mioará p*• Ay* + 1'0 es la solución del stst.erna 

AlAy.A (p - r-
0

) 1.1.10 
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la cual es Onlca, ya que, como A t.iene l"englones linealment.e 

1ndepend!ent.es ent.onc:es ALA es O.o-singular- y Ja soluctónde 1.1.io ••no 

es dlf'icU de encont.l"ar t.eól"icament.e11
• 

iOSi Ja variedad lineal est.á. en f'orma tmpllctt.a, es decir1 como el 

conjunt.o de soluciones de un slst.ema de Cm-k> ecuaciones con m 

incogn1t.as1 est.o es, 

O • < r / Bl"ad > 9 1m-k>xm r mxt drm-k>xt. 

el caso es anMoco al caso 2.ii del pl"oblema no.2 cu: a solución 

p••BTz•+ p seré det.el"m.inada en f'orma (ln.lca con la z• que sat.isCace 

BBlz • d -Bp 

Ja que t.eól"icament.e no es dU'lcil de encont.rar debido, a que B t.tene 

l"englones linealment.e independientes y est.o hace que ee' sea 

no-singular 

PROBLEMA NO. 4 El pl"oblema cene:r-al que t.rat.aremos es : dado un punt.o 

p, encont.rar- un punt.o sobre una variedad lineal n, t.al qua, la 

dist.ancf.a a p es Jo más pequel'la posible donde la dimensión de la 

variedad lineal es desconocida y el espacio donde se encuent.r-a 

cont.entda es de dimensión m. 

Un Cact.or- impor-t.ant.e para encont.r-ar la solución del problema es la 

.forma en como se pr-esent.a Ja variedad lineal: si es en f"ol"ma f.mpllctt.a 

o es en fol"ma expllcit.a 

() SI la variedad lineal est.á en f'ol"ma expllcit.a, est.o es, 

n • < r- / I" • r 0 + Ay> 

donde A es una mat.rtz de m renglones: y n columnas de l'"ango 

desconocido, Par-a det.ermtna.r- p • t.al que 
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p*-p n • min u r-p u 

re n 

se t.lene el slst.ema 

AtAysAlcp· - r
0

> 

cuyas soluclones y* det.ermlnar-á.n p•• Ay* + r
0 

Halla.r- la solución del slst.ema ant.erior puede ser dlf'lcil debido a las 

complicaclones que se pl"esent.an dosd& el punt.o de vlst.a práct.lco, ya 

que, se t.leno que det.ermlna:r la dimensión de la lma,en de A, 

decir, el rango de A 

ii> Sl la variedad lineal est.á en f'of'ma tmpllclt.a, est.o es, 

donde B es una mat.riz de m renglones y n columnas. Pal"a det.ermlnar p •, 

t.al que 

1 p * -p U • mln 11 r-p R 

J:• & n 

se t.lene el slst.ema 

BBlz•BC p - I' 
0
> 

cuyas soluci6nes z*, dot.ermlnarán p •. Bz • + p 

Ha.llar- Ja soluciones del slst.ema ant.erlor- puede ser- dif'lcil debido a 

las compllcaclones que se present.an desde ol punt.o de vlst.a préct.lco, 

y&. que, se t.lene que det.ermina.r- la dimenslón del nucleo de B • 
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1.2 LA PACTORIZACION DE CHOLESKY . 

Cuando A de mxn es de rango n, ent.onces A t.A es poslt.lva de1'1nlda como 
le muest.z:a el stcuient.e t.eorema 

Teor-ema 

Sl Amxn y el I'ango(A)•n, entonces P•ALA es posit.lva dectnida 

Demost.raclón 

XLPX• XLAt.Ax • llAMH 2 C!:O 
Sl Ax • O se t.iene que x t: N <A> 

como NCA) • < O > se deduce que x • O 
Ent.onces sl x .,i O , se t.lene Ax ,,e O 

de donde UAx a .,i O 

Por lo an!t;:"~º: Óode5~o= ;t~r~ 

D 

1.2.1 LA DESCOHPOSICION DE CHOLESKY 

Sl P es una mat.riz def"lnida postt.tva, ent.onces podemos usar el 

mét.Odo de Cholesky para resolver el stst.ema de ecuaciones normales que 

se basa en el hecho de que existe una mat.rlz t.rtangulal" lrlf'erlor L t.al 

que 

LL" • P 

Result.ado 

Si P es poslt.lva de1'1nid.a, ent.onces e>dst.e una única 

mat.rlz t.rlanr;ular lnf'el"ior L con elementos poait.lvos en la 

diagonal t.al que 

Demost.r-aclón C la demost.raclón es por inducción ). 
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Si P es de or-den t y es posit.iva dertntda, ent.onces cu > o y 

es unicament.e det'inida por-

>.. •-/-a--
u. ,, 

Suponf:amos que se cumple par-a ·1as mat.r-ices de or-den n - 1. 

Puest.o que 11 es pos1t.1va deCJnida, de or-den n y es slmét.?'tca, 

podemos pax-t.tcionar-la en la f'or-ma 

~. [ :. : ) 
donde P es def'inJ.da posit.iva. Por- hipót.ests de Jnducctón 

exist.e una (a xxa mat.r-tz, L, t.rtancuJar. JnCer-tor- con element.os 

postt.tvos de la diagonal que sat.tsf"ace 

LL
1 

• P 

Ahor-a buscamos una mat.r-iz, L, t.riangulal" tnCer-tor- que sat.tsCaga 

.. 
..... l "' 
LL • P 

donde L ser-á par-t.tctonada en la 1'or-ma 

.. 
L • 

[ 
L O ] 
l' a 

de donde obser-vamos que 

P • LL1 CHipót.ests de inducción> 

l 
a • 

A • l 1 l + a
2 
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donde L es una mat.riz t.riang\ll..ar tnt'erior con element.os 

posit.tvos en Ja diaconal, ·por lo t.a.nt.o no stnguJ.ax-, luego el 

vect.or l lo podemos const.rutr como 

el cual e• 6nico- dado que L y a son únicos. Finalment.e >... la 

podemos obt.ener como 

slo.-lll>O 
e 

' Para most.rar que et'ect.ivament-e l l >O. usaremos la 

no-stngulal-idad de L debido a que P es posit.iva definida. 

Sea b • p-•M- ant.onces debido a que p es definida poait.iva 

• ).. - al(LL l)-•a 

•).. - <L-'a)" <L-ªa> . ).. - , .. , 

21 
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Est.a demost.raoión nos permi t.e const.rutr la mat.r-iz de 

descomposición de ChoJesky, usando r-eclU'si vfdad ya que si P k es la 

submat.r-iz pr-fnctpal de orden en el paso K-ésimo de la 

descomposición de ChoJesky do la mat.r-iz P • AL A, ent.onces a Pk Ja 

podemos expl"esar como 

donde Pk - 1 es la 
submat..:-fz pr-incipal 
de orden <k -1 ). 

se migue de la demost..r-ación ant.er-ior- que 

o 

Donde Lk_, se const.r-uyó en el paso k-1 

y Jos ot.1-0s component.es de L podem9cs obt.ener-los como .sigue 

lle • L~~' "\ 

lo cual podemos aproeclar- mejor en el stcutent.e ejemplo 

Consideremos a la siguiont.e nut1t.z-Jz P de orden 4 

p • [: :~:~::] 'º 02 i4d 

En el paso K • 1 la matl"iz a descomponer es de or-den 1 P1 • (4), 

poro lo que no hay que l"esolver un sist..ema de ecuaciones y se obt..fene 

un eloment.o de la mat.r-Jz t.r-fanculal- que est..a dado por 
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L~, = ªu • 2 

En el paso Je • 2 la mat.riz a descomponer- es de orden 2 

P • L Lt . . . 
hay que resolver- Llz • a, y encont.1"81" 0

22 
y obt.enemos 

L • • [: : ] 
En el paso k • 3 la mat.r-iz a descomponer- es de or-den 3 

Po• 

[: .. 
d 

:J •• ::. ] 
hay que r-ttsolver- L

2 
• l

21 
• a

2 
y encont.r-aro a

39 
y obt.enerr.os 

o o 
L• • [: • 

o 

En el paso K • 4 la mat.r-iz a descomponer- es de orden 4 

[ ~- •• 
P• • .. ?? 

- l ... . .. [:; :J 
23 



hay que resolver el sist.ema de ecuaciones 

a 
4 4 

y obt.enemos 

o 

La • l" • a . y encont.l"ar 

con lo que concluimos el proceso, obt.eniendo una mat.l'iz L t.:r-iangu.lal" 

inf'eriol' con element.os postt.ivos en la dtagonal que sat.tsf'ace 

LL' • P 

1.2.2 ALOORITHO PARA EL HETODO DE CHOLESKY 

En la const.l'ucción del alt;orit.mo, para caJculaJ. la descomposición 

de Cholesky, de una mat.:r-iz def'inida posit.iva P., dado que P es 

aim4t.i-tca, es sut'icient.a t.rabajar con la part.e t.l'tancular- int'e:r-ior de 

la mat.r-iz.Y como se puede obse:r-var en el ejemplo, para 

calculaJ' lk no es necesario const.l"uil' L~~l, bast.a resolve:r- el stst.ema 

de ecuaciones 

que es un sist.ema t.rJangular. 

Sea P dactnida posit.iva de oi-den n, el sigulent.e alr;orit.mo 

reg-resa la mat.r-iz de la descomposición de Cholesky de P • [ i'..ki.] en 

una mat.rtz t.rtanculal' inf'erto:r- A • [ªict. 
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Para K • 1, ....... ,n 

1) Encuent.ra l~ resolviendo 

Lk-1 lk • ªk-1 

Para • 2, .... ,K-1 

1) ,._, • ( ".r ( >-., - f::· ";• .... ) 
2) Encuent.r-a el k-ésimo element.o de la diagonal 

ª···J. -~ .. 
e 

t.3 SOLIJCJON CLASICA AL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES EN EL 

CASO EXPLICITO CON RANOO MAXIMO 

El problerna que t.rat.amos de resolver: consist.e en encont.rar p •en 
t.al que 

cuando 

para encont.:rar p •, 

p•-p • min D r--p H 

,. "n 

n • < r / r • r 
0 

+ Ay> 

t.iene que resolver- el sist.ema 

A\.AymAt.(p - r
0

) 

cuy.as soluciones det.e:r-minarAn p •. A y• + z-
0 

El algol"U .. mo par-a encont.l"ar y• usando la descomposición de Cholesky es 

el mtcuient.e : 
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t>Fol'mal'" P • Al A 

2)Usando la desompoctston de Cholosky calcular-

L t.al que L LL • P 

3>calc:ulal" d•A LCp - I" 
0

) 

4)Encont.rar- z t.al quG L tz•d 

5)Sotucionar- Ly*• z 

6>Det.el"mtnar p•• Ay• + 1"
0 

Cuando resolvemos el stst.ema de ecuaciones normales usando el 

m•t.odo de Cholasky pueden surgir- problemas cuando A mal 

condicionada, dado que, al calcular se pierde est.abilidad 

numérica, poi" lo que es recomendable calcular A t A en doble precisión 

para obt.ener una est.abllidad numérica acept.able y que 18!. solución del 

stst.ema de ecuactonem norma&es sea lo más aproximada p~sible a la 

solución real. 

t.4 SOLUCION CLASICA AL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES EN EL 

CASO IMPLIOJTO CON RANGO MAXIMO 

El pl"oblema que t.r-at.amos de resolver- consist.e en encont.r81' p • ien 
t.al que 

p*-p n • min n r--p a 

"'., n 

cuando 

n•<r/Br•d> 

par-a encont.rar p • se t.iane que r-esolver 

BBtz•d - Bp 

cuyas soluciones det.erminarán p•• B z• + p. 

El algortt.mo para encont.rar z* usando 1a descomposición de Cholesky .es 
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el sicu1ent.e 

t>For-mar- P • BB t. . 

2)Usando la desompocision de Cholesky calcular 

L t.al quo Lt.L • P 

3>Calcular c•d - Bp 

4)Encont.rar- z t.a1 que L \ ... c 

5)Soluc1onar- Lz • • y 

6)Det.erminar p•• Bt.z• + p 

Cuando resolvemos •1 •ist.ema de ecuaciones normales usando el 

met.odo de Cholesky pueden surcir problemas cuando B es mal 

condicionada, dado que, al calcular- BBl se pier-de est.abllldad 

numérica, por- lo que es recomendable calcular- BBl en doble precisión 

par-a obt-enol' una estabilidad numér-ica acept.abJe y que la solución del 

si•t.ema. de ecuaciones normales sea Jo rn6s apr-oxf.ma.da pOslble a Ja 

solución z.eal. 
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CAPITULO 11 

ASPECTOS CLASICOS DEL PROBLEMA DE 

CUADRADOS MINIMOS LINEALES 

< Faat.orlzación QR > 



2.1 INTRODUCCION 

En est.e caplt.ulo veremos como obt.ener la solución del problema de 

cuadrados mlnimos,. cuando Ja variedad Uneal es un subespaclo n. 

Consideraremos primero el caso en que n es la Jmacen da una mat.r-iz A, 

es decir, cuando n est.• dada en Corma expllctt.a y al final veremos: el 

e-o cuando n est.6 deCinldo como el nuoleo de una mat.riz A,. es decir 

cuando n est.6. dada en Corma tmpllcit.a. Asl mismo sólo consf.deraf'emos 

el caso cuando A t.tene rango mAJdmo, es decir, rangoCA)•min <m,n> 
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2.2 ENFOQUE GEOMETRICO DEL PROBLEMA DE CUADRADOS MJNIMOS LINEALES 

El pr-oblema de cuadrados mtntmos lineales se puede ab9rdar a part.ir 

de Ja tnt.erpret.."llción ceomét.l"ica 

\ ""''" 1 , .. 11\ .1\•\·'\.,U 
rit-..lll' 

n • < z ,, z • Ax > • Imc<A> 

Observe que al descomponemos a y como 

y•y,+ya 

donde y 
1 

y y 
2 

son ol"t.oconales, entonces 

Ax• • y a 

y ademas . 
y - AM - y 2 

y, es la pr-oyeeción or-t.ogonal de y sob:re la tmacen de A. La 

pr-oyecclón ort.ogonal es t'ácll de calcu.la.t" cuando t.enemos una base 

ort.ogonal del subespacto sobre el cual se calcula la proyección. En 

ef'ect.o, est.o nos lo• di.ca el stgutent.e r-esult.ado. 
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2.3 TEOREMA DE LA PROYECCION 

Sea P : l'.Rm .. CR'" la prooYecctón ort.ogonal sobre el subespacio 

nc!R"' si < o, o 
2 

•• o Je> es una base or-t.ogonal de n.. entonces 

P • Pt + P2 + ..... + PJc 

donde P1, Pz, ..... ,PJc son las pi-oyecctones or-t.ogonales de lR'" •obl"e el 

subesp•cio gener-ado por- J.os vect.or-es <o 
1 

,.o
2 

,c, ..... ,o1? 

Demost.1>aclón 

.. , 

sea y la proyección 
ort.ocAnal el<> y sobr-e n 

conaider-emos la mat.l"iZ 

cuyas columnas est.an det'tnldasa por- '°i!'"º'ºJc'ent.onces el 

lo podemos escribir como 

vect.or 

Ax• Y
1 

donde 

es dectl", como una combinación lineal de o 
1

, 

Y
2 

• Y - Y, • Y - Ax 

y como y
1 

es 1a pr-oyecctón sobl"e '°1.• •• , ºJe y y
2 

est.á. en el espacio 
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ort.ogonal a o 
1

, ••• ,-:>k se t.iene que 

o bien 
Al C y -Ax > • O 

••t.o •• 

como las collJn'lnAtil da A son un conjunt.o de vect.ores 

o?>t.ot;onales aa sat.iaf'ac• que o~• o J • O si ilá' J. ent.onces t.enemos 

[ :; : ] [ :; J 
[ º ...... ''. ] 

[ :: ] 

ya que 

o~ • 4-j • O si 1 'f#. J 

luego par-a encont.rar- a 1 ..... a,k t.ales que nos det.erminen la 

combinación lineal de o,, ... ,ok para encont.rar- Ya podemos mult.tplicaro 

por 1a tnvar•a de .A1A, que es una mat.riz diagonal, est.o es 

o 

.] [~:] V o~ o 

Ya que encont.ramoa los coaf'tctent.as de la combinación lineal para 

encont.ral" la· pl'oyección ort.oconal da y cobre el espacio generado por 

o• , ... ,ok , ent.onc•• podamo• det.armtnar y• como stcue 
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v • "" • (º l··· I 0 J ' . ' k 

o bien 

de donde obt.enemo• 

reacomodando en Corma dif'erent.e Jos t.érm.tnos t.enemos 

y • -~~-~L y + .......... + -~~-~~-- y [ ' ' ) 
' o, o, ºk º1c 
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Cact.oi-izando y en la expi-esión ant.ei-ior- t.enemos 

poi- Jo que, la pi-oyección de un vect.oi- sobi-e el espacio cenei-ado por 

los vect.ores <>a , ••• ,ole la podemos expi-esal' como 

p • 

"" 
<>, o~ 
-;¡--~--. . + ....... + 

l 
º1c "°k --¡-------
'°k "°k 

es decir-, la prooyecclón sobr-e el espacio cen.rado por 0
1 
... ,o,k la 

podemos calculaJ. como la •uma dtt las prooyecciones sobre P t 

' ºt 'l)t 

pi - -.--­
ºt 0 i 

En la sección slcuient.e consideraremos el caso cuando las columnas 

de A no son Of't.oconales, en est.e caso el procedlmlent.o usual consist.e 

en const.ruir una baso ort.ogonal de Ja imagen de A usando las columnas 

de A 
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2.4 EL METODO DE QRAH-SCHMIDT 

H•mo• v:lst.o que una f'ol"ma de l"•solver ~·.';problema 

"'!:º u Ax - y a 
es rnec:liant.e la proyección ort.oconal del Vect.or- y sobre el espacio 

c•nerado poi' las calumnas de A. El mét.odo clasico para p-ar- de una 

mat.riz A•[t1.,lc.al····l4.c] con. columnas linealment.e tndepehdlent.es a una 

mat.:r-iz Q • [ q
1 

1 .... ¡ '\ ] con columnas or-t.oconal••• t..al que, el 

espacio c•nel"ado poi' Cl¡····C\:: es el mismo espacio cenerado po~ 

a. .. , .•..•• ,4.k es el m6t.odo d9 Oram-Schmldt.. 

Eat.e lnl6t.odo nos dice que dada A • [o.,l .. ·l41c ] con columnas 

linealmentA tndependient.es para const.ruir Q • [4 .. l·····l'\]•t.al que 
que qi. i q j 'lffl f,.c j debemom t.OmaI" 

1) q, - a., 
2) Par-a 1 • 2, .... ,k 

Calcular l i. la pr-oyección 

::~~~en:~ :~~I'• el 
q,, .... ,_ .. 

<Que podemos calculal" usando el t.eorema de la p:r-oyecctón> 

lueco a.i. - :i. .L e donde <l. es 

cualquier- element.o cene:rado por 
q,, .... ,qi.-• 

3> Flnalment.e calcular­
q~ • a.i. - ct'i. 

Todo est.e procedimtent.o podemos expresarlo de la stcutenYt manera. 

q ... . . 
<la • 4 z - '°•eqt 

". • 4 a - (Hq1 - .t'H<lz 
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Donde (\J denota la proyección ort.ogonal del vact.or a.J sobre el 

espacio generado por el vector qi., es· declr 

(LJ • 

est.e 81at.ema de •cua<:lone• podemos reesc:l"lblrlo cómo 

que podemos expresarlo matl"lclalmente como 

[ .. , l······I "k ] 

[ca. ¡ ..... ¡ '\] 

o o o o 

(&,k-& '&k 

'z.k-& ( zk 

I! k-z,k-& ( k-&,k 

1 ( ..... 
o 1 

de donde podemos observar que eszt.as bases est.é.n l"elactonadas de la 

•lcuient.• manel"a 

A• QR A • [ .. , l···· I ... ] 

ª • [q, l···· I qk ] 

Donde R es una mat.rtz t.rl~ superior con 1's en al dlac;onal, 
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La cual est.abJece el cambio de coordenadas: de la base def'tntda por- las 

columnas de Q a la base dat'inida por- las columnas de A. 

2.5 EL NETODO DE ORAH-SCllNIDT MODIFICADO 

Un. Corma alt.arnat.tva de Halizar- el procoso de 

Oram-Schmtdt. •• conat.:r-utl' en e.da paso mubespacios Ol"t.oeonales de Ja 

im.ac-n de A, esto •• ct>•ar 

S\. Cq, , .•• ,qt. J 

t.ale• .- 1.a Irnc<A> • •¡,e s~ 
CAhoz.• vei-emos a t.r-•vés de inducción como roaltzal"' est.e procedtmtent.o> 

Pa.r-a r-e.Uzal" este pr-ocedJmtent.o como pl"tmer- pa110 t.omamos 

s • rq
1

1 a·~· ra.;•) ,a.~•, , ... ,a.~•,1 
~2, ..• ,k 

y P 
1 

deo no t. a la pl'Oyección sobr-e q
1

, 

${ t.eNt-motV SL• (q1 ,,.,,qi.JQ: -~ • (4~~~1••••14~i.JJ, ehf.Oncea podemos 

const.r-utr-

• .... • cq ...... ,q,. 1 1 a·~ ••• ra.~~:1 ,, .... ,4~"• 1 >1 

a 4~i+•> 

y Pi.+ .t denot.a la proyección sobl"e q" • " 

p a.(iJ 
t.., l l • t.+z, ..• ,lc 

a est.a Coz.me de obtener Q se conoce como el procedbnient.o de 

Gram-Schmtdt. modtt'Jcado 
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2.6 SOLUCION AL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES CUANDO LA 

VARIEDAD LINEAL ESTA DADA EN FORMA EXPLICITA ( n • lmc CA)) 

La descomposición de una mat.r-iz como el pl'oduct.o de una mat.r-iz con 

columnas ort.ogonales y una mat.rlz t.l'iangular super-iol' se le conoce 

como la descomposición QR, poi' lo que, ut.ilizando el mét.odo de 

Oram-Schmidt.. o •1 mét.odo de Gr-am-Schrnidt. modtf'icado podemos h.al.1.al" la 

de•composictón QR do una mat.r-iz A. 

Ahor-a bien, usando la f'act.orización OR podemos obt.ener- la 

solución del pr-oblema de cuadl"'ados mintmos como sicue, ya que el 

pl"<>blema •• oncont.rar 'H.• t.al que 

"'!º 11, y - Ax. 1 • "'!º H y -QRx 11 

ent.onces y - QRx deba ser- ol't.ocona.l al espacio generado por- las 

columnas de Q, por lo que debe suceder 

o'< y - oRx > • o 

de donde obt.enemos 

Qly. QtQRx 

como Q t.iene columnas or-t.ogonales o"o • D y ent.onces x• es el que 

sat.fsf'ace 

est.e es un sistema muy t'ácil de resolver porque R es t.rlangu.lal' 

supel"ior .Ent.onces 

tueco 
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simpUf'icando 

Y,•· Q .:z>-'Q"y 

est.a expresión •s sólo par-a preaent.ar- de manera simple el result.ado 

2.7 SOLUCION DEL PROBLEMA DE CUADRADOS MlNIMOS LINEALES CUANDO LA 

VARIEDAD LillEAL ESTA DADA EN FORMA IMPLICITA ( n • N<A». 

Ahora est.amoa int.el"esados en encont.r-ar- una y, e NCA) t.al que 

11 Y - Yafl 

cea Jo mAs pequerta poafbJe. Est.e pl"oblema 

f'ol'"'malment.e observando que 

ya ~. si >e e N(A), se sat.ist"ace 

que es lo mismo que 

ent.onces t.enemos 
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lo que implica 

x1.CA1.z)• O 

poi' lo que 

X J.. JmcCAI.) 

X & lmgCA l. ).L. 

est..o ••• x est.a en el espacio or-t.ocona.1 a Ja .hnacen de A 1. 

Por- consicutent.I\; en est.e caso nos comb.lene calcuJ.aro y
2

• ya que. Y
2 

•• encuent.r-a en Ja imagen de A 1. • . como NCA l )•0 podemos aplicar- eJ 

pl'ocedtmtent.o de Gram-Schm.ldt. o el proced.lmtent.o de Ormn-Schnúdt. 

modU'lcado a A 1 para obt..ener 

A 1 
• Q R 

como el espacio generado por- .las coJwn.nas de A 1 es igual al espac.lo 

cenerado por- las columnas de Q, el vect.or y - A 1 z• debe ser ort.ocon.aJ 

a cada uno de las columnas de '5. ent.onces se t.tene 

Qlcy - Atz•>•O 

o bien 

de .. donde obt.enemos 

y -a encont.ramos 

lueeo 
l • "' ... - .. , -•"'l y

2
•Az•QRR %> Q.y 

• Q. .t>-tQt.y 

ent.onces •1 vect.or- que buscamol!l es 

Y,• y - Yz• y - Q .:Z>-tQty 

=CI- Q :t>•ªQt>y 
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las expl"estones ant.arforea sólo son para pl"esent.ar los Ntsult.ados on 

Corma sonctlla. En la pract.tca no lie calculan. 
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CAPITU..O UI 

CARACTERIZACION GEotiETRICA 

DE LA SOLUCIOH 



3.t INTRODUCCION 

Hemos vtst.o que el problema de encont.l'ar el punt.o y*mas coreano a y, 

sobre un subespacio es equi valent.e a encont.rar- la proyección 

ol"t.ogonal del vect.or- y sobl'e .o. 

En la pract.ica ó puede est.ar- dado en t'orma oxpllctt.a o tmpJJcit.a es 

decir, 

i) "" • < s .-' s • Ax ; x & !Rn ) • lm,;(A) 

í1'..> o • JmgCA).L. 

((0 

tv> 

ó • 

ó • 

N<A> 

NCA>J. 

3.2 CALCULO DE LA PROYECCION OROTOClONAL SOBRE LA IMAGEN DE A Y SOBRE 

EL ESPACIO ORTOGONAL DE LA IMAGEN DE A CUANDO NCA).L • < O > 

Primer-o t.r-ataroemos el caso cuando o•ImgCA>. En est.e caso hemos vist.o 

que el punt.o más cercano, y•• AH• , a y es t.al que, y•-y, es 

orot.ogonal a ó craticament.e t.enemos. 

'l·- '~ 

De aqul. se t.tene que debe sat.Jsf'acerse 

A ley*- y)•AL<Ax·- y>•O 

que son las ecuaciones nor-maJ.es, las cuales podemos reescribir como 
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3.2.1 

Por ot.ra part.e, sal;>emos NCA>•<O>, ent.onces Al A )0, por lo que la x• 

que sat.isf'ace 3.2.1 podemos calcularla como 

x••CI• tA> -.a A 1y 

ent.onces el punt.o y• est.a dado como 

y•• Ax•• ACAlA)A.Ly 

de donde deducimos que 

P a ACAtA>-1.At 
lmgCA> 

Est.a expreción no es préct.ica, nos combiene más expl'e&ar P tmgcAi en 

f"unción de la fact.01>ización QR de A, est.o es, si A•QR donde Q t Q•I 

ent.onces 

por lo que 

luego la proyección sobre Ja imagen de A usando los Cact.ores QR de A 

est.A dada como 

P •QRCR-t.R-t)RLQL 
tmgcA) 

•Q o.l 
.l. 

cuando o • lmi:'<A> y NCA>•<O>, la proyecclón se obt.iene en f'orma 

inmedlat.a. Graf'icament.e se t.iene 

est.o es 
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3.3 CALCULO DE LA PROYECClON ORTOGONAL CUANDO -o • N<A> o o • N<A>.!. Y 

N<A t.) • < O> 

Primer-o t.rat..aremos el caso cuando <) • N<A>. En est..e caso t.enemos que 

y• el punt.o mu cercano a y en o, es t. que, y - y*, es ol"t.ogonal 

N<A>. Grat'lcament.e t.enamos 

\-'~ 

Como o • NCA), ent.onces y - y* e N<A>J.., pero sabemos N<A>J.. • Img<A "> 

ent.onces t.enemos 

y - y•• Atz• 

luer:o el. punt.o y• que buscamos est.6 dado como 

y* • y - A'-z* 

como y• e NCA) debe sat.isf"acer 

o bien 

est.o es 
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3.3.1 

debido a que N CAT) • <O> so t.tene AAt>O por- lo que z• que sat.tsface 

3.3.1 est.á dada como 

lueco el vect.or que buscamos es 

y* • y - Atz* 

• y - AtCAAt>-'Ay 

o bien 

y•• y - plmgfAtlCy) 

• (J - plmg(AlJ)(y) 

• plmgcAlJ.L(y) 

Para obt.ener una expreston más práct.ica para la 

la t'act.orización Q R de A t la cual denot.aremos como 

At•Q R 

ent.onces 

y 

plrngfALl.Lª J - QtQ 
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3.4 CALCULO DE LA PROYECCION ORTOGONAL SOBRE UNA VARIEDAD LINEAL EN 

GENERAL. 

Suponcamos que t..enemos una variedad lineal o(w) par-alela a o, es decir, 

O(W)• ( S / S • S + W : S C O ) 

o bien 

oCw) • <> + w 

Graf'icament.e 

si?a P o(v) la proyección ort.ogonal sobre la variedad lineal o<w>. como 

podemos observar en la Cir;ura, se t.iene 

o(y)J.. • o.L 

y por consiguient..e 

p oCv).1. • p o.1. 

t.ambién podemos observar que en la figura se t.iene 

PoCv>Cy) • P0 Cy) + P
0

.l..Cw> 
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que podemos reescribir como 

P.o(v)(y) • w + P
0

(y - w> 

la cual no es dU'icU de calcular, como hemos vist.o en los siguient.es 

casos 

() o•lmg(A) • N(A)•O usando la f'act.orlzación QR de A 

t.enemos P.,,• Qt.Q 

ii> o•lmg(A>J. & NCA>•O usando la f'act.ol"ización QR de A 

t.enemos P ó• I - Qt.Q. 

ii() <0 • N(A) a. N(A t.>•O usando la f'act.orización A t.• Q R 

p o• PJmgtAt.1l..• 1 - Qt.Q. 

ya que, prmg<A'>• Q'Q 

tu> o • NCA>J. a. NCA t.)1110 usando la f'act.o:rización A t. •Q R 

P•P l• QtQ 
O lmgfA 1 

3.6 CALCULO DE LA PROYECCION ORTOGONAL CUANDO o•ImgCA>, N(A).:itO, ESTO 

ES, CUANDO A NO ES UNA MATRIZ DE RANGO COMPLETO 

En el caso que el subespacio o est.e generado por una mat.riz A, con 

columnas de..pendient.es, t.enemos el problema de que At.A no es posit.tva 

def'inida y por lo t.8.nt.o la. f'act.orización QR como t.al no nos si:rve. por 

que R serla singular>. Desde de un punt.o de vtst.a t.écnico el problema 

t.iene f'é.ctl solución, ya que, sl A es de rango k es posible l"eor-denar-

las columnas de A de t.al f'orma que las columnas de AP, t.enga las 

pl"imeras k columnas independlent.es. ent.onces al aplicar la 

f'act.ort2actón QR de AP obt.endremos 
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AP • QR • Q ro-u R~z] 
de donde Ru es de kxk t.l'Jangula.ro ·no-sJncula.r y entonces. 

A-Q [:u R~Z]p' 

par-a que est.a descomposición sea út.U seria convenient.e que Ru !'uera 

cel"o, est.o se puede Jocral' st eJecimos Q o:rt.oconal t.al que 

ent.onces t.end.f'Jamos que 

A• Qra .. R~Z]Q Qlpt 

o bien 

A• cifo" ~ ] Q'Pt 

est.o es 

A• cifo" nK' 
donde K•P Q, 

Con est.a descomposición obt.endr-emos que ., ~ 
AlA• KfouRu ~ ]K' 

por lo que el sist.ema 

se convert.ir-a en 

o bJerJ en 

donde x • JC'x 

Si hacemos Qty. [~~] & x-[::) entonces el sist.ema se simpllt"ica 

en 
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el cuaJ podemos stmpUf"Jcar- aOn más mult.tpUcando a la izquierda por-

R;~ 

si elecimos x
2 

• O , como 

are t.tene 

por Jo que 

est.o ear 

R. X • e 
•• t • 

X• K X 

Si hacemos Q • [Q
1 

1 Q
2

J ent.onces es f"écil checar 

cual t.enemos 

y poi" lo t.ant.o 

p •. Q Q.l 
ImgfA> t 1 

e• 
' 

con lo 

se puede hacel" un des.ar-rollo simU.a:r en los ot.:ros casos, sin embal"go, 

no lo har-emos, ya que, el problema pl"JncJpal ea det.e:rminar- el rango de 

A. Por lo cual consider-a.remos pr-Jme.ro el problema de const.rutl' 

descomposiciones de A que revelen el r-ango de A, en el sit:uient.e 

caplt.ulo. 
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CAPITULO IV 

UN PUNTO DE VISTA MODERNO 

PARA EL PROBLEMA DE 

CUADRADOS MINIMOS LINEALES 
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4.1 INTRODUCCION 

En est.e capitulo descl"ibtremos procedlmient.os de como aJcanzaI" W\a 

f'or-ma t.riangouJ.ar. a través de una secuencia de mat.rJces ortogonales. 

Los ent"oques que descrtbil"emos son f'recuent.ement.e aplicados 

pz-oblemas de cuadrados mintmos lineales, per-o t.ambién son út.iles para 

resolv&I" sistemas compat.tbles de rango desconocido. Una t.écntca 

popular- para la const.r-ucctón de mat.r-tces ol"t.ogonales que r-educen una 

mat.r-tz A a una f'orrna t.t-iangular, tnvoluci-a una clase especial de 

mat.rices que son stmult.aneament.e: s.tmét.l"icas, ol"t.ogonales y 

elementales, est.as ma.tl"ices est.án def'inidas por-

ORef'Jextones de Householde:r 

ii>Rot.actones de Givens 

las cuales tienen excelent.e est.ahUtdad numér-tca, puest.o que para 

obt.ener un I""esuJt.ado razonablemente acept.able bast.a con usar simple 

precisión. 

4.2 REFLEXIONES 

4.2.1 CARACTERIZACION DE LAS REFLEXIONES 

La reClexión de un vect.or- x E IR"' sobr-e Wl subespacio ~ podemos 

expr-esarla como 

R~Cx)•P ~Cx) .. p ~..L(x) 

e:t"ect.ivament.e. si IRn • ~ e ~J.., ent.onces cada x E IRn puede expr-esarse 

como 

Por- Jo que 

xax+x ' . 
50 
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x • P~Cx) + P~.J.. <x> 

luego, la z-ef"lexión de x a t.rav's do )! lo único que hace es cambiar­

p ,:eJ..cx> por -P Z'.J..(x), de donde obtenemos 

R,:e<x>•P ,:e<x>-P ,:e.l.<x> 

Est.o podemos verlo cráf'icament.e como sigue 

1 

Por ot.r-a part.e aJcebr-aicamento se t.ione 

o bien 
R.:e<x> • x - P .:e.l.(x> - P .:eJ..cx> 

• K - 2P,;e.l.(x) 

• ( I - 2P .:eJ. > Cx> 

lo cual nuevamen~ se puede ver de manera geomét.rica como: 
'l. 
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Cuando la dimensión de .}! es t o 1a del subesp.acio ol"t.oconaJ. de ~ 

es t decimos que es una reCleJdón ort.oconal simple. 

J. 
Ahora bien, si podemos encont.rar- un subespacio Z o ~ de dimensión 

uno, t.al que, al reClejar- un vect.or a, sobre dicho subespacio, dé como 

result.ado un vect.or que encuent.z.e sobro el primer eje coordenado. 

Ent.onces podemos usar las las ref'lexiones ele1nent.ales para int.roducir 

cor-os en una columna de una rnat.riz. Oráf'fcament.e se puede ver- como 

sigue 

Para resolver- est.e problema Housenholder- propuso la const.z.ucción de 

J. 
un vect.or- u. dado el vector- s, que 1:ene:re a Z como sigue 

donde o-signo<( a> 

Como ya hablamos vist.o, una reClexión element.al podemos e>cpr-esar-la 

como 
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donde 

p~.L .- ya que ~.L es e J espacio 
generado por u 

De donde obt.enemos la siguient.e expl"esión en Cor-ma mat.r-1c1al para 

la l"eflexión a t.ravés de ~ 

Est.a 6Jt.ima expr-estón se conoce t.a.mbién como una r-eClexión de 

Housenholder y la mat.r-iz H sat.tsCace 

H•s•oolalle . 
En el cont.ext.o de reduc:ctón Ja Corma t.Z'tancular, t.iene dos· 

propiedades c:ructales, pZ'imer-o que pal"a cualesquiera dos voct.ores 

dist.int.os de igual Jongtt.ud euclidiana, eJdst.e una mat.rtz de 

Householder que t.ranst'orma uno dent.r-o del ot.ro. Segundo que cualquier 

vect.or t.ransfol"madO poi" H t.tene una Col"ma especial, la cual se 

obt.tene al aplicar H al vect.01> s 

Hs •( I-2u.u.t. )S •S - c2t. s>u. 4.2.1.1 
~¡~- ,:¡~-

la d!Cerenc:ia ent.re al vect.or- 01>iginal s y un mu!t.iplo especial del 

vect.or de householdel' u. 
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4.2.2 CALCULO DE LA FACTOR!ZACION QR USANDO LAS REFLEXIONES DE 

HOUSEHOLDER PARA UNA MATRIZ NO-SINOULAR 

Par-a una mat.r-tz A•Ca.
1 

j ... /a.nJ no-singular-, las pr-opiedades descrit.as 

en la sección ant.er-ior nos permit.en const.ruit> una secuencia de n-1 

mat.rices de Householder t.a!es que 

donde R es una mat.f'iz t.l"ianr;ular super-ior- no-si~ular de rum.. 

El pr-imer- paso de est.e proceso es const.ruil' una mat.riz de Householder 

H
1 

que t.ranst'orme a.
1 

Cla primera columna. de A) en un mult.iplo de e,, 

el primer- vect.o:r coor-denado ( est.o es, deseamos eliminar desde la 

segunda hast.a la n-esima component.e de a.
1

) la longitud euclidiana es 

preservada poi" una. t.l"ansfor-mación ort.ot;onal, asi que el r-esult.ado sera 

Ha.•C . 

donde 1 l"u 1 • 11 a.,I ~· Conocemos de 4.2.1.1 que u.:1.debe se:r mult.iplo 

del vect.ol" 11 41l~e .. - a. ... Debido a que H
1 

dependo sólo de la dil"ección 

de u .. , u.
1 

puede ser- t.omada como el siguient..e vect.ol", el cual dif'iel"e 

de 4..._ ,sólo en la primera component.e 

[ 

a. .. :" .. ] ... 
" n& 

en la def'inición de u.._, el si~no de r-
11 

puede ser t.omado como posit.tvo 

o negat.ivo (exc:ept.o cu.ando a..._ ya mult.tplo do e•l par-a evit.ar- el 
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error- de cancelar la primef'a component.e de u... el signo de 

usualment.e escogido como el · Si¡:no cont.t>ario de asl 

r 
u 

qu& 

es 

el 

signoCr-u>•-sicnoCa.,..>, después de aplicar- la mat.r-iz de Householder H
1 

la primer-a colwnna de la mat.r-iz p&.I"cialment.e r-educida AC2,• H,A es un 

muJt.iplo de e, Cel primer- vect.or- coor-denado> 

Acz> .. HaA • 

[ 

r .. 
Otrn'"'ll)U 

r uccn-u 

AZ«rn-,>xcn-u 

donde, en genor-al t.odos los elementos de A han sido alt.erados. 

En la const.r-ucc16n de la se¡;unda t.ransf"ormación de Householder, hay. 

que reducir la pr-imer-a columna de la matr-iz residuo denot.ada por- A
2 

sin alt.orar ei pr-imer r-englon y primera columna de la mat.r-Jz reducida 

par-ctalmente. Por- 4.2.t est.e r-esultado puede ser alcanzado poi' def'tntr 

el secundo vect.or de Householder- u
2 

con cero en la primera component.e. 

Con est.a selección la aplicación de H
2 

a un vect.o:r en general no 

alt.er-a la primera component.e y la aplicación .de H
2 

a un mult.iplo de e
1 

et.al como la pl'imeI>a columna de A 
12» deja al vector complet.ament.e sin 

cambios. 

Si A es no-stn::ulaI- n-t pasos de r-educctones de Householder- son 

necesarios para realizar la t.riangularización de A. Y siempre la 

prfrnera columna de la mat.riz residuo ser-á di:ferent.e de cero en cada 

paso C la lllt.ima columna no necesit.a r-educcion) ent.onces. t.enemos 

H ••• HHA•R n-' z l 

donde R es una mat.riz triant;ular super-ior. Denot.emos por Q,t la mat.r-iz 

or-t.or;onal de roen 

o.'- H ... H H 
n- t 2 a 
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Cada una de las siguient.es formas es llamada la f'act.orización QR de A: 

Q'A•R o 

4.2.3 CALCULO DE LA FACTORIZACION QR USANDO LAS REFLEXIONES DE 

HOUSEHOLDER PARA UNA MATRIZ SINGULAR 

Nuest.ro enf"oque básico par-a :-osolver un sist.ema no-singular lineal es 

reducir la mat.riz a una f'orma agradable <t.riangular super-lor> poi" 

aplicar secuencia de t.ransf'or-maciones especiales. Ahora 

descr-ibil"emos como ext.ender est.as técnicas para t.ransf'ormar, una 

mat.l'iz ,;ener-al A, t"orma t.riangulal' que revele el rango. 

Asumiremos que cualquiel' proceso de reducción t.ermina cuando se carece 

de reducir- a cero una columna, las inevit.ables complicaciones en t.ales 

ext.enciones es la necesidad de revelar el ranco. 

Una mat.riz general A puede sor r-educida a una f'orma t.riant;ular 

superior qu() revele el rango usando t.ransf'ormaciones ort.ogonales. La 

principal dif'erencia del caso no-singular involucra la necesidad de 

int.ercambi~ columnas para asegurar que el rango es complet.ament.e 

revelado. Sin int.el'camblo de columnas la reducción do Householder 

t.erminaré inmedlat.ament.e en una mat.riz dif'erent.e de cero cuya primera 

columna es un vect.or cero. 

Si la mat.riz residuo es la mat.rtz cero o nula, la reducción 

t.erminada, en ot.ro caso, al menos una colunµia es dif'erent.e de cero 

la mat.riz residuo <ta columna pivot.e) la cual puede ser escor;tda como 

el siguient.e candidat.o para reducir y debe ser movida al f'rent.e de la 

mat.riz residuo poro un lnt.ercambio de columnas (el int.ercambio de 

renglones no es necesario con reduciones ort.or;onales por la izquierda 

56 



debido a que la norma dos de la columna que es reducida es preservada) 

En t.e6r-ta cualquier columna diCei-ent.e de coro será seleccionada como 

columna pivot.e, no debe sorprendernos que aJcunas consideraciones 

numéricas sugieren la indeseabilidad de una columna pivot.e que es 

demasiado pequerta . A.qui la est.rat.egia es escoger la columna más 

grande en la mat.riz residuo como columna ptvot.e. 

DesaCort.unadament.e, la mejor deClnlciOn de más grande en est.e cont.ext.o 

es algunas veces ambiguo. Con el stgnif"tcado más obvio la coiumna 

pivot.e es t.omada como la columna de norma euclidiana mAs gl"ande en la 

mat.rtz residuo. Una int.erpret.aciOn alt.ernat.iva es que la columna 

pivot.o deberá ser la columna menos reducida en la mat.riz residuo , es 

decir, la columna con la razon más grande de present.e a la original 

Jonctt.ud euclidiana. Hablando amplJament.e est.a sogunda est.rat.egia es 

disertada par-a escoger la columna más independient.e como la columna 

pivot.e. 

Si una est.rat.eg:ia de pivot.eo es usada, en el k-esimo paso de la 

reducción a una f'orma t.l"iangular por t.ransf"ormaciones de Householder 

se aplica un tnt.ercambto de columnas <si es naces.ar-lo) para mover 

la columna ptvot.e a la k-estma posición. Fol"malment.e t.al movtmlent.o 

correspondo a mult.tplJcar la mat.rtz residuo por una permut.actón por 

la derecha, est.o es, si Ack> es el result.ado del paso k de la 

reducción de Householder, se t.iene 

donde A'k1es la mat.riz l"estduo, debemos ele,tr la columna de nol"ma 
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mayor- de Ak e fnt.o:rcambfar-la por- la pr-Jme:ra columna de A¡/ Est.a 

pr-ocedimi&nt.o lo :realizamos muJt.fplicando por- la derecha a Ak por- una 

matriz de pe:rmut.aciones P k' con J.a cual def'Jnimos 

o 

que ser-á apUcad.a por- la derecha a A d:J par-a z.ealfzar el .tnt.er-cambJo 

de columnas en Ale sfn alter-ax- R:H. Con lo cual obt.enemos 

Mor-a con. Ja pl'imer-a columna de Ak definimos Hk.,. pal"a l'educfl' est.a 

columna y const.l'uimos 

H • ... 
o 

o l 
H • 

k+t 

pal'a aplicarla por la izquler-da a A tkJp k para r-educil' la columna. k a 

la f'ol'ma deseada y asi obtenemos un paso mas de la triancu.tas-tzacfón, 

esto es, 
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o 

o 

I"' • k+l ,.. ',Je+z • ' · 

,..l..... ,..~ .. ·- ... 

o A1e+.c. 

r •.m 

Con una adecuada est.r-at.ecJa de pivot.eo y arJt.mét.Jca exact.a, est.e 

pr-ocecUmlent.o de Householder t.er-mtna después de r- pasos cuando Ja 

mat.riz r-estduo Uega a ser car-o o nula. 

En cene.ral I" per-mut.acJones <P 1/ y r- mat.r-ices de householder <Hl 
k•t, .. ,r- son l"equer-Jdos par-a complet.ar la !'educción.Después de r pasos 

la conr lcuraelón f'lnal es 

Hr'º' H
1

A P
1 

... Pr• R 
donde 

es una f'orma t.I>langu.lar que I>evela el I>ango y Ru es una mat.roiz 

t.riangulal" superoior- de r-xr. Combinando los int.ecamb!os do columnas 

una simple mat.rlz de pe:rmut.aclón P y las t.ransf'oromaciones de 

Householder- en una simple mat.r-Jz or-t.or;onal QL obt.enemos 

y una f"'ol'rna equivalent.e y pl'obablement.e más común es 

AP•QR 

donde Qt• Hr .... H
1 

P • P, ... Pr 

donde Q • H
1 

••. Hr 

la 1nat.r-iz or-t.ot;onal Q Cel product.o en ol"den Jraverso de las 

t.l"ansf"'ormaciones de Householder- > es f'I>ecuent.ement.o presont.ada en 

f'orma f"act.ol"lzada. 

La f'act.or-ización QR:, AP•QR expr-esa una versión de .las columnas 

permut.adas de A como el product.o de una mat.:riz t.rianr;u.tar- supe:rio:r de 
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mxm que revela que el ranr;o es r-. Una versión más compact.a de est.a 

fact.orizactón puede sel' obt.enida por- dest.inar las p~tmeras r columnas 

de O. como la mat..r-iz Qr de mx:r y la s m-r columnas I'est..ant.es como Qm~r' 

ent.onces la f'act.or-izacion puede set• eser! t.a como 

que podemos reduciI' a 

AP • QrR 

1& Olt.tma f"o!"ma expresa una mat.r>iz permut.ada de las columnas de A en 

una t'orma que ret..tene el rango. Cuando la columna pivot.e es escogida 

como la columna de norma más grande, la mat.riz residuo R os una mat.I'i z 

t.J:•ianr;ula!" super>ior nor-malizada con la propiedad de que sus elementos 

en la diagonal son de magntt.ud no dec!"esJent.e, as1 que, 

Aunque no podemos t'o!"zar a R a ser cuadrada, podemos alcanzar 

esenctalment.e el mismo et'ect.o por const.ruiI' una mat.I'iZ ort.ogonal V que 

puede ser aplicada a R poi' la derecha, eliminando la mat.?'iz R
12

, 

est.o es, 

RV • <R
11 

R
12 

>V a < R O> 

donde la rnat.I'iz R de NCl' es una mat.l'iz t.rtani;uJar> superior 

no-singular. puede e"'Jlresada como una secuencia de 

t.ranst'ormaciones de HousehoJder aplicadas por la derecha para ellmlnar 

las columnas seleccionadas de R. Debido a nuest.ra pref'erencia pa1•a 

t.rabajar con columnas, nos pal'ece mas f"ácU describir est.e pl'oceso en 

t.él'minos de !'educir una mat.riz t.rtant:ular infeI'ior- Rt desde el lado 

izquierdo. Ya que necesit.amos explicit.ament.e ref'erir los eJoment.os 

usaremos R. y 'W para denot.ar la..q mat.rices R
11 

y R 
12

• 

La t.ranspuest.a del result.ado deseado RV • C R W >V • < R O> es 
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donde 
-, 
R es inferior-. Los primeros r r-ent:lones de R' son 

simplement.e la mat.r-iz R' C el r-enomb:r-ado de R~,> Ja cual es ya un.a· 

t'orma t.riangular int'er-lor. Las ca?'act.ertst.lcas especiales de J.as 

t.r-ansf'or-maCiones de Hous:eholder nos per-mit.en const.i-ui:r una sucesión de 

ést.as cuyo "producto, sólo elimina a \1l Cla . r-enomb:rada R~2 , los 

últ.lmos n-r r-eng-lones de Rl> .sino, t.ambién retiene la forma t.ri~u.lar 

in.f'er-ior los element.os de los primer-os renclones> la 

c.Bract.er-lstlca cr-ucial es que las columnas de Rl son pl'ocesadas on 

orden inverso. 

Pr-ime'!'o considerai-emos 1.a última columna de R'. Una t.r-ansf"ormnción 

de Jlouseholde:r ffr os const.ruida para crear ceros en las component.es 

1'+1 hast.as la n. ~In cambiar las proimeras l'-1 component.es. En est.a 

Col'ma Ür elimina la columna r de w' pel"O no alt.era el l"OJ\Clon 1 hast.a 

el r--1 de Rl. Por Jo t.ant.o preservamos la estr-uct.Ul'"a t.rtangular 

inferior de los prime!'os r rengolones. El vect.or- de Householder ur 

t.tene ceros en las pl'imer-as :r-1 component.es. La aplicación de Hr a R' . 

t.iene el slguient.o efect.o sobl'e la mat.:riz ~l 

" o o o ... 
" '• r-l .. 

r-t,r-t o o 

¡¡ R' 1' l' I' 
'·' r-1,r '•' ' w 11 o .. r-t..r 

~ i; o 
t .ri-r r-t,n-r 
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donde l':2 • 1"
2 + w2 + 

rr rr :ir 
w2 y los elementos alt.er-ados son 

n-r,r 

denot.ados poi" r~J y \:ti.J la_ (llt.ima columna de H, RL est.A ahor-a en la 

f"ol"ma deseada. Moviendonos a 1a izquiel"da < a Ja cOJumna r--1) buscamos 

una t.1>ansf'ormación iir-:t con t.res pl'opiedades 

O Que elimine la columna r--1 de \i t.ransf"or-mada 

ti> No aJt.el'e Jos cel'os en las pl'imeras r--2 posiciones 

de est.a columna 

HONo cambie la columna I' de K,.Rl 

los sertal.amient.os Cíi) y CíiO son réallZados si el vect.or- de 

ffouseholder ~r-:t t.iene ceros desde la componente uno hast.a Ja r-2 y 

un cero en la component.e r, est.o se debe a que si tr,_.. en alguna 

componente, t.iene cero, digamos en la componente j, ent.onces el 

renclon j no es af'"ect.ado poro la aplicación de iir-:t' La pr-opiedad Ciii> 

es asegurada debido a que ü,_ .. es orot.ogona.l a la ú.J.t.irna columna de 

ií,.Rl la cual eonsecuent.ement.e queda sin cambiar poi- iir-:t' 

Cont.tnuando, para movernos a la izquierda a troavés de las coiumn.as:, 

cada vect.or de Householder es const.ruido con un pat.ron de ceros que 

presel"va la f'ol"ma deseada en las colwnnas ya l"educidas. Event.ualment.e 

las I" columnas de Wl son eliminadas en orden opuest.o poi" las r 

t.l"ansf"orm.aciones. El !"esult.ado f'inaJ es 

iii .. Jf,Rl= ( ~l) 
donde R_L es una f'ot">ma t.l"iangular inf'erior de rxr no-sint;u.J.a.r, 

t.ransponiendo obtenemos Ja f'ol"ma deseada 

R ii, ... iir• RV • cR o> donde V • H,. ... ii 
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4.3 ROTACIONES 

4.3.1 CARACTERIZACION DE LAS ROTACIONES 

La I'Ot.ación de un vect.or- x e ~n sobi-e un plano est.á dada por- una 

mat.r-tz como 1a siguient.e 

'1 e o .. O -s 
o 1 o 

~- ~" o o 
so e 

. 1 

donde c
2 + s

2
• 1. Los suhlndJces t y j en Glj corresponden al número de 

renclon asociado con los c•s. La primer e est.é en el renglon t y la 

segunda en el renclon j. Observase que la int.ersección del r-enclon i y 

r-encJon J con la columna i y Ja columna J pal"a alj es 1a mat.rtz de 2x2 

( ~ -~) 

Ja cual es 01>t.ogonal, ya que, si la mult.iplicamos por- su t.ranspuest.a, 

obt.enemos la mat.rtz ident.tdad, est.o es 

similarment.e la mat.r-tz 4.3.t.1 es Ol't.Oconal, puest.o que o" o • 1. 
lj \J 

Est.a mat.riz def"ine una rot.ación sobre un plano, puest.o que, si los 

vect.ores x & y sat.isf"acen la relación 
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ent.onces y es x l'ot.ado por el ént;ulo 9 como se muest.ra en la C1gura 

Cuando se mult.tpllca un vect.or " e [Rn por- una un.a mat.I'iZ que det'1ne 

una I'Ot.ación sobre un plano se modit'Jcan sólo dos component.es del 

vect.or (las que est.á:n en el plano ) y l.a$' demAs component.es quedan 

Jnt.ac:t.as. Una clase especial de est.9 t.lpo de rot.actones son. aquellas 

que dado un vect.or- en el plano lo mandan al pr-1mer eje coor-denado, 

cráf'lcament.e se t.1ene 

.¡. 
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est.o es, dado un vect.or- x con dos · component.es se deCine 

e • "• s. "• 
x! + x: 

donde cz + s 2 
• 1 y se sat.tsCace 

A est.e t.tpo de rot.actones se les conoce como rot.actones de atvens, 

las cuales t.ienen una excelent.e est.abilldad numér-ica 

4.3.2 CALCULO DE LA FACTORIZACION QR USANDO ROTACIONES DE GIVENS 

l.n tncz-edient.e esencial en el calculo de Ja t'act.ortzactón de un mat.r-iz 

es la pr-oducción de ceros en lucares est.rat.é,;tcos, decir, la 

eliminación de eJement.os seloccionados. Por- ejemplo, la Cact.or-tzactón 

QR es basada en t.r-ansformactones que reducen un vect.or- a un mUlt.iplo 

del primer- vect.or- coordenado e
1

, por tnt.roductr- ceros en t.odas las 

component.os except.o en la primera. 

Para rea.liza?" la CNación de coros es import.ant.e, en part.icular, la 

habilidad para producir ceros en una component.e simple de un vect.or 

v dado, dlcamos en el Jui:az. j, la Col"ma comün de realizar- ést.o 

involucra la aplicación de t.ransf'ormaciones esp~ciales a v por 

simplicidad consideraremos sólo t.ransformaciones por- la izquierda>.Una 

mat.r-iz conventent.e y simple que elimina la component.e j de v puede 

ser cons:t.rulda usando sólo algun element.o de v Cd.1Cerent.e de cero> < 

digamos la componente 1). La t.rans:for-macion deja sin cambio todas las 
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component.es de v except.o las component.es i a j. 

La t.ransf'ormaclón adecuada para el vect.or v, con ~ par de indices 

(i,j) donde el secundo lndice da el lut;ar a t.ransf"ormar- a cero ser-á 

denot.ada por 9 .. Los subindlces ,,, coht.lenen los indices separados 

por. una coma, es decir 9 
n,n-& 

t.tene las stgulent.es pr•opiedades: 

para el par de indices <n,n-t> y 

O f'L,j 'Ll"ansf'orma el j-t1simo element.o de v a cero, es 

donde )J denot..a la j-estma 

component.e del vect.or en par-ent.lsis. 

iO 

la secunda propiedad puede ser alcanzada f'acllment.e por t.omar t..odos 

loe renclones de pl.J ( except.o lo• renglones .1 y j) como aquellas de la 

mat.rtz ident.tdad. El renclon t de t'¡,j cero except.o para los 

elemant.os Cl,l) y Cl,J> y el renglon j es cero except.o para los 

element.os Cj,l) y· Cj,j) est.os cuat.ro element.os pueden ser arreglados 

~omo W\8 submat.rlz p de 2x2 encajada en ,::\.
1
. 

Si mult.lplicamos A por una sucesión de rot.aciones de Glvens, 

eliminando los element.os abajo de la diagonal, obt.endremos mat.r-lz 

t.rlancular superior R. De est.a manera podemos obt.ener la f'act..orización 

QR de A, donde Q es el product.o de las .t'ot.aclones de Givens que se 

usaron para eliminar los element.os debajo de la diagonal de A. 

Para una mat.rlz general A de nxn eliminamos desde el element.o 2 hast..a 

el n en la primera columna usando Ja sucesión de rot..aciones de Givens 

G, 
2 

G 
19 

... G 
1 

n después eliminamos desde el element.o 3 hast.a el element.o 

n en la segunda columna usando las rot.aclones de Oi vens en el 

est.á t"orma hast.a 
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llegar a la elimJ.naclón del element..o n de la colwnna n-1 usando 

01"1-a,l"I· Flnalment.e Q es el prodt.ict.o de tas mat.:rlces t.r-anspuest.as de 

cada r-ot.ación. 

Cada r-ot.aclón t.iene la propiedad de eliminar- un element.o más: del 

Ult.imo r-enclon mant.eniendo los ceros creados en cada una de las 

columnas poi" p:revias rot.aclones. 

4.4 LA SEUDOINVERSA 

Una genel"alizactón c!Ufca. de la lnversa que exfst.e par-a cualquier 

mat.r-fz dit'erent.e de cer-o A e• la seudofnversa denot.ada por A•. 

La seudolnversa puede ser deCtnida f"orma:lment.e en varias f'ormas. Aqul 

present.aremos una derlvaclón int.ult.iva basada dlrect.ament.e en la 

de•compostción de valore• sincuJ.ares. 

Soa A una mat.rlz dif'erent.e de cero de num y dectnimo• p•min<m.n>. 

La descomposición de valor-es stncula:res de A est.A dada poi" A•USVl 

donde U es una mat.rtz ort.oconal de nuan V es una mat.riz Ol"t.or;onal de 

nxn y S es una mat.r~z diago .. al no-negat.iva dlat:(O'~) t•t, .. ,p de 

valores stnculares. Si l"ango CA> r, >O, ent.onces A t.tene 

exact.ament.e r valol"eS singular-es y S t.ieno la Co:rma 

I" m-r 

> r 
s • > m-r 

donde l: es una mat.rtz diagonal de rx:r, dlagCo" > con 0'")0. Por 

convención los valores sin¡:ulares <o-? son ordenados, t.ales que 

e ~ o ~ •.. ~ O' . . ' 
y o- • ... • u •O. 

r+.t p 

Cuando A es no-sing-ular- t.odos sus valores son posit.tvos. S misma es 
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una mat.l"LZ dia,:onal no-sint;u.la..r y A -.a. est,á dada poi' A - 1.vs-'u> usando 

la r-et;la est.and.ard para invel't.il"' el product.o de u~ mat.r-1z. Paf'a una 

mat.r-iz cenei-al A, la seUdoinversa es stmtl.al'ment.e def'lnda por- ~1 

pr-oduct.o seudotnver-t.ido de A•USV" ( l'Sservando el orden y t.omando la 

seudotnvers• de cada matriz> 

4.4.t 

Debido a qu9 las mat.r-ices Vt. y U son ol"t;ogonales sus seudotnversas son 

simplemente sus tnver-sas ordinarias <V'>"'• V y u••u\ Par-a usaJ> la 

•"Presion '4.4.t, neceslt..amos sólo def'h\lr la seudotnversa de una 

mat.l"iZ diagonal de mxn D•diag<di. ), la seudoin.veraa de D denot.ada poi' 

D• es una mat..rtz di~onal de roan diat:Cd:) c:uyo 1-éslmo etement.o d: 

est.A dado por 

f t / d, 

d.• 1 ' o 

Si d._ • O 

4.4.2 
Sl di.• O 

Extst.en dos punt.os de tnt.eres alrededor de est.a deCl.ntción. Primero 

las dimensiones de D.. son tas dJmensiones lnvert.tdas de A: Si D es 

llUOl. o• es ruan. Secundo, un element.o dtrerent.e de cero en O 

cor-responde a su reciproco en o• , además · un elernent.o cero de la 

diaconal en D es asociado con elernent.o cer-o en la diaconal en D ... 

Ahora que s• puede se:r- deCintda, esc::r-.lbimos A• en t.erminos de las 

mat.rices de la descomposición de valores singular-es de A como 

4.4.3 

est.a. expresión t.tene una ror-ma .Cam.illar de la descomposición de 

valores singulares donde V y Ut son ort.o,r;onales y S.. es una mat.rl:z: 

diag-onal rto-ner;at.iva < los element.os de s• no son ordenados en or-den 

decrecient.e>. La set.tclotn.versa t.lene varias: pr-opleda.des import.ant.es, 

algunas de las cuales son list.adas ac:ont.inuación: 
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CA•)•• A 

<A''>• • CA•)l 

CAA•>l •AA• 

CA•A)l • A•A 

AA•v •V Vv.oRCA> 

A•z - o 'I z e NCA> 

La condición de una. mat.riz A definida posit.iva est.A dada como 

cor.dCA>• 11 A -•lf / lf A lf 

y 1a podemos cenez.alizar par-a una mat..l'iz A d.J.f'erent.e de cero por-

sust.U .. Wt- la ••udoinversa por la inver-sa ordinaria del nWnoro de 

condición, f'ormalrnent.e 

condCA>• 11 A•l 1 / 11 A 11 

donde el valor r-eal de la cond(A) depende del escogimtent.o de la norma 

de la mat.r-iz. Usando la norma dos en el caso no-sinculat'-, 11 A 1 ~ es O'" 
qua es el valor sincu.t.ar- máll grande de A. El valor- de la norma dos de 

A• es t..ambién l'&lacionado a los valores singulares de A. Cuando el 

ranco de r ea posit.ivo, e r es el valor- stncuJ.a.r rnáS pequei'to dtt'erent.e 

de car-o de A. Ya que, la diagonal es d!t"ol"ent.e de cero y s• son Jos 

r-ectporocos do los valores singulares de A la relación A• • V s• Ut. 

muest.r-a que 1/0' r es al valor singulal- mAs g.r-ande de A.• poi' lo que 

llA.ll•t/O'r 

El nWnero de condición de una mat.riz A dif'erent.e d~ cero <medida en la 

mat.riz con norma do.o:; ) es est.e 

condCA)• 11A-•11
2
,..,11 A I~• 0'

1
"'0'r 

Just.ament.e como en el caso no-singular la condición de una mat.r-iz A 

indica la senait.tvidad de un sist.ema lineal a perot.urbaciones en los 
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dat.os. La condición de Wla mat.riz en pner-al t.amh!én da inCor-mación 

acer-ca de la dependencia lineal e"nt.r-e las columnas de A. Debemos t.ener 

cut dado debido que exist.e una crucial dlf"er-encla en la 

lnt.erpr-et.ación d~l caso slnculal" y del caso no-sincul.ar. 
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CAPITULO V 

SOLUCION DE SISTEMAS 

DE ECUACIONES 
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!l.l INTRODUCC!ON 

En este C;3Pit.u!o t.r-at.ai-em.os de calGulat- soluciones de un sist.ema 

lineal en el cual est.a involucrada una mat.l'iZ A, que puede ser- una 

mat.r-lz r-ect.ancular o bten pude ser una mat.rlz cuadr-ada per-o singular. 

En un plant.eamient.o cenera! solucionar Ax-b sicniCtca calcular un 

vact.or x que sat.tsfaca Ax-b,.. las t.écnlcas per-a l'"eSC>lYel' est.os sist.ernas 

son ext.enctones de aquellas deaarrolladas para el caso no-stncular e 

Jnvolucran el mJamo pl"inie:tpto fundament.at de z-&ducctón a una t'ol'ma 

convenient.e (como vimo• en el captt.qlo ant.e'l'ioi-) que hae• el problema 

"'*8 táctl de resolver. 

Cuando se permite que A sea una mat.r-iz cener-al. puede no haber­

aoluctón do AK-b, a menos de que b sea un vec:t.or especial. Ax-b t.tene 

una solución sl y sólo si el vect.or b est.6 en el rant;o de A,.. asl que b 

puede ser- es:crlt.o como una combinación 1.lneal de las columnas de A. En 

ast.e caso decimos que Ax-b •• cohlpat.tbl•. 

Una compllcac16n a la solución del slst.ema Ax-b, de mxn, es la 

exist.encta y la unicidad de la soluclón,. que depende · de los 

dimensiones: m y n ast. como <191 ,.aneo de A. Ya que, sl A es una mat.i-iz 

cort.a y got'da ( m < n ~ l'"an,;o CA) • rnl el stst.ema t.endra un n\'.lmer-o 

trúinit.o de solualones pal'a cualquier- lado derecho b. No obst.ant.e, si 

A es una mat.l"iz lart;a y delgada e n <m, r-anco<A>• n> la solución no 

eKist.41 pai-a ciert.os lados derechos b, debido a que A t.iene columnas 

linealment.e independi•nt.es. La solución es única cuando e>dst..e. Dada 

una mat.riz ceneJ'tal A. y un vect.or b que no est.6 en el :-aneo de A, no 

exist.e un vect.os:- K t.a1 que Ax-b y el slat.ema Ax•b se dice que 

incompat.ible. 

Una est.rat.et:la común, en est..e caso, es encont.rar un vect.or x t.al que 

Ax sea lo máS coreano posible a b, donde la ceJi'cania es medida con la 
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norma euclidiana a t.ravés de resolver- un problema de cuadrados m.inimos 

Uneales. · 

Acont.fnuación t.rat.aremos dos casos espectales de sist.emas 

compat.tbJes que pueden ser- resuelt.os J'"ácilment.e. 

S.f.1 MATRICES CON RENGLONES LINEALMENTE INDEPENDIENTES 

St A es una mat.riz de mxn. de ranco complet.o con renclones Unealment.e 

independientes <m ( n>, el sist.ema A~b t.iene algunas propJedades 

import.ant.e• que se derivan de los ax-cument.os de dlmensionalldad. Como 

le dimensión del espacio rant;o de A es m icual que la d.tmensión del 

vect.or b,. ent.onces las columnas de A generan t.odo IRm y t.odo m-vect.or 

est.á cont.enido en el ran::o de A, de ést.o podemos deducir que el 

sist.ema Ax-b es compat.tble para cualquier- vect.or b en el lado derecho. 

De la definición de ranr;o de una mat.riz, A debe cont.ener al menos un 

subconjunt.o de columnas Uneal.ment.o independient.es que f"ol'men una base 

para el espaclo rango de A y con est..as colwnnas podemos J'"ol'mar una 

submatriz no sincutar de mxm de A, la cual puede usada par-a 

r-esolY•I' Ax-b. Una vez det.er-minado un conjunt.o de m columnas 

Unealment.e independtent.es de A podemos agrouparolas en un bloque 

aplicando una mat.r-tz de permutación P por la del'echa a A, est.o es. 

AP •[ B j X ] 

donde B es una submat.r-iz no-sinc;ular de mxm y X es mx<n-m> 

El sistema Ax-b podemos exproesarlo como APP-•x • b de donde obt.enemos 

si part.icionamos el vect.or- y.[~:]~-m' la expresión ant.er-ior- podemos 
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escr-.lbir-la como 

By•+ Xy2• b 

la cual t.iene la misma solución que el stst.ema de ecuaciones 

By
9

• b 

ya que, como cada columna de X una combihaeión lineal de las 

columnas de 8, podemos t.omar- y
2
• O con lo cual bast.a solucionar By

8
• b 

que es W"l slst.ema compat.ible y t.lene solución Unica, debido a que 9 es 

una mat.l"iZ no-slncuJ.ar.. Una vez det.erminado y• podemos det.ermtn':'r x-Py 

donde x •• una solución del s:ist.ema Ol"f¡;inal compat.lble. El sf.st.ema 

By• •b puede sero solucionado con algunos de los mét.odos discut.idos en 

los capit.ulos ant.er-iol'&S, Cada bloque B asociado con A det.ermina una 

soluCión básica de A x • b, det.&l'mlnada por x-Py. Dif"el'ent.es bloques 

B<conjunt.o de m columnas llneatna.nt.e independient.es > conducen ( en 

r:&Jle!ral ) a d.lCer-ent.es solucione• básicas. Cada solución básica t.iene 

al menos n-m component.es cer-o, pero no t.odos los vect.ores con est.a 

pr-opiedad son soluciones básicas. Una prer:unt.a que SUl"ge en est.e 

moment.o es : Como det.er-minar- una submat.l'iZ no-singular- 9? , En ciert.os 

casos especiales eKlst.e un candidat.o nat.Ul"al pat'a s. Por ejf'tmplo 

suponcamos que A t.iene la l'orma 

A•(TV> 5.t.1.1 

donde T es W\a mat.r-iz t.riangulax- de rrucm con element.os en la diagonal 

d.lf"erent.es de cero, ent.onces T es no-singoular y puede ser- t.omada como 

B. ~ genel'alm&nt.ei si las columnas de A cont.ienen las columnas de 

un.a mat.riz t.r-iangular no-singular- en al¡;un orden, est.as columnas 

pueden ser ar;r-upadas conjunt.ament.e para crear B. AdemA.s soluciona!' 

By8•b, 

per-mut.ado. 

f"áctl cuando B es una mat.l"iZ t.rianr;ular o un t.r-timgoulo 

La est.ruct.ura t.r-iangulal" empot.r-ada en 5.t.t.t, puede ser-
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considerada como la. ideal, var-ios de los mét.odos que han sido 

proegent.ados: el captt.ulo ant.erior-, esencialment.e tnvolucl'an. 

t.roansf'orí'n.al" A en una Yel'sión p&N?tUt.ada de 5.t.1.t. 

S.t.2 MATRICES CON COLUMNAS LINEALMENTE INDEPENDIENTES 

La est.rat.ecta de encont.l'aro una submat.l'iz no- singulal" t.ambtén se 

aplica en est.e caso. cuando A t.iene columnas de J"anco complet.o, las 

n columnas son ltnealmont.e independient.es y el stst.ema Ax-b no 

necesar-tAm.ant.e compat.ible, si sucede que es compat.ible la solución 

tinica. La suposición de columnas de l"ango complet.o carant.iza que A 

debe cont.ener al meno• un subconjunt.o do n r-englones linealment.e 

independient.es paz.a const.lt.utro una mat.riz no-stngul.al" B de nxn, la 

cual se puede par-a l'&solvel' AH9b. Una vez det.erminado un 

conjunt.o de n r-englones linealment.e independient.es de A podemos 

acl'Upal"loc en un bloque aplicando una mat.riz de permut.ación P por- la 

izquierda a A, est.o es, 

PA • ~nxn ] 
l)(nMcm-nl 

donde B es una mat.riz no-singular- y cada renglon de X es una 

combinación lineal de Jos renglones de B y el sistema Ax-b podemos 

escribiz.lo como 

P'Ax • Pb, ent.onces 

Si b está en el r-ango de A, A>ewb es compat.ible y la solución es úrúca, 

y podemos encont.r•al'la al l'esolver- el sist.ema no-sint:ular Bx-b8 y 

exact.ament.e como en el caso de .renr:lones de r-ango complet.o una 

elección obvia de B ocurr-e cuando una mat.rtz t..rianr;ula.r no-singoular-

de roen es incluida ent.re los t>enr:lones de A 
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S.2 DESCOMPOCISIONES QUE REVELAN EL RANGO DE UNA MATRIZ 

Los dos casos de r-anco complet.o que vimos en la sección ant.ez.iol' 

son los ejemplos mAs simples de sist.emas compat.lbles. No obst.ant.e, en 

•1 caso 1;eneral de una mat.z.iz A y un vect.or- compat.Jble b, podemos 

ca.r-act.er-tzar- el conjunt.o de soluciones del sist.ema compat.1ble si 

conocemos un vect.or- x
0 

Cuna solución part.icular 

y una solución del sistema homoceneo asociado, es decil", q t.&l que 

Aq.0. Ent.onces para cualquier escalar- y, el vect.or "o+ yq •b debe 

t.ambién ser solución, ya que A(x
0 

+ yq> • Ax
0 

• b 

Cuando A es una mat.r-Jz arbit.raria de Nmgo desconocido, t.l'es 

preguntas import.ant.es surgen aJ. t.l"at.ar- de resolver AMWb 

I'.) Si b est.á en el l"anco de AC Si no, no exist.e solución> 

ii)Si es asl, como podemos encont.rar una solución part.icular 

x t.al qUe Ax-b? 

('('()¿como po~emos caract.el'iza.r t.odos los vect.ores q t. al es que 

La est.r-at.egia pAl"a responder- ·a est.as pr-egunt.as es reducir- la mat.r-iz A 

a una f"or-ma que revele no sólo su ran,;o, sino también la est.r-uct.ura 

del espacio del rant:o . 

El t.ér-m1no t'or-mas t.r-ianguJares superiores que revelan el ranr;o 

denot.a Ja est.ruct.ura genérica de una mat.riz de trual de rango ?" 

corr-espondient.e a 

~ 
5.2.1 

T • - .. 

donde T
11 

es una mat.r-iz t.rlant;ular superior- no-sJ~ula.r de r-xr , T,2es 
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de rxcn-r->, cuando T t.fene rent;lones de r-ango complet.o. es decir. 

t.Jene una una est.r-uct.ur-a como .. 
T•[x::] m < n. rangoCA> • m 

' X denot.a un element.o dif"er-ent.e de cor-o 

ambos bloque• de cel"Oa •on ausent.e11. 

Cuando T t.Jene colull\haS de r-.anco complet.o. es dectl", t..tene la 

est.ruct.ur-a 

m > n • l"&llCOCA> • n 

la mat.l"iZ T 42 y el blo~ del lado derecho de ceros son ausent.es. 

HU cen•l"almant.e, el renco de Ja mat.riz F de mxn. es r Sl F t.iene la 

f"orma 

"' F• [ ~] : .. 5.2.2 

donde F es de r-xn y los renglones de F son conocidos por ser 

linealment.e independient.es. La est.r-uct.lil"a 5.2.2 OCUl"re cuando usamos 

la descompos1c1on de valores s1ngulat-es de A pal"a ~esolvez. Ax-b 

Cada f"orma <5.2.t> y (5.2.2) se dicen ser l"GVelador-as del r-ango, 

debido a que est.ruct.ura de 1a mat.r-1z despliega expllcit.amont.e su 

i-ango. La est.l"uct.Ul"'a de 1a mat.r-.tz t.amh1én da una simple 

car-act.er-tzación del espacio ranco. Cualquier m-vect.or- b que es una 

comb.lnac16n de las columnas de T t.endra aut.omát.ic3.ment.e cel"os en las 

últimas m-r component.es,, lo cual str:nit'1ca que cada vect.or b en el .. 
espacio rango de T debe t.ener la f'ol"ma 

b • 
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Si deseamos r-esolver- un stst.ema lineal. cuya mat.l'iz est.• en ~ol'ma qua 

r-evela el ranco1 Ja est.l'uct.Ul'a del lado de la mano der-echa tndica 

in.medtat.ament.e si el sist.ama es compat.tble. Una f"ol"ma t.l"ia:ngular­

r-evela el rango y t.ambién nos pel"mit.e encont.J"ar una solución 

par-t.iculal' de Ax-b que es f".-:U de calculal'. 

El enfoque mu ampliament.e conocido para soluciona!" sist.emas 

compat.tbles Ax-b ea basado en hallar mat.l"icas no-stngulal'&S CCnuan> y 

BCrum> t.ales que 

donde T es una f"ol'm. t.rtangulal" que l"eYela el r-ango. 

La no-stncularidad de e sicntf"ica que cada solución de Ax-b debe 

t.ambién sat.ist'acer- CAx-Cb, lnsel't.ando la ident.idad BB-'• I, la 

l"elación CAx-Cb puede ser- escrita como 

5.2.3 

Debido a la ast.r-uct.\ll'a especial del espacio r-ango de f est.e slst.ema 

será compat.lble si y sólo si las últ.imas m-r- component.es de Cb son 

cero y la compat.lbili~d puede ser- probada f"ormamdo y examinando Cb. 

Si el sist.ema es compat.ible, por definición debe exist.ir un n-vect.or y 

t.al que .. 
Ty•Cb 

y el vact.or x-By. sat.is~acerli el slst.ama original Ax-b. 

donde ymB - 1 
>i: 

Nuest.r-o ent"oque bUico para r-esolver un slst.ema no-stncutar lineal 

es reducir la mat.l"iz a un.a f'or-ma t.riancular superior- aplicando una 

sucesión de t.ransf'or-maclones especiales. En el caplt.ulo ant.erior-

descl'lbimos las t.écnicas para t.l"anst'ormar- una mat.riz r;enel"al A a una 

f"orma t..riang"ula.t- que revele su rango. A cont.inuación vel'emos como 
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hallar la solución de los sict.emas de ec:.uaciones usando las 

descomposiciones que !"&Velan el rahco de una mat.riz. 

5.3 SOLUCIONES DE SISTEMAS TRIANGULARES QUE REVELAN EL RANGO 

Dada una mat.l'tz ce hez-al A de nucn da ranco r > O, cada eUminact.6n 

Gaússiana t..l"tancularizactón de Householdel" con una ect.r-at.e,.ta 

"" apN>plada de ptvot.eo produc::o la •lsW•nt.e t"act..orización c•nértca 

CAP • ~ • [ : ] • [ :u T~2 J !!.3.1 

donde- e os una rnat.rotz no-stncuta.r de rrumt y P es una mat.r-tz de 

permut.acfón y T es una mat.r-tz t.r-iancular- auperto:r- que revela el r-anco. 

La mat.r-tz T •s de .rm, 1a mat.z-iz Tu. de :r-xr- es no-stncula:r- y Tu t.tene 

n-r- colwnnas. Est.;ji Cor-ma per-mit.e un proc:edimlent.o C'ácU para caJaulal" 

Ja solución x de AJoiSb 

Mult.lplic:ando el •ist.ema Ax-b a la izquierda por- C e tns:ert.ando la 

tdent.ldad PP" y sust.tt.uyendo CAP pol' f obt.•nemos 

lo cual puede ser- ascrit.o como fy.d donde v-P"x ,y d•Cb. El sta.t.ema 

Tyad t.lent't la for-ma 

T Y - (: J 
6.3.2 

y. d 

ya que, los últ.imos m-1' l'ent:lones de T son cero. Est.e sist.ema es 

compat.Jble sólo si las Ult.imas m .. r componant.es de d son co:ro. 

19 fstA 
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El pr-Jmer- _paso que involucl"a x es el calc:ulo de d part.icionada corno 

d • e b 

si flm-r • O el stst.ema or-tcJnal es compat.tble y podemos pl"oceder-. En la 

pr-•ct.ica el sJst.ema es consider-ado compat.ible si 11 drn-rl 1 es pequena. 

<Más adelant.e se .r-ealizara la deducción par-a hacer- est.a decisión). Si 

1 J dm_rl 1 no es pequefta,. b no est.á en et espacio r-ango de A y et 

sist.ema Ax-b no t.tene solución. Cuando dm""r • O cualquier- vec:t.ol" y que 

sat.isC.aca Ty.dr,. las pl"lmer-as r ecuac.tones de 5.3.2, aut.omat.tcamnt.e 

11at.isf".ac•l"6. fy.d. 

Sea y par-t.icfonado en yr, sus pl"Jmeras r- component.es, y yn·r'sus 

Olt.Jmas n-:r- component.es 

y . [ ~· J ~-.. 
n-• 

5.3.3 

buscamos un voc:t.ol" y de la f"orma 3.3.3 t.al que 

T y• [Tu T.,) ( ~:J . d, 
5.3.4 

Los l"ent:lones de la mat.riz T que son linealment.e lndependient.es 

est.6n contenidos en Tu una submat.:r-iz t.l"JanguJar supertol" no .. stncuJaJ". 

Ahol"a bien,. par-a encont.rar la solución de un sist.ema t.l"lant;ular 

debemos consider-aro dos casos, dependiendo de si et lado der-echo, b, 

del sist.ema o:r-igfnal es dif"el"ent.e de cer-o o es ceZ..o . 

Caso 1: b ;itt O : Cuando el Jado der-echo b, del sist.ema or-lginal es 

dif'er-ent.e de ce:r-o la no-stncul.af'ldad de e implica que el vec:tor- d •Cb 

. es dif'e:r-ent.e de cel'o, poi"' Jo que el sist.ema or-ir;tnal Ax-b es 

compatible sólo si dm_r• O y dr es dU"er-ent.e d& c:el"o. Ent.onces puede 

ser- t.ontada una solución básica cuyas I- pr-imeras component.es Y r son las 
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únicas dlt'el"ent.e de cer-o en el r-vect.oro y• que sat.isf"ace 

( T" TtzJ [ :• ] • T11 y 9 • dr 4.3.5 

Y una solucton K del sist.ema ortr;tnal es 

5.3.6 

Ya que P es una mat.riz de permut.actones, x es una "versión l"&vu&lt.aº 

d8 y, cualquier- •oluctón " del'Jvada de est.a Coroma es w-.a •oiución 

bUlca l"eordenada y debe cont.ener al menos n-1" component.es cero. 

Caso 2: b • O; Cuando r < n un.a solución pal't.1cu1Al" dit'er-ent.e de cero 

de las ecuaciones homoceneas Ax-O puede ser siempre encont.rada usando 

la l"elación 

[ 
Y, ] •. dr 
Yn-r 

SI b • O el vect.or dr t.ambién es caro y la l"alacJ.6n ant.ef'ior se 

conviert.e en 

T,, yr + T,z yn-r •O 

Como Taa es no-singularo, est.a relación revela que una solución, y, 

adecuada puede ser encont.rada por seleccionar- algun vect.or- y n- r y 

ent.onces dectnimos y r como la solución de 

5.3.7 

Par-a asegur-ar que y r sea dif'erent.e de caro seleccionamos y n- r de modo 

que T,
2 Y n-r sea dif'eront.e de cero y la l'&lacJ.6n 5.3.7 complot.e el 

rest.o de y. 

Una conveniencia part.icular de escoger y,,_ r puede ser- hecha cuando 

la j-éslma columna de T, 
2 

C denot.ada poro t. j ) es direrent.e de cef'o. Si 

escogemos y n- r como el el j-él!idmo vect.oro de dimensión n-r, el vect.or 
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T,,
2 

Yn-r es T,
2 

ej• t.j y la relación 5.3.7 se conv!ert.e 

5.3.8 

y el vect.or compuest.o 

y • [ :• J es ent.onces una solución de ( T, 
1 

T .. ] y • O 5.3.9 

J 

y la cor-respondient.e solución dif'erent.e de cero H, del sist.ema 

original Ax-O es def'inida por-

X • p ym p [ ~:J • p [ - T~:t.J ] 5.3.10 

la relación genérica CAP • T puede ahor-a ser ent'ocada a las f'ormas que 

slll"gen de la ellm!n.ación caussiana y de la r-educci6n de Householder-. 

6.3.1 Usando la f"act.orización LU 

La t'or-ma de eliminación de la Cact.orización · LU result.ado de la 

eliminación Oaussiana es MP4'P • U donde M • L-". _En t.érrninos de la 

act.orización genérica CAP • T, t.enemos 

C • MP • L·•p y T • U 

la est.ruct.ura de U es 

lo que demuest.ra que las mat.rices Tu y · T.1.z necesit.adas en 

(6.3.4) son U.u y U.1.z 

Caso t b <11! O, el vect.or d• Cb est.á dado por 

d • L-1Pb 
as1 que d sat.isface 

Ld • Pb 
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donde Pb es una versión reor-denadA de b. El r--vect.or- y 
8 

de C5.3.5> 

soluciona 

Uuy8 • dr y x • P ( ~D) 

es una solución bAsica de Ax • b 

Caso 2:b • O; Una solución dif'er-ent.e de cer-o de la ecuación homoi:;enea 

Ax • O puede ser- calculada poi" det.ormlnar- el lndice j de una columna 

dif'erent.e de cero e d•not..ada por- u J VOi" CS.3.9)) do Uur. Un vect.or y 

t.al que Uy • O es encont.r-ado por escocer y r < las primeras r 

component.es de y) como la solución de 

Uu Yr • -uJ 

y est.abiecemos y n- r a e j' Donde e j es el J-ésimo vect.ol" coordenado de 

dimensión n-r. Los vect.or-es dGseados son 

X• Py 

5.3.2 Usando la f'act.or-ización QR 

Con la fact.orlzación QR, las mal.rices en la :fact.orlzación genérica 

CAP • T son T • R, C • Qt.. la mat.riz R t.iene la :forma 

R • (R..u RJ.z) 

asl que Ja. mat.riz t.r-langular superior R.u. de rx:r jueca el papel de Tu 

caso t:b "'" o; 

El vect.o:r- d • Cb es: obt.enldo por- f'ormar d • O.t.b, donde Q ha sido 

almacenada en :f"orma expllcit.a, o en f'orma :f"act.orizada. 

El vect.or y
8 

de CS.3.5> soluciona 
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es una solución básica de Ax • b 

Caso 2: b • O; Como en el caso de ·la f'act.or-ización LU, una solución 

dtf'ez.ent.e de caz.o de las ecuaciones homog"eneas A>c • O puede 

calculada por seleccionar- una columna dit'erent.e de ce¡.o r- de Rs.z. 

' Def'inimos Yr como la solución de Ru.yr • -z-j • yn-r como ª; el cual da 

y- ( ~r ) 
J 

>e • Py 

5,4 LA SOLUCION DE LONGITUD MINIMA 

Sea A W'8 matriz dif'el"ent.e de cero de mxn de ranco r-.Cuando A tiene 

columnas de rango complet.o Cr•n) cualquier solución de Ax-b es Unica. 

En cont.rast.e exl.st.en una inf'inidad de soluciones si r < n y es 

trecuent.ement.e deseable calcular la solución do lonctt.ud euclldlana 

mtnima. 

Sea b un vect.or en el r-anco de A. Sabemos que cada solución de Ax•b 

puede ser- escrit.a como x
0 

+ yq donde x
0 

es una solución par-t.icular y q 

est.a en el espacio nulo de A.De hecho eKist.e una Unlca Solución de 

lon~it.ud euclidiana min1ma1 f'recucnt..ement..e llamada Ja solución de 

long~t.ud mtnima y denot.ada por M+ t.al que 

que sat.lsf'ace Ax-b 

Cualquier n-vect.or-, x dJf'erent.e de cer-o, que sat.tsf'ace Ax-b puede ser 

~cament.e expresado en t.érminos de sus componentes en el l"ang"o de A t 
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y del espacio nulo de A , est.o es. 

• z • 
con JI >< 112 ,. JI "•"• + 11 x,.112 

donde xa• Alx" par-a atcuna x", x•"' O st b "' O; AXN• O 8: x~xN• O 

poi' lo t.ant.o 11 x 1 ~ ;e 11 xal ( con la igualdad si y sólo •1 xN • O aqul 

cualquier- vect.ol" x que sat.tsf'ace Axmb est.á complet.ament.e en el l"ango 

de Al y t.iene Jonctt.ud euclidiana mlnima. Tal soJuotón seré denot.ada 

por- x. y debe sor dif'erent.e de car-o st A y b son dif'er-ent.es de car-o., 

Obsel"vese que la solución de norma rnlrdma, no es mAs, que el punt.o mas 

cer-cano al or-1r:en de la variedad lineal < x / Ax-b > que cor-:responde a 

uno de los casos t.rat.ados en el caplt.uJo t.res en su f"Orma tmpllctt.a. 

En est.e caso el punt.o dado es el or-tt;en. 

Acont.tnuación obt.endl"emos una r-epresent.ación f'or-mal y út.U basada en 

Jos f'act.ores que ret.tenen el rango. · 

5.4.1 USANDO LOS FACTORES QR DE A 

Cualquier mat.riz A de m>m de r.ang-o r pue~ ser- eScr-it.a en una f'o:rma 

que l,"et.enca el r-ango como 

A-OH 5.4.1 

donde O es de mx?' con ranco r y H es de Nen con ranco r, ya que O 

t.lene columnas lineaJrnent.e tndependtont.es y H t.tene r-englones 

linealment.e tndependient.es se sti;uo que las mat.l"tces: Ol O y HHl son de 

l"Kl"' y no sin;ularas. Las columnas de O f"ol"man una base para el espacio 

ro~o de A. H y A t.tenen el mismo nulo. La represent.ación 5.4.t no es 

Unfca • 

Ax• •b, ent.onces a x .10 podemos escr-ibil" como una 
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combinación lineal de los r-englones: de A, es decir, 

x.• A V par-a al~una v 

una Corma convenient.e para x. puede ser derivada por explot.ar las 

propiodades de los Cact.ores que ret.ienen el r.antto de A. Ya que, b est.á 

en el r.anco de A, t.ambién est.á en el rango de o, como O t.iene columnas 

de ranco complet.o ent.oncesr podemos escribirlo como b•Os para un único 

r--vect..or s. Sust.lt.uyendo las expl"es:iones: A•OH, x.•A t.v y b•Gs en la 

r-elación Ax•• b t.enemos 

' '' Ax. •AA V•OHH o v•Gs•b 

debido a que las columnas de O son Unealment.e independlent.es podemos 

cancelar O de ambos lados de la ecuación, con lo que obt.enemos 

t l t t _, 
HH O v•s 6 O v•CHH ) s 

ya que, HHl es no-stn,utar-. Por ot.ra part.e x.•Atv y At•HtOt asl que 

mult.ipllcando la relación Otv•CHfft)-s.s por Ht. encont.ramos la siguient.e 

expresión para x + 

6.4.t.a 

o bien 

donde s•HH t z y Os•b 6.4.t.b 

"• es Un.lea y por lo t.ant.o independient.e de la elección part.icular de 

o y H. Sin embargo, el vect.or- v t.al que M+ •A tv no es ontco a menos que 

A t.enca renglones de rango complet.oCr•m>. En el siguient.e alcorit.mo 

resumimos el calculo de· la solución de toncit..ud mlnima de Ax-b desde 

los Cact.ores que ret.ienen el rango de A. 

Alcorit.rno 6.1 SOLUCION DE LONGITUD MINIMA DE UN SISTEMA COMPATIBLE 
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Alt;ol'lt.mo 5.1 SOLUCION DE LONOITUD HINl"1A DE UN SISTEMA COMPATIBLE 

Paso t> Det.ermtnar el r-vect.or s para resolver Os•b 

Paso 2>Fol'mar HH" y &ncont.r-ar- el r-vect.or z par-a r-esolver 

HH"z•s 

Paso 3) Formar x. • H"z 

Ahora vei-emos como calcular x. desde la f'ect.ol'izaCión Q.R descrtt.a en el 

capt t.ulo ant.er-tor-. 

5.4. l.a USANDO LOS FACTORES QR DE A 

La Cor-ma que ret.lene el r-anco de la f'act.ol'lzaclón QR es AP•QrR 

las mat.l'tcea asociadas G y H son 0-Q r y H•RP~ las cuales pueden ser 

sust.it.uidas en los paso• del alcor-it.mo S.t Ya queJO Q!Qr •I la Wüca 

s:oluc:tón s de 0.-b encont.l'ada en el paso 1 sat.tsf'ace Q r s•b y es 

simplement.e 

s•Q~b 

la mat. .. tz HH" es RP"PRL • RR" ast que el vect.or z del paso 2 es la 

•oluctón de 

ó 

Finalmente x. es deCtnida como .H"z 

o bien 

5.4.1.1 

no es sorpresa que Ja expresión t.lenda ser- lnsat.isf'act.orta 

nurn6rtcamant.e si A es mal concliclonada debido a que la condición de R 

(la cual siempre J>et'leja la condición de A) ost.á. al cuadrado en la 

mat.riz RRL • 
. ! 

5.4.1.b .USANDO LOS FACTORES QR DE A' 

la det.er1orac1ón en la condición asociada con la pr-esencia de RRl en 
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(5.4.1.1) puede ser evit.ada si est.amos · pr-eparados para calcular los 

f'act.oros QR de la rnat.riz t.ranspuest.a A t. Est.a t.éc:nica es mas 

comOnmont.e usada cuando Ja mat.riz orir;inal A. es "cor-t.a y corda" es 

decir m<n y damos una t'ol"ma e!lcient.e de calcular- la solución de 

long! t.ud mlnima (mejor- que una solución bAsica> cuando A. t.iene 

r-enclones de r-ango compJet.o. Por t.ant.o asumlr-emos en est.a discusión 

que A es mxn donde m<n con r-ango r->O (si m>n el pr-ocedimient.o esco1;ido 

usualment.e la t'act.orizaclón ort.ogonal complet.a > 

Cuando el algor-tt.mo est.anda!"d de Householdel' con pivot.eo en las 

columnas es aplicado a Al ( la cual es ruan con n>m y aqul poi' 

suposición larga y delgada ) el result.ado de la f'°act.orlzación 

donde P es una peI'mut.ación de nuan. Q es · una mat.l"iz o:rt.o,onal de rum, R 

es ruan R es do rxn y R" es una mat.:rlz t.r-tancular superior rKI" Caunque 

usamos las mismas Jet.ras P, Q y R enf'a.t.izamos que aqul est.o slgnlf'°ica 

que los f'act.or-es QR de la mat.l'iZ t.ranspuest.a Al ) en f'ol"ma condensada 

t.enemos 

Al • Q RPt • Qr( Ru. Ru) pt 

donde Q r designa la mat.l'iz de nx1• que consist.e de las primeras r 

columnas de Q. El result.ado de t.ransponer 

5.4.2.t 

Ya que la t.l'anspuest.a de una mat.ri~ t.riangular superior es una mat.riz 

t.riangular tni:-ex-tor-, cada una de est.as f'or-mas (con R ?'emplazada por- L) 

puede ser- llamada la f'act.or-ización LQ de A. La relevancia de 5.4.2.1 
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es qu& ést.a es una fact.orizaci6n que r-et.iene en el ranco A 

A-OH con C3 • PRl • P r:,] H • Q' 
lR~z y r 

5.4.2.2 

Ja expl'esl6n (5.4.1.a> par-a "• cont.lene la mat.rlz Hl<HHl)-1..Dobido 

que la part.icular H en 5.4.2.2. es Q~ cuyos .l'enclones son 

ort.onol'ma.les, HHl lleca a ser- una mat.riz bien compor-t.ada 

HHlmQ~Qr •lr 

la 1dent.idad de dimensión I'. 

Ya que conocemos que b est.6 el l'ango de A, el sist.ema Os•PR'•b es 

garant.izado a ser compat.lble y por- lo t.ant.o Ja solucion del sist.ema 

ant.ertor- es única. La permut.aclón P es ort.ogonal, mult.ipllcando ot.r-a 

vez por P' y desplecando la est.ruct.ur-a de R' vemos que s sat.tsf'ace 

5.4.2.3 

Debido a su unicidad, s es la solución de cualquiel' subconjunt.o de 

ecuaciones ltnealment.e tndependient.es escogidas ent.l'e los renglones de 

CS.4.2.3). La pi-esencia de 1a mat.riz t.rianr;ular inf'erior no-singular­

R ~, los primeros l' renglones da una idea fuert.e para escot:er­

est.as ecuaciones, y s puede ser obt.enida por resolver-

Rl s • b 

" ' 
donde b r denot.a las primeras r component.es del vect.or b r-eordenado 

stmpltf"ica a 

x.• Qrs•QrR::br 

est.e procedimlent.o involucra la mult.ipltcaci6n d& s por una rnat.riz 

ort.or;onal y la solución de un slst.ema t.riant;ular inf'erio:r cuya 
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condición es la de A. 

Poi" lo que podemos at'JNnaz:., que 1a solución de lon!!='it.ud mtnima de una 

mat.riz A, "Cor-t.a y Oorda", ptMcle ser obt.enJda desde loa t"act.ores QR de 

AL sin elevar al cuadrado el numero de condición. 

S.5 LA F'ACTORIZACION ORTOGONAL COMPLETA 

Cuando usa~_Jos t"act..or-es QR de una mat.r-iz A, para encont.rar Ja 

solución de longit.ud mintma, vimos que ést.a est.aba dada poro 

dondeR•<R R1 
•• az 

la cual puede ser- mal condicionada. Si R :fuera no-sJnsul.ar-, &st.o es. 

que R,2 sea de dimensión cer-o, el nllmeroo de condlcJón no se:r-Ja el 

cuadr-ado de la Cor-mula .ai.nt.erotor-, puest.o que la mat.l"iZ .. Mala" de R L R 

desaparece, est.o es, 

as:t <¡U<> 

S.5.1 

no podemos Cot"Zar a R a sel" cuadl"ada, aunque podemos alcanzar- el mismo 

eCect.o al const.rulr una rnat.rJz ort.ot;onal V que pueda sel" aplicada a R 

por la del"echa, eliminando la mat.r-Jz R
12 

RV•CR
1 

• Ru>V•CR° 0) 

donde R es una rnat.r-iz de r-xr t.r-J.angular super-Jor- no-stn::utar, como V 

es ort.ogonal, est.a r-elacton puede ser- escl"Jt.a como 

R • cR o>vl 

asi que 
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usando la expresión. ant.erlor vemos que la expr-eslón R t. (R R t.)-ª en la 

Cor-mula par-a x. llega a ser 

5.5.2 

y la mat.1"1Z R R", apar-ece no larca, debldo a que V es Ol't.ogonal, la 

condición de R •• la misma que la condición de R. 

La mat.t-iz ort.oconal V la podemos encont.rar como una secuencia de 

t.ransrormaciones ort.oconales, aplicadas por la derecha para eliminar 

las colWJmas selecclonadaSI de R.(como se vio en el capit.ulo ant.erlor>. 

La solución de Jonclt.ud m.1nima x. con la slmpllcactón 5.5.2 est.a 

dada por-

pv( R"•]Q'b 
o •· 

donde R.v•Q ~ b 5.5.3 

calculando la t"act.orizaclón QR de A y 1a reducción de R por el lado 

derocho, la solución de longit.ud mtntma de un sist.ema compat.ible de 

ranr;o deCicient.e, puede ser calculad.a sin el nümero de condición al 

cuadrado. Mult.tplicando la represent.ac16n AP•QrR por V, en el lado 

derecho, obt.enemos t.r-es relaciones equlvalent.es 
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APV•Q,.RV•Q,. cR O> 

AP•Q,. <ii Q)VL 

A•Q,. cR o>VtPl 

5.5.4 

cual.qu.lel'a de est.as Cor-mas puede' sel' llamada la Cact.ol'ización 

o:rt.oconal completa de A y t.odas nos conducen a una f'act.01>tzactón que 

ret.tene el !'aneo 

A•GH con O•Q, &: H•<R O>V" 

Una tnt.el'pl'et.ación de la Cact.ol'Jzactón o:rt.oi;on.al complet.a es que la 

pl'Jmel"a sucesión de t.:ransf"o:rmactones or-t.ot;onales ident.ff"lca r- columrtas 

Unealment.e lndependJent.es de A que son movidas al C1>ent.e y r-educidas 

desde la tzquier-da. V la l'&ducción poi' la der-echa eUm.lna las n-1> 

columnas dependient.es. 

5,6 LA DESCOMPOCISION DE VALORES SINGULARES 

La descomposición de valol"es singulaf'es de A, A•USVl puede ser- usada 

para l'esolver- sist.emas compat.:lbles y en r-eal:ldad pl'oduce 

aut.ornát.:lcament.e Ja solución de Jongit.ud minima M •. · Supong-amos que A es 

una mat.r-iz de rrum dif"el'ont.e de cer-o de l'&ng-o :r)O, por- Jo que podemos 

escribirla como 

donde U es de rruan , V es de nxn l: es una m&t.r-iz diagonal de l'XI" de 

vaJol'&S sin::uJ.ar.es posit.ivos. Aunque la descomposición de SVD es mas 

cara para sU calculo que la f'act.or-ización QR, da una f'ol'ma más segu:ra 

par-a :resolvel' sist.emas que Jnvolucr-an mat.l'ices mal condicionadas y de 
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rango desconocido. Una expl"e~ión para x. sera derivada por. reor-dena:r 

la SVD on una f'act.orización que f.et.enga el rango ( A • OH > y después 

aplicar el atcorlt.mo 5.1. 

Denot.emos por Urlas primeras r columna..c; de U y por- Urn-r las últ.lmas 

m-r columnas, similarment.e denot.amos vr y vn-r' ent.once8 

ast que 

A • UrI: V~ 

la mat.riz Ures de rrua- con ranso r, t.iene columnas or-t.onormales, la 

rnat.z.tz J:Y! es Nm con ranco r y Y! t.ione renglones ol"t.onormales. La 

f"orma A • U r I: V~ es una f"act.orización que ret.iene el rango A.•GH con 

G•U r y H•I: v> l..a est.ruct.ura especial de est.os Cact.of'es conducen a 

varias simpllf"icaciónes en el calculo de x. , usando el algor-tt.mo 6.1. 

Debido a que U~U r $S la ldent.Jdad, el vect.or s del paso 1 sat.isCace 

Gs•U s•b, simllar-ment.e VLV •I y I: es diaconal, ast que la mat.riz HHt 
' '' 

neceslt.ada en el paso 2 es 

HH'"•I: V~V r I: • !:
2 

H'"CHHL)-s.•Vr I: (J:z>-1.•Vr ¡:-1. 

expresada en t.érmlnos de las mat.:rlces de SVD la :formula para 

x.•H'"CHH'">-ss llega a ser 

x.•V r ¡:·SU~b 

lo cual muest.ra que la solución de longlt.ud mtnima de 

compat.ible puede sel' calculada direct.ament.e desde 
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represent.actón B.6.t muest.z.a que la solución de lonsit.ud mlnlma puede 

ser- z.epresent.ada como el pl"oduct.o de la seudoinvez.sa y b 

x.•A"'b 5.6.2 

est.e r-esult.ado no es una sorpresa, ·ya que, la Q.n.ica solución de un 

sistema lineal no-singular Ax-b ea Cormalmente expr-esado en t.ér-minos 

de su inversa ol'dinar-ia como x-A -•b. La l"&laclón 6.6.2 muest.ra que la 

seudoinvarsa juega un papel analogo en la r-epresent.ación de la 

solución 6nica de loncit.ud mlnima de un sist.ema compat.lble en cenera! 

!1.7 CONDICION DE UN SISTEMA COMPATIBLE 

La condición de un pr-oblema ref"leja la sensibilidad de la solución 

exact.a cambios en los dat.os. Aqul sólo consider-amos las 

pert.Ul"baciones que ret.lenen la compat.ibilldad. 

Si "+ es la solución de lonclt.ud mtnlma de un sist.ema compat.ible 

Ax-b Dos relaciones lmpor-t.ant.es que se t.ienen son 

11 b 11 S 11 A 1111 "• 11 5.7.1 

Ahora consideremos pr-imel"O la solución de lon~lt.ud mtntma del slst.ema 

pel"t.Ul"bado 

A(x + Ó X ) • b + 6b 
• b 

donde b ;111! O y 6b est.á en el ranso de A. Como x. • A •b la solución 

pert.urbada sat.tsface 

X + 6 X• A"'<b + 6b) 
• b 

asl que ó xb est.á dado por-

6 Xb•A"'6b 

combinando la doslr;ualdad ;result.anh 11 6 ><bl 1 S 11 A• 11 11 6b 11 con la 

desisualdad 5.7.1 t.enemos 
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ll ó xb~ S 1111.• 1111A11 ~ 
11 x. 11 11 b 11 

11 6b 11 
• condCA> ---

11b11 
!'1.7.2 

la relacl6n ant.el"lor nos dice que el cambio relat.tvo en la solución 

•Kaet.a puede ser- ~ grande como la pert.urbaclón relat.lva en b 

mult.lpllcado por la condCA>. 

Cuando la mat.rtz A es pert.urbada por 6 
4 

el stst.ama 

CA + 6 A)(>< + 6x.A>•b 

se garant.lza que ret.lene la compat.lbllidad paT'a t.odoo los vect.ores b 

que est.én en el r~o de A sólo si el espacio rango de la mat.rlz 

pert.urbacton 6 
4 

es un subespat:lo del ranco A. Bajo e•t..a supostctón, la 

apUcaclón dlrect.a de la desigualdad de normas nos conduce al 

st,;uient.e result.ado 

11 ÓA 11 
cond<A> ---

11 A 11 

la cual es slmil.ar a Ja cot.a para un stst.ema no-singular. 

6.8 ESTIMACION DE RANOO NIJMERICO 

El rango de una mat.rlz puede asumir sólo valores ent.eros y los cambios 

en el ranr:o t.tene dramát.icos e:fect.os ( t.ales como dlscont.tnuidad en la 

seudolnvorsa). 

Oesaf'ort.unadament.e~ no es claro, que stgnif'lca r-ango en un cont.ext.o de 

pr-ecisión !'init.a, ya que, la ma.t.r-iz A se dice t.oner- roanr;o numér-ico r 

si ;. es el más: pequefto rango de t.odas las mat.rices B t.ales que 

llA-Bll O'.& 

donde e es pequef'ío. Desde luer;o la pregunt.a dificil es como !"ormular 
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una caract.erización precisa y sensible de pequePlo, ya que, cualquiel" 

decisión aC&l"C8 del J"ango de wui mat.riz es inhe:rent.e al pl"oblema de 

dependencia lineal, La elecdón corl"ect.a del J"ango no depende sólo 

deJ t.amano de los datos, sino t.ambién de la pl'ocedencta y aproximación 

de los dat.os que definitn A. 

Supongamos que la mat.z.iz A de mxn ha sido l'&ducida a una t'or-ma 

t.riangulal' que 1>ave1a el ranco T con la t'act.ol'izaición QR asl que 

t.enemos la f'ol'ma cenérlca CAP•T para alguna mat.rtz no-at.ncular e y, una 

mat.r-iz P de permut.actones. Hemos vtst.o que para detArminar- si un 

vact.or- b est.á en el l'ango de A, al mult.iplicarlo poi' 1a tzquiel'da por 

e debe ser de !él t'ol"ma 

donde r- as el rango de A y 11 dm-rl 1 debe ser- c&l'o, la dit'icult.ad de· 

:fol'mula:I" est.a p:rueba pz.Act.icament.e par-a compat.tbtlidad, se debe a 

que la ver-ston calcultltda 11 dm-rl 1 es impr-obable que sea cer-o a(an al b 

est.6 exact.ament.• en el r-anco de A. Sin embar-go, ya que, la nol'ma de la 

mat.l'iz e, en la Corma cané rica, es uno par-a el caso Q.R (C • Q L) el 

calculo del vect.or dm-r puede rasonabloment.e ser incol"z.ect.o si 

lld ll:!:Tllbllu m-r 2 2 

donde u es la unidad de r-edondeo y 'l" es una const.ant.e de oi-den uno. 

5.B.t LA DESCOMPOCION DE VALORES SINOULARES 

Con az.it.mét.ica exact.a. el r-an¡;o de una mat.riz es 'igual al níunero de. ' 

valores: sinr;ulares dit'erent.es de· cero y puede ser det.e:rminado 

96 



direct.ament.e desde su SVO. Una cat>act.erlst.fca especial de la SVD 

qtJe el valor atnculal" más pequen.o de A car-act.el'iza la J"elación del 

l'ango de A y la vecindad de mat.l"ices alrededol" de A que t.ienen al 

menos l"anco z-. est.o es, si A es una tnat.riz dif'er-ent.e de cel"o que t.lene 

sat.isCece que 

exact.arnent.e, as1 que o 

O Cualquiel' mat.l'lz B t.al que 11 B - A 11 < "'• 

t.tene al menos rango r. 

ent.onces 

it'.)La mat.l'iz más cer-cana de ranco r-1 Cdicamos C) 

sat.tsf'ace 11 C - A IJ • ºr 

se 

En eCect.o ºr da la dist.ancia de A a la mat.l'iz mas cercana de rango 

menor. Si O'r no es pequel'l:o A no puede :ser cel"cana a una mat.riz de 

:r-anco menoz.. Est.a propiedad suclel"e que el l"ant;o numél"ico r(A) 

:sel"á t.omado como el nl'.unol"o de valol"es sin,;ulares no tnsit;nificant.es e 

c:on est.a elección A es t.rat.ada para proposit.os de calculo como 

A•~V" 
donde íJ cont.tene las pl'imeras J" columnas de U, Í: es la mat.riz diaconal 

de rKI'" y V cont.iene las primeras ; columnas: de V. 

La est.t>at.ecia de busquedad pSl'a el primer valor- slnr:ular-

insigntf'ic:ant.e es més saU.sf"act.or-ia cuando exist.e una clara brecha 

ent.re valores singular-es gl"andes y pequei'los. Como la def'inlción de 

insigniCacant.e es ambigua cualquier decisión ópt.ima, con respect.o a 

est.e punt.o, será. sujet.o de duda. 

Apesar de est.os problemas: irresolubles:, Ja examinación de valores 

stncutares es la t.16-cnica més eCect.i va para seleccionar- el z-ango 

numérico, sin acl'er;aro un conoctmlent.o ant.ertoro al problema. No 

obstant.e b Cact.orización Q.R puede t.amblén se:r usada pa:ra est.tm.a.x- el 
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rango. 

5.8.2 FACTORIZACION TRIANGULAR 

Cuando aplicamos a una mat.riz A con :r-ango r Cusando arimét.ica 

exact.a> la reducción de householder con int.ercamblo de columnas 

obt.enemos · una mat.riz residuo nula o después de r pasos. Por 

analog1a con el t.rat.~ent.o de valores singulat-es pequeP1os como cero 

uno puede obser-var que A t.iene un rango numérico r- si la norma de la 

mat.riz residuo es in.signif'acant.e después de r- pasos. Est.a est.rat.egia 

no puede 1nd.ic::at- ampliament.e la cel'c::ania de r-ango deficient.e, ya que, 

una mat.rlz residuo pequena es una carant.la que indica al menos un 

valor s.lng-uJar- pequefto. Desaf'ort.unadament.e este en!'oque puede f"racasal' 

poi" det.ect.ar un r-ango det'icient.e ce1>cano. Un ran«'o deficierlt.e ce1>cano 

es c::asl siempre revelado en la práct.lca por una columna r-esiduo 

pequef'la duN.nt.e la reducción de Householde1>, 

La f"act.orlzaclón QR con tnt.er-cambio de c::olwri.nas una t.écnica 

e>rt.remadament.e con.f'iable y populal' para la est.tmación del ranr;o de 

una mat.riz en g-eneral. 

Paroa est.tmar el :r-ango durant.e el calculo de la Cact.orlzación Q.R, se 

t.oma como el nü.mer-o de element.os de la dia~onal no-lnslgnif'acant.es, 

como el r-ango numérico, est.o se lleva acabo comparando 'la longit.ud 

original de la columna pivot.e con la longit.ud de su subcolumna en la 

mat.riz residuo act.ual usando una t.olerancia e r ( " r por rango >' 

una pollt.ica liberal de la est.imaclón del rango C En la cual 

int.ent.a escoger el valor mAs grande posible de rango> e r es de orden u 

e la unidad de redondeo). Una est.rategia conse:r-vadora escoger-a e r del 
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orden Yu o más grande. Al inicio del paso k-ésimo de la reducción de 

hous:eholder k-1 columnas han siilo eJdt.osament.Et reducidas:,, asl que la 

est.lmaclón act.ual del rango es k-t. Denot.emos por y k la nor-ma más 

grand& de las columnas en la mat.rlz residuo, asl que la 

correspondient.e columna es la candidat.a a columna plvot.e. Si el paso 

k-éslmo de r-educclón Cuera complet.ado el element.o Ck,k) de la dla¡;onal 

de R t.endrla macnit.ud y k. Denot.emos por l el Indice de la columna 

plvot.e en la mat.l'lz orlg-lnal. La columna plvot.e es t.rat.ada como 

lnslc:nlt"lcant.e si 

rk< erct + 11 a.)I >2 
donde 1 es agregado a 11 a.} 1 p~a t"et°lejar un conjunt.o ampliament.e 

usado de suposiciones de escalamient..o. Si est.á condJ.clOn se t.tene. el 

rango numérico de A es t.omado como k-1 y la reduc:c:lón t.ormina. Enot.ro 

caso el ranco est.imado es increment.ado por uno y la reducción cont.lnua 

<Est.e procedimient.o debe t.el"mlna.r- event.ualment.e cuando no halla más 

columnas residuo para ser procesadas>. 

Dado el rango numérico det.ermtnado en est.a Corma es r el result.ado 

de A.a Corma que revola el ranco 

AP•Q tu ER12 5.8.6 

donde P es una permut.aclón Q el product.o de r t.ransf'ormaclones de 

UOuseholder Ru.es un mat.rlz t.rtangular supel"ioX" de r>1:r y E es una 

mat.rtz inslgnif"tcant.e de Cm-;)xCn-;), Para proposl~os de calculo E es 

t.rat.ada como cero y A es remplazada por. A 

Para calcular la solución bás::ica de Ax • b procedemos como descl"thtmos 
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ant.er-io1·ment.e. Fo1·mamos 

donde d. t.iene r- component.es y definimos 

ya que Q es ort.ogona.1 el cor-respondient.e residual par-a x est.á dado poi· 

~ ~ [º J b - AK • Q dE 

y sat.isf'ace 11 b - A; 11
2

• 11 dEI ~ 

la· cant.idad 1 ~El 1
2 

da una medida de la desviación del result.ado de 18 

compat.tbilidad de tenor-ar las últ.tmas n .. ; columnas de AP. 

5.9.3 LOS EFECTOS DE LAS ESTRATEGIAS DE LA ESTIMACION Dll RANGO 

En la solución de un slst.ema compat.tble AJ<mb la f"ilosof'la adopt.ada 

par-a est.imar- el rango usualment.e afect.a la solución calculada nat.ural 

y el t.amaf'i.o del residual. Cn una pollt.tca consez-vadora se corre el 

riesgo de subest.imar- el rango, an sit.uaciones dudosas puede hacerse. 

Ya que, una mat.r-iz r-osiduo pequef'ta es más pr-obable quo ref"lejo ruido 

más que inf"ormación instcnif"acant.e. H.Bblando ampllament.e una 

est.imaci6n menor del ranco t.iende a producir una solución de norma mas 

pequef'ta, pero corre el riesr;o de cont.ar tnf"ormac16n út.il o causar 

incompat.ibilld;ad inacept.able. Mient.ras que con una pollt.ica liberal 

corre el z-iesco de t.oleraro valores: sin¡;ula:toes pequei"ios. Muy pequei"ios 
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eJement.os en la diagonal de R l'et.ienen el máximo nivel de ird'ol"maci6n. 

La desvent.aja es que en Jos cas6s Umit.e < de la Cront.e,.a> la solución 

será calculada con una mat.r-Jz que es mal condicionada e Jnapr-oxtmada . 

Como con Ja est.hnación del r-ango mJsmo, cada punt.o de vist.a es 

aproopiado en ciel'l .. .as cir-cunst.anctas. 
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5.9 CUADRADOS MINIMOS 

Nuest.ra discusión de problemas de· al,ebra lineal en las previas 

secciones se ha consent.rado e>cclusivament.e en la ecuación Ax-b en Ja 

cual buscamos acoplar el lado derecho b exact.ament.e con una 

combinación lineal de las columnas de A. En muchos casos b puede 

ser- expresada como una combinación lineal de las columnas de A. en Ja 

f'o:rma Ax-b, y el sist.ema A><-b es incompat.ible. El problema de 

cuadrados mlntmos lineales t.oma un paso más cel"'cano a la opt.imización 

por pregunt.ar por un vect.or x que en algun sent.ido da el mejor <aunque 

no perf'ect.o> ajust.e ent.re Ax y b. 

Una alt.ernat.iva nat.ural pal'& sat.isf'acer Ax-b es encont.rar- una x t.al 

que Ax sea t.an cel'cana como sea posible a b. La norma mas ampliamente 

usada en mininúzactón es la euclidiana o norma dos. Cuando 11 b -Ax 1 ~ 

es t.an pequena como sea posible. decimos que x es una solución 

(ópt.ima>del problema de cuadrados minlmos lineales. 

Es út.il pensar que el problema de cuadr-ados mlnlmos involucra la 

mat.rlz A en t.ér-minos de los subespacios def'inidos por- A, est.o es, si 

el problema est.á dado en l'orma expllclt.a el subespacio lnvoluc:rado 

será el rango de A, pero si el problema est.a dado en f"orma 

impllcit.a el subespacio involucrado es el def'inido por el nucleo de A. 

Ent.onces nuest.ro problema lo podemos ver- como: Dado un vect.or- b & IRn y 

el espacio de:finido por- A, debemos encont.rar un punt.o sobre t.al 

espacio t.al que sea Jo mas cercano a b, como ya hemos vist.o en el 

capit.ulo t.res, el punt.o que buscamos es la pr-oyección ort.ogonal de b 

sobre el espacio dado. Est.e punt.o es el que nos da un residual ópt.imo 

como veremos en la siguient.e sección. 
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5.9.1 CARACTERIZACION DEL RESIDUAL' OPTIMO 

Dada una mat.rtz A dlferenW de cero cualquier m-vect.or-, e, dit'erent.e 

dr .. cero puede ser expresado como la suma de un vect.ol" º• en el 

:rancoCA) y un vector c.., en et nutoCA "> llamado 

e • e,_ + cN 5.9.t.t 

Donde las component.ec ca y cN de e est.á.n en el r-ango y en el espacio 

nulo. Los vect.ores º• y ºw son únicos y sat.ist'acen 

el e •O 
R t< 

B.9.t.2 

En r;eneral los subthCU.cea a y N en un m-vect.or- denot.az.an las 

componentes del espacio rango y del espacio nulo, donde la mat.l"iZ 

asocida A será clara desde eJ cont.ext.o. La not.actón e A se ref'le:re 

a.lcun n-vectror- que sat.tst"ace ºa •Ac 
4

• La. unlctdada de 

implican que las component.es del espacio nulo y del espacio l'anco de 

vect.ores iguales deben ser !cuales. De hecho 

c•d si y sólo si º• • d.._ y e • d 

" " 
6.9.1.3 

W'Jco, el vect.o e" es único sólo si las columnas de A 

son linealment.e tndepand!ent.es. 

Debido a que la nor-ma eucUdJana es d&f'lntda en t.ér-núnos del product.o 

tnt.el"no~ las relaciones <B.9.1.t> y <5.9.1.2> t.ienen una .tmpol"t.ant.e 

consecuencia 

5.9.t.4 

asl que la repl"esent.ación (5.9.t,t> de un m-vect.or en t.érm.tnos de sus 

component.es del espacio l"&ngo y del espacio nulo separa su nol"ma 

euclidiana en dos par-t.Ets independient.es < est.é pl"Opledad no se t..tene 

con las ot.ras nol"mas> Est.as obser-vactones son l"elevant.es pal'a el 

problema de cuadrados minimos, deb.tdo a que ellas det.el"minan el 

residual de norma euclidiana mas pequeno, ,o-b-A" par-a t.oda vect.ol" :>.:, 
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ya qua el lado derecho b y al residual p son m-vect.oras ambos pueden 

ser escrtt.os de la f"orma <5.9.t.1) 

b•b + b a N 
donde b •Ab . .. 

5.9.1.5 

combinando la definición de p,como b-Ax,con est.as relaciones t.enemos 

P-Pa + pN• b- Axmba + bN -AM 

•b -Ax+b a N 

Un punt.o obvio pero crucial acerca de eat.a aJ<pr-esi6n as que el vect.or-

Ax est.á cont.entdo en el r-ango de A. Cuando Ax ea sust.r-aido de b se 

cr-ea el r-esidual. sigue desde <5.9.t.3) que Ja component.e del 

espacio rango de b-Ax debe ser b• - Ax. Encont.rast.e la subst.r-accton de 

Ax no pueda haber eliminado alcuna de las componant.es del espacio nulo 

de b, asi que, las component.es del espacio nulo de b-Ax debe ser- igual 

a bN, las component.es del espacio nulo y del espacio rang-o del 

l'esidual conjunt.ament.e -t.isf'acen 

p••ba -Ax y PH • bN 5.9.t.6 

El problema de cuadrados mtnimos involucra mininüzar la norma del 

residual. Conocemos desde (5.9.1.4) y <5.9.t.d) que el cuadrado da la 

norma euclidiana del residual p par-a cualquier x sat.isf"ace 

11 b - Ax 1 f, • 11 P 1 f, • 11 Pa 1f.+t1 PNI ~ 

• 11 ba - A>< 1f.+t1 bNI f. 
~ 11 bNlr. 

ya que bN es ret.enida complet.ament.e en el l"esidual, 11 b-AM 1 ~ ser-a 

minimizada, cuando la component.e del espacio rango 11 b a - AMI ~ sea t.an 

pequef'la como sea posible. 

Debido a que br' est.á por def'inición en el ranr:o<A>, un vect.or x debe 

exist.tr-, t.al que, A>.:•b•. Para est.e caso especial x, la component.e 

ent.era del espacio ran~o de b es removida por- la subst.racción de Ax, 
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lo cual sir;ntf'f.ca que b-Ax-bN y la nor-ma euclidiana del residual es 

tcual a su cot.a inf'er-tor 11 bNI C· 
La elección de x t.al que APb• no sólo · rnlnimtze la norma dos del 

f'esidual, stno t.ambién f'uel"ze el l"esidual a est.ar- complet.ament.e on el 

espacio nulo de A".ht.o nos ha conducido a· dos ear-act.01>izaciones 

Cequlvalent.es) de ·la solución de cuadrados mlrúmos 

X minimize 11 b - AHf t· si y sólo si Al Cb -A>c)•O 

>e mlnimize 11 b - AJd e si y sólo si Ax-bR y b-Ax-bN 

5.9.1.7 

9.9.1.8 

un pr-oblema de minimos cuadr-ados se dice que será compat.lble si su 

r-esidual es cer-o y será tncompat.ible en ot.1·0 caso. 

La ort.oconalldad del vect.or- residual a Jos renglones de A corresponde 

al pr.lnctpto geomét..rlco que nos dice: que la dtst.ancio más cort..a de un 

punt.o a un plano es la lonirit.ud de la perpendicular al plano ent.re el 

plano y el punt.o. Aqut el punt.o el vect.or b, y el plano cont.lene 

los vect..ol"&S en el rango de A. 

La unicidad de bN implica que el vect.or residual ópt.tmo de cuadrados 

m1n.1mos •• siempr-e (lnico. El vect.or ba es t.ambién único y el sist.ema 

Ax-bit es compat.ible por- def'Jntción. Sin embargo sabemos que el vect.or 

x que sat.isf'ace Ax-bR es Wúco sl y sólo sl las columnas de A son 

llnealment.e independlent.es. Ya qu&. cualquier vect.or- x que sat.isf"ace 

Ax-b
11 
es una solución de cuadrados mlntmos. Una lmport..ant..e conclusión 

es l::.i sigulent.e: La solución de r;:1~~~zar 11 b - Ax 1 ~ es unJca si y 

sólo si A t.lene columnas de rango complet.o. 

La propiedad más import.ant..e del residual ópt.imo de cuadrados minlmos 

es que se encuent.ra complet..ament.e en el espacio nuloCA L). Ahora 

veremos como calcular la solución de cuadrados mlnln1os usando 

r.ef'lexiones de Householdel" con residual ópt.imo. 
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5.9.2 TRANSFORMACIONES ORTOGONALES 

Un mét.odo moderno para el pl'oblema de cuadrados mirúmos ha sido 

desAl"roUado basado t.ransf'orimactones or-t.ogonales las cuales 

pl"esel"van la Jonclt.ud euclidJan.a y no pueden acroabar la condición de A 

como en el caso no-singular- de stst.emas compat.tbles, el tnt.ent.o es 

t.ransf'or-mal' un pr-oblema de mirúmos cuadrado• de maner-a que llecue a 

ser- f'*d.1 et. resolver- <en eat.e caso reducir A a una t'orma que r-evele 

el l'anco> Debido a que en Ja soluctón de ec\Ullc.fo~s, el conjunt.o df) 

t.l"ansf"ol"mactones que pueden sel' aplicadas a A es rest.r-tngtdo a las 

t.ransf'or-mactones o.-t.ogora.ales puest.o que ellas no alt.er-an la norma 

dos aqui las us&Ntmos. 

Sea A una mat.riz dlt"erent.e de cero de mxn con el ranco<A>•r-. Suponga 

que ~ m:e:t.riz of"t.ogonal Q de nuan. puede ser- encont.r-ada pua pl'oducir 

una f'orma que revele el r-anco 

Q' A • [: ] 
5.9.2.1 

donde F es de Nal y t.tene renglones Unealment.e tndependJent.es. El 

bloque de cel'os s&J:>á ausent.e si r•m, F es usualment.e un t.J:>iá.nCulo 

superiol' permut.ado la .f"or-ma ant.ertor- permlt.tr-a r-eso!ver- el pi-oblema de 

cuadrados mtntmos usando las mat.r-.tces Q y F' .Oenot.emos por d el 

vect.or- t.l'ansf"or-mado Qtb p81't.1cfonado como 

usando est.a det'irúción y la est.r-uct.\U"a most.r-ada en CS.9.2.t) podemos 

escl"ibtr- el re"sidual t.r-ansCor-mado Q'b par-t.icionado como 
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Q1Cb-Ax> - Q1b - Q'Ax •. rdd·J - (F. J- [ d~ -F.] t m-r O M-r 

debido a que Ql es Ol"t..oconat, su aplicación al l"estdual no alt.era la 

long! t. ud euclidiana y 

5.9.2.2 

combinando est.a relectón Y la f'or-ma del r-estdual t.r-ansrormado, 

concluimos 

11 b - Ax 1 ( • 11 Q' Cb - A><>I f. 
• 11 d,- F• 1( + 11 d,._.1( 

"' 11 d .. _.1( 

Jo cual atcn1C1ca que 11 b - Ax f ( no puede •er- menor que 11 dm-rl e par-a 

cualquier- x que elicamos. El valor mtdl pequello posible par-a l ll-A:rd ~ es 

su cotA. tnt'er-tor-. La Igualdad con la cota Jnf'el'lor- OC\U'J:-e st y sólo st 

dr - F x • O o .-qutvalent.ement.e d r • F x 5.9.2.3 

ya que, el ranco<F>-r, el sist.ema Fx-d,. debe sel"· compatible. Cuando 

Fx-dr, el l"es.tdual t.ransf'ormado sat.l&t'ace 

est.a discusión muest.:ra que c:aulquter- vector x que sat.t.sf"ac:e FK9d,. es 

una solución de minlmos cuadrados, Un stst.ema que involucra F es t'ác:il 

de ~solvel"". 

El pl"oceso de reducción de HousehoJder-, con tnt.e:rcambto de columnas 

t.l"ansl'orma una mat.l"iz A dif'el"ent.e de cero de mxn de l"ans-o r- a una 

!'arma t.ria:ncular superior que revela el z-an¡;o. E'l res:ult.ado de la 

:ract.ortzación Q.R puede sel" escl"it..o como 
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S.9.2.4 

donde 0.1 l'eprese~t.a r t.ransf"ormaciones de Householder. P es una 

permut.actón y R es t.r-lanr;ulal" superior. 

Los r-enl'lones de RP1 son linealment.e lndependient.es, as1 que la mat.rtz 

t.ran.st'or-mada de O.t.A t.lene la Corma deseada con F•RP". El problema de 

cuadrados mlnimos puede ent.onces ser l'esuelt.o con el slr;uient.e 

procedhntent.o 

Alsor-l~mo S.9.2 SOLUCION AL PROBLEMA DE CUADADOS MINIMOS CON LA 

FACTORIZACION QR 

Paso t) Calcule la tact.ortzaclón Q.R de A usando 1a 

reducción de HoUGeholder con tnt.ercambto de column.as, el 

procedlnúent.o de Householder determina r ( el rango de 

A> y laa mat.rotces P , Q y R 

Paso 2> For-me ct-0.1b y est.ablesca dr como las primeras r · 

componaint.es de d 

Paso 3) Calcule cualquier solución y del slst.ema Ryadr 

Paso4> 1-.. orme x-Py 

Cuando A t.lene columnas llnealment.e tndependlent.es <l'•n> la mat.r-lz R 

es no-sinf;Ular, 1a solución y de Ryadr es única y la solución de 

cuadl'ados m.lnimos, x única. Cuando las columnas de A son 

linealmont.e depend.ient.es Cr < n> el stst.ema Rymdrde rxn t.iene un 

número tnf"init.o de soluctónas. Recordemos que R t.tene la f"orma 

R•<R, s R
12

> . _donde Ru es una mat.riz t.riangular superior de rxr, la 

presencia de · est.a mat.rtz en la izquierda de R sugiere un vect.or- obvio 

y que saUsf'ace Rymdr llamado 
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con 5.9.2.S. 

cuando Y t.tene la t'orma ant.er-tor el vect.or- asociado x-Py 

simplement.e una l'GOl"denación de y y es llamada una solución bastea del 

problema de cuadrados mtn.lmos debido a que a lo més "" de sus 

component.es aon dJf'erent.es de cer-o. 

5.9.3 LA SOLUCION DE CUADRADOS MINIMOS DE LONGITUD MINIHA 

Cuando A t..tene columnas de ranr;o complet.o, Ja solución de cuadrados 

' m.tntmos es única. En ot.ro caso la equivalencia CS.9.t.8) muest.ra Que 

la solución de lonctt.ud mlnima del pz-oblema de cuadrados mlnimos es 

equivalent.e a minlrntzar- 11 b-A>d e Debe de ser única la solución de 

lonctt.ud m.tn!ma x.. del stst.ema compat.tble Ax-br donde br as Ja 

component.e del espacio z.ango de b en lo que stcue encont.raroemos una 

r-epr-eaent.ación f'orma.l de est.a. 

Las Cact.o1>tzacf.ones que ret.tenen el rango de A son el tncredtent.e 

clave en la dettnición de x +. Par-a la mat.l"iZ A de mxn dtt'erent.e de 

cel"o de ranr;o r una f"act.ol'tzactón que ret.1ene el r-ant;o t.1ene la l'orma 

A-OH donde rangoCO>•ran1:0CH>•r 

O es de rrua- H es derxn. La solución de Jonctt.ud mlntma x.. del stst.ema 

compat.tble Ax-b r puede ser expresada en t.ér1!1'nos de o. H Q b r como 

"·· n'z donde HH t. z•s 5.9.3.1.a 

o bten 

x .. •Ht.CHH 1>-'s 5.9.3.1.b 

la e>epI"eslón ant.el"ior- no puede ser- usada dlr·ect.ament.e para encont.raI" 

la solución de lo~it.ud mlnima d& cuactr-ados rntnimos. debido a que el 
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problema de cuadrados: mtnimos: es est.ablecido en t.érminos del mismo 

vect.or b, no en t.érminos de su component.e del e~pacio ran¡;o br.Par-a 

def'inir "+ usando (!3.9.3.t> necesit.amos obt.ener- el vect.or que 

sat.lsf'ace Gs•b • desde el vect.or ·original b • Af'ort.unadament.e los 

Cact.ores que ret.ienen el ranco cont.ienen inCorrnación que permit.e 

ext.l"aer sin conoc~r b• expllcit..amept.e, Y• que, las columnas 

linealmente ·independient.es de O f'orman una base para el re.neo de A, Ja 

exist.encla do s es r;arant.izada por la compat.lbllldad de Os•ba y las 

coltJpmaS do 1>anco complet.o de O asegll1"a que s es WUca. 

El espacio nulo de G l y Al son el mismo, asl que o'v•O para cualquier 

vect.or en el espacio nulo de A t, ya que> bN esta en el espacio nulo de 

A t. se sigue qi...e 

Olb•Gl<b + b )•Olb 
R N R 

el pw'&t.o clave aqul es que la componente del espacio nulo bN es 

eliminada por Ja aplJcaclón d9 Ol, lo cual slcntf'ica que el product.o 

Olb es atect.ado sólo en la component.e del espacio ranco de b. Debido a 

que bR es def'tnldo como Gs la mult.lplleación de Os por ot y ta 

sust.it.uclón de Glb por dtbada 

GlOs•Ot.b •O'b .. 
ya que o'a es no-singulaf-, se sigue que s debe ser- solución única de 

G'Gs•Glb llamada s•co'o>-'olb 5.9.3.2 

además ba' la componente del espacio ranco de b es det"lntda como Gs 

asl que 

5.9.3.3 

sust.it.uyendo la expresión para s de C5.9.3.2) en CS.9.3.1.> obt.enemos 

dos represent.aciones equlvalent.es f"ormales de "+ que involucran sólo 

O, H 9: b 

H
1z 5.9.3.4.a 
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6.9.3.4.b 

aunque est.as Corma.s son mat.emát.icament.e corl"ect.aa, Ja ocUl":rencta de 

dos mat.rtces o'o y Ht. H es una advert.encta del cUttcU pot.encial 

numéf'ico del nwner-o de condición al cuadl"ado. 

La f"orma que :rat.tene el l"anco A•OH asociada con 1a t"act.orotzación QR es 

A•QrRPl con G•Qr y H•Rf'1 

donde Qr Clas pl"tmere.s I" columnas e.Je la mat.riz or-tc.lnal Q> t.iene 

columnas Ol"t.onormal•• R es t.:rtangulal" supetor de rxn y P es una 

p8rmut.ac10n. 

La Ol"t.oconaJJdad de las columnas de Q.r stc:nit'ica que el pr-oduct.o O l G 

es stmplement.e Q~O. • 1, la tdent.!dad de dimensión r-. La e>q>r-estón 

<a"o> .. 'a' que aparece en (5.9.3,2> se stmplit'tca y s y br est.an dados 

por-

la e:J<¡>r-estón Col"mal para la soluctón de longtt.ud min1ma x • es 

aplicado tAnt.o para el pr-oblema de cuadrados mtnimos lineales como 

par-a stst.emas compatibles de ecuaciones. 

x. • PR"z • PRt CRRt>-tQ~ b !l.9.3.5 

Debido a que Qr t.tene columnas or-t.onol"males el vect.or- crucial s est.a 

dado por- Q~b sin hacer caso si b est.á. o no en el l"ango de A. 

La l'act.or-t2aci6n QR puede sel" usada para cale~ "• con la 

fact.o:rizaclón Q.R. que r-et.tene el :rango como sigue. 

Paso t> Fo:rme a•Q~b 

Paso 2> Solucione RRlz•s 

Paso 3) For-mo x • •PRlz 

Cuando A t.lene columnas: de ranr;o complet.o la solución de cuad?"ados 
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mlrúmos única y R es no-stngoula.r. La expl"esiótl Rt<RR">-.t en 

C5.9.3.5) simplif"ica R-
1 

y el calculo de "• llega a sel" 

equivalent.e al pl'ocedimient..o para minimizar. 11 Q t Cb-Ax)I t usando 

ecuaciones nol"males. 

LitS' técnicas pal"a evtt.ar el mal condJcionamJ.ent.o en el calculo de 

loa í'act.or-es QR de la mat.rtz t.ranspuest.a AL no es un eran trabajo paria 

el problema de cuadrados mirúmos de rango def'J.cient.e debido a que la 

condición de ambos f'act.ores que r-et.ienen el rango G y H son cuadrados 

en la expr-esion <5.9.3.4.b). 

5.9.4 LA FACTORIZACION ORTOGONAL COMPLETA 

La !'or-ma que l"et.ieno el ranco A•OH de la !'act.orización ort.ogonal 

complet.a es 

donde ¡.as columnas Qr son ort.onormates, P es una pel"mut.ación, R es de 

r-xr t.ria.ngulal" super-to~ no-stncutar y V es ort.ogonal. Sust.J.t.uyendo 

est.as mat.rices en <5.9.3.4) obt.enemos el siguient.e algortt.mo para 

calcular- x •como con la f'act.or-izaeión Q.R, el pl"ocedinúent.o es ident.ico 

al caso compat.ible, debido a que las columnas de Qr son ort.onormales. 

Alr;ol'it.mo 6.9.4 CALCULO DE x ... CON LA FACTORJZACION ORTOGONAL COMPLETA 

Paso 1) Fol'mar s•Q.~b 

Paso 2) Solucionar- Rv•s 

Paso 3> Fol'rn.ax- "• • PV ( ~J 
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ya que. la condición de R. es la misma que la condición de A, con est.a 

t.écnica no apal"&Ce el nUme~o de condición al cuadr-ado. La 

f'act.or-izaclon Ol't.oconal complet.a da un camino set:uro paz-a usar-

las reducciones ele Householder-, para encont.r-ar Ja solución de lont;it.ud 

mlnima de cuadl"ados mlnimos. 

5,9.5 LA DESCOMPOCISION DE VALORES SINGULAR.ES 

FJnalment.e la solución de longi t.ud mlnima de un pl'·oblerna de cuadr-ados 

mlnimos puede ser- obt.enida de la descomposición de valor-es singulares 

de A. 

donde U es una mat.riz ort.ogonal de mxm. V es una ort.Qgonal de mm. y :t 

es una mat.riz diagonal de rxr de valores singular-es posit.ivos. 

cilag(c") i•l, .. ,r-. Como ant.eriol'ment.e lo hicimos, las pl'imora r 

columnas de las mat.l"ices: ort.ogonales la designal'emos por U,.&: V,.. La 

f"orma que retiene el ranr;o A•OH de la descomposición de valores 

singulares os 

con G•U,. & 5.9.Ei.1 A•U,:t V~ 

sust.it.uyendo la expt"esion (5.9.3.4) para ><.,. las propiedades 

especiales de U r, Z: & V~ implican que G l O•I y HHl• - 2 la rorma 

result.ant.e para x ... 

x.• v,I:- 1 U~b 

la deCiniciOn r unicidad de la seuu·.::inver•sa A+ implican que la 
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solución de lonc:it.ud mJnima de cuadrados mlnJmos puede ser escrita 

como 

5.9.5.2 

la cual es la f'orma tdent.ica obt.entda en el caso compatible. Est.a 

t'orma es parttculal"mente útil en caso de r-anr;o casi def'ictent.e, en la 

cual una decision acerca del ranc:o numérico es basada sobre el 

t.rat.amtent.o de valores sincul31'es casi lnstgnif'icantes. Para encont.:ral' 

la solución mlnima del problema de cuadrados mlnimos se involucra Ja 

mat.~iz Al,· recordomos que Ja seudoinver-sa de A t. simplernent.e Ja 

t.ranspuest.a de A•. Ya que, no hemos impuesto ret.ricctones la 

dimensionalidad en las ecuaciones derivadas: "• • A .. b se &it"Ue desde 

<5.9.5.2> que la solución de lonr;it.td mlnJma Y., que 

... 

5.9,6 RANGO Y ESPACIO NULO 

mlnimlze lle - A'yJI 
y e IR:m 

Sea A una mat.riz dif'erente de cero de r-anc:o r-, hemos visto ya Ja 

cercan.a conección ent.r-e el problema de cuadrados minimos de minimizar 

11 b - Ax 1 ~ y las component.es de b del espacio nulo y del espacio 

ranc:o. En est.a sección descr-ibiremos como obt.ener eMp~cit.amente bases 

par-a los cuatro sub espacios f'undament.alment.e asociados con A: 

r-ang-oCA>, el. nuloCA), el ranc:oCA l > y el nuloCA t.>. Bases para est.os 

subespactos son de eran int.el'&s, en muchas ot.1"'as ci..rcunst.ancias::, 
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part.tcuia.rment.e en opt.tmtzación con r-est.r-icciones. 

5.9.6.t FACTORIZACIONES QUE RETIENEN EL RANGO 

El tncredJent.e clave en encont.ra.. bases adecuadas par-a est.os 

•ubespac:ios es w.a f".act.orización que l'et.tene el rango A•OH, donde O es 

de rnxr, ff es de rKn y ambas O y H t.ienen l"ango r. El espacio r-anco do 

A ec un espacio !'-dimensional de IRm. Una base obvia par-a el espacio 

ranco de A es dada poi" las r columnas linealment.e independient.os de a 

<Para ve!' pol"que, not.e que cualquier- vect.or de la f'or-ma Av puede 

t.ambién sel" escrtt.o como OHv>. 

Un arcument.o de dimenstonaUdad muost.:ra que una base para el espacio 

nulo de . Al es dada por- cualquier- m.-t.l"iZ K da nuc<m-1"> con dos 

pl"optedades: t)sus columnas son llnealmont.e tndependient.esr y 2) o'K•O 

C po:r decil" que una cier-t.a mat.rtz fo:rma una base p&l"a un subespacto 

stempl"• signtf"tca que sus columnas as1 son>. 

Ahora veamos el espacio nulo de A. vemos que H y' A t.iene el mismo 

espacio nulo, de est.e toesult.ado se sii;ue que cualquier vect.or- z en el 

espacio nulo de A debe sast.is:t"acer- Az•GHz•D. Ya que, O t..tene columnas 

linealment.e independtent.es OHz puede sel" cero sólo si Hz•O, lo cual 

niue-st.r-a quo z est.á. en el espacio nulo de H. Similarment.e Hz•O implica 

que Az•O. 

Et espacio nulo de A es un subespacio de dimensión Cn-r-> de !Rri. En 

eCect.o, cualquier mat.l"iz Z con columnas linealment.e tndependient.es 

t.ales que HZ•O debe sel' una base par-a el subespacio nulo de A. Stempr-e 

que sea posible, denot.aroemos una base par-a el espacio nulo poI" Z. 

Finalmente, dada una mat.r-iz Z que Corma una base par-a el espacio nulo 

115 



de A cualquier mat.l"iz Y de n-ro con columnas linealment.e independient.es 

t.ales que Y"Z•O deba ser- una base para el espacio rango !'-dimensional 

de ,., 

La siguient.e t.abla l"esurne como deducir- bases: par-a los cuat.ro 

subespaclos fundament.ales desde una fact.orizactón que ret.iene el 

rango A•GH 

Subespacio Base Dimensión Especif'icación 

ranr;o(A) o """' o 

nuloCAl) K mx<m-r> OlK•O 5.9.6.t 

rangoCAL) y nKI' Y'z•o 
nulo CA> z nx<n-r> HZ•O 

Ahora p~ceder-emos a ext.raer mat.rices especificas O, K y z desde las 

t.ransf"ormaciones que ret.ienen el ran,.o. 

5.9.6.2 LA DESCOMPOCISION DE VALORES SINGULARES 

Los f'act.ores que ret.tenen el rango cuando usamos SVD son O•U y H• Z\'~ 

de la t.abla 5.9.6.t veremos que la mat.riz Ur Corman una base ort.oc-;,onal 

para el espacio r-anco de A y las últ.imas m-r columnas de U deben 

f"ormar- una base ort.ogonal para el espacio nulo de A t. 

La ort..ogonalidad de V implica que V~Vn-r•O, ya que, H•l:V~ se sigue 

HVn_r•O y Vn-r sirve como la mat.riz Z la cual es. en est.e caso una 

base ort.onormal para el espacio nulo de A. Ademas: Las r columnas de V r 

sir-ven como Y una base o:rt.onormal para el espacio de A". 

116 



S.0.6,3 LA f'ACTORIZACION ORTOGONAL COMPLETA Y LA PACTORIZACION O.R 

La f'act.orlzación que r-et.tene el r-ango de la f"act.ol"lzac16n Q.R es 

Donde Qr denot.a las: pr-tmeras r columnas de Q. Vemos de la t.abla 

5.9.6.1 que las columnas de Qr Corman una base ort.ogonal par-a el rango 

de A. La mat.riz Q.m-r' for-ma una baso ort.onormal para el espacio nulo 

de A' 

La f'act.ol'"lzaclón or-t.osonal complot.a coi-r-esponde a los Cact.ol"es que 

ret.iene'n el rango 

a 

usando las especltlcasiones dadas en S.0.d.t buscamos una mat.rlz Z de 

rango complet.o de nx<n-r» t.al que HZ•O. Denotemos por V de rum. la 

mat.r-iz PV, la cual es ortogonal y sat.tsf'ace 

HV°•<R o>VLV.cR o> 

lo cual muest.:roa que las Ult.tmas n-r columnas de V denot.adas por Z son 

ort.oconales a H y asl f'ol"mamos una base ort.onormal par-a el nulo<A>, 

las pl"imeras columnas de V denot.adas poi" Y son linealment.e 

tndependlent.es y OI"t.ogonales a las columnas de Z, lo cual stgntf'tca 

que Y es una base ort.onormal pava el rangoCA ">. 
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5.tO PROYECCIONES ASOCIADAS CON LOS SUBESPACIOS DE UNA MATRIZ A 

Ahora nos moveremos desde un subespaclo gener-al s a los cuat.ro 

subespacios f'amlllaz-es asociados con una mat.riz A de mxn dif'erent.e de 

cel"o • El result.ado est.andard que est.ablece que: cada m-vect.ol"' b puede 

est.ar- escrit.o como b•ba + bN donde bR est.é en el r-angoCA> y bN est.é. en 

eJ nuloCA l>. puede ser expresado en t.érminos de las proyecciones poJ' 

decir ba es la proyección de b en el r-angoCA> y bN es su pr-oyecclón 

en el espacio nulo(A L) <hemos previament.e llamado bR la component.e del 

espacio r-anso de b y bN 1a component.e del espacio nuJo)Como hemos 

vist.o en el capU .. ulo t.res, para un espacio ~ener-al la ünlca mat.riz de 

proyección P < el a e.u pr-oyect.or- en el :roango(A)) t.iene la propiedad de 

que 

para t.odo m vect.or b 5.10.1 

la solución de lonclt.ud mlnlma de cuadr-ados mlnimos "'+ de min 1 b-AM! ~ 

est.6 dada poi" x,.. • A+b y sat..lsf'ace 

A vemos que 

Ax• AA+b•b 
+ R 

la cual corresponde a la proyección en el rango de A, como hemos vist.o 

en el capl t.ulo t.res, est.o es, 

P • AA+ 
R<A> 

y t.amblén vimos que 

PRCAl> • A+A 

y 

y PNtA) • 1 - A+A 
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S.10.1 CALCULO DE LA PROYECCION 

La l'&pl'esent.aclón f'ormal es una deducción Ot.U como rosult.ado 

mat.emat.lco. per-o es rarament.e apr-opiada paJ:"a calculoar, debido n que 

•lla. cont..ienen un nUmero &xpltcit.o de inval"sas y seudolnvei-sas. El 

calculo de la proyección deberá stempre sucerU- un p:roblema de 

cuadreidosr mlnlmos asociado, que involucre A y At.. 

S.10.2 PROYECCIONES DE UN VECTOR 

Dado un m-V&1ct.or b, supongase que deseamos calcular bR, la proyección 

de b en &1 rango de AC o equivalent..í'merat..e, 1a component.e del espacio 

ranco de b> usando cualquier t'a.ctori2aci6n que ret..lene el l'aJ\CO A•OH, 

hemQs most.t-ado que 

P cb>•b •G<o"o>-•01.b 
lltAl a 

é&t..a expresión se stmplit'ica cuando O tiene columnas OJ\Lonormales~ 

como coando los f'act.or-es que ret.tenen el r-ango surcen de la 

.ract.orización O.R o d:l la descomposición d& los valores stn&ular&s. 

Par-a la !"act.orizac16n Q.R. G es Qr' las primaras r- columnas: de Q; para 

la SVD,. o es u,. las primer-as r columnas: d& u, en ambos ejemplos oto es 

Jit idant.idad r-dimensional y t.enemos 

b 111• P atAt(b>•Q,. 'l~b CFact.or1zacl.6n QR.) 

bR• P RtA•(b>•Ur U~b <Desc:ompoclón de va.lores singulares> 

cuando una base ort.onormal es disponible, la proyección d& un vect.or 

en el apl'opiado subespaclo pued& ser calculado direct.ament.e. 

El vec::t.or br-i' la pr-oyecc16n de b en el espacio nuloCA '>, puede 

convenient.ement.e encont.r-arse por resolveI> el pr-oblema de de cuadl"ados 
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mlnimos mtn 11 b-Axf ~ ya que el l"&stduaJ ópt.imo es siempre bN. 

5.10.~ PROYECCIONES ORTONORMALES OBTENIDAS DE BASES ORTONORMALES 

Las mat.rlces de proyección t.lenen una Corma "agradable" st es 

disponible una base or-t.onormal para el subespaclo r-elevant.e < o su 

complement.o ort.ogonal>. 

Denot.emos por M una base or-t.onorm.al par-a el ranco de A y por K una 

baso or-t.onormal para el nulo(At.>. Ya que M••Ml y K ... •Kl se sigue que 

PRcA,•MMl•I - KKt. y PNl4l>•KK'l• I - MMt. 

y sl Y y z denot.an bases ort.onormales para rango<A 1> y NCA> es f'áctl 

ver- que 

y 

Por- ejemplo, st la descomposición de valores stmsulares de A ha sido 

calculada M puede sel' t.omada como Ur Clas pr-imer-as I" columnas: de U> 

ent.onces t.enemos 

P •U Ut. 
RIA) r r 

p t.•Y yL 
RCA > r r 

y 

y 

P t.•l-UU1 
NIA J r r 

p NfAl•V n- r V~ .. r 
simila1"ment.e. St la f'act.or-tzación Q.R de A es disponible denotemos Qr 

las pr-tmeras r Columnas de Q por Jo que t.enemos 

p AfAl•Qr 0.~ 
P 1.•V V1 

ACA) r r 

y 
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