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1.4 PLANTEAMIENTO GEOMETRICO Y ALOUNAS APLICACIONES .

En este trabajo abordaremos un problema maAs general, que el
problema de cuadrados minimos lneales, El cual esbozamos a

continuacién a través de los siguientes problemas.

PROBLEMA NO 1 Aqul trataremos de encontrar un punto p.-obx-e una recta
£, tal que, la distancia a un punto dado, p, es la mis pequefia de
todag las distancias tomaedas del punto, p a cualquier punto de la

racta £ , esto es,

Ip'-pl ® min I r~p ¥

re ¥

Un factor fundamental para obtener la lucién del probl e la

forma en la que esth dada la recta 2. Graficamente tenemos.

St ] ideraremos que la recta £ estA contenida en un

pacio de di ;! y qus uno



Caso 1: Gonsideremos que la recta esta en un espacic de dimension
dos. La recta ¥ puede estar dada de dos waneras diferentes, esto es,
Ia recta puede estar dada en forma paramétrica (forma explicitad o

como una ecuacioén <Cen forma implicitad.

O Si la recta £, esta dads en forma explicita, esto es, a traveées
de su forma paramétrica, es decir, como

a+ th
donde
a g
am= [ : J b = [ . ] te R
al n 2z
T. el vect. que ¢ la recta 2, a ssber [g;] s ¥y ol
probl lo pod soluci de dos maneras diferentes !

&) Observaremos que el vector b debe mer ortogonal al vector

p- Ca+th)d

Ya que, el veator p lo pod r como la suma de un vector

sobre la recta £ mas un vector que esté en el complemento ortogonal de
£, esto ex

PmCa+thd>+C(p=<Ca+ th)
y debe satisfacerse

st ¢p-a-th>ap

que es una ecuacidn llneal en t, cuya =olucién es

t%ep cp-ad
b'b

1a cual nos ayuda a encontrar el punto p.- a + !..b, sobre ¥ , mas

6



cercano a p.

b)> E] problema es encontrar el valor de t que minimice

2
Py - LR (A P w [ LA ]
e, a, + 13, f2

M1 1 D 16 terior es eq te a minimi

<o cn.)’ + Cp,ma, - v.ra.:o‘

si usamos la norma euclidiana. El valor de t,'quc minimiza la expresion

anterior lo d encont a tra de Luct la 16

lineal que obtenemos al derivar la P 16 teri e | /) a

cero, entonces
a+t'h
28 ol mAs cercano a p.

4 St la recta ¥ esta dada en forma implicita, esto es, a través de

la ecuacién general de la recta, es decir, de la forma

ox +fiy+ywo xy ¢ R

la podemos escribir como
) (a.ﬁ)[;] -y 144

o blen como

n'n =y " donde n-[?’] v r-E].

en particular un punto x-o-go] sobre la recta, debe satisfacer
-]

a3 E"] -
o



por lo que la ecuaciédn de la recta la podemos escribir come

ot - ro) =0 .
asi que el vector normal n debe ser ortogonal a la recta 2, luego la
ecuacién de la recta ortogonal a ¥, que pasa por p, podemos escribirla
como

rep+nt te R 142
en particular cuando t=0 se tiene ; = p.
La interseccion de la recta (111> con la recta (1.1.2) es el punto
p.‘ Este punto debe ger de la forma ; = p + nt y debe satisfacer
€1,1.1) por lo que tenemos

n'c p+nt)m=yp

y la solucién de esta ecuacién es
t
l’.. w¥ - 0P

t
nn

ia cusl nos ayuda a encontrar p‘ mp+n Pt
Caso 2! Ahora consideremos que la recta estaA contenida en un espacio
de dimensidén tres. entonces !a recta 2 , puede estar dada en dos
formas diferentes; a través de la forma paramétrica Cexplicitamente> o
a través de un sistema de ecuaciones (¢ implicitamente)d.

is Si la ecuacién de la recta esté dada en forma paramétrica, es
decir, de la forma

a+ th

donde aw [:;] b = [:p‘;] L e R

la podemos resolver en forma analoga al caso en que el espacio es de

dimensién dos, para obtener




y encontrar p.- a+ t°b.

i1) Si la ecuacitén de la recta esta dada como un sistema de scuaciones,
esto es

a‘x + nly +* y'z = 5¢

ax + ﬁzy + vz - 6=

o bien como

nir = s . o
donde n= n= " x
nlr = 5 o oA Lol 4 y
: * ¥y LS z
que { 3 ta la int 16 de dos planos. Para encontrar los

puntos qua pertenecen a la recta debemos resolver el sistema de

ecuaciohes siguiente
t
n
() &
o . 6‘ 143
2 2
Br = d
el cual tiene una infinidad de =oluciones, de todas ellas soloc nos

interesa la golucién mAs cercana al punto p, es decir, p. tal que
.
He=-p d=mnfp-=j
reX

el sist.erﬁa de ecuaciones 1.1.3 también podemos escribirlo como

[
nér - r)=20 x
I e | V2] e e
nz(r-xvo)-o zq

Como (r= :-o) esta en ¥, entonces n_y n, son ortogonales a la recta
2. Por otra parte, el vector p'-p también es ortogonal a ¥, por lo que

el vector p'—p debe ser una combinacion lineal de ny n, esto es,

14



p*- p mt N+t N,
o bien
p*etn+t n +p
' z 2
en forma matricial
p"n[hx hz][:;] +p

entonces p. debe tener la forma

p‘- p'z + P donde
z -

[y

3
z
y debe satisfacer <1.1.3> por lo que tenemos
BB'z + Bp = d
o bien
BBz =d-Bp 114
la solucién del sistema anterior, z', determinara p‘ Y “no es dificil

de rar teori » ya que, como B tiene renglones lnealmente

ind: dientes tonces BB' es una matriz no-singular y pﬁdﬁmos

encontrar la inversa de BBE‘ para determinar z* que satisface (1142 y

la molucién es unica.

Caso 3: Ahora consideremos que la rec‘ta se encuentra en un espacio de
dimension m. En este caso también puede estar dada en forma explicita
o en forma implicita.

i) Sl la recta estd en forma explicita, entonces tenemos la forma
paramétrica de la recta, es decir,

r = a+tb a,b;ﬂ%myt.clR

dai 15

donde b es un vector de m que ¢ la recta. El probloema
lo podemos resolver en forma analoga al caso en que el espacio es de
dimensién dos y se tiene una forma explicita de la recta, y asi

10



obtenemos

Fucp-ad'b

b'b
para encontrar p'- a + ¢,
1) St la recta estad dada en forma implicita, entonces estaria dada
como la solucién de un sistema de m-1 ecuaciones con m incégnitas,
esto es, de la forma
Bred - B m-tixm * Pmng Firnegis
la cual también podemos escribir coma
B¢r -~ r°>-0 d-Bro & £
donde el vector (r = ro) pertenece a £, lo cual quiere decir que cada
uno de los renglones de B es ortogonal a £ y este caso es simillar a
el caso 2, con la forma implicita de la recta, La solucién seréd de
la forma
p*= B'2%+ p
donde z" es el vector solucién del sistema de ecuaciones
BB'z =d-~ Bp
que es un sistema de M-Dx{m-1> no singular, ya dque, B tiene

renglones linealmente independientes.

11



PROBLEMA NO. 2 Ahora trataremos de trar un punto p'sobre un
plano 11, tal que, la distancia a un punto dado, p, es la mas
pequella de todas las distancias tomadas del punto, p,. a cualquier

punto del plano T , esto es,

P p*p t mmin I x=p Il

rcll

Un elemento importante para soluciénar el problema es la forma en

la que esta dado el planc 1. graficamente tenemos.

Siempre consideraremos que el plano 1 esta contenido en un

espacio ds dimensién mayor que dos .

Caso 1: Consideremos que el planc estad en un pacic de i6n tres.
El plano puede estar dado de dos formas : en forma paramétrica

Cexplicitamented o por un ecuacién CUmplicitamente)

12



© Si el plano esta dado explicitamente, esto es, a través de la
ecuacién paramétrica del plano, es decir como ’

n-(r/x--a‘t.i-as-&ro;dondet.,sclk;ro,a‘,azc!}t’)

2
cualquier punto en el plano puede ser expresado de la forma anterior,
en particular p., lo podemos escribir como
L L .
p = a‘t. + as + s

©o en forma matricial
*
L] t
P -ta‘ azl [s-] + L 113

A y- + x-a
Por otra parte, p.- P es un vector ortogonal al plano, entonces debe
ser .ort.ogonal aaya, esto es

a:(p'-p>I0

a:(p.-p)-o
o bien

At cp*-prmo
como p‘ dabe ser de la forma 115 tenemos

Al<Ay + ro-p>-0

© bien

A'Ayma'ep = 1> 116
y con la solucién de este s=istema, y', encontramos p'-Ay'-& T,
la  solucién  del sistema 11.6 "no es dificil de ehcont.rar

1 1 } . 1nd, Adent.

teéricamente” por que A tiene P

entonces A'A es una matriz no-singular,
i€ Si el plano esta dado implicitamente, esto es, como una ecuacién
de la forma
ax -+ ﬁty + v,z - 6‘
que podemos escribir como

13



o bien

C . a x
nr-é‘ ne ri‘ = y
v, 2z

aen particular un punto r, en el plano debe satisfacer
nlro- 6‘

entonces la ecuacién del plano la podemos escribir como

n'ee - 1m0 117
por lo que el plano 11 lo podemos expresar de la forma

Ne<r /o' =-r)mo0

por otra parte, al vector p‘ - Pp, @s ortogonal al plano, entonces
p.-p debe ser paralelo a n y lo podemos escribir como

p‘ - p=tn t e R
de lo anterior e desprende que p' debe tener la forma

p* = tn +p
y como esta en el plano debe satisfacerse (117> por lo que
ntctn + p - x-°> =0
o bien
n'nt. = n (x-o- P>

tY =

t
aon

y con la solucién A%, encontramos p®= p +t°n

Caso 2: ahora consideremos que el plano esta contenido en un espacio de
dimensién m, el plano puede estar dado en forma explicita o en forma

implicita

14



) Si el planc esta dedo en forma explicita, estc es, a través de su
ecuacién paramétrica, es decir, de la forma
\ L

n-(x-/x--n‘t-l-nzs*ro,dondo a'_.az.xvocﬂa tg e R
Como se puede observar este caso es andloge al caso 1i asl que y' es
la solucién del sistema

A"Ay -A"(p - r°>
donde )
t
A=la al , y= [s]

la golueidn es Gnica, y asi podemos hallar p.- Ay.i- L
11> Si el plano esta dado en forma implicita, estu es como la solucién

de un sistema de m-2 ecuaci ind dlentes con m incégnitas cada

una, que en forma matricial tenemos como

N /Br=d) r ., d

B(m-zum' g mx4
como podemos ver, este caso es similar al caso 841 del problema no.
asl que z* es la solucién del sistema

BB'z=d - Bp 118
la cual determinara p‘- B'z* + P
la solucién del sistema 118 es unica, debido a que BB" es

no-singular puesto que B tiene 1 u 1 te ind dlent.as

15



PROBLEMA NO 3. Ahora trataremas de encontrar un punto p‘ sobre una
variedad lineal I, tal que Ia distancla a un p!.mt.o P, es la mas
peaquefia de todas las distancias tomadas del punito p, a cualquier punto
de Ja. variedad lineal [1, esto es
IIp‘-pﬂ ™ min 0| r-p |
rell

Un elemento importante para hallar la solucién del problema
es la manera en que asta presentada la variedad lineal I, ya que puede
estar dada en forma explicita o implicita, para tratar estos casos
consideremos que la varfedad lineal, de dimensién k, esta contenida en
un espacic de dimension m <m > kJ.
1> Si la varledad lineal esta en forma explicita es decir de la forma
M=¢ r /0 =»r +at+at+. . +at donde te R ac R =k >
cualquier punto de la variedad lneal puede ser expresadc en la forma
anterior, en particular el punto p', que buscamos puede ser expresado
como

p-- T, + a‘t.:'l- az!.:"' .+ akt:

o en forma matrictal

.
L t
p =Cajal .| all "1+ r,
]
i
Ay 119

El wvector p.-p es un vector ortogonal a la variedad lineal, entonces

debe ser ortogonal a cada uno de los vectores a i=w1,.,k, esto es
Atep™-pomo

que es semeJaﬁLe al caso 14 del problema no. 2, entonces la y' que

determinara p*m Ay® + r, es la solucién del ststema

AlAy=A ¢ - r > 1110

16



la cual es uYnica, ya que, como A tiane lones M ) te

independientes entonces A'A es no-singular y la soluciénde 1.1.10 ‘no

es dificil de t.rar tedri te',
i1)S1 la variedad lineal esta en forma implicita, es decir, como el
conjunto de soluciénes de un sistema de <m-k> ecuaciones con m
incognitas, esto es,
Newd{{pr 7 Breud » B koxm Tmxs e
ol caso es andlogo al caso 2.ii del problema no.2 cu;a solucién
p.-BTz.+ p sera determinada en forma Unica con la z que satisface
BB'z w d -Bp
la que teosricamente no es diftcil de encontrar debido, a que B tiene
1 N t

te ind dient y esto hace que BB sea

renglones u

no-singular .

PROBLEMA NO. 4 El problema general que trataremos es ; dado un punto
P, encontrar un punto sobre una variedad MNneal [, tal que, la

distancia a p es lo mas pequefia posible donde la dimensién de 1la

variedad lneal es desconocida y el pacl dond se t

contenida es de dimensién m.

Un factor importante para encontrar la lucién del probl es la

forma en como se p ta la iedad U I: i es en forma implicita

0 es en forma explicita )

1> Si la varfedad Uneal eostad en fox-m@ explicita, esto es,
ﬂ-(r/b-x-°+Ay)

donde A es una matriz de m renglones y n columnas de rango

desconocide, Para determinar p. tal que

17



Ip'-pll-minllx-pu
rell

se tlene el sistema
AlAymatcp - 1>
cuyas soluciocnes y‘ determinaran p'- Ay' +r,
Hallar la solucién del sistema anterior puede ser dificil debido a las
complicacionas que =se presentan desde el punto de vista practico, ya
que, se tiene que determinar la dimensién de la imagen de A, es

decir, el rango de A .

i1 54 la variedad Hneal estad en forma implicita, esto es,

Nl =w<{xr / Brmsd >
donde B es una matriz de m renglones y n columnas., Para determinar p',
tal que '

v p*-p t momin 0 r-p ¥
r el

ge tiene el sistema

BB 2mBC P - ro)
cuyazs goluciénes z‘, determinaran p'- Bz‘ +p
Hallar la goluciones del sistema anterior puede ger dificil debido a
las complicaciones que se presentan desde el punto de vista practico,

ya que, se tiene que det i la i on del 1 de B,

18



1.2 LA FACTORIZACION DE CHOLESKY .

Cuando A de muxn es de rango n, entonces A'A es positiva definida como
le muestra el sigulente teorema

Teorema
;3% Amxn Y el rangof{Adm=n, entonces PuA'A es positiva definida
Demostracién

x'Pxw X'A' Ax = M AxH#'EzoO
S1 Ax = 0 se tiene que x ¢ N CAD
como NCAY) = < 0 > se deduce que x = 0
Entonces sl x # 0 , se tiene Ax » O
Lo de donde AX § = @
Por lo am.larlor podemos afirmar
xPx >0 si x 20

1.21 LA DESCOMPOSICION DE CHOLESKY

St P es una matriz definida poslt.ﬁla. entonces podemos usar el
método de Cholesky para resolver el sistema de ecuaciones normales que

se basa en el hacho de que existe una matriz triangular inferior L tal

que

t

L' = p P=aA'A

Resultado

Si P e3 pomitiva definida, entonces existe wuna anica
matriz triangular inferior L con elementos ‘posh.lvos en la
diagonal tal que '

P =L

Demostracién ¢ la demostracion es por inducclén ).

19



St P es de orden 1 y em positiva definida, entonces o4 > 0 ¥y

es unicamente definida por
kli- '/'g"
Supongamos que s& cumple para lasg matrices de orden n - 1.

Puesto que B es positiva definida, de orden n y es simétrica,

pod partici la en la forma
P
F »
a A

donde P es definida positiva. Por hipétesis de Induccién

existe una 10 xxa matriz, L, triangular inferior con elementos

positivos de la diagonhal que satisface -
LL' = P

Ahora bugcamos una matriz, L, triangular in!‘er_iox- que satisfaga
itt = F

-
donde L sera particionada en la forma

‘'de donde observamos que

P = LL' CHipétesis de inducciond
aw L¢
at = l‘ Lt

PR

20



donde L es una matriz triangular inferior con elementos

positivos en la disgonal, por lo tanto no asingular, luego el

vector ¢ lo podemos construir como

tm L 'a

el cual es wnico, dado que L y a son tunicoz. Finalmente A la

podemos obtener como

AmCan=ged

st a-2¢>0

1/2

v .
Para mostrar que efectivamente a - ¢ ¢ 20, usaremos

no-gingularidad de L debido a que P es positiva definida.

Sea b m P*u, entonces debido 2 que p es definida positiva

N P a b
0 < <, - . -
a A -1

= b'Pb - 2b'a + A

=2 -b'a

A

A
A
A

- a'pPta
- atdL'>'a
- alat wta

- e

21
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Esta demostracién nos permite construir la matriz

icion de Cholesky, recursividad ya que =i Pl= es la

submatriz principal de orden k en el paso K~asimo de

icié de Cholesk de la matriz P = A"A, entonces a Pk

P

podemos expresar como

donde Pk - 1 es la
Pk-n a, submatriz principal
Pk - de orden (k =1).

Lk - k=1 o
13
4% e

Donde Lh‘ se construys en el paso k-1

y los otros componentes de L podemq‘s obtenerlos como sigue

-y
" Ly ™

akk-l M B b

lo cual podemos apreciar mejor en el sigulente ejemplo -

Consideremos a la siguiente matriz P de orden 4

- -] a 10
P = < 25 12 AP

e 82 77 o2

10 ap o2 140

de

la
la

En el paso K = 1 la matriz a descomponer es de aorden 1 P1 = (4D,

por lo que
un elemento de la matriz triangular que esta dado por

) 22

no hay que resolver un sistema de ecuacicnes y se obtiene



En el paso K = 2 la matriz a d

En el paso

L =sa =2
1% 11
o8 de d 2
P-l ﬂ‘ t
PL- LiLl
2 X2
trar oy obt

K= 4 la matriz

25
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a descomponer es de orden 4

2
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hay que resolver el sistema de ecuaciones La ¢ ¢ = a, vy encontrar

-3 y obtenemos
.e

con lo que concluimoz el proceso, obteniende una matriz L triangular

inferior con elementos positivos en la dlagonal que satisface

L' = P

1.22 ALGORITMO PARA EL METODO DE CHOLESKY

En la construccién del algoritmo, para calcul ta d posicion
de Cholesky, de una matriz definida positiva P, dado que P es
simétrica, es suficlente trabajfar con la parte triangular inferior de

la matriz.¥Y como se puede observar en el e jemplo, para
ecalcular tk ne es necesario construir l‘;'i basta resoclver el sistema
=%y

de ecuacilones

que es un sistema triangular.

Sem P definida positiva de orden n, el sigulente algoritmo
regresa la matriz de la descomposicién de Cholesky de Pa [).h] en

una matriz triangular inferior A = [a“ ]

- 24



Para K m 1,..,n

k~t |

i=1

1.3 SOLUCION CLASICA AL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES EN EL
CASO EXPLICITO GON RANGO MAXIMO

El probl que trat de resolver: 1 en ) *
tal que

] p‘-p I mmin # r-p
rel
auando
n-(z-/x-ur°+Ay)
para encontrar p., se tiene que resolver el sistema

A‘Ay—A" {p -~ r°>

cuyas luci determi A p-- A y' + L

El algoritmo para encontrar y. usando la d icién de Cholesk

es
el smigulente :

25



DFormar P = A'a

25U do la d pocision de Cholesky calcular

L tal que L'L = P
3>Calcular deA‘¢p - r,>
4)Encontrar z tal que Lizmd
S$)Sotucicnar Ly*s z

6)Determinar p‘- Ay‘ + Ty

Cuando resolvemos el sistema de ecuaciones normales usando el
mét.ode de Cholagky pueden surgir problemas cuando A os' mal
condicionada, dade que, al calcular A'A  me plerde estabilidad
numérica, por lo que es recomendable calcular ata en doble precision
para obtener una estabilidad numérica aceptable y que la solucién del
sistema de ecuaciones normales sea lo mas aproximada p::sible a la

solucién real,

1.4 SOLUCION CLASICA AL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES EN EL
CASO IMPLICITO CON RANGO MAXIMO

El problema que tratamos de 1 iste en trar p‘cn
tal que
Ip.-pﬂ e min I r-pl
. relnl
cuando
Ne{r / Br =d
para encontrar p‘ =e tiene que resolver
BB'zed ~ Bp

cuyas soluclones determinaran p'- Bz + P

El algoritmo para trar =z* do la d posicién de Cholesky .es

26



el siguiente :

Formar P = BB'

2>Usando la d scision de Cholesk L
L tal quo L'L = P

3Calcular c=d - Bp

42Encontrar z tal que L"y-c

5>Solucionar Lz'= y

6>Determinar p'- B'z* + P

Cuando resolvemos el sistema de fones 1 do el
método de Cholesky pueden surgir problemas cuando B es mal
condicionada, dado que, al calcular BB =me plerde estabilidad
numeérica, por lo que es recomendable calcular BB' en doble precision
para obtehoer una estabilidad numérica aceptable y que la solucién del

sistema de ecuaciones normales sea lo mas aproximada p:‘xsible a la

solucion  real.
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CAPITWLO II

ASPECTOS CLASICOS DEL PROBLEMA DE
CUADRADOS MINIMOS LINEALES

€ Factorizacién QR 2>



2.1 INTRODUCCION

En este capltulo veremos come obtenexr la solucién del problema de

' cuadrados minimos, cuando la variedad lineal es un subespacio I

Consid os primerc el caso en que I es la imagen de una matriz A,
es dacir, cuando I1 esta& dadm en forma explicita y al final veremos el

cemo cuando 11 est& definido como el nucleo de una matriz A, es decir

cuando I esta dada en forma implicita. Asi i sbélo i d oS

el caso cuando A tiene rango maximo, es decir, rangoCAd=min {mn>

28



2.2 ENFOQUE GEOMETRICO DEL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES
El probl de drad:

minimos lineales se puede abordar a partir
de la interpretacién geométrica ’ '

min |1 y-zil=|{|ly- Y‘”
z ¢ ImgCA>

kY T ITLAMTY
tclm

5

MemCz 7z AXx > = ImgCAY

Observe que si descomponemos a y camo

yey, +y,

donde y, ¥ ¥, son ortogonales, entonces

L
Ax = y‘
y ademas
y-a" =y,
y. es la proy 16, ortog 1 de y sobre la imagen de A. La
proyeccién ortogonal es facil de calcular cuando tenemes una base
ortog 1 del subespaci b el cual =se calcula la proyececidn. En

efecto, esto nos los dlvce el sigulente resultado.

29



2.3 TEOREMA DE LA PROYECCION
. Sea P : R™-RK™ la proyeccién ortogonal b
neR™ st -

el
< °, 2,

P = P1 + Pz +..+ Pk
donde Pt, P2,

Pk son las p

subespacio generado

v rt
por los

1

& de R™ mobre
vectores

(o. [ ,o.......ok}

Demostracién

© k) es una base ortogonal de II, entonces

ol

sea y_ im proyeccién
togbnal de y sob

Aw [o‘|...| ok]

Duhar i MD pearn b pur A 4o de

cuyas columnas estan definidas por o‘......ok.ent.onces el
lo podemos escribir como

vector
Ax = y_
donde
o
1
X = :
%
es decir, como una combinacién lineal de EFOCI R 4 ademas
Y, my=-y, -y ~ AX
Yy como y es la proyeccién sobre Dy w1 O Y Y, estad en el espacio

30
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ertogonal a 2 0d, S€ tiene que

A‘y' =0
o bien .
A Cy-Ax ) =0
esto em N N
A'y wm AAx
como

laxk columnas de A S=on S, S, UR conjunto de vettores
ortogonales se satisface que o:- o

Jl- 0 sl i=§, entonces tenemos

o o
t t [ Laen k ]
%Y - % o
.‘ . .l. .
% Y "
o, v °, ] :.
L - ‘. 2
Tt
i ¥y o %% %k &k

ya que

o: com0 st 4m
luego para encontrar CperenaOyy tales que nos determinen la

combinacién lineal de 0,000, PaTA encontrar Y, podemos multiplicar

por la inversa de .A‘A, que e8 una matriz diagonal, esto es

U t
o 1/o‘o‘ o oY
a .
2 - ‘.
N [} t
ak o I./okal= L 4

Ya que encontramos los coeficientes de la comblnacién lineal para
rar la. p 16

v tog I de y sobre el espacic generado por
o‘,...,-ok » ent pod dat 1} y, como migue

31



Y, = Ax = [ol || ° ]

-

o bien
y!-[ol.l 'ok] 170 o -] oY
1 s
m x .
© ) t 7 oo t
k %k oY
kx k kox
de donde obtenemos
AN P | % oty
t [y il e .
% ? %z % % % .
3
L4
° £y 9
" e [o: y ] + -;5-- [ o; y ] [ . S [ o; y )
S, O o % S %

reacomodando en forma diferente los términos tenemos

t

2, 0, ES o;
y = Se1T Y F e eofenSe y
1 o o

11

Qk 0“

a2



factorizando y en la expresién anterior tenemos

L t
L~ -3 L- -]

y, = T O T S --’-:---’5-- v
Ol Ql Ok Ok

por lo que, la proyeccién de un vector sobre el espacio generado por

los vectores B Oy la podemos expresar como

o o o, o!
P . -tlLl e * RS- S
A o' o ol o
'} k k
os docir, la proy 14n b el | ¢ do por OpueaSiy la
podemos calcular como la suma de las proyecciones sobre P‘
> t
t %t
P, =
1 t
®e %

En la secclén siguiente consideraremos el caso cuando lag columnas

de A no son oartogonales, en este caso el pr dimient. usual ist

en construir una base ortogonal de la imagen de A usando las columnas

de A

33



24 EL METODO DE GRAM-SCHMIDT
Hemos vistco que una forma de resolver el’problema
m{n I Ax=Y1

es mediante la p: 16 rt | del vect

4

y sobre el espacio
generado por lag columnas de A. El método clasico para pasar de una
matriz A-[alla..|....|a\] con, columnas M Imente ind dientes a una

matriz Q= Iq foure] a, con 1 ort V! tal que, el
espacico generado por q;.--q, es el mismo espacio generado por

Qe @8 6] métods de Gram-Schmidt.
Este método mnos dice que dada A = [a‘|...|al= ] con columnas
u 1 ind dient.

P para construir Q = [q‘|.....|qk].t.al que
que q L qj ¥ ixj debemoz tomar

19 q, = a

2> Para { = 2,..,k

Calcular & . 1a proyeccién
ortogonal "de o, sobre el

espacio gener por
e
(Que podemos calcular do el t de la proyecciénd

luego o= 3‘ 1L & donde o ex
cualquier elemento generado por

L
32 Finalmente calcular
q=a -
L3 -
Todo este pr dimient pod pr lo de la siguiente manera.

% " zquz T T zk-n,quq

34



Donde {ij denota la proyeccién ortogonal del vect;w a.j sobre el

espacio generado por al vector q» es decir

L
q 9q;
Jij = —-é-—k--a‘
LR
este smistema de iones pod 8 ibirlo como
G‘ - ql
S L
G = G + !qul. MR * tk-n,qu-n

que podemos expresarlo matricialmente como

[qn || qkl 10,8, - ‘:.h-; Ly
o1 ‘2! ..... . ‘z.l:-t zzk
o0 1 N .t
M . (k—z.k-l zk-z,k
: t zk-l,k
0000 ........ ] 1
de donde podemos observar que t b tal relacl o de la

siguliente manera

A= QR

Donde R es una matriz triangular superior con 1‘s en ai diagonal,

35



la cual establece el cambio de coordenadas de ia bage definida por las

columnas de Q a la base definida por las columnas de A.

258 EL METODO DE ORAM-SCHMIDT MODIFICADO

Una forma alternativa de realizar el procosc ds

Gram=-Schmidt es construir en cada paso b clos ont 3 do

imagen de A, estloc ¢8 crear

2 oy

s®Iq.q) &s = ta:::.
£
tales que im ImgCA) = =0 a

CAhora veremos a traves de induccién como reall este pr
Para reslizar este pr dimiento como pri paso t
£ 4> (2} 13
s = [q‘) & == [a,z ORI b
a)
donde q=a, &a, =a,'tP cap =2,k

' P. denota la proyeccitén sobre q,.

4
si teanemos sL- tq‘,...,qi.!& LA (a.“.,....,a.k 1, entonces podamos

construir
(XL 73} Ciedd
8, =y ) &8 wla 7 g b}
il tita) Ly _ i
tomando Uus™ %oy & e, =a, P“lo.‘ & r {e2,.k
y P denota la proyeccidn sobre q.,,

ies

a esta forma de obtener Q@ se conoce como el procedimiento

Gram-Schmidt. modificado
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2.6 SOLUCION AL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES CUANDO LA
VARIEDAD LINEAL ESTA DADA EN FORMA EXPLICITA € [1 = Img CAD)>

La descomposicién de una matriz como el producto de una matriz con

1} ort 1 y una matriz triangular superior se le conoce

como la descompoaicién QR, por Jo que, utilizando el método de
Oram-Schmidt o el método de Gram-Schmidt modificado podemos hallar la
descomposictén QR de una matriz A.

Ahora bien, d la factori i6n QR pod obtener la

Arad.

solucién del probl de minimos como sigue, ya que el

probl os ‘—.x'tnlque
min Il y - Ax 1 « min #y -QRx I

entonces y - QRx debe ser ortogonal al io & do por las

columnas de Q, por lo que debe suceder
Q'cy-qrx > =0
de donde obtenemos
Q'y = @'orx

como Q@ tiene columnas ortogonales Q"Q = D y entonces x" es o1 que

satisface
Rx = D'Q'y
este es un sistema muy facil de resolver porque R es triangular
superior .Entonces
x = R 'pta'y
luego

-4 t

y,= Ax =QR®R™ ‘D "' Q'y
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simplificando

v~ 27'e'y

esta expresién es sdlo para p tar de 1

el resuitado

2.7 SOLUCION DEL PROBLEMA DE CUADRADOS MINIMOS LINEALES GQUANDO LA

VARIEDAD LINEAL ESTA DADA EN FORMA IMPLICITA < [i = NCAJ.

fe wals T, W

Ahoera estamoa int
Ny -yl
sea lo mas pequefia posible. Este problema oa
formalmente observando que
s
NCAI=ImgCA'>

ya que, 8l x £ NCA), se satisface

que es lo mismo que
xtatw 0
entonces tenamos

38
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en e t una y & NCA> tal que

L&cil

de

resolver



x'Alzm 0
1o que implica
xtcatzre 0
por lo que
x  ImgcA'>
agto e3
x ¢ ImgeAt>"
estLo es, X esta en el espacic ortogonal a la imagen de Al
Por consigulents en este caso nos combiene calcular Y,» YA que, y,
e oncuentra en la imagen de A", 'corno NCA' om0 podemos aplicar ol
procedimiento de Gram-Schmidt o el procedimiento de Gram-Schmidt
modificado a A" para obtener ’
A' = &R
c;:mo el espacio generadc por las columnas de Al es igual a! espacio

generado por las columnas de a, el vector y - A"z‘ debe smer ortogonal

a cada uno de law 1 de &, enton sa tisne
ey - atz"mo0 '
o bien
&ley - & Bz">m0

de .donde obtenemos " . —em n oay
Rzm D 'Qy donde D = Q Q

y asmi encontramos

luego
] Alz‘IQ B R".D"a"y
=q 2 'y

entonces @l vector que buscamos es
ym=y-ymy- Q2ta'y
=a- & 27'8Hy
av



las expresiones anteriores =sdlo son para presentar los resultados en

forma sencilla. En la practice no se calculan,
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CAPITULO 111

CARACTERIZACION GEOMETRICA

DE LA SOLUCION



3.1 INTRODUCCION

Hemos visto que el probl de

ar ‘el punto y*mas cercano a ¥y

b un bespacio 4 es equivalente a encontrar la proyeceisn

ortogonal del vector y sobre o.

En la practica o puede estar dado en forma explicita o implcita es
decir,

9 om{{s /a9 mAx;;x e R">m Imgddd

i) o= Imc(A)'L

iti> o m NCA)

iv) o= N(A)J'

3.2 CALCULO DE LA PROYECCION OROTOGONAL SOBRE LA IMAGEN DE A Y SOBRE
EL ESPACIO ORTOGONAL DE LA IMAGEN DE A CUANDO N(A)J- <0

Primero trataremos el caso cuando s=ImgdlAd. En este caso hemos visto
que el punto mas cercano, y'= Ax® , a y es tal que, y'-y, es

orotogonal a s graficamente tenemos.

\.l'_. Y

DPe aqul, =e tiene que debe satisfacerse

Atey®- yomatcax®- yamo

que son las ecuaclones rmal lag 1 d reescribir comeo

41



Atar®a aly 324
Por otra parte, sabemoes N(AI®{0), entonces ala >05 por lo que la x*
que sagisface 3.2.1 podemos calcularia como
x'-(A‘A)-"A‘y

enbo.nces el punto y‘ esta dado como

y'l Ax®a A(A"A)A‘y
de donde deducimos que
t

[ = ACA'AY™ A
Imgias

Esta exprecién no es practica, nos combiene maAs expresar megur en
funcién de la factorizacién QR do A, esto es, =i A=QR donde otamr
entonces
t t [ 3 t.
CA'AI=C(QRYQR® R Q Q R=RR
por lo que
At tar R
luego la proysccion sobre Ja imagen de A usando los factores QR de A
esta dada como
Sk T P N
- leg‘”-thk R MDR'Q
= o
1
cuando o = ImgCAd y NCAY=(0», la proyeccion se obtiene en forma

inmediata, Graficamente se tiene

W- m\ = ﬂ’k\(&l}~

Tan (M)

esto es

42



1
szq-.uJ- 1- megmr- 1-2e

3.3 CALCULO DE LA PROYECCION ORTOGONAL CUANDO 5 w NCAY o » = NCAY™ Y
NCA'S> = ¢ 0>

Primero trataremos el caso cuando o = NCA), En este caso tenemos que

y‘ el punto mas cercanc a Yy en o, @8 trl que, y = y‘, es ortogonal
NCAY. Graficamente tenamos
. Tea(X)
L
.
Y 8-y
-]
\x‘
[TI75Y

s 2L
Como - = NCA), entonces y - y. e NCAY , pero sabemos NCAY = Img(A")

ehtonces tenemos

y - V"= atz*
luege el punto y- que buscames esta dado come

y‘ -y - Atz*
como y' £ NCA> debe satisfacer

Ay.- o

o bien

ACy - Atz%m0
esto es
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AA‘z'-Aly 331
debido a que N A" = 0 se tiene aa®o por lo que z' que satisface
3.3.1 esta dada como

=%= caAb Ay
luego el vector que buscamos es
y. -y - Atz
-y = A'cAA® tay
o bien

-
y=vy leg«A‘:"')

= (] - ngut,xy)
= Pnngm‘r'-‘"’

Para obtener una expresién mas practica para la P calculemos

xmgu"»
la factorizacién @ R de A' la cual denotaremos como

A'ma R
enbon:e§
i
waut,- QQ
y
3
Prgaba™ 17 @@
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3.4 CALCULO DE LA PROYECCION ORTOGONAL SOBRE UNA VARIEDAD LINEAL EN

GENERAL,
[<] que t una variedad lineal 2(w) paraiela a 9, es decir,
oCwim {8 / s -5 +VW ;8¢ o)
© bien
okw) = o + w
Graficamente

- memesmea= _I.r

f i
[}
]
]
1

sea P4<v> la proyeccidn ortogonal sobre la variedad lineal o<w), como
podemos observar en la figura, se tiene

olwdl = ol
y por consiguiente

LOCRYL VT

k]

t bié d: b var que en la figura se tiene

P

s> ¥? = Py + P iCwd

45



que podemos reescribir como

P (y)-w+P°(y-v)

olv>

la cual no es dificil de calcular, c¢omoe hemos visto en los siguientes
casas
1>  owlmgCAd> & NCAX=0 usando la factorizacién QR de A

tenemos PQ- Q‘Q

11> omImgCAdL a NCADmO do la factori i QR de A
tenemos Po- 1-o'a

1> o = NCAD & NCAY®0 usando la factorizacién A'= Q R

1-a'a

P’,- megu‘)-l-

t
ya que, Png(At,- QaQ
ivd o = NCADL » NCA*>=0 usando la factorizacién A‘wq R

t
Po- leglh‘)- Qe

35 CALCULO DE LA PROYECCION ORTOGONAL CUANDO omImgCAd, NCAX»*0, ESTO

ES, CUANDO A NO ES UNA MATRIZ DE RANGO GCOMPLETO

En el caso que el subespacic o este generado por una matriz A, con
columnas dependientes, tenemos el problema de que A'A no es positiva
‘de!‘lnida y por lo tanto la. factorizacién QR como tal no nos sirve. por
que R serla singular. Desde de un punto de vista técnico el problema
tiena féacil solucién, ya que, s1 A es de rango k es posible reordenar
las columnas de A de tal forma que las columnas de AP, tenga las
primeras k columnas independientes, entonces al aplicar la

factorizacién QR de AP obtendremos
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AP = QR = @ [z-" R;’]

de donde Rat es de kxk triangular no-singular y entonces,

s Rez |t
A=Q [’:‘ o ]P
para que esta descomposicién smea uti]l seria convenliente que Riz fuera

cero, esto se puede lograr i elegimos 5 ortogonal tal gue
R R 4]
1 1212 13
Io 0 ]Q - 'o 0 ]
entonces tendriamos que
1 Riz]n =it
Am QI" o ]Q P
[m" 0
3 1t
Am Q 0 0 ] QP
[m" °
£y t
Am Q 0 0 ]K

Con esta d icién obtend

6 bien

esto es

donde KeP Q.

R R 0

Ata= K ot 1 o ]Kl

por lo que el sistema
A"Ax-A‘y
se convertira en
nLw

K[::.Ru g]x‘x-.«‘y

o bier, en
R R [+]
o L.t [3

ott 1t o]x =l Aym ot* o] Qy
donde x = K'x

81 bhacemos Qty- [:1] & x-[::] entonces el sistema se simplirica
2

an
Rt R -y

X = <
14 194 11 2
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el cual podemos simplificar aGn mas multiplicando a la izquierda por

Bt
Rll .
Euxx- S, X, arbitrario

sl elegimos x,- 0 , come

x = K'%
=0 tiena

x = K x
por lo que

y'- Axs Q o* gﬂ]l(ll( s

esto es -

SGIREE

S{ hacemas Q = [Q.| Qz] entonces es facil checar c.- Q:y con lo
cual tenemos

. v

y=QQy

¥ por lo tanto
t

Pl’mglA). Q9
se puede hacer un desarrollo similar en los otros casos, sin embargo,
no lo haremos, ya que, e! problema principal es deterninar el rango de
A. Por lo cual consideraremos primero el problema de construir

descomposiciones de A gque revelen el rango de A, en el siguiente

capitulo,
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CAPITULO 1V

UN PUNTO DE VISTA MODERNO

PARA EL PROBLEMA DE

CUADRADOS MINIMOS LINEALES

49



44 INTRODUCCIbN

En este capitulo describiremos procedimientos de como alcanzar una
forma triangular a través de una secuencia de matrices ortogonales,
Log eonfoques que describiremos son frecuentemente aplicados a
problemas de cuadrados minimos lineales, pero también son utiles para

resolver sistemas compatibles de rango desconocide. Una técnica

popular para la construccién de matrices ortog t que d Y una
matriz A a una forma triangular, involucra una clase especial de
matrices que son simultaneamente: simétricas, ortogonales y
elementales, estas matrices estan definidaz por

{JRefloexiones de Householder

iiJRotaciones de Givens

las cuales tienen excelente estabilidad numérica, puesto que para

obtener un It.ado b e aceptable basta con usar simple

precisién,

4.2 REFLEXIONES

4.2.1 CARACGCTERIZACION DE LAS REFLEXIONES

La reflexdén de un vector x € R" sobre un sub fo £ pod

expresarla como
Ry, GoORP L GO-P .tJ'(’O

afectivamente, si R" = £ & 2J", entonces cada x € R” puede expresarse

como
. L
xux +x, con x & £ v x, € 4
) - .

Por lo que
50



X = Px<x> + P.\!'L (&3]

luego, la reflexién de x a través de £ lo tnico que hace es cambiar
Pzi-(x) por -Px-L<x>, de donde obtesnemos

R .E‘X)-P _t(x)-P z—‘-(x)
Esto podemos verlo graficamente como sigue

2

(‘UL)

: 4
- o flew Y

Por otra parte algebraicamente se tione

Rz(x) - chx) - Pr(x)

o _blen
R, m x - PxJ-<x> - P_,}-(x)

- x - 2Px-l-<x>

-<I-2Px*>(x>

lo cual nuevamente se puede ver de manera geométrica coma:
4

-3t X i 'y
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b 1

Cuando la dimensién de £ ez 1 o la del pacio ortog de 2

es 1 decimos que es una reflexién ortogonal simple.

Ahora bien, sl podemos encontrar un subespacio ¥ o an de dimensién
uno, tal que, al reflejar un vector =, sobre dicho subespacifo, dé como
resultado un vector que se encuentre sobre el primer eje coordenado.
Entonces podemos usar las las reflexicnes eleinentales para introducir

ceros en una columna de una matriz. Oraficamente se puede ver como

aigue
kS

nane,

Para resolver easte problema H hold prop la construceién de

4,
un vector u dado el vector s, que genere a ¥ como sigue

umstolsi e, donde o'-slgno({‘)

TP S

Como 'ya hablamos visto, una reflexdd 1 tal pod expresarla

como
R£<s> - [l-zP zL] s>
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donde

yé que 2L es el espacio
uou generado por w

De donde obtenemos la migulente expresién en forma matricial para
la refiexion a travées de ¥ )

t
I~ 2uw

w W

Esta altima P i6n se también como wuna rerlexién de

Housenholder y la matriz H =satisface

H.s-ovlslle‘

En el text de duccils a la forma triangular, tiene dos:

propiedades crucialer, primero que para cualesquiera dos vectores
distintos de igual longitud euclidiana, axiste una mat.riz de

H hold que t forma uno dentro del otro. Segundo que cualquier

vector transformado por H tiene wuna forma especial, la cual =e
obtiene al aplicar H al vector s
t

He w¢ I-2uu' 58 =s - c2i_ou 4211

13 t
AT TS uou

la diferencia entre el vector original s y un multiplo especial del

vector de householder u.
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4.2.2 CALCULO DE LA FACTORIZACION QR USANDO L{\S REFLEXIONES DE
HOUSEHOLDER PARA UNA MATRIZ NO-SINGULAR
Para una matriz A-[a‘l...la.n] no-singular, las propled.ades> descritas
en la seccién anterior nos permiten construir una secuencia de n-1
matrices de Householder tales que

Hh‘“...HzH‘A-R
donde R es una matriz triangular superior no-singular de nxn,
El primer paso de este proceso es construir una matriz de Householder
H que transforme 2, (a primera columna do A> en un multiplo de a,
el primer vector coordenado ¢ esto es, deseamos eliminar desde la
segunda hasta la n-esima componente de a.x> la longitud euclidiana es

preservada por una transformacién ortogonal, asl que el resultade sera

r
t 11
HomC J-2uu_ da =+ |ialle =l 0

ulu .

donde | r " a‘llz. Conocemos de 4.2.1.1 que u.‘debe ser multiplo

ul
del wvector |l ca.‘llzel - @, Debido a que H‘ dependa sélo de la direccién
de U u.‘ puede ser tomada como el siguiente vector, el cual difiere

de a,l,sélo en la primera componente

en la definicién de u.‘, el signo de Pu pueda ser tomado como positiveo

o negativo <(excepto cuando a vya es multiplo de ei) para evitar el
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error de cancelar la primera componente de . el =signo de r, es

usualmente escogido como el - g€igno contrarie de .. asl que el

slgnotp")--slgnoCa.“>, degspués de aplicar la matriz de Householder H

la primera columna de la matriz parcial t ducida A= H‘A es un

multiplo de e, (el primer vector coordenado)

r T
2, 11, 1x¢n=1)

ATa HA =
Oem=titer A:(m-nxm-u

donde, en genoral todos los elementos de A han sido alterados.

En la construccion de la segunda transformacién de Householder, hay.
que reducir la primera columna de la matriz residuo denotada por Az
sin alterar el primer renglon y primera columna de la matriz reducida
parcialmente. Por 4.2.1 este presultado puede ser alcanzado por definir
el segundo vector de Householder u, con cero en la primera componente.
Con esta seleccidn la aplicacién de Hz a un vector en general no
altera la primera componente y la aplicacién de H2 a un multiplo de e,
(tal como la primera columna de ) deja al vector completamente sin

cambios.

holder =son

Si A es no-singular n~1 pasos de reducci de
necesarios para realizar la triangularizacién de A, Y =slempre la
primera columna de la matriz residuc sera diferente de ceroc en cada
paso ¢ la ultima columna no necesita reduccion) entonces tenemos

H oH_H AmR

ne2 272" .
donde R ez una matpiz triangular superior. Denotemos por Q" la matriz
ortogonal de nxn

neg

Q= H "'HzH asi que Q = H‘Hz...H
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Cada una de las siguient £ es 1k da la factori i6n QR de A:

Q'A=R o A=GR

4.23 CALCULO DE LA FAGTORIZACION QR USANDO LAS REFLEXIONES DE

HOUSEHOLDER PARA UNA MATRIZ SINGULAR

Nuestro enfoque baésico para resolver un sistema no-singular lineal es
reducir la matriz a una forma agradable <(triangular superior> por
aplicar una sacuencia de transformaciones especiales. Ahora
describiremos como extender estas técnicas para transformar, una
matriz general A, a una forma triangular que revele el rango.
Asumiremos que cualquier process de reduccidn termina cuando se carece

de reducir a cero una columna, las inevitables complicaciones en tales

xt, ;| es lar fdad de r 1 el rango.

Una matriz general A puede ser reducida a una forma triangular

d

1 el '3 transf lones tog 1 La

pori que
principal diferencia del caso no-singular involucra la necesidad de
intercambiar columnas para asegurar que el rango es completamente
revelado. Sin iIntercamblo de columnas la reduccién de Householder
terminara inmediatamente en una matriz diferente de cero cuya primera
cnlumna es un vector cero.

Si la matriz residuc es la matriz cero o nula, la reduccién es
terminada, en otro caso, al menos una columna es diferente de cero en
la matriz residuo <la columna pivote) la cual puede ser escogida come
el siguiente candidato para reducir y debe ser movida al frente de la
matriz residuo por un intercambio de columnas <el Iintercambio de

rengl ne es {0 con reducicnes ortogonales por la izquierda
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debido a que la norma dos de la columna que es reducida es preservadad
En teéria cualquier columna difeirente de cero sera seleccionada como
columna pivote, no debe sorprenderncs que algunas consideraciones
numéricas sugieren la indeseabilldad de una columna pivote que es
demasiado pequefia . Aqui la estrategia es escoger la columna mas
grande en la matriz residuo como columna pivote,

Desafortunadamente, la mejor definicién de maz grande on este contexto
es algunas veces amblguo. Con el significado mis obvio la columna
pivote es tomada como la columna de norma euclidlana mAs grande en la

matriz residuo. Una Iinterpretacié 1t tiva es que la columna

pivote debera ser la columna menos roducida- en la matriz residuo , es
decir, la columna con la razon més grande de presente a la original

longitud euclidiana. Hablando ampliamente esta sogunda estrategia es

disefiada para la columna mas independiente como la columna
pivote.

Si una estrategia de pivoteco es usada, en el k-esimo paso de la

reduceién a una forma triangular por transfor 1 de H hold.

se apldca un intercambio de columnas (si es necesario) para mover

la columna pivote a la X-esima posicién. Formal te tal fent.o
corresponde a multiplicar la matriz residuo per una permutacién por
la derecha, esto es, sl A‘k’ es el resultado del paso k de la

reduccién de Householder, se tiene

donde Ames la matriz residuo, debemos elegir la columna de norma
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mayor de Ak e intercambiarla por la primera columna de Ak. Este

4 multiplicando por la derecha a Ak por una

PT dimient. lo

matriz de permutaciones Pk' con la cual definimos

que sera aplicada por la derecha a A%® para reallzar el intercambio

de columnas en Ak sin alterar R“‘. Con lo cual obtenemos

ahora con la primera columna de Ai definimos H;ﬂ para reducir esta

columna y construimos

para aplicarla por 1a izquierda a A‘“Pk para reducir la columna k a

un paso mas de la triangularizacién,

la forma d da y asi obt

estao es,
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| (o} o Ape 1

Con una adecuada estrategia de pivoteo y aritmética exacta, este

procedimiento de Houssholder termina d és de » di la

matriz residuo llega a ser cero o nula.
En general r permutaciones (Pk> Yy r matrices de householder (Hk)

kwi,.,r son prequeridos para

tar la i 16n.Desp de r pasos

la configuracidn final es

donde o

es una forma triangular que revela el rango y R“ es una matriz

log int bi do col en

triangular superior de rxr. C
una simple matriz de permutacién P y las transformaciones de
Householder en una simple matriz ortogonal Q" obtenemos
Q'apaf donde Q' H_.H,
P=p ‘...Pr
y una forma equivalente y probablemente mas comin es
' APmQR donde @ = H_.H_

la matriz ortogonal @ <Cel producto en orden inverso de lag

transformaciones de Householder > es I t t p tada en
forma factorizada,

La factorizacién QR, AP-QE expresa  una versién de las columnas
permutadas de A como el producto de una matriz triangular superior de
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mxm que revela que el rango es r. Una versién mas compacta de esta
factorizacién puede ser obtenida por destinar las primeras r columnas
de. © ecomo la matriz Qr de mxr y la s m-pr columnas restantes <¢omo Qm-r'
entonces la factorizacion puede ser escrita como
Apmormc@ o > [R.
¢ mer o
que podemos reducir a
AP = QrR
la altima forma expresa una matriz permutada de las columnas de A en
una forma que retiene el rango. Guando la columna pivote es escoglda
como la columna de norma mas grande, la matriz residuo R es una matriz
triangular superior normalizada con la propledad de que sus elementos

en la diagonal son de magnitud no decresiente, asi que,

Aunque no podemos forzar a R a ser cuadrada, podemos alcanzar
esencialmente el mismo efecto por construir una matriz ortogenal V que
puede ser aplicada a R por la derecha, eliminando la matriz Ru,
esto es,
RV=CR  R,6O2=<R 0>

donde la matriz R de rXr es una matriz triangular superior
no-singular. v puade ser expresada como una secuencia  de
transformaciones de Householder aplicadas por la derecha para eliminar
las columnas seleccionadas de R. Debido a nuestra preferencia para
trabajar con columnas, nos p;rece mas fAcil describir este praceso en
términos de reducir una matriz triangular inferior R' desde el lado
izquierdo. Ya que necesitamos explicitemente referir los elementos
usaremos R y W para denotar las matricas Rt Yy R .

1 2"

La transpuesta del resultado deseado RV m (R W 3V = ¢ R O es
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C (B ()

a

donde R' e= Q.Mangular. inferior. Los primeros » renglones de R' son

simpl te la triz R* ¢ ol renombrade de R:‘) la cual es ya una’
forma triangular inferior. Las caracteristicas especiales de las
transformaciones de-Householdor nog permiten construir una sucesién de
éstas cuyo -producto, no sélo elimina a W' <(la renombrada R:z' los

ultimos n-r renglones de RrR'> sino, también retiene la forma triangular

inferior ¢ no los elementogs de los pnri r T lones> la
caracterittica crucial es que las columnas de R' son procesadas en
opl‘len tnverso.

Primerc consideraremos la ultima columna de R', Una transformacién

de Householder f{r o8 construlda para crear ceros en las componentes

. r+1 hastas la n, sin cambiar las prim r=t P tes. En esta
forma l.ir elimina la columna © de W' pero no altera el renglon 1 hasta
el r-1 de R. Por lo tanto preservamos la estructura triangular

inferior de los primeros r renglones. El vector de Houweholder :Lr

tiene ceros en las pri r-1 comp te: La aplicacion de Hr a R

tiene el siguiente efecto sobre la matriz R‘

r 0. V] 0
1,8 .
' « ni.r-l . rr-l,r-! -0 o
- w
- . r
ARt o Fo. Freter Trur
r - o
(2 9 r=1i.r
-3 W o
1.n-r r=1,n-r
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3 2
donde ¥ = r?+ Wi+ . . . W y los elementos alterados son
rr re ir nerE

denotados por ¥ ;Y 3_‘

© la ualtima columna de H'_ R' esta ahora en la

3]
da, Moviend: ala i jerda ¢ a la col r-1> b

forma d

una transformacién l-{r_l con tres propledades

1> Que elimine la columna r-1 de W' transformada

1) No altere los ceros en las primeras r-2 posiciones

de esta columna

itiONo cambie la columna r de l’l'R‘
los seMalamientes (it y <iild son realizados si el vector de
 Householder ;J.r_’ tiene ceros desde la componente uno hasta la r-2 ¥
un cero en la componente r, esto se debe a que =i Er_‘ en alguna
componente, tiene cero, digamos en la componente J, entonces el
renglon J no es afectado por la aplicacién de }-Ir_‘. L.a propiedad <(iiid

es asegurada debido a que :Lr_ es ortogonal a la ultima columna de

) l’l'.l!t la cual consecuentemente queda sin cambiar por }—lr_‘.

Conti d para o8 a la izquierda a través de las columnas,

cada vector de Householder es construido con un patron de ceros que
preserva la forma deseada en las columnas ya reducidas, Eventualmente
las r columnas de W' son eliminadas en orden opuesto por las r
transformaciones. El resultado final es
=t

i, .0 R (ﬁ]
donde R' es una forma triangular Inferior de rxr no-singular,
transponiendo obtenemos la forma deseada

RH.H=RVad®O® donde V = H_..H
t r ~ i
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4.3 ROTACIONES

4.31 CARACTERIZACGCION DE LAS ROTACIONES
La rotaclén de un vector x £ [R" sobre un plano esta dada por una

matriz como la sigulente

1
.0...0 -=
‘o
Gy =~ . . . 4.3.1.1
1] . (]
5 0 1 c
"1
donde c*+ s®s 1, Los subindices 1 y § en Gu pond al nu de

renglon asociado con los c<’s. La primer c est& en el renglon 1 y la
segunda en el renglon j. Observese que la interseccién del renglon { y

renglon § con la columna i y la columna j§ para (!‘j e la matriz do 2x2

la cual es ortogonal, ya que, =i la multiplicamos por su transpuesta,

obtenemos la matriz identidad, esto es
3
¢ s e == c s c -5 ¢+ [+] 1 [+]
[s c][s c]-[-s c]{s c].[ ] c=+s’]'[o 1]

similarmente la matriz 4311 es om.bgonal. puesto que G:JG\:. I.
Esta matriz define una rotacién sobre un plane, puesto que, =i los

vectores X & y satisfacen la relacién
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(-0 2) (%
Yy 2
entonces y es x rotado por el angulo & como se muestra en la figura

"~

\0

Cuando =e multiplica un vector x & r" por una una matriz que define
una rotacién sobre un plano se modifican sélo dos componentes del
vector {las que estian en el plano > y las demas componentes quedan

intactas. Una clase especial de estz tipo de rotaciones son aquellas

que dado un vector en el planc lo o al pri eje d do,

graficamente se tiene

o)




es5to es, dado un vector x con dos componentes me define

cm= - s = 2
A xf + x: 1 x2 + x
1
donde c® + 5% = y se satisface

(20 -1

A este tipo de rotaciones se les conoce como rotaciones de QGivens,

las cuales tienen una excelente estabilidad numérica

432 CALCULO DE LA FACTORIZACION QR USANDO ROTACIONES DE GIVENS

Ln ingrediente esencial en el calcule de la factorizacién de un matriz

es la produccién de ceros en lug t.ratégt es decir, la
elimi 16 de 1 1 31 d Por ejemplo, la factorizacién
QR es b da en t fo. 21 que d un at a un maltiplo

del primer vector coordenado e, por introducir ceros en todas las
componentas excepto en la primera.

Para r la <r 16 de T es importante, en particular, la

_habilidad para producir ceros en una componente simple de un vector
v dado,‘ digamos en el lugar Jj, la forma comin de realizar ésto
involucra Ila aplicacién de transformaciones especliales a v C por
simplicidad consideraremos sélo transformaciones por la izquierdad.Una
matriz conveniente y simple que elimina la componente j de v puede
ser construida usando sélo algun elemente de v (diferente de cerod <

di, la te 13. La transformacién deja sin camblo todas las
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componentes de v excepto las componentes i & J.

La transformacién adecuada para el vector v, con un par de indices
<i,1> donde el segundo Indice da el lugar a transformar a cero sera
denotada por pw.. Los subindices contienen los indices separados
por una coma, es decir pm"_‘ para el par de Indices nn-1) vy

tiene las sigulentes propiedades:

1 ¥ Pui transforma el jresimo elemento de v a cero, es

decir, (pl v),,-o 3 donde [ 4 >’ denota la J-esima

p te del vect en p: tist

ity Dado algun n-vector =z} (p‘ ’z>k- %, para toda k=i y k=

la segunda propledad puede ser alcanzada facilmente por tomar todos
los renglones de pu < '-xcept.o los renglones 1 y {5 como aquellas de la
matriz identidad. El renglon 1 de pu. e§ cero excepto para los
elementos A,dd> y 4,99 y el renglon j es cero excepto para los
elementos C(§,1) y ¢4, estos cuatro elementos pueden ser arreglados
como una submatriz p de 2x2 encajada en p“.

Si  multiplicamos A por una sucesién de rotaciones de Givens,

elimi do los el wos abajo de la diagonal, obtendreamos una matriz

&

triangular superior R. De esta a p bt la factor

QR de A, donde Q es el producte de las rotaciones de Givens que se

usaron para elimi los el tos debajo de la diagonal de A.
Para una matriz general A de nxn eliminamos desde el elemento 2 hasta

el n en la primera columna uesando !a sucesién de rotaciones de Givens

6 6 _.0 daspué Limi dasde el el t. 3 hasta el elemento
12 19 in R

n en la segunda 1 a d las rotact de QGivens en el
-siguiente orden G_ 0O a Y asi continuamos en estad forma hasta

2a 247" 2an’
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legar a Ja eliminacién del elemento n de la columna n-t usando

s Finalmente Q es el producte de las trd t P tas de
cada rotacién.

Cada rotacién tiene la propiedad de eliminar un elementc mas del
uitimo renglon manteniendo Jos ceros creados en cada una de las

columnas por previas rotaciones,

4.4 LA SEUDOINVERSA

Una geonerall 1& 1] de la Inversa que existe para cualquier

matriz diferente de cero A eas la seudoinversa denotada por A",

La seudoinversa puede ser definida f

e en vari formas. Aqui

presentaremos una deprivacién intuitiva basada directamente en la

d posicién de val ingulares.

Sea A una matriz diferente de cero de mun y definimo® p®min(m,n).

La d posicién de val singul de A esta dada por AsUSV

donde U es una matriz ortogonal de mxm VY es una matriz ortogonal de
nxn y $ es una matriz diage..al no-negativa d.l.ag(a‘> i=1,.,p de
valores singulares. Si rango CA> = rp, r >0, entences A tiene

exactamente r valores singulares y S tiene la forma
r m-p

g o >rr
S = o o > mer

donde £ es una matriz diagonal de ™o, dlag(o‘l) con aL>0. Por

i6n los ! singulares (al‘) son ordenados, tales que
o Z o 2 ..z o v -4 = . = g =0
L 2 r res p

Cuando A es no-singular todos sus valores son positives, S misma es
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una matriz diazonal no-singular y A~ esté& dada por A™'aVvS™'U, usando .
la regla estandard para invertir el producto de uqa‘mau-lz. Para una
matriz general A, 1a seudothversa es mimilarmente definda por el
producto geudoinvertido de A-'USVT( reservando el orden y tomando la
seudoinversa de cada matriz)

ATmcusVD - <V'sy’ . 441
Dobido & que las matrices v ¥ U son ortogonales sus seudolhversas son

impl sus 1 di fas  VO'e ¥ Yy U'at', Para usar ia

P e} 2 ¥

expresion 44.1, necesitamos sd¢io definir la seudoinversa de una
matriz diagaonal de mun D-dlag(di), la smeudoinversa de D denotada por
P’ es una matriz diagonal de nxm d!ag(dt) cuyo i~ésima elen;en!.o d:
esth dado por

!l/d Sid s« 0
i 9

d,‘- 4.4.2

1 ° S14 =0
Exigten dos puntos de interes alrededor de esta definicion, Primero
las dimensiones de D” son las dimensiones invertidas de A; Si D es

mxn, D' es nxm. Segundo, un elemento diferante de ‘cero en D

corresponde a su reciproco en p* , demas ' un | to cerc de la
diagonal en D es asaciado con elemento cero on la diagonal en D",

Ahora que S" puede s&er definida, esgcribimos A en terminos de las
matrices de la descomposicién de valores singulares de A como

ATmvst o 4.43

esta expresion tiene una forma famillar de la descomposicién de
valoras eingulares donde V y u' son artogonales y S* es una matriz
diagonal no-negativa ¢ los elementos de s’ no son ordenados en orden
decroclente).. La wseudoinversza tiene varias propledades importantes,
algunas de las cuales son listadas acontinuacién:
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AA'y = v ¥ v £ R
Az wo ¥ z ¢ NA>

La condicidn de una matriz A definida positiva esta dada como
cond<Adm H AT~ (1A Il
y la podamos generalizar pars una matriz A diferente de cero por

sustituir la s=seudoinversa por la inversa ordinaria del ntumero de

dicién, formal PN
condcAds [{ A"I1 7 1L Al
donde el valor real de la condC(A> depende del escogimiento de la norma
de la matriz. Usando la norma dos en el caso no-singular, {| A IL es o
que es al valor singular mas grande de A. El valor de la norma dos de
A" es también relacionado a los valores singulares de A. Cuando el
rango de r es positivo, c, es el valor gingular mas pequehic diferentea
de cero de A. Ya que, la diagonal es diferente de cero y S  son los
reciporocos de los valores singulares de A la relacién AT = V s*ut
muestra que I/ar es al valor singular mas grande de A por lo que
HA'll = 170,
El numero de condicién de una matriz A diferente de cero (medida en la
matriz con norma dos ) es esta
condcada |1 A™1,7 1 A I|= o0,
Justamente como en el caso no-singular la condicidn de una matriz A

indica la senaitividad de un sistema lneal a perturbaciones en los
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datos. La condicién de una matriz en general también da informacién

acerca de la dependencia lineal entre las 1 de A. Deb tener
cuidado debido a que existe una crucial diferencia en la

interpretacion del caso =singular y del caso no-singular,
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CAPITULO Vv

SOLUCION DE SISTEMAS

DE ECUACIONES

el



8.4 INTRODUCCION

En este capitulo trat no% de leul fuci de un sistema
lineal en el cual esta Involucrada una matriz A, .que puede ser una
mabrlzlrectanguhr o bien pude ser una matpiz cuadrada pero s!nc\liar.

En un planteamientc general solucionar Axsb significa calcular un
vactor X que satisfaga Axwb, las técnicas para resolver estos sistemas

son extenciones de aquellas desarrolladas para el caso no-smingular o

an el 4 principt fund tal de o 16 a una forma

P

conveniente <{como vimom en el capitule anterior? que haga el problema
man facil de resolver.

Cuando se permite que A =sea una matriz general, puede no haber
" melucién de Ax=b, & menos de que b sea un vector especial, Ax=b tiene
una solucion’ si y solo si el vector b esta en el rango de A, asi que b
puede ser escrito como una combinacién Hneal de las columnaz de A, En

aste casc decimos que Axwmb es compatibie.

Una complicacién a la on del 15t a Axmh, de pxn, es la
existoncia y la ‘unicidad 4 la  solucién, que dépendo' de las
dimensiones m y n asi\ como d;lb rango de A. Ya que, s{ A es una matriz
corta y gorda ¢ m < n , rango <A) = m) el s;st.ema tendra un numero
infinito de soluciones para cualquisr lado derecho b, No obstante, si
A es una matriz lerga y delgada ¢ n <m, rango<Ad» nd> la solucion no
existe para clertos lados derechos b, debido a que A tiene columnas

N 1 to ind dientes. La solucién o8 uUnica cuando existe. Dada

P

bun- matriz general A y un vector b que no esté en el rango de A, no
existe un vector X tal que Axmb Yy el =sistema Ax=b se dice que es
incompatible. .

Una estraf-e‘;ia comin, en este caso, es enhcontrar un vector x tal que
Ax sea lo mas cercanc posible a b, donde la cercania es medida con la
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norma euclidiana a través de resolver un problema de cuadrados minimos
Uneales.
Acontinuacién trataremos dos cagos especiales de sistemas

compatibles que pueden ser resueltos facilmente.

5.1.1 MATRIGES CON RENGLONES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

St A ez una matriz de mun de rango completo cen renglones linealmente
independientes <m < nd, el sistema Axwb tiene algunas propledades
importantes que se derivan de los argumentos de dimensionalidad. Como
la dimensidén del espacio rango de A es m igusl que la dimensién del

vector b, ent lag col de A generan todo r™ y tode m-vector

est4 contenido en el rango de A, de ésto podemos deducir que el

sisteoma Axwb es tible para cualqui vector b en el lado derecho.

De la definicién de rango de una matriz, A debe contener al menos un

subconjunto de columnas linealmente independient que formen una base

para el espacio rango de A y con estas columnes podemos formar una
submatriz no singuar de mxm de A, la cual puede ser usada para
resolver Ax=b, Una vez determinade un conjunte de m columnas

It /] Le Ind dient. de A podemos agruparlas en un bloque

aplicando una matriz de permutacion P por la derecha a A, esto es,
AP =l B | X ]
donde B es una submatriz no-singular de mxm y X es mx(n-m>

El mistema Awsb podemos expresarlo como APP™*x w b de donde obtenemes

[B[x]y-b y = P'x

si particlonamos el wvector y-[;n]:‘_m, Lla P! ién P
2 .
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escribirla como
By, Xy,= b B
la cual tiene la misma solucién que el sistema de ecuaciones
By-- b
ya que, como cada columna de X es una combinacion lneal de las

columnas de B, podemos tomar b 0 con lo cual basta solucionar By.- b

que es un sistema compatible y tiene lucién Unica, debido a que B es

una matriz no-singuiar. Una vez det Yy pod det. tar x=Py

donde %X e8 una solucidn del sistema original compatible. El sistema
By'-b puede ser solucionado con algunos de los métodos discutidos en
los capitulos anteriores. Cada bloque B asoclado con A determina una
solucién basica de A x = b, determinada por smPy. Diferentes bloques

Blconjunto de m columnas U V] te ind dientes > conducen ¢ en

general > a diferentes soluciones basicas, Cada solucién baslca tiene

al n-m p tes cero, pero no todos log vectores con esta

propledad =mon soluciones basicas. Una pregunta que surge en este

momento e=s : Como det 1 una bmatriz no-singular B? . En clertos
casos especlales existe un candidato natural para B. Por ejemplo
supehgamos que A tiene la forma
A= CT V) 51.1.4

donde T &5 una matriz triangular de mxm con elementos en ia diagonal
diferentes de cero, entonces T es no-singular y puede ser tomada como
B. MAs generalmente; sl las columnas de A contlenen las columnas de
una matriz trlangular no-singular en algun orden, estas columnas

den ser s d conjuntamente para crear B. Ademas solucionar

By--b, es facil cuando B es una matriz triangular o un tridngulo
permutado,
La estructura triangular empotrada en 5.4.14, puede sep
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considerada como la jideal, varios de los métodos que han sido
presentados en el capitulo anterior, esencialmente involucran,

transformar A en una versién permutada de 5111,

5.1.2 MATRICES CON COLUMNAS LINEALMENTE INDEPENDIENTES »

La estrategia de encontrar una submatriz no~singular también se
aplica en este caso. Cuando A th.:e cojumnas de rango completo, las
n columnas son Hnealmente independientes y el sistema Ax=b no es
necesariamente compatible, si sucede que e= compatible la soluciéon es

tnica. La posicién de 1 de rango completo garantiza que A

debe contener al menos un subconjunto de n &
independientes para constituir una matriz no-singular B de nxn, la
cual se puede usar para resolver Axmb, Una vez doterminado un

conjunto de n 1 M Vi te independientes de A podemos

agruparlos en un blogue aplicando una matriz de permutacién P por la

PA = [ann ]
X e meri

donde B es una matriz no-singular y cada renglon de X es una

izquierda a A, osto esm,

combinacién lineal de los renglones de B y el sistema Axsb podemos
escribirlo como

PAx = Pb, entonces [ i ] X = [tn ]
X

Si b esta en el rango de A, Axwb es compatible y la solucién es unica,
y .podemos encontrarla al resolver el sistema no-singular Bx-bn ¥y
exactamente como en al caso de renglones de rango completo una
eleccisén obvia de B ocurre cuando una matriz triangular no-singular
de nxn es incluida entre los renglones de A

7
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5.2 DESCOMPOCISIONES QUE REVELAN EL RANGO DE UNA MATRIZ
Los dos casos de rango completo que vimos en la seccién anterior
son los ejemplos mas simples de sistemas compatibles. No obstante, en

tible b, d

el caso general de una matriz A y un vector

caracterizar el conjunto de =soluciones del sistema compatible si

un vect x,Cuna ion particular > que satisfaga AX = b

Yy una solucion del sistema homogeneo asociade, es decir, q tal que

Aqm0. Ent para Iqui 1) ¥ el vector Xt rq =b debe
también ser solucién, ya que A<x°+ rq> = Axo = b
Cuando A es una matriz arbitraria de rango desconocido, tres
preguntas importantes surgen al tratar de resolver Axwb
) St b esta en el rango de AC S1 no, no existe soluciénd
11)S1 es ag1, como podemos encontrar una solucién particular
X tal que Ax=b?
itt)éComo poéemos caracterizar todos los vectores q tales que
Aqm0?
La estrategia para responder "a estas preguntas es reducir la matriz A
sino también la estructura

.a una forma que revele no s6l0 su rango,

del espacio del rango .
El término formas triangulares superiores que revelan el rango
denota la estructura genérica de una matriz de mxn de rango r

correzpondiente a

T T T r 521
“ 18 a2
T-[O]-[O o]m-r

donde T“ es una matriz triangular superior no-singular de rx» , T‘zes
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de rx(n-r>, cuando T tiene renglones de rango completo, es dacir,

tiene una una estructura como

ol
Te XX X m < n, rango(A> a m
x x
# x denota un elemento diferente de cero
ambos bl de |mon tes

Cuando T tiene columnas de rango completo, es decir, tiene la

estructura

‘.i.‘_[xx] m > n, rangeCAd) = n

la matriz T“ y el bloque del iado derecho de céras son ausentes.
Mas generalmente, el rango de Ia matriz F do mxn @8 r Sil F tiene la

- forma
" rlr 522
F = 0 mer

donde F es de rxn y loz renglones de F son corwecidos por ser

1 ir te independi La @structt 522 o

la descomposicion de valores singulares de A para resoclver Aswb
Cada forma (521> y (5.22) se dicen ser reveladoras del rango,
debido a que estructura de la matriz despliega explicitamente sU

rango. La estructura de la matriz tambien da  una simple

: 16 dal pacico rango. Cualquier m-vector b que es una
combinacién de las columnas de T tendra automaticamente ceros en las
uitimas m-r compohentes, lo cual signiﬂca que cada vector b en el

»
espacio rango de T debe tener la forma

b b o
b= o' mer
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Si deseamos resolver un sistema lineal. cuya matriz esta en forma que
revéh el rango, la estructura del lado de la mano derecha {ndica
inmediatamente =i el =sistema es compatible. Una forma triangular
revela el rango y también noz permite encontrar una solucién
particular de Ax=b que es facil de calcular.

El enfoque mas ampliamente conocido para solucionar - sistemas
cotpatibles Axmb es basado en hallar matrices no-singulares Cimxm) y
BCrund) tales que

GAB=T
donde T es una forma triangular que revela el rango.

La no-singularidad de C significa que cada solucién de Axmb debe

también satisfacer CAx=Cb, insertandoe la identidad BB™'= I, la

relacién CAxaCbhb puede ser escrita como
caBB 'x » TeB ' = Gb 523

Debido a la estructura especial del espaclo rango de f este sistema

. sera compatible si y sélo si lag ultimas m-r componentes de Cb son

cero y la compatibilidad puede ser probada fo do y inandoe Cb,
Si el sistema es compatible, por definicién debe existir un n-vector y
tal que )

?y-Cb donde ymB™ 'x
y @l vector x=By satisfacera el sistema original Axwb.

Nuestro enfoque basico para resolver un sistema no-singular lineal
es reaeducir la matriz a una forma triangular superior aplicande una
sucestién vde trangformaciones especiales. En el ecapitulo anterior
describimas las técnicas para transformar una matriz general A a una
forma triangular que revele su rango. A continuacien veremos como
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hallar 1la solucién de Jlos it de i d tos

descomposiciones que revelan el rango de una matriz.

5.3 SOLUCIONES DE SISTEMAS TRIANGULARES QUE REVELAN EL RANGO

Dada una mateiz general A de mxn de rango r > O, cada eliminacién

Gaussi o triangulari 1d de H hold con una estrategla

L
aproplada de plvotec produce la sigulente factorizacion gendrica

c‘P'%‘[:]'[I"TGZ] 50
donde C ¢ una matriz no-singular de mum y P es una matriz de
permutacién ¥y T ex una matriz triangular superior que revela el rango.
La matriz T es de r:m: la matriz 'l‘"do rxr es no-singular y !‘ﬂ tiene
n-r columnas., Esta forma permite un procedimiento féacil para calcular
la sotucion x de Awsb

Multiplicando el mistema Ax»h a la jizquierda por € e insertande la

{dentidad rpt y sustituyendo CAP por 'F obtenemcs
. t "ot
CAN=CAP(P x)aTdP x)=Ch

lo cual puade sor ascrito como 'i'\y-d donde y-P‘u ,¥ deCb, El sictema

Tymd tiene la forma
“ T 832
Ty =lgjveea

ya que, los altimos m=r renglones de T son cero, Este sistema es

compatible so6le =i las tltimas m-r componentes de d son cero.

=  ESTA TESIS MO p
SALIR pr o1 BJBLI&%A -



El primer paso que involucra x es el calculo de d particlonada como

desChbhb = v mer
d?l'\"l'

=i _dm_r- 0 el sistema original es ‘r tible y pod proceder. En la

préctica el sistema es considerado compatible =i {} dm_rll es paquefia.

(Mas adelante se reall a la ded i6n para hacer esta decisién)., Si
" dm_rll no es pequefia, b no est4d en el espacio rango de A y el

gistema Axwb no tiene solucién, Cuando dm_r- 0 cualquier vector y que

satisfaga Ty-dr. las pri r ecuaci de 5.3.2, automaticamnte

satislfacera 'i:y-d.

Sea y particionado en y, sus pri r p es, y ¥, _Sus

T
Y,
y = [yr ] n-r 53.3

n-r

altimas n-r componentes

buscamos un vector y de la forma 5.3.3 tal que

Ty= [T, T,.] [:. ] =d 5.3.4
gy
Los renglones de la matriz T que son linealmente Independientes
estan contenidos en T" una submatriz triangular superior no-singular.
Ahora bien, para encontrar la solucién de un =sistema trianguler
debemos considex-ar' ‘dos casos, dependiendo de sl el lado derecho, b,
del sistema original es diferente de cero o es cero .
Caso 1: b = 0 : Cuando el lado derecho b, del =mistema original es
diferente de cero la no-singularidad de C {mplica que el vector d =Cb
.es diferente de cero, por lo que el sistema original Axwb es

compatible sélo si dm_- 0y dr es diferente de c¢ero. Entonces puede

r

ser tomada una solucién basica cuyas r primeras componentes y' son las
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unjcas diferente de cero en el r-vector Y, que satisrace

Y,
o [ ] - e 425
Y una 1 on X del sist original es
X = P Ya 536
[+]

Ya que P es una matriz de permutaciones, X es una 'versién revuelta*
de y, cualquier wsolucién x derivada de esta forma es una moiuctsn

€

basica reordenada y debe cont.ener al ner P 8 cero,

Cago 2: b = 0; Cuando r < n una sojucién particular diferente de cero
de las ecuaciones homogeneas Axm0 puede ser siempre encontrada usando

la relacién

Ty=[7,1,.,] [Vr ] -d
yr\-r
S1 b = 0 el vector dr también ez cere y la relacién anterior se
convierte en

T yr+T

11 Y, =0

12 n-r
Como '.l'..l a8 no-singular, esta relacién revela qua una solucién, Yy,
adecuada puede ser encontrada por seleccionar algun vector Your ¥

entonces dafinimos y, como la solucién de

T y = -T y 5.3.7

11 r 42 n-r
Para asegurar que y,6 sea diferente de cero seleccionamos Yo r de modo
que T.z Yonp SO8 diferente de cero y la relacién 537 complete el

resto de y.
Una convenlencia particular de escoger ym_r puede ser hecha cuando
la J-ésima columna de T‘z ¢ denotada por t.j > es diferente de cero. Si

aescogaemos yn_rcomo ej, el j~émimo vector de dimensién n-r, el vector

B1



T 14 es T em b,. y la relacién 53.7 se convierte en

12 ‘m-rp 12 i
-1
Ted ¥ = b v, =Tt 538
y el vector compuesto
b4
y = { ar ] es entonces una solucién de [T“ Tu] y=0 5.3.9

i
y la correspondiente solucién diferente de cero , %, del sistema

original Ax=0 es definida por

-t
x-Py-P[yr]-P[ Tu";] 5.3.10

Y, e,

rer

la relacién genérica CAP = T puede ahora ser enfocada a las formas que

surgen de la eliminacién gaussiana y de la d ion de Ho holder.

5.9.1 W do la factori 16 Lu

tori ién LU ltado de la

La forma de eliminacién de la f.
eliminacién Gaussiana es MPAP = U donde M = L"._En terminos de la

ctord i6n genéri CAP a T, tenemos

CaMP=L'P vy TuuU

la estructura de U es

lo que demuestra que lag matrices Tu y' Tiz necesitadas en

(6.3.4) son Ui y Us2

Caso 1 b = 0 el vector d= Cb esta dado por

d = L™'Pb

ast que d satisface
Ld = Pb
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doende Pb es una versién reordenadd de b. El r-vector Y de <5.3.5
soluciona )

Uuy. = dr y X = P [gn]

es una solucién basica de Ax = b

Caso Zb = 0; Una solucién diferente de cero de la ecuacién homogenea

Ax m 0 puede ser lculada por det ir el indi J de una columna
diferente de cero ¢ denotada por U‘ ver <5382 de Uia. Un vector y
tal que Uy = O es encontrado por escoger yr ¢ las primeras r
componentes de y) como la solucién de

Uss v, -'Uj

5 Donde ej es el J-ésimo vector coordenado de -

dimensién n-r. Los vectores deseades son

y establecemos Voor 2 ©

y-[Zr

] , x = Py
i

§5.3.2 Usando la factorizacion QR

Con la factorizacién QR, las matrices en la factorizacién ¢ i
CAP = T son TwR,C= Q' la matriz R tiene la forma
R = (Rt Ru2>
asi que la matriz triangular superior Rii1 de rxr juega el papel de Tu
caso 1:b # 0O;
El vector d = Cb es obtenido por formar d = o'b, donde @ ha sido
almacenada en forma explicita, o en forma fa:'.c;rlzada.

El vactor yn de (5.3.85> soluciona
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yn
Ris Yy, - dr ’ x = [0 ]
es una solucién basica de Ax = b

Caso 2: b = 0; Como en el caso de "la factorizacion LU, una solucion

diferente de cero de las ecuaciones homogeneas Ax = 0 puede ser

calculada por 1 1 una | dif nt de cero x-j de Riz,
Definimes Yy, como la solucién de Ruy' - -rj &Yy, , como o’_ el cual da

y-[zr] r X = Py
i

5.4 LA SOLUCION DE LONGITUD MINIMA
Sea A una matriz diferente de cero de mxn de rango r.Cuande A tiene

columnas de rango completo (r=n) cualquier solucién de Aymb es unica.

En contraste exdsten una infinidad de soluclones si r < n Yy es
fre e d bl lcul. la solucién de longitud euclidiana
minima.

Sea b un vector en el rango de A. Sabenos que cada solucién de Axmb
puede ser escrita como X, * rq donde %, es una solucién particular y q
esta en el espacio nulo de ADe hecho existe una unica sSolucién de
longitud ecuclidiana minima, frecuentemente llamada la solucién de

longitud minima y denotada por x, tal que
Axm b oy il x! lz <l % ||z para cualquier otra x

que satisface Axwh
Cualquier n-vector, x diferente de cero, que satisface Axsb puede ser

unicamente expresado en términos de sus componentes en el rango de At
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y del espacio nulo de A , esto es,
. 2 2 2
xmoa tx, con el 1l xdl o+ 1 x L,
donde x,= A‘x‘ para ajguna L *® 0t b =0 AuN- o0& x:xN- 1]
por lo tanto || x H: = Il x.ll: con la igualdad si y sélo =i x= 0 aqu

cualquier vector X que satisface Ax=b esta completamente en el rango

de A' y tiene longitud euclidiana ] Tal lucién sera denotada

por x_y debe ser diferente de cerc sl A y b son diferentes de cero.,
Observese que la solucién de norma minima, no es mas, que el punto mas
cercano al origen de la varfedad lineal ¢ X ~/ Axmb )} que corresponde a
uno de los casos tratados en el capitulo tres en su forma implicita.
En este caso el punto dado es el origen.

Acontinuaciéon obtendremos una representacién formal y util basada en

los factores que retienen el rango.

5.4.1 USANDO LOS FACTORES QR DE A

Cualquier matriz A de mxn de rango r puede ser escrita en una forma
que retenga el rango como

A=GH 541

donde @ o8 de mxr con range r y H e8 de rxn con rango r, ya que @
tiene columnas lnealmente independiontes y H tiene renglones
linealmente independlentes se sigue que las matrices cto y HH' son de
rxr y ne singulares. Las columnas de d forman una base para el espacio
rango de A, H y A tienen el mismo nulo. La representacién 541 no es

unica .

Si x satisface Ax'-b, ent a x~lo d escriblx como una
-
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combinaci¢n lneal de los renglones de A, es decir,

L
x = Av . para alguna v

una forma conveniente para X_ puede ser derivada por explotar lac
propiedades de los factores que retienen el rango de A. Ya que, b esta
en el rango de A, también esthd en el rango de G, como G tiene columnas
de rango completo entonces podemos escribirio como beGs para un uUnico
r-vector = Sustituyendo las expresiones: A=GH, x’-A"v y bwnGs en la
relacién Ax ® b tenemos
t Lt

AX ®AA veGHH @ v=Gswb
debido a que las columnas de 0 son linealmente independientes podemos
cancelar G de ambos lados de la ecuacidén, con lo que obtenemos

ot v [T

HH G ves & G vaCHH > &
ya que, HE' es no-singular. Por otra parte x'-A‘v ¥ At=H'c' asi que
muttiplicando la relacién G'v-<HH‘ yis por H' encontramos la siguiente
expresion para X,

xa H'e'v m B '@ 's Bdla

o bien

xm H'z donde s=HH'z y Gs=b 5.4.1b

x, es Ynica y por lo tanto independiente de la eleccién particular de
G y H. Sin embargo, el vector v tal que x'-A"v no es unico a menos que
A tenga renglones de rango completolr=md. En el siguiente algoritmo
resumimos el calculo de la éoluclén de longitud minima de Axwb desde

los factores que retienen el rango de A.

Algoritmo 5.4 SOLUCION DE LONGITUD MINIMA DE UN SISTEMA COMPATIBLE
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Algoritmo 5.1 SOLUGION DE LONGITUD MINIMA DE UN SISTEMA COMPATIBLE

Pasc 1> Determinar el r-vector s para resolver Gssb
Paso 2)Formar HH' v encontrar el r~vector z para resolver
HH'zms

Paso 3) Formar X » 'z

Ahora come loul x desde la factori i6n QR d ita on el

capituloe anterior,

5.4.1.a USANDO LOS FACTORES QR DE A

La forma que retiene el rango de la factorizacién QR es AP-QPR
"las matricea asmociadas @ y H son G-Qr y HaRP' las cuales pueden ser
sustituidas en los pasos del algoritmo 51 Ya que, Q:Qr-l la dGnica
solucién = de Omwb encontrada en el paso 1 satisface Q's-b Yy es
simplemente
s-Q:b

1a matriz HH' es RP'PR' m RR' ast que el vector z del pasc 2 es la

solucidn de
RR'z m @ = Q' b & z = kR Qi b
Finalmente x_es definida como H'z
o bien
% = PR'z = PR' cmz‘)"o: b 5.4.4.1

no es sorpresa que la expresién tienda a ser Insatisfactoria
numéricamaente si A ez mal condicionada debido a qu; la condicién de R
(la cual siempre refleja la condicién n'ie A) estAd al cuadrado en la
matriz RRY

5.4.1{&: USANDO LOS FACTORES QR DE A'

la deterioracién en la condiclén asociada con la presencia de RR' en
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(54115 puede ser evitada si estamos - preparados para calcular los
factores QR de ia matriz transpuesta A". Esb‘a técnica es mas
comanmente usada cuando la matriz original A es ‘“corta y gorda" es
decir mdn y damos una forma eficiente de calcular la solucién de
longitud minima d<dmejor que una solucidén basica) cuandoc A tiene
renglones de rango completo. Por tanto asumiremos en esta discusion
que A e mxn donde m<n con range r*0 <si m>n el procedimiento escogide
es usuaimente la factorizacién ortogonal completa )

Cuando el algoritmo estandard de Householder con pilvoteo en las
columnas es aplicado a A' C la cual es num con ndm y aqul por

suposicion larga y delgada > el resultado de la factorizacion es
t t t R L
A" = QRP = Q P =Q 11 12 |P
0 o] o

donde P es una permutacion de mxm, Q es una matriz ortogonal de nxn, R
es nxm R es de rxn y R“ es una matriz triangular superior rxr <aunque
usamos lag mismas letras P, Q y R enfatizamos que aqui esto significa
que los factores QR de la matriz transpuesta A‘ > en forma condensada
tenemos .

AwarrtmQcr RP
donde Qr desigha la matriz de nx1* que consiste de las primeras »r

columnas de Q. El resultado de transponer es
tat Elx t
A = PR'Q'as P RE Q 5.4.24
12,

Ya que la transpuesta de una matriz triangular superior es una matriz

triangular inferior, cada una de estas formas <(con R remplazada por LD

P

de ser U da la factori 16 LQ de A. La relevancia de B54.21
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es que ésta es una factorizacién que retiene en el rango A
t
t 1 t
A=GH con G = PR = P [R‘] Yy Hw Qr 5.4.2.2
R
12

la expresién <(S54.1ad para x, contiene la matriz Hl(HH‘f‘.Dob.ldo a
que la particular H aen  S4.22, os Q: cuyos renglones son
ortonormales, uu' lega & ser una matriz bien comportada
“H‘-Q:Qr-lr

la identided de dimensién r.

Ya que conocemos que b esta en el rango de A, el sistema Os=PR'=b es
carantizado a ser compatible y por lo tané,o la solucion del sistema
anterior es Unica. La permutacién P es ortogonal, multiplicando otra

vez por P" y desplegando la estructura de R vemos que & satisface

t

R's = [R:‘] swP'b = b 5.4.23
R
12

Dabide a su unicidad, s es la solucién de cualquier subeconjunto de

ecuaciones linealmente independientes gid. entre los renglones de
(5.4.2.37, La presencia de la matriz +triangular inferior no-singular

R en los primeros r renglones da una idea fuerte para escoger

t
11
estas ecuaciones, y s puede ser obtenida por resolver
R's = b
4 r
donde br denota las primeras r componentes del vector b reordenado
b=P'b . Debldc a que WH"™= I, la formula x#H'GH'>'s se
simplifica a
-t
xv- Ql‘s-ql‘Rllbl’
este procedimlento finvolucra la multiplicacién de s por una matriz
ortogonal y la solucién de un sistema triangular inferior cuya
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condicién es la de A.
Por lo que podemos afirmar, que la sclucién de longitud minima de una
matriz A, "Corta y Gorda", puede ser obtenida desde los factores QR de

Al sin elevar al cuadrado el numero de condicién,

55 LA FACTORIZACION ORTOGONAL COMPLETA

Cuando usarﬁbs_,los factores QR de una matriz A, para encontrar la
solucién de longitud minima, vimos que esta estaba dada por

x = PR cm‘)"qi b donde R = (R R
la cual puede ser mal condicionada. Si R fuera no-singular, esto es,
que th sea de dimensién cero, el numero de condicién no seria el
cuadrade de la formula anterior, puestc que la matriz “Mala" de R'R
desaparece, esto es,

R RH ™ RTIRT
ast que
R'CR R'>™'a R'R™'R™'=R™* 55.1

no podamos forzar a R a ser drada, pod 1 el mi

efecto al construir una matr{z ortogonal V que pueda ser aplicada a R
por la derecha, eliminando la matriz R.z H
RVR(R_ R, _OVaCR 0>
1112
donde R es una matriz de rxr triangular superior no-singular, como V
es artogonal, esta relacion puede ser escrita como
R = R OOV

asi que
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- t -~ L -
R R'mcR o>v"v[ R] - (R o>[ R]-R Rt
° °

usando la expresién_ anterior vemos que: la expresién R'®R R*>! en ia
formula para x, llega a seor
t L1 CS L= R ’
R'R R'> " 's v R R*>"'av 552
o o
y la matriz R RY, aparece no larga, debide a que V ez ortogonal, la

condicion de R es la misma que la condicién de R.

La matriz ortog 1 Vv la pod t como una secuencia de

transformaciones ortogonales, aplicadas por la derecha para eliminar

las 1 lecet das de R.{como se vio en el capitulo anterior).

La s=msolucion de longitud minima x, con la simplicaciéon 552 esta

dada por

i ¥
x= pv| B o'
, o |

Pl PR
- py] R QP
2]

-PV[ v ] donde RveQ'b 553
0

calculandc la factorizacién QR de A y la reduccién de R por el lado
derecho, la solucién de longitud minima de un sistema compatible de
rango deficiente, puede ser calculada sin el numerc de condicién al
cuadrado. Multiplicande la representacion AP-QrR por V, en el lado

derecho, obtenemos tres relaciones equivalentes
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APV-Q’RV-Q'_(E [+5)
AP-Q'<E oot 55.4

A-Qrcﬁ ov'p!

cualquiera de estas formas puede ser I d. la factori ion
ortogonal completa de A y todas nos conducen a una factorizacién que
retiene el ranga

AwGH con GmQ, & H=(R OV
Una interpretacién de la factorizacion ortogonal completa es que la
primera sucesion de transformaciones ortogonales ld‘ent.lrica r columnas
linealmente {ndependientes de A que son movidas al frente y reducidas
desde la izquierda. Y la reduccidn por la derecha elimiha las n-r

columnas dependientes.

5.6 LA DESCOMPOCISION DE VALORES SINGULARES

La descoemposicién de valores singulares de A, A-!.IS\/l ‘puede ser usada
para resolver sistemas compatibles y en realidad produce
automaticamente la solucién de longitud minima x . Supongamos que A es
una matriz de mxn diferente de cero de rango 0, por lo que podemes

escribirla como
asusviau] £ 0 4t
o0

donde U es de mxm , V es de nxn £ es una matriz diagonal de rxr de
valores singulares positivos. Aunque la descomposicién de SVD es mas
cara para su calculo que la factorizacién QR, da una forma mas segu'ra

para resolver sistemas que involucran matrices mal condicionadas y de
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range desconocido. Una expresién para x, sera derivada por. reordenar
la SVD en una factorizacion que retenga el rango ¢ A » GH 7 y despues
apjicar el algoritmo 5.1.

Denotemos por Urlas primeras r columnas de U y por Um_r las ultimas

m-r col simik denotamos Vr y Vn_r, entonces

A=y T 0yt
0o
amcy U > EO Y,
r™'loo v,

-r

as) que
A=UZV

1la mat.‘rlz Ures de mxr con rango r, tiene 1 t. £ lal
matriz ZV: es rxn con rango r y V: tiene renglohes ortonormales, La
forma A = urz V: es una factorizacién que retiene el rango AmGH con
G--Ur y HsZ V:_. La estructura especial de estos factores conducen &
varias simplificaciénes en el calculo de LI usando el algoritmo 5.1.
Debido a que U:U‘_ es la identjdad, el vector & del paso 1 satisface
Gs-U'SIb, similarmente V:Vr-I y £ es diagonal, asi que la matriz He'
necesitada en el paso 2 es
HH'mz ViV Z m £
H'GH *av T D Tmy £

expresada ‘en términos de las matrices de SVD la formula para
x_-H‘(HH‘)"s lega a ser

) x=v_='ulp . 5.6.1
{o cual muestra que la solucién de longitud minima de un sistema

compatible puede ser calculad; direct L desde SVD. La

23



P tacién 8.6.1 que Jla solucién de longitud minima puede

ser representada como el prod de la ersa y b

x =A"b 5.6.2
este resultado no es una sor;.n-esa, ‘ya que, la dGnica soluclén de un
aistema lneal no~=singular Ax=b es formalmente expresado en términos
de su inversa ordinaria como xwA™'b. La pelacién 5.6.2 muestra que la

seudoinversa juega un papel analogo en la representacién de la

soluclén tuUnica de longitud minima de un sistema compatible en general

6.7 CONDICION DE UN SISTEMA COMPATIBLE

La condicién de un problema refleja la gensibilidad de la solucién
exacta a cambios en lo= datos. Aqul ®86lo consideramos las
perturbaciones que retienen la compatibilidad.

Si x, es la solucién de longitud minima de un sistema compatible
Ax=b Dos relaciones importantes que se tienen son

Ax =b b s tbatitlx 1l 5.7.1
Ahora consideremos primero la solucion de longitud minima del sistema |
perturbado
A(x‘*-éxb)-b*éb
donde b = 0 y &b estd en el range de A Como X .= A'b la solucién
perturbada satisface
%, + 6 xm ATCh + 6B

asl que 6 x esta dade por

b
& x =A"Sb

combinando la desigualdad resultante {| & xbll <1 A" 11l &b |l con 1a

desigualdad 5.7.4 tenemos
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s x 11 . 1V &b 1| 11 &b il
=S AT ITHAN = condCA>

1, U RN el

la relacién anterior nos dice que el cambio relativo en la solucién

572

exacta puede ser tan grande como la perturbacién relativa en b
multiplicado por la condCAd.

Cuando la matriz A es perturbada por 6;\ al sistema

A+ 6,5 + 6x,O=b

8e garantiza que retiene la compatibilidad para todos los wvectores b
que estén en el rango de A sélo si el espacico rango de la matriz
perturbacion 6A o8 un subespacio del rangoe A. Bajo esta suposicion, la
aplcacién directa de 1a desigualdad de normas nos conduce al

siguiente resultado

116 x,i1 1 sall
el < cond(A)
s, + 6% |l 1nan

ia cual ex similar a la cota para un sigstema no-singular,

5.8 ESTIMACION DE RANGO NUMERICO

El rango de una matriz puede asumir sélo valores enteros y lo= camblos
en el rango tliene dramaticos efectos (¢ tales como discontinuldad en la
seudoinversa).

Desafortunadamente, no es claro, que significa rang.o en un contexto de
precisién finita, ya que, la matriz A sme dice tener rango numérico ;
=i ; es el mas pequefio rango de todas las matrices B tales que

Ha-BIll s¢
donde £ es pequefio. Desde luego la pregunta dificil es como formular
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una caracterizacién precisa y sensible de pequefio, ya que, cualquier

decisién acerca del rango de undi matriz es inh 1 al probl de
dependencia lineal. La eleccién correcta del rango no depende sdlo
de! tamafio de los datos, sino también de la procedencia y aproximacion
de Jos datos que definen A,

Supongamos que la matriz A de num ha =sido reducida a una forma
triangular que. revela el rango T con l!a factorizecién QR as! que
tenemos la forma genérica CAPaT para alguna matriZz no-aingular € y, una

matriz P de p t.act H vigsto que para determinar i un

vector b esta en el rango de A, al multiplicario por la izquierda por

C dehe ser de la forma

- d
: d=Cb = |, r
mer

donde r es el rango de A y I} dm_rll debe mex cero, la dificultad de’
formular esta prueba es practicamente para compatibilidad, se debe a
que la version calculada || d |l es improbable que sea cero.aun =i b
estAa eXactamente en el rango de A. Sin embargo, ya que, la norma de la
matriz C, en la forma gendrica, es uno para el caso QR C = a's el
calculo del vector dm_ puede rasonablemente ser incorrecto si

»

Hd _iLsTilblLu

mer 27

donde u es la unidad de redondeo Yy T es una constante de orden uno.

5.8.4 LA DESCOMPOCION DE VALORES SINGULARES

Con aritmética exacta. el rango de una matriz es ‘igual al numero de

valores singulares diferentes de- cero y puede ser determinado
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directamente desde su SVD. Una caracteristica especlal de la SVDb es
que el valor singular mas pequefic de A cax-act.ep‘lza la relacién del
rango de A y la vecindad de matrices alrededor de A que tienen al
menos rango r, esto es, si A es una matriz diferente de cero que tiene
rango r exactamente, asi que o > o » entonces se
satisfece que

1) Cualguier matriz B tal que || B - A || ¢ o,

tiene al menos rango r.
i)La matriz mas cercana de rango r-~1 (digamos G

satisface |/ C ~ A |l = o,

En efecto LA da la distancia de A a la matriz mas cercana de rango
mencr. Si o no es pequefio A no puedo ser cercana a una matriz de

g Esta propledad 1 que el range numérico nrcAd>

sera4 tomado como el numero de valeres singulares no ingignificantes <
con esta eleccién A es tratada para propositos de calculo como

A-ﬁgt"
donde ﬁ contiene las primeras ; columnas de U, E es la matriz diagonal
de rxr ¥y ‘V; contiene las primeras ; columnas de V.

La estrateéia de busquedad para el primer valor singular
insignificante es mas satisfactoria cuando existe una clara brecha
entre valores singulares grandes y pequefios, Como la definicion de
insignifacante es ambigua cualquier decisién optima, con respecto a
este punto, sera sujeto de duda.

Apesar de estos problemas irresolubles, la examinacién de valores

singulares o= la técnica mas efectiva para selecclonar el rango

numérico, sin cres. un imient anterior al problema, No
obstante la factorizacién QR puede también ser usada para estimar el
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rango.

5.8.2 FACTORIZACION TRIANGULAR

Cuando aplicamos a una matriz A con rango r <usando arimética

xactad la duccién de household: con Int bi de columnas
obt " una trd iduo nula o cero después de r pasos. Por

analogla con el tratamient de 1 singulares pequefios como cero

r sl la de la

uno puede observar que A tiene un rango
matriz residuo es insignifacante después de r pasos. Esta estrategia
no puede indicar amplamente la cercania de rango deficiente, ya due,
una matriz residuc pequefia es una garantia que indica al menos un
valor singular pequefic. Desafortunadamente este enfoque puede fracasar
por detectar un rango deficiente cercano. Un rango deﬂt_:ier{to cercanc
es casl siempre revelado en la practica por una columna residuo

pequefia durante la d ion de H holder.

La factorizacién QR con {ntercambloc de columnas es una técnica
extremadamente confiable y popular para la estimacién del rango de

una matriz en general.

Para estimar el ' . t el leul de la factorizacién QR, se
toma como el numero de elementos de la dlagonal no-insignifacantes,
como el rango numérico, esto se leva acabo comparando ‘la longitud

original de la columna pivote con la longitud de su subcolumna en la

tri 1d tual do una tol ia e, [4 r por rango Y con
una politica liberal de la estimacién del rango ¢ En Ja cual se

intenta escoger el valor maAs grande posible de rango) e:r es de orden u

¢ la unidad de redondeo). Una estrategia d €, del
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orden Yu o mas grande. Al inicio de! paso k-ésimo de la reduccidén de

householder k-1 1 han sido ewvit e reducid asi que la

estimacién actual del rango es k-1. Denctemos por 7y la norma mas
grande de las columnas en la matriz residuo, asi que la
correspondiente columna es la candidata a columna plvote. Si el paso

k=éstmo de reduccién fuera completado el el to Ckkd de la diagonal

de R tendria magnitud 4% Denotenios por ¢ el Indice de la columna
plvote en la matriz original. La celumna pivote es tratada 'como
insignificante si

ri¢ea +1lafls,
donde 1 es agregado a || c.tll payra reflejar un conjunto ampliamente

do de st icl de lamient.o. S1 esta condicién se tiene, el

rango humérico de A es tomado como k-t y la reduccién termina. Enotro

caso el rango estimado es incrementado por uno y la reduccién continua

{Este procedimiento debe terminar eventual te cuande no halla mas

columnas residuo para ser procesadas).

bPado el rango éri det. inado en esta forma es r el resultado

de la forma que revela el ranpgo
-~ -
- R
AP=Q 1 12 5.8.6
E
donde P es una permutacién 3 es el producto de r transformaciones de
H#lOuseholder ﬁ“es un matriz triangular superior de rxr y E es una

matriz insignificante de (m-;>x(n-;>. Para propositos de calculo E as

tratada como cerc Y A es ramplazada por A

; -a 24 Rl! p*
o
Para calcular la solucién basica de Ax = b procedemos como describimos
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anteriormente. Formamos
~ 3 .
A=Q'b :
K

-~ ~
donde d tiene r componentes y definimos

~

S y ~ -
x-P[ o ] donde R‘xy‘- d

~ ~
ya que Q es ortogonal el correspondiente residual para x esta dado por
0wk - (3
E

y satisface || b - Ax “1- I dl:‘L
la- cantidad | ||, da una medida de la desviacion del resultado de la

compatibilidad de ignorar las uUltimas n—; columnas de AP,

5.8.3 LOS EFECTOS DE LAS ESTRATEGIAS DE LA ESTIMACION DE RANGO

En la solucién de un sistema compatible Axwb la filosofia adoptada
para estimar e! range usualmente afecta la solucién calculada natural
y el tamafo del residual. Cn una politica conservadora se corre el
riesgo de subestimar el rango, en situaciones dudosas puede hacerse.
Ya que, una matriz residuo pequefia es mas probable que refleje ruido
mAs que informacién insignifacante. Hablando ampliamente una
estimacién m.enox~ de! rango ‘Llende a producir una solucién de norma mas
pequefia, pero corre el riesge de no contar informacién util o causar
incompatibilidad inaceptable. Mientras que c¢onr una politica liberal se

corre el riesgo de tolerar valoras singulares pequefios. Muy pequefios
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elementos en la diagonal de R retienen el maximo nivel de informacisdn.
La desventaja es que en los casos limite ¢ de la frontera) la solucién
Sera calculada con una matriz que es mal condiciomada e inaproximada

Comoe con la estimacion del rango mismo, cada punto de vista es

apropiado en ciertas circunstancias,
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5.9 CUADRADOS MINIMOS

Nuestra I én de probl de- 1zeb lineal en las previas
secciones se ha trad lusivamehte en la ecuacién Ax=b en la
cual buscamos acoplar el lado d ho b t t con una

combinacién lineal de las columnas de A. En muchos casos b no puede
ser expresada como una combinacién lineal de las columnas de A, en la
forn’a Axmb, y el sistema Axsb es Incompatible. El problema de
cuadrados minimos lineales toma un paso mas gercano & la optimizacién
por preguntar por un vector X que en algun sentido da el mejor Caunque
no perfecto) ajuste entre Ax y b,

Una alternativa natural para satisfacer Axwb es encontrar uypna x tal
que AX sea tan cercana come Sea posibie a b. La norma mas ampliamente
usada en minimizacién es la euclidiana o norma dos. Cuando || b ~Ax H:
es - tan pequefia como sea posible, decimoes que X es una solucion
(éptimaddel problema de cuadrados minimos lineales.

Es atil pensar que el problema de cuadrados minimos involuera la
matrizZ A en términos de los subespacios definidos por A, esto es, si
el problama est& dado en forma explcita el subespacio inveolucrado
serad el rango de. A, pero =i el problema esta dado en forma
implicita el subespacio involucrado es el definido por el nucleo de A.
Entonces nuestro problema lo podemos ver como: Dado un vector b « r" v
el espacio definido por A, debemos encontrar un punto sobre tal
espacio tal que sea' lo maAs cercano a b, como ya hemos visto en el
capitulo tres, el punto que buscamos es la proyeccidn ortogonal de b
sobre el espécxo dado. Este punto es el que nos da un residual Sptimo
como veremos en la sigulente seccidn.
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5.9.1 CARACTERIZACION DEL RESIDUAL’ OPTIMO
Dada una matriz A diferente de cero cualquier m-vector, ¢, diferente
de cero puede smer expresado como la suma de un vector e, en el
rango(A> y un vector e, en ol nuloCA®> Mamado
cme +c, 59.1.1
Donde las componentes e, v, de c estan en el range y en el espacio
nulo, Los vectores c, ¥ c, son unicos y satisfacen
<, = AcA para alguna <, A'cN- oy c: cN-O 59.1.2
En general los subindices m y N en un m-vector denctaran las
componerites del espacio rango y del espacio nulo, donde la matriz
asocida A sSera clara desde el contexto. La notacién c, se refiere
algun n-vector que satisface cu-m:‘. La unicidada de Sp ¥ G
implican que las componentes del espacic nulo y del espacio rango de
vectores lguales deben ser iguales. De hacho
cmd si y sélo si - d. y L dN 59.1.3
) Aunque c, ©8 Gnlco, el vecto c, es unico sélo sl las columnas de A
son linealmente independientes.
Debido a que la norma euclidlana es definida en términos del producto
interno, las relaciones (59.4.1> y (5912 tienen una {importante
consecuencia .
lelf =lc IfHIcJE 5.9.4.4
asl que la representacién ¢59.1.1> de un m-vector en términos de sus

1 nule P su  norma

P s del paci rango y del
euclidiana en dos partes independientes ( esta propledad no se tiene
con las otras normas) Estas observaciones son relevantes para el
problema de cuadrados minimos, debido a que ellas determinan el

residual de norma euclidiana mas pequefio, pmb-Ax para todo vector x,
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ya que el lado derecho b y el restdual p =mon m-vectores ambos pueden

ser escritos de la forma ¢5.91.1)

beb 4 b donde b_mAb
o R 5018
p-p.-o- Py doride p.lAp‘
combinando la definicién de p,como b-Ax,con est relaci t

p-pl-o- o= b- Ax-b.-b bN -Ax
=h_ <« Ax + b
L] N
Un punto obvio pero crucial acerca de esta expresién es que el vector
Ax estA contenido en el rango de A. Cuando Ax e= sustraido de b se
crea e! residual, se sigue desde (59.13) que la componente del
espacic rango de b-Ax debe ser b.- Ax. Encontraste la substraccion de

q

AX no puede haber eliminado alg de las P s del P nulo

de b, asi que, las tes del pacio nule de b-Ax debe ser igual

P

a hN. las componentes del espacio nule y del espacic rango del

idual conjunt. 1te smatisfacen
Pmb -AX ¥y p . =b, 59.1.6
El problema de cuadrados minimos involucra minimizar la norma deol

idual. € desd (5914> y (58916 que el cuadrade de la

norma euclidiana del residual p para cualquier x satisface
b= axIf = Half =tlo IEHI oL
= Hb, - Ax IEHIbJE

>

SNIEN1 4

ya que bN es retenida completamente en el residual, || b-Ax II: sera
minimizada, cuando la nte del 1 go I b. - Ax”: sea tan

pequefia como sea posible.

Debido a que br, esta por definicién en el rango€Ad, un vector x debe
existir, tal 'que, Ax-b.. Para este caso especial %, la componente
entera del espacio rango de b es removida por la sul;sbraccian de Ax,
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lo cual significa que b-Ax-bN y la norma euclidiana del residual es
igual a su cota inferior || b"I:. *
La eleccién de x tal que Ax-b‘ no solo minimize la norma dos del
residual, sino también fuerze el residual a estar completamente on el
espacic nulo de A".Eﬂ.o nos ha conducido a dos caracterizaciones
Cequivalentes) de -la solucién de cuadrados minimos
x minimize {{ b - AM c si y sélo =i Al(b ~Axdn0 5.9.1.7
x minimize |1 b - Ad{ s1 y solo st Axwb, y b-Axmb 5.9.1.8
un problema de minimos cuadrados se dice que Sera compatible sl su

residual es cero y sera incompatible en otro caso.

La ortog lidad del vect regid a los T de A correspond

al principio geométrico que nos dice!: que la distancia més corta de un
punto a un plano es la longitud de la perpendicular al plano entre el
plano ¥ el punto. Aqul el punto es el vector b, y el planc contiene
los vectores en el rango de A.

La unicidad de b N tmplica que el vector residual éptimo de cuadrades

minimos e8 siempre unico. El vector b‘ e=s también unico y el sistema

Ax-bn es compatible por definicié! Sin barg, be que el vector
X que satisface Ax-bll es Gnico st y sélo s1 las columnas de A son
linealmente independientes. Ya que, cualquier vector x que satisface
Ax-b.es una solucién de cuadrados minimos, Una importante conclusién

es la sigulente: La solucion de minimizar || b - Ax Il: es unica si y
xeR
s6le si A tlene columnas de rango completo.

La propiedad mas importante del residual 6ptimo de cuadrados minimos
es que se encuentra completamente en el espacio nuloCA'>.  Ahora
veremos como calcular la solucién de cuadrades minimos usando

neflexiones de Householder con residual éptimo.
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5.9.2 TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

Un método moderno para el probl de drad minimos ha sido

d llado b. o en  transf | ortaog les las cuales

Ppreservan la longitud euclidiana y no pueden agrabar la condicién de A
camoe en el caso no-singular de mistemas compatibles, el intento es
transformar un problema de minimos cuadrados de manera que llegue a
ser f&cil de resolver (en este caso reducir A a una forma que revele
el rango? Debido a que en la =solucién de ecuaciones, el conjunte de
wransformaciones que pueden ser aplicadas a A o8 restringido a las

transfor 1l ortog 3 puesto que ellazs no alteran la norma

dos aquil las usaremos.
Sea A una matriz diferente de cero de mxn con el rangoCA)sr. Suponga
que una matriz ortogonal Q de mxm puede mer encontrada para producir

una forma qus revele el rango

Q'A = [ F } 5.9.21

donde F es de rxn y tiene renglones lnealmente independientes. El
bloque de ceros mera ausente si ram, F es usualmente un triangulo
superior permutado la forma anterior permitira resolver el problema de
cuadrados minimos usando tas matrices Q y F .Denotemas por d el

vector tran=sformado le particionado como

¢ d >
dmQ'bm |
m-r J} m-r

usando esté definicién y la estructura mostrada en (5921) podemos

ascribir el residual transformad. Q‘b part.ici do como
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t t, t dr Fx d =F
Q'(b=Ax) = Qb = QAx =- -~ - bt *
d d
mer. [+] mer
debido a que Q‘ #a2 ortogonal, su aplcacién al residual no altera la
longitud euclidiana y
b~ axifmiia'e - colf s9.22
combinando esta vTelacién y la  forma de! residual transformado,
conciuimos
Hb - axlf =i a'w- anoif
- l'dl‘_ P‘( lg * “dm-r":

zita %

r s

m=p

1o cual significa que Il b - Ax Il: no puede mer menor que || d ll:' para
cualquier % que eligamos. El valor mas pequefio posible para Ib-AxH: os

su cota inferior. La igualdad con la cota inferior ocurre sl y sélo =i
X satisface

dr- F,‘- 0 o equivalentemente d._- F* 5923
ya que, el rango(F)=r, el sistema l'-‘x-dr debe ser’ compatible. Cuando

Fx-dr. el residual transformade =satisface

. Q'b~AX> = [do ] y “b-Axlc-“dm_;lﬁ
m=r,
esta discusion muestra que caulquier vector x que satisface Fx-dr es
una solucién de minlmos cuadrados. Un =istema gque involucra F es facil
de resolver-. )
El proceso de reduccidn de Householder, con intercambio de columnas
transforma una matriz A diferente de cero de mxn de rango r a una
forma triangular superior gue revela el rango. ElI resultade de la
factorizacién QR puede ser eserito como
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t
Q'am [';] P's ['g P ] 5.9.2.4
t

donde Q P! N r transfor 1 de H holder, P es una

permutacién y R es triangular superior,

Los renglones de RP' son I 1 t independient asi que la matriz

transformada de Q"A tiene la forma deseada con FaRP', El problema de
cuadrados minimos puede entonces sSer rasuelto con el siguiente

procedimient.o

Algoritmo 59.2 SOLUCION AL PROBLEMA DE CUADADOS MINIMOS CON LA
FACTORIZACION QR

Paso 1> Calcule la factorizacion QR de A usando la

red 1én de H hold con inte bio de col el

procedimiento de H holder determina r ¢ el rango de

Ad y las matrices P , Q@ vy >R

Paso 2> Forme d=Q'b y establesca dr como las primeras »-
componantes de d

Pagso 3> Calcule cualquier solucién y del mistema Ry-dr

Paso4) Forme x=Py

Cuando A tiene columnas linealmente independientes <r=n) la matriz R
es no-gingular, la solucién y de Ryadr es unica y la solucién de

cuadrados minimos, x , es uUnica. C d las col de A son

u 1 te dependientes (r < nY el sistema Ry-drde rxn tiene un
numero infinito de smolucidnes. Recordemos que R tiene la forma

R-(R;‘Rﬂ) __donde R“ es una matriz triangular superior de »rxr, la
presencia de ‘esta matriz en la izquierda de R sugiere un vector obvio

y que satisface Ry-dr llamado
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y.
y= [o ] con R,y » 5.9.25.

n r
cuando y tiene la forma anterior el vector asociado xwPy es

simplemente una reordenzciéon de y y es 1l da una lucién basi del

problema de cuadrados minimos debido a que a lo mas r de sus

componentes son diferentes de cero.
593 LA SOLUCION DE CUADRADOS MINIMOS DE LONGITUD MINIMA
Cuando A tiene columnas de rango completo, la solucién de cuadrados

\
minimos es Unica. En otro cazo la equivalencia (5.9.18) muestra dgue

la solucién de longitud 4 del probl de cuadrados minimos as

equivalente a minimizar |} b-Mdg . Debe de mer tnica la solucién de

longitud minima x  del sistema compatible Ax-l::r donde b' es la

P te del lo rango de b en lo que sigue encontraremos una
representacion formal de esta.
Las factorizaciones que retienen el range de A son el ingrediente
clave en la definicién de x . Para la matriz A de mxn diferente de

cera de range r una factori tén que retiene el so tiene la forma

A=GH donde rango(@)wrangoCH>mr
9 es de mwx H es derxn. La solucién de longitud minima X, del sistema
compatible Ax-br puede ser expresada en términos de G, H & br come
LI H'z donde HH'zm=s & Gsmb 593.t.a
o bien
t .-t
X mH C(HH'D "= §.9.3.1b
la expresién anterior no puede ser usada directamente para encontrar

la soluclén de longitud minima de cuadrados inimos, debido a que el
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problema de cuadrados minimos es establecide en términos del mismo

vector b, no en términos de su p te del . io rango br.Pax-a
definir X, usando <5.93.4) necesitamos obt.er;et- el vector =8 que
satisface Gs-b_ desde el vector ‘opiginal b. Afortunadamente los
factores que retienen el rango contienen Informacién que permite
extraer s sin conoc(er b. explcitamente, ya q:Jo, laz columnas
lnealmente ‘independientes de G i‘orman una base para el rango de A, la
existencla de s es garantizada por la compatibilidad de Gs-b. y las
cblu;nnas de rango completo de G agegura que s es Unica.

El espacio nulo de G"y A' son el mismo, asl que G'vmD para cualquier
vactor en el espacio nulo de A", ya que, bN esta en el espa.clo nulo de
At' s¢ sigue que .

t i [§
G bwG (b.-'- bN)nG b‘

el punto clave aqui es que la comp te del paci nulo bN es
eliminada por la aplicacion de G", lo cual significa que el products

6'b es afectado =m6lo en la P we del pacic rango de b, Debido a

que b es definido como Gs la multiplicacién de Gs por @' y la
sustitucién de @'b por d‘b.da
c‘as-a‘b‘-e‘b

ya que 6'G es no-singular, se sigue que s debe ser solucién unica de

9‘6s=6'b Lamada s=¢@'® *6'b 5.08.2
ademas bl, Ia p del pacio rango de b es definida como Gs
asl que
b'-Gs-GCG‘G)-'G‘b 59.3.3

sustituyendo la expresién para s de (5932 en (593.1) obtenemos
dos representaciones equivalentes formales de X, que involucran sélo
e, Hab '

x - H'z donde HH'Z =s y ¢'a s=a'b 5934.a
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x =H'GH> @ o> ta's 5.9.3.4.b
aunque eostas formas son matematicamente correctas, la ocurrencia de
dos matrices o‘a y H'H es una advertencia del dificil potencial
numérico del numero de condicion al cuadrado. ,

La forma que ratiene el rango AsmGH asociada con la factorizacién QR es
A=Q RP' con G=Q_ y HaRP

donde Q (las primeras r columnas de la matriz original Q> tiene

! art \! R es triangular supeior de rxn y P es una
permutacién. »

La ortogonalidad de las columnas de Qr significa que el praoducto a‘s

es simplemente Q:Q - Ir la identidad de di 16 r. La 23 16
@tar"ta! que aparece en (59.32) se simplifica y s y br estan dados
pox-
t 3
s-Qrb & br-QrQrb

la expresién formal para la scolucién de longitud minima x  es

aplicado tanto para el probl de drads i lineal como
para sistemas compatibles de ecuaciones,

x, m PR'z = PR' (RRY Q! b 8935
babido a que Q'_ tiene columnas ortonormales el vector crucial s esta
dado por Q:b sin hacer caso si b esta o no en el rango de A,
La factorizacién QR puede ser usada para calcular X, con i

factorizacién QR que retiene el rango come sigue.

Paso 1) Forme a-Q;b
Paso 2) Solucione RR'z=s

Paso 3> Forme x‘-PR"z

Cuando A tiene columnas de rango completo la solucién de cuadrados
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minimos es dnica y R es no-singular. La expresién RU'RRYS™  en
¢5.9.35> =se simplifica a Rt y el calculo de ®, lega a ser
equivalente al procedimiento para minimizar 1| Q' (b-Ax)I; usando

ecuaciones naormales.

Las técnicas para evitar el mal condiclonamiento en el calculo de

los factores QR de la matriz transpuesta A' no es un gran trabajo para
el problema de cuadrados minimes de rango deficiente debido a que !a
condicién de ambos factores que retienen el rango G y H son cuadrados

ean la expresion (5.9.3.4.b).

§.9.4 LA FACTORIZACION ORTOGONAL COMPLETA

La forma que retiene el rango AmGH de la facterizacién ortogonal
complata es

Apmg (R OOV con GmQ &  H=R OOV P
donde jas columnas Ql_ mon ortonormales, P es una permut.acién, E es de
rxr  triangular superior no-singular y V es ortogonal. Sustituyendo
estas matrices en (5.9.3.4> ocbtenemos el siguiente algoritmo para
calcular ¥ como con la factorizacién QR, el procedimiento es identico

al caso compatible, debido a que las columnhas de Qr son ortonormales.

Algoritmo 59.4 CALCULG DE x_ CON LA FAGTORIZACION ORTOGONAL GCOMPLETA
Paso 1) Formar s-Q:_b
Paso 2) Solucionar Rvss

Paso 3> Formar = PV[ ;]
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ya que, la condiciéon de R es la misma que la condicién de A, con esta

técnica no aparece el numero de condicién al cuadrado. La

factori 1 rt 1 pleta da un camino seguro para usar

las reducci de H holder, para rar la luciél de longitud

minima de cuadrados minimos.

5.9.5 LA DESCOMPOCISION DE VALOGRES SINGULARES

Finaimente la solucién de longitud minima de un problema de cuadrados
minimos puede ser obtenida de la descomposicién de valores singulares

de A.

amusvta-u| T O |yt
oo

donde U es una matriz ortogonal de mxm, V es una ortogonal de nxn y I
es una matriz diagonal de rxr de valores singulares positivos,
d.las(o‘) wi,.,r, Como anteriormente lo hicimos, las primera »r
columnas de las matricec ortogonales la designaremos por Ur& Vr. La
forma que retiene el rango AmGH de la descomposiciéon de valores

singulares es

A=y = V! con GaU_ & HeEV! 59.5.1
sustituyende en la expresion €5.9.3.4> para L las propledades
especiales de Ur s & & V:'_ implican que a'ael v HH ‘e 2% 1a forma

resulbaht.e para X es
x= v 'u'p
* T r
la definicion y unicidad de 1la seuusinversa A' implican que la
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solucién de longitud minima de cuadrados minimos puede ser escrita
comoe

x = A'b donde A'w v ="' 5952
la cual es la forma identica obtenlda en el caso compatible. Esta
forma es particularmente util en caso de rango casi deficiente, en la

anri

cual wuna decision  acerca del rango ilco es b d. sobre el

tratamiento de valores singulares casl insignificantes, Para encontrar

la solueién mlﬁlma del probl de cuadrad minimos =se involucra la
matriz A%,: recordemos que la seudoinversa de At es simplemente la
transpuegta de A", Ya que, no hemos Impuesto retricciones a la
dimensionalidad en las ecuaciones derivadas X, = A’ se slgue desde
(5;9.52> que la soluclén de longitid minima y, que

minimize |l c ~ Alyll
y e

Y wcAy'c = UtV e
- r r

5.9.6 RANGO Y ESPACIO NULO

Sea A una matriz diferente de cero de rango r, hemos viste ya la
cercana coneccién entre el problema de cuadrados minimos de mintmizar
It b - Ax II: y las componentes de b del espacic nulo y del esp'aclo
rango. En esta seccidn describiremos como obtener explicitamente bases
para los cuatro subespacios fundamentalmente asociados = con  A:
rangoA), el nuloA), el ranso(A") y el nulo¢A'). Bases para estos

subespacios son de gran interes, en muchas otras circunstancias,
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paruculax:men!.e en optimfzacién con restricciones.

5.9.6.1 FACTORIZACIONES QUE RETIENEN EL RANGO

El ingrediente clave en encontrar bages adecusdas para ecstos
subespacios es una factorizacidn que retlene el rango A=gGH, donde G es
de mxa, H es de rxn y ambas G y H tienen rango r. El espacio rango de

A e un espacio r-dimensional de R". Una base obvia para el espacto

rango de A es dada por las r columnas lnealmente independientes de G
CPara ver parque, note que cualquier vecbc;r de la forma Av puede
también ser escrito como GHv).

_Qn argumento de dimensionalidad muestra que una base para el espacio

nule de | A' es dada por cualquier matriz K de mxém-rd> con dos

propiedades: 1)sus columnas son U 1} independient y 2> a'Kmo

¢ por decir que una cierta matriz forma una base para un subespacio
siempre significa que sus columnas asi sond.

Ahora veamos sl_ espacio nulo de A, vemos que H y' A tiene el mismo
espacio nulo, de este resultado se =igue que cualquier vector z en el
espacic nulo de A debe sastisfacer AzsGHz=0. Ya que, G tiene columnas

Unealmente ind dientes GHz puede ser cero solo si Hzw0, lo cual

muesu;a queo Zz esta en el espacio nulo de H. Similarmente Hz=0 lmpucav
que Az=O0,

El espacio nulo de A es un subespacico de dimensién Cn-rd de ®". En
efecta, cualquier matriz 2Z con columnas linealmente independientes
tales que HZm0 debe ser una base para el subespacio nulo de A. Siempre
que sea posible, denotaremos una base para el espacio nulo por Z.
Finalmente, ‘dada una matriz Z que forma una basge para el espacio nulo
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de A cualquier matriz Y de n~r con 1 u l e ind dient.
tales que Y'Z=0 debe ser una base para el espacio rango r-dimensional
de A'

La sigulente tabla resume como deducir bases para los cuatro

sub {os fund | desde una factorizacién que retiene el
rango AmwGH
Subespacio Base Di ion Especifi 16
rangoCAd a mxr [¢]
nuloca® K maelm-r-> G'K=0  59.6.1
ransa(A") Y nxr YLZ-O
nuloCA> z nx{n=r2 HZ=0

Ahora procederemos a extraer matrices especificas 6, K y Z desde las

transformacicnes que retienen el rango.

59.62 LA DESCOMPOCISION DE VALORES SINGULARES

Los factores que retienen ¢l rango cuando usamos SVD son GslU y Hm Z\':
de la tabla 5.9.6. veremos que la matriz Ur forman una base ortogonal
para el espacio rango de A y las ultimas m-r ceolumnas de U deben
formar una base ortogonal para el espacio nule de A%

La ortogonalidad de V implica que v:Vn_r-O, ya que, H-tv:_ se sigue
Hi!n_r-o y Vn_‘_ sirve como la matriz Z la cual es en este caso una
base ortonormal para el espacio nulo de A. Ademas las r columnas de Vr

sirven como Y una base ortonormal para el espacio de At
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5.9.6.3 LA FACTORIZACION ORTOGONAL COMPLETA Y LA FACTORIZACION OR

La factorizacién que retiene el rango de la factorizaclién QR es

AmGH con G-Qr & HeRP'
Donde Q‘_ denota las primeras r columnas de Q. Vemos de la tabla
5.9.6.1 que las columnas de Qr forman una base ortogonal para. ¢l rango
de A. La matriz Qm_r. forma una base ortonormal para el espacio nulo

do A'

La Tractorizacién ortogonal plet pond a los factores que
retienen el rango
AwGH  con GmQ & Hw(R OOV'P*

do las 11 {iones dadas en 59.61 buscamos una matriz 2Z de

P

rango completo de nxn-r> tal que HZ=0. Denotemos por V de nxn la
matriz PV, la cual es ortogonal y =matisface
HVmCR 0XV' VacR 0>

lo cual muestra que las ultimas n-r l de V o tad por Z son
ortogonsles a H y asi formamos una base ortonormal para el nuloCA),
las primeras columnas de V  denotadas por Y son lnealmente
independientes y ortogonales a las columnas de 2, lo cual significa

que Y es una base ortonormal para el pan;o(A‘).
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5.10 PROYECCIONES ASQCIADAS CON LOS SUBESPACIOS DE UNA MATRIZ A

Ahora nos moveremos desde un subespacio general s a los cuatro
subespacios familiares asociados con una matriz A de mxn diferente de
cero . El resultado estandard que establece que: cada m-vector b puede
estar escrito como b-b.# bN donde bn estéa en el rangoCAd y bN esta en
ol nulocA'S, puede ser expresado en términos de las proyecciones por
decir 1:-ll es la proyeccion de b en el rangoCAd y bN es su proyeccion

en el . espacio nulo(A‘) ¢(hemos previamente 1l di bn la D t, del

ecpacio rango de b y bn ia e del io nuledComo hamos
visto en el capitulo tres, para un espacio general la unica matriz de

proyeccién P.‘MC el proyector en el rangoCAd> tlene la propiedad de

que

Pmmb'bn para todo m vector b 5.10.1

la solucién de longitud minima de cuadrados minimos x, de min lb'AK“:

esta dada por x,= A'b y satisface b“-Ax', multiplicando X, por

A vemos que
Ax w AA bab
+ R
la cual corresponde a la proyeccidn en el rangoe de A, como hemos visto
en el capitulo tres, esto es,
- +
le)- AA v PN(A")‘ I AA
v también vimos que
=1~ A"A

P - A'A y P

neaty NiA)
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$.10.1 CALCULO DE LA PROYECGCION

La representacidn formal es wuna dedu'ccidn atil como resultado
matematico, pero es raramente aproplada para calculos, debido a que
ella contienen un nimers explicite de inversas y seudoinversas. El
calculo de la proyeccién daberd siempre sugerir un problema de

cuadrades minimos asocieds, que involucre A y At

5.10.2 PROYECCIONES DE UN VECTOR

Dado un m-vuctor b, pong. que d calcular bu’ la proyececién
de b en el rango de AC o equival nte, ia p te del paci
range de b 1 do cualqui factor ion que retiene el rango A=GH,

hemos mostrado que

P (b= eac@t e oty
est.a expresion se simplifica cuando @ tiene columnas ortonormales,
como cuands los factores que retienen el range surgen da la
factorizacién OR o d3 la descomposicién de los valores singulares.
Para la factorizaciétn QR, G es Qr, las primeras » columnas de Q; para

la SYD, G e= Ur las primeras pr columnas de U, en ambos ejemplos 6'a es

la identidad r-di 1 1yt
8
b.- P“M<h)-qrqrb (Fact.orlzaclm.} QR>
bn- inw)-uru:b (Descompocién de valores singulares?

tuando una base ortonormal ea disponible, la proyeceién de un vector
en el apropiado subespacio pueda ser calculado directamente.
El wvector bH, la proyaceitn de b en el espacio nu.loCA’), puede

convenient ate encontrarse por resolvar el problema de de cuadrados
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minimos min || b-Axlc yva que el residual 4ptimo es siempre b.

5.10.3 PROYECCIONES ORTONORMALES OBTENIDAS DE BASES ORTONORMALES

Las matrices ' de proyeccién tienen una forma ‘“agradable” si es

H 1 "

disponible una base ortonormal para el pacio ¢ o su

complemento ortogonal),
Denctemos por M una base ortonormal para el rango de A y por K una

base ortonormal para el nuloCA®. Ya que M¥aM* y K'mK' se sigue que

[ t t - t
P.M,-MM =] KK y PNML,-FG( = [ MM
y si Y y Z denotan b orto! 1 para g AL y NCA) es facil
ver que
t t L t
Pm‘t,tYY wl - 22 ¥y PN(A,-ZZ -] YY

Por ejemplo, si la descomposicién de valores simgulares de A ha sido

1 da M puede ser t da comeo llr Clas primeras r columnas de U

entonces tenemos

t 11
PI(A)-UFUP Y PN(»\‘l-l ur ul'

t t
PltAt)-vrvr y PNM:-vn- r n-r

similarmenta. Si la factorizacién QR de A es disponible denotemos Qr

las primeras r columnas de Q por lo que tenemos

t - t

PIIA)-QPQP y PN(A‘).I QrQr
v vt v ut

PRtAt)-vrvr 4 I’N(A)-vr\'r nvr
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