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Capítulo 1 

Descripción de los fluidos 

1.1. Introducción 

El problema que deseamos enfrentar consiste en resolver las ecuaciones que describen el flujo 
de un fluido Ncwtoniano. incompresible y viscoso contenido en una región rectangular cuyo mo
vimiento es generado por el dcsplazmniento de una de las frontcr.L'<. A este problema se le conoce 
como el llujo en la cavidad forzada. 

Un lugar en donde esta clase de flujos juega un papel importante se muestra en la figura { 1.1 ). 
Ésta es una máquina para la aplicación de capas que se utiliza en la producción de papel de alta 
calidad y de películas fotográficas. La estructura del flujo influye en la calidad de la capa aplicmla 
y consecuentemente en la calidad del producto [ l ]. 

pclicul• 

~ 

Vórtices 

---
-'••·. ··n 

'Y. 
,f 

-

1:;gur.s 1.1: Máquina para la aplicación de capas. 

Las ecuaciones de Navier-Stokcs serán utili7.adas para modelar el flujo en la cavidad. En varia
bles adimensionalcs. el sistema de ecuaciones .~e puede escribir como: 

V· u =0, 

c1u +(u. V)u = - Vp + __!.._V 2u. 
ª' llt! 

(1.1) 

en donde u representa la velocidad del flujo.pes la presíon y lk = U Uves el parámetro conocido 
como el número de Reynolds formado por: la longitud de la caja L. la velocidad de la tapa U y 
la viscosidad cinem:íliea del fluido ~·. El número de Reynolds es el único parámelro que aparece 
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en las ecuacil'lncs pero otros inlluycn en el ttujo. con10 Jos 4uc se originan por la gc,nncuía de lns 
fro111c..•rJ..'i. 

Hay varias razones por las cuales este problcrna es inlponantt:. En pri111er:.1 instancia cx.i"itcn 
varios problemas industriales en donde esln dasC' de• llujos y las estruelllras que muestran juC'gan 
un papel. Las máquinas aplieadorns de capas delgadas de lluido son un ejemplo. pero i:tmhién 
aparecen en otras aplicaciont!s cuino: celdas para I:.• pr<;1duccil)n de cristalc:-o. cavidades ntczL·huJorns 
que se utiliz~tn para sinlctbrar cotnpucstos de polín1cros y hasta en el c..liseí10 de superficies que 
reducen la friccit'\n y la turbulencia [2]. 

Sin crnhargo. las razones 1nás fuertes se encuentran en el c.'itudio de la 1nccánica de tluil.lns. 
Este es un prohlcn1a que pcnnitc hacer cornparacioncs precisas entre la teoría. los cx.pcrilncntos y 
los c¡íJculos numéricos. De hecho. el problcm<1 de la cavidad es estándar para probar los nuevos 
esquemas nun1éricos. Otra v.:ntaj~ de este 1nodclu es que la rcgilln del nujo no c:.unhia ul v:.1riar 
el nútncrn de Rcynolds_. lo que pcnnitc invcMig,ar su cnn1portamicnto sobre todo el intcrv:.lln O < 
Re< ex..,. 

Los estudios del prohlenu1 de la cavidad dcn1ucstran qu~ en ella ocurren n1uchns fené>111cnos 
del O u jo inco1nprcsibh: con10 son : vórtices. patrones tridinu:nsionalcs co1nplcjos. 111ovi1nicntos tlc 
partículas caóticos y turbulencia (3]. 

Nosotros estudiaremos el problema bidimensional en una cavidad cum.lrada. Este es <k interés 
purque muestra caractC'rística~ importantes del ílujn a pesar de ser una simplificad<Ín considerable 
con respecto al caso tridimensional. La figura { l .2i muestra comu se observa el !lujo en una cavidad 
rcctangulur. En las fotos se nprecian los vórtices principalc~ en el centro y lo~ vt1rticcs cn lus 
esl1uinas. 

¡;¡gura 1.2 Ex.p:rimcntos de llujo"'° de Stokt!~ en cavida
t.lcs rectangulares. (Tmu.•d;1 1979) 

El problema donde el termino inen:ial de la ecuación de Navier-Stoke" es despreciable se le 
llama flujo de Stokes. En ese caso la ecuación es lineal y es posible obtener soluciones analíticas 
como veremos más adelante. Una de las predicciones del flujo de Stokes más intercsalllcs es la 
existencia de una infinidad de vórtices (4 ]. cada vez m•ís pequeños en las esquinas de la cavidad. 
Se han hecho experimentos de !lujo lento en donde se busca encontrar estos vórtices pero no se ha 
detectado más allá del tercero ( lig. J .2). Para el ílujo de Stokes se han detectado numéricamente 
25 vórtices. 

Para un número de Rcynolds arbitrario. Ja única opción es la soluci<ín numérica de las ecua
ciones de Navier-Srnkes. Los valores de la solución con los que compurarcmos nuestros re~ultados 
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también fueron obtenidos de manera computacional. Los cálculos numéricos son complicados aún 
para el flujo de Stokes y su dificultad aumenta ya que aparecen los términos no lineales al incre
mentar el número de Reynolds. 

1.2. ¿Qué es un fluido? 

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que es un fluido. En primera instancia los reconocemos 
al diferenciarlos de los sólidos. Los sólidos tienen una forma definida y los fluidos toman la forma 
de su contenedor, los fluidos se escurren bajo.una fuerza de cuerpo y los sólidos se quedan en su 
lugar si la fuerza de cuerpo es pequeña. 

Físicamente, la propiedad central en que se basa la distinción es la manera en la cual el material 
responde a los esfuerzos cortantes; un sólido al sentir un esfuerzo cortante sufre una deformación 
finita. el fluido se sigue deformando mientras se aplique el esfuerzo. 

Los fluidos que nos son más familiares son el agua y el aire. Un líquido y un gas nos pudieran 
parecer muy diferentes; en los líquidos hay cohesión y poseen una superficie libre que los separa 
de su ambiente, los gases se expanden y ocupan todo el espacio de su contenedor, pero ambos com
parten esa facilidad de deformación haciendo su comportamiento dinámico similar. Claro que el 
agua y el aire son diferentes, los valores de su densidad, compresibilidad y viscosidad son muestra 
de ello. En condiciones normales de presión y temperatura el agua en más densa que el aire en un 
factor de 900, el aire es más compresible que el agua por un factor de 16000, y la viscosidad del 
agua es mayor que la del aire por un factor de 55; aunque estas diferencias parezcan considera
bles. sólo harán que la magnitud de la fuerza necesaria para producir la misma deformación sea 
diferente. 

La forma en la que se relacionan los esfuerzos con la rapidez de deformación nos lleva a una 
clasificación de los fluidos. Cuando la relación es lineal se les denomina Newtonianos ya que· 
Newton fue el primero en postularla. Cuando la relación es cualquier otra ( no lineal, diferencial, 
etc.) el fluido es no Newtoniano. El aire y el agua pertenecen a la primera clase; la sangre, la 
leche, algunas soluciones proteínicas, la miel, las grasas y los jabones son ejemplos de la segunda 
clase. Los fluidos no Newtonianos se subdividen en muchas más categorías. Por ejemplo: la salsa 
de tomate es un fluido seudoplástico, al agitarla un poco no sale pero al agitarla vigorosamente la 
viscosidad se reduce y fluye. La arena movediza es un fluido tixotrópico, su viscosidad aparente 
decrece y se recupera al quitar el esfuerzo, ésta cambia en función de su pasado inmediato. 

1.3. Las ecuaciones de los fluidos 

Ideas preliminares 
Conocer el flujo significa determinar el valor de la velocidad, la densidad. la presión o la tem

peratura, entre otras, en cada momento y en cada punto del fluido; aquí se supone que estas pro
piedades varían de manera continua en toda la región de interésacheson. 

Hay dos sistemas coordenados. El primero se conoce como sistema Euleriano. Este sistema 
está fijo y las variables del flujo dependen de la posición y del tiempo. En cierto sentido, la visión 
Euleriana nos proporciona una foto de las variables del fluju en cada instante. 
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El otro sistema coordenado es el Lagrangiano. En él, al igual que en mecánica de partículas, se 
sigue la evolución temporal de un elemento de volumen que depende de una posición y tiempo fijos 
dados. La descripción que usaremos aquí será la Euleriana aunque la derivación de las ecuaciones 
de movimiento se hará en la descripción Lagrangiana. 

En general, tanto el campo de velocidades, como las demás variables son funciones de la po
sición y del tiempo; cuando sólo son funciones de la posición, se dice que el flujo es estacionario. 
Un flujo estacionario no se encuentra en reposo, sino que su velocidad no depende del tiempo pero 
puede variar en la posición. 

Una línea cuya tangente es paralela a la velocidad en cada instante se le llama línea de flujo o 
línea de corriente. Si la línea de corriente tiene como parametrización x = x(s) entonces dx/ ds es 
un vector proporcional a u(x, r). De aquí se obtiene que la frunilia de líneas de corriente satisfacen 

dxlds dy/ds dz/ds 
u(x, r) = v(x. r) = w(x. r) = cte. ' (!.2) 

siendo u, v. w las componentes cartesianas del vector u. Cuando un flujo es estacionario, las tra
yectorias de los elementos de fluido y las líneas de corriente coinciden. 

Un flujo es bidimensional si el campo de velocidades es de la forma u = (u, v,0). El flujo 
bidimensional es una buena aproximación cuando una tercera componente no influye de manera 
importante en el flujo. 

Los fluidos están sujetos a las leyes de la Física y por tanto satisfacen los principios de balance 
de ma•a y de movimiento. Esto nos permitirá encontrar las ecuaciones que describen su movimien
to. 

Conservación de la masa 
La conservación de la masa es probablemente la idea más sencilla; la materia no se crea ni 

se destruye espontáneamente. Por tanto, la cantidad total de masa es constante salvo cuando se 
agregue o se retire. Es posible entonces saber siempre cuanta hay dentro de una región en un 
instante dado. Si conocemos la masa por unidad de volumen dentro de la región de interés, podemos 
obtener la masa total por medio de la suma en todo el volumen: 

Masa en el interior = .[JJ{.x. r) d V , 

en donde p es la densidad del fluido y se esta considerando un volumen fijo en el espacio. La 
densidad, en general, puede ser función de la posición, el tiempo y la temperatura pero aquí se 
considera a esta última como constante. 

El fluido puede estar entrando y saliendo, así que para saber cuanta masa tenemos en cada 
instante dentro de nuestro volumen es necesario llevar la contabilidad del flujo. La cantidad de 
materia que pasa a través de un elemento de área d A por unidad de tiempo es el producto del flujo 
de masa en dirección perpendicular al elemento por el área como se muestra en la figura (1.3). 
El flujo de masa es pu y si denotamos a d como el vector normal al elemento de área, entonces 
la materia que pasa a través de él es p u · íi d A, tomando en cuenta las contribuciones de toda la 
superficie obtenemos 



Masa que atraviesa la frontera por unidad de tiempo = J:p u · ft d A , 

Figura 1.3 Flujo dentro de un tubo. La cantidad de fluido 
que sale es proporcional a u· ñ dA. 

s 

Que la masa se conserve implica que la variación de la masa en el tiempo al interior del volumen 
es igual a la masa que fluye a través de la frontera, es decir 

Ípu·iidA=-!!._ (pdV. Ji éJt J,; (1.3) 

La costumbre es que ft sea el vector normal exterior, si el término izquierdo de la ecuación (1.3) 
es positivo, el fluido está saliendo del volumen y por lo tanto la variación de la masa en el interior 
es negativa, por ello aparece el signo menos de la ecuación anterior. Nótese que la ecuación (1.3) 
es sólo función del tiempo. 

Podemos reescribir la ecuación (1.3) intercambiando la derivada por la integral y usando el 
teorema de la divergencia, esto gracias a que V está fijo en el espacio. 

L (°:,+V· (pu)) dV = O. (1.4) 

Lo importante aquí es que la cantidad que se está integrando también es cero. En principio la 
ecuación ( 1.4) es válida para cualquier volumen que escojamos. Supongamos que el integrando es 
positivo en algún punto, por continuidad es positivo en una región alrededor de ese punto, se toma 
esa región como V y la integral resulta positiva, pero no es posible porque la integral siempre se 
anula. La única posibilidad es que el integrando también sea cero , de manera que obtenemos 

éJp 
éJt + V · (p u) = O . (1.5) 

La ecuación ( 1.5) se conoce como ecuación de continuidad, nombre que se refiere a la con
tinuidad de las funciones densidad y velocidad. Si la velocidad del fluido es menor o igual a la 
mitad de la velocidad del sonido entonces se puede considerar como incompresible1• En ese caso 
su volumen varía muy poco y se supone: 

V·u=O. (1.6) 

Se puede satisfacer idénticamente la ecuación (1.6) si u es el rotacional de un vector.como en 
el campo de inducción magnética, aquí se introduce un potencial vectorial if, de tal manera que 

1Compresibilidad = -~ ~· La compresibilidad del agua es de 46.4 x J0-6atm-1 
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u=Vx$. (1.7) 

En el caso especial de un flujo bidimensional,;¡, tiene sólo una componente l/J. 

( ª"' 81/1 ) (u, v,O) =V x(0,0, 1/1) = - lJy' ax·º . (1.8) 

Incidentalmente, en este caso, el vector u es perpendicular al gradiente de .p. de tal manera 
que las líneas de corriente corresponden a las líneas equipotenciales de .p. A .p se le conoce como 
función de corriente. 

Aceleración de un fluido 

Antes de aplicar la 2ª ley de Newton a los fluidos. es necesario hablar de aceleración. En 
mecánica de partículas, la aceleración es la derivada de la velocidad con respecto del tiempo, es 
decir dv(tYdt. Para el fluido, la velocidad también es función de la posición, lo más natural serla 
pensar que la aceleración está dada por aul at. por desgracia en un sistema de Euler no es así. au18t 
representa la variación de la velocidad de diferentes elementos del fluido que pasan por el mismo 
punto x, lo que buscamos es seguir un elemento de fluido y medir las variaciones de velocidad a 
lo largo de su trayectoria. La derivada total du(x, tYdt toma en cuenta todos los cambios. Usando 
la regla de la cadena obtenemos la aceleración completa del fluido en el sistema de Euler. Esta es: 

Du =au + audx + audy + 8udz 
Dt at ax dt lJy dt az dt 

= 8u +(U au +V 8u + W 8u) • 
ar ax lJy az 

(1.9) 

La aceleración completa está dada entonces por 2 términos, el primero representa la aceleración 
temporal del fluido dada por au1a1;·e1 segundo representa la variación de la velocidad con la 
posición dada por (u · V) u y se le denomina aceleración convectiva. 

Esta situación se ?.plica de igual manera a cualquier otra cantidad relacionada con el fluido, si 
nos preguntáramos por la variación de la propiedad para un elemento dado, es necesario seguirlo 
en su trayectoria y eso implica que los términos convectivos deben de estar presentes. 

La notación {}; para la derivada Lagrangiana es común en mecánica de fluidos, esta derivada 
representa la variación de alguna propiedad en un sistema Lagrangiano. La derivada en el sistema 
Euleriano se da como la ecuación (1.9). 

Por ejemplo, si fes alguna variable de flujo y satisface %f = O entonces f es constante en un 
sistema de Lagrange. En un sistema de Euler deberá variar de modo que satisfaga 

Df af 
Dt = at +u·Vf=O. 

Si el flujo es estacionario 

Df df 
Dt = (u · V)f = lul ds = O . (1.10) 

Como el último término es una derivada en la dirección de u, fes constante en esa dirección. 
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Fuerzas que actúan sobre un Huido 

Ahora hablaremos sobre el segundo elemento de la 2ª ley de Newton: Las fuerzas. Podemos 
distinguir entre dos grupos de fuerzas que actúan sobre un fluido, las de cuerpo y las de superficie. 
Dentro del primer grupo se encuentran las fuerzas de largo alcance como la gravedad. Estas fuerzas 
penetran en el interior del fluido y actúan sobre todos sus elementos. De éste modo, la magnitud 
de la fuerza es proporcional al volumen. Para cada elemento la fuerza de cuerpo se escribirá como 
p f(x, t) dV, siendo p dV el elemento de masa. Si la masa está bajo la acción de la gravedad, 
entonces f = g, donde g es un vector constante que apunta hacia abajo. 

Dentro del segundo grupo se encuentran .las fuerzas de corto alcance que tienen un origen 
molecular y sólo actúan cuando la separación de los elementos es del orden de la separación de las 
moléculas del fluido. Como éstas decaen rápidamente, sólo actúan en la frontera de los elementos 
que interactúan. No es conveniente expresar la fuerza total que actúa sobre un volumen porque las 
fuerzas en la superficie dependen en general de su orientación y ésta puede variar. En su lugar, 
expresaremos la fuerza sobre un elemento plano de superficie de fluido para luego sumar todas 
las contribuciones de la superficie. La fuerza la escribiremos como S(ñ, x, t), es decir, un vector 
proporcional al área, que depende de la orientación y la posición del elemento de área. Aquí vamos 
a adoptar la convención de que la fuerza actúa sobre el elemento en el cual está ñ y la ejerce el 
elemento hacia el cual apunta ñ. Si S apunta en la misma dirección que ñ entonces será una fuerza 
de tensión de lo contrario será una compresión. A S se le conoce como esfuerzo. 

ft 

y 

Figura 1.4 Fuerzas sobre un elemento de volumen con 
forma de tetraedro 

Podemos obtener más información sobre los esfuerzos si consideramos la siguiente situación. 
Imagine las fuerzas sobre un volumen dV con forma de tetraedro como se muestra en la figura 
(l.4). Las 3 caras ortogonales tienen área dA1, dA2 , dA3 y vectores normales -i,-j, -k, la cuarta 
cara tiene área dA y vector normal ñ, las fuerzas de superficie actúan sobre todas las caras del 
tetraedro y su suma es 

suma de fuerzas superficiales= S(ñ)dA -(S(i)dA1 + S(j)dA2 + S(k)dA3). 

Suponemos que el tetraedro es los suficientemente pequeilo para poder evaluar todos los es
fuerzos en el mismo punto x y además usamos la tercera ley de Newton al tomar S(-i) = -S(i). 
Podemos relacionar el área de la cara perpendicular al eje x con el área de la cara inclinada de la 
siguiente manera 

dA1 =i·ñdA=nxdA. 
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De igual forma relacionamos las ouas dos caras para escribir en componentes los diferentes 
esfuerzos. El correspondiente a la cara con vector normal i se escribe como S(i) = (S .... SY., S,.). 
Aquí el primer índice se refiere a la dirección de la componente y el segundo a la dirección del 
vector normal. La contribución total en la dirección x es la suma de las componentes en cada cara 

fi = (S,. - (S..,.n.., + s..,.ny + S..,.nz))dA. 

Podemos investigar un poco más sobre las fuerzas superficiales si las observamos como parte 
de la 2• ley, que escrita de manera muy general es 

masa x aceleración = L Fuerzas de cuerpo + ~Fuerzas de superficie . ( 1 .11) 

Las fuerzas de cuerpo son proporcionales al volumen, al igual que el producto de la masa por la 
aceleración, si hacemos que las dimensiones del tetraedro tiendan a cero manteniendo su forma. el 
miembro izquierdo y el primer miembro derecho de la ecuación (1.11) decrecen como dV mientras 
que el tercero lo hace como dA lo cual implica que la ecuación sólo se satisface en aproximación si 
el segundo término de la derecha es idénticamente cero_ Obtenemos así el esfuerzo un una dirección 
arbitraria a partir del conocimiento de los esfuerzos en tres planos perpendiculares. 

S(ñ) = ¿:s,;n; =s. ft. (1.12) 
J 

Ya que la ecuación ( 1.12) relaciona al vector ñ con el vector S, el término S debe transformarse 
como un tensor ante una transformación de coordenadas. 

--=s.;¡ 
!-s,, 

Figura 1.5 Fuerzas sobre un pequeño cubo del fluido 

Podemos también mostrar que el tensor S es simétrico, observando las fuerzas sobre un pe
queño cubo como se muestra en la figura (1.5). Si nuestro cubo mide L de lado y Les pequeña, 
entonces.las fuerzas en las caras opuestas son aproximadamente de igual magnitud pero de sentidos 
opuestos. La torca neta sobre el centro del cubo es L x L2 (SY" -S..,.) pero el momento de inercia2 es 

2Momento de inercia= f p(r + y2J d V . 
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proporcional a ¿s, lo que provocaría una rotación infinita a menos que la torca sea idénticamente 
cero, por lo que Syx = s.., .. Lo mismo pasa con el resto de las caras. 

En un fluido en equilibrio no hay esfuerzos cortantes. es decir, el tensor de esfuerzos es diagonal 
y lo será para cualquier sistema de ejes que se elijan. Esto implica que los elementos de la diagonal 
son iguales. Podemos escribir al tensor de la siguiente manera tomando en cuenta que la traza es 
invariante 

1 
S;; = 3CS 11 + S 22 + S 33 )ó;; = -p 6,1 , 

en donde p es la presión hidrostática y el signo menos aparece por la convención que hemos 
tomado para los esfuerzos. En general. el tensor de esfuerzos tiene una parte formada por el tensor 
de presión y otra formada por el tensor de esfuerzos viscosos. 

S;; = -p Ó;; + T;;. (1.13) 

Cuando el fluido se encuentra en equilibrio, el tensor de esfuerzos viscosos T¡; desaparece y sólo 
queda la presión. Ahora bien. esto no significa que la presión que tiene un fluido en movimiento 
sea la misma que la de un fluido en reposo. 

Rapidez de cambio de integrales materiales 

A una integral de alguna cantidad física que involucra a las mismas partículas del fluido se le 
denomina integral material. Como las leyes de la dinámica están formuladas para partículas, es 
necesario poder calcular las derivadas temporales de estas integrales. A este resultado se le conoce 
como el teorema de transporte de Reynolds y establece que si G = G(x. l) es una variable del flujo, 
entonces 

D
D ( G(x, t)dV = ( (DDG + GV · u)dV. 

l J V(I) J V(I) l 
(1.14) 

La dificultad reside en que la región de integración depende del tiempo. Ahora bien, suponga 
que para l = 10 las posiciones de las partículas que encierra el volumen V0 de integración están 
dadas por Xo y que su evolución temporal esta dada por la regla x = x(Xo, t). Entonces podemos 
hacer una transformación de coordenadas de las posiciones del tiempo l al tiempo 10 y asf realizar 
la integración en el volumen inicial que está fijo. 

~ ÍvviGdV = f,
0
%1[a(x<X<V l),1)lac~·~.~)l]dv0 • 

El integrando del miembro derecho es función únicamente de l y por eso la derivada es total. 
Lo que necesitamos a continuación es la derivada temporal del jacobiano de la transformación, 
pareciera algo complicado pero sólo tenemos que recordar que el determinante es una función 
multilineal de sus renglones, ahora bien, las derivadas de los elementos del jacobiano son de la 
siguiente forma 
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si denotamos al jacobiano como J tenemos entonces 

D J = 8u J + av J + aw J = (V . u) J 
Dr ax éJy az. 

juntando todos los elementos obtenemos 

fD(GJ) dVo= f(JDG+ DJ) f(DG ) Jvo Dt Jva Dt GDr dVo= Jva Dt+GV-uJdVo, (1.15) 

que es el resultado buscado. Escrito en el siste.ma Euleriano, el teorema de transporte de Reynolds 
toma la siguiente forma: 

D
D J G(x. t)dV = J ªaG dV + J G u. ñdA. 

I V(I) V(l) t S(t) 

El primer término del miembro derecho capta la variación local de la propiedad en el volumen 
mientras que el segundo término capta de las variaciones de G sobre la superficie del volumen y 
muestra la contribución por el movimiento mismo del volumen. De nuevo observamos como las 
variaciones temporales tienen dos partes, las locales y las provocadas por el movimiento. 

El resultado anterior se aplicará para la obtención de las ecuaciones de balance. Tomemos como 
primer caso G = p que es el balance de masa. 

- pdV= (-+pV·u)dV=O. DI J Dp 
Dt V(r) V(r) Dt 

(1.16) 

En este caso, la integral se anula porque el volumen Lagrangianano siempre cuenta con las 
mismas partículas y por lo tanto la variación de su masa es cero. Para un volumen arbitrario, 
encontramos 

Dp 
Dt +pV·u=O, 

que es la ecuación de continuidad escrita en un sistema Euleriano. Otro caso interesante es cuando 
G = p F en donde F puede ser cualquier propiedad . 

.!!...f pFdV=J (DpF +pFV-u)dV 
Dt V(t) V(r) Dt 

=f pDF +F(Dp +oV·u)dV 
V<•> Dt Dt · 

(1.17) 

=f PDF dV, 
V(t) Dt 

en virtud de que el factor entre paréntesis no es más que la ecuación de continuidad. 
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Ecuación de momento 

La segunda ley de Newton en mecánica de fluidos recibe normalmente el nombre de ecuación 
de balance de momento. Su significado es el mismo, es decir el crunbio de momento es igual a la 
suma de fuerzas o bien · 

_!!_f pudV=f pf(x,t)dV +f S·ftdA. 
D l V(t) V(I) S(t) 

Por medio del teorema de la divergencia y la ecuación ( 1.17) podemos escribir lo anterior como 

f (pD 0 -pf(x,t)-V·S)d~=O. 
V(t) Dt 

De nuevo, de la misma manera que para la ecuación de continuidad, como la ecuación es válida 
para todo volumen y tiempo, el integrando debe de anularse. Obtenemos entonces 

Du pDr =pf(x,tH· V·S. (l.18) 

La ecuación (1.18) es la ecuación general. Es necesario determinar la ecuación constitutiva del 
tensor de esfuerzos viscosos T¡¡ para cada fluido en particular y que fuerzas externas actúan sobre 
él. 

Viscosidad, esfuerzos y el número de Reynolds 

A la ecuación que relaciona al tensor de esfuerzos viscosos T¡¡ con las propiedades físicas del 
Huido en cuestión se le llama constitutiva y es necesaria para completar nuestra ecuación de balance 
momento. 

En los fluidos como el aire y el agua, los esfuerzos están cuantificados usando una ley empfrica 
conocida como la ley de Newton de la viscosidad. La mejor manera de entenderla es con ftujo 
unidimensional u(y) como el que se muestra en la figura (1.6) llamado flujo de Couette. La imagen 
corresponde a un fluido entre dos placas horizontales, la placa inferior se mantiene fija y a la placa 
superior se mueve a una velocidad constante v0 • 

V 

1,:::1~ 
~ !__/_· 

X 

Figura 1.6 Auido entre 2 placas y la distorsión de un 
elemento rectangular en el flujo. 
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La placa superior se desliza y provoca que, por la viscosidad, las capas en el Huido también 
lo hagan. El Huido que está en contacto con las placas se mueve a la misma velocidad, debido la 
condición de frontera de no deslizamiento o adherencia de un Huido viscoso. Esta condición de 
frontera es un resultado experimental que se ha comprobado para los Huidos. 

Una medida de la tasa de deslizamiento entre las capas es la tasa de distorsión angular dyldt de 
un elemento inicialmente rectangular. La ley de la viscosidad de Newton establece que un esfuerzo 
cortante T "11 es necesario para mantener el deslizamiento relativo entre capas del Huido y que este 
esfuerzo es proporcional a la tasa de distorsión angular, o en otras palabras 

T = µ dy 
"" dt • 

De la figura (l .6)es posible observar que dyldt = ou/éJy de manera que la expresión anterior 
puede ser reescrita de la siguiente manera 

éJu 
T"ll=µOy. (l.19) 

A la constante µ se le conoce como viscosidad dinámica, primera viscosidad, viscosidad cor
tante o simplemente viscosidad. Los fluidos para los cuales µ es una constante se les denomina 
Newtonianos, pero son un caso especial ya que en generalµ es una función de los gradientes de la 
velocidad y la temperatura. 

~---- Auidodilal~ 

\ 
~ --- Flgldo MWD!iana 

-- Al.lido ti.llocrdpko 

.... 
Figura 1.7 Relación entre esfuerzo y deformación para 
diferentes Huidos 

La figura (1.7) muestra la relación del esfuerzo cortante con la rapidez de la deformación para 
diferentes tipos de fluidos, el comportamiento puede ser bastante complicado y hasta depender de 
la historia inmediata del movimiento como en el caso de los Huidos tixotrópicos. 

La relación ( 1.19) muestra que si la viscosidad es grande, entonces se necesitan mayores fuer
zas para producir los mismos gradientes de velocidad. 

La viscosidad tiene su origen en las fuerzas y movimientos de las partículas que conforman 
el fluido. La cohesión en líquidos y el transporte de momento en gases son las principales causas 
de ella. Con estas ideas podemos entender la relación de la viscosidad con la temperatura. Para 
los líquidos, la viscosidad disminuye con la temperatura porque disminuye la cohesión. Con los 
gases sucede lo opuesto, la viscosidad aumenta con la temperatura ya que las partículas se están 
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moviendo más. La." unidades de la viscosidad son N·s/m2 en el sistema internacional o el ccntipoise 
que corre.'>pondc a cP = g/lOOcm -s; El valor de la viscosidad par.1 el agua es de l.002c/> a 20oC. 
y varía desde 1,79 e/> a OoC hasta 0.27 cP a lOQoC. La viscosidad del aire a 2QoG y al nivel 
del mar es 1,828 x 10-5 cP. A la viscosidad dividida entre la densidad del fluido se le denomina 
viscosidad cinemática. v = µ/p. tiene unidade." de difusividad y en unidades CGS se le denomina 
Stokt! = 1 cm2/s. 

En un flujo bidimensional resulta que y y por Jo tanto dyldt tiene 2 componentes que provienen 
de las deformaciones horizontales y verticales, como se muestra en la figura ( 1.8) . Así que en 2 
dimensione.'>, la ley de la viscosidad de Newton toma la forma 

Figura 1.8 Deformación de un elemento rectangular en 
un flujo arbitrario. 

(1.20) 

Para el cnso de un flujo laminar unidireccional podemos ver que la fuerza viscosa en dirección 
x es fz = ar rr/lJY = µéJ2 u/éJy2 • Con esto podemos hacer una estimación de los tamaños de las 
fuerzas inerciale.'> y viscosas en un fluido. Las fuerzas viscosas tienen la forma de gradientes de 
los esfuerzos cortantes y como tales tienen un tamaño aproximado de f, == p v lulft¡. en donde 
1 _._ es una longitud característica perpendicular a las líneas de corriente. Por otro lado, las fuerzas 
inerciales por unidad de volumen son del orden de f .. "' p x (aceler-Jción) == p u 2 /ten donde I es 
una longitud característica del problema. El cociente de la.'> dos es del orden de 

Re= f,. = !.!_. 
f, V 

(1.21) 

Éste es· el número de Reynolds. Cuando Re es pequeño, las fuerzas viscosas se sobreponen a 
las inerciales y cuando Re es grande la.'> fuerzas viscosas son relativamente pequeñas. 

Ahora bien. no importa que tan pequeña sea v. siempre habrá regiones cerca alguna superficie 
en donde los esfuerzos cortantes sean del orden de la.'> fuerzas inerciales. En estas regiones se 
produce el arrastre, como en el caso de un ala de avión. El número de Reynolds basado en el 
tamaño del ala será muy grande. Es por esto que lejos del ala el fluido se pude considerar como 
invísido. Cerca del ala sucede otra cosa, y esto es una consecuencia de un hecho físico. Los fluidos 
son viscosos y por lo tanto no hay movimiento relativo entre una superficie sólida y el fluido. Esto 
se traduce en la condición de frontera de no deslizamiento. En el caso de un ala de avión. significa 
que debe haber una región de transición donde la velocidad del fluido decrece rápidamente hasta 
cero. A esta región se le denomina capa límite. Estas capa.'> son usualmente muy delgadas, pero 
podemos estimar su grosor de la siguiente manera. Dentro de la capa, debe de haber una fuerza 
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que disminuye la velocidad de su valor en la corriente libre hasta cero, de modo que las fuerzas 
inerciales y viscosas deben de ser de la misma magnitud, para la fuerza viscosa tomemos como 
longitud representativa a l .i. = ó • en donde ó es el grosor de la capa límite. Para la fuerza inercial 
tomemos la longitud del ala l. Si igualamos ambas fuerzas obtenemos 

ó/l "' (u vvrV2 <K l . 

Como se ve, no importa que tan pequeña sea v , siempre habrá una delgada capa donde los esfuerzos 
cortantes son importantes. Esta es la razón por la cual hay arrastre aún cuando v es muy pequeña. 

La ecuación de Navier-Stokes. 

Hemos encontrado que los esfuerzos cortantes para un fluido Newtoniano se relacionan con los 
gradientes de velocidad de la siguiente manera: 

(au. au;> d 
T--=µ-' +-- =2µ-e--. 

•J ax; ax, . dt ., (1.22) 

A la cantidad e 1; se le conoce como tensor de deformación. Con él regresamos a la definición de 
un fluido: un ftuido sufre una deformación continua mientras se le aplique un esfuerzo, es decir 
(l.22). 

Una relación lineal general del tensor de esfuerzos viscosos con el tensor rapidez de corte se 
puede escribir como: 

T;j = A;¡ui!11 • 

En general no tenemos una manera para determinar los coeficientes que relacionan ambos 
tensores, sin embargo las ideas de simetría nos ayudan en este caso. En principio tenemos que 
determinar los 81 coeficientes de la relación lineal; pero ya probamos que el tensor de esfuerzos 
debe de ser simétrico y el tensor de deformación también lo es, de manera que el número de 
coeficientes se reduce a 36 elementos. Aún más, si el fluido es isotrópico, la relación debe de ser 
la misma sin importar la dirección de los ejes, de tal manera que uno debe de ser un múltiplo del 
otro 6 un múltiplo del tensor identidad multiplicado por la traza que también es un invariante [5]; 
así que la relación más general esta dada por 

(au, au;> ,, au. 
T¡; =µ-a +-ª +µ 0¡¡-8, • 

'Xi 'X¡ ~ .. 

Al último término se le conoce como la tasa de expansión o compresión del fluido y es la 
divergencia de la velocidad del mismo. 

Excepto en caso de compresiones extremas, el tensor de esfuerzos viscosos no contribuye al 
promedio de esfuerzos normales. de manera que la traza del tensor 

T-- = (2µ + 3µ")au, =o. 
" ax; 

para todos los valores de V · u, lo que implica la llamada relación de Stokes 
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2µ + 3µ" =o. 
Tomando a µ como la constante escalar independiente, obtenemos para el tensor de esfuerzos 
viscosos la siguiente relación: 

- (au, au;} 2 au. 
T¡J -µa +-a - -3 611-a . 

'Xj 'X¡ ~k 
(l.23) 

La expresión (1.23) fué obtenida por Saint-Venant (1843) y Stokes (1845) de la manera ante
rior. También la obtuvieron Navier (1822) y Poisson (1829) con argumentos específicos sobre los 
mecanismos moleculares de la fricción interna del fluido. 

Sustituyendo (1.13) y (1.23) en (1.18) obtenemos la ecuaci611 de movimie1110 de Navier-Stokes: 

Du¡ ap a ( (au1 au1} 2 au•) 
P15t = pf¡ - ax

1 
+ ax

1 
µ ax

1 
+ ax, - 3 º'1 ax• . (l.24) 

Para muchos fluidos, la viscosidadµ depende de manera significativa de la temperatura, cuando 
existen diferencias apreciables de la temperatura en el flujo, es necesario considerar aµ como una 
función de la posición. Sin embargo, sucede a menudo que las diferencias en temperatura son lo 
suficientemente pequeñas para considerar aµ como una constante, en cuyo caso la ecuación ( 1.24) 
se convierte 

Du 1 ) p-D =pf-Vp+µ(V2u+ -V(V·u) . 
t 3 

(1.25) 

Para el caso especial de un fluido incompresible, en donde la ecuación de balance de masa se 
reduce a V · u = O, la ecuación ( 1.25) se simplifica aún más, quedando 

Du 
p Dt = pf - V p + µV2u . (1.26) 

Si la fuerza de cuerpo es conservativa y la densidad del fluido es uniforme, podemos escribir a la 
presión de la siguiente manera 

P=Po+Pt/J+P. 

En donde Po es una constante, tfJ es el potencial de la fuerza de cuerpo que satisface f = -Vt/J y P 
es la llamada presión modificada que aparece por efecto del movimiento del fluido. Introduciendo 
la presión de esta manera en (1.26) encontramos 

Du 
pDt =-VP+µV2u. (1.27) 

La presión modificada es útil cuando las condiciones de frontera involucran solamente a la 
velocidad, como es el caso del problema de la cavidad. En adelante denotaremos a la presión 
modificada como p. 

La ecuación ( 1.27) puede ser escrita en variables adimensionales por medio del siguiente cam
bio de variables: 



x' =f. 
U ,=!! - u• 

y'"'~. 
p' "';;:¡.. 

z == f, t' = ~t. 
V'sLV 
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(1.28) 

en donde U y L representan una velocidad y longitud característica del problema. Al sustituir (1.28) 
en (1.27) encontramos 

p~~b;·~ +pUu' · ~V'(Uu') = -~V'(pU2p') +µ~2 V'2(Uu'). 

Reagrupando las constantes y dividiendo por e!/l- se obtiene 

au' +u'· V'u' = -V'p' + _l!:__V'2 u' = -V'p' + ~V'2u'. 
Bt' pLU Re 

(1.29) 

Las ecuaciones contienen solamente de manera explícita al número de Reynolds. Este cambio 
a variables adimensionales muestra que. una vez obtenida la solución en variables adimensionales 
para un flujo en particular. una familia de soluciones puede ser formada escogiendo los valores de 
p, U. L y mu de manera que el valor del número de Reynolds no cambie. Todos los flujos que satis
fagan las mismas condiciones iniciales y de frontera. expresadas también de manera adimensional, 
jtinto con el mismo número de Reynolds son descritos por la misma solución adimensional. 

Cuando el número de Reynolds es pequeño. el término inercial de la ecuación de Navier-Stokes 
puede ser despreciado. Esto se observa si se hace el mismo cambio de variables ( 1.28) excepto para 
la presión que se escoje como 

' L 
p = UµP· (1.30) 

Al sustituir en (1.27) obtenemos 

au' Re(-- +u' · V'u') = -V'p' + V'2 u' 
a~ , (1.31) 

que en el límite Re -+ O se reduce a la siguiente expresión 

V' p' = V'2u' . (1.32) 

A la expresión ( 1.32) se le conoce como ecuación de Stokes. 

La Vorticidad 

Hasta ahora sólo hemos hablado del campo de velocidades u. Sin embargo a veces resulta más 
útil hablar de la vorticidad del fluido definida por 

w=Vxu. (1.33) 

Existen varias razones por las cuales se toma esta opción. Entre ellas se encuentra que las ecua·· 
ciones que gobiernan la evolución de w son más sencillas que las que gobiernan a u. Por ejemplo, 
los gradientes de presión son una fuente de momento lineal. pero la distribución instantánea de 
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presión es por si misma una función de las velocidades. Al tomar la verticidad, uno se puede ol
vidar de la presión por completo. Otra razón para estudiar la vorticidad es que muchos flujos se 
caracterizan por regiones de intensa rotación de sus partículas. 

El significado físico de w se puede entender en el contexto de un flujo bidimensional. En este 
flujo w = (0, O. w) 

Considere dos elementos lineales AB y AC que son perpendiculares cierto instante como en la 
figura (1.9). La diferencia entre la velocidad v de los puntos By A es 

av 
v(x + Ll.x) :-- v(x) "' fJx Llx , 

así, avtax representa la velocidad angular instantánea de la línea AB. De igual manera, autay 
representa la velocidad angular ( en dirección contraria ) de la línea AC. El promedio de éstas dos 
cantidades nos dará una medida de la velocidad angular en el punto A. 

Velocidad angular local = M ~: - ~;) = ~w . 
Así que la verticidad es una medida de la velocidad angular local del fluido. 

Figura 1.9 Interpretación de la verticidad en 2 dimensio
nes. 

Podemos utilizar la definición de la vorticidad para reescribir la ecuación de Navier-Stokes de 
la siguiente manera 

Ou 
fJt =u x w-V(plp + u 2/2) + vV2 u. (1.34) 

Nótese de paso que si el flujo es invísido, irrotacional y estacionario se tiene que pi p + u 2 /2 = 
cte. sobre una línea de corriente. Este que es el llamado teorema de Bemoulli. 

Si se calcula el rotacional de (l.34), tomando en cuenta que los gradientes de una función no 
sobreviven tal operación, se obtiene 

D w = (w · V)u + vV2 w . 
Dt 

(1.35) 

La ecuación que satisface la vorticidad es del tipo convección difusión. Cuando el flujo es bidi
mensional, la ecuación (1.35) se simplifica aún más pues el primer término del miembro derecho 
desaparece. 
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1.4. Algunos resultados interesantes 

Ahora. obtendremos resultados previos necesarios para el análisis numérico del problema del 
flujo dentro de una cavidad con una pared en movimiento. Esto es conveniente cuando se resuelve 
un problema de manera numérica y se desea tener idea de las características que debe de mostrar la 
solución. Los resultados siguientes hacen justamente eso. El primero muestra cómo la verticidad 
se genera sólo de la placa superior que se encuentra en movimiento. y muestra como debe ser el 
perfil de la misma lejos de las esquinas en el caso que la viscosidad sea grande. 

El segundo resultado es una estimación del ángulo mínimo que debe tener una esquina que 
forrne parte de Ja frontera para que se formen vórtices en ella. Como veremos. un ángulo máximo 
de 146° es suficiente para su generación. 

El tercer resultado se conoce como el teorema de Prandtl-Batchelor y nos dice como se com
porta la verticidad para números de Reynolds grandes en las regiones del fluido lejos de la frontera. 
Esto nos dará una visión de la solución en la región central de la cavidad para ciertos números de 
Reynolds. 

Difusión de la vorticidad 

El siguiente ejemplo es uno de los pocos problemas de fluidos que puede ser resuelto de ma
nera analítica que además esta muy relacionado con nuestro problema original. El problema es el 
siguiente. Suponga que una placa infinita está inmersa dentro de un fluido en reposo. Al tiempo 
t = O la placa adquiere una velocidad constante "o· Es de interés calcular el flujo que provoca. 

Debido a las condiciones de frontera. el fluido se pega a la placa. creando un gradiente de 
velocidad en la dirección y. el cual genera vorticidad. La placa se toma en una fuente de vorticidad 
que se difunde hacia el resto del fluido. Como la placa es infinita. esperamos que la solución no 
dependa de .x. La ecuación de continuidad se hace entonces dv/dy = O y como v = O sobre la 
placa, v = O en todas partes. La ecuación de verticidad se transforma entonces en 

aw a2w 
-=v--ar ay2 

au 
w.= - ay -

Este mismo tipo de ecuación describe como se difunde el calor. Podemos resolverla buscando 
una solución de la forma 

A 
w =-¡ f(y/l). l = (2vr)V2. 

El parámetro les la llamada longitud de difusión y nos dice cuanto se ha difundido la vorticidad 
en un tiempo t. 

Al sustituir la propuesta para w en la ecuación parcial obtenemos una ecuación ordinaria 

/'(TJ) + T/ f(TJ) =o. TJ = y/l -

La solución de esta ecuación es 
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Para determinar la constante A, es necesario integrar y utilizar la condición de frontera para u. 
Esta condición es que la velocidad del fluido es la misma que la velocidad de la placa, es decir, 
u = "o en y = O. También esperamos que suficientemente lejos de la placa, el fluido aún no se 
entere de lo que sucede, así que vamos a pedir que u --> O cuando y --> oo. Escribimos la solución 
para la velocidad de la siguiente manera 

(y A ->~/21' 
u(t,y) = - J~ -¡e dy +B. 

La segunda condición implica que B = O. Sólo resta evaluar u(O, t) 

u(O, t) = V2A .L~ e-~' d4 = "o . 

Obtenemos así la solución para w 

w=~7e-ef'f2 • (l.36) 

Lo importante de la solución es que muestra que la verticidad se crea en la superficie de la 
placa por los esfuerzos cortantes y luego está vorticidad se difunde hacia el resto del fluido de la 
misma manera que el calor. No hay generación de verticidad dentro del fluido y en este caso sólo 
es redistribuida por el mecanismo de difusión. 

Podemos entender los mecanismos de transferencia de verticidad dentro del fluido escribiendo 
la ecuación (1.35) de manera integral. Para esto, primero sumamos w V· u en ambos lados de la 
ecuación y luego integramos en un volumen V. Obtenemos así 

J 
(Dw+wV·u)dv=J (wV·u)+(w·V)u+vV2wdV. 

V Dt V 

El lado izquierdo lo podemos interpretar como el cambio total de la verticidad dentro del vo
lumen V en el tiempo. Para interpretar el lado derecho conviene reescribirlo como una integral de 
superficie. Primero lo escribimos como una divergencia 

(wV ·u)+ (w • V)u + vV2w = V· (w u+ vVw). 

La ecuación queda como 

:;,fvwdV= J
5
wu · ñdA+vJ

5
Vw·ñdA. (1.37) 

La variación temporal de verticidad en un volumen esta dada por la proyección del tensor flujo 
de verticidad en la dirección normal a la superficie y por la proyección del tensor gradiente de 
verticidad en la misma dirección. 
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Flujo bidimensional en una esquina 

Supongamos que un plano rígido se desliza sobre el extremo de otro y que la inclinación entre 
estos dos planos 80 es constante como se muestra en la figura (1.10). El fluido se empieza a mover 
y nos preguntamos como se desarroyará el flujo cerca de la intersección. 

Cerca de la esquina, los gradientes de velocidad se hacen infinitos ya que las paredes tienen 
velocidades muy diferentes debido a las condiciones de frontera. Más adelante se muestra que el 
flujo cerca de la esquina se puede describir por medio de la ecuación de Stokes. 

Figura 1.10 Flujo en una esquina debido al deslizamien
to del plano inferior. 

Vamos a buscar una solución estacionaria para este problema. Si introducimos la función de 
corriente en la definición de la vorticidad, encontramos que satisface 

w = -v2 ,¡,. (1.38) 

La ecuación para la verticidad, sin los términos convectivos queda entonces como 

2( 2 ) l éJl/l ª1/1 
V V "' = º· u, = r ªº . U9 = - ar . (1.39) 

A esta ecuación agregamos las condiciones de frontera, que en coordenadas polares quedan 
como: 

a,¡, =0, .!_a,¡, = -U en 8 = O 
ar r ªº ª"' 1 ª"' ar =0. r ao = o en (J = ºº . 

(1.40) 

Las condiciones de frontera permiten que 1/1 sea proporcional a r en todas partes, así que bus-
caremos una solución de Ja forma • 

r/F = r f((J) • 

que sustituimos en Ja ecuación para Ja función de corriente 

V 2
( .;:(/ + f">) = ~(f + 2f" + .r•>) =o. r >o. 



Ahora tenemos una ecuación ordinaria para f. Su solución es 

f(O) = A sin((J) + B cos ((J) + C 8 sin (8) + D 8 sin ((J) • 

Las condiciones de frontera que satisface f son 

f(O) =O, f(80 ) =O, f'(O) = -U, f'(80 ) =O. 
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(1.41) 

A partir de ellas obtenemos un sistema de ecuaciones que nos determinan las constantes A,B,C 
y D. La solución queda al final 

i/J(r,9) = 2 U r (9 sin(8 - 80 ) sin(80 ) + sin(8)80 (-(J + 90 )) 

-1 + cos(2 80 ) + 2 ~ 
(1.42) 

Si evaluamos las fuerzas viscosas usando esta solución encontramos que son proporcionales 
aµ U /r2. si pedimos que sean mucho mayores que las fuerzas inerciales. equivale a pedir que 
p r U I µ << l. De aquí podemos obtener la vecindad en donde es buena nuestra aproximación. 

O< r <Kv/U. 

La solución para el caso de 90 = 7r/2 se muestra en la figura ( 1.11) 

Figura 1.11 Flujo cerca de una esquina con una frontera 
en movimiento. 

(1.43) 

Otro caso que podemos analizar es aquel cuando el flujo se genera lejos de la esquina. En este 
caso las condiciones de frontera (1.41) se hacen homogéneas y la solución i/J = r f((J) deja de 
funcionar. Intentamos entonces una solución de la forma lf/ = ,A f(8); vamos a colocar las rectas 
que forman la esquina en los ángulos ±a por conveniencia (ahora 2a = 80 }. 

La ecuación diferencial que satisface f((J) es 

(A. - 2)2 ~2 f + 2 (2 - 2 A.+ ,"1.2) f" + j<4l =o. (1.44} 

La solución general es 

f(8) = A sin(A. 8) + B cos (A. 8) + C sin ( (A. - 2} (J) + D cos ( (A. - 2) 8) . 
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Vamos a pedir que u, cambie de signo cuando B lo haga, esto es porque esperamos que el fluido 
entre por una región y salga por otra. Así que hacemos B=D=O 

Ahora tenemos que ajustar las constantes A y C. Las condiciones de frontera nos llevan a un 
sistema lineal homogéneo, la única forma de resolverlo es si el determinante se anula. Esto nos 
lleva a la siguiente condición 

sin (2 a(-'. - l)) _ - sin(2 a) 

2a(,\ - l) - 2a 
(l.45) 

Dado a tenemos que encontrar los valores de,\ que satisfagan la ecuación traScendental (1.45) . 

Figura 1.12: Gráfica de sin(x)/x • 

Una manera de hacerlo es utilizando la gráfica (1.12). Llamemos/3 al lado derecho de la ecua
ción (1.45). f3 es constante ya que a es un parámetro del problema. Si llamamos x = 2 a(-'. - l ), 
buscamos dónde sin(x)/x = -/3. Cuando f3 es negativo siempre podemos encontrar una solución, 
pero cuando f3 es positivo, hay un límite y se alcanza cuando -/3 es menor que el primer mínimo de 
sin(x)lx que se muestra en la figura, es decir, hay un valor crítico de a en donde la ecuación (l.45) 
deja de tener soluciones reales. Este valor crítico es: 

2ac "" 2,55 "" 146,3 o . (l.46) 

Para valores mayores a ac vamos a tener soluciones como las de la figura (l.11). pero para 
ángulos menores ,\ tiene valores complejos y las soluciones son diferentes. En la línea B = O, u0 

varía básicamente como ?-1, si ,\ = p + i q entonces tenemos que 

Uo =e ,A-1 =e ,-P-leiq log(r). 

Como la ecuación en este caso es lineal , tanto la parte real como la imaginaria satisfacen la 
ecuación, de tal manera que u8 tendrá la forma 

u0 =A rP- 1 cos(q log(r) + e) . (l.47) 

Siendo A y e reales. Ahora vemos cómo u0 cambia de signo conforme r -> O. Ésto es señal de 
formación de vórtices. Hay algo más, como log(r) -> -oo cuando r -> O, la cantidad de vórtices 
es infinita y de magnitud cada vez menor. La figura (1.13) muestra uno de los vórtices para el caso 
a = zr/4. Nótese como en el vértice hay un vórtice más pequeño. 
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l"igura 1.13 Un v<\rticc oblcniclo ele la 'ºlución para cl 
caso u = ;r/4. El área sombrt:uda mue~tra la posicil)n de 
las parcdc!<t. 

Teorema de Prandtl-Batchelor 
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El teorema de Prnndtl-Batchelor es un resultado muy interesante para Oujos bidimensionales. 
Establece que un Oujo laminar con números de Reynolds grandes y líneas de corriente cerradas 
debe de tener una vorticidnd unifonne. 

Empecemos con la ecuación estacionaria para la vorticidac.l. En 2 dimensiones tenemos que la 
únicn con1ponen1c de la vorticidad satisface 

(u· V) w = v V'tu . 

Ahorn, suponemos que •' ...., O y obtenemos 

(u·V)<u=O. 

Al observar la ecuación ( 1.10) nos damos cuenta que w es constante sobre las líneas de corrien
te. Así que w = tulcfJ). pero no tenemos m¡is infonnacil~n de esta ecuación. Lo que de.«camos saber 
es como de1enninar el valor de '" en cada línea e.le corriente. Cuando las linea" son abiertas, tene
mos el valor de '" corriente arriba y sólo es necesario seguirlo corriente abajo. pero cuando son 
cerr.idas. e.<;lc método no funciona. 

Es necesario introducir la viscosidad de nuevo. La ecuación (1.37) en el caso que estamos 
tratando nos da una condición que debe satisfacer w para cualquier valor de v por más pequeño 
que sea. La condición es 

•·f V 2wdV=v.Í: Vw·íitlA=O. 
\' j-' s 

Si Rr.> es grande, entonces w = w(c{J) + € en donde E es una corrección por la viscosidad. Si 
despreciamos e~la corrección, podemos calcular el gradiente de la vorticidad. 
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Vw = w'(l/J)Vl/J. 

en donde w'("') es proporcional al gradiente de verticidad perpendicular a las líneas de corriente. 
Ahora insertamos el gradiente en la condición integral para obtener 

vw'("') p sVl/J· ddA = vw'(l/J) f v V2.,,dV =O. 

El laplaciano de la función de corriente no es más que la verticidad. de tal manera que 

vw'(l/J) f v V 2 ,,,dV = -vw'(.¡,) f v ¡,,dV. 

Como estamos dentro de una región bidimensional, podemos aplicar el teorema de Stokes 

vw'("') J swdS = vw'(l/J)p e u· di= O. 

En donde C es una línea de corriente. Como la circulación y la viscosidad son diferentes de 
cero, obtenemos el resultado que estamos buscando 

w'("') =O. (l.48) 

En otras palabras. no hay gradiente de verticidad a través de las líneas de corriente, de tal 
manera que la verticidad tiene que ser constante a través del ftujo. Esto excluye las capas límite ya 
que asumimos que la fuerza viscosa era pequeña. 

Este resultado es muy interesante y tendremos la oportunidad de observarlo de manera muy 
clara en las soluciones al problema de la cavidad. 

Figura 1.14 Zona de verticidad constante en el ftujo. 



Capítulo 2 

Solución de las ecuaciones de Poisson y 
Convección Difusión 

2.1. Introducción 

La solución al problema de la cavidad depende en su mayor parte de poder resolver la ecuación 
de Poisson y la ecuación de Convección - difusión. Tomando a la ecuación de Poisson como pro
blema modelo vamos a introducir los métodos iterativos para su solución. Estos métodos también 
pueden ser utilizados para la solución de la ecuación de convección-difusión. 

La solución numérica de estas dos ecuaciones se lleva a cabo en 2 grandes pasos, el primero 
consiste en representar de manera discreta la ecuación a resolver, lo que arroja un sistema de 
ecuaciones lineales, el segundo paso es resolver este sistema de ecuaciones. 

Para el primer paso existen diferentes métodos. entre los que se encuentran: Elemento finito, 
Volumen Finito y el más simple de todos que es el de Diferencias Finitas. Cuando la región es 
simple (como un cuadrado), el método de diferencias finitas es el ideal; para regiones más compli
cadas, posiblemente funcione mejor alguno de los otros métodos y puede ser que la obtención de 
una malla adecuada para la discretización en dicha región también sea un problema considerable. 

Los métodos de solución para sistemas de ecuaciones lineales se pueden separar en dos grupos: 
los métodos directos en donde la eliminación gausiana es el prototipo y los métodos iterativos, 
que toman una aproximación a la solución y la mejoran. Las relajaciones de Jac:obi, Multigrid y 
Generalized Minimal Residual pertenecen a la segunda clase. 

La técnica que desarrollaremos es Multigrid. Esta técnica funciona bastante bien para ecuacio
nes elípticas y está basada en las técnicas iterativas de relajación como lo son Jacobi y Gauss-Seidel 
agregando la idea de resolver la ecuación a diferentes escalas y combinarlas para obtener mejores 
aproximaciones a la solución. 

2.2. Discretización de las ecuaciones 

El método que se va a utilizar para discretizar las ecuaciones es el de diferencias finitas. Co
mo la región en la que se desea resolver las ecuaciones es un cuadrado, la malla natural para el 
problema es una cuadricula en donde cada lado esta dividido el mismo número de partes. 
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La figura (2.1) muestr.i la región donde cada lado h11 sido dividido en N partes, dando como re
sultado (N - 1 )2 pumos interiores; las coordenadas de cada punto están dadas por (x,. Y;l = (h i. h j) 
con h = l/N. 

·oo· .. 
' .. 

Figura 2.1: La región del problema y su malla. 

Normalmente vamos a tomar a N = 2" y a n le llamaremos el nivel de refinamiento. En la 
malla tenemos 2 clases de puntos, los interiores y los que están sobre la frontera. Los puntos 
interiores estarán numerados por renglón. de tal manera que en lugar de referir a un punto por sus 
coordenada.q (i. j), se puede utilizar un solo índice k. La discretización a las ecuaciones en cada 
punto utiliza una nomenclatura difcrcmc para hacerla más legibles. Cada punto interior tiene ocho 
vecinos, denominados como";· con j =O ... 8 que siguen el orden de la figura (2.2). 

Figura 2.2: Molécula de cálculo o cstencil. 

Para obtener la discrcti7.ación de las ecuaciones se usa la serie de Taylor. Con ella podemos 
relacionar los valores de la función 11(x,. y;) en los diferentes puntos de la malla con sus derivada.q, 

Las series de Taylor de 11(x ± h) alrededor de x con y constante son 

u(x + h) = 11(x) + 
(2.1) 

ll(X - /i) = ll(X) 
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si eliminamos los términos proporcionales a h 2 en adelante obtenemos una aproximación hacia 
adelante (o hacia atrás) de primer orden para la primera derivada. Restando la segunda ecuación 
de la primera obtenemos la siguiente relación 

'( ) _ u(x + h) - u(x - h) h
2 

!ll( ) o(hs) 
U X - 2h - 6" X + · (2.2) 

Igualmente si sumamos las ecuaciones obtenemos 

"( ) u(x + h) - 2u(x) + u(x - h) h2 
14i o(hs) 

U X = h2 - 12". (X)+ • (2.3) 

Si eliminamos los términos proporcionales a h 3en adelante de las ecuaciones (2.2) y (2.3) ob
tenemos aproximaciones para la primera y segunda derivada respectivamente de orden 2. 

Armados con estas fórmulas podemos empezar la discretización de las ecuaciones. Como la 
ecuación de Poisson es un caso particular de la ecuación de convección - difusión, sólo tenemos 
que trabajar con esta última. La ecuación de convección - difusión es: 

"= + u .. , + p(x. y) ux + q(;., y) uy = f(x, y) (2.4) 

Podríamos discretizar la ecuación (2.4) sustituyendo las aproximaciones anteriores por las deri
vadas pero antes de hacer esto, conviene que resolvamos un ejemplo en una dimensión que muestra 
algunas de las dificultades que esta ecuación presenta. 

Convección y dif'usión en una dimensión 

El problema ejemplo esta descrito en el sistema (2.5) 

P u.x - u%% = O • 

u(O) =O, 

u(l)=l. 
(2.5) 

Esta es la ecuación de Convección - difusión en una dimer.sión. Como veremos, la solución 
numérica y la exacta pueden ser muy diferentes si no se toman las precauciones adecuadas. La 
solución exacta al problema es: 

-1 + ¿x 
u(x) = _1 + e1' 

y se muestra en la figura (2.3). Nótese como la solución es monótona creciente y vale prácticamente 
cero excepto cerca de 1, en donde varía rápidamente. 

Para resolver numéricamente el problema es necesario primero discretizarlo. Si sustituimos las 
derivadas por las diferencias centrales en la ecuación diferencial obtenemos 

(2.6) 

Lo interesante de este problema es que al igual que para las ecuaciones diferenciales lineales de 
coeficientes constantes, las ecuaciones en diferencias también pueden ser resueltas exactamente; 
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Figura 2.3 Solución exacta para el problema (2.5) para 
el valor de P = 20 . 

para las ecuaciones diferenciales se propone una solución u(x) 
diferencias también, solo que es u 1 = A e• 1. 

A ..,>x, para las ecuaciones en 

Sustituyendo en la ecuación (2.6) obtenemos 

R z-(e• - e-•) - (e-• - 2 +e•) = O. 

en donde h P = R. Reacomodando términos obtenemos 

(e• - l)(e• (R/2 - 1) + (R/2 + 1)) =O. 

de tal manera que las soluciones para k son 

1 +R/2 
k =O y k = log ( 1 -R/2 ). 

dando como solución general 

(2.7) 

A y B se escogen para satisfacer las condiciones de frontera. La figura (2.4) muestra algunas 
soluciones para P = 20 y diferentes tamaños de malla. 

Podemos ver a partir de la ecuación (2.7) que la solución va a oscilar cuando R > 2. Al paráme
tro R se le conoce como el número de Peclet o el número de Reynolds de la celda. La desigualdad 
impone restricciones para el tamaño de la malla en la que se desea trabajar o la aproximación 
discreta se hace inestable. Dependiendo del tamaño del coeficiente P, la malla debe ser suficiente
mente pequeña para cumplir con la restricción o el resultado que se obtenga tendrá caracteásticas 
que no son parte de la solución. 

Este mismo problema se presenta también en la ecuación (2.4) donde el numero de Peclet se 
convierte en 

h 
R = máx( suplp(x. y)I. sup lq(x, y)I) z• (x. y) en. (2.8) 
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Figura 2.4 Cuando R > 2 aparecen oscilaciones que no 
son parte de la solución. Se muestran Jos casos para R 
igual a: 1) 5, 2) 2.5, 3) l. 
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Así, para números de Reynolds muy grandes podemos esperar complicaciones para resolver el 
sistema si es que vamos a utilizar un tamaño de malla razonable. 

Existen al menos 2 maneras de evitar que aparezcan estas oscilaciones en la solución. La más 
antigua es la de reemplazar las diferencias centrales para las primeras derivadas por diferencias 
hacia adelante (o hacia atrás), con la desventaja de reducir a primer orden la discretización; a éste 
método se le conoce como upwind. 

Existen discretizaciones upwind de ordenes superiores pero dejan de ser compactas, es decir, 
utilizan puntos a más de 2h de distancia, lo que computacionalmente se vuelve complicado porque 
se necesitan fórmulas especiales para los puntos cerca de las fronteras. 

Otra manera es utilizar una discretización de cuarto orden que es incondicionalmente estable 
aún para números de Peclet grandes; el método para obtenerla es el que describen Spotz y Ca
rey [6]. La ventaja de esta discretización es que es compacta y aparte de su estabilidad y alto orden 
de aproximación, es fácil de implementar computacionalmente. 

El método consiste en utilizar la ecuación diferencial para obtener una aproximación al térmi
no del error que se truncó de la serie de Taylor. Siguiendo con nuestro ejemplo, el error para la 
ecuación (2.6) está dado por 

h2 h2 
r = -P-u0 >(x) + -u<•>(x) + O(h5 ) 

J 6 12 . (2.9) 

Si derivamos la ecuación (2.5) se pueden obtener expresiones para uO>(.x) y u<•>(x) en términos 
de su primera y segunda derivada 

uO>(.x) =P u= , 
u<•>(.x) =P u13>(x) = ?2u= . 

Ahora sustituimos estos valores en la ecuación (2.9) y junto con las derivadas por las diferencias 
centrales. así obtenemos 



6h P (11¡. 1 -11J_1) - (12 + p 2
/1

2 )("J-t - 2u1 +11 i+t> =O. 

Si hacemos el cálculo anterior. la solución a la ecuación (2.10) es 

(
12+6/Jf'+h2 P 2

)' 

";=A+B 12-6hP+h2 P' 
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(2.10) 

(2.11) 

La parte entre paréntesis es siempre positiva por lo que las oscilaciones desaparecen (fig. 2.5). 
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:::1 0.4 
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0.2 0.4 0.6 O.B 
X 

Figura 2.5 Las solucione.~ ya no presentan oscilaciones. 
Se muei;tran los caso.~ para R igual a: 1) 5. 2) 2.5, 3) 1 . 
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El mismo método se aplica a la ecuación (2.4) obteniéndose una discretización de nueve puntos 
dela forma 

(2.12) 

y los coeficientes a; están dados por 



ao = - 20 - h2 (p~ + tTo) + h (cq4 - q,> + (p3 - Pi>)• 
h 

ªi =4 + ¡ (4 Po+ 3 P1 + P2 - P3 + p4) 

h2 
+ 8 (4 p~ +Po (p, - P3) + <P2 - p4) qo) • 

h 
ª2 = 4 + ¡ (4 qo + q, + 3 q2 + qJ - q•) 

h2 
+ g (4 % +Po Cq, - q3) + Cq2 - q•) qo) • 

h 
U3 =4- ¡ (4 Po - Pi+ P2 + 3 P3 + p4) 

h2 
+ g (4 P~ - Po <Pi - P3) - CP2 - P4) qo) • 

h 
a 4 = 4 - ¡ (4 qo + q, - q2 + qJ + 3 q•) 

h2 
+ g (4 q5 - Po (q, - qJ) - Cq2 - q•) qo) • 

h h h2 

ªs = l + 2 <Po+ qo) + g <P2 - P• + q, - ql) + 4Po qo • 

h h h2 

ª6 = 1 - 2 (Po - qo> - g <P2 - P• + q, - q3) - 4 Po qo. 

h h h2 

a7 = l - 2<Po + qo) + g CP2 - P• + q, - q3) + 4 Po qo • 

h h h2 
ªs = 1 + 2<Po - qo) - g CP2 - P4 + qi - ql) - 4 Po qo • 

h2 ¡,3 
Fo= 2CB/o + 11 + h + /3 + /4) + 4(Po<fi - ÍJ) + qo<f2 - f.>)· 
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(2.13) 

La manera fácil de obtener estos coeficientes es siguiendo el artículo de Lixin Ge [7] en donde 
muestra como hacerlo con un programa de álgebra computacional. 

Cuando las funciones p(x. y) y q(x. y) de la ecuación (2.4) son cero. recuperamos la conocida 
discretización de 9 puntos para la ecuación de Poisson 

(2.14) 

En ambos casos, esta discretización arroja un sistema de ecuaciones con una matriz rala, tri
diagonal por bloques, si se sigue la numeración lexicográfica. La matriz de la ecuación de Poisson 
es simétrica. positiva definida y de diagonal dominante. En contraste • la matriz resultante para la 
ecuación de convección no tiene ninguna de las características anteriores. mostrando así la necesi
dad de un método de solución robusto que funcione con una matríz sin propiedades especiales. 
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2.3. Métodos iterativos estacionarios 

Como resultado de aplicar el método de diferencias finitas a las ecuaciones diferenciales, ahora 
tenemos un sistema de ecuaciones lineales de la forma 

Au =f. (2.15) 

La matriz A es de grandes dimensiones, así que un método iterativo es la mejor opción para 
resolver el sistema. Probablemente el método más simple para resolver (2.15) es utilizando una 
iteración de la forma 

v<l+tl = G v<ll +e• (2.16) 

en donde v es la aproximación a la solución exacta u. La matriz G y el vector e se han escogido de 
tal manera que un punto fijo de la ecuación u = G u + e sea una solución de A u = f 

La manera usual de obtener a G es por medio de una separación de la matriz A, es decir, 
escribimos a A de la siguiente forma 

A=M-N, 

con la condición de que M no sea singular, entonces podemos tomar a G 
de tal manera que la iteración toma la forma 

v<l+tl =M-1Nv<1> +M-1¡, 

aunque en realidad la inversa de M nunca se calcula, en cada paso se resuelve un sistema lineal. 
Podemos escribir esta iteración de una manera más sencilla al introducir el residuo r = f -Ax. 

Sumamos y restamos v<1> a la ecuación anterior y agrupamos para encontrar a r 

Obtenemos así 

v<•+ll =M- 1Nv<•>+M- 1f +v<1>-M-1Mv<1> 
v<l+tl = .,c1> + M-'<J- (M + N)vll'>. 

(2.17) 

La ecuación (2.17) es la que realmente utilizaremos para mejorar nuestra aproximación. 
Ahora bien, entre la aproximación v y la solución u existe una diferencia que es el error de la 

aproximación ' 

e=u-v. 

Resulta que el error y el residuo están relacionados de la misma manera que u y f, ambos satisfacen 
el mismo sistema lineal 

Ae r. (2.18) 
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Las ecuaciones anteriores nos penniten relacionar los errores de la vieja y nueva aproximación. 
El nuevo error se obtiene a partir del anterior por la relación: 

e<•+•> = Ge<•> = Gne<0> . 

Es aquí donde nos preguntamos si la iteración tiene oportunidad de converger. Si escribimos a 
e<0> como combinación lineal de los vectores propios w1 de G tenemos que el error después de k + l 
iteraciones estará dado por la expresión 

n 

e<A:+I) = Lª;A;nw,, 
i=l 

(2.19) 

con lo cual es fácil observar que si máx(I;\)) < l la iteración será convergente, en otras palabras: si 
el radio espectral de G es menor que uno, tenemos convergencia. 

Método de Jacobi 

En el método iterativo, cada paso consiste en resolver un nuevo sistema de ecuaciones; al 
separar la matriz A = M - N escogemos la dificultad que tendrá este nuevo sistema. El caso más 
simple es cuando Mes la diagonal de A, quedando entonces N = L +U , con L y U la parte inferior 
y superior de la matriz respectivamente. 

La iteración para esta selección toma la fonna 

v<•+ll = v<kl + n-•,.<•>. 

Este método no funciona muy bien, pero si introducimos una modificación a la iteración, po
demos mejorar su desempeño. Como antes calculamos la iteración como 

v• = ylkl + n- •rlkl • 

Pero ahora tomamos un promedio pesado entre v<0> y v• para calcular el nuevo valor 

v<•+•l = (1 - w)v<•> + tU v· = v<•> + = v- 1 ,.<•> . (2.20) 

La matriz de iteración G queda como 

G = (1-m-)I +m-D- 1(L+ U). (2.21) 

Como nuestra matriz proviene de la discretización del problema, es posible escribir la ecuación 
(2.20) de manera explícita. Para el esquema de diferencias finitas quedaría de la siguiente manera 

(k+IJ (k) tU (f. ~ (l)) 
vo =vo +- 0 - L...Jª¡VJ . 

ªo j=O 

Para los problemas elípticos el nuevo valor de la solución en un punto es el promedio pesado 
de sus vecinos. En este sentido, éste método de relajación asemeja la solución de un problema 
parabólico en donde la solución se difunde hasta encontrar un estado estacionario. 
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La ecuación de Poisson como problema modelo 

Para entender mejor como funciona este método iterativo vamos a estudiar la ecuación de 
Poisson. El Problema es el siguiente: 

V 2 u = f(x,y) en n. 
u=Oenon. 

(2.22) 

Las condiciones de frontera del problema se pueden considerar homogéneas ya que entran de 
manera natural como parte del lado derecho de las ecuaciones para los puntos que tienen vecinos 
en la frontera. 

Para investigar la convergencia estudiaremos el problema homogéneo A u = O con una condi
ción inicial arbitraria. En este caso, la solución u es conocida y el error para la aproximación v es 
simplemente -v. 

Para entender que es lo que pasa y conocer la tasa de disminución del error necesitamos calcular 
los valores propios para la matriz de iteración. El problema de valores propios puede escribirse de 
la siguiente manera 

DGw=.\Dw. 

Lo que tenemos aquí es un sistema de ecuaciones, una ecuación por cada punto interno de la 
malla, para un nodo fijo. La ecuación tiene la siguiente forma: 

(1 - 177) w0 - 177 (4w1 + 4w2 + 4w3 + 4w4 + w 5 + w6 + w7 + w8)/20 = .il w0 • 

ET método de solución aquí es el mismo usado para la ecuación (2.6); se propone una solución 
dela forma 

w(i, j) = A e' ckl +' ,1 • 

Al sustituir la solución propuesta.desaparece w(i, j) y sólo resta despejar .il. 

il(k, l) = 1 - ~(5 - 2 cos(k) - 2 coscl) - cos(k) cos(l) ) , 

podemos ver que para que el método converja. se debe de cumplir que O < 177 s 1. 
Al aplicar las condiciones de frontera a w(i, j) obtenemos para los números de onda k y l las 

siguientes restricciones 

k - ~ l = n" m, n enteros . 
- N' N' 

Los vectores propios son entonces 

" . (mirr) . (njrr) 0 N w..._n(i, }J = sm --¡;:¡-- sm --¡;¡- , < n, m < . (2.23) 

La componente del error que decrece más lento será aquella con el valor propio más cercano 
a uno. Podemos estimar este valor propio desarrollando a ,\(m, n) en serie de Taylor como función 
de h = l/N alrededor de cero. 
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(2.24) 

El valor más grande se obtiene cuando m = n = 1 , es en esta ecuación donde se ve el gran 
problema de que comparten ésta clase de métodos iter.itivos. Las componentes de baja frecuencia 
van a tener valores propios cercanos a uno, de tal maner.i que su convergencia será muy lenta. Peor 
aún, si se disminuye el tamaño de la malla (h), el problema es mayor. Nótese que en el segundo 
término de la serie encontramos los valores propios del problema continuo. 

Ya que no es posible encontrar un valor de rrr que disminuya todos los valores propios, busca
remos uno que logre que la.~ grandes frecuencias (nr. 11 2: N/2) sean las que más se reduzcan en 
cada iteración. 

La condición buscada es que J..(N/2. N/2) - :l.(N, N), de donde obtenemos el valor de 
TU= 10/13. 

O.? 
o.s 

0.25 ~ -0.25 

Número de Onda 

,. 1~1 
O DIN 

m/N 1 

Figura 2.6 Magnitud de los valores propios en la línea 

'" = n 

La condición anterior también implica que los valores propios de alta frecuencia se encuentren 
acotados. El ancho de la banda que los acota es independiente del tamaño de la malla. Para nuestrO 
caso tiene el valor de 3/13. La figura (2.6) muestra la magnitud de los valores propios para el 
peso anterior. Además se muestra la banda en la que e.~tán confinados los valores propios de alta 
frecuencia. 

Es por esto que al aplicar la iteración de Jacobi, el error no necesariamente disminuye su ta
maño. pero en cambio. sí desaparecen la.~ componentes de alta frecuencia. La iteración de Jacobi 
suaviza el error. 

Ahora vamos a realizar algunas iteraciones sobre la siguiente función en una malla de 64x64. 

itr . j:rr • (6i71" . (6jtr . (12itr) . (12jtr) 
v=sin(N)sm(-,¡-)+sm -¡;¡-)sm -¡¡-)+sm--¡;¡- sm-¡;¡- . 

La gráfica inicial y final se ven en la figura (2.7). Como se ve, el error se redujo, pero lo que es 
más importante, se suavizo. La figura (2.8) muestra como disminuye cada una de las componentes 
de la función de prueba. 

La ecuación (2.19) dice que las componentes del error disminuyen básicamente como una 
potencia de los valores propios J... 

La figura (2.9) muestra como actúa la iteración de Jacobi sobre una función de prueba que 
contiene a todos los modos posibles con el mismo tamaño. La gráfica muestra la intensidad de 
cada modo después de una iteración. En la gráfica se puede ver como las curvas de nivel son 
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Figura 2.8 Disminución del error con las iteraciones 
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aproximadamente círculos. También muestra como los modos (le. /) cerca del origen se han visto 
poco afectados con la iteración. 

Método Gauss • Seldel 

El método de Jacobi espera que se actualicen los valores en todos los nodos. de manera que 
se duplica el espacio requerido para almacenar esta infonnación. El método de Gauss-Seidel in
corpora un simple cambio: sobrescribir el valor del nodo en el momento que se calcula. evitando 
así la duplicación de la memoria requerida. Para este nuevo tipo de método, la matriz de iteración 
se puede escribir como 

G = (D-L)-'U. 

Hay algo poco claro en la manera que esta escrito G. y es el orden en que se actualizan Jos 
valores. En la iteración de Jacobi. el orden es inmaterial, pero en Gauss-Seidel. éste puede alterar 
drásticamente las cosas. Aquí el orden que esta implícito en Ges d lexicográfico, pero existe otro 
ordenamiento popular que es el denominado rojinegro, llamado así porque las celdas de la malla 
se colorean como un tablero de damas china-;. En el orden rojinegro la actualización de los nodos 
se realiza de manera ir.dependiente. introduciendo así la posibilidad de paralelizar el algoritmo. 



l. 
Figura 2.9 Resultado e.le la itt:ración Je Jacohi aplicado a 
una fum:il1n f..k• pruc.:ba que tiene todos los rnodos posibles 
pt.lr..i el tanrnño dt! 1nalla. El color nu1c~tnt la intcn!'tidad de 
cada n1o<lo dr:spué~ dl! una iteración. 

37 

El método de Gauss-Seidel mejorJ un poco la convergencia de las iteraciones, pero sufre del 
mismo problema que el método de Jacohi, no puede disminuir las frecuencias bajas de manera 
adecuada. Multigrid es una técnica que, aunque basada sohro éstos métodos iterativos. no tiene 
ésta limitante. 

2.4. Multigrid 

Los métodos iterativos clásicos como Jacobi y Gauss-Seidel funcionan adecuadamente sólo 
para un grupo de pmhlcmm;. Funcionan bien con la parte de alta frecuencia del error, funcionan 
mal con la parle de ln1ja frecuencia. Ambos n1étodos empiezan muy bien. pero su convergencia se 
ve disminuida a medida que desaparecen tas frecuencia" altas del error y el tiempo que les lleva 
reducir tas hajas fn.'<.'UL'ncias los hace inaceptables. 

El radio espcctml es la ra;rón del problema. La ecuación (2.24). aunque obtenida para la ecua
ción de Pois~on. muestra la situaciún general. Las componentes del error con valores propios cerca 
de 1 no convergen adecuadamente y el problema se acreeenta al disminuir el tamaño de la malla, 
ya que el segundo término es proporcional a Ir'. 

Multih'Tid es una técnica que conviene este defecto en herramienta. La idea principal es que 
se puede resolver el problema a diferentes escalas lomando un poco de cada una de ellas para 
encontrar una n1cjor .!o.Olucilín. 

Una manera de mejorar la convergencia de los métodos iterativos anteriores es utilizar una 
mejor primera aproximación. Resolver en una malla más gruesa no es tan costoso computaciom1l-
111eme y d radio espectral es menor. de wt manera que h1 convergencia es mejor. Una vez obtenida 
la soludón en la malla gruesa. podcn1us interpolarla a la malla original ( la malla fina) y mejorarla 
iterando unas cuantas veces rnás. De aquí se ocurre que al tener este n1ccanbtno entre 2 1nallas. 



38 

podemos utilizarlo para incluir más mallas; nada nos impide empezar con la discretización más 
gruesa (donde sólo hay una incógnita al problema) y subir hacia la malla más fina. 

Otra manera de mejorar la solución es obtener una aproximación al error sobre la malla gruesa 
y utilizarla para corregir la aproximación en la malla fina. 

Estos mecanismos tienen dos elementos clave. El primero consiste en poder definir el problema 
para cada tamaño de malla. El segundo consiste en trasladar los valores de una función de una malla 
fina a una gruesa y viceversa. 

El primer problema ya está resuelto pues la definición del problema proviene directamente de 
la discretización de la ecuación diferencial. El problema de transferencia es el que requiere una 
explicación más amplia. 

Transferencia entre mallas 

Desde este momento vamos a trabajar con al menos dos mallas, así que tendremos que dis
tinguir una de otra. A la malla fina la denotaremos como nh, en donde h denota el tamaño de la 
división. La malla gruesa tendrá la mitad de puntos, de tal manera que se duplicará el tamaño de 
h y por lo tanto la denotaremos como n2h. En general cuando hablemos de vectores en una u otra 
malla, el superfndice denotará en que malla se encuentra. 

A la operación de transferir un vector de la malla gruesa a la malla fina se Je llama prolongación 
o interpolación. El más simple de ellos es el de interpolación lineal y es el que usaremos. A esta 
función la denotaremos como 1t,. La función toma vectores de n2h y produce vectores de nh de 
acuerdo con la regla v" = It, v2", o en componentes: 

v"(2i, 2;) =v2h(;, ;) , 

v"(2i +l. 2;) =4[v2"(i, J) + VU'(i + 1, i>] 

v"(2i, 2j + 1) =4[v21'(i, J) + VU'(i, j + 1)]. 

O .. N 1 
<l,J < 2- . 

v"(2i + '1. 2j + 1) =~[v2h(i, ;) + VU'(i + 1, ;) + v2"(i, j + 1) + VU'(i +l. j + 1)]. 

(2.25) 

La operación faltante es la de transferir vectores de la malla fina a la malla gruesa. A esta se le 
denomina restricción y se le denota como If', la función toma vectores de nh y regresa vectores en 
n2h. Existen dos maneras muy comunes de definir a Ij/'. 

A la primera se le denomina inyección y consiste en tomar el valor del vector en la malla gruesa 
igual al valor que tiene en la malla fina, es decir: 

v21'(i, j} = v"(2i, 2J). (2.26) 

La segunda manera consiste en promediar a los 9 vecinos de la siguiente manera 
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v2"c;. i> = 1
1
6 [4~ + 2M + ~ + ~ + >!.:)+(~+~+v.;+>{)]. 

(2.27) 

O . . N 1 < l,J < 2- . 

en donde los subíndices corresponden a las posiciones de la figura (2.2) y Yc) = v"(2i, 2J1· 
En ambos casos, ¿Qué tan buena será la aproximación sobre la malla gruesa?. Si el vector v" 

oscila lentamente entonces ambos métodos funcionan bien. En· la práctica depende del problema 
en particular cual funciona mejor. 

1.5 

Ot---1<--il'°"'"-.,,,eo:-f,,,...-'<......_c--1,_..,F-c-:~-.. .... '"1 

Figura 2.10 Cuando el error es suave, la interpolación 
lineal lo aproxima bastante bien, no siendo el caso si éste 
oscila rápidamente. 

Método de corrección de malla gruesa y ciclo V 

Es aquí donde empiezan a embonar los elementos de Multigrid. Primero, tenemos un método 
iterativo que suaviza el error. Como el error oscila lentamente puede ser representado sobre una 
malla más gruesa de una buena manera. Ésto es muy importante si queremos que multigrid fun
cione. En la malla gruesa el mismo error parece ser más oscilatorio así que el método iterativo 
funciona mejor. Una vez obtenida una aproximación para el error sobre la malla gruesa, éste puede 
ser interpolado hacia la malla fina para corregir la aproximación inicial. La combinación de suavi
zamiento y corrección elimina de manera efectiva todas las componentes del error. A éste método 
se le conoce con el nombre de corrección de malla gruesa. 

El algoritmo es el siguiente: 
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l. 0- CMG(v".r.a,.a,). 
2. Relajar a 1 veces Ah,.h = f1 sobren" con la aproximación inicial v'. 
3. Calcular ro = f" - A"v". 

4. Culculnr r"' = 1~•,,.. 
5. Rcsc.Jl\'cr Alhe2h = r2" M>hre fi:!h. 

6. Corregir ,,. - ,,. • ft.e'"'. 

7. Rclajur a 2 veces Ah,lt = f" hobrc il" . 

... ....., ... _, 
~,~-:~~,..J-A• 

Figura 2.11 Método de corrección de malla gruesa. 

Lo interesante del método de corrección de malla gruesa es que puede aplicarse de manera 
recur.;iva, utilizando así varias mallas, descendiendo hasta el punto donde la malla más gruesa sólo 
contiene una incógnita para después subir corrigiendo y suavizando en todos los niveles. Nótese 
que en la malla más gruesa la iteración de Jacobi da la solución exacta al problema. 

Cuando se usa de manera recursiva, al método se le conoce como ciclo V por la manera en 
que se despliega gráficamente. Ahora bien, al utilizar el ciclo V no es necesario llegar a la malla 
más gruesa. el ciclo se puede detener en el nivel que se desee, solamente es necesario que en el 
nivel más bajo se resuelva el problema completamente. En este caso, como el número de incógnitas 
se reduce a la cuarta parte en cada descenso, hace posible utilizar métodos directos en una etapa 
temprana. La ventaja de llegar hasta el nivel más bajo es que sólo se utilizan los elementos de 
multigrid. 

El algoritmo para el ciclo V es 
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l. ,¡. ..- MV(v", f•). 

2. Si n" es la mallu más gruesa pasar ni paso 9 con u 2 = t . 

3. Rclajara 1vcccs A"v" = /" ~hre n" con la aproximación inicial""· 

4. Calcular,,. = f• - A•V'. 

5. Calcular r" = l'f/",,.. 

6. Inicializar r1' +- O. 

7. e"' ..- MV(.,:u.. r""). 

8. Corregir v" +- ,.• + 1,,..,,,.. 
9. Rclajaru1 veces Ah";.= f'- sobren."'. 

\/'' __ .. ,;-
Figura 2.12: Gráfica del Ciclo V 

El punto importante dentro del ciclo V es que la ecuación que se resuelve en la malla gruesa es 
la del error. no la del problema original ya que al obtener una aproximación para el error, ésta se 
puede interpolar a la malla fina y utilizarse para corregir. 

CoOYergencla 

Como el ciclo V es una aplicación recursiva del método de corrección de malla gruesa, sólo 
veremos este último. La convergencia del primero a partir de la convergencia del segundo no es 
inmediata. pero si es cierta. Los resultados que se encuentran a continuación están calculados en 
base al problema modelo, pero son generales como lo muestra Trottenberg (8). 

Para ver si el método converge vamos a calcular. al igual que para la iteración de Jacobi, el 
radio espectral de la matriz de itcrnción; parn esto es necesario ver cual es la matriz. Si juntamos 
todos los pasos del método de corrección de malla gruesa en uno solo, la iteración toma In siguiente 
forma 

i/' +- G'v" + /~(A2h)- 1 Il/'c.f" -AhG'v"). (2.28) 

Tenemos también que la solución exacta es un punto fijo de esta iteración 
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(2.29) 

Si restamos estas dos relaciones podemos obtener la matriz que actúa sobre el error. Encontra
mos que 

(2.30) 

Para saber como se modifica el error, lo escribimos en términos de los valores propios de la 
matriz Gh y observamos como se afecta cada componente. Para calcular esto, sólo hace falta saber 
cómo operan las funciones de transferencia sobre estos vectores. 

La primer función de transferencia que vamos a analizar es la de restricción. Como habíamos 
mencionado antes, hay dos opciones para esta función, la denominada inyecci6n y el peso comple
to. 

Los vectores propios que encontramos para la iteración de Jacobi son: 

. ,, e· .) . (mitr) . (njn) 
w~ •. n 1, J = sm -¡¡¡-- sm --¡;¡- . 

El vector propio (m, n) usando la inyección se ve de la siguiente forma sobre la malla gruesa: 

• (2 . 2 ") . (2m in) . (2n j n) w,;.,n 1, J = sm ---¡;¡- sm ---¡;¡- . 
Sobre la malla fina se tiene que m, n = 1 ... N - l, sobre la malla gruesa m, n = 1 ... N/2 - 1, 

de tal forma que si m, n < N/2, podemos interpretar la expresión anterior de la siguiente forma: 

w"..._n(2i, 2j) =sin('~~;) sin(~;}= w;::n(i, j). 

El vector propio de baja frecuencia (m, n) visto sobre la malla gruesa mantiene sus números de 
onda. 

¿Qué sucede cuando m ó n son mayores que N/2?. En este caso el vector propio sufre una 
transformaci~n. Considere la siguiente identidad trigonométrica 

. (mi tr} ( l)' . ((N - m) i tr} sm --¡;;¡- = - - sm N · 

Si m > N/2 entonces (N - m) < N/2 y por lo tanto (N - m) es un modo de la malla gruesa. 
Es decir, si alguno de los números de onda del vector propio es mayor que N/2, ésta componente 
se representará con un número de onda m' = N - m. La malla gruesa interpreta erróneamente las 
componentes de alta frecuencia como componentes de baja frecuencia. Aquf es donde se nota la 
importancia de que el error sea suave. Como la función de descenso manda los vectores propios 
con números de onda complementarios {m, m') en m, tenemos que 3/4 partes de los modos son 
representados de manera incorrecta en la malla gruesa; la única manera de que ésto no suceda 
es que los modos de alta frecuencia no se encuentren presentes.A este fenómeno se le conoce 
como solapamiento ó aliasing. La figura (2.13) muestra éste fenómeno. Se presentan los casos 
para m = l, 2, 8, 13. 14, 15. Nótese como el modo 8 se anula y el modo 15 aparece como el modo 
l. En el ejemplo N = 16. 



t::.> 4 6 B lo 2 4 6 B ·····,j mr '\ 
o 1" • .. ¡· \. 

" o 4 B 12 16 o 4 B 12 16 

lr'3 !' 6 B 

/\ 

o' \ ' I 1 
1 ' . 1 

\/ \i ¡/ \1 
o 4 B 12 16 

Figura 2.13 Transformación de los modos de alta fre
cuencia al pasar de una malla fina a una malla gruesa. 
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Por otro lado. si para la función de descenso utilizamos el peso completo, obtenemos la si
guiente expresión 

,, . . (m:rr 2 n:rr)2 . (im:rr . (jn:rr . . v. .. 
lf'w,;,,n(•,J)=cos 2 N) cos(2 N sm N/2 )sm N/2 )=cmcnw;;,,n(•,J). 

Encontramos de nuevo, que cuando el modo original es de baja frecuencia, éste pasa igual, 
salvo que su amplitud se ve modificada. Si alguno de los modos es mayor que N/2, entonces llega 
a su modo complementario. La Constante eª también sufre una transformación, 

(
(N - a):rr}2 . ( cnr )2. e,,. = cos 2 N = sm 2 N . 

Para ver como afecta la operación de prolongación a los vectores propios de G es un poco 
más complicado, pues su definición es una función a trozos y no permite ver el efecto completo 
fácilmente. Sin embargo es posible hacer el cálculo si observamos la manera en la que lo realizamos 
computacionalmente. En éste proceso, el primer paso es copiar los valores del vector de la malla 
gruesa a sus lugares de la malla fina usando la siguiente relación 

w1°(2i, 2j) = w21'(i, j) O . . N 1 <l.J<-;¡-. 

En la malla fina, vemos un vector w que tiene, en los puntos con índice par, el valor del vector 
de la malla gruesa apropiado y en los puntos con algún índice impar vale cero. El vector tiene la 
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siguiente forma 

. 2 . 2 . . 

w" = cos(';) cos{1;) sin( 1 ~11") sin(J~11"), 
N 

O < i, j < N - 1 , O < m, n < 2" - 1 . 

Este vector »•se parece a (2.4), pero en este caso (m, n) es un modo de la malla gruesa y en 
(2.4) es un modo de la malla fina . Una vez que tenemos este vector, podemos calcular el valor de 
1t,w21• con una única fórmula, que es: 

l 
l~w21'(i, j) = 4[4>i{j + 2(w'; +;;;'.;+~+.V,;)+(~+»{+ w!; +•V.)] 

(2.31) 
= cmcn~.n - cmsnMl,:1,n' - smcn~'.n + smsn~1',n'' 

donde c., = cos (~)2 , s,. = sin ('.,'Z)2 
y m' = (N - m), n' = (N - n) denotan los modos complemen

tarios. Si observamos el resultado, al interpolar de la malla gruesa a la malla fina un modo (m, n), 
obtenemos dicho modo junto con sus modos complementarios. Lo importante es notar la intensi
dad con la que pasan. Si el modo original tiene frecuencias bajas, entonces la contaminación de 
los otros modos es pequeña. En contraste, si la frecuencia es grande, lo que se obtiene es el modo 
complementario y no el original (ver figura 2.14). 

Figura 2.14 Intensidades de los coeficientes de los mo
dos complementarios en (2.31) sobre la línea m = n. 

Con esto completamos los elementos que necesitamos para calcular como afecta el método de 
corrección de malla gruesa a las frecuencias del error. Tenemos 3 casos: el primero es para los 
modos (m, n) con m, n < ~ ,es decir, las bajas frecuencias; el segundo es para cuando alguno, m 
o n, es mayor que N/2 y el tercero para cuando ambos son mayores a N/2. Veamos el caso de las 
frecuencias bajas. Este es el que nos interesa ya que para estas frecuencias la iteración de Jaeobi 
no funciona adecuadamente. Uniendo todos los elementos encontrarnos que : 

(2.32) 



0.2 
0.15 

0.1 

o.os 

0.251 

0~0""""=;?'='-=-=o;;:..:,.2;;-""""o-.~3~~0~.~4:---..-! 
m/N 

Figura 2.15 Intensidades de los coeficientes de los mo
dos resultantes al aplicar CGM a un vector propio ~ ... 
se muestra el valor sobre la línea m = n. 
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donde Av es el valor propio de la matriz de iteración G aplicado v veces y Ah representa el valor 
propio de la matriz Ah. Lo que nos interesa es ver las amplitudes de los distintos coeficientes que 
acompañan a los vectores propios; estas se encuentran en la gráfica (2.15) donde se tomó v = l 

Podemos observar que los modos de baja frecuencia decrecen muy bien; el valor máximo para 
el coeficiente de W::,. .. es de 0.286. lo que nos da una tasa de convergencia muy buena. En realidad 
es un poco más grande pues hay contribuciones de los otros modos; sin embargo sigue siendo 
pequeña. Lo má• importante es que estos valores fueron obtenidos sin tomar un valor particular 
de N. la tasa de convergencia para multigrid es independiente del tamaño de la malla. Unido al 
número de operaciones que tiene que realizar por incógnita hace A Multigrid el mejor método para 
ecuaciones elípticas. 

Aspectos computacionales del Ciclo V 

Computacionalmente queremos saber dos cosas para el ciclo V, el costo en memoria y el costo 
en operaciones. Para la memoria tenemos que cada malla gruesa tiene una cuarta parte de los 
puntos de la malla fina. Si en la malla más fina el número de puntos es de N 2 entonces el total de 
puntos desde la malla más fina hasta la más gruesa es 

(
4 2-2L) N2(1 + z-2 + z-• + ... + z-21) = N2 3 - -3- . 

De aquí podemos apreciar que el aumento en memoria nunca excede 1/3 del tamaño de la malla 
más fina. 

De la misma manera se puede calcular el trabajo que se realiza en un ciclo V en comparación. 
Llamemos WU el costo de realizar una iteración de relajación sobre la malla más fina. Considere-· 
mos un ciclo V en donde se realiza una relajación de entrada y una de salida. El Costo del ciclo V , 
es 

WU X 2(1+2-2+2-4 + ··· +Z-21) = WU X 2(~ - 2;L)• 
o en otras palabras, realizar un ciclo V cuesta menos que 3 relajaciones sobre la malla fina y 
la efectividad de un ciclo V no se compara a Ja inefectividad de una relajación. Éstos cálculos 
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reflejan que Multigrid es una técnica muy económica computacionalmente. 

Algunos detalles sobre el error 

El propósito de éstos métodos es el de producir una aproximación v" que concuerde con la 
solución del problema continuo con cierta tolerancia E 

1111 - \,hll < E • 

Aquí u es el vector que contiene la solución cxncta en los puntos de la mulla más fina. La 
condición anterior la podemos cambiar por una que incorpore información de la solución exacta 
del problcmn discreto 11h 

1111 - ,1·11 s 1111 - 11'11 + 1111• - v"n = t1Ehll + 11e"11 < e • 

La manera de satisfacer la desigualdad scrú pidiendo que se cumpla lle''ll < d2 y llE•t1 < d2 
por separado. El error global t1E•11 esta asociado a In transformación del problema continuo en 
discreto. En general puede ser acotado de la siguiente manera 

llehll :S K /1P , 

en nuestro caso, p = 4. Si pedimos que t1E•ll < d2 .cncontni.mos una condición para el tamaño de 
la malla más fina. 

E Vp 

h < (2K) . 
La segunda condición indica que v" tambien debe aproximar a la solución discreta. Si se reali

zan relajaciones o ciclos V haslll que Ue"ll < d2 se cumpla entonces hemos alcanzado la conver
gencia haslll el nivel de truncado. 

Ejemplo 

Como ejemplo veamos la manera como afecta las componentes del error un ciclo V para el 
problema homogéneo de la ecuación de Poisson. La gráfica (2.16) muestra como un ciclo V afecta 
a cada uno de los modos del error. 

jo.r--1 
.. ~. 

Nü.me ro de Onda 

Figura 2.16 Aplicación de un ciclo V a una función de 
prueba que contiene todos los modos posibles del error. 

En la gráfica se observa que la disminución de modos es prácticamente homogénea salvo en 
modos de baja frecuencia que no es tan buena, pero la reducción es mucho mejor que la iteración 
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de Jacobi para los mismos modos . El máximo en la figura es de 0.52, compare los resultados con 
la figura (2.6) donde el máximo es prácticamente l. 
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2.5. Ejemplos numéricos 

Ahora vamos a aplicar la iteración de Jacobi y Mulligrid, a algunos problemas de prueba para 
las ecuaciones de Poisson y la Ecuación de convección - difusión. Aquí se presentan dos ejemplos 
que muestran como funcionan estas técnicas. 

Pura todas las simulaciones se utilizaron una malla de 129 x 129. la función de inyección de 
promedio completo y la interpolación bilineal para la prolongación. Como aproximación inicial se 
utilizó v =O 

Ecuación de Poisson 

La función de prueba para el problema de Poisson es 

U(X,)') = .,-1oo((x-i)'+(.-1)') • (2.33) 

La gráfica (2.17) muestra en el lado izquierdo el error absoluto al iniciar la iteración y en el 
lado derecho están graficadas las intensidades de los modos de Fourier mas prominentes del error. 

~" 
129 

10 ... "'" .. •••n 
'-.• •s• 10 5 

Figura 2.17 Error inicial y su distribución de modos de 
Fourier. 

El resultado de aplicar la iteración de Jacobi 150 veces se encuentra en la gráfica (2.18), que 
muestra como disminuye la norma uno del error total y del residuo. 

'.:11==:1 
Q ao 1l'O 

H°'l•Cl.Otlel 

Figura 2.18 Historia de la iteración de Iacobl para el pro
blema de prueba. 

Como se pude observar. después de 150 iteraciones, el error global sólo ha disminuido en 5 
unidades y se necesitan muchas más iteraciones para llegar a una aproximación aceptable. 



l 
2 l~ 

~l!C .... 
11\ •~ª!.-~- 10 s 

Figura 2.19 Error final y su distribución de modos de 
Pouricr. 
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En la gráfica (2.19) se confirma que la iteración de Jacobi acaba con los modos de alta frecuen
cia. pero los de baja frecuencia siguen prácticamente intactos. Si aplicamos Mulligrid a el mismo 
problema obtenemos los siguientes resultados: 

Figura 2.20: Convergencia para los ciclos V 

La gráfica (2.20) muestra cómo 33 ciclos V son suficientes para llegar al nivel de truncado de 
la solución. Aquí es donde podemos apreciar lo bien que funciona esta técnica para la ecuación 
de Poisson. Al comparar con la iteración de Jacobi, tome.o;e en cuenta que cada ciclo V cuesta lo 
mismo que 2 iteraciones de Jacobi. 

Para terminar con este ejemplo se muestra la gráfica del error final. En ella se ve como todos 
los modos del error han desaparecido. También muestra que el error global no es cero, p;:ro es 
pequei\o. 

···~,, :;-i 
12 J 1 . s 10 J. 

Figura 2.21 Error final y su distribución de modos de 
Pouricr para los ciclos V. 



50 

Ecuación de Convección Difusión 

El problema de la ecuación de convección difusión surge cuando el número de Pcdct aumenta, 
porque la matriz pierde las propiedad de dominancia diagonal que tenía la ecuación de Poisson. 
Esto hace más difícil su solución. El siguiente problema de prueba mostr.irá como éste parámetro 
afecta a la solución. 

El problema de prueba es: 

u(x, y) =x y ( 1 - x) ( 1 - y) sin( 1 O tr (x +y)) , 

p(x, y) =P sin(11' x) , 

q(x, y) = - p COS(1T y). 

El error y sus modos de Fouricr se ven de la siguiente manera 

30 ·-= 

0.0~29 
~ 

1 * 1 . 
15' • ·:cs:E· \k·· 
.;~; 
,, ...... 15 

30 

Figura 2.22 Error inicial y su distribución de modo.• de 
Fouricr para el problema (2.34). 

(2.34) 

La convergencia para diferentes valores del parámetro P se muestran en las gráficas (2.23) y 
(2.24). 

M 
io-3 

°' o io-6 
...:! 

io-9 

io-12 

Residual 

---'·---::::.· -----. ........ -·---- . 

o 20 

.. " ---.. ..... ·- ..... ·- ..... ...... 
·- ..... 

60 80 100 120 140 
Iteraciones 

p 

p 

p 

Figura 2.23 Disminución del residuo para diferentes va
lores del parámetro P . 

1000 

3200 

7000 
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io- 9 

Error 

\·-·---.............. ·------. ......... 
·- --- -- - -
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Iteraciones 

Figura 2.24 Disminución del error para diferentes valo
res del parámetro P. 
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p l.000 

p 3200 

p 7000 

Aquí hay dos puntos que debemos apreciar. El primero es que la velocidad de convergencia 
se reduce conforme P aumenta su tamaño aunque siempre converge. El otro es que el error global 
aumenta. Para P mayores obtenemos soluciones de menor precisión. El problema es que aunque 
el residuo es pequeño, el error crece tanto que la solución no sirve de nada. Este problema no es 
particular de Multigrid, otras técnicas también lo tienen. La razón es que el número de condición 
de la matriz es muy grande. 



Capítulo 3 

Solución del problema de la cavidad forzada 

3.1. Ecuaciones del problema y método de solución 

Las ecuaciones de Navier-Stokes para el problema del flujo en la cavidad bidimensional escritas 
con las variables de corriente y vorticidad se pueden interpretar como las ecuaciones de Poisson y 
de convección - difusión. Esto nos permite aplicar las técnicas anteriores para resolver el sistema 
de ecuaciones. 

Figura 3.1 Esquema del problema y numeración de los 
vórtices en las diferentes regiones. 

La región en la que desearnos resolver las ecuaciones es el cuadrado unitario. La frontera 
superior (y = 1) se mueve con velocidad constante de derecha a izquierda y por la condición de 
adherencia, produce el movimiento del fluido en el interior. El esquema del problema se muestra 
en la figura (3.1 ). 

El sistema de ecuaciones que usaremos para modelar el problema de la cavidad está escrito 
en (3.1)-(3.4). Usando la velocidad de la tapa y la longitud de la caja se pueden escribir todas las 
variables de manera adimensional quedando como único parámetro el número de Reynolds. 

-V2rfF=w, (3.1) 

52 
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ª"' 8t/J U= - é)y' V = 8x ' (3.2) 

w=Vxu, (3.3) 

V 2 w =Re (u· V)w, (3.4) 

Con las condiciones: 1/1 =O en la frontera de la región, u = -1 , v =O para y = 1 y u =O, 
v = O en el resto de las caras. 

La dificultad de éste problema radica en el término conveetivo de la ecuación de vorticidad 
que no es lineal. Una manera posible de Iinealizar la ecuación de vorticidad es remplazando las 
velocidades en el término convectivo por alguna aproximación a ellas, así, lo que tendríamos que 
resolver es la ecuación de convección - difusión que es más sencilla. El nuevo problema es obtener 
una aproximación a las velocidades, que es en principio el problema original. Sin embargo, si 
tuviéramos alguna aproximación a la función de corriente, podríamos obtener la de las velocidades. 
La función de corriente satisface la ecuación de Poisson que también sabemos resolver, el problema 
es que el miembro derecho contiene la vorticidad, que es nuestra incógnita inicial. 

Gupta [9] propone un esquema. donde se empieza con una aproximación inicial para la vorti
cidad y la función de corriente para resolver las ecuaciones y obtener así mejores aproximaciones. 
Cada una de las ecuaciones también se resuelve a su vez de manera iterativa. Gupta repite este pro
ceso iterativo hasta que las aproximaciones son un punto fijo de la iteración con cierta tolerancia. 

El algoritmo de solución puede ser descrito como sigue [10]: 

1. Igualar todas las variables a cero exceptuando las velocidades conocidas. 

2. Resolver la ecuación para la función de corriente. 

3. Amortiguar el valor de la función de corriente usando un parámetro w.,. 

4. Calcular las condiciones de frontera para la vonicidad y las velocidades del fluido. 

S. Resolver la ecuación de verticidad reemplazando la.e; velocidades por las aproximaciones obtenidas en et paso 
anterior. 

6. Amortiguar el valor de la verticidad usando un parámetro w". 

7. Verificar la convergencia. Salir o regresar al paso 2. 

Condiciones de Frontera y Cálculo de Velocidades 

La primera dificultad con la que nos enfrentamos se encuentra en la solución de la ecuación para 
la vorticidad. Esta la hemos linea!izado al cambiar las velocidades (u, v) por aproximaciones que 
se pueden obtener usando la función de corriente. El problema radica en la obtener las condiciones 
de frontera para la vorticidad. 

En principio sólo tenemos las condiciones de frontera para la velocidad pero no para la vor
ticidad. Lo que relaciona ambas variables es la definición de vorticidad (3.3). Esta ecuación es 
válida en toda la cavidad, incluso en la frontera. Con ella podemos relacionar los valores de w en 
la frontera con los gradientes de la velocidad. 



54 

La manera usual de hacer esto es escribir la serie de Taylor de la función de corriente sobre 
un punto de la frontera en dirección normal. La primera derivada de la función de corriente es la 
velocidad en la frontera y la segunda C.'< la vorticidad. Así que se puede truncar la serie y despejar 
el valor de la vorticidad. Las fóm1ulas que se obtienen de cstu manera se conocen como fórmulas 
de Jensen. 

Las fórmulas de Jensen tienen un error de truncado del orden de /z3 • Utilizando la misma me
todología que en la discretización de las ecuaciones es posible obtener una fóm1ula de cuarto 
orden que sólo utilice 3 puntos. Pam obtenerla empezamos calculando la derivada de la función 
de corriente en dirección normal a la frontera. Tomemos primero el caso x = O. Pam esto vamos 
a situar el eje de coordenadas sobre el punto en la frontera donde deseamos calcular la vonicidad 
siguiendo la figum (3.2) 

Figura 3.2 Marco de referencia para calcular la vonici
dad. en este caso sobre la línea x = O. 

La serie de Taylor para el valor de !/to alrededor del punto r/f 3 es 

- a.¡¡ h2 021/1 /t3 éP.¡, h4 éY't/t s "'º - t/13 + h on + 2 0112 + 6 an3 + 24 an• + O(h ) • 

La serie para el valor de t/t 1 alrededor de 1/13 tiene una forma similar. si multiplicamos la segunda 
por a y sumamos obtenemos la siguiente relación 

a.¡¡ h2 021/1 h 3 &.¡, h4 8"1/1 
r/Jo+a "'· = (1 +a)!/13 +(! +2a)h éJn +(! +4a)2 a112 +(! +8a)6 éJn3 +(1+16a)24 on .. +O(hs). 

En cada cara. éJt/f/éJn = V es la velocidad (V = 1 en la tapa superior) y 8 21/t/éhr2 = -w
0 

en la 
frontera. de modo que sólo nos quedan las derivadas superiores. Las fórmulas de Jensen se obtienen 
tomando a = -1/8 pam eliminar el término de h 3 y truncando el resto. La fórmula de cuano orden 
se obtiene seleccionando a = -1/ 16 para eliminar el término proporcional a h4 • Después de truncar 
se obtiene: 

2 4 3031/1 
161/lo - "'· = 151/13 + 14h V - 6h W3 + 3h on3 . 

Ahora necesitamos ob1ener una aproximación para a31/t/8n3 = -&..alan que puede ser de orden h. 
tomamos 



aw -3w3 +;;:o -w, + o(h2). on = 
Al juntar todos los términos obtenemos 

de donde podemos obtener w0 • El cálculo para el resto de las tapas es básicamente el mismo. 

SS 

(3.5) 

EstaS fórmulas para la vorticidud no son las únicas. Spotz [ 11] hace una comparación entre las 
diferentes fórmulas de diferencias finitas que existen para este problema. Las que tienen un mejor 
desempeño son las fórmulas de Jensen d!!= alto orden. 

Ésta manera de calcular la.<; condiciones de frontera para la vorticidad es algo controvertida 
ya que no todas las personus la aceptan. Existen métodos de solución donde la discretización de 
la vorticidad no tiene puntos sobre la frontero y por lo tanto no es necesario calcularla. En otros 
ca..,os, paro encontrar la vorticidad se resuelve un sistema lineal que relaciona todos los puntos 
de la frontera. Esto es posible por el carácter elíptico de la ecuación. Weinan [ 12] muestra que 
estos métodos dan los mismos resultados y en particular demuestra que los métodos globales y las 
fórmulas locales son equivalentes. 

Para calcular Ja.o; velocidades también necesitamos aproximar los grddientes de la función de 
corriente. Para obtener fórmula.o; de cuarto orden se sigue el mismo procedimiento que para la.o; 
discretizaciones anteriores, utilizando de nuevo la ecuación (3.1) para obtener las derivada." supe
riores. Así, se encuentra las siguientes fórmulas para las velocidades 

"º =(t/12 - t/14 Y3h + (1{15 + 1/16 - 1/17 - !/18Yl2h + h(w2 - w 4 )112. 

''o =(1/13 -q,,y3h- (l/t5 - 1/16 - 1/17 +1/18Y12h + h(w3 - w 1Yl2. 

Acoplamiento de las ecuaciones 

(3.6) 

El método de solución que estamos aplicando resuelve la ecuación par-.i la función de corriente 
y Ja ecuación linealizada para Ja vorticidad de manera consecutiva, pero en nuestro problema. 
tenemos un sistema de ecuaciones acopladas. La manera de introducir el acoplamiento dentro 
del algoritmo se encuentra en Jos pasos de amortiguamiento. Si .¡f•l es Ja aproximación en la 
iteración n y .¡,· es Ja solución a la función de corriente en la iteración n + 1 entonces nuestra 
nueva aproximación ,¡,<•• 11 estará dada por 

.¡f•Hl = w,tfl" + (1 - w,w,<•> • (3.7) 

en donde w,E (0, 1) es el parámetro de amortiguamiento. Esto tiene como finalidad reducir la rapi
dez. de los cambios en las soluciones y prevenir la divergencia del procc.<;o iterativo. Este mismo 
promedio se aplica a la vorticidad 

Como en cada iteración exterior se promedian las nuevas soluciones con la.'i anteriores, no 
es necesario resolver por completo cada ecuación por separado. Zang [10] propone un algoritmo 
eficiente en el que los pasos de solución de las ecuaciones consisten en aplicar uno o dos ciclos V 
a cada ecuación en cada iteración exteñor ya que el iresto del trabajo se elimina al amortiguar las 
soluciones. 
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Método de solución 

Con los elementos anteriores podemos escribir el algoritmo final que usaremos para la solución 
del problema de In cavidad. 

La ecuación elíptica que se resolvió en el capítulo 2 es: 

t/J.,, + .P,,,, + p(x. y) t/J, + q(x, y) t/J_.. = f(x. )'). (3.8) 

Tomando :1 est:i ecuación como modelo. el algoritmo de solución queda como: 

1. Ap1icamos uno o dos ciclos V a la función de corricnlc tomando '1> = f/I, p = q = O y/ = -w. 

2. Calculamos la nueva aproximacit~n como tJ¡ftt•I> = "'·"'· + (1 - w,11)tJ" 11>. 

3. Calculamos la vorticidad en la frontera usando (3.5). 

4. Calculamos las velocidades "'"'1 y v' .. 1 en el interior usando a 1/1'"•1l y las relaciones (3.6). 

5. Aplicamos uno o dos ciclos V a la vorticidac.l tomando tf> = '"'•p = -Re u'11 >. Q = -Re v'"' y/= O. 

6. La ilcraci<'ln se detiene cuando la diferencia entre Jns uprox.imacioncs es menor que una tolerancia de 10-b y el 
residuo de la.o¡ ccuuciones es tamhién menor que la misma tolerancia. 

Valores de los parámetros 

Antes de mostrar los resultados del problema, discutiremos sobre los valores usados para los 
distintos parámetros que aparecen. Cada parámetro entra 2 veces pues se usa para la solución n la 
ecuación de Poisson y otro para In ecuación de convección-difusión. 

El primero es el valor para el amortiguamiento de Jncobi. El valor óptimo que calculamos 
funciona muy bien cuando se esta resolviendo sólo una ecuación, pero al trabajar con el siste
ma acoplado no fue posible utilizar un valor tan pequeño y se tomó un valor de 0.8 para amba.o; 
ecuaciones. 

El número de ciclos V que se aplicaron para cada ecuación por iteración exterior fue de 2. Este 
valor se seleccionó tomando en cuenta el tiempo que tardaba en converger la iteración. Con un 
ciclo v. cada iteración exterior tarda menos pero necesita un número mayor para converger, con 3 
o mii.s converge más rápido pero cada iteración es más lenta. 

El parámetro más importante es el de amortiguamiento de las soluciones w, y w, que aparece 
en (3.7). El valor para la vorticidad se tomó entre 0.6 y 0.8 con resultados aceptables. Valores 
más pequeños retrasaron la convergencia y valores más grandes, para Re > 3000 impedíeron la 
convergencia. El valor para el amortiguamiento de la función de corriente resulto tener un impacto 
muy fuerte en la rapidez y convergencia de la iteración. Para O s Re s 2000 aproximadamente, 
se pueden tomar valores ha'lta de 0.4, lo que hace rápida la convergencia, conforme aumenta el 
número de Reynolds, es necesario hacer más y más pequefto este parámetro. Esto permite que 
converja In solución pero el proceso se hace más y más lento. Parece ser que la ecuación de la 
verticidad, el calculo de sus valores en la frontera. así como el cálculo de las velocidades se hacen 
más y más susceptibles a los cambios. Por eso es necesario frenar los cambios par.i. que todo el 
proceso se logre sincronizar. 
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El último parámetro esta relacionado con la función de restricción en el ciclo V. En et programa 
final se utilizó ta inyección por ser más barata y al copiar el valor de la malla fina a la grue.'<a 
se multiplica por el parámetro de Inyección. Para la función de coniente se usó 3.54 y para la 
verticidad se utilizó 0.54. Estos valores se determinaron a partir de ta experiencia con el progr.ima. 
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3.2. Resultados 

A continuación se presentan los resultados del flujo de Stokes y de los flujos con números de 
Reynolds 100, 400, 2000, 3200, 4000, 5000, 6000, 7500 y 8000. Para cada valor se presentan las 
gráficas del flujo en la cavidad y detalles de los vórtices que aparecen en las esquinas. Para cada 
vórtice encontrado se calculó la posición del máximo (o mínimo) de la función de corriente y su 
magnitud. También se gráfica la velocidad u a lo largo de la línea x = 1/2, la velocidad v a lo largo 
de la línea y = 1/2 y la vorticidad en la posición del máximo de la función de corriente. 

A un costado de cada figura se encuentra una tabla en donde se muestran los valores encontra
dos en este trabajo ac:f como los reportados por Gustafson [4), Gupta [9] y Ghia et al. [13). Cuando 
la figura contiene más de un vórtice, se señala a qué vórtice se refiere siguiendo la numeración de 
la figura 3.1. 

Tanto los cálculos de Ghia como los nuestros se realizaron en una malla de 256 x 256, salvo 
para Re = 100 en donde Ghia usa una malla de 128 x 128. Las mallas usadas por Gupta son de 
41 x 41. Estos valores son importantes ya que no se cuenta con una solución analítica para este 
problema, por lo que la única manera de verificar es comparando con otros autores. 

El programa de la cavidad se escribió en Fortran 77 y se corrió en una PC con un procesador 
Intel PHI de 700 Mhz y 256 Mb de memoria Ram. 

Flujo de Stokes 

Éste es el único caso en que se tienen algunos resultados analíticos. Sin embargo, los datos con 
los que se comparan los valores fueron obtenidos numéricamente. Gustafson ha logrado encontrar 
26 vórtices de manera numérica en las esquinas, usando también técnicas de Multigrid. En sus 
resultados muestra que el valor de la función de corriente en cada vórtice es 3 o 4 órdenes de 
magnitud más pequeño que el anterior. En nuestro caso sólo logramos observar 2 vórtices en cada 
esquina inferior. 

Vónice principal. En este caso la solución es simétri
ca. Flujo de Stokes. 

Autor lflMax. Coordenadas 
Actual 0,100075 (0.50000, 0.76503) 

Gustafson 0,0996 
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-J~u ... ~SI 
_J=-~.~\ 

0 .. 25 0.5 0."15 -1 

---- ~59 

Vórtice terciari o. Flujo de Stokes. 

Velocidad es a través del centro geométrico. 



.. 'lgurn ~.7 

Rcynold.-; = 100 

V<"1ticidad. Flujo Je Sluks. Podc..·1110~ ;1preciar qui: la 
gnífü:a tnue~lr.a aproxí1naufamcntc qu~ Ja ~otución t.•s 

singular en ln!'I. t!.. ... quina .... Tamhién ~e nota el carfü;tcr 
do1ninamc dl! la difusión. 

,\utnr ''»· u 

En esta solución, al igual que para el tlujo de Stokcs. se encontraron '.! vónices secundarios de 
cada lado. Esto es, uno más que los encontrados en las referencias. Un resultado paniculanuente 
interesante es el que se observa para las \'elnciLladcs a través del centro geométrico. Sobre la línea 
x = I/'.!. los valores reponados por Ghia cnineiden muy hien con nuc,.tra solución. Los valores so
bre la línea y = 1/2 no coinciden de manera tan satisfactoria. pero si rcpmducen la.o; earacterísticas 
de la curv:1 y resalta el hecho que el punto central cae snhrc nuestra soludón. 

Vúrtkc principal. [{~ = 100. 

~A,-,ul_•_•r~~"'~~=1u'.\. Coordenadas 
l\clunl O, to.f5:!-- 0.3H424, 0,737312 
Uupl;i O. t 0346 0.375, 0,75 

_G.;,.•_h_;,_, __ 1..:.1._L_flc.3_4~2 0,31'1311. fl,7344 

Vórtict? secundarios y terciarios. Re= 100. 

~l¿j 
r... :l o . .! ~. •) ¡ .v 

t~~ 

A/V .¡,Ma". ClMlr<lcnaJa.~ 

5, 74!179(-2). 6.111399(-2) VII - t,27254(-51 
Gupta -1.245(-5) 
Ghia -l.25.H4(··5l 5,44(-2). 6.251-Zl 
Vll~l---~l~.7~•~)9~9~4~(~--,~,l-~<J-.6-5~6~3=-oél(--~l~)~.~3.~4~44~4~~.,.(-~2) 

Gupta -1. 747( -6) 
Ghia -1,741177(-6) lJ,66!17l-l).3.91(-2) 
Vl2 --4-.-17_7_7_1_t ___ l_f_l>--3·.3.H02(-Jl.3,32945(-3) 
V D2 l. 728 1 7 i - -¡¡J¡'---,~l .o''l-:7"'ll~i<""3.,.l:,7l--c-,-l -J,'"3-,3"2"•J""4"5,.,(---;3'"')-

:•.·: · r.·.•·1 1,f. 
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Fi~un1J.l l 

Reynolds = 400 

Vdocidadcs a través del c.·cmro gco111é1rico. R1! = 1 <X>. 
• Ghia [13] 

Vorticidad. ll" 100. 

1\utnr 
At.·tual 
Gupla 
Ghia 

3.166119 
J.::!.!1572 
J.16646 
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En esta soluci6n destaca es la diferencia tic tamaños entre los vórtices izquierdo y derecho. 
Para las velocid:itles ocurre Jo mismo que en el caso anterior. N6tcsc que la parte derecha de la 
velocidad .,, coincide mucho mejo1· que la izquierda. 

tlttUrn3.t:!. 

Vórtice prindpal. Ur· = 4lKl. 

Autor 
Actual 
Gupla 
ühiu 

oJ¡l\.la<:· 
Cl,ll:t'J!I 
O.l 12lll 
o.11:wo 

C<ktrdcnallu:oi. 
0.445903, tl,ó(J542 

0.45. 11,60 
0.4445, 0,()055 
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.. ,:........--------.. ~.,.,.. 
' 
' 

----, 
·,:~ 

:,· 

'11 
1, • 

/iq¡11olil8 = 2000 

Al\. t.!r~¡· Co<trdcnada~ 

1,l4~4-4(-1"t.1;,,~~ '\"ff-- -ú,4~31{-41 
Gupt4' -f1.5J2t- ·~ ~ 

Ci\u.a 6.41352l-..l.l l.(.t'.l.1t-1 J. 1.2~t-1l 
\"1)"!--¡:-4 ~::t~9l -~ 5 J -~..,-..i"'~"-.,-,.,~~~.---1"'1'-. 4~.==7--==-'1°"~-11-'-, _-=~J-

Guptu 
Gbt;. 

Gt11J 
-·'--=-v~ 

Ght;t 

-J.4521-51 
-1..ll9~H- ~J <1.-*9~-11.4;(~-~1 

1.74~J3(->.o;t l.1?ioO~l-~>. 7.2~CJ:Si-3t 
t.r.f,:;Y'!'ol- r.:, 7.~-3'1. 7.M-3l 

f1,fJ7~7.f)1 -lf}- 'J.lJ71Ü3.~f~..:-:-:-.-1-"4~:?-!--~3-)_ 

7,f,77-;x.t JO~ 9."9961'- J l. 3-.';J{-:-.) 

\'dr.x:•Jadel'-., tr;.r\.·é-,. del centro gC'CIOlétrico, lle = ..ioG, 
• Ghia ( 13! 

Vonicidad. JI,. ~ 400. 

Au1nr 
Actual 
Gupta 
Ghia 

2.29535 
2.30247 
2.2'J469 

Para 6tc valor Lid 11í11ncrn de Rcynolds en la parte superior derecha aparece un nuevo vórtice. 
EM..: v1~rtice "" ..:~l:í r..:porla<lo por hlh r..:fcrcncias [9] l 13 ). Llama la :11cnción la gráfica Lle la vor
ticidad muchtra ya la s..:paraci<'m de líneas de corriente constante en la parte central. justo como lo 
prcdil'" el teorema de J>ran<l1l-Da1chclor. 
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~~ 
o.o 0.4 0.75 1.0 

~~ 
o.e 2.S1do-z o.7 i.o 

~c;;J 
o.o 10-J 0.98 1.0 

Fl&u .. 3.17 

-:t?::sl 
o o.2s o.s o.7S 1 

Jii~I 
o 0.25 0-5 0. 75 1 

~3.H 

Vórtice principal. Re = 2000. 

Autor 
Actual 
Gupta 

.,,Max. 
0.12100 
0,09958 

Coordenadas 
0.47822. 0,54788 

Vórtice secundarios y terciarios. Re = 2000. 

A/V .,,Max. Coordenadas 
VSDI -1.08527(-4) 9,7038(-1). 8,78647(-1)) 

VII -2.48059(-3) 15,6980(-2), 9,6572(-2) 
Gupta -2.849(-3) 
VD! -7,46462(-4) 9.13812(-1). 1,03138(-1) 

Gupta -7.597(-3) 
Vl2 9, 14486(-8) 9,04202(-3), 8,10152(-3) 
VD2 1,99162(-8) 9,93937(-1),5,87506(-3) 
Vl3 -2. 70551(-12) 2. 96554(-4), 2,88282(-4) 

Velocidades a través del centro geométrico. Re 
2000. 
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Reynolds = 3200 

Vonicidad. R.: = :moo. 
i\utor 
.A\.·1Uul 
Gupta 

1,99174 
:!.:?..t_c;79 
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Para este valor de ll<: podemos observar ya 3 v6rtkcs bien definidos. La disminución en los 
órdenes de magnitud es parecida a la que repolla Gustafson [4]. 

.,.,. ... J.10 

Vónice principal. R" = :.noo. 
Autor 
Actual 
Ohia 

IJ/Mn'.lt. 
0.1'.!ló6.:? 
0,120377 

Coonlcnadas 
0,44ll::!169, OS40507 

0,4835. 0,5469 

Vórtice sccundaños y lcrciaños. lle = 3200. 

NV .V ?\1ax. Coonlcnac.h1s 
Vll~~---2-.=K-::!'_J_l_(--3-)~~l-.=7-1>4--5=9-¡-~1-i-ll-.4-2-3~12_( ___ 2_)_ 

Ghia -3.1395(-3) l,!!75(-1), 8.59(-2) 
VSDI -7,00766(-4) 9.46634(-1).!!.98453(-I) 
Ghia -7,2768.?(-4) 9.4531-ll. 8.'lR41-I) 
VOi -1,10856(-3) 9,189711(-l). l,1971ll(-I) 
Ghia -9.7R23(-4) 9,1411-1), 1.0'J4(-ll 
Vl2 1.91066(-7) l.23Kb7(-2), 'J,60675(-3) 

Ghia 2.51648(-7) 1,56(-2), 7,8(-3) 
V02 3,5ll3'J5(-8) 'J.93442(-1).6.636211-3) 
Ghia 6,33001(-8) 9,922{-1).7,8(-31 
VB -4,64246(-11) 5,76541(-4>. 8,10249(-4) 



C.>~-
C ---~-· -

-:-.:. 

·~: --~ .. _. ____ '{ 
e :J.~~ .) • ., •: • .,~ :. 

Reynolds ::: 5000 

Velocidades a lravé!'t del centro g1.:umétrko. 
Re= 3200. 
• Ghia ll31 

En la gráfica de t' aunque lo~ puntos no cucn !"obre la 
línea de nuestra !<tOludón. ~e puede apreciar el pico que 
se fonna dl!'I lado i7quicn.Jo y la solucidn má." redonda 
en la par1e derecha. 

Vorticidad. Re = 3200. 

Aul1t1" 

Actual 
Ghia 

w, 
1,95947 
1.981160 
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La figura con el vórtice principal muestra claramente la presencia de 2 \'Órtices en la parte in
ferior i1.quicrda. El vórtice superior derecho ya ha crecido ba..'<tante en comparación con su primera 
aparición. Las gráfica.'< de lm: velocidades son prácticamente rectas en la pnrte central de la cavidad 
y la vorticidad es constante en dicha región. 

Vórtice principal. Re = 5000. 

Autor 
Actual 
Ghia 

0,1217114 
0.11>1966 

<-.. oordcnac.la~ 
º· 48504 1. ll.5357 21 

0,48R3. O.~~ 



~l~ 
•:.7 : .. ! 

~ji~ 
.l : < l•J r. ···1 :..•.J 

':~ 
-(..<; ' 

J - -· r· .-:-~ e·.~ :-:·:·!-- -- : 

'~l ... -. 
:· --- --- ---- - ! 

-<.' • l T c.:f. ~ :.:. -- 1:.~:- i 

t1.ura .\.?h 

t1gura .\,27 

Rc.ynolds = 6000 

V linic~ ~t..-cundarios y terciarios. Jlr = 5000. 

AN r./J Ma~. émmJcnm.la~ 
VIJ -:.l,0716lJC-3) l.9629~(-1), 7,::;10-t9l--Zl-

Ghia -3.0K35l<l-.» 1.91-1(-IJ. 7.-1:?1-:!l 
VSIJI -l,-12Í7(-3) 'l.Jh'JS 1(-1). •1.rnrFl47=Tl 
Ghia 1.-1564 IC-3) •>.375(-ll. 9, IO:!C-1) 
Vl>J -1,35355(-3) 'l.!7001(-1). 06.14!1l=TJ 
Ghia -1.3611'1(-.~l •J.6971-1>. 1,367(-1) 

-,,Ü l,-IO'Jl:!(-6> 2.2Kl!Üf.:.:-:?¡. 1.772:!4(-21 
Ghia l.432Z6C-6> 1.95(-2), l,'J5C-2J 

.. VD:? 6,013'14(-8) 'l.'IOKl!l(-IJ. 7,1767!)(-3) 
Ghia 7,0llK~h~ll(_--_K~)---"-·-ll_ll_J_C-11. 7,8(-3) 

-W1--.:.:-\7~,5¡;¡-:-10> 1.7<J 13 IC-j):T. IK6!\0C-3) 

Vclocidadt!.'i ::1 tn•vés del centro geométrico. Rt: 

5000. 
• Ghia [ 13} 

Vorticidad. [l., = 5000. 

_A:..:..:,u_h_or __ ~~_,,·,1_,_ 
Actual 1. 'J3580 
Ghia l,!!6016 

En este valor de /fr encontramos un nuevo v611icc muy delgado y largo en la esquina superior 
izquierda- f'igura 13.29 ). Este vórtice no '1parecc mencionado en [9] [ 131. 
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Vórtice principal. Re = 6000. 

Autor r¡,Max. Coordenadas 
Actual 0,121658 0,486071, 0,53430 

Vórtice superior izquierdo. Re = 6000. 

Autor r/JMax. Coordenadas 
Actual 8,72307(-7) l, 1014(-). 9,23418(-1) 

Vórtice secundarios y terciarios. Re = 6000. 

~~ 
o.o 0.4 0.75 1.0 

A/V rfJMax. 
2.03637(-1). 6,94362(-2) 

Coordenadas 
VII -3.15569(-3) 

VSDI -1.7139(-3) 9,35553(-1). 9,10517(-1) 
VDI -1.41888(-3) 9,30739(-1), 1,43316(-1) 
Vl2 5. 88326( -6) 
VD2 8,38924(-8) 

3,28786( 2), 2,67149(-2) 
9,89453(-1), 7,54576(-2) 

~~ 
o.o e.~.10-z o."1 1.0 

2,49280( 3), 1,40355(-3) VI3 - 7.62024(-10) 

~~ 
0.Q 7Kl0"J Q.97 1.0 

FIKW'83.30 



Rcynold.s = 7500 

Velocidades a tro.lvCs. del centro geométrico. 
ll<: = 6000. 

Vonicidad. TI" = 6000. 

Actual 1.93!\80 
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Paró\ este valor de /fr es pam el cual hay más Vó\lorus reportados por Ghia. Esto nos permite 
hacer una muy buena comparnciún. Los resultados obtenidos y los reportados coinciden muy bien 
en la mayoría de los casos. Aún en las velocidades encontramos muy buena aproximación. La 
gnífica de la vorticidad muestra que sus curvas de nivel son n~uy parecidas a las que lienc la 
función de corriemc. Recordemos 4ue para números de Reynolds altos. por el teorema de Prandtl-
13atchelor. la vorticidad es constante sobre las curvas de nivel de la función de corriente lejos de la 
frot11era y por lo tanto coinciden dichas curvas. 

1:~11raJ .. \.\ 

Vórtice principal. Re = 7500. 

Autor 
i\.1.:lual 
Ghia 

0, 121323 
0,119976 

Ccx.1rdcnaJas 
OA87:!98, 0,532'1'>5 

0,4883. 0,5322 



~~ 
O.O hrlo-z O. 75 1-0 

~~ 
o.o o.4 o.i i.a 

~~ 
O.O 8.Sxlo-z 0.97 1.0 

~~ 
o.o ix10·1 0.97 1.0 

Flpra3.JS 

_:E:sJ 
o 0.25 0.5 0.'75 l 

::b4 
D 0.25 C.5 0.'75 1 

Vórtice secundarios. Re= 7500. 

A/V 
VSll 
VSDI 
Ghia 
VII 
Ghia 
VOi 
Ghia 

.,,Ma><. 
-1.21093(-6) 
-2,06692(-3) 
-2.04620(-3) 
-3,22279(-3) 
-3.28484(-3) 
-1.46896(-3) 
-1.46709(-3) 

Coordenadas 
1.32082(-4). 9.21006(-1) 
9,3401(-1). 9, 10513(-1) 

9,336(-1), 9.141(-1) 
2, 13075(-1 J. 6,67845(-2) 

2.187(-1). 6.25(-2) 
9,35302(-1 J. 1,51109( -1) 

9,355(-1), 1.504(-1) 

Vórtice terciarios. Re = 7500. 

A/V 
Vl2 
Ghia 
VD2 
Ghia 
Vl3 
Ghia 
VD3 

.,,Max. 
3,24615(-5) 
3,28148(-5) 
1,52354(-7) 
1,83167(-7) 

-1.64872(-9) 
-1.58111(-9) 
-3.89437(-11) 

Coordenadas 
4,89860(-2). 4,24817(-2) 

5,08(-2), 4,30(-2) 
9.87158(-1), 8,77013(-3) 

9,882(-1). 1,17(-2) 
3,67602(-3), 1,74389(-3) 

3.9(-3). 3,9(-3) 
9,99062(-1). 5,52683(-4) 

Velocidades a través del centro geométrico. 
Re= 7500. 
• Ghia [13] 
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Reynnlds = 8000 

Vorticidad. R" = 7500. 

Aulor e.u,. 
A.:tual 1,\13580 
Ghi_a __ l_.K_7.c.'.1_!1_7_ 
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l~stc es el último número de Rcynolds para el que encontramos solueión numérica. La rnzón es 
que aparece el fcnl1n1cno que ohscrvan1us para 1a ecuación de convcccilÍn - difusión . .1'\..l don1innr 
la convección. al método ya lll1 le e,; posible m.:jomr la soluei<ln. 

En la figura del vórtice prino:ipal es posible observar 5 vórtices secundarios. Siendo ésta la 
figura 1nás pohhul.a. En total logr:1n1os encontrar hHsta 8 vl>rticcs. 

Vórtice principal. lle = !1000. 

Autor- Coordenada:-
Actual Cl, I:? 1175 0,41\7656, 0,532714 

Vórtices secundarios. lle = 8000. 

~~Ji l\tl_LL.c,t, .~.~ 1 ~. 
f/IMax. CtM>rdcnadas 

VSll -1.311785(-6) 1.36514(--4 ). 9.20566(-1) 
VSDI 'J,33-108(-1 ). '>.102061-1) -2.1670'1(-3} 
VOi 'l,3651\~t-1 ). 1.53115(-1) -1.471\57(-3) 
Vil -3.2273(-3) 2.16574(-1 ), 6.46634(-2) 

t;., 1; _ .. :r, : :: _ 1~ l .C 

~~ 
:J.r, t..'• :> • ., l.C 

- ---·-----------



''.~s 
-C.!I ~ 

v.~s o.::. :i-:·:r i 

.,:c:71 
-c .• l~. \ 

:l :>.2:. C.!-. c-:675---, 

ttaurn.l..-11 

Vt'.>rticc terciarios. llt~ = SOOO. 

A/V t/J ti.1a:"<.. Cuon..lcnallo.•s 
Vll2 ·-=:!-. lil~'IO~fl"'("--~7"")-~9~.t!~7~K'°'3'°'"'4(-1 I: l.184f>ól-2J 
Vl2 4,!\W-19(--5) 5,3375!1t-21.4.8331l-2l 

~v°"o~3--_-s,_.°"9~¡,•""1<1~2='c--""'1'°'1~1-~9. 9K!\71 l - 11. s,l!U37N -41 
__ V.;;.Lc.l __ -·1.•>91-151.-\Jl 4.1<)21'>2(-3). I __ ,?~~ 

Velocidades a través del centro geométrico. 
lle= 8000. 

Vorticidad. Re = 8000. 

Aulor w,. 
Actual 1.91249 
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3.3. Discusión de los resultados 

Los resultados anteriores muestran que se ha logrado reproducir los resultados para el flujo en 
la cavidad obtenidos por otros autores. En general se encuentra un gran parecido entre los valores 
de las diferentes cantidades. Esto puede deberse a que se usó una fórmula diferente para aproximar 
la vorticidad en la frontera. Al comparar de las velocidades a trav~s del centro geométrico resulta 
interesante que la velocidad en la vertical coincida muy bien con los valores de Gupta y los puntos 
en la línea horizontal no lo hagan. Sin embargo, todos los puntos en el segundo caso se encuentran 
muy cerca de nuestros valores. 

Los valores de la función de corriente para los diferentes vórtices asf como sus posiciones 
también difieren poco de los resultados reportados. Aunque se utilizó el mismo tamailo de malla 
que Gupta, se logró encontrar más vórtices que los que ellos reportan. Para Re = 3200, nosotros 
mostramos 2 vórtices más que en la referencia y para Re = 6000 en adelante mostramos el vórtice 
superior izquierdo que no se encuentra en la referencia. 

La vorticidad es la última cantidad que se muestra para cada solución. En sus gráficas es donde 
se puede realmente apreciar el porque del nombre de la ecuación de convección-difusión. Cuan
do Re es pequeño, domina la difusión, y lo que muestra la gráfica (3.7) es cómo se difunde la 
vorticidad de la placa superior hacia la región interna. Conforme aumenta Re la vorticidad se ve 
arrastrada por el flujo hasta lograr que las curvas de nivel de la vorticidad casi coincidan con las de 
la función de corriente. 

Para los números de Re pequeños, las soluciones muestran las caracteñsticas que habíamos 
encontrado en los problemas lineales que resolvimos al principio. Ellos son: los vórtices en las 
esquinas inferiores y la difusión de la vorticidad. Conforme aumentó Re fueron apareciendo otros 
vórtices en la parte superior que no se esperaban. De modo que éstos deben ser producidos por los 
términos no lineales debido a la discontinuidad de la vorticidad en las esquinas superiores. 

Para los números de Re grandes, el teorema de Prandtl - Batchelor rige en la solución. Las 
gráficas de la vorticidad presentan una región plana al centro mostrando que efectivamente la 
vorticidad se hace constante al alejarse de las fronteras. Cerca de las fronteras la vorticidad tiene 
grandes variaciones mostrando la región de la capa límite donde la difusión es muy fuerte. 

3.4. Conclusiones 

El problema de la cavidad tiene más de 50 años de haber aparecido y sigue siendo un proble
ma interesante; Probablemente esto se debe a que se pueden estudiar fenómenos que interesan a 
diferentes áreas. En éste trabajo se tocaron las áreas de física, matemáticas y la computación. 

Para la parte física se habló del origen de las ecuaciones con las que se modeló el problema. 
Se explicó el significado de los términos que forman las ecuaciones asf como el número de Rey
nolds. Finalmente se pudieron obtener, a partir de las ecuaciones, algunos resultados analíticos que 
después se comprobaron numéricamente. 

La parte numérica se formó de dos partes. En la primera, mediante una discusión matemática, 
se obtuvieron aproximaciones discretas de las ecuaciones diferenciales. En la segunda se ana
lizó matemáticamente técnica de Multigrid que se empleó en la solución del las ecuaciones. Se 
analizó con detalle la ecuación de Poisson lo que permitió entender los mecanismos que generan la 
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solución. Al aplicar la técnica de Multigrid a la ecuación de convección - difusión se observó que 
cuando el ténnino convectivo domina, el error en la solución es mayor. 

La parte computacional concreta todas las ideas anteriores. Para desarrollar el programa que 
calcula la solución, fue necesario unir todos los métodos analizados. No bastó tener la idea general. 
Se necesitó saber como opera cada elemento del algoritmo. 

Al final se compararon los resultados obtenidos con los resultados de otros autores. La mayor 
parte de los valores concuerdan muy bien lo que nos da la confianza de que las soluciones encon
tradas son correctas y que el algoritmo numérico funciona razonablemente bien hasta Re = 8000. 



Apéndice A 

Código del programa de la cavidad 

A continuación se encuentra el listado del programa que se desarrolló para este trabajo. No se 
da una descripción detallada, pero se espera que el trabajo y los comentarios sean suficientes para 
usarlo y/o modificarlo. 

El programa consta de aproximadamente 2000 líneas de código escrito en FOJlTlUUil 77 lo 
que pcnnitc que funcione en Linux y Wmdows por igual. 

A.1. Programa principal: cvt.f 
pr09r._. cvt c----------------------------------------------------------------
Pr09raaa principal para la cavicUd. 
Lee el archivo de datos inputs.dat con todos los parametros 

$Id: cvt.f'.v 1.3 2001/10/1"7 19:06:44 carlos Exp carlas $ 

e--~------------------------------------------------------------

e 
e 

impllcit non• 

co-:>n P•r-t.era 

int999r 
$ l•vel,. 

$ -· $ naf',. 
$ ~ .... 

t.-.noa de .. 11aa 

par ... ter 
par-ter 
par-ter 
par-ter 
para-ter 
par .... ter 

level•4,. 
level•S,, 
level•6,. 
leve1•1',. 
lev•l•B. 
level•9• na • 

Nivel .. aimo 
numero de puntos en toda• las _.llas 
puntos por linea en la malla raaa r1na 
~unclon de indice 

284 nxf - 15 
1245 nxf' • 31 
5214 nxf' - 63 
21343. nxf' • 127 
86368, nxf' • 255 
347489, nxf' - 511 

c---Variables de Multi9rid -----------------------------------------

e--- f'uncion de corriente 

inteqer 
$ injectl, 
$ njs1, 
$ ..axitl 

inyectar s/n? n. 0) 

nWMlro de suavizamientoa de jacobi 
numero de ciclos V 
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double preciaion 
$ vsl (nm), 
$ rh•l (nrnJ , 
$ al,0:8,.nm), 
$ d&S11Plowerl, 
$ jdampl, 
$ reaidu&ll 

e---- vorticidad 

inte9er 
S i.nject2, 
$ nja2, 
$ IUXit2 

double precialon 
$ v•2(na),, 
S rha2(naJ, 
$ •2(0:8,.nm), 
$ dulplower2, 
$ jdamp2, 
$ reaidu•l2 

e---- Datoa del proble•• 

DoU))le prec1•1on 
$ HaaJll,ey, 
$ by, 
$ S(O:nxf+l,O:nxf'+l), 
$ •CO:nxf'+l,O:nxf+l), 
$ PtO:nxf+l,O:nxf+l), 
S Q(O:nxf+l,O:nxf+lJ, 

vector con la solucion 
lado derecho con condiciones de borde 
coef'icientes de 1.a matriz en todas l.as mal.1.as 
Para.metro de atenuacion en la inyeccion 
pararnetro de atenuaeion de Jacobi 
residuo m.iximo en el ciclo de salida 

inyectar a/n7 (1, 0) 
nunaero de suavizamientoa de Jacobl 
nutMtro de c1C1os v 

vector aoluclon 
lado derecho con condiciones de bOrde 
coeficientes de la matriz en todas las mallas 
atenuacion de la J.nyeccion 
atenuacion de Jacobl 
residual en el ciclo de salida 

numero de Re maximo 
1 Reynolds inicial 

corriente 
vorticidad 
coeficientes de 1• eq. de vorticidad 

$ WKS(O:nxf'+1,0:nxf+1), 1 e!lpacio de trabajo igual. a 1a malla f'ina 
$ dallipl,d...p2, 1 At•nuacion para S y W 
$ err:p,deltal, delt.a2, Para ver l.as diferenci.as 
$ toll,tol2, 
• 1- ain uso --

e---- varia.bles de entorno de trabajo 

lnteq:er 
$ I,J, 
$ Nbiter, Kter, Jter, 
$ Pter,PterKaa, 
$ 10, 
$ aout, 
$ continuar, 
$ tranSave, 
$ pos, Firat, 
$ nout, 
$ rey&ntero, 
$ mpter 

par-ter l 

indices de loa cielos ror 
1 NU98ro de i.teraciones exteriores y contador 

iteraciones entre impresiones 
1 nivel de salida para atream y vort: 0,1,2 

numero para la salida del atream (write> 
leer o no atream.dat y vort .dat a/n C1/0) 
guardar los estados 1ntenned1os7 
variable temporal para idx 

cal.cu lar residuo o no (O or l) 

$ Firat - C C8- 3• 2•• Clevel+l)+ 4**level+ 3*leve1) /3) -1 
$ , 

character 
$ nll98ro•4, 
$ nQl9bre•20, 
$ hiatoria•20 

e---- Init Data 

data injectl, inject2/1, 1/ 

la cadena con el numero consecutivo 
para quardar loa estados de atream 

! para las historias 

data nout, sout/6, 77/ 
cccccccccccccccccccc:cccccccc:cccccccccccccccccccccccccccccccccccccc: 
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Programa 
c:ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc 
e---- Leer parametros 

open(1, file•' inputs.dat') 

read(l,•) Rey 
read ( 1, •) MaxRey 
read ( 1, •) lambda 
read (1, • > Nbiter 
read(l, *) toll 
read(l, •) maxJ.tl 
read(l,•) njsl 
read (1, *) jdampl 
read ( 1, •) damplowerl 
read(l, •) dampl 
read(l,•) tol2 
read(l,•) rnaxit2 
read(l, *) njs2 
read ( 1, •) jdamp2 
read(l, •) damplower2 
read(l,•) damp2 
read(l,•) 10 
read (1, *) PterHax 
read ~l, *) tranSave 
read(l,*) continuar 

close (1) 

corriente 

verticidad 

e---- Inicializar arreglos de trabajo --------------------------------------
call zeros (nrn,vsl) 
calJ. zeros (nm*9,. al) 
call zeros (nm, rhsl) 

cal l. zeros (run, vs2) 
call zeros Cnm*9, a2) 
cal1 :z:eros <run. rhs2) 

cal1 zeros ( tn>c.f'+2) ••2,, P) 
cal1 zeros ( (nx.f'+2) ••2,,Q) 
call zeros ( (n>c.f'+2) ••2,,WKSJ 

e---- carqar solucion anterior si asi se quiso 
tf'(continuar.eq.l) then 

open (71. file••stream.nxt•) 
call loadsol(17.run.nxf'.level.s.vsl) 
close (17) 

open(78. fil.e••vort .nxt•J 
call loadsol(7B.nm,nxf.level,W,vs2) 
close (78) 

&lse 

call zeros((nxf+2)••2,s) 
call zeros ( (nxf+2) ••2.wJ 

&nd If' 

e---- Inicializar matriz de funcion de corriente 

call convdif'f (level, nm, nxf, KKS, WKS. al) !matriz para stream 

e---- Archivo de convergencia 
20 Continue 
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reyEntero - Rey 

write(numero,' (I4.4)') ReyEntero 

historia - 'convergence.' //numero//" .dat' 

open C36, fil.e•historia> 

e---- Condiciones de borde para la velocidad 

Do X • o, nxf+1 
PU,nxf'+U• - Rey• (-1.0) 

e Velocidad en la tapa inferior 
P(I,O)• - Rey • (1) 

End Do c-----------------------------------
Ini.cJ.o de J.teracJ.onea exteriores c-----------------------------------
Kter • 1 
Jter ·• l 
Pter •· PterMax 

98 Continua c-----------------------------------------------------------------
c Funclon de Corriente e-----------------------------------------------------------------
e---- Cal.culamoa el lado derecho para l.a funcion de corriente 

call. atreamrhstlevel, nm, nxf, s, w, al, rhsl.) !rhs stream 

e---- Resolver para la corriente 
Do J: • 1, maxitl 

call rngvcycle (vsl, rhsl, level. nrn,nxt,. al. WKS, 
damplowerl, injectl, jdampl, reaiduall, njsl) 

End Do 

e---- actualizamos los valores de stream en el interi.or 
deltal•D.O 

1.f" (Pter .eq. PterMax ) then 
mpter • 1 

else 
mpter • O 

end i:t 
call updat.e (level,. nm, nxf, mpter,val,dampl,. s, deltal) 

solve stream 

c-----------------------------------------------------------------
Transferencia de informacion 

c-----------------------------------------------------------------
ca 11 transferencia(nx:t',nxf, s,.w, P,Q. Rey) c-----------------------------------------------------------------

c Vorticidad c-----------------------------------------------------------------
c---- calcular matriz y lado derecho para la vorticidad 

call eonvdiff (level. nm, nxf, P, o. a2) !matri.z para vort 

cal.l cdrhs (leve l. nm, nxf, w, P, Q, WKS, a2, rhs2) !rha vort 

e---- Resolver para la vorticidad 
oo J:•l, maxit2 

call. mgvcycle (va2, rha2, leve1, nm. nxf. a2, WKS, 
$ damplo~er2.1nject2,jdamp2, reaidual2,njs2) l solve vort 

End Do 

e---- actualizamos los valores de l.a vorticidad en el interior 
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delta2•0 .. o 

call. update(level.,run,nxt., mpter,vs2,darnp2,W,delta2) c-----------------------------------------------------------------
Sali.da ••• c-----------------------------------------------------------------
Pantalla e historia.dat 
It. (Pter.eq.PterMax) then 

write(nout,•) 
Write(nout,103) Kter, residuall,resi.dual2 
Wrice(nout, 104) del.tal,delta2 

Xt.Cnout .. ne.6) then 
write(6, *> 
Write (6, 103) Kter, residual.l, residua12 
Wr.1te(6,.104) del.tal,delta2 

End· It. 

e---- Escribir el est:.ado de stream y vort (tranSave - 1) 
Pter - O 

End Xt. 

e---- Archivo convergencia. dat 
vrito (36, •) Kter, residual!, residual2 

e---- Ya terminamos una iteracion exteri.or mas ••• 
Jter - Jter + 1 
Kter - Kter + 1 
Pter - Pter + 1 

e---- Revisa.moa la convergencia 
If'(residuall.LE.toll .AND. residual2.LE.tol2 .ANO. 

$ deltal .. le .. toll .AN!>. delta2.le.tol2) then 

write(nout,•J 'Convergencia', Rey 

go to 99 

End If 

go to 98 c------------------------
c Fin de iteraciones exteriores c-------------------------

99 Continue c-----
c Escribir Stream y vorticidad 

reyEntero - Rey 
vrite(numero,• (I4.4)•) ReyEntero 
nombre - •atream.'//numero//'.dat• 
write(6,•) •escribiendo archivo: nombre 

open(sout,file•nombre) 
Do J•O,nxf'+l. 

Do I•O,nxf+l 
writelsout,•) S(I,J) 

End Do 
End Do 
cloae(sout) 

nombre - •vort .. ' //numero//' .dat' 

open(sout,file•nombre) 
Do J•O,nxf'+l. 

Do 1-0,nxf+l 
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vrite Csout, •) W(l,J) 
&nd Do 

End Do 
el.ose (sout) 

If'( Rey.gt.HaxRey > goto 101 

Rey - Rey + l.ambda 

close(36) 
qoto 20 

101 Cont.inue 
close (77) 
el.ose (18) 
close(79) 

Formatos 

convergence. dat 

c-----------------------------------------------------------------
103 Format t•It:•,1&.,•,stream:•,010.5,• Vort:•,010 .. S) 
104 Format e• Delta:•,010.s,• •,010.5) 
105 Format U4.4) 
106 Format e• Reap:•,010.s,• •,010.S> 
107 Format (06.2) 
200 Format (E22.16) 
300 Format U3. 3, 13. J, E22 .16) 

Stop 
End c------------------------------------------------------------

c End e------------------------------------------------------------

A.2. Subrutina : ascend.f 
aubroutine aacend (va., curlevel.., nm, nxf'., a, WKS) e------------------------------------------------------------------> 

e Interpolar el error de la malla gruesa a la ~1.na y corregir > 
> 

$Id: aacend.f.v 1.1 2001/10/17 19:04:37 carlos Exp carlos $ > c----7'-------------------------------------------------------------> 
i1111Plicit none 
inte9er 

$ curlevel. 
$ nm. 
$ nxf. 
S idx 

double preciaion 
$ vaCnm). 
$ aCO:S.nm). 

nivel Actual 
total de puntos en todas loa mallas 
puntos en la malla fina 
funcion de indice 

vector aolucion 

$ llKS(O:nxf+l.O:nxf+l) 
Coeta de la matriz en todas las rnallaa 
espacio de traba jo 

e---- Local Var.iables 

inteqer 
$ nx. 
$ 1.J. 
$ lovlevel. 
$ Fi.rst. pos 

1 numero de puntos por 11.nea en el nivel actual 
1 indices para ciclos FOR 

e----------------------------------------------------------------
Programa. 
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lowlevel - curlevel - 1 
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Recorremos el ni.vel int'erior e inyectamos l.oa valores a 
el espacio de trabajo 
nx - (2••1owlevel.) - 1 

Firat -< (8- J* 2•• Uowlevel.+1)+ 4••1owlevel+ J•J.owlevel.) /3) -1 

Do J - 1, 
Do X • 1, nx 

pos - (J-1> •nx+I+Firat 

WKS (2•I,2*J) • va (pos) 

End Do 
End Do 

recorremos el nivel actual y corregimos 
nx • (2••curlevel> - 1 

Firat •( (8- J• 2..,* (curlevel+l) + 4••curlevel+ J•curlevel.) /3) -1 

Do J: - 1, 
Do J • 1, nx 

pos • (J-1) •nx+I+Firat 

va (pos) • va (pos) + 
$ C4*NKS (I,J) 
$ +2*WKS (I+l, J) 

$ +2*WKS (1-1, J) 

$ +2*WKS (I,J+l) 
$ +2*1fKS (I,J-1) 
$ +WKS ( :I+l, J+l) 
$ +NKS U-1, J-1> 
$ +WKS (I+l, J-1) 
$ +WKS(:I-1,J+l) )/4.0dO 

End Do 
End Do 

e---- borramos el. espacio de trabajo y el. nivel interior 
nx• (2••1.owlevel) - l 

Do J • 1, nx 
Do I • 1, nx 

vs(i.dX(I,J,lowlevel)) • O.OdO 

End Do 
End Do 

return 
End 

c----------------------------------------------------------------
c End 

e--------------------------------------------------------------~ 

A.3. Subrutina : cdrhs.f 
aubroutine cdrhs (level,. nrn,. nx, U,. P,. Q, F, a,. rhs) 

e----------------------------------------------------------------
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e Calculamos el lado derecho de la eq. de conveccion difusion 
e solo para la malla mas gruesa. 

$Id: cdrhs.f,.v 1.2 2001/10/04 19:42:30 carlos Exp $ c----------------------------------------------------------------
implicit none 
integer 

$ level,. ! nivel de la malla mas fina 
$ nm, total de puntos en todas las mallas 
$ nx ! puntos por linea en la malla fina 

double precision 
$ U(O:nx+l,O:nx+l), 
$ P(O:nx+l,O:nx+l),, 
$ OCO:nx+l.,O:nx+lJ, 
$ F(O:nx+l,O:nx+l), 
$ a(0:8,nmJ, 
$ rhs(fUllJ 

e---- Local variables 

integer 
$ idx, 
$ X,,J,, 
$ pos 

condiciones de borde en la malla fina 
coeficientes de conveccion 

Lado derecho en la malla fina 
coeficientes de la matriz 
lado derecho con cond. borde 

funcion de indice 
variables de ciclos FOR 
indice sobre la malla 

double precision 
$ H J tamano de paso en la malla rnas Lina c----------------------------------------------------------------

Proqrama c----------------------------------------------------------------
H•l. Od0/ (2• • 1evel) · 

DoJ-1,nx 
DoI•l*nx 

rha (idx (I, J, level)) -
$ o.soo•u•a• cs.ooo•FU,J> 
$ + F(U+l),J) +FU, (J+lJ) 
$ + FCU-1),J) +FU, (J-1))) 
$ + o.2soo•a•a•H•C 
$ P(I:,J)•(F((I+l),J) 
$ - F((I-1),J)) 
$ + Q(l,J)•(F(I:* (J+l)) 
$ - F (%, (J-1) 111 

End Do 
End Do c---..:-----------------------------------------------------------

c CondJ.ciones de borde c---------------------------------------------------------------
Prinr.er punto (1, 1) 
pos - J.dx (1, 1, level) 

rha (pos) •rha (poa) 
$ - (a(6,poa)•U(0,2) 
$ + a(J,pos)•U( O,lJ 
$ + a(7,posJ•U( O,OJ 
$ + aC4,posJ•uc 1,0J 
$ + a(S,poa)•U( 2,0) 

Linea (2 ••• nx-1, 1) 
Do 1-2,nx-l 

pos - idx (I, 1, J.evel) 

rha (poa)-rha (pos) 
$ - (a(7,poa)•U((I-l),0) 
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$ + a(4,,poa)•U( X ,O) 
$ + a(S,,pos)•U( CI+l),0) ) 

End Do 

e---- Punto (nx,. 1) 
pos - idx (nx, 1, level) 

rha (poaJ-rha (pos) 
$ - cacs,poa)•uccnx+l),.2) 
$ + a (1,. pos> •u ( (nx+l), 1) 
$ + aC'1,posJ•uc cnx-1),0) 
$ + a(4,pos)•uc nx ,0) 
$ + a(B,pos)•uc Cnx+l),O) 

e---- La Linea (l,2 ••• nx-1) 
Do J-2,nx-l 

pos • idx(l,.J,.level) 

rhs (poa) •rha CpoaJ 
$ - Ca(6,.posJ•uco, CJ+UJ 
$ + a (3,.pos) •uc o,. J > 
$ + a(7,poa)•U( O, CJ-1)) ) 

End Do 

e---- La Linea (nx,.2 ••• nx-1) 
Do J•2, nx-1 

pos • idx (nx, J, level) 

rhs CposJ•rhs (pos) 
$ - (a(S,poa)•U((nx+l),. (J+l)) 
$ + a (1,poa) •u ( (nx+l),. J ) 
$ + a ce, posJ •u C Cnx+U, CJ-1) > 

End Do 

e---- El Punto (l,nx) 
pos • idx(l,.nx, level) 

rhs (poa)•rhs (pos) 
s - cat7,posJ •uco,. Cnx-1) > 
$ + a(3,.poaJ•uc o,. nx J 
$ + a(6,.posJ•uc o,. Cnx+lJ) 
$ + a(2,.pos)•uc 1. (nx+lJ) 
$ + a(S.pos>•uc 2. (nx+l)) > 

e---- La Linea (2 .•• nx-1.nx) 
Do 1-2.nx-1 

pos - idx(I.nx.level) 
rhs(posJ-rhs(posJ 

$ - (a(6.pos)•U((I-1), (mc+l)) 
$ + a (2,pos) •u ( I • (nx+lJ J 
$ + a (5, pos) •u ( U+lJ, (nx+l)) J 

End Do 

e---- El punto (nx, nx) 
pos • idx(nx, nx, level) 

rhs (pos) •rhs (pos) 
$ - (a(6,pos)•U((nx-1),{nx+l)) 
$ +a(2,posJ•uc nx ,(nx+lJJ 
$ + a(S,posJ•u1 (nx+l), (nx+l)) 
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$ + a(l,.pos>•uc Cnx+l), nx > 
$ + a(S.pos) *U( (nx+l),. (nX-1)) ) 

e---- Fin de condiciones de borde 
return 
end c----------------------------------------------------------------
&nd e----------------------------------------------------------------

A.4. Subrutina:convdifl'.f 
aubroutine convdiff' (level,. nm,. nxt,. P,. Q,. a) c----------------------------------------------------------------
Calcula l.os coef'icientes para la matriz de conveccion dif'uaion 

$Id: convdif'f'.f',.v 1.2 2001/10/17 19:06:22 carlas Exp $ c----------------------------------------------------------------
implicit none 
integ¡er 

$ level,. Nivel de la malla mas f'ina 
$ nm,. total de puntos en todas las mallan 
$ nxf' puntos por linea en la. malla f'ina 

doublc precision 
$ P (O:nxf+l. O:nxf+l) • 
$ Q(O:nxf+l.O:nxf+lJ. 
$ atO:B.nml 

e---- variables locales 
inte9er 

$ idx. 
$ Y..J. 
$ curlevel. 
$ 

double precisi.on 
$ stl (O:BJ 

coef'icientes de conveccion 

matriz de coeficientes 

funcion de indice 
loop indexes 
nivel actual 
no. incognita.s del nivel actual 

! estencil c----------------------------------------------------------------
c ·Programa c----------------------------------------------------------------

00 curlevel - 1, level 

nx - cz••curlevel-1) 

DoJ-1.nx 
Do:I-1,nx 

cal1 coef9h:urleve1. nxf, x.J , P.Q, stl) 

a(l,idx(:I,J,curleve1JJ • atl(l) 
at2.1dx(I,J,curlevel.)) • atl(2) 
a C3. idx (I,J.curlevel.)) • atJ. (3) 
a(4.idx(:I,J,curlevel.)) .. atl.(4) 
a cs. idx(I,J, curlevel.)) • atJ. (5) 
a(6,. idx(I,.J,curleve1) J • atl.(6) 
aC7.idx(I,J,curleveJ.)) .. stl(7) 
aCB.idx(I,J,curleveJ.JJ • atl.(8) 
a(O,.idx(I,J,curlevel)) • atl(O) 

End Do 
End Do 

End Do 

83 



return 
end c-----------------------------------------------------------
Erid . 

c--------------------------------------------------------------
aubroutine coef'9 (cur1eve1., nx:f'., :r, J, P,. Q • atl) c----------------------------------------------------------------

c Calcu1ar el atencl1 par 1oa puntos I,J en e1 nive1 actua1 
e Tomada de Zhan9 (9] c---------------------------------------------------------------

J.rnplicit none 
integer nxf, ::r, J. curlevel 

double preclsion P(O:nxt'+l,O:nx:f'+l), QCO:nx:f'+l,O:nxf+l), 
$ atl.(0:8) 

e---- LOcal variabl.es 
J.nteger 

e 
e 

$ K t factor de eaca1a para l.011 indices 

double precision 
$ H, t tamano de malla para el. nivel actual 
$ pO, pl. p2. p3, p4, 
$ qO, ql, q2, q3, q4. J coeLicientea del steJ\C.1.1 
$ r4 

K - (nxf+l)/(2**curlevel) 

leemos los coeficientes para el nivel actual 

pO - PI K• :i: x• J 
pl - PI Kº u:+t> K* J 
p2 - P 1 K• :i: K* (J+l) 
p3 - PI K• u:-11 K* J 
p4 - PI K• :i: K* (J-1) 

qO - Q( K• :i: K* J 
ql - QI K• u:+1> K* J 
q2 - QI K• :i: K* (J+l) 

q3 - QI Kº (X-1) K* J 
q4 - QI K• :i: K* (J-1) 

H - 1.0dO/ c2••curlevel) 

atl Cl> - u. ooo+o. 2soo•u• (4 .ooo•p0+3. ooo•pl-pJ+p2+p4) 
$ + o.12soo•a•H•t4.ooo•po•po+po•cp1-p3>+qo•cp2-p4>> > 

atl (2> - t4. ooo+o. 2soo•H• (4. ooo•q0+3 .ooo•q2-q4+ql+q3) 
$ + o.12soo•H•ff•(4.0DO•qo•qO+pO*(q1-q3)+qO*(q2-q4))) 

atl (3> - C4. 000-0. 2soo•u• (4. ooo•pO-pt+J. ooo•pJ+p2+p4) 
$ + o.12soO•ff•H•(4.0DO•pQ•pO-p0*(pl-p3)-q0*(p2-p4))) 

atl C4> - (4. 000-0. 2soo•u• <4 .ooo•qo-q2+3. ooo•q4+ql+qJ) 
$ + o.12soo•H•H•t4.ooo•qo•qo-po•cq1-qJ>-qo•cq2-q4>> > 

stlCS) - c1.ooo + o .. soo•u•cpo+qO> + r4> 
atl(6) - (1.ooo - o.soo•tt•(pO-qOJ - r4J 
atl(7) • (1.000 - Q.5DO•H•(p0+q0) + r4) 
atlCS> - c1.ooo + o.soo•u•cpO-qO> - r4> 

atl (0) • - (20.0DO+H•H• (pQ•pO+qQ•qO) +H• (pl-pl)+H* (q2-q4)) 

return 
end e-----------------------------------------------------------------
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FIN e-----------------------------------------------------------------

A.S. Subrutina : descend.f 
aubrout:ine descend Cvs., rhs,. curlevel., nm, a., damplower,. inject) c----------------------------------------------------------------
Baja e1 residual. del. nivel actual al nivel inferior 

e $Xd: descend.t',v 1.3 2001/10/17 19:07:05 carlas Exp $ 

c----------------------------------------------------------------
i111Plicit none 
J.nteqer 

$ curlevel., 
$ nm, 
$ i.d.x, 
$ i.nject 

double preciaion 
$ va(nm), 
$ rha (nm)., 
$ • (0:8,. nm), 
$ daJl'IPlOwer 

variables locales 
int.e9er 

$ nx., ! numero 
$ nxl. 
$ I.J.uI.uJ., 
$ pos. 
$ lowlevel. 
$ First 

actual 
double precia.ion 

$ rea 

nivel actual 
! total de puntos en las mallas 
! funcion de indice 

vector con la aolucion 
lado derecho y residuales 
coef'ic:J.entes de la matriz 

de puntos por linea en el nivel inferir 
19ua.l que nx pero para •l nivel actual 

variables FOR de loa niveles 
variable de poaicion 
el nivel inferior 
indice del primer punto de la malla 

residual puntual. para actualizar c----------------------------------------------------------------
Pro9rama c---------------------------------------------------------------
lowlevel • curlevel. - 1 
nx • (2••1owlevel) - 1 

Firat -e ce- 3• 2•• (curlevel.+1)+ 4••curlevel+ J•curlevel) /3) -1 
nxl - (2•*curlevel) - 1 c----------------------------------------------------------------
Recorreinos el nivel inferior. duplJ.camoa las coordenadas Y 
obtenemos el residual de arriba., l.o escribimos en el lado 
derecho (rha) para el nivel inferior. 
Todos los residuales provienen de puntos que no tocan la 

e frontera e----------------------------------------------------------------
Do J - i. nx 

$ 
$ 
$ 
$ 

Do I • l. nx 

ut • 2•I 
uJ • 2•J 

pos • (uJ-1) •nxl+ul:+First 

• -(a(O.,pos) • va((uJ-1)•nxl+(uI )+Firat) 
+a (l,pos) • va ( CuJ-1) •nxl+ (uI+l)+First) 
+a(2,pos) •va( (uJ )•nxl+(uI )+Fi.rat) 
+a(J,pos) •va( (uJ-lJ*nxl+(uI-l)+Fi.rat) 
+a(4,poa) • vs( (uJ-2)•nxl+CuI )+Firat) 
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$ 
$ 
$ 
$ 
$ 

-··-··--- •-'·'-·-··--1. ···---~------··----------·--·-- ··-·- ···-------····--·-------~ 

+a (5, pos) • VII ( 
+a(6,po11> • v11( 
+a(7,pos) • vs( 
+a(B,po11) • vs( 
+ rhs (pos) 

(uJ ) •nxl+ (uI+l) +First) 
(uJ > •nxl+ (uI-1) +First) 
(UJ-2) •nxl+ (uI.-1 > +Fir11t) 
(uJ-2) •nxl.+ (uI.+l)+First) 

rh11(idx(I,J,lowlevel)J- damplower • res 

End Do 
End Do 

return 
&nd c-----------------------------------------------------------·-
End 

A.6. Subrutina : idx.f 
inteqer t"unction i.clx (I,J,n) e-----------------------------------------------------"------
Funcion de indice 
Los vectores con la aolucion o los lados derechos ti.enen ia 
ai.guiente estructura.. loa puntos se numeran 
1exicograf"icamente. y las mallas se ordenan de menor a 

e ... yor, el indice es la poaicion en el vector a partir 
e del nivel en que se encuentra (n) y sus coordenadas (:I,J) 

$:Id: idx.f",v 1.2 2001/10/17 19:07:20 carlas Exp $ 

i.nteqer :I,J, Fi.rst. nx ,n 

Fi.r•t - (8 - 3 • 2••(n+l) + 4••n + 3*n)/3 

1••t ( 4 • ( 2 - 3 • 2••n + 4••n) + 3 • n) /3 

e :It" ( :I .lt. 1 .or. I .9t. nx .or. J .lt. 1 .or. J .9t.nx ) then 
wri.tet•,•) 'i.ndi.ce fuera de luqar' 

end i.f 

i.dx - (J-1) •nx+X+Fi.rat-1 

e i.f ( i.dx .lt. firat .or. idx .gt. last ) then 
vrite(•,•) 'i.ndice fuera de lugar' 

end if 

end c------------------------------------------------------------
End 

e--------------------------------------------------------------
e•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

aubroutine zeros( n, a) e------------------------------------------------------------
:Inicializa a cero los arreglos 

c-------------------------------------------------------~-----
:l.nte9er n 
double precision a (n) 
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double precision zero 
parameter( zero - O.OdO) 
integer nn 

do 10 nn • 1, n 
a(nn>- zero 

10 conti.nue 
:recurn 
end 

e----------------·-----------------------------------------------
e End e----------------------------------------------------------------

A.7. Subrutina : loadsol.f 
aubroutine loadaol (f"J.1enumber, nm. nxf', l.eveJ.., s, va) 

c--------------------------------------------------------------
1.e• datos del. f"ilehandle f"J.lenumber y l.os escribe en 
e1 arre9lo S y el vector va c-------------------------------------------------------------
inteq:er 

$ t'.ilenumber, 
$ nm, 
$ nxf, 
$ J.evel 

Double preclaion 

! numero de archivo abierto 
f tamano de a 

scnxf',nxf'> 
! nivel maximo 

$ S(O:nxf"+l,O:nxf+lJ., ! arreglo con la sol.ucion ("' or s) 
$ va (nm) 

e-------Local ------
i.nte9er 

$ i. ,, j,pos ! indices 

e------- subroutine -----
Do .J•O, nxf+1 

Do l•O. nxf+l 
read (filenumber. •) s (X,,J) 

End Do 
~d Do 

Do J•l,nxf' 
Do 1•1, n.xf 

pos - idx(X,J,level) 
vs (pos) • S (I, J) 

End Do 
End Do 

return 
end 

A.8. Subrutina : mgvcycle.f 
aubroutine mgvc:yc:1e (vs, rha, level, nm. nxf, a, HKS, 

$ datnplower, inject, jdamp, reaidual,,nja) c----------------------------------------------------------------
Ciclo V de Hultiqri.d 

$Id: mgvcyc1e.f,v 1.4 2001/10/21 04:25:36 carlos Exp carlos $ 
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c------------------------------------------------------------
impl.icit none 

integer 
$ l.evel.. 
$ run, 
$. nxf'. 
$ inject, 
$ njs. 
$ idx 

Oouble preciaion 
$ va (nm), 
$ rhs cnm>, 
$ a(O:S,run), 
$ dampl.ower, 
$ jdamp. 
$ reaJ.dual. 
$ WKS(O:nxf+l,O:nxf+l) 

e---- Local. variables 
inte9er 

$ curl.evel, 
$ getrea, 
$ l 

Nivel de la malla fina 
total de puntos en 1as mal.l.aa 
puntos en l.a malla f'ina 

11uavlzamientoa de Ja.cobi 
Funcion de indice 

1 vector ·con la aolucion 
Lado derecho con cb• a 
coeficientes del sistema 
atenuacion en el descenso 

! atenuacion de Jacobi 
residual maxirno despuea del auavJ.zamJ.ento 
Espacio de trabajo 

c-------------------------------------------------------------
Pr09rama c--------------------------------------------------------------
resi.dual. - O. OdO 
getres - O 

e---- Goi.ng Dovn •••• Bajar hasta el penul.timo nivel. 
Do curlevel • J.evel, 2 , -1 

Do l. -1 ,nja 
ca1.1 •mooth (vs, rh•• curlevel, nm, a, jdamp, reaidual, getrea) 

End Do 

cal.l deacend (vs, rhs, curl.evel,1Ull, a, damplover, inject) 

End Do 

e---- Bottoal.i.ne. 11 ... r con el valor del. nA.vel Jn&S bajo 
ca1l. •Yste .. olve (va, rbs, 1, run, a) 

e---- Goi.ng Up •••• de•de e1 penultilDO nivel basta l.eval 

Do curlevel - 2 , leve1, 1 

i.LC curlevel. .eq. level. ) then 
9etraa - 1 

End r~ 

call. aacend(va,curlevel.,nm,nx.L, a,MKS) 

Do l. - 1, nja 
cal.l &lftOOth (vs, rha, curlevel., nm, a, jdamp, residual., getrea) 

End Do 

End Do 

return 
End 

e-----·------------------------------------~--------------------
&nd 
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A.9. Subrutina : smooth.f 
subrout i ne smoot h (vs, rhs, curlevel, nm, a, jdamp, res idua.l, get res) c----------------------------------------------------------------
Suavizamiento Gauss-Seidel lexicografico para el nivel actual 
$Id: smooth.f,v 1.2 2001/10/17 19:08:29 carlas Exp carlas$ 

c----------------------------------------------------------------
impl ici t none 

integer 
curlevel, 

S nm, 
$ idx, 
$ get.res 
double precision 

S vs (nm>, 
$ rhs Cnm), 
$ a(O:B,nm), 
$ jdamp, 
$ residual 

e---- Local variables 

int.eger 
$ nx, 
$ t,J,. 
$ posl , pos, 
$ First 

double preciaion 

nivel a ~uavizar 

total de puntos en la mallas 
el indice 
calcular el residuo? 

vector solucion 
lado derecho y residuales 

! Coeficientes de la matriz 
Atenuacion 

! residual maximo 

! puntos del nivel act.ual 
! 

! dumrny var for index 
! primer punto del nivel en el vector 

$ res ! residual puntual para actualizar 

Programa c----------------------------------------------------------------
nx - (2* •curlevel.-1) 

residual - O.OdO 

First -< (~- J• 2•• (curleve1+1) + 4••curlevel+ 3*curlevel) /3) -1 

puntos lejos de l.as fronteras 
Do J • 2, nx.-1 

post- (J-1) •nx.+First 

Do I - 2, nx-1 

pos • posl + I 

res • -(a(O,pos) . vs ( 
$ +a(l,pos) . va( 
$ +a(2,pos) . VS( 

$ +a(3,pos) . VS( 

$ +a(4,pos) . VS( 

$ +a(5,posJ . vs( 
$ +a(6,pos) . VS( 

$ +a(7,posJ . VS( 

$ +a (8, pos) . VS( 

$ + rhs (pos) 

pos ) 

pos +l ) 

pos +nx ) 

pos -1 ) 

pos ) 

pos +l +nx ) 

pos -1 +nx ) 

pos -1 -nx ) 

pos +l ) 

vs{pos)• vs{pos) + jdamp • res/a(O,pos) 

) 
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If(getrea.eq .. l .. ANO. aba(rea).gt.residual) residual - aba(res) 

End Do 
End Do c----------------------------------------------------------------

c Linea :f'ronteriza c----------------------------------------------------------------c---- Punto C 1, 1) 
poa • id.x(l,1,curlevel) 

- -(a(O,pos) • va(idx(l,l ,curlevel)) 
$ +a(l,poa) • vaCidx( 2,1 ,curlevel)) 
$ +a(2,poa) • va(idx( 1,2 ,curlevel)) 
$ +a(5,poa) • va(idx( 2,2 ,curlevel)) 
$ + rha Cpoa) 

va(poa>- va(poa) + jd&lftP • rea/a(Q,pos) 

I:f'(9etres.eq.l .. ANO. abs(res) .gt .. resi.dual) residual - a):)a(raa) 

Linea (2 ••• nx-1, l) 
Do I•2,nx-1 

pos - idx(I,l,curlevel) 
• -(a(O,poa) • va(ldx(I,l ,curl.evel)) 

$ +aU,pos) • va(idx(I+l,l ,curlevel)) 
$ +aC2,poa) • v•(i.dx(I ,2 ,curl.evel)) 
$ +a(J,pos) • vaUdx(I-1,1 ,curlevel)) 
$ +a (5, pos) • va (ldx (I+l, 2 , curl.evel)) 
$ +a(6,pos) • v•Cldx(I-1,2 ,curlevel)) ) 
$ + rh•(POs) 

va(poa)• va(pos) + jdamp • rea/a(O,pos) 
I:f' (Cjletrea.eq.1 .ANO. aba (res) .qt .. reaidual) residual. - aba (rea) 

End Do 

e---- Punto (nx, l) 
pos - idx(nx, l,curlevel) 
rea - -(a(O,poa) • va(idx(mc,l ,curlevel)) 

$ +•(2,poa) • vaUdx(nx ,2 ,curlevel)) 
$ +a(3,poa) • va(idx(nx-1,1 ,curlevel)) 
$ +a(6,pos) • vs(idx(nx-1,2 ,curlevel)) 
$ + rha (pos) 

va(poa)• vs(poa) + jdamp • res/a(O,pos) 
If(getrea .. eq.1 .ANO .. abs(res) .gt.reaidual) roaidual • abs(res) 

e---- Linea (l, 2 ••• nx-1) 
Do J-2,nx-1 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ 
$ 

po• - idx e 1, J, curlevel) 
res• -(a(O,pos) • vs(idxCl ,J 

+a(l,poa) • va(idxC 2 ,J 
+a(2,pos) • va(i.dx( 1 ,J+l 
+a(4,pos) • va(idx( 1 ,J-1 
+a(S,pos) • va(idx( 2 ,J+l 
+•(8,pos) • va(idx( 2 ,J-1 
+ rhs(posJ 

, curlevel) ) 
,curlevel)) 
, curlevel) ) 
,curlevel)) 
, curlevel)) 
,curlevel)) ) 

va (pos>- va (pos) + jdarnp • rea/a (0,po:s) 
XL(qetrea.eq.l .ANO. •bs(res).qt .. reaidual) residua1 • aba(res) 

End oo 

e---- Linea (nx,2 .•• ruc:-1) 
Do J•2,nx-l 

pos• idx(nx,J,curlevel) 
res - -(a(O,pos) • va(ldx(nx,J ,curlevel)) 

$ +a(2,poa) • vs(idx(nx ,J+l,curlevel)) 
$ +a(J,pos) • va(idx(nx-1,J ,curlevel)) 



$ +a(4.poa) • vsCidx(mc .J-1.curlevel)) 
$ +a(6.pos) • vs(idx(nx-1.J+l.curlevel)) 
$ +aC7.pos) • vs(idx(nx-1,J-1,curlevel)) J 
.S + rha (pos) 

vs(poa)- va(pos> + jdamp • res/a(O,pos) 
If(getres.eq.l .AND. Aba(res).ge.restdual) residual - abs(rea) 

End Do 

Punto (1, nx) 
pos - idxCl.nx,curlevel) 
rea - -caco.poa> • vaCJ.dx(l,nx ,.curlevel)) 

$ +• c1. pos) • vs (idx ( 2. nx , curlevel)) 
$ +a(4,pos) • vaUdx( 1,nx-1,curlevel)J 
$ +a(B,poa) • vsUdxC 2,nx-l,curlevel.)) ) 
$ + rh• Cpoa> 

va Cpoa) • va Cpoa) + jdamp • res/a CD. pos) 
If(getres.eq.1 .ANO. abs(res) .gt.reaidual) residual• aba(res) 

e--- The Line (2 ••• nx-1.nx) 
Do I-2,nx-1 

poa • i.clx(I,nx,curlevel) 
rea• -Ca(O,poa) • va(idx(I,nx ,eurlevel)) 

$ +a(l.poa) • va(J.dx(I+l,nx ,curlevel)) 
$ +aC3,pos) • vaCidx(I-1,nx ,curlevel)) 
S +a(4,poa) • va(J.dx(I ,mc-1,curlevel)) 
S +aC7.poa) • vs(idxCI-1,nx-1,curlevel)) 
$ +a ce.pos) • va (J.dx(l+l, nx-1. curlevel)) > 
S + rhs (pos) 

vsCpos>- va(poa) + jcl&l9p • res/a(O,poa) 
If(getrea.eq.1 .NtD. abs(res).qt.reaidual) residual - aba(rea) 

End Do 

e---- el punto (nx, nx) 
poa • idx(nx,nx,curlevel) 
rea • -Ca (0,poa) • va (i.dJC(t,J ,curlevel)) 

S +a(3,poa) • va(id.x.U-1.J ,curlevel)) 
$ · +a(4,.poa) • vsCidx(I .J-1,curlevelJ) 
$ +a(7,poa) • vs(i.d.x(I-1.,J-1,curlevel.J) ) 
$ + rha (poaJ 

va CpoaJ • va (pos) + jd&Jnp • rea/a (O, poa) 
If(qetrea.eq.1 .ANO. aba(res) .gt.residual) resi.d.ual • aba(rea) 

return 
End 

c----------------------------------------------------------------
End e----------------------------------------------------------------

A.10. Subrutina : streamrhs.f 
subrout1ne atreamrha Cl.evel. run, nx, U, F, •· rbaJ c--------------------------------------------------------------
calcula e1 lado derecho para la f'uncion de corriente 

e en la .. 11a mas fina 
e $Id: atreaarhs.f,v 1.1 2001/10/1"7 19:0B:.f4 carl.oa Exp carloa $ c----------------------------------------------------------------

impl.icit none 



$ 
$ 
$ 

level" 
nm. 
nx 

doubl.e preciaion 
$ U(O:nx+l,O:nx+l) • 
$ F(O:nx+l,O:nx+l), 
$ a(O:S.,nm)., 
$ rha (nm) 

e---- Local variables 
:1nte9er 

$ idx, 
$ I.J, 
$ pos 

double precision 
$ H 

Nivel de la mal.la mas fina 
total de puntos en las mallas 
puntos por linea en la .... 11a fina 

condicion de borde en la malla fina 
lado derecho en la malla :fina 
elementos de la matriz 

l lado derecho con cb' s 

! index .function 
loop indexes 

! dumy var for the index (curaoi::) 

! tamano diviaion en l.a malla f'ina 

c----------------------------------------------------------------
Pr09r .... c----------------------------------------------------------------
H-1. 0dO/ (2•*1.evel.) 

DoJ•l,nx 
DoI•l.nx 

rha (i.dx(X,J, level.) > • 
$ -0.5DO*H*H* (8.0DO*FU:.J) 
$ + F((I+l),J) +FU" (J+l)) 
s + rcu:-1>.J> + FCI. CJ-1»> 

End Do 
End Do 

c--------------------------------------------------------------
c Condi.clone• de borde c--------------------------------------------------------------
c---- Fi.rae Polnt c1.1> 

pos - i.dx c1.1, 1eve1) 
rh• (po•) •rhs (pos) 

$ - (a(6.po•)•U(0,2) 
$ + ac3,po•>•uc 0,1) 
$ + a(7,poa)•U( 0,0) 
$ + a(4,poa)•U( 1,0) 
$ + a(B,pos)*U( 2,0) 

Line (2 ••• nx-1,1) 
Do I•2,nx-l 

poa • i.dx (I, 1, level) 
rha Cpo•>-rhs (pos> 

$ - (a(7,poa)•U((I-1),.0) 
$ + a(4,po•)•U( I ,0) 
$ + a(S,poa)*U( (I+l),O) 

End Do 

e---- The point (nx, 1) 
pos - idx (nx, l, level) 

rha (pos)-rhs (pos) 
S - (a(5,pos) •U((nx+l),2) 
S + a(l,pos)*U( (nx+l),l) 
$ + a(7,posJ•U( Cnx-1),0) 
$ + a(4,.pos> •uc nx ,OJ 
$ + a (8, pos) •u ( (nx+l), O) ) 

The Line (l,2 ••• nx-1) 
Do J-2, nx-1 
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pos • idJC(l,J,level) 
rha (pos) •rhs (pos) 

S - ta C 6, pos> •u to, CJ+l) > 
$ + a(3,pos)•U( O, J ) 
$ + a(7,.pos)•U( o, (J-lJ) ) 

End Do 

e---- The Line Cnx,. 2 ••• nx-1) 
Do J•2,nx-1 

pos - i.dxCnx,J,level) 
rh• Cpos) -rhs (pos) 

$ - (a(5,posJ•U((nx+1), (J+l)) 
$ + a(l,pos)•uc (nx+l), J ) 
$ + aCB,.pos)*U( (nx+l), CJ-1)) ) 
End Do 

e---- The Poi.nt (1, nx> 
poa - id.JC c1. nx, level) 
rhs (poa) •rhs (pos) 

$ - Ca(7,pos)•U(O, (nx-1)) 
$ + a(3,poa)*U( o, nx ) 
S + a(6,pos>•uc o,cnx+l)) 
$ + a(2,.pos)*UC 1, (nx+U) 
$ + a(5,poa)•uc 2, (nx+UJ > 

e---- The Line (2 ••• nx-t,nxJ 
Do 1•2,nx-1 

pos • i.dx (l:, nx, level) 
rhs (pos) •rhs (pos) 

$ - (a(6,pos)*U((I-1), Cnx+l)J 
$ + a(2,poaJ*Ul X , (nx+l)) 
$ + a (5, po~) •u ( (I+l), (nx+l)) 
End Do 

e el punto true, nx> 
pos • J.dx(nx,,nx,level) 
rha Cpo•) •rha tpoa) 

$ - (a (6. Po•> •u ( (nx-1) • (nx+lJ) 
$ + a (2. po•J •u ( nx • Cnx+l) > 
$ + a (5. pos) •u ( (nx+1J • Cnx+lJ > 
$ + a(l.po•)•U( Cnx+l). nx ) 
$ + a(8.po•J*U( Cnx+l). Cnx-1)) 
return 
•nd 

c--------------------------------------------------------------
End e------------------------------------------------------------

A.11. Subrutina : systemsolve.f 
aubroutin• ayate.sol ve (vs. rna. curlevel. nm. a) c---------------------------------------------------------------
Solve the ayatem on grid •curleve1• 

e 
e Resuelve el sistema en el n~vel cur1eva1. puede hacerlo en el 

nivel 1 o en el J. Para el J ea necesario vincular con 
la biblioteca de lapack DGESV y .od.iflcar lftCJVCYcle. ~ acorde 
a la aituacion 

$Id: ayaC.elllsolve.f.v 1.2 2001/10/17 19:09:37 carloa Exp carloa $ c----------------------------------------------------------------
1.mplicit none 
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J.nteger 
$ curl.evel, 
$ nm. 
$ idx 

double precision 
$ va(nmJ, 
$ rha(nmJ., 
$ •(0:8,nm) 

e---- Local variables 

J.nteger 
$ I.,J.,K,, 
$ pos., 
$ Fp, 
$ 

e---- LAPACK VARIABLES 

Integer 
$ N, 
$ HRHS., 
$ LOA, 
$ LDB, 
$ INFO 

J.ndex of f'J.rat point on ,..ah 3., ainua 1 
polnta per si.de on leve]. 3 

Par..,.ter ( nx-7,H•nx•n.x, NRHS•l, 
$ LDA-N, LDB•N• Fp-10) 

Inteq:•r 
$ IPIV(N) 

Double precision 
$ Ll\(N,HJ, 
$ LB(N) c-----------------------------------------------------------

c Pr09raa 

c----------------------------------------------~~---~-----
J:f' Ccurlevel .eq. lJ then 

po• • J.dxCI,J,cur1evelJ 

va(posJ - rhs(posJ /a(O,poa) 

End if 

Xf'(curlevel .. eq.2) then 
write(6,•) 'Error en el ayatemsolve: nivel. 2" 

End If 

e If(curlevel.eq.l) then 

e 
e 
e 

Do I•l,N 

LB(I)•O.OdO 

Do J•l,N 
LA(I,JJ•O.OdO 

End Do 

End Do 
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ce---- Conatruccidn de La Hatriz - 9 diagonales 
e 

e 
e 

e 
e 

Do K -1.nx-1 

Do X• (K-l)•nx+l,K•nx-1 
LAU,,I> -aco, Fp+i: 
LA(I+l,I) .. a(3. Fp+r+l 
LA(I,, I+lJ • a(l,, Fp+:I 

LA(I, X+nx) - • (2. Fp+:I 
LACX.I+nx+l)- a(S, Fp+X 
LA(I+l, I+nx>- • (6, Fp+X+l 

Diagonal principal 

Bloque derecho 

e 
e 
e 

LA(X+nx. I) • a (4, Fp+X+nx) Bloque inferior 
LA(I+nx,,I+l)• a(S, Fp+:I+nx) 
Lk(I+nx+l,, XJ• a(7, Fp+I+nx+l> 

c. 
End Do 

e 
e J.A(lt•nx,Jt•nx)- &(O,, Fp+K•nx) 
e LACK•nx, UC+l)•nxJ• a(2,Fp+ K•nx) 
e LA( CK+l) •nx. Jt•nx) • a (4, Fp+ CK+lJ •nx> 
e End Do 
e 
e Do X - Cnx-1) •nx + 1, nx•nx-1 
e 
e 
e 
e 
e 

LACI. I) 
LACI+l, I) 

LACiir I+U 

e End Do 

- a(O,, Fp+I ) 
• a (3, Fp+I+l) 
• all, Fp+I ) 

e LA(nx•nx,nx•nx)•a(O,,Fp+nx•nx> 
e 
e Do I•l,H 
e LBUJ• rhs (Fp+IJ 

End Do 

Diaqonal principal,, ultimo b.loque 

Cal1 DGESV(H, NRHS, LA,, LOA,, XPIV,, LB,, LDB,, INFO) 
e 
e JF(XNFO.ne.O) then 
e Wri.te (6,. •) "Error i.n aystenuaolve: Lapack So1ver",. :Info 
e &nd lf 
e 
e 
e Do I:-1,.N 

va (Fp+:I) - LB (I) 
End Do 

End If' 

return 
End 

c---------------------------------------------------------------
End e--------------------------------------------------------------

A.12. Subrutina : transferencia.f 
aubroutine tranaferencJ.a(nxf,.nyf,. S,. 11, P, Q, Rey) c----------------------------------------------------------------

c Calcula. las condiciondes de borde para. tf a partJ.r de ti y S 
e y loa nuevos coet'icientes P y Q de la eq. de convecc-diff 

$Id: transferencia. f,v 1.1 2001/10/17 19:09:48 car los Exp carl.oa $ 
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c-----------------------------------------------------
J.9tpli.c1.t none 

integer 
$ nxf,nyf", 
$ X,J , 

Double Preci.sion 
$ h,h2,ha, 
$ Rey, 
s S(O:nxf+l,O:nyL+l), 
$ WCO:nxf"+l,O:nyr+l), 
$ P(O:nxf+l,O:nyL+l), 

Taaano de 1a .. 11a 
J.o• l:ndicea 

! h, 2*h y h**2 
nWM:ro de Reynolda 
StreasnFunction con su frontera 
Vorti.ci.d•d con !'rentera 
Velocidad en X ( -rey*U ) 

$ Q(O:nx!'+l,O:nyL+l) ! Velocidad en y ( -rey•V ) 

e---- -•h a.iz.• 
h - l .. OdO/ (nxf+l) 
h2 - 2.0*h 
h• - h••2 

c-----------------------------------------
c Calcular la vort.ic.idad en loa puntos de la f"rontera 
e usando laa cond1.c1onea de borde de la velocidad 

e l.aa !'oraulas comontadaa aon de Altas y Burrage 
e l.a• actual•• aon la• de Jenaen que funcionan 1Mtjor : ) c-----------------------------------------
c---- par9d superior e 1nf"er1.or 

Do 1-1,nxf" 

t bottc:im. y•O e--- Formula• de Al.tas 
e W(X,0) - ( - 6 •ha• WU,l) +ha• WCI,2) 
e • - 2 • 5((+1,1) - 2 • S(I-1,1) - 20 • S(I,l> )/(7•ha) 

e---- roraila• de Jen•en 
W((,0) - ( - •• ha. W(l,l) + 2. ha • N(I,2) 

+ 45 • S ((, 0) - 48 • S (X, 1) + 3 • S (I, 2) ) I (12•ha) 

! top. y-1 
e---- Formula• de Al.tas 
e W(I,nyf"+l> • t 24 • h - 6 • ha • wtr,nyf> + h• • wu:,nyf"-1) 
e • - 2 • S(I+l,nyf) - 2 • S(l-1,nyf) - 20 • S(I,ny!') )/(7•ha) 

e--- ror..ala• de Jenaen 
W(I,ny!'+l) • (42•h - 8 * ha • N(I,nyf") + 2 • hs * W(I,ny!'-1) 

• + 45 • S(I,nyr+l) - 48 • S(I,nyf) + 3 • S(I,nyf-1) )/(12*ha) 

e---- pared J.zquierda y derecha 
Do J-1,nyf 

! Le!'t, x•O 

e 11(0,JJ - e - 6 • hs • M'(l,J) + hs • lf(2,J) 
• - 2 • S(l,J+l) - 2 • S(l,J-1) - 20 • S(l,J) J/(7*ha) 

W(O,J) • ( - 8 • hs • M(l,J) + 2 • ha • W(2,J) 
6 + 45 • S(O,J) - 48 • S(l,J) + 3 • 5(2,J) )/(12*hs) 

ll(nxf+l,J) - ( - 6 * hs • W(nxf,Ji + hs * W(nxf-1,J) 



- 2 • S(nxf~J+l)- -··2'• S(nxf',J-1) - 20 • S(nxf',.J) )/(7•ha) 

wc:x;;·~~~ crid:,6;.~~~;. Sc~~~~;:J; ! ; ':" s ~n=~~~:~~·~~ U2•hsl 

&nd·Do 
~: ,:: 

c---------~.:....:_"."'._·:_-:..:.~~-~~:.:..~;-.~.7..;~:~·-~--
c, calcular. la »veloci~ad: e~ ;1~s .. puntos interiores 

-~-~-~'.:~-~~~~=~~=~~~=~~~~:~:~~~- ·:~ 
D~o ~;·:~¿~;~'.)~~-~"~.~~;'-~.-.;~;.,, - . 

. . ,,.,., ....... -_ ~,_:.~\- : 

PU,Jf• ..:R&y·•:C 
C s CXiJ+lJ -;_-o,S cr; J-1> , > / (3•h) + 

- ("S(I+l,J+l)'.+.S(X-1,J+l) - su:-1,J-1) - S(I+l,J-1) )/(l2*h) + 
. . h~_(:~-(~~~J+l) ._ ~(I,J-1) )/12) 

, .. , ._.,. -
Ou~·J,..; -~R~Y_:_•· f.. . . . 
< sc1-1,:J1 :~··su+1,:JJ J/C3*hJ - ., 
t sct+l,J+tJ·. -·scx-1,J+lJ - scx-1,J-u· + su+1,J-1J >IC12*hJ + 

. ··h•. ( W(X-1,J) ·.- Kll+l,J) ) /12 ) 

End Do 
End Do 

return 
end c-----------------------------------------------------------------
END e-----------------------------------------------------------------

A.13. Subrutina : update.f 
subroutine update(level,nm,nxf', Pter, vs, damp, s, delta) 

e---------------------------------------------------------------> 
Actualiza los valores de la malla fina S con los de 1a 

e solucion vs. Si Pter -1 se regresa el residual mas grande > 
e---------------------------------------------------------------> 

Xnteger 
$ level, 
$ nm, 
$ nxt', 
$ Pter 

Double precision 
$ vs(nm), 
$ damp, 
$ S(O:nxf+l,O:nxf+l), 
$ delta 

e---- Local 
Integer 

$ pos, 
$ X,J, 
$ First 

Double Precision 
$ errp 

c----------------------------------------------------------------
Proqrama 
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Firat • C CB- J* 2** Ueve1+1)+ 4**level+ 3*leve1) /3) -1 

Do J•l,nxf 
Do I•l,nxf 

pos - (J-l)*nxf+I+Firat 

If(Pter.eq.1) then 
errp •darnp•aba ( va (poa)- S CI,J) ) 
If( errp.qt.delta ) delta - errp 

End If 

S (I:,JJ-(1.0dO-damp) *S(I, J) +damp• va Cpoa) 
vsl(posJ- S(I,J) 

End Do 
End Do 

Return 
End 

End 
e--------------------------------------------------~--------

A.14. Parametros: inputs.dat 
O.. 1 Reynold• 
3000. 1 Max Reynolda 
sao.o 1 delta reynolda 
10000 1 iteraciones exteriores 
.00000011 tolerancia atreamCS> --------------------~-----
2 1 iteraciones atre....,(S) 
l 1 i.teraclone• para jacobi (SJ 
.. 7 1 atenuacion para jacobi (S) 
3.54 1 lowerin9 inj•ction value(s) 
.. 1 1 atenuaclon S 
.000001 t tolerancia vorticldadCNJ -------------------~-
2 1 i.teraclone• vorticl.dad (N) 
1 1 i.teraclone• para jacobl (M') 
.7 1 atenuacion para jacobl(N) 
.. 54 1 10..,.rin9 injection va.lue CWJ 
.1 1 atenuacion • 
1 1 nivel de aali.da de atream y vort 
10 1 iteracione• sin 1.-preslon 
o 1 guardar lo• eatado• intermedios de stream y vort 
O t continuar (lee archivos atream.nxt y vort.nxt) 

A.IS. Makefile Para Linux 
a11: cvt 

FLAGS- -funroll-all-loopa -Lno-f2c -03 -e 
re- t11 
.f'.o: 
!'77 $ CFLAGSJ $< 

are: cdrhs.o 
convdiff.o \ 
deacend.o \ 
idx.o \ 



mqvcycle. o ' 
araooth.o '\ 
aystemaol ve .. o \ 
aacend.o '\ 
cvt.o X
tranaf"erenc1a.o '\ 
11tre&1Drhs.o \ 
loadaol .. o '\ 
update.o 

cvt: are 
$ (FC) • .. o -O -9 -o cvt:. 
clean: 
:na -f' •• o ·- cvc. 
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