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INTRODUCCION 

Una de las finalidades de este trabajo fue elaborar un sistema automatizado 

y amigable, para aquellos lectores que tienen poca experiencia en aproximar un 

conjunto de datos mediante funciones Spline. Los temas principales que cubre este 

sistema son : 

l. Interpolación Cúbica 

2. Suavizamiento de Histogramas mediante Splines Cuadráticos 

3. Ajuste y Suavizamiento de Datos mediante Spline Cúbico Natural. 

Este trabajo comienza con describir en el Capitulo I la aplicación más 

sencilla de los splines lineales y cuadráticos; en el Capítulo lI se muestra como usar 

los Splines Cúbicos; en el Capítulo I!I se muestra que el Spline Cúbico Natural," es 

el que mejor Ajusta y Suaviza un conjunto de datos; en el Capítulo IV se liabla de 

familias de splines y sus propiedades; más interesantes; en el Capítulo V se describe el 

desarrollo y ll)anejo del Sistema de interpolación con Splines "SIS" que describimos 

al comienzo; y por último en el Apéndice se describe los algoritmos utilizados para 

construir las aproximaciones mensionadas en los capitules anteriores. 



Capítulo 1 

Splines lineales . 

y 

C11adráticos 



I.1. SPLINE LINEAL DE INTERPOLACION 

En este capitulo presentamos varios prolilemas que se pueden resolver de 

forma relativamente simple utilizando splines. Con ellos queremos demostrarle al 

lector lo 1°1tiles que resultan en la práclirn las funciones splines y a su vez motivarlo 

para el estudio de técnicas más complicadas que se utilizan parn resolver problemas 

<le mayor envergadura. gn muchos problemas de ingeniería, economía, biología, 

medicina, et.c. 1 uno cuenta con una tabla de dat.os 1 

Xt 

!ll 

x,. 

Yn 

que describen cierta relación entre dos magnitudes x y y. Entonces el problema 

consiste en obtener el valor de la magnitud y pam un x que no aparece en la Labia. 

Por ejemplo, los datos siguientes representan los valores de la masa de vapor de agua 

conlenida en el aire saturado pnrn. diferentes temperaturas del aire 

temperatura. 
del uirc ( ° C) -24.4 -17.8 -JO.O -1.1 8.9 26.7 

mmm. de 
.584 1.229 2.231 4.488 8.755 25.31 vapor de ngu11 

y uno podría estar interesado en obtener el valor de masa. cuando la t.cmpcrat.urn del 

nirc es -55 (º C) . J,1L solución rm\s sencilla pura este Lipa de problema consiste en unir 

los datos mediante segmentos lineales, obleniéndosc de este modo una función linea) 

por Lramos que podemos evaluar en cualquier punto intermedio y que interpola los 

datos. Los ¡rni1tos en que se unen Jos segmentos lineales se llaman puntos de ruptura 

y la función lineal por tramos y continua se conoce como spline lineal. 

3 



fig. 1.1 Spline lineal de i11terpolación. 

Supongamoo ahora que los y¡ son los valores en los puntos x; de cierta 

función g desconocida y de11otemos por f la función lineal por tramos que interpola 

. a g en dichos puntos, o sea 

f(x) =p;(x) para 

donde p¡ es Ull polinomio de grado S 1 y 

J(x;) =g(x;), 

Entonces para x¡ S x S x;+1 J es la recta que pasa por los puntos (x;,g(x;)) y 

(x;+ 1,g(x;+1)) es decir 

J(x) = g(x¡) + g(x;+i) - g(x;) (x - x;), 
(x;+1 - x¡) 

i=l 1 ••• 1 n-l. (1.1.1) 

Ahora si queremos evaluar la función f en un punto x", basta con hallar 1 Si S n-1 

tal que x¡ S x" S x;+1 y calcular f(x") uliliznnclo la expresión (1.1.1). Regre•ando 

a nuestro ejemplo, podemos decir que la masa de vapor de agua contenida en el aire 

a una temperatura de -55 (º C) es aproximadamente: 

g(-1.1) - g(-10.0) . 
/(-5.5) = g(-10.0) + -1.1+10.0 (-5.5 + 10.0) = 3.3595. 



Aunque el spline lineal nos proporciona una solución al problema de interpolar un 

conjunto de datos, en la práctica tiene la desventaja de que su gráfico posee mu

chos "picos," mientras que frecuentemente en las aplicaciones se necesita una curva 

"suave". Por eso en las secciones siguientes vamos a estudiar la funciones formadas 

por polinomios cuadráticos y cúbicos por tramos. 
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I.2. SPLINE CUADRATICO DE INTERPOLACION 

En la sección 1.1. construimos un spline lineal de interpolación, con la 

propiedad de que los segmentos de recta se ,unen en los puntos de interpolación. Sin 

embargo, esto no tiene que ser necesariamente así , es decir los puntos de ruptura 

de la función polinomial por tramos no tiene· que coincidir con los puntos de inter

polación. Incluso, en algunas ocasiones, resulta más ventajoso interpolar en otros 

puntos que no sean los de ruptura, como veremos a continuación : 

Supongamos nuevamente que se conocen los valores de cierta función en los puntos 

a = x¡ < x2 ••. < Xn = b y nos interesa construir una función f formada por 

polinomios de grado :S 2, que interpole a gen los puntos x¡, es decir tal que 

f(x) = p;(:r) para{¡ :S x :S {i+l• i = 1,. . .,n 

donde {¡' ... 'en+l son los puntos de ruptura de f seleccionados de n;odo que 

{¡ :S a= X¡ < {2 < X2 <ea < • • · < O:n-1 < {n < Xn: b :S {n+l 

y p¡ es un polinomio de grado :S 2 para cada i = 1 ... n. 

Por ejemplo, pudiéramos considerar que cada punto de ruptura interior es el punto 

medio entre dos de interpolación, es decir: 

fig. 1.2 

{¡ = Xi-1/2 =(o:¡ - Xi-1)/2, j: 2,.,., n 

z 

Spline parabólico. Los puntos de ruptura están 

situados entre los de interpolación. 



Como f debe interpolar a gen los puntos :z:;, entonces cada sección polinomial tiene 

, que cumplir la condición : 

p¡(:z:¡) = g(:z:;), (1.2.1) 

y a su vez corno el polinomio p¡(z) tiene 3 coeficientes, la condición (1.2.1) nos deja 

todavía dos de ellos libres. Por eso vamos a exigir además que 

p¡({;) = v;, (1.2.2) 

suponiendo por supuesto ·que e1 < :Z:¡ y en+I > :Z:n. Nótese que las condiciones 

(1.2.1) y (1.2.2) nos garantizan que independientemente de como seleccionemos los 

v¡, fes una función continua que coincide con gen los puntos :r¡, i = l, ... ,n. Por 

otro lado la parábola que pasa por los puntos({;, v¡), (:z:;,g(:z:;)) y ({;+1 • v;+1) está 

dada por 

donde 

p¡(:z:) =v; + ll';(g(:z:;) - v;)(:z: -{¡) 

+ [¡1;(v;+1 -g(:z:;~~ ll'¡(g(:z:;) - v;)] (:z: -e;)(z - :z:;) 

l 
Q¡=---, 

:z:¡-e¡ 
/J¡ =--1 __ 

ei+1-:z:; 
y 

(1.2.3) 

(1.2.4) 

Los v¡ se pueden determinar entonces exigiendo que f, además de ser con

tinua, tenga primera derivada continua. Cuando los v¡ se escogen de esta manera, 

se dice que fes un spline parabólico (ver fig. 1.2). Por lo tanto, si queremos que f 

sea un spline parabólico tenemos que exigir que 

i == 21 •• • ,n. (1.2.5) 

Derivando en (1.2.3) obtenemos: 
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luego 

p;({¡) = <>¡(g(x;) _ v¡) + [/3;(v;+1 - g(x¡~¡ <>¡(g(x;) - v¡)] (-1) 
i Cl'¡ 

=V¡ -Cl'¡ - - ---' -Vi+l + g(x¡) Cl'¡ + --' - + - , [ 
1 ] /3· [ /3· 1 ] 

A{¡ <>;A:i:; <>;A{; A{¡ 

de manera similar se obtiene que 

Por lo tanto, agrupando los terminos semejantes, podemos expresar la condición 

(1.2.5) de la siguiente forma: 

[ 
<>i-1 ] [/3 1 1 ] [ /J¡ ] 

Vi-1 /3;-1A{i-1 +v; i-1 + A{i-1 +e>¡+ A{¡ +v¡+l e>¡A{¡ 

( )[ /3;-1+<>•-1] ( i[ /J¡ l] = -g "'•-1 -/3;-1 - A{;-1/3;-1 +g x¡ <>¡ + e>¡A{¡ +A{¡ . 

Si ahora utilizamos que : 

/J¡ 1 --/3·--
e>¡A{¡ - ' A{¡'. 

llegamos finalmente al siguiente sistema de ecuaciones lineales 

= g(:i:;-1)(<>;-1 + /3;-1) + g(x¡)(e>¡ + /3¡), i= 2, ... ,n. 
(1.2.6) 

El sistema (1.2.6) consta de n - 1 ecuaciones en v1, v., .. ., vn+1, por lo tanto hace 

falta las condiciones adicionales para determinar univocamcntc una solución. A 

·continuación indicamos algunas de las formas más usuales. 
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i) Lo más fácil, es si se asignan de antemano los valores v1 y Vn+1 en este 

caso obtenemos un sistema den - 1 ecuaciones en v2, v3 1 ••• , Vn que queda 

de la forma: 

o 

On-2 

donde: 

1 1 
a¡_¡= °'í-1 - éleí-1; Ci-1 = {3¡ - Ae¡; 

1 1 
d¡_¡ = /3;-i + éle;-1 + "'1 + él{¡; 

b1-1 = g(x1-1)(0<1-1 + /3;-1) + g(x;)(ar¡ + /31); 

b¡ = b¡ - a¡v1 ; 

ii) Otra posibilidad es cuando conocemos los valores g'1 , g~ de las derivadas 

en los puntos x 1 y "'• de la función g(x). En este caso es natural pedir 

que el spline tenga los mismos valores, por lo que podemos imponer las 

condiciones 
p;(x1) = g;, 
p~(xn) = g~, 

que haciendo un poco de manipulación se transforma en : 

(él~¡ - O<¡) V1 + (/31 - él~ I) V2 = g', + (/31 - ar¡)g¡, 

( él~n - O<n) Vn + (/3n - él~.) Vn+i = g~ + (/3n - O<n)Yn, 

Por lo que el sistema de n + 1 ecuaciones en n + 1 variables queda : 
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(-oo co 
a1 d¡ c1 

a2 d2 

donde: 

C2 o 

ªn-1 dn-1 
-an 

l( :~i ¡:~1 
Cn-1 Vn bn 

Cn Vn+l bn+l 

b1 = g; +(!Ji - ct1)Y1, 

bn+i = g~ + (f3n - ctn)Yn· 

iii) Otra posibilidad es que se calculan g;, g~ aproximadamente por medio de 

interpolación polinomial, es decir se puede hacer pasar un polinomio de 

grado 2 por (x1,Y1), (x2,g2), (x3, ua) y calcular su derivada en x1 y usar 
este valor como g;. Si lo hacemos obtenemos : 

donde 
g[x, y]= f(x) - /(y). 

x-y 

Procediendo en forma análoga con Xn obtenemos : 

Y~ = g(Xn-2• Xn] - g[Xn-2• Xn-d + g(xn-1• Xn] 

así que en el caso de que no conozcamos los valores de g; y g~ podemos usar los 

anteriores y resolver el sistema de ecuaciones anterior. 

iv) Otra posibilidad es pedir que el spline sea lineal en el primer y último 

intervalo, ésto nos da las condiciones: 

de donde obtenemos : 

p" :O; p~:: O; 

ct1V1 +f31V2 = (ct1 +f3i)g1, 

"nVn + f3nVn+l = (ctn + f3n)Yn, 
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el sistema de n + l ecuaciones en n + l variables nos queda de la forma : 

de donde 

o 

ªn-1 

C'o =f31; 

dn = f3n; 

,J Ul (J.) 
bo = ( Ut + {Ji)gl; 

bn = (<>n + f3n)9n• 

Las matrices de los sistemas son tridiagonales y en los casos i) y iv) son 

diagonalmente dominantes por columnas, lo que trae la agradable consecuencia de 

que el sistema se puede resolver fácilmente de manera confiable usando eliminación 

gaussiana sin pivoteo. Veamos un ejemplo de spline parabólico. Supongamos que se 

tiene la siguiente tabla de datos 

tabla 1.1 Datos de una función g desconocida. 

y queremos construir el spline parabólico que interpola a g. Vamos a tomar cada 

punto de ruptura interior como el punto medio entre dos de interpolación, o sea 

e,= 3, e3 = 6, e.= s.5, es= 10.5. 

Supongamos además que e1 = l y es = 13. Entonces para construir la matriz del 

sistema (1.2.6) necesitamos calcular los valores <>¡, {3¡ y 1/ ti.e;, i = 1, ... , 5. De 

acuerdo con (1.2.4) tenemos : 

<>1=--
1
-=l, 

x1-e1 

"• = __ 1_ = 2, 
'"•-e. 

<>2=--
1
-=1, 

'"2 -e, 

"'• = - 1
- = 0.66. 

:i:s -es 

°'J = --
1
- = 0.5, 

x3 -e3 
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De manera similar se obtiene : 

/31 = 1, /32 = 0.5, /Ja = 2, /34 = 0.66, /35 = 1, 

mientras que 

1 
Á{¡ =0.5, 

1 
Á{2 = 0.33, 

1 
Á{a = 0.4, 

1 
Á{4 = 0.5, 

1 
A{; = 0.4. 

Por lo tanto, el sistema (1.2.6) se escribe en este caso de la siguiente forma: 

0.5V¡ +2.83v2 +0.17va = 2.5 

.67v2 +1.73va +l.6v4 = -6.5 

O.lva +4.9v4 +0.16vs = -5 

l.5v4 +2.22vs +0.6va = 1.66 (1.2.7) 

Para resolverlo debemos darle valores a las variables libres Vt y va. Como V¡ y va 

son los valores del spline en {1 y {a respectivamente para que el gráfico de spline 

quede "bonito", podemos tomar v1 = 1 y v6 = -1. En tal caso el sistema (1.2.7) se 

transforma en el siguiente sistema (expresado matricialmente). 

(

2.83 
0.67 

o 

0.17 
1.73' 1.6 
0.1 4.9 

1.5 

º)(V2) (2) V3 -6.5 
0.16 V4 = -5 
2.22 Vs 1.06 

(1.2.8) 

Nótese que la matriz de (1.2.8) es tridiagonal y de diagonal dominante por colum

nas. Utilizando el programa TRIDSIS que se ofrece en el Apéndice, se puede verificar 

fácilmente que la solución de este sistema (aproximando a dos cifras decimales) es 

V2 = 0.9; V3 = -3.19; V4 = -1; V3 = 1.15. 

Luego de (1.2.3) se puede concluir que los polinomios que constituyen el spline 

parabólico de interpolación son : 
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p¡(r) = -l.05o:2 

p2(r) = 0.27o:2 

p3(0:) = 0.56o:2 

p4(r) = -0.62o:2 

ps(r) = -0.76o:2 

+ 4.150: - 2.1, 

- 3.780: + 9.82, 

- 7.270: + 20.2, 

+ 12.860: - 65.47, 

+ 17.01" - 93.62, 

donde los coeficientes de cada polinomio también se han aproximado a dos cifras 

decimales . La figura 1.3 muestra el gráfico del spline de este ejemplo. 

f. 

fig 1.3 Spline parabólico de interpolación 

x - puntos de interpolación. 

Hoja adicional para la gráfica de la figura 1.3. Valores del Spline parab61ico 

" /(o:) " f(r) " /(o:) 

6.5 -3.31 10.5 1.15 

1.5 1.76 7 -3.15 11 1.48 

2 2 7.5 -2.72 11.5 1.43 

2.5 1.71 8 -2 12 1 

3 0.9 8.5 -1 12.5 0.2 

4 -1 o 13 -1 

5 -2.36 9.5 0.7 

6 -3.19 10 1.07 
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I.3. SUAVIZAMIENTO DE UN HISTOGRAMA 

MEDIANTE UN SPLINE PARABOLICO 

Los splines parabólicos no sólo son útiles para aproximar un conjunto de 
datos mediante el proceso de interpolacion. Resulta muy frecuente que para estudiar 

., datos de diferentes tipos se construya un histograma o diagrama de barras. Por 

ejemplo, en muchos estudios estadísticos se tienen diagramas donde la altura de 

las barras indica el crecimiento o decrecimiento de cierta magnitud por años. Sin 

embargo, en ocasiones resulta más ventajoso disponer de una curva suave, que en 

cierto sentido represente la información contenida en el histograma. Tal curva se 
puede obtener mediante un spline parabólico, que recibe el nombre de histospline. 

Supongamoo entonces que z 1 < x2 < ... < "'•+! y que h¡ es la altura de 
la barra correspondiente al intervalo (x¡,x¡+I). 

hz 

Xz X:s X4 

fig. 1.4 Histospline parabólico. 

Como el histograma representa la distribución de cierta magnitud, usualmente se 

supone que el área de la i-ésima barra h¡Ax¡, es aproximadamente igual a la integral 

de la función de distribución sobre el intervalo (x¡,x;+1). Por eso, vamos a exigir 

que el spline parabólico f que suaviza el histograma, satisfaga las condiciones: 

J.
r;+I 

f(x)dx = h;Ax;, .. (1.3.1) 
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y además vamos a tomar como puntos de ruptura del spline, los propios puntos x¡, 

que definen los extremos de cada barra. 

Como f está formada por n secciones de polinomios cuadráticos, necesitamos cal

cular 3n coeficientes, mientras que por otro lado debemos exigir que f y ¡' sean 

continuas en los puntos x¡, i = 2, ... n, lo que representa 2(n - 1) condiciones, que 

unidas a las n dadas por (l.3.1) dan un total de 3n - 2 condiciones, para calcular 

los 3n coeficientes de f. Las dos condiciones restantes, se obtienen exigiendo que en 

los extremos se cumpla una de las opciones siguientes: 

i) f(x1) =O, 

ii) ¡'(xi) =O, 

f(xn+1) =O, 

¡' (xn+il =O. 
{l.3.2) 

Para calcular el histospline f se pueden utilizar diferentes métodos. Por ejemplo, 

cada sección p¡(x) de f se puede escribir mediante la fórmula de Taylor, como: 

p¡(x) =a¡+ b;(x - x;) + c;(x - x;)2 ; 

.donde 

a¡= f(x;), b¡ = ¡' (x¡); y 
¡"(x¡) 

c¡=--2-· 

Entonces las condiciones de continuidad de f y¡', así como las condiciones {l.3.1) y 

( 1.3.2), definen un sistema de 3n ecuaciones lineales para el cálculo de los coeficientes 

Q¡, b; y e¡, i = 11 ••• ,n. Sin embargo, aunque la matriz de este sistema tiene una 

estructura casi diagonal por bloques, de la misma no se puede concluir si el sistema 

tiene o no solución única. 

Por supuesto que la estructura de la matriz del sistema de ecuaciones lineales, que 

nos permite calcular los coeficientes del histospline, depende de la representación que 

hayamos utilizado para cada polinomio p;(x), de modo que el problema fundamental 

consiste en escoger una base r¡(x), r2(x), r3(x), del espacio de polinomios de grado 

menor o igual a 2, tal que la representación de p¡(x) en términos de esa base: 

p;(x) = a¡r¡(x) + b1r2(x) + c¡r3(:r:), 
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de lugar a un sistema lineal sencillo para el cálculo de los coeficientes a;, b;, y e¡. 

Para simplificar los cálculos vamos a. hacer el cambio de variable 

(:z:-:z:¡) 
y=~, donde i = 1, ... ,n. 

Entonces para :z:¡ :S :z: .. :S :z:;+1 el histospline f se escribe de la siguiente forma. 

/(:z:) = p¡(y) = a¡r¡(y) + b;r2(Y) + c¡r3(y), (1.3.3) 

y el problema. se reduce a. buscar tres polinomios ri(y), r2(Y) y r3(Y) linealmente 

independientes en [O, l]. Consideremos los polinomios 

r 1(y) = (1-y)(l - 3y); 

r2(Y) = y(3y- 2); 

r3(Y) = 6y(l - y). 

Incluso gráfica.mente (ver figura 1.5) es fácil verificar que estos polinomios son lineal· 

mente independientes en [O, 1]. 

o 

fig. 1.5 Polinomios independientes en [0,1]. 

Nótese a.demás que r¡, r 2 y r3 cumplen las siguientes condiciones: 
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r1(0) = 1, 
r2(0) =O, 
ra(O) =O, 

r 1(1) =O, 
r2(l) = 1, 
ra(l) =O, 

Por lo tanto, de (1.3.1) y (1.3.3) tenemos que: 

f(x¡) = p¡(O) =a¡, 

f(x¡+i) = p¡(l) = b¡, 

Íol r¡(y)dy =O, 

J0
1 

r2(y)dy = O, 
fo1 

ra(y)dy = l. 

l '"+i ¡1 f(x)dx = p¡(y)Ax¡dy = c¡Ax¡ = h¡Ax¡, e.d e¡= h¡. 
r¡ O 

(1.3.4) 

Sustituyendo entonces en (l.3.3), podemos expresar el histospline f de la siguiente 

forma, para:&¡~ x S Xi+l1 i = 1, ... , n 

J(x) = p¡(y) = f(x¡)r¡(y) + f(x¡+Lh(Y) + h¡r3(y). (1.3.5) 

La expresión (l.3.5) nos demuestra además, que independientemente del valor de 
f en los p,untos de ruptura x¡ y las alturas h¡ de cada barra, la función f(x) es 

continua. En efecto, 

/(xi)= p¡_¡(l) = f(x¡), 

J(xt) = p¡(O) = f(x¡). 

Veamos entonces cómo hay que escoger los valores de f en los puntos x¡, 

para garantizar la continuidad de ¡'. Derivando en (1.3.5) obtenemos que para 

X¡::; X :5 Zi+l: 

¡' (x) = p;(y) = [/(x¡)(6y- 4) + f(x;+i)(6y- 2) + h¡(6 - 12y)] 
Ax¡ Ax¡ 

[¡( ·){6(r-r¡) _ 4)+J( , ){6(r-r,) _ 2)+/ ·(6 _ 12(r-r;l)] 
Xi Ar¡ Xa+l Ar1 11 Ar1 

(l.3.6) 

Por lo tanto, la condición de continuidad de ¡' 

i=2, ... ,n. 
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Se expresa. a. través de la. siguiente ecuación : 

Sea 

t!.x¡f(x;-1) + 2(t!.x¡ + t!.x;-1)/(x;) + dx¡_tf(x;+1) 

= 3(t!.x;h;.:.1 + (t!.x;-1)h;). 

d; = t!.x; !~x;_ 1 y e;= 3(d;h;_ 1 + (1 -d;)h;). 

. Entonces (1.3.i) se puede escribir como: 

d;f(x;-1) + 2/(x;) + (1- d;)f(x;+¡) =e;, i = 2, ... , n. 

(1.3.7) 

(1.3.8) 

(1.3.9) 

Para. completar el sistema lineal (1.3.9) debemos añadir entonces una de las condi

ciones (1.3.2). Por ejemplo, si consideramos la. condición i), (1.3.9), se escribe de la 

siguiente forma. en términos matriciales 

2 (l-d2) 
d3 2 (l-d3) 

(1.3.10) 

d. 2 

donde e1 = •n+i = O. 

Por otro lado, de (1.3.6) tenemos que la condición (1.3.2) inciso ii), se expresa como: 

2f(x1) + f(x2) = 3h1, 

f(x 0 ) + 2/(x0 +1) = 3h •. 

Añadiendo estas ecuaciones a (t.3.9), obtenemos el siguiente sistema. lineal para el 
cálculo de los coeficientes del histospline parabólico, que satisface la condición (1.3.2) 

ii) en los extremos: 

1 
2 (l -d2) 

d3 2 (1 - d3) 

d. 2 
1 

(1.3.11) 

18 



donde e¡ = 3h¡ y en+t = 3hn. 

Nótese que las matrices de los sistemas (1.3.10) y (1.3.11) son tridiagonales y de 
diagonal dominante por filas. Por lo tanto, ambos sistemas tienen solución única 

y la misma se puede obtener fácilmente por el método de eliminación de Gauss sin 

pivoteo. En el Apendice el lector puede encontrar una descripción sencilla de este 

algoritmo. Para concluir veamos un ejemplo. 

Ejemplo. 

La tabla 1.2 que mostraremos a continuación contiene la cantidad de mujeres que 

fueron madres, en el año 1963 en Bulgaria, agrupadas en 7 grupos de 5 años cada 
uno. 

Grid°.i~:s 15 - 20 20 - 25 25 - 30 30 - 35 35 - 40 40 - 45 45 - 50 
c:intidad 

de mujeres 7442 19261 14385 6547 2123 451 17 

tabla 1.2 Madres búlgaras en el año 1963. 

La figura 2.6 muestra el histograma correspondiente a estos datos. Calculemos el 
histospline que lo suaviza. Utilizando la condición de frontera (1.3.2) i). En este 

caso, los extremos de las barras del histograma son 

X¡ = 15, X2 = 20, X3 = 25, 
X5 = 35, Xs = 40, X7 = 45, 

X4 = 30, 

Xd = 50: 

Luego tlx; = 5 para toda i y según ( 1.3.8) d¡ = 0.5, i = 2, ... , 7. Por lo tanto, 

de acuerdo (1.3.10) los coeficientes del histospline se calculan como solución del 
siguiente sistema de ecuaciones lineales: 

r· ) [ !(•,)) .~ ... ) 2 0.5 f(x2) 
0.5 2 0.5 f(x3) 50469 

0.5 2 0.5 f(x4) 31398 
0.5 2 0.5 f(xs) 13005 

0.5 2 0.5 f(xs) 3951 
0.5 2 0.5 f(x1) 702 

1 /(xd) o 
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donde el lado derecho se construyó mediante (1.3.8). Este sistema se resolvió em

pleando el programa TRIDSIS que presentamos en el Apéndice, obteniéndose los 

siguientes resultados (redondeados a una cifra decimal) : 

/(xi)= O 

/(x2) = 15302.5 

f(xa) = 18898.9 

/(x4) = 10039.6 

f(xs) = 3738.4 

f(xs) = 1016.7 

f(x1) = 96.8 

f(xo) =O. 

Para calcular los polinomios que constituyen el histospline debemos primero expresar 

los polinomios r¡(y), r2(Y), y r3(y) en términos de la variable x. Teniendo en 

cuenta que en nuestro caso ~x¡ = 5 para todo i, obtenemos entonces que para 

Xi::; X :5 Xi+l 

r¡(x);;, ( 1 _ (x ~ x¡)) ( 1 _ 3(x ~ r;)), 

r2(r) = (x~r¡) (3(x~r¡) -2), 
ra(x) = 6(r ~ x¡) ( 1 ~ (r ~ x¡)). 

Por lo tanto para x¡ !> r !> r;+1. i = 1, ... , 7 el histospline f está dada por 

/(r) = /(r;)r1(x) + /(r;+1)r2(x) + /i¡r3(x). (1.3.12) 

Sustituyendo en (1.3.12) los valores de /(x;) calculados y los x¡, i = 1, ... ,8. 

Obtenemos finalmente que los polinomios que constituyen el histospline f son : 
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p1(x) = 50.22x2 + 1302.Sx - 30841.5, 

P2(x) = -518.47x2 + 24050.52x - 258319.1, 

p3 (x) = 20.22x2 - 2883.96x + 78360.4, 

p.(x) = 82.08x2 - 6595.44x + 134030.8, 

Ps(x) = 61.092x2 - 5126.24x + 108319.1, 

P6(x) = 25.38x2 - 2341.28x + 54059.9, 

P1(x) = 7.536x2 - 735.28x + 17924. 

En la figura 1.6 se muestra además el gráfico del histospline f. 

o 

fig 1.6 Maternidad de las madres búlgaras. 

Histospline que lo suaviza. 
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Capítulo 11 

Splines Cúbicos 

de 

Inte.rpolación 



II. SPLINES CUBICOS DE INTERPOLACION 

Quizás entre todas las funciones polinomiales por tramos, las más populares 

debido a sus propiedades son los polinomios cúbicos por tramos y en especial los 

splines cúbicos. En esta sección, vamos a estudiar diferentes tipos de funciones 

cúbicas por tramos, que nos permitirán resolver otra vez, el problema de construir 

una curva que pase por un conjunto de puntos. 

II.1. SPLINE CUBICO DE HERMITE 

Supongamos que tenemos la siguiente tabla de valores : 

g 91 92 93 94 Un 

es decir que tenemos los valores de una función y sus derivadas en los puntos 

{:e¡}, i = 1, ... 1 n. Vamos a ver a continuación que es muy fácil construir un 

polinomio cúbico por tramos que coincida con 9 en sus valores y en sus derivadas 

en los mismos puntos. 

Autes de resolver el problema anterior, vamos a resolver un caso especial, 

a partir del cual la expresión de la solución del problema general sera inmediata. 

Problema. 

Determinar un polinomio cúbico p(y) tal que 

p(O)=po, p(l)=p1, p'(O)=p~, p'(l)=p;. 

Solución. 

Vamos a expresar el polinomio p(y) en la forma 
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p(y) = pori(Y) + p¡r2(y) + p~ra(Y) + p'1r.(y) (2.1.1) 

donde 

r;(y); i = 1, .. ., 4 

son polinomios cúbicos . Observemos que si 

p¡ = p~ = p'¡ =O y Po= 1, 

entonces : 

p(y) = r¡(y), es decir r(y) debe satisfacer 

r1(0) = 1; r;(o) =O; 

r1(l) =O; r;(l) =O; 

de estas condiciones es muy fácil obtener r 1(y) puesto que, como y= 1 es una raíz 

doble tenemos que, debe ser. de la forma 

r¡(y) =(a+ by)(y- 1)2 

donde a,b son coeficientes que quedan determinados por las condiciones r 1(0) = 1 

y r; (O) = O, obtenemos 

a= 1; b = 2, 

r¡(y) = (1 + 2y)(y - 1)2
• 

Procediendo de manera similar obtenemos : 

r2(Y) = y2(3 - 2y), 

ra(Y) =(y - 1)2y, 

r4(y) = y2 (y - 1), 

así que entonces el polinomio p(y) queda como 

p(y) = Po(l + 2y)(y- 1)2 + p¡y2(3 - 2y) + p~(y - 1) 2y + p'1y
2 (y - l); (2.1.2) 

veamos ahora que es muy fácil obtener el polinomio p;(x) tal que 

p;(x;) =g;; 

p~(x¡) = s¡; 

p;(x;+i) = a;+1; 

p~(x;+i) = s;+1; 
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consideremos el cambio de variable 

X- X¡ 
y= Ax¡ i Ax¡ = Xi+1 - Xi 

que nos transforma el intervalo [r¡, r 1+d en el intervalo [O,l], la idea es que podemos 

obtener la expresión para p1(r) a partir de p(y), sustituyendo y, pero ésto es posible 

si los términos que contienen p~ y p~ los multiplicamos por Ar; ya que : 

, d , 1 1 1 
p¡(r) = ;¡;p(y(r)) = p (y)y = p (y) Ax¡; 

p;(:c¡) = p'(Q) A~,= S¡ 

p;(x¡+i) = p' (1) A~, = S¡+i 

p¡(x¡) = p(O) = g¡ 

p¡(:t¡+i) = p(l) = Yi+l 

por consiguiente obtenemos : 

p¡(x) =g;r1(Y) +U1+1r2(Y) 

==? p~ = p' (O)= s;Ax;; 

==? p~ = p'(l) = S¡+LAx¡; 

==? Po =g¡; 

=:;- P1 = 9'i+1; 

+ s¡Ax;r3(y) + s1+1Ax¡r4(y); 
x-x¡ 

y:: Ax¡ ' 

sustituyendo y obtenemos: 

( ) 
(x - Xi+i)2 [2(x - x¡) +Ax¡] (x - :c¡)2 [2(x;+1 - x) +Ax;] 

p¡ x =g¡ Ax? + Y<+ 1 Ax? 

(x¡+L - x)2(x - x;) (x - :c¡)2(x;+1 - x) 
+ s¡ 6..x1 - Si+t Ax[ 

X¡$ X$ X¡+i; Í = 1.,. n - 1;(2.1.3) 

así hemos obtenido finalmente una familia de polinomios {p;(x)} cada uno definido 

en el intervalo [x¡, x¡+iJ por lo que la función definida por : 

/(x) =p¡(x), 

es una función continuamente diferenciable, polinomial por tramos. Esta función es 

conocida. por el nombre de función interpolante cúbica de Hermite. Se puede de

mostrar que f aproxima muy bien a la función g y mejor a medida que las longitudes 

de los intervalos (x¡1 X¡+t} sea más pequeña. 
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Ejemplos. 

1) Supongamos que g(:i:) (l~r') y queremos calcular el interpolante 

cúbico de Hermite que coincide con gen los puntos -3, -1, O, 1 y 3. Como 

' -2z 
g (:i:) = (1 + .,2)" 

entonces los datos que necesitamos para construir el interpolante f son los siguientes: 

"' -3 -1 o 1 3 

g 0.1 0.5 1 0.5 0.1 . 
0.06 0.5 o -0.5 -0.6 g 

tabla 2.1 Valores de la función g = 'fb 
y de su primera derivada. 

Teniendo en cuenta que s; = g'(:i:;), i = !, ... ,5 y utilizando (2.1.3) obtenemos 

entonces que : 

( ) 
(:i:2 - :c)2(:i: - :i:1) (:i: - x1)2(:i:2 - :i:) 

PI "' =si (.ó.:i:i)2 - 8 2 (D.:i:i)2 

( )
(:i:2-:i:)2[2(:i:-:i:i)+D.:i:i] ( )(:i:-:i:1)2(2(:i:2-:i:)+.ó.:i:1) 

+ g "'l (.ó.:i:1)ª + g "'2 (.ó.:i:i)ª . 
(2.1.4) 

Sustituyendo cada término en (2.1.4) por su valor y simplificando llegamos a que 

(:i:+3) 2 (-1-:i:)' • 
p¡(:i:) = -8- + --4 -(0.08 + 0.16:i:). 

De esta manera similar se obtienen las siguientes expresiones para polinomios P2o p3 

y p4: 

P2(:i:) = -0.5:i:3 - :i:2 + 1, 

.p3(:i:) = 0.5:i:3 - :i:2 + 1, 

(3-:i:)2 (:i:-1)2 
p4(:i:) = -

8
- + -

4
-(0.58+ 0.16x). 
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Por lo tanto, el interpolante cúbico de Hermite para la. función g(x) = (l+z') está 
dado por 

¡ (•~3 l' + H;•l' (0.58 + 0.16:i:), 

f(x) = -0.5:i:3 - ,,2 + 1, 
0.5x3 - :i:2 + l, 
C3~•l' + (•~1 >' {0.58 + 0.16x), 

-3<x<-l· 
-($ x $ 0, ' 
o::;"::; 1, 
1 $X$ 3. 

El gráfico de la función f aparece en la. figura. 2.1. 

-3 -1 o 

fig 2.1 Interpolante cúbico de Hérmite 

parag(x)= ~ 
x-puntos de interpolación. 

2 ) Consideremos ahora la función : 

g(x) = x+ = max(xº, O)= { ~: ";:::O; 
X <0, 

y construyamos el interpolante cúbico de Hermite que coincide con g en los puntos 
-2, -1, -O y 2. Como g(x) no tiene primera derivada en O, vamos a experimentar con 

diferentes valores s3 para. ver como ésto influye en la forma del interpolante. 
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Organicemos nuevamente nuestros datos en una tabla 

" -2 -1 o 2 

g o o 1 o 
' o o o g 83 

tabla 2.2 Valores de la función 

g = "+ y de su primera derivada. 

De la expresión (2.1.3) podemos concluir que, independientemente del valor de s3 , 

el polinomio P1 que constituye el interpolante f es siempre el mismo y coincide con 

el polinomio nulo, ya que s1, •2, g(,,1) y g(x2) valen O. 

Por otro lado, de (2.1.3) obtenemos que 

P2(") = (x + l)2((s3 - 2)x + 1), 
(2 - x)2 ,,2 

p3(x) = - 4-((s3 + l)x + 1) + 4(3- x). 

Por ejemplo, si tomamos s3 = O, entonces 

{
o, 

f(x) = (" + 1)2(-2" + 1), 
1, 

mientras que si es s3 = 1, entonces 

-2 :$ X:$ 1, 
-1 :$ X:$ Q , 

o::;x::;2, 

-2::;"::; 1, 
-1::;,,::;o, 

{

o, 
f(x) = (" + 1)2

(-" + 1), 
'
2-:irl' (2x + 1) + ";Í(3 - x), o ::; "::; 2, 

Los gráficos de estas funciones se pueden apreciar en las figuras 2.2 y 2.3 respecti

vamente. 

Nótese que el caracter local de la interpolación de Ilermite se aprecia en las mismas, 

ya que las irregularidades en una vecindad de O, no se trasladan al resto del intervalo 
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-2 ·I o 2 -z ·I o z 

fig. 2.2 Interpolante cúbico de Hermite fig. 2.3 Interpolante cúbico de Hermite 

para x¡j con S3 = O. para x¡j con s3 = 1 . 

x-puntos de interpolación. 



II.2. SPLINES CUBICOS DE INTERPOLACION 

Si los valores de g' en los puntos de interpolación se desconocen, entonces las inclina

ciones (S¡)~-l se puede escoger de modo que el interpolante f tenga hasta segunda 

derivada continua. En tal caso, se dice que f es un spline cúbico de interpolación. 

Por lo tanto, el spline cúbico es una función formada por secciones de polinomios 

cúbicos, que se enlazan con la mayor suavidad posible (sin que necesariamente sea 

un único polinomio). Derivando dos veces la expresión (2.1.3) se obtiene : 

"( ) __ 
2 

. 2x;+1 +X¡ - 3x _ 2 . 2x¡ + X¡+i - 3x 
P x - 5

' (Ax¡)2 5
•+1 (Ax¡)2 

g(x¡+i) - g(x¡) 
+ 6 (Ax;)ª (x;+1 + x¡ - 2x). 

Por lo tanto: 

¡" ( -) _ " ( ·) _ 2s¡_¡ 4s¡ 
6

g(x¡) - g(x¡_i) 
X¡ - Pi-l x, - A:i:¡_ 1 + Ax¡_¡ - (Ax¡-1)2 ' 

¡"( "!") = '.'( ·) = -4s¡ _ 2s;+ 1 6 g(x¡+i) - g(x¡) 
x, p, x, Ax¡ Ax¡ + (Ax¡)2 

(2.2.5) 

y la condición de continuidad de ¡" : 

i = 2, ... ,n -1 

se expresa mediante la ecuación : 

1 2( 1 1) 1 
3

[g(x¡)-g(x¡_i) g(x¡+i)-g(x¡)] 
--s¡_1+ --+-- s¡+--s¡+1 = + ; Ax¡_ 1 Ax¡_ 1 Ax¡ Ar¡ (Ax¡_ 1)2 (Ax¡)2 

o en forma. más conveniente como: 

i= 21 ••• ,n- l (2.2.6) 

donde 
b·-3[A .g(x¡)-g(x¡_1)+A. g(x1+1)-g(x¡)] 

a - x, .6.Xi-1 Xa-1 dx¡ . 

Suponiendo entonces que •1 y Sn se seleccionan de alguna forma, (2.2.6) representa 

un sistema de n-2 ecuaciones lineales para calcular las n-2 incógnitas s·2, ••. , Bn-1 · 
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La matriz de este sistema es tridiagonal y de diagonal dominante por filas. Por lo 

tanto (2.2.6) tiene exactamente una solución que se puede hallar por el método de 

eliminación de Gauss sin pivoteo . Los parámetros s1 y Sn se pueden escoger de 

diferentes formas. En la siguiente sección presentamos algunas de ellas. 

SPLINE CUBICO COMPLETO DE INTERPOLACION 

i) Si se conoce el valor de g' en :i:1 y Xn entonces resulta muy natural 

tomar s¡ = g' (:i:1) y Sn = g' (:i:n)· En tal caso el spline cúbico de interpolación ·no 

sólo interpola a g en los punto :i:¡, ... , Xn, sino que además interpola a g' en :i:¡ y 

"n· Este spline se conoce como spline cúbico completo de interpolación. 

Si hacemos u¡_ 1 = .il.z¡!~z,_ 1 1 1- u¡_ 1 = .il.z~~~:,~-l entonces el sistema. se puede 

escribir en la forma 

donde 

que: 

1- U¡ 

2 

o 
1- u2 

2 

Un-2 

,_;.J (.:.] [1] 
Sn-1 f3n-I 

{3¡ = 3[u¡_¡g(:i:¡_¡, :i:¡] + (1- u;-¡)g[:i:¡, :i:¡+tJ] i = 2, ... , n -1; 

'i12 = f32 - U¡S¡; 

Pn-1 = f3n-l - (1- Un-2)sn•. 

SPLINE CUBICO NATURAL 

ii) Otra posible selección de las condiciones en los extremos surge de exigir 

¡" (:i:¡) = ¡" (:i:n) =O. (2.2.7) 
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Utilizando (2.1.5) la condición (2.2.6) se expresa de la siguiente forma, en término 

de las inclinaciones 

El sistema de ecuaciones queda: 

[l Un-2 

o 
2 1- U1 

o 

donde 

2 
1 

1 - Un-2 

2 

) U.) (~.) 
El spline que satisface (2.2.7) se conoce como spline natural de interpolación y 

desde cierto punto de vista no es muy recomendable, ya que la imposición arbitraria 

de la condición (2.2.7) puede provocar que cerca de los extremos :r1 y "'• el error 

aumente .. (a menos que realmente g" (:r 1) = g" (:rn) =O). Sin embargo, más adelante 

mostraremos que el spline natural de interpolación tiene otras propiedades muy 

interesantes que justifican su uso . 

SPINE CUDICO ELIMINA UN NODO 

iii) Si uno no conoce nada acerca de las derivadas de g en los puntos ex

tremos, entonces una posibilidad es escoger si y sn 1 de manera que PI coincida 

idénticamente con P2 y Pn-1 coincida con Pn-2 • En otras palabras se trata de es

coger s1 y Sn de modo que los puntos :r2 y "'•-1 no sean puntos de ruptura activos. 
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X¡ 

fig 2.4 Los puntos x2 y Xn-1 no 
son puntos de ruptura. activos 

Esta condición es equivalente a exigir/" sea continua. en x2 y Xn-t y significa añadir 

la siguiente ecuación al inicio del sistema. (2.2.6) 

y la ecuación 

(.6::1+2(::1-r1))t:u:,(9(r::i)-g(r1U 

"• 
X3 - X1 

(.6:z:1) 2(9(r1)-g(r2U 

+ ----'"~·~---

(A:z:,._1)2(9(:,._,)-g(: .. -1)) 

Bn-1(Xn + Zn-2) + SnL\Xn-2 = ----"-•~·~-~·---
Xn - Zn-2 

2(:,. -r,._,)+a:,._ 1 ).6:,._ 2 (g(r .. )- 2(r,._1)) 

+( "•·-· 
Xn - Xn-2 

al final del mismo . Esta condición de frontera. significa que la. primera. y la. última 

sección polinomial interpolan a g, en un punto adicional que no es de ruptura.. En 

otra palabras, en vez de n - 1 secciones polinomiales tenemos entonces n - 3, de 

modo que f coincide con p¡ en (x1, xa) y p¡(x¡) = g(x¡), i = 1, 2, 3, mientras que 

p;(xa) = s3. Similarmente f conincide con Pn'-3 en [:tn-2,xn) y Pn-a(x;) = g(x¡), 
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i = n - 2, n - 1, n, mientras que p~_3(xn-2) = Sn-2. Si nos planteamos la 

condición de frontera en estos términos, entonces el sistema lineal (2.2.6) (y la no

tación) varia ligeramente . Sin embargo está claro que la función f resultante es 

idéntica a la obtenida por el planteamiento anterior . Por otro lado, esta forma de 

interpretar las condiciones de frontera, nos ilustra nuevamente el hecho de que en 

la interpolación polinomial por tramos, los puntos de interpolación y los de ruptura 

no necesariamente tienen que coincidir. 

En el Apéndice se puede encontrar una subrutina en FORTRAN que calcula 

el spline cúbico de interpolación utilizando una de las condiciones de frontera ya 

mencionadas. 

Ejemplos. 

Calculemos ahora el spline cúbico completo que interpola la función g(x) = 1;,, en 

los puntos -3, -1, O, l y 3. Utilizando los datos de la tabla 2.1 construimos el sistema 

de ecuaciones (2.2.6) con las condiciones de frontera i). Este sistema se expresa 

matricialmente de la siguiente forma: 

6 2 
l 4 1 

2 6 l (
S¡l ( 0.06 l •2 3.6 
S3 = 0 . 

l S4 -1.8 
1 •• -0.06 

La solución del mismo se obtuvo mediante el programa TRIDSIS que aparece en el 

Apéndice obteniéndose que : 

S¡ = 0.06, S2 = 0.62, S3 = -0.09, S4 = -0.26 Y S5 = -0.06. 

Sustituyendo en la expresión (2.1.3) podemos calcular los cuatro polinomios que 

constituyen el spline cúbico f. De este modo llegamos a que : 

{ 

0.07x3 + 0.56x2 + l.53x + 1.54, 
!( ) _ 0.47x3 - l.06x2 - 0.09x + 1, 

x - 0.65x3 - !.06x2 - 0.09x + 1, 
0.02x3

- 0.07x2 - 0.18x + 0.73, 

El gráfico de esta función se aprecia en la figura 2.5. 

-3;5x;5-l; 
-1 :5 X :5 O; 
0;5x:Sl; 
-1 $X :5 3. 
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fig. 2.5 Spline cúbico que interpola 

a la función g(x) = ~ 
x-puntos de interpolación. 

Para finalizar esta sección construyamos el spline cúbico natural que inter

pola a la función x+ en los puntos -2, -1, O y 2. Utilizando esta vez los datos de 
la tabla 2.2 y las condiciones de frontera ii), construimos el sistema de ecuaciones 
(2.2.6) que nos permite calcular los coeficientes del spline: 

La solución del sistema se obtuvo otra vez utilizando el programa TRIDSIS y re
dondeando a dos lugares decimales resulta que: 

S¡ = -0.3, s, = 0.61, 83 = 0.87, 84 = 0.43. 

Mediante la expresión (2.1.3), calculamos entonces los polinomios que forman al 
spline f y obtenemos finalmente 
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{ 

0.3:i:3 + 1.83:i:2 + 3.35:i: + 1.83, 
/(:i:) = -0.52:i:3 - 0.65:i:2 + 0.87:i: + 1, 

O.llx3 - 0.65:i:2 + 0.87:i: + 1, 

-2 S "S-1; 
-1 S :i: SO; 
os"' s 2; 

donde los coeficientes de cada polinomio también se aproximarán a dos lugares 

decimales. La figura 2.6 nos muestra en este caso el gráfico de /: 

-3 -2 -1 o 

fig. 2.6 Spline cúbico que interpola a la 

función g( :i:) = :i:+ 
x-puntos de interpolación. 

2 3 

Observemos con detenimiento la figura 2.1, 2.2, 2.5 y 2.6. Como se puede apreciar, en 

general el interpolante cúbico de Hermite aproxima mejor a las funciones de prueba 

que el spline cúbico . Esto se debe esencialmente, a que el spline cúbico invierte, 

parte de sus posibilidades para aproximar datos, en ser una función suave (tiene 

hasta segunda derivada continua), mientras que el interpolante cúbico de Hermite, 

al ser una función menos suave tiene más libertad para modelar un conjunto de 

datos. Sin embargo, hay que tener en cuenta, que la construcción del interpolante 

cúbico de Hermite, requiere que conozcamos la primera derivada en los puntos de 

interpolación 1 de la función que vamos aproximar. Pero muchas veces, en la prcictica 

esto no se sabe, porque los datos se obtienen de forma experimental y en realidad 

la función g es desconocida . Por eso, en tales problemas el spline cúbico es una 

herramienta fundamental. 
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II.3. SPLINE CUBICO PARAMETRICO 

Con mucha frecuencia, en problemas prácticos de diversa índole, los datos 

que uno necesita aproximar están dispuestos de modo que para una misma abscisa 

se tiene más de un valor (vea por ejemplo la figura 2.7). 

* 
* * 

* 

* 

* 
fig. 2.7 Datos de un proble~a hipotético donde para 

una abscisa se tienen dos valores diferentes. 

En· tal caso hay que considerar que los datos representan una curva plana y en 

consecuencia debemos aproximarlos mediante una curva, ya que una función no 

puede tomar dos valores diferentes en el mismo punto. 

Supongamos entonces que se dispone de un.conjunto de puntos (x;, y;), i = 
11 ••• , n, situados en el plano y se desea construir una curva suave que pase por los 

mismos. Los puntos (x;, y;) se pueden considerar como puntos de una curva, que 
paramétricamente se describe mediante dos funciones : 

x=g(t), 

y= h(t), 

a:=:; t :=:; b, 
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de modo que para ciertos valores 

(2.3.8) 

del parámetro t, se tiene que 

g(t;) = x;; 

.h(t;)=y;, i=l, ... ,n. 

U na vez que se han escogido los valores !¡ del parámetro t (que cumpla las 

condición 2.3.8 ), podemos entonces construir el spline cúbico / 1 que interpola las abs 

cisas de la curva original, es decir que pasa por los puntos (!;, x;) i = 1, ... , n y el 

fa que interpola las ordenadas, o sea el que toma el valor y¡ en cada!;, considerando 

en los extremos una de las condiciones que estudiamos en la sección anterior . Este 

spline pasa por los puntos (x;, y¡) i = 1, ... , n y se conoce como spline paramétrico, 

porque depende de la selección del parámetro t. 

La selección de una parametrización adecuada es fundamental, para lo

grar que el interpolante no tenga rugosidades. En este sentido la experiencia ha 

demostrado que cualquier parametrización que aproxime la longitud de arco us con

veniente. Sin embargo, para lograr que el parámetro sea exactamente la longitud 

de arco, se necesita un considerable esfuerzo de cálculo. Por eso en la práctica, se 

toman como parametros 

t¡ =0, 

l¡+1 =t¡+d¡, 
(2.3.9) 

donde d; es una aproximación de la longitud de arco, que se puede escoger de una 

de las siguientes formas : 
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i) d; = J(Ax¡)2 + (.ó.y;)2; 

ii) d; = (.ó.x;) 2 + (Ay;)2; 

iii) d; = IAx;I + IAy;I; 
(2.3.10) 

iv) d; = max(IAx;I, IAy;I). 

En particular, la selección (2.3.10) i), corresponde a la longitud de cuerda que une 

los puntos (x;,y¡) y (xi+!oYi+t), y en práctica se ha podido comprobar que es la 

más conveniente. 

Si se desea tener un gráfico del spline parámetrico basta con seleccionar 

diferentes valores del parámetro t, digamos tj, j = 1, ... , m y evaluar cada uno de 

los splines / 1 y h que interpolan las abscisas y ordenadas respectivamente. Entonces 

los puntos (xj, Yj) donde 

xj = !1(tj); 

Yj = '2(tj), j= l 1 ••• 1 m; 

pertenecen a la curva que representa el spline parámetrico. 
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II.4. SPLINE CUBICO PERIODICO 

Si los datos originales corresponden a una curva cerrada, entonces resulta 

natural exigir que el spline cúbico paramétrico, formado por las funciones !1 y h, que 

interpolan las abscisas y las ordenadas respectivamente, sea una función periódica, 

es decir que 

Ai>c11J =1V'c1n); 
¡Jil(t¡) =Jfl(tn). j =o, 1,2 . 

(2.4.11) 

. La condición (2.4.11) paraj=O, se logra simplemente considerando que el primer y 

el último punto de interpolación coinciden, o sea que x 1 = Xn y y¡ = Yn, pués en tal 

caso1 como 

entonces 

/1(11) = x1; 

h(l1)=Y1; 

fi(t1) =x1 =xn =f1(tn); 

h(t1) = Yl = Yn = h(tn). i == l, ... ,n. 

Paraj = 1, la condición (2.4.l!)se obtiene considerando que el sistema de ecuaciones 

(2.2.6), que nos permite calcular los coeficientes del spline que interpola las abscisas y 

las ordenadas respectivamente, se elimina la incógnita Sn, porque tomamos Sn = si. 

Por último, teniendo en cuenta que s 1 = sn, de (2.2.5) obtenemos que Ja condición 

(2.4.11) para / 1 y j = 2, se expresa mediante la ecuación 

a[Atn-1 "'2 - "'1 +Al¡ 2'n - "'n-l]. 
At 1 Aln-1 
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Por lo tanto, las inclinaciones s1, ... , •n-l del spline / 1 que interpola las abscisas de 

los datos, se obtienen como solución del siguiente sistema de ecuaciones lineales 

(

2(.ó.11 + .Ó.tn-1) 
.ó.t2 

o 

.Ó.tn-2 

.Ó.ln-1 O ••• O 
2(.ó.t1 +.ó.12) .ó.11 o ... 

o ... o 

( .. ~.l 
donde 

[ 
X2-X1 Xn-Xn-1] 

b1 = 3 .Ó.ln-1 ~ + .ó.t1 .ó.tn-l ; 

b· = 3[.ó.l·:Z:¡ - Xi-l + .ó.t· r¡+l - :Z:¡]· 
i • At¡-1 •-1 D.t¡ • 

.Ó.!1 l ( Sl l . .. o •2 

.Ó.tn-1 ; 

2(.ó.tn-2 + .Ó.ln-1) •n-1 

(2.4.12) 
i = 2 1 ••• ,n - l. 

Para ~alcular las inclinaciones s1, ••• , •n-l del spline Í2 que interpola las ordenadas 

de los datos, hay que resolver un sistema lineal con la misma matriz que (2.4.12) 

donde el término independiente b esta dado por 

b =3[.ó.1 - Y2-Y1 +.ó.t ~] 
l n l .ó.t1 l .Ó.ln-1 ' 

b·=3[.ó.l·y¡-y;-1 +.ó.t· Y1+1-Y1] 
ª , Ati-1 •-t .6.t¡ , 

(2.4.13) 

Nótese que la matriz del sistema (2.4.12) es tridiagonal cíclica y de diagonal domi 

nante por filas. Este tipo de sistema también se puede resolver fácilmente por 
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el método de eliminación de Gauss sin pivoteo. En el Apéndice, el lector puede 

encontrar una descripción sencilla del método de Gauss para este caso. 

Finalmente, utilizando (2.1.3), obtenemos que el spline f¡ que interpola las abscisas 

de los datos originales, esta constituido por los siguientes polinomios. 

·(t) - . (t;+¡ - t) 2(t - t¡) . (t - t;)2(t¡+1 - t) 
p, -·· (ó.t;)2 + •1+1 (tl.t¡)2 

X¡(l;+¡ - t) 2(2(t - t¡) + tl.t¡) X;+¡(t - 1;)2(2(1¡+1 - t) + tl.t¡) 
+ (tl.t¡)3 + (ó.t¡)3 

11 :5 t :5 t¡+l, i = I, ... ,n-I 
(2.4.14) 

donde los s¡ se claculan como solución del sistema (2.4.12) y s¡ = Sn • Los polinomios 

que forman el spline ¡,, que interpola las ordenadas de los datos originales, se 

obtienen simplemente sustituyendo en (2.4.14) x¡ por y¡ y x;+i por Yi+! y calculando 

los s; como solución del sistema (2.4.12) con el lado derecho (2.4.13). 

Ejemplo. 

Los datos de la tabla 2.3 representa valores de la lemniscata 

s = J2cos(20); /O/ :5 rr/4. (2.4.15) 

Como la lemniscata tiene dos lazos (ver fig. 2.8) es muy importante que los datos se 

organicen como muestra la tabla, es decir siguiendo el recorrido de la curva a partir 

de un punto inicial, que puede ser arbitrario (ver fig. 2.8). 
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ángulo radio 
o p 
o ../?. 

30 1 
45 o 

210 1 
180 ../?. 
150 1 
135 o 
330 1 

o ../?. 

tabla 2.3 Puntos de 

la Lemniscata (2.4.14). 

fig. 2.8 Lemniscata. 
Los puntos aparecen organizados en. 

el sentido de recórrido de la curva. 

Para utilizar la parametrización (2.4.9) debemos expresar los datos de la. tabla. 2.3 en 

coordenadas cartesianas, mediante las ecuaciones de transformación de coordenadas 

x=pcosO, 

y= p senO. 

De este modo obtenemos la tabla 2.4. Si ahora utilizamos la condición 

(2.4.10) i), resulta entonces, que por ejemplo (utilizando dos dígitos decimales) 

d1 = y'(~:i:1) 2 + (~yi) 2 = 0.74. 

luego 

t, = t¡ + d¡ = 0.74. 

Continuando de esta forma calculamos el resto de los d¡ ·y los l¡, i = 2, ... , 9. 

-../3/2 -,/2 -../3/2 o 
-1 2 o 1 2 o 

tabla 2.4 Puntos de la Lemniscata (2.4.15) 

dados en coordenadas cartesianas. 
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Ahora nuestro problema se reduce a construir los splines / 1 y h que inter

polan los datos de las tablas 2.5 y 3.6 respectivamente 

o 0.74 1.74 
:t: 2 3/2 o 3/2 

y 

tabla 2.5 Puntos por donde debe 

pasar el Spline / 1 . 

1.74 2.74 3.48 
o -1 2 o 

tabla 2.6 Puntos por donde debe 

pasar el Spline /2. 

6.97 
o 

Según {2.4.12) los coeficientes del spline / 1 se obtiene como solución del siguiente 

sistema lineal 

[':" 
0.74 

º"] ¡~¡ ¡-:"] 
3.48 0.74 

1 4 1 -5.20 
0.74 3.48 1 -4.14 

0.74 2.96 0.74 = o ' 
1 3.48 0.74 4.14 

1 4 1 S7 5.20 
0.74 3.48 Sg 4.14 

(2.4.16). 

Utilizando el programa TRIDCSIS, que presentamos en el Apéndice, se puede veri

ficar que la solución de (2.4.16) con 2 cifras decimales es : 

S¡ = 0, S2 = -1.02, 53 = -0.79, 54 = -1.02, 

S5 = -0, 85 = 1.02, 57 = 0.79, Sg = 1.08. 
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Por lo tanto, a partir de (2.4.14) se pueden calcular los polinomios p¡(t), i = 1, ... , 8 

que constituyen el spline /1. 

Por otro lado, los coeficientes del spline h se obtienen resolviendo el sistema 

(2.4.16), donde el lado derecho se sustituye por el vector 

b = ( 3, 0.91, -3, 0.91, 3, 0.91, -3, 0.91 )' . 

Mediante el programa TRIDCSIS se obtiene entonces que los coeficientes del spline 
¡, que interpolan las ordenadas son: 

S¡ = 0.93, 

S5 = 0.93, 
S;! = 0.171 

sa = 0.17, 

S3 = -0.84, 

S7 = -0.84, 
S4 = 0.17, 
Sg =0.17. 

Los polinomios que constituyen el spline¡, se calculan sustituyendo en (2.4.14) estos 

valores y x¡ por y¡, i = 1, ... ,9. 

Para construir un gráfico del spline de interpolación podemos tomar, por ejemplo, 

50 puntos equidistantes del intervalo [ti. t 9) = [O, 6.97) 

tj = t¡ + (j - l)h, 
. t9 -t¡ 

J = 1, ... , 50 con h =--;¡¡¡- = 0.142 

y evaluar los splines /1 y h en estos puntos, es decir calcular: 

xj =fi(tj), 

Yj =h(tj), j = 1,. .. ,50. 
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Capítulo 111 

Ajuste 
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S i1avizamient o 



III. SUAVIZAMIENTO Y AJUTE 

Con mucha frecuencia, en problemas de la ciencia y la técnica, los especia

listas disponen de datos que no pueden considerarse precisos. Estos datos se obtienen 

por lo general como resultado de algún experimento o medición, y están afectados 

con "ruidos" debido a la imprecisión de los equipos o técnicas que se utilizaron para 

obtenerlos. 

Esta claro entonces que los métodos de interpolación que hemos estudiado hasta 

aquí, no nos servirían para aproximar tales datos, puesto que no tiene sentido 

construir una función que pase por los mismos. Por eso, en lo que resta de este 

capítulo nos vamos a dedicar a la construcción de otro tipo de aproximación que sea 

capaz de reflejar la tendencia o el comportamiento de los datos ignorando el ruido 

de los mismos. 

III.1. PROPIEDAD DE NORMA NINIMA DEL 

SPLINE CUBICO NATURAL 

En esta sección vamos a probar que entre todas las funciones g E C2 que 

interpolan un conjunto de datos (x;, y¡) i = 1,. . ., n, el spline cúbico natural 

que definimos en 11.2., es la función más "suave" en el sentido de que mininúza el 

funcional 

(3.1.1) 

precisamente debido a esta propiedad las funciones spline recibieron tal nombre, ya 

que durante mucho tiempo para dibujar una curva suave que pasara por un conjunto 

de puntos prefijados los ingenieros utilizaban un instrumento llamado spline. 

Este instrumento mecánico estaba formado por una varilla flexible de acero a la cual 

se le sujetaban ciertos pesos (ver fig 3.1), que hacían que la varilla se flexionara y la 

curva resultante f pasara por los puntos. 
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fig 3.1 Spline mecánico. 

De este modo, el spline mecánico f minimizaba la energía de tensión que aproxi

madamente es proporcional a (3.1.1). De ahí que por analogía, la función que 

minimiza l(g) recibiera el nombre de spline. 

Teorema 3.1. 

Sea /(:z:) el único spline cúbico natural que interpola los datos (x¡, y¡), i = 1, .. ,, n 

( n !:: 2), y sea g( X) cualquier función de clase C 2 tal que 

g(x;) =y¡, 

entonces: 

I(g) !:: J(f) (3.1.2) 

y la igualdad en (3.1.2) se cumple si y sólo si g(:z:) = /(:z:). 

Demostración. 

Corno evidentemente 

g''(:z:) =t"(:z:)+[g''(:z:)-/'(:z:)], 

:, .. :..;, .. :;.-.,_ 
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entonces : 

l r. [g" (x)J' = r·· [!" (x)J'dx + ¡r· [u" (x) - ¡" (x)] 2 dx 
:c'l 1::, r1 

+ 2 r· ¡" (x)[g" (x) -/' (x)]dx, 
Ír, 

(3.1.3) 

calculemos la última integral del lado derecho de (3.1.3) que denotaremos por I . 

Integrando por partes obtenemos : 

l = ¡" (x)[u' (x) - / (x)] , •• - r· ¡"' (x)[u' (x) - / (x)] dx, 
=i Ír1 

(3.1.4) 

como fes un spline cúbico natural, entonces/' (x1) = ¡" (xn) = O. Por lo tanto, en 

(3.1.4) nos queda 

n-1 {" +l 

l = - L J. ' ¡"' (x)[g' (x) - / (x)]dx, 
i=l =1 

pero¡"' (x) es una función constante por tramos, cuyo valor en el intervalo [x¡, x;+d 

denotaremos por h¡. Luego 

l = - ~h; [ (g(x¡+t)- f(x;+1))-(g(x¡) - f(x¡))] 

y como f y g interpolan los mismos datos (x;,y;), i = 1, ... ,n, entonces g(x;)
f(x;) =O para toda i. Por lo tanto, l =O y de (3.1.4) llegamos a que 

(3.1.5) 

de aquí resulta inmediatamente (3.1.2), ya que la última integral en (3.1.5) es no 

negativa. Por otro lado, la igualdad en (3.1.2) se obtiene si y sólo si g"(x)- J"(x) 
es idénticamente nula, lo cual implica que g - fes un polinomio de grado ~ l. Sin 

embargo, de acuerdo con las condiciones de interpolación, la función g - f se anula 

en n puntos (11 ;:: 2) y por lo tanto g - f tiene que ser el polinomio nulo o en otras 

palabras g = f, lo cual completa la demostración. 1 

Como veremos, en la siguiente sección, la propiedad de norma mínima del spline 

cúbico natural es muy útil cuando estamos interesados en construir una curva 

usuave" que aproxime un conjunto de datos, sin que necesariamente los interpole. 
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III.2. SUAVIZAMIETNO DE DATOS CON "RUIDO" 

Planteamiento del problema. 

Como ya mencionamos al inicio de este capítulo, el problema de suavizar 

un conjunto de datos, está vinculado a la necesidad de construir una aproximación 

que refleje la tendenci~ de datos imprecisos, lo cual evidentemente no se logra in

terpolando los mismos. Las características más importantes de este problema se 

pueden resumir en los siguientes aspectos: 

l. El especialista necesita poca precisión en los resultados (a lo sumo 3 dígitos 

correctos). 

2. Los datos son sustancialmente imprecisos, de modo que el ruido que los 

afecta usualmente es aleatorio pero se desconoce su distribución. 

3. No se dispone de suficiente información especializada sobre el modelo de 

comportamiento de los datos. 

4. Los datos son discretos y resulta muy difícil o muy costoso obtener infor

mación adicional. 

Supongamos que g es una función suave (usualmente desconocida) y que 

" es el valor de gen el punto x¡ afectado con el ruido e¡. El problema de suavizar los 

datos (x¡ 1 y¡) se puede formular entonces, como el de construir una función "suave" 

que aproxime a los datos (x¡, y¡), i = 1, ... , n, de modo que se conserve la 

información sobre g, contenida en los y¡ y se elimine el ruido e¡. 

En otras palabras, se trata de encontrar la función más "suave", cuya distancia a los 

datos se mantenga acotada por una magnitud que usualmente conoce el especialista 

apartir del problema práctico que representan los mismos. 

Ahora para que esta formulación del problema sea precisa debemos aclarar los 

términos de función "suave" y de 11 distancia". 

Como medida de la distancia de una función f a los datos vamos a utilizar el fun-
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cional 

S(l) = t [f(x;) ~Y•] 2 

;=1 liy, 
{3.2.1) 

donde liy; es una estimación de la varianza de los y¡. Por ejemplo, en ciertos prob

lemas técnicos el experimento que nos permite obtener los y; se repite varias veces 

(réplicas) de modo que en vez de uno sólo y;, para. cada x; tenemos un conjunto de 

y/il, j = 1, .. ., m, donde m es el número de repeticiones. En tal caso es aconse

jable tomar como y; en (3.2.1), la media de los y/il, es decir 

y;= (f>F>)1m 
1=l 

y como 8y; la varianza de cada Yi 1 o sea 

Otras veces el experimento sólo se realiza una vez, pero se conoce que el equipo de 

medición que se utilizó para obtener los y; tiene cierta precisión. Por ejemplo, si el 

equipo nos permitiera medir los y; con un l % de error, entonces es razonable tomar 

en (3.2.1) liy; = 0.01 para todo i. 

Por otra parte, como medida de la suavidad de una función/, tomaremos el funcional 

I definido por (3.1.1), pués es conocido que I(!) nos da una aproximación de la 

curvatura de f en el intervalo (x¡, Xn]· 

Esto significa que en términos matemáticos, el problema de suavizamiento de los 

datos se puede formular, como el de hallar una función que minimice !(!) entre 

todas aquellas para las cuales S(f) está acotad~, es decir 

mini(!) con f E C2(x1, xn] sujeto a S(f) :Su (!) 

donde u es la distancia máxima entre la aproximación, y los datos que el especialista 

desea. 

Teorema 3.2. 

Si el problema I tiene solución entonces una solución del mismo, es un 

spline cúbico natural y es única. 
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Demostración. 

Supongamos que f" es una solución de l. De los resultados del capítulo II 

sabemos que exite un único spline cúbico natural f, que interpola ar en los puntos 

.r1, ... , Xn 1 es decir tal que 

f"(x;) = f(x;), i = 1, ... , n, 

pero entonces de (3.2.1) tenemos que 

s(fl = su· l :,; U' 

es decir, fes una solución factible de l. Más aún, del Teorema 3.1 podemos asegurar 

que 

I(f) :5 I(f") 

y que la desigualdad es estricta a menos que f" = f. Por lo tanto, f es la única 

solución óptima de l. 1 
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III.3. PLANTEAMIENTO Y SOLUCION 

DE UN PROBLEMA EQUIVALENTE 

Aunque el teorema 3.2 nos asegura que la solución del problema I es un 

spline cúbico natural, su demostración no nos ofrece un método para construir el 

mismo. Por eso, en la práctica, en vez de resolver el problema l vamos a considerar 

el siguiente problema 

minAp(f) con 

donde 

Ap(f) = pS(f) + (1 - p)l(f) y p E (O, 1). JI 

Al final de esta misma sección, probaremos que para cierto valor del parámetro p en 

el intervalo (0,1), la función fp que resuelve el problema II, es la solución óptima 

de l. 

Pero, supongamos inicialmente que el parámetro p aún esta libre en (0,1). El primer 

término de la suma en Ap nos proporciona una medida de la distancia de la aproxi

mación a los datos, mientras que el segundo constituye una estimación de la suavidad 

de /, la minimización de Ap establece una especie de compromiso entre éstos dos 

aspectos, de modo que, la selección del parámetro p nos da la posibilidad de es

coger a cual de ellos le damos la mayor importancia. Por ejemplo, si p está cerca 

de 1, entonces la minirrúzación de Ap requiere sobre todo minimizar la sumatoria 

y eso significa, que estamos mas interesados en ajustar los datos que en obtener 

una aproximación suave. Si por el contrario, tomamos p cerca de O entonces para 

minimizar Ap hay que lograr que la integral sea pequeña y por lo tanto, en ese caso, 

le damos más peso al hecho de que la curva de aproximación sea suave. 

El siguiente teorema, nos demuestra que la solución del problema l l también 

es un spline cúbico natural. 

Teorema 3.3 

Sea fp E C 2[x¡, xn], la función que resuelve el problema l l para un p fijo en 

el intervalo (0,1). Entonces fp es un spline cúbico natural, y satisface adicionalmente 
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las siguientes condiciones: 

Demostración. 

i) _ ¡,"'( +) _ P f(x¡) - Yt 
p "1 - 1 - p (6yi)2 ' 

ii) t,"'( -:-) -¡,'"( t) = _P_f(x;) -y¡ 
p x, p x, 1 - p (6y;)2 ' 

iii) t,"'(x_) __ P_f(xn)-Yn 
P n - ! - P (6yn)2 ' 

El hecho, de que fp es un spline cúbico natural, se obtiene de manera muy 

similar a como hicimos en el teorema 3.2. En efecto, si/" fuese la solución óptima 

de u, entonces el único spline cúbico natural fp' que interpola a r en los puntos 

:t1, ••• , Xn 1 satisface que J 
s(fp) = su·>. (3.3.1) 

pero de acuerdo con el teorema 3.1 

l(lp) $ !(/") (3.3.2) 

por lo tanto, combinando (3.3.1) y (3.3.2) obtenemos que 

pS(lp) + (! - p)l(lp) $ pS(f") + (! - p)l(rJ (3.3.3) 

y la desigualdad en (3.3.3) es estricta, a menos que /" :: fp. En otras palabras 

Veamos ahora que fp satisface las condiciones i), ii) y iii). Del cálculo variacional es 

conocido que si fp es la solución del problema II, entonces la variación del funcional 
.O.pdebe anularse para toda función h E C 2 [x1,xnJ. es decir 

6[.0.p(lp); /1) := _dd l!.p(lp + eh)I =o para toda h E C2(x¡, Xn). 
e e=O 

Pero 

6[.0.p(/p);hJ = p6(S(/p); h] + (1 - p)6[I(lp);hJ. (3.3.4) 
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Por eso vamos a calcular a continuación la variación de los funcionales S(fp) e l(fp)· 
De (3.2.1) tenemos que: 

óS[fp; h] =.!!_ t[lp(x;) + eh(x;) - Y•]2l 
de i=I Óy¡ e=O 

= 2 t[lp(x;) + eh(x;) - Y•] h(x;) 1 
i:l ÓYi óy¡ e=O 

{3.3.5) 

= 2 t[lp(x;) -y;] h(x;). 
i=I Óy; Óy¡ 

Por otro lado, de (3.1.1) resulta que : 

Integrando dos veces por partes se obtiene entonces que : 

{3.3.6) 

Ahora comofp(x) es un spline cúbico natural entonces 1;'(xi) = 1;'(x;;) = O y 

¡¡v (x) =o. Además lp E C2(x1, Xn]. luego 1; (xi)= 1; (xi), i= 2, .. "n - l. 
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Podo tanto (3.3.6) se reduce a 

ó[fp; hJ =2 [1;• (xt)h(x¡) - ~ (1;" (xi) - 1;" (xi)) h(x;) 

- 1;"(x;;)h(xn)]. 

(3.3.7) 

Sustituyendo (3.3.5) y (3.3.7) en (3.3.4) obtenemos que si fp E C2[x¡, Xn] es la 

función que minimiza .Ó.pentonces para toda h E C 2[x¡, Xn] se debe cumplir que 

(3.3.8) 

Finalmente, de (3.3.8) resulta evidente que lp debe satisfacer entonces, las condi

ciones i), ii) y iii) con lo cual concluye la demostración del teorema I· 

A diferencia del teorema 3.2, el teorema 3.3 no sólo nos dice que la solución del 

problema JI es un spline cúbico natural, si no que además nos informa que este 

spline satisface las condiciones i), ii) y iii) gracias a ésto la construcción explícita 

de tal spline se puede llevar a cabo sin ninguna dificultad, como probaremos en la 

siguiente sección. 

Por otra parte, este spline natural no necesariamente interpola los datos (como el 

que construimos en el problema !). En particular, si p =o+ la solución óptima del 

problema I les la recta de ajuste mínimo cuadrada, o sea la aproximación mínimo 

cuadrada para los datos desde el espacio de los polinomios de grado ~ 1 . En efecto, 

cuando p =o+ la recta fp que se halla más cerca de los datos (en el sentido de que 

minimiza S(/) ) es la solución óptima del problema ll, ya que l(/o+) = O mientras 

que I(f,) ~.O para todo p. Nótese que una recta también es un spline cúbico natural, 

pués está formada por "secciones" de polinomios de grado~ 3, tiene hasta segunda 

derivada continua y en los extremos vale O. 
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Sin embargo, si p = 1- la solución óptima del problema I I es el spline cúbico natural 

que interpola los datos (ver sección 1) ya que esta función anula S(lp) y entre todas 

las funciones que interpolan los datos (y en consecuencia hacen O la sumatoria) es 

la que minimiza I(f) {teorema 3.1). 

De todo lo anterior podemos concluir que la solución del problema I I es un 

spline cúbico natural, que (en la medida en que el parámetro p varia entre o+ y 1-) 

oscila entre la recta que mejor ajusta los datos y el spline cúbico natural que los 

interpola. 

Para finalizar esta sección veamos entonces cuál es la relación que existe 

entre el problema I y I l. 

Teorema 3.4 

Supongamos que para p = P• el spline cúbico natural fp. que resuelve el 

problema II satisface que: 

(3.3.9) 

entonces fp. es la solución óptima del problema l. 

Demostración. 

Supongamos que f" es la solución óptima del problema I y que !" # fp •. Como 

fp. satisface (3.3.9) es una solución factible del problema I y por lo tanto debía 

cumplirse que 

I(f") < I(fp.), (3.3.10) 

pero 

S(f") 5 " = S(fp. ). {3.3.11) 

Luego de {3.3.10) y (3.3.11) obtendríamos que 

p,S(f") + {l - p,)I(f") < p,S(fp.J + (1-p,)l{fp,) 

y ésto es imposible puesto que fp. es la solución del problema I I para p = P• 1 
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Como co.nsecuencia inmediata de este teorema podemos concluir que para resolver el 

problema l, basta con hallar la raíz Pa de la ecuación (3.3.9) y resolver el problema 

ll con p = Pa. Por eso en la siguiente sección vamos a construir explícitamente el 

spline cúbico natural que resuelve el problema ll para un p fijo. 

>,, 
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III.4. CONSTRUCCION DEL SPLINE CUBICO 

DE SUAVIZAMIENTO 

Con los resultados de las secciones anteriores ya estamos en condiciones de 

obtener explícitamente el spline cúbico natural que resuelve el problema I I para un 

p fijo en (0,1). Como lp(z) es un polinomio de grado ::; 3 para"' E [x;, z;+1J. i = 
1, ... , n - 1, entonces su segunda derivada en ese intervalo es la recta 

t," (x) = t," (z;+i)--=-::.5..... - ¡," (x¡) "' - "'i+l . 
p p Xi+l - X¡ p Xi+l - X¡ 

Sea e¡ = 1; (z;)/2, entonces 1;· se puede escribir como 

,, X - X¡ X - Xi+l 
lp (z) = 2c¡+l tl.x¡ - 2c¡~ (3.4.1) 

Integrando 2 veces en (3.4.1) obtenemos que 

· (z - x;)3 (z - z;+1)3 

fp(z)=c¡+i~-c¡ aAz; +b;z+d; (3.4.2) 

donde b; y d¡ son constantes a determinar. 

Denotemos por a; = fp(x;), j = i, i + 1 , entonces de (3.4.2) está claro que b;z + d; 

es Ja recta que pasa por los puntoo (x¡, a¡ - ~AxÍ) y (.x¡+1 1 a¡+1 - ~.6x;). 

luego 

d ( Ci+t ª)x-::c¡ e¡ '))X-Xi+l 
b¡x + ¡ = a¡+l - -

3
-ti.x¡ tl.x¡ - (a; - 3tl.x¡ ~ 

y sustituyendo en (3.4.2) obtenemos una expresión para lp(z) que sólo depende de 

los parámetros e¡ y a¡ 1 i = 1, ... 1 n - 1, 

(z - x;)3 (x - "'•+il3 

lp(x) =c¡+l ~ - e¡ 3Á:I:¡ 

+ (a;+1 - Ci+i Azf)"' - X¡ - (a; - ~ti.z¡'):..=.:!±!.. 
3 tl.z; 3 Az; 

(3.4.3) 
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Ahora de (3.4.1) y (3.<1.3) está claro que lp(x) y 1;' (x) son continuas, ya que : 

fp(xi) =a¡= fp(xt), 

1;'(xi) = 2c¡ = 1;'(xtJ 
i=l, ... ,n-1 

luego, para garantizar que lp(x) sea un spline cúbico natural sólo nos resta exigir 
que 

1;· (xi~) = o, 
1;(xi) = 1;(xt), 
1;'(x;;) =O, 

Derivando en (3.4.3) obtenemos que : 

í= 21 ••• ,n- 1 
(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

I '( ) _ (x- x¡)2 (x- x¡+1) 2 (ª•+1 C¡+t A ) ( a¡ e¡ A ) x - Ci+1---- - e¡ + -- - --ux¡ - -- - -/..3.Xi 
P l:>x¡ t.x; t.x; 3 t.x¡ 3 

por lo tanto, la condición (3.4.5) se expresa mediante la ecuación 

Agrupando ahora los términos de e¡ a la izquierda y los de a; a la derecha obtenemos 
finalmente que J; es continua si los parámetros a¡ y e¡ 1 i = 1, ... 1 n, satisfacen 

las ecuaciones 

i=2, ... ,n-1 

(3.4.7) 

donde .6.a¡ = a¡+ 1 - a¡. 

Añadiendo a las ecuaciones (3.4.7) las condiciones (3.4.4) y (3.4.6) e¡ = Cn = O 

obtenemos un sistema de n ecuaciones lineales para el cálculo de las e¡ en términos 
de las a¡. Denotemos por e el vector de n - 2 componentes e= (c2, ••• , Cn-1)1 y por 
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el vector a= (a¡,;, .,an). Entonces el sistema formado por las ecuaciones (3.4.7) 
se puede escribir matricialmente como 

Re= 3Q'a, (3.4.8) 

donde R es la matriz tridiagonal simétrica de orden n - 2 dada por 

.ÓX2 

2( .ó.x2 + .Ó.x3) .ó.x3 

.Ó.Xn-3 2(.ó.Xn-3 + .Ó.Xn-2) 
.Ó.Xn-2 l

' 
~Xn-., 

2(.ó.xn-2 + .Ó.Xn-1 

y Q' es la matriz tridiagonal de orden (n - 2) x n definida por 

e~· 
..=.L - _L _L 

.. J 
.6.z1 .O.r2 ""' ....L ..=.L _ ....L ....L 

Q'= 
,, .. , 

"'' "'' Ar, 

_j__ ---=1- - _j__ 
.0.rn-2 .6.rn-2 .0.rri-1 
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Nótese que el vector e no incluye las componentes e¡ y en ya que e¡ = en =O. Pero 

hasta aquí, sólo hemos utilizado el hecho de que fp(x) es un spline cúbico natural. 

Sin embargo, en el teorema 3.3 demostramos que la solución del problema II no es 

cualquier spline cúbico natural, sino que además satisface las condiciones i), ii) y 

iii). Derivando en (3.4.1) obtenemos directamente que 

"'( ) tic; ( ) fp x = 2 á.x; para toda x E x¡, x;+1 (3.4.9) 

donde á.c; = c;+1 - e¡. 

Pero como¡;• (x) es una función constante por tramos, entonces de (3.4.9) tenemos 

que 

/''( +) _ 2 ÁC¡ 
P Zz - 6.z1' 

!"'( +¡- 2 Ac¡ /,"'( -¡ _ 2ÁCt-1 
P :r¡ - 6.z¡, P :r¡ - Ax¡_¡, i == 2, ... , n -1 

¡;'(x-;¡) = 2 ÓCn-1 
ÁXn-1· 

Por lo tanto, en términos de los e¡ y los a¡ las condiciones i), ii) y iii) del teorema 

3.3 se escriben como 

~ -21-p~ - -2(1-p)..:L 
(óyt) 2 - p Ax1 - p tix¡' 

~= 2 1-p[c¡-c¡_¡ -~1 
(óy;)2 p Ax¡_¡ Ax¡ ' 

= -21 - p [-1-c¡_¡ - (-1- + _1_) e¡+ _l_c;+1]' 
p Ax;-1 Ax;-1 Ax; Ax¡ 

i = 2, ... ,n-1 

~-21-p~--2(1-p)~ 
(óyn)2 - P ÁXn-1 - P ÁXn-1 • 

En forma matricial las ecuaciones (3.4.10) se pueden escribir como 

n- 2(a-y) = -2~!-p)Qc 
p 

(3.4.10) 

(3.4.11) 
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donde n-2 es una matriz diagonal de orden n cuyos elementos de la diagonal son 

(1/(óy¡)2, ... , l/(óy0 )
2) y (a - y)= (a¡ - y¡, a2 - y2, ... , an - Yn) 1 . 

Ahora de (3.4.11) tenemos que 

a= y- 21 - P D2 Qc donde D 2 = ¡n-2¡- 1 • 
. p 

Multiplicando por 3Q1 y utilizando entonces (3.4.8) llegamos a que 

Luego 

o 

donde u = c/3p. 

3Q1a = 3Q1y - 6
1 

- P Q' D 2Qc = Re. 
p 

( 6(1- p)Q1 D2Q + pR) u= Q'y 

(3.4.12) 

(3.4.13) 

(3.4.14) 

Por otro lado, en términos de la matriz n- 2 y el vector (y - a), S(fp) se expresa 

corno 

S(fp) =(y- a)' n-2 (y - a) 

y de (3.4.11) obtenemos entonces que 

S(fp) = (y - a)'2 
1 

- p Qc 
p 

= 2.!..=.Ecn 2Qc)121 - P Qc 
p p 

= [21;Pf 11nQc11~. 
(3.4.15) 

donde llDQcj/~ = E~((DQc)¡J 2 y (DQc)¡ es la iésima componente del vector DQc. 
La matriz del sistema de ecuaciones (3.4.13) es pentadiagonal, simétrica y definida 

positiva. Por lo tanto es no singular y el sistema se puede resolver de manera eficiente 

por el método de Cholesky que se describe brevemente en el Anexo. 
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En resumen, dado un valor fijo de p E (O, 1) el spline cúbico natural fp que minimiza 

el funcional ~P se construye resolviendo el sistema (3.4.13) para obtener el vector 

u y sustituyendo en la expresión (3.4.3) del spline, los coeficientes a; y e; obtenidos 

mediante (:Í.4.12) y (3.4.14) respectivamente. 
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III.5. SELECCION DE PARAMETROS 

DE SUAVIZAMIENTO 

Una. vez que ya. sabemos resolver el problema. JI para un p fijo, de a.cuerdo 

con el teorema. 3.4 para. ha.llar la. solución del problema. I, solo nos resta calcular una 

raíz p, de la. ecuación (3.3.9) y resolver el problema JI con p = p,. En esta sección 

vamos a probar que S(/p) es una función estrictamente decreciente de parámetro 

p . Por lo tanto, en relación con la solución de la ecuación (3.3.9) solo hay dos 

posibilidades, o S(!p) corta la recta y= u en un solo punto S(fp,) o S(fp) ~ 11' para 

todo p. 

o p 

fig 3.2 S(fp) corta la recta y = 11' 

en un solo punto o no la. corta. 

En el primer caso el teorema 3.4 nos asegura que la. solución óptima del JI con p =p. 

es la solución óptima de I. En el segundo caso resulta evidente que la solución del 

problema I es la recta fo que mejor a.justa los datos (o sea, la solución del problema 

l l para p =O ), ya que I(!o) =O mientras que I(f) ;::: O para toda f. 

Teorema 3.5 

Sea S(fp) definido como en (3.2.1) donde fp es la solución óptima del 

problema I l. Entonces, como función de p, S(fp) es estrictamente decreciente para. 

p E (O, 1), de modo que S(!1-) =O. 
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Demostración. 

Vamos a probar que 1¡S(fp) < O para todo p E (O, 1). De (3.2.1) se obtiene 

directamente que 

3.5.1) 

Por otro lado, vamos a calcular J:: [ Í¡ 1;• ( :i:) r d:i: integrando 2 veces por partes 

Como 1;• (:i:tJ = 1;· (:i:;;-) =O de la primera integración obtenemos que 

1 .. ( d " ) 
2 1·· d ' d "' d lp (:i:) d:i: = - d lp(:i:)d Íp (:i:)d:i: 

z1 P r1 P P 

n-11••+1 d ' d "' 
= - L: dfp(:r:)dlp (:i:)d:i:, 

i=l J:', p p 

Teniendo en cuenta además ·que ¡¡v = O de la segunda integración llegamos a que 

luego 
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{3.5.2) 

Pero del teorema 3.3 sabemos cuanto valen los saltos de 1;" en los puntos x¡, de 

modo que derivando en la condición ii) obtenemos que 

.!!._ (.!!.. ¡"' (x~)-¡,"' (x:I')) = _l_ /p(x;) - y¡ +-p- f. fp(x¡) 
dp dp p • p • {1- p)' (óy¡)' 1 - p (óy¡)2 

Similarmente, de las condiciones i) y ii) llegamos a que 

_.!!._¡"'(xt) =-l_fp(x¡) -y¡ + _p_ f,fp(x¡) 
dp p (1- p)2 (óy¡)2 1 - p (óy¡)2 ' 

.!!._ t,"'(x-) =-l_fp(Xn) -Yn + _P_ tJp(xn) 
dp P n (1 - p)2 (óyn)2 1 - P (óyn)2 ' 

Sustituyendo entonces {3.5.3) y (3.5.4) en (3.5.2) resulta que 

{3.5.3) 

{3.5.4) 

r·(d " )' ~ d [ 1 lp(x¡)-y¡ p f,fp(:r;)] 
}., J; Íp (x) dx = - ~ J; fp(x;) (1 - p)' (óy;)' + 1- p (óy¡)' 

-- _1 _~ .!!._ . [fp(:r;)-y¡] 
- {l - p)2 ~ dp fp(x,) (óy;)' 

_ _ P_ t[tfp(x;)]'. 
1-pi=I Óy¡ 

{3.5.5) 

Teniendo en cuenta además (3.5.1), de {3.5.5) se obtiene que 
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Por lo tanto 

1 d 1""( d ,, )
2 

p n [-J;fp(xi}] 2 

- 2(1 - )2 -¡-S(fp) = d Íp (x) dx + -(1 - ) L -ó-· - >O, 
p p Z¡ p p i=l Yi 

luego 2(,~Pl' f,S(!p) :5 O, es decir -J;S(fp) :5 O. 

Por último S(fl) = O pues como ya habíamos señalado si p = l la solución 

del problema JI es el spline cúbico natural que interpola los datos. 1 

El hecho de que S(!p) sea una función decreciente del parámetro p solo nos asegura 

que si la ecuación (3.3.9} tiene solución entonces es única, sino que nos garantiza la 

convergencia del método de las secantes que se puede utilizar para resolverlae. 

Sea G(p} := S(!p) - rr. Entonces la ecuación (3.3.9) se puede escribir como 

G(p) =O 

. partiendo de p0 = O el método de las secantes calcula Pi+! como el punto donde la 

recta tangente a G(p) en Pi se anula. En particular 

G(po) 
P1 = po - G'(po) (3.5.6) 

En otras palabras, a partir de p0 y p1 el método de las secantes calcula Pi+! como 

el punto donde la secante a S(fp) en Pi-1 y Pi toma el valor rr. Luego 

( 
Pi-Pi-! ) ( ) 

Pi+!= Pi - S(fp.)- S(/p,_,) S(!p,)- rr (3.5.7) 
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fig 3.3 Método de las secantes para 

hallar la raíz de S(fp). 

En vez de (3.5.6) se puede tomar 

u- S(/o) 
p¡ = --¡¡¡;-

donde D/0 = -24U'Ru y u es la solución de (2.4.13) con p =O 

Nótese que Dfo es una buena aproximación de 

f S(fp)I = -24u1 Ru + 60(DQu)1(DQu). 
p p=D 

(3.5.8) 

Como S(fp) es una función decreciente de p , entonces Pi+! > p¡ y en concecuencia 

de modo que en un número finito de pasos se llega a un ¡• tal que 

Si en algún paso i ocurriese que Pi+I 2! 1, enloces se recomienda aproximar S(fp;) 

por la parábola 

(l-p)2 
y(p) = S(fp;) 1 - p; ' 
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que al igual que S(fp) vale O cuando p = l y vale S(fp,) cuando p = p¡. En tal caso 

Pi+I es el punto donde la parábola toma el valor u, o sea 

P;+1 = 1- J1/S(fp;)(l - p¡) 

y consideramos el signo negativo en la raíz para garantizar que Pi+l < l. 

Una vez que ya sabemos como resolver aproximadamente la ecuación (4.3.9) estamos 

en condiciones de resumir los pasos que se deben dar para construir el spline cúbico 

quesuavizalosdatos (:z:;,y¡), i=l, ... ,n. 
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III.6. ALGORITMO PARA CONSTRUIR EL SPLINE 

CUBICO DE SUAVIZAMIENTO 

Se supone conocidos los puntos (x;, y;), i = 1, ... , n, las estimaciones 

Óy¡ de la varianza de cada y¡ y la máxima "distancia" u (medida en términos de 

S(/)) entre el spline y los datos que el especialista desea. 

Paso l. Verificar si u = O. En caso afirmativo la solución del problema I es la 

función que minimiza t!..p en el problema II con p = 1, es decir el spline 

cúbico natural que interpola los datos . En otro caso ir al paso 2. 

Paso 2. Calcular la solución fo del problema lI con p = O, verificar si S(fo) :5 u 

. En caso afirmativo la solución del problema I es la recta / 0 que mejor 

ajusta los datos. De lo contrario ir al al paso 3. 

Paso 3. Para i = 1 ... comenzando con p1 dado por (3.5.8). 

3.1. Calcular el spline cúbico natural que mininúza t!..., resolviendo el sistema 

(3.4.13) con p = p¡ y sustituyendo en (3.4.3) los coeficientes a¡ y e¡ del 

spline obtenido mediante (3.4.12) y (3.4.14) respectivamente. 

3.2. Verificar si S(fp;) S u. 

En caso afirmativo terminamos 1 es decir /p¡ es la función más "suave" entre todas 

las que están a una "distancia" menor que u de los datos. 

De lo contrario calcular Pi+I por el método de las secantes (3.5.7) y regresar a 3.1 

coni=i+!. 

Por último, es importante señalar que si el especialista no dispone de información 

para seleccionar la cota u entonces existen varias opciones. Si los óy¡ constituyen 

una buena estimación de la varianza de los y¡ entonces u se puede tomar entre ,/2ñ 
y n como propone Reinch, Craven y Wahba consideran una técnica mucho más 

sofisticada para la selección de u, que se basa en una estimación del ruido de los 

datos, obtenido mediante un proceso conocido como validación cruzada . 

Además en el Apéndice el lector interesado puede encontrar una subrutina llamada 

SMOOTH que construye el spline cúbico de suavizamiento, a partir de un u dado. 

Ejemplo 2.1. 

Suponganios que en el intervalo [0,1] se toman 21 puntos equidistantes, es 
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decir 

:i:¡=(i-1)/20, i=l,. .. ,21 

y consideramos las parejas de datos (:i:¡,y¡), i = 1, ... ,21 donde y¡ =O para 

toda i, exepto para i = 14, es decir la pareja (:i:14 , y14) = (0.65, 1). 

Supongamos además que los datos tienen un error del 10 % y que por lo tanto 

li y¡ = 0.1 para toda i. 

Con este ejemplo queremos destacar el papel que juega la selección de la cota ,,. , 

en la forma de spline cúbico que suaviza un conjunto de datos. Como en nuestro 

ejemplo /iy¡ = 0.1 para toda i 

21 

S(!) = 1/0.001 °L:U(x;) -y;)2
• 

i:i 

Por lo tanto, la restricción S(f) :5 ,,. se expresa en este caso de la siguiente forma: 

21 

· °L:C!(x;) -y¡)' :5 O.Olu. 
i=i 

Construyamos el spline cúbico que suaviza los datos con ,,. = 100. 

Como ,,. > O, de acuerdo con nuestro algoritmo debemos calcular la solución del 

problema I I con p =O . Esto significa que tenemos que resolver el sistema {3.4.13) 

con p =O. La matriz de este sistema es de orden 19. La solución del mismo se halla 

en el Apéndice y se obtuvo utilizando el programa SBANDP. Además de (3.4.15) 

llegamos a que 

S(/o) = 93.1. 

Como S(fo) < 100, entonces fo es una solución factible del problema I y evidente

mente la óptima puesto que 

!(fo)= O. 

Sin embargo, si tomamos ,,. = 90, entonces fo ya no es solución factible y debemos 

ir al paso 3 del algoritmo. En este caso se requieren 2 iteraciones para obtener la 

solución del problema I que es la función que minimiza i:l.p con p = 0.127. 
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Utilizando la función SMOOTH que aparece en el capitulo V se calcularon además 
los splines de suavizamiento para rr = 80, 70, obteniéndose respectivamente que 

p = 0.807 y p = 0.9999. 

Como era de esperar, en la medida que rr disminuye, el valor de p aumenta, ya que 

para un rr grande incluso la recta de ajuste, que corresponde al caso p = O en el 
problema l l, es una solución factible del problema l y en consecuencia es la óptima. 
Sin embargo, cuando rr es "pequeño", una solución factible del problema l debe casi 

interpolar los datos, Jo cual corresponde a un valor de p cerca de 1 en el problema 

l l. La figura 3.4 representa los splines de suavizamiento obtenidos para los distintos 

valores de la cota u. 

0.14 

0'•70 

fig 3.4 Spline cúbico de suavisamiento 
para diferentes valores de rr . 
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IV. FAMILIAS DE SPLINES 

Una pregunta que cualquiera se haría, al terminar de hojear este trabajo, 
seria, ¿Cómo se puede generalizar el concepto de Spline?, la respuesta se puede dar, 

tomando en cuenta, los distintos aspectos considerados anteriormente y su posible 
generalización. Como los splines tratados hasta ahora son funciones formadas por 

polinomios de cierto grado, uno a continuación de otro, una generalización posible 

seria la que enseguida mostramos en una gráfica, donde p¡, p2, hasta Pn son 
polinomios de cualquier grado, que forman la función Spline. 

a b 

fig. 4.1 

Una idea que se refieja en esta gráfica; es que una función Spline: es una 

función a trozos, en donde cada trozo es un polinoc1nio p¡, y cada polinomio p¡ esta 

eva:luado sobre un subintervalo del intervalo [a, b], que denotamos como[¡. Así pues, 

podemos ver que el polinomio p¡, esta evaluado sobre el subintervalo !1, p2 sobre el 

subintervalo I2, y así sucesivamente. 

Esta función Spline queda determinada por su dominio, contradominio y 

regla de correspondencia; podemos hablar del concepto de función de clase e•, 
donde rJ' es un entero no negativo . Si (J' toma el valor O, decimos que la función 
Spline es Continua; si rJ' toma el valor 1, estamos hablando de que la función spline 

es continuamente derivable; si cr es igual a 2 estamos hablando de segunda derivada 

continua y así sucesivamente. A continuación presentamos varios ejemplos, donde 

destacamos algunas características importantes de las funciones spline. 
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5 

fig. 4.2 

Ejemplo l 

Esta es una función Spline, formada por los polinomioo 

{

p¡(:i:)=2:i:-3, si:i:El1=(1,2) 
s(:i:)= P2(:i:)=(:i:-2)(:i:-3), si:i:El2=[2,3) 

p3(;z:) = (:i:-4)3, si :i: E la= [3,5]. 

La figura 4.2 muestra la gráfica del Spline. 

Observaciones : 

1. 11 y 12 son subintervalos cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha, 
y I 3 el último subintervalo es cerrado. 

2. El polinomio p1(:i:) es lineal, p2(:i:) es cuadrático y pa(:i:) es cúbico, 

3. La función s(:i:) presenta dos discontinuidades en los puntos de unión 2 y 3. 
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fig. 4.3 

Ejemplo 2. 
( ) _ {-x(x + 11'), si x E [ - 11', O) 

sx - x(x-11'), sixE(0,11']. 

La función s(x) es continuamente diferenciable, en su dominio. La continuidad se 

puede verificar en general, calculando la derivada por la derecha y por la izquierda, 
y verificando que son iguales·. La figura 4.3, muestra la gráfica del spline y obsérvese 

que es suave en el origen. 

5 

fig. 4.4 

Ejemplo 3 

s(x) = (x - l)(x - 2)(x - 3)(x - 4), x E [O, 5). 
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Este ejemplo nos muestra que los polinomios son un caso especial de splines 

(ver figura 4.4), con base a lo anterior, reformularemos, la definición de spline, para 
poder analizar su estructura algebraica. 

IV.1 Definición: 

Un spline s es una función formada por una familia Pi de polinomi05 de grado 

menor o igual que un entero positivo g, que esta definida sobre el intervalo I = [a.b]. 
El intervalo l = [a.b] es la unión de varios subintervalos l;, estos subintervalos 
Ii quedan determinados por una partición del intervalo (a, b], donde los elementos 

de la partición del= [a,b], son 6.6 .... en y a$ ei,< e .. < ... < en$ b; de 
manera que los subintervalos li, estan formados como ! 1 = (6, {2), l2 = [{2,6) 

y así sucesivamente, hasta ln-2 = [en-2,en-il y ln-1 = [en-i.en]· La familia 
Pi de polinomios de grado menor igual a g, estan definidos sobre el conjunto de 

subintervalos li· Asi que, el splines es una función que 

s:I-R 

s(x)=Pi(x),si x E[¡, i=l ... n-1 

y la denotamos comos= fl;,pi}, que indica que es una función, que depende de 
., ... una familia de polinomios p; y de un conjunto de subintervalos l; . . También 

mencionaremos que a los elementos de la partición, reciben el nombre de nodos o 

puntos de ruptura o puntos de unión de los subintervalos . 

. \: 
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IV.2 PROPIEDADES DE LA FAMILIA DE LOS SPLINES 

Sea S = { s / s = { l;, p;}}. la familia de todas las funciones splines y para 

analizar la estructura algebraica que tiene este conjunto; tomemos dos elementos de 

S, sean s¡ y s2, preguntemos, si la suma s1 + s2 tiene sentido y si pertenece a S. 

La suma tiene sentido , sólo si sus intervalos de definición se intersectan, pero aún 

en este caso, la regla para obtener el spline suma, no es muy fácil, pues la partición 

del intervalo de definición de s1 no necesariamente es igual a la partición de s2 y se 

vuelve complicado describir la suma. Por lo anterior nos reducimos al caso en que 

la suma está bién definida y se obtiga facilmente. 

Para ello, nos restringimos a aquellos splines, en que la partición /;1,1;2, ... l;n, 

del intervalo I = [a, b]. se mantiene fija; y llamamos a esta subfamilia de S como 

S(i;j = { s ES/ s: [.;1, l;n] - R / s(x) = p;(x), x E [l;;,/;;+1) i = 1,. .. , n - 2 

y s(x) = Pn-1(x), X E [{n-1,{n]} 

donde{= ({¡,{2, ... ,{n) . 

Si escogemos dos elementos distintos, Si s1 , s2 ES({); con s1 = {l¡,p;(x)} y 

s2 = {l;,P;(x)} entonces 

l. s¡ + s2 = {l¡,p;(x) + p¡(x)} 

2. as1 = {l;,ap¡(x)} 

también pertenecen a S({). Se puede checar facilmente, que S({) forma un espacio 

lineal. 

Como S({) es un espacio lineal muy grande, es decir tiene dimensión infinita 

debido entre otras razones a que el grado de los polinomios que forman los splines 

no esta acotado, consideramos a la subfamilia de S({), formados por los polinomios 

de grado menor o igual que g, que denotaremos como 

S({.g) = { s = {l;,p;(x)} s ES({)/ p; ~s polinomio de grado menor o igual ag, 

i=l,. . .,n-1 }· 
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Si deseamos que el spline tenga cierto grado de suavidad podemos restringir, aún 
más éste conjunto, y pedir que las funciones spline sean de clase Cª en el intervalo 

l. 

A está subfamilia de S((.g) la denotamos como 

S((.g,u) = { s E S({,g) 1 ses de clase cªen }· 

A continui\ción presentamos algunos ejemplos de estos subespacios y calcu

laremos adicionalmente dimensión . Obsérvese que el número de argumentos de 

S([. g, u), se refiere el primero a la partición , el segundo al grado máximo de los 

polinomios y el último al grado de suavidad. Cuando no aparece algunos de los 

argumentos, quiere decir que no hay restricciones sobre lo no indicado. 
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IV.3 DIMENSION DE ALGUNOS ESPACIOS DE SPLINES 

Familia de Splines lineales no Continuos 

Consideremos, a la subfamilia de S({) de todos los splines, formados por poli

nomios de grado menor o igual a 1, y llamemosle 

S((. 1) = { s = {I¡,p;(x)} ES({) 1 p¡ es polinomio de grado menor o igual a 1, 

i= l, ... ,n-1 }· 

Enseguida mostraremos un ejemplo gráfico de una función spline s(x) de esté 

conjunto. 

¡_¡ 
~I ~n-2 ~. 

fig. 4.5 

Así que en cada subintervalo [¡, se define un polinomio lineal p¡(x) .. La regla 

de correspondencia de s(x) es : 

p¡(xi) = a 1x +b1; si x E 11 

P2(x¡) = a2x + b2; si x E 12 

Pn-i(x¡) = ªn-lX + bn-1; si X E In-l• 

Veamos ahora, como se puede determinar la dimensión de este subespacio, Dada 

una función splines E S(E,~ 1), s esta formada de n,-1 polinomios de grado menor o 
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.. . . ' 

igual a 1, y cada polinomio está determinado, por dos coeficientes. Por lo tanto, para 

que quede determinado de forma única un elementos E S(f, 1), se necesitan elegir 

2(n - 1) coeficientes, por tanto la 'Dilvt(S((, 1)) es igual al número de parámetros 

libres. Así que, la 

VVvt(S((. 1)) = 2(n - 1). 

Ahora consideremos, a las funciones Spline s E S(f, 1), que sean continuos en 

los nodos o puntos de unión de los subintervalos, 

S((. 1, O) = { s = {!;, p;(x)} ES({~ 1) I ses continua en I }· 

,,-· 
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~I Gn-2 Gn-1 t:;n 

fig. 4.6 

Dado un elementos en S((, 1,0); s es de la forma: 

s(x)=p;(x)=a;x+b; si:i:El;, i=l, ... ,n-1 

Sis es continua en los puntos de unión, s satisface las siguientes condiciones, en 

los puntos {2, {a, hasta {n-.t : 

a1{2 + b¡ = a2{2 + 62 

a2{3 + 62 = a3{3 + 63 

Que representa (n-2) condiciones, que s cumple, para que pertenezca a la familia 

S(,f, 1,0); así que la dimensión de S((,1,0) se puede ver como la dimensión de 

S( f, 1,) menos el número de condiciones, esto se puede formular como : 

VIM(S(I;~ 1, O)) =2(n - 1)- (n - 2) 

=n. 

Familia de Splines Cuadráticos 

Ahora consideramos a la familia de splines s E S(() formados por polinomios 

de grado menor o igual a 2, y la denotamos 
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S({,2) = { s¡ = {J;,p¡(x)} E S(Ü 1 p¡ es polinomio de grado menor o igual a 2, 

i=l, ... ,n-1 }· 

o: ~I ~2 

fig. 4.7 

Ahora tomemos s en S({, 2); s es de la forma: 

i;n-2 

s(x} = p¡(x) = a¡x2 + b;x +e¡, si x E [¡ 

~n-1 ~. 

para cada i = 1, ... , n - 1 , para determinar un elemento s E S({, 2) de forma 

única, se necesita para cada polinomio 3 coeficientes; como son (n - 1) polinomios, 

en total son 3(n-1) parámetros libres, la DIM(S({. 2)) igual 3(n - 1). 

Ahora consideremos a las funciones spline s E S({, 2) continuas en su intervalo 

de definición I = (a,b], 

S({. 2, O)= { s ES({, 2, O) 1 ses continua en I }· 



~. 

fig. 4.8 

como s ES((, 2) es continua en [a, b] = [{1, {nJ, s satisface: 

s(:i:) =p¡(:i:) =a¡:i:2 +b;:i:+c¡, si :i: E!;, i = l, .. .,n-1 

y además: 

a1ei + b16 + c1 = a2ei + b26 + c2 

a2(f + b2{3 + C2 = aa{i + b3{3 + C3 

que son en total n - 2 condiciones, así que la 

TJIM(S({~ 2, O))= 'DIM(S({, 2) - (n - 2)) = 3(n - 1) - (n - 2). 

Aún podemos restringir más a la familia de Splines, s ES({, 2,0), pidiendo, que s 

sea derivable en i = {2, ••• , {n- I puntos de unión o nodos, y así , s pertenece a 

la familia S([, 2, 1), que es 

S({.2,l)={seS([,2,0)] sesdeclaseC1
, i=l, ... ,n-1 }· 
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Seas ES({, 2, !), s satisface: 

!) s(x)=p¡(x)=a¡x2+b;x+c;, si x El;, i=l, ... ,n-1 

2) p¡(e1+il = P1+1(ei+1). i = 11 •• • ,n-2 

3) p;(ei+t) = P;+t ({i+t), i=l, .. .,n-2 

que contando las condiciones del inciso 2 y 3, hacen un total de 2(n-2). 

Asi que 

'DZ/vt(S({, 2, 1)) ='DIM(S([, 2) - 2(n - 2)) 

=3(n - 1) - 2(n - 2). 

Ahora, si restringimos más, y nos fijamos en la familia de Splines s E S({. 2, 1), 

tienen segunda derivada; 

S({,2,2) ={se S({.2,1) j sseade clase C2enl}. 

~. ~n-2 

fig. 4.9 

Tomemos un elementos E S({,2,2), s debe satisfacer: 

s(x)=p;(x)=a;x2 +b;x+c;, sixEl¡, i=l, ... ,n-1 

2 p¡({1+1) = Pi+1(e;+1), 

3 p;({;+iJ = P;+1({;+iJ, 

4 p;
0

({¡+1) = p;~1({¡+1), 

i=l, ... ,n-2 

i=l, ... ,n-2 

i=I, ... ,n-2 

~n-1 ~. 

Todas estas condiciones del inciso 2,3 y 4 suman un total de 3(n-2) condiciones. Así 
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que, 
1JIM(S((. 2, 2)) ='DIM(S({, 2) - 3(n - 2)) 

=3. 

Este resultado refleja, que si, se piden demasiadas condiciones al spline cuadrático en 

los nodos, resulta que el spline formado por n - 1 polinomios cuadraticos diferentes, 

se convierte en un solo polinomio de grado menor o igual a 2. 

Familia de Splines formados por polinomios de grado menor o igual a g 

Ahora, consideremos, a la familia de Splines formados por polinomios de grado 

menor o igual que g, 

S({,g) = {s = {l;,p;(x)} ES({) 1 p; ~s polinomio de grado menor o igual ag, }· 

z=l, ... ,n-1 

Si tomamos un elementos en S({~g), la regla de correspondencia des es: 

s(x)=p;(x)=ai+a;x+'·.+a~+ 1 x9, six El;, i=l,. .. ,n-1 

Esta expresión represen ta el polinomio p; de grado menor o igual que g, evaluado 

en el intervalo I;. La dimensión de S((.g) es el número de parámetros libres, que 

se expresa así : 

'DIM(S((.g)) =(g + l)(n - 1). 

Ahora buscamos una expresión adecuada, para generalizar, el caso de la familia de 

funciones splines formados por polinomios de grado menor o igual a g, y que son de 

clase eª en el intervalo l. 

S({,g,cr) = { s E S({.g) 1 ses de claseCªen l }· 

donde <T es un entero no negativo. Así pues , si a toma el valor O, estaremos 

·refiriéndonos a la familia de splines, formados por polinomios de grado menor o 
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igual a g y que son continuos en el intervalo l. Si u toma el valor de 1, estaremos 

refiriéndonos a splines derivables en I, y asi sucesivamente. Si u toma el valor de k, 
estaremos refiriéndonos a los splines que son k veces diferenciables en l. 

En otros términos, si tomamos un elementos en S({,g.u), s satisface las condi

ciones de continuidad, derivabilidad, y ésto ocurre, en sus puntos de ruptura i = 
{2, ... ,{n-l de s. Estas condiciones des se expresan matemáticamente como: 

p{' (6+i) = P~1({i+1), i = 1, ... , n - 2, k =O .. . u. 

Si calculamos !asuma de las condiciones, tendremos que (n-2)(u+ 1). Teniendo 

ésto, pÓdemos saber la dimensión del espacio S({, g, u), que está dada por el número 

de parámetros libres menos el número de condiciones. Así que la 

'DIM(S({,g, u)) =(g + l)(n - 1) - (u+ l)(n - 2). 
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V.1. ANALISIS Y DETERMINACION 

DE REQUERIMIENTOS 

Problema a Resolver. Construir tres tipos de aproximación : 

1) Interplación Cúbica . 

. 2) Suavizamiento de Histogramas. 

3) Suavizamiento y Ajuste. 

Objetivo del Problema. Realizar un sistema automatizado que determine las 

funciones splines dado un conjunto de datos. 

Las funciones de aproximación que se construye son : 

1) Spline Cúbico de Interpolación para un conjunto de datos ( (x¡, y¡) i = 
1, ... , n ) de una función o curva representados en coordenadas polares o carte

sianas 

2) Función Histospline parabólico para un conjunto de datos que provienen de 

un histograma de frecuencias o diagramas de barras. 

3) Función Spline Cúbico de Ajuste y Suavizamiento para un conjunto de datos 

(x¡, y¡) i = .l '. .. n, para diferentes cotas ('u'), donde las cotas representan la dis_tar;icia · 

máxima que se permite entre la aproximación y los datos. 

Limitaciones. 

Este sistema carece de un subsistema que realice el ordenamiento de los datos, 

tanto en su representación cartesiana como polar. 
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Requerimientos Generales. Se requiere de funciones que realicen: 

1) La lectura de los datos de entrada, por pantalla o por archivo. 

2) Construcción analitica de las funciones splines 

3) Graficación de las funciones splines y los datos 

4) Almacenar los datos de entrada y resultados 

5) Crear un subsistema de ayuda para que guíe al usuario de cómo estructurar 

sus datos de entrada, así como la interpretación de sus resultados. 

. 6) Contar con mensajes suficientes para que el usuario detecte fácilmente algún 

error en la lectura de la información. 

7) Tener ejemplos de corridas disponibles para facilitar al usuario el uso del 

sistema. 

Dados los requerimientos anteriores, como primer diseño se puede crear la si

guiente estructura del sistema. 
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V.2. DISEÑO A DETALLE 

El primer nivel del Modelo Conceptual del Sistema de Interpolación Splines son 

programas de control, es decir son programas que generan los menús de selección y 

llaman a' las rutinas necesarias según la opción elegida. El programa principal de 

este sistema se llama SIS. 

SIS muestra unas pantallas de presentación y enseguida un menú de selección 

llamado Menú Principal que contiene cuatro tipos de opciones: 

Opción l. INFORMACION GENERAL. 

En esta opción se da Información General sobre los tópicos que puede resolver 

el sistema SIS. 

Opción 2. TIPO DE APROXIMACION. 

Esta opción nos adiva otro menú de selección llamado Tipo de Aproximación 

que nos da cinco opciones (ver el Tipo de Aproximación). 

Opción A. AYUDA. 

Esta opción nos lleva a un menú de selección llamado Ayuda. Ayuda presenta 
10 opciones, cada una presenta una serie de pantallas en donde se orienta al usuario 
del manejo de sus datos según el tipo de aproximación que valla a calcular. 

Opcion S. SALIRSE. 

Esta opción es para salirse del sistema de una forma adecuada. 

TIPO DE APROXIMACION. 

Este menú de selección cuenta con cinco opciones, las ~res primeras nos activan 

módulos de Operación; la opción A nos activa un menú de selección Ayuda y la 

opción S nos regresa al menú principal. 

Los tres módulos de operación son: 

Módulo l. INTERPOLACION CUBICA. 

En este módulo construye el Spline Cúbico de Interpolación (parámetrico y/o 

periódico) de a lo sumo 100 y mínimo 2 datos de una función {periódica o no 

periódica) o curva (cerrada o abierta); representados en coordenadas polares o carte
sianas permitiendo seleccionar una de las siguientes condiciones en la frontera 
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l) N () se proporciona información .(El sistema calcula la información en los ex

tremos). 

2) Si se conocen los valores de la primera derivada de g, es decir g' (:i:¡) = a 

y g' (xn) = b, pedir que ¡'(xi) = a y ¡' (xn) = b, donde f es la función spline 

(Se construye Spline Completo de Interpolación y en caso de una curva abierta el 

Paramétrico ) . 

3) Pedir que en los valores extremos del intervalo ¡" (x1) = O y /' (xn) = O 
(se construye el Spline Natural de Interpolación y en caso de una curva abierta el 

paramétrico ) 

4) Cuando los datos se comporten o provengan de una función periódica o curva 

cerrada se construye el Spline Cúbico Parámetrico y /o Periódico. 

Módulo 2. SUAVIZAMIENTO DE HISTOGRAMAS. 

En este módulo se construye el histospline parabólico f que suaviza un his

tograma de a lo sumo 50 barras. Apartir de la frecuencia absoluta observada en la 

.i-ésima clase, Fa¡, el programa calcula la altura h;, de esta barra de modo que su 

area corresponda a la frecuencia relativa de esa clase, es decir: 

h¡=~ 
Xi+L-Xi 

donde x1 :S x2 :S ... :S Xn+l son los extremos de cada barra. 

Como el histograma de inicio que se construye es un histograma de frecuencias 

relativas, el histospline que lo suaviza aproxima la funcion densidad de la variable 

aleatoria, cuya distribución de frecuencias conoce el usuario. El programa permite 

seleccionar una de las dos condiciones de frontera siguientes: 

a) El histospline f se anula en los extremos. 

b) La primera derivada de f se anula en los extremos. 
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Módulo 3. SUAVIZAAIIENTO Y AJUSTE DE DATOS. 

Este módulo apmxima un conjunto de datos (x;, y¡) de una función ( descono
cida) mediante un spline cúbico de suavizamiento. Esta aproximación es recomenda= 

ble cuando los valores y; con que se dispone son imprecisos o estan afectados por un 

error ó;, que es un estimador de la vari<woa y¡. El spline cúbico de suavizamiento 

satisface : 

a) Entre todas las funciones que se mantienen a una distancia u de los datos es decir: 

b) Es la más suave en el sentido de que minimiza 

l r. [/' (x)]2dx 
r1 

Este módulo ofrece la opción de seleccionar tres valores diferentes de la cota u, de 

esta manera se puede comparar (gráficamente) las curvas obtenidas para diferentes 

niveles de suavidad. Si se elige u = O, se construye el spline cúbico natural; si no se 

tiene idea de como elegir la cota el programa propone como cota al punto medio del 

intervalo de Reinsh (n - ,/2n, n + ../2ñ). 

En general estos tres módulos cumplen con los requerimientos generales estable

cidos en la sección anterior. 
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V.3. DESCRIPCION DETALLADA 

DE LOS PROCESOS 

l. Módulo ejecutivo SIS. 

Es el programa principal, hace pantallas de presentación, pantallas de Ayuda 

al usuario, menús primarios y secundarios del sistema, y en general coordina la 

ejecución de las tareas, llama a los siguientes módulos. 

Módulo UNIDAD. En este módulo se definen estructuras que sirven de apoyo 

para el funcionamiento de los menús. 

Módulo ejecutivo CONVIERTE. 

Es un módulo independiente de SIS, pero es necesario para la actualización del 

Help que controla SIS. 

Módulo ejecutivo SPLCINT. Este módulo se encarga de coordinar las tareas de 

los submódulos para obtener el cálculo de los splines cúbicos; entre las tareas que 

coordina estan : lectura de datos, construcción analítica y gráfica etc.; llama a los 

siguientes módulos: 

1.1 Módulo LECTUSC. 

Este módulo se encarga de hacer la lectura por pantalla o por archivo de los 

datos, dados en coordenadas cartesianas o polares, pertenecientes a una· función o 

curva, función (periódica o no periódica), curva {abierta o cerrada), hace la trans

formación de coordenadas polares a cartesianas. 

1.2 Módulo SPLCUMSC. 

Este módulo se encarga de construir el Spline cúbico de Interpolación, para 

datos que pertenecen a una función no periódica o curva abierta; 

1.3 Módulo SPLCUPSC. 

Este módulo se encarga de construir el spline cúbico parametrico y /o periodico 

para datos que pertenecen a una función periódica o curva cerrada. 

1.4 Módulos PPVALSC y INTERVSC. 

Ppvalsc es una función que llama al módulo Intervsc para identificar los interva

los a los cuales pertenecen los puntos donde se va a evaluar la función interpolante 

y realiza la evaluación. 
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1.5 Módulo GRAVASC. 

Este módulo almacena los datos, tanto originales como los que se construyen al 

evaluar la función spline. 

DIAGRAMA l 
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2. Módulo ejecutivo HISPLSH. 

Este módulo coordina tareas de submódulos para la construcción analítica y 

gráfica del histospline que suaviza un histograma; entre las tareas que realiza ésta 

la de controlar la lectura de los datos (archivo o pantalla), chequeo contra posible 

captura de datos errónea etc. 

2.1. Módulo TRIDSH. 

Este módulo resuelve el sistema de ecuaciones con matriz tridiagonal. 

2.2. Módulo PPVALSH. 

Es una función que evalua el histosp line r en un punto X 

2.3. Módulo INTERVSII. 

Este módulo es llamado por Ppvalsh para calcular los intervalos donde se evaluará 

la función Histospline. 

2.4. Módulo GRAVASII. 

Este módulo almacena los datos con que se construye el histograma de frecuen

cias) y el histospline respectivamente. 
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DIAGRAMA3 
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3. Módulo ejecutivo SPLCSA. 

Coordina las tareas de submódulos para la construcción analítica y gráfica del 

spline de suavizamiento y ajuste para datos de una función o curva, entre las 
tareas que hace ésta la del control de lectura de datos, parametrización de curvas, 

preparación de archivos etc. 

3.1. Módulo VARRERSA. 

Este módulo permite seleccionar una variante para la lectura de los errores de 

los datos (pantalla o archivo). 

3.2. Módulo CORPOLSA. 

Este módulo realiza la lectura por pantalla, de los datos representados en coor

denadas polares pertenecientes a una función o curva. 

3.3. Módulo CORCARSA. 

Este módulo realiza la lectura por pantalla de los datos representados en coor

denadas cartesianas, pertenecientes a una función o curva. 

3.4. Módulo SMOOTHSA. 

Este módulo construye el spline que Ajusta y Suaviza al conjunto de datos, y 

coordina la tarea de los módulos setupqsa y cholidsa. 

3.5. Módulo PPVALSA. 

Este módulo llama al módulo Jntervsa para identificar los intervalos a los cuales 

pertenecen los puntos donde se va a evaluar la función de Suavizamiento y Ajuste y 

realiza la evaluación. 

3.6. Módulo SMTERRSA. 

Este módulo calcula el error máximo que hay del spline cúbico de suavizamiento 

y los datos. 

3.7. Módulo SETUPQSA. 

Este módulo calcula la matriz del sistema de ecuaciones lineales que se forma 
de definir una función spline cúbica que suavice los puntos (:i:;,y¡) i = l, ... ,n. 
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3.8. Módulo CHOLIDSA. 

Este módulo.realiza la factorización de Cholesky de la matriz obtenida en se

tupqsa y resuelve el sistema de ecuaciones. 

3.9. Módulo INTERVSA. 

Este módulo recibe de ppvalsa los puntos donde se quiere evaluar el spline de 

suavizamiento e identifica el intervalo al cual pertenece, regresando este dato para 

sus evaluación. 

3.10. Módulo GRAVASA. 

Este módulo almacena los datos de entrada y los datos que se construyen para 

evaluar el spline cúbico de suavizamiento (un conjunto para cada cota requerida). 

DIAGRAMA 4 

SPLCSA 

CORPOLSA COBCARSA SHOO!HSA PPUALSA SH!EllJISA 

SEIUPQSA CHOLIDSA IN!EBUSA 
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Módulo GRAFICA. 

Este módulo contiene un conjunto de funciones cuya finalidad es graficar fun

ciones, y es llamado por SPLCINT, HISPL, SPLCSA. 

La función con que fué realizado este módulo, es para reproducir gráficamente 

los resultados que en un archivo de datos llamado DATOS resulta de correr SIS de 
acuerdo con la especificacón de uso que el usuario desee, ésto es, para Interpolación, 

Ajuste de Datos o el Histospline. GRAFICA lee estos datos en un cierto formato y de 

acuerdo a éste se tiene la especificación correcta, el grafo que desea ver representado 
en la pantalla. Este módulo consta de las siguientes rutinas MULTPLT e HISTPL, 

que a continuación describiremos. 

[ MULTPLT] Esta rutina toma los datos de las coordenadas de los puntos x y 

y de cada gráfica a representar en la pantalla y de acuerdo al tipo de datos se 

tiene el resultado para Interpolación y el de Ajuste de datos. 

HISTPL] Esta rutina toma los datos de las coordenadas de los puntos x y y de 

cada gráfica a representar en la pantalla y de acuerdo al tipo de datos se tiene 

el resultado para representar el Histograma y el Histospline respectivo. 

DIAGRAMA 5 

GMFICA 

l i 
HULTPLT HISIPL 
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SISTEMA 
SIS 

Convierte { 

Diagrama de Wnrnicr que apoya al Sistema SIS 

Detecta la tarjeta gráfica 
e Inicializa el modo gráfico, 
según poseea la computadora 
en la que se este trabajando. 

Construye portadas de presentación 
tanto al inicio y de cada módulo 

Menú: Menú Principal 
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Con la ayuda del módulo Unidad 
costruye menos y su interrelación 
entre ellos { Menú: Tipo de Aproximación 

Menú: Ayuda 

l\i[anda a ejecutar los modúlos 1 
que construyen los Splines . 

Interpolación 

Histosplines 

Ajuste y Suaviz. de Dalos 

Este Modulo es Independiente de SIS 
hace la conversión del archivo Heldat.dat 
al archivo Helbin.dat mediante su ejecución 

{ 

Almacena los datos 
, y construye las gráficas 

correspondientes 



In t~rpolación 
Cúbica 

Diagrama de Warnier que apoya al módulo SPLCINT 

prepara archivos 
entrada y salida 

lee número de datos 
ma.i: 100 y min 2 

pantalla Coor. Polares lee ( z;, y¡) desde 
i=l..n 

Lectura de 
datos 

si los datos están en 
coor. polares los 
transforma a cartesianas 

archivo Coor. cartesianas si los datos pertenecen 
a una función checa que 
esten en orden creciente 
las abcisas de los datos 
X¡ S Zifl 

Si los datos pertenecen a una 
curva se hace la parametrización 

Construye el Spline 
Cúbico de Interpolación 
considerando diferentes opciones 
en los extremos 

grava. los datos de entrada. e 
los datos que se construyen a.partir 
del spline ( max. 100 y min. 2 puntos) 

Datos de una función 
no periódica o curva abierta 

datos de una función periódica 
o curva cerrada 
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Diagrama de Warnier que apoya al módulo HISPL 

Suavizamiento de 
histogramas con 

histosplines 

prepara archivos 
(entrada. y salida) 

Lectura de 
da.tos 

pantalla 

archivo 

construye el histospline 
considerando una condición 
en la. frontera : 
1) el histospline se anula 
en los extremos. 
2) la primera derivada del 
histospline en los extremos 
se anula. 

lee # n de clases o intervalos 
(2 :5 n :5 50) 

lee el ext. izq. de e/ intervalo 
checa.ndo que : 
ext. izq.¡ S ext. izq.i+ 1 

lee el # nl de obs. (nl 2! O) 
que hay en cada. intervalo 
i=l ... nl 
(frecuencia relativa) 

con estos datos se construye 
el sistema. de ecuaciones 
y los resuelve 

evaluación del histospline 
en 100 puntos equidistantes 
del intervalo (x1,zn+1) 

se grava en un archivo 
los resultados 

almacena los datos del 
histograma de frccuenw 
cías y los datos donde 
se evalua el histospline 
(100 ptos. equidistantes) 
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Suavizamiento y 
Ajuste de Datos 

109 

Diagrama de Warnier que apoya al módulo SPLCSA 

prepara archivos 
(entrada y salida) 

Lectura de 
datos 

pantalla 

archivo 

Selección de la cota (O') 
superior para la distancia 
del spline a los datos 

Construye el Spline 
de ajuste y suaviza.miento 
(para cada cota elegida) ¡ 

lee #n de datos 

lectura de datos 
(x;, y;) y de los 
errores de los datos 
(dx;, dy;) i =l. .. n. 

¡ * Coor. car. ¡ 
•• Coor. poi. 

transformación de (z¡, y¡) 
y (dx;,dy;)i = I. .. n 
de coor. poi. a coor. car. 
i = 1 ... n 

lee# d;cotas ( max 3 y min I) 
(O'~ O) 
se ofrece la opción de que 
la cota Cste en el intervalo 
( n - ,;r;;;", n + .¡'2;";) 

función ¡ (2) 

Curva 

(1) 



(1) 

'Diagrama de Warnier que apoya al módulo SPLCSA 

error cte. para: 
1) abes. y O<ds. 
• (x;,y;,%kdx;,%kdy;) 
2) angs. y rads. 
•• (8;, r¡, %kd8;, %kdr¡) 

error cte. para: 
1) o<ds. y va<. para abes. 
• (x¡, y¡. 1 dx¡, %kdy,) 
2) cte. rads. y var. angs. 
* • (0¡ 1 r¡ 1 8¡ 1 %kdr¡) 

curva 
cerrada o abierta 

función 

error var. para: 
1) ords. y cte. para abes. 
• (x¡,y;,%kdx¡,dy;) 
2) var. <ads. y cte. angs. 
•• (8¡ 1 r¡,%k8¡ 1 r¡) 

error cte. para: 
1) ords. y abes. 
• (x;, y/, %kdx;, %kdy;) 
2) <ads. y angs. 
•• (8¡ 1 r¡, %k8¡, %kr¡) 

error cte. para: 
1) o<ds. 
• (x¡, y¡, %kdy¡) 
2) rads. 
•• (8¡ 1 r¡ 1 %kdr¡) 

error var. para: 
1) o<ds. 
~ (x¡,y¡,dy¡) 
2) <ads. 
•• (8¡ 1 r¡ 1 drt) 
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(2) 

Diagrama de Warnier que apoya al módulo SPLCSA 

función 

curva 
(cerrada o abierta) · 

(• en caso de curva) 

* parametrización de la curva usando 

!; = ../(x; - Xi-1) + (Yi+I - y¡) i = 1 ... n 
con (xo, yo) =(O, O) y formando 
parejas{!¡, x;) y(!¡, y;) i = !. .. n 

lee #n de puntos a evaluar 
en el spline ( 2 ::; n ::; 100) 

construye el spline de suaviza.miento y ajuste. 
* (ordenadas y abcisas respectivamente) 

ca.lcula e imprime la distancia media cuadrática 
de la aprox. a los datos * (abcisas y ordenadas 
respectivamente) 

representación analítica del spline con 
opción a gravar los resultados en un archivo. 
• (°ordenadas y abcisas respectivamente) 

calcula el error máximo que hay entre el 
el spline cubico de suav. y ajuste y los datos. 
• ( ordenadas y abcisa.s respectivamente) 

Almacena los datos de entrada', los datos que 
que se originan al evaluar el spline 
(max 100 ptos y min. 2 para cada cota requerida) 
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V.4. SOFTWARE USADO PARA EL DESARROLLO 

DEL SISTEMA SIS 

Considerando la facilidad que proporciona TURBO PASCAL (ver. 6.0 ) para 

accesar archivos texto, crear unidades, diseñar pantallas; usando colores, tipos y 

tamaños de letra etc; en general se usáron las rutinas de su modo gráfico. 

Como también este lenguage tiene la facilidad para llamar programas ejecuta

bles de otros lenguajes, se uso como coordinador de la ejecución de los tres módulos 

principales del sistema SIS (Interpolación, Suavizamiento de Histogramas, Ajuste y 

Suavizamiento de Datos), los programas que apoyan a estos estan hechos en FOR

TRAN 77 y fueron compilados usando el compilador microsoft (ver. 5.0).; estos 

programas corresponden a la implatación de las técnicas y algoritmos presentados 

en los capítulos I, II, III, IV, y Apéndice. 

Para la presentación de las gráficas de las curvas se uso las rutinas de graficación 

LAHEY GRAPHIC LIBRARY. Los programas fuentes que apoyan al sistema SIS 

son los siguientes 

515.PA5 

UNIDAD.INC 

CONVIER.PAS 

HELPTEX.BAT 

HELPBIN.DAT 

GRAFICA.FOR 

SPLCINT.FOR 

5PLCUP5C.FOR 

SPLCUMSC.FOR 

PPVAL5C.FOR 

INTERV5C.FOR 

GRAVASC.FOR 

!Ú5PLSH.FOR 

GRAVA5H.FOR 

TRID5H.FOR 

INTERVSH.FOR 

PPVALSH.FOR 

5PLCSA.FOR 

CHOLIDSA.FOR 

CORCARSA.FOR 

CORPOLSA.FOR 

GRAVA5A.FOR 

PPVAL5A.FOR 

INTERVSA.FOR 

5ETPQ5A.FOR 

SMOOTHSA.FOR 

5MTERRSA.FOR 

VARERRSA.FOR 
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V.5. REQUERIMIENTOS PRELIMINARES PARA 

LA ACTIVACION DE SISTEMA SIS 

El sistema SIS puede correr en cualquier microcomputadora IBM o Compati

ble con o sin coprocesador 8087 y con cualquier tarjeta gráfica mencionadas más 

adelante. 

Es indispensable disponer de 512k de memoria interna para su ejecución, además 

es necesario que en el directorio donde se aloje el sistema SIS, se encuentren los 

siguientes archivos: 

GOTH.CHR 

LITT.CHR 

SANS.CHR 

TRIP.CHR 

(Los utilizan las rutinas gráficas de Pascal, para elaborar y definir las diferentes 
tipos y tamaños de letras.) 

EGAVGA.BGI, CGA., MCGA, EGA, EGAMONO, HERC, y VGA 

(Lo utilizan tanto las rutinas de graficación de Pascal como la biblioteca gráfica 

de Fortran. ~ 

HELPTEX.DAT 

HELPBIN.DAT 

(Archivos que contienen los textos que acompaan al menú AYUDA.) 

CONVIER.EXE 

(Módulo ejecutable para hacer la conversión del archivo HELP- TEX.DAT 
(archivo tipo texto) a archivo HELPBIN.DAT (archivo tipo binario)) 

SPLCINT.EXE 

HISPLSH.EXE 

SPLCSA.EXE 

(Archivos llamados por SIS.EXE para el cálculo de los Splines.) 

Observación : Cada vez que se modifique llELPTEX.DAT será necesario correr 
el programa CONVIER.EXE para hacer la conversión. 
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V.6. ACTIVACION Y EJECUCION 

DEL SISTEMA SIS 

El sistema splines es activado por el usuario, cuando este escribe en la pantalla 

>SIS 

Acción que corresponde a la inicialización del programa ejecutable SIS.EXE. En 

respuesta a esta activación 1 se presenta: 

.... ·- . . .. .. 
. : .: .. :· .. ~·· ...... •'/:' ·. 

.. :· .. .. : .' .:· .: .:·:: 

:·· -. . .. ·. 
,•· .. 

· ..... .. 
·: .... ~ . ·:.· . 

..... .. ~: . ~ . .:: 
. .... : 

• ,ti '• .. . . .... 
.. : :·~.: .... : .· <.: ·.·· 

:·: .. : .. · 
.. '.' . " 

.... · .· 
.. '. ·, · .. : .. ·. . :·~.-. .: ::· .. 

. .. :- . 
.... ·:·:· ... ·- .~ ..... 

.. . :'·> .... 
. .. · :·:·..... .. .. 

•;. ·~. .··:: . ..- .. 
'.. . ·.~ ·.. :: . ~:-. \ ..... 

':• 
{ '!.: ... ... · .... : .. 

. . :.·: ;.: ... 

:; .. : .... 
... . . . . ... :·: ... 

'.: .. .,. 
· ... '":. 
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Hasta que en la pantalla aparece el siguiente menú 

<SIS> 

Pulse oacton~ d 1'• '\f luego +-" 



El usuario puede elegir cualquiera de las opciones que ahí aparece, colocan.do el 

cursor en la linea deseada y dando un< ENTER >o bien oprimiendo la tecla que 

le corresponda a la opción elegida. 

Menú Principal. Opción l. La respuesta a la elección de esta opción es 

<SIS> 

' adelantar Pag. 1' reureser pau. ESC salir 
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El usuario puede avanzar a la siguiente pág. apretando Ja tecla L o regresar con ¡ 
y para regresar al menú principal apretar ESC. 

Menú Principal. Opción 2. La respuesta a Ja elección de esta opción es el 

siguiente menú 

<SIS> 
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El usuario puede elegir cualquiera de las opciones que ahí aparece, colocando el 

cursor en la linea deseada y dando un< ENTER >o bien oprimiendo la tecla que 

le corresponda a la opción elegida. 

Tipo de Aproximación. Opción l. La respuesta a la elección de esta opción es 
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En este momento el usuario esta accesando el módulo de Splines Cúbicos de Inter

polación, teclear< ENTER > y la respuesta a esta acción es: 

• C!ih~uJt1 dfd ~rsfinr. t~úblt~u de iNh~t¡1r:l::tt~l:fo ¡vw,'J. 
¡fotn:l de un~ wrvn o fontiÓ:'I. 

Ot~ca ltJ entt:>du de datos por 
Arthivu n por p:nrzsilri '{ {zii?} 

lHgn el ncmbm dt:!I nrchivn: de d;1fari 
tlir.o.dat 
l.ns: dl'J;t:í:l r.lurr.s:p1lmtr.n :1 "'ºª 
fonc:ion c: a un:11 :::ur~ ?ffb:] 

tc~1 dalus e!Jtiin en ::oonl. pul:m::; 
o carte~ianil!S 1 fp/c) 

111ga el norubM tr~t archivo de resultMfot 
res 
Su ct.uvn t::J: cerruda o ab!t:r!a ?{e/a} 
e 
Eo euanfou pto:i des:cu cv:!1uur el upllne? 

{tnUX:' 1 DU.1 

1nn 

d••••• "°lver • carrer •I nodulo 
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En el Menú Ayuda que presenta SIS, se explica en forma breve cómo se deberá meter 

los datos o bien en la sección de Validación y Pruebas del Sistema SIS se dará la 

corrida de algunos ejemplos. 

Para salir de este módulo el usuario deberá teclear < Crl + C > para abortar el 

programa de este módulo, o bien tecler N. 

Y enseguida volver a teclear < ENTER >;la respuesta a esta acción es regresar a 

la pantalla de presentación de Splines Cúbicos de Interpolación, enseguida volver a 

teclear< ENTER >para regresar al menú Tipo de Aproximación. 

Tipo de Aproximación. Opción 2. La respuesta a la elección de esta opción es 
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En este momento el usuario esta accesando el módulo de Suavizamiento de Histogra

mas, teclear < ENTER >y la respuesta a esta acción es: 

. Calculo del histospline parabolico que . 
suaviza un histograma 

Desee Ja entrada de datos por 
Archivo o por pantalla ? (a/p) 
A 
Oiga el nombre del archivo de datos 
NDl.DAT 

Escoja una de las sgtes condiciones 
en la frontera 

t. El hlslospllne se anula en los extremos 
2. la lra derlvada del hfstospllne se 

anula en los extremos 

Diga el nombre del archivo de resultados 
RES.DAT 

dosoa¡¡¡s ur')luar • corr•r •I nodula 
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En el Menú Ayuda que presenta SIS, se explica en forma breve cómo se deberá meter 

los datos o bien en la sección de Validación y Pruebas del Sistema SIS se dará la 

corrida de algunos ejemplos. 

Para salir de este módulo el usuario deberá teclear < Crl + C > para abortar el 

programa de este módulo, o bien tecler N. 

y enseguida volver a teclear < ENTE R >; la respuesta a esta acción es regresar 

a la pantalla de presentación de Suavizamiento de Histogramas, enseguida volver a 

teclear< ENTER >para regresar al menú Tipo de Aproximación. 

Tipo de Aproximación. Opción 3. La respuesta a la elección de esta opción es 
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En este momento el usuario esta accesando el módulo de Suavizamiento y Ajuste de 
datos, teclear< ENTER >y la respuesta a esta acción es: 

• Suavizam1ento y Afuste 
de Datos 

Desea la entn1da de dalos por 
Archivo o por panl•ll•? l•/p) 
A 
Diga el nombre del archivo de dotas 
SIN.DAT 
Los datos corresponden e una 
funclon o a una curva ?{f/c) 
F 

loa datos es16n en coord. polares 
o cortesl•n•• ? (p/c} 

Error: 
1. Por fichero. 
2. Por pontana. 

z 

Escoja una de las sgtes variantes: 

1. error 'Yarhtble para las ordenadas 
2. error etc para las ordenadas 
2 

" de error en las 
ordenados (>DI 

.001 
diga el nombre del fichero de resultados 

RES 
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lnformachfn sobre la cota superior para la dlstancla 
media cuadratlca de Ja aprox. a los datos 

1. Cúantas cotas va dar (X J] ? 

Se recomienda tomar las cotas en 
el Intervalo ( 13.675. 26.325) 

2. Valores de las cotas [>=O 1 
13 
20 
26 

En cuantos puntos desea evaluor el spline? (max=t DO) 
100 

deseas volver- a _correr el ttoctulo 
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En el Menú Ayuda que presenta SIS, se explica en forma breve cómo se deberá meter 

los datos o bien en la sección de Validación y Pruebas del Sistema SIS se dará la 
corrida de algunos ejemplos de este modulo. 

Para salir de este módulo el usuario deberá teclear < Crl + C > para abortar el 
programa de este módulo, o bien tecler N. 

y enseguida volver a teclear en ter; la respuesta a esta acción es regresar a la pantalla 

de presentación de Ajuste y Suavizamiento de Datos , enseguida volver a teclear 

< ENTER >para regresar al menú Tipo de Aproximacion. 

Tipo de Aproximación. Opción A. Si el usuario elige esta opción se desplegará 
el siguiente menú Ayuda : 

<SIS> 

\1 lu.go ....... 
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El usuario puede elegir cualquiera de las opciones que ahi aparece, colocando el 

cursor en la línea deseada y dando un< ENTER >o bien oprimiendo la tecla que 

le corresponda a la opción elegida. por ejemplo si elige la opción 4 se presentará. : 

< s 1 s > 

Pulse opcidn. 4 t•. • ... u luauo .._. 
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< s 1 s > 

.a. ad•lantar pag. t reor•s•r pag. ESC aallr 



El usuario puede avanzar a la siguiente pág. apretando la tecla l. o regresar con T y 

para regresar al menú anterior apretar ESC. Este menú tiene cómo finalidad apoyar 

y facilitar al usuario del manejo de sus datos dependiendo del tipo de aproximación. 

Este menú se puede accesar desde el Menú Principal. Opción A. 

Tipo de Aproximación. Opción S. La respuesta a esta opción es desplegar el 

menú principal. 

Menú Principal. Opción A. si se elige esta opción se desplegará el menú Ayuda 

que mencionámos en Tipo de Aproximación. Opcion A. 

Menú Principal. Opción S. Es para salirse del sistema SIS de una forma ade

cuada. 
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V.7. VALIDACION Y PRUEBAS DEL SISTEMA S IS 

El objetivo de esta sección tiene doble propósito 

1) La validación de SIS 

2) Mostrar al usuario el manejo de SIS 

La validación correspondiente a la manipulación de las pantallas de SIS se 

mostraron en la sección anterior. Esta parte esta enfocada especialmente a los 3 

módulos: 

1) Interpolación Cúbica. 

2) Suavizamiento de Histogramas. 

3) Suavizamiento y Ajuste de Datos. 

Se probaron todas las posibles opciones y se muestra en los siguientes ejemplos 

algunas de ellas, se anexa a este sistema un disket que contiene archivos de datos 

que se utilizaron para hacer las pruebas del sistema. 
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INTERPOLACION CUBICA 

CORRIDA 1 .................................................... 
• Cilculo del spllne cúbico de lnterpolacl6n para. 

datos de una curva o funcl6n. 

Desea la entrada de datos por 
Alchlvo o por pantalla ? (•/PI 

• 
Diga el nombre del archivo de datos 
ballarln.dat 
Los datos corresponden a una 
tunclon o a una curva ?(l/c) 
e 
Los datos están en coord. pol11rcs 

o cartesianas ? (p/c] 

GRAFICA DE DAIOS 

2'3& 

230.50 

·101 

123.59 

.. .:.:·.·.-.-·· .. 
.. ·· 

·.·· 

·~ 
º·5·~º...,5=+---68==-.-=z-=-o-~13"'1'"".-='10~1-=9'1.,....,.60"'""'z"'s=1'"".a"'o'"""3z~1,_ 

PUHTOS ORIGIHALES 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 1 

DPRtnE UltA 
TECLA 
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CONTINUACION. 

diga el nombre del archivo de resultados 
balfarin.res 

Su curva es cerrada o abierta ?(e/o) 
e 
En cuantos ptos desea evaluar el spllne? 

(max=IDDJ 
lDD 

SPLlllE DE llffERPOLACIOlf CUBICA 

Z97.71 J ~-··-·~ 

( l ~· 
... -···~··~···) ·~ _. ... :!. .. 

Z39.B6 
....... __ ...... , .... -\. ..,.... ... -:::_...-

V·..._. .. "",,.. . " _...·' ... , / 
1BZ.01 l ) 
1Z1.16 1 Í 
66.31 

JI 
B.15 .. 

5 65,ZO 131.10 191.60 Z57.BO 3Z1 

. PUllTOS ORIGllfALES 

- SPLINE 
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FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 1 

DPRlltE UllA 
TECL/l 



CORRIDA 2 

. Cálculo del spline cúbico de interpolación para • 
datos de una curva o funcf6n. 

Desea la entrada de datos por 
Archivo a par pentalla ? (•/pf 

• 
Oiga el nombre del archivo de delos 
sin.da! 
Los datos corresponden ti una 
funclon o a una curva ?(l/c) 
1 
Los datos esliín en coord. polares 

o cartesianas ? (p/c) 
e 

GRAF !CA DE DATOS 

0.97 . 

0.57 

0.18 

o 1.ZS Z.51 ~.77 
-0.21 

-0.60 

-0.99 

. DATOS 

5.0Z 

134 

·-·--·-r"""" ____ .. _ ... 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE V: 1 

6.ZB 

. 

OPRIME UrtA 
TECLA 



CONTINU1\CION 

diga el nombre del archivo de resultados 
sin.res 

4 

escoJa una de las variantes siguientes: 
1-No hay condiciones en los c><trcmos. 
2.i.a 2da derivada en los extremos es O 
J-Se conoce la lra derivada en los extremos 
4-l• función es periódica 

En cuantos plos desea evaluar el spline? 
[max=lDDI 

rnn 

o.ieo 

0.60 

o.za 

-o.zoo 

-0.60 

-0.100 

DATOS 

SPLlllE 

SPLillE DE !llTERPOLACIDll CUBICA 

1.ZS Z.51 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 1 

OPRltlE IJltA 
TECLA 
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31.50 

zs.10 

19.30 

13.20 

7.10 

CORRIDA 3 

uchlvo de dalos mape.dat 
archiva de resultados mapa.res 

GRllFICll DE DA!OS 

.. 
.. . 

. . 

, .. 
.. -... 

0.60 17.ZD zs.ea 31.19 

PU!iTOS ORIGINALES 

SPLINE DE lHTERPOLAclO/t QIDICA 

31.51 

zs.11 

13.31 

13.ZO 

7 .10 

PUnTOS ORl~ltcnLES 

SPLIHE 

.. 

13 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 1 

OPRIHE UM 
TECLA 

FACTDJ\ES D! 
AJUSTE 

EJE x: 1 
EJE Y: 1 

OPRlnE l.ltfn 
TECLA 
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SUAVIZAMIENTO DE HISTOGRAMAS 

CORRIDA 4 

• Calculo del hlstospllne parabollco que • 
suaviza un hlstogr.oma 

Desea Ja cntrnda de da1os por 
Alchlvo o por pantalla? (•/PI 
A 
Olg11 el nombre del archivo de dalos 
N0141.DAT 

HISTOGJW1A 

o 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE ~: 1 

OPRIME Ultll 
TECLA 
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Escoja una de las sgtes condiciones 
en la frontera 

CONT/NUACION 

1. El hlstospltnc se anula en Jos extremos 
2. La 1 ra derivada del hlstospllne so 

anula en los extremos 

Dlg11 el nombre del 8rchivo de rcsult8dos 
N0141.RES 

HISTOSPLIHE 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 1 

OPRlnE UHA 
TECLA 
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78 

62.10 

16.80 

15.60 

. o 70 

78 

6Z.10 

16.BO 

31 .20 

15.60 

o 
o 70 

CORRIDA 5 
archivo de dntos N10KA-1.0AT 

HISIOGHAl!A 

HISTOSPLINE 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE x: 1 
EJE Y: 1 

OPRIME UNA 
TECLA 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 1 

OPRIHE UNA 
TECLA 
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CORRIDA 6 
orchlvo de dotos MADAEBUL.DAT 

H!S?OGRAl1A 

so 

HISTDSPLlllE 

sa 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 10 

OPRIHE UNA 
TECLA 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 10 

OPRIHE UNA 
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AJUSTE Y SUAVIZAMIENTO 

CORRIDA 7 

. Suavlzamlento y Ajuste. 
de Dalos 

Desea la entrada de dalos por 
Atchlvo o por pan!alla ? (•/PI 
A 
Diga el nombre del archivo de datos 
OPSIN.OAT 
Los datos corresponden a una 
funcion o a una curva ?(f/c] 
F 

Los datos están en coord. po/nrcs 
o cartesianas ? (p/c) 
e 

Error: 
1. Por zuchivo. 
2. Por pantalla. 

1 

a.99 

0.59 

o.zo 
... 

-o.zeo 

-0.59 

-0.99 

• DATOS 

1.25 Z.51 3.n 5.02 6.ZB 

. . 

141 

FAC?ORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE V: 1 

OPRIME UnA 
TECL/I 



CONTINUACION 

digo el nombre del orchlvo de resultodos 
SIN.RES 

lnformaclon sobre la cota superior para la dlstandu 
media cuadratica de la aprox. a los datos 
Cunntas colas min 1 (max JJ ? 

Se recomienda tomar las cotas en 
el Intervalo ( 13.675, 26.325) 

10 
20 
30 

Valores de las cotas ( >= O) 

En cuantos puntes desea evaluar el spline ?(max=lOOJ 
100 

0.99 

0.59 

o.zo 

-0.59 

-0.99 

• DATOS 

SUAUIZAlllENTO Y AJUSTE 

COTA l 10 
CUTO Z ZO 
COTA 3 30 

FACTORES DE 
AJUSTE 

EJE X: 1 
EJE Y: 1 

OPRIME UNA 
TECLA 
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APENDICE 

Agebra Lineal 

Básica 



A. Algebra Lineal Básica 

La construcción de una gran variedad de funciones splines, requiere la solución 

de sistemas de ecuaciones lineales que nos permiten calcular sus coeficientes. Las 

matrices de tales sistemas tienen propiedades especiales. En particular, en el caso de 

spline cúbico de suavizamiento la matriz es simétrica y definida positiva, mientras 

que en el resto de los casos que vimos en el capitulo II, las matrices son tridiagonales 

o tridiagonales cíclicas, con diagonal dominante por filas o por columnas. 

En esta sección vamos a demostrar que tales matrices son no singulares y en 

consecuencia los sistemas de ecuaciones tienen solución única. Además discutiremos 

de forma muy breve, los métodos computacionales más utilizados para resolver los 

mismos. Comencemos recordando que una matriz A = (a1,;)1,;=1, ... ,n se dice de 

diagonal dominante (por filas ) si : 

n 

la1,il 2: L la1,;I, 
i=l,j# 

y la desigualdad es estricta al menos para un i. Por otro lado, la matriz A es 

tridiagonal si 

a;,;= O para li - il > 1, 

y tridiagonal cíclica si 

a;,; = O para 1 < li - il < n - l. 

En particular las matrices tridiagonales o tridiagonales cíclicas, que aparecen en los 

sistemas de ecuaciones para el cálculo de los splines ya mencionados, tienen todos los 

elementos de la sub diagonal y supradiagonal diferente de cero. El siguiente teorema 

nos asegura, que tales matrices son no singulares: 

Teorema A.1. 

Sea A= (a1,;)1.;=1, ... n una matriz tridiagonal o tridiagonal cíclica de diagonal 
dominante por filas y con elementos no nulos en subdiagonal y la supradiagonal. 

Entonces A es no singular. 
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Demostración. 

Supongamos que A fuese singular, entonces existe un vector :z: = (:z: 1, :z:2 , ••• , rn)1 

no nulo tal que 

A:z: =O. 

Sea /:z:k/ = maxl:Si:Sn /x;/. 
Como :z: no es el vector nulo /x,/ >O. Por otro lado, de (A.1) tenemos que 

n 

Lª•.i"'i =o. 
i=l 

(A.1) 

(A.2) 

Pero como A es tridiagonal ª<,; = O para /k - j/ > 1 y de (A.2) obtenemos que 

es decir 

luego 

1 1 1 

'

/Xk-1/ 1 ¡ lxk+d ª•·· :S ªk,k-1 -,-,- + ªk,k+l -,-,XJc Xk, 
(A.3) 

Si /xk / > /x; / para j = k -1 o j = k + 1, entonces como ak,k-1 y ak,k+I son no nulos 
por hipótesis, de (A.3) obtenemos que : 

lo cual contradice que A es de diagonal dominante por filas . 

Por otro lado, si /xk/ = /xk-1 / = /xk+1/, entonces pudiéramos repetir la demostración 
anterior con la ecuación k-1ok+1, si se cumpliese una de las alternativas siguientes 

i) /X<-d <'.: /x;/ para j = k - 2 o j = k. 

ii) /xk+d<:'./x;/ para j=k o i=k+2. 

Sin embargo, si para ningún k se cumple que 
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lxkl 2: lx;I para i =le- 1 o i =le+ 1 

entonces esto significa que lxd = lx2I = ... = lxnl y en tal caso de (A.3) podemos 
concluir que 

lo cual contradice que A sea diagonal dominante. 1 

La demostración para el caso tridiagonal cíclico es muy similar y queda de 

ejercicio para el lector. Los sistemas de ecuaciones lineales con matriz tridiagonal 

se pueden resolver de manera eficiente por el método de eliminación de Gauss, que 

describiremos brevemente a continuación para este caso. Por otro lado, se puede 

demostrar que si la matriz del sistema tiene todos los elementos de la sub diagonal y 

supradiagonal diferentes de cero (es irreducible) entonces no es necesario utilizar el 

pivoteo en el método de Gauss. Una de las ventajas inmediatas que tiene la solución 

de sistemas de ecuaciones lineales con matriz tridiagonal, es el hecho de que se puede 

aprovechar su estructura de banda y guardar solamente los elementos no nulos de 

la matriz en tres vectores, lo cual consume 3n localizaciones de memoria, en lugar 

del total de n2 que se necesitan para guardar una matriz A densa. 
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A.l. Solución de sisten1as de ecuaciones 

con matriz tridiagonal 

Supongamos que la matriz A del sistema 

A:i:=b (A.4) 

se escribe de la forma 

e 
C¡ o 

a2 d2 02 

ªn-1 d._-¡·· 
, __ ,) 

o ª• dn 

La idea esencial del método de Gauss consiste en transformar el sistema (A.4) en 

otro sistema, cuya matriz sea triangular superior y que a su vez tenga la misma 

solución que (A.1). Esto se debe a que un sistema con matriz triangular superior se 

puede resolver fácilmente. En efecto, supongamos que se tiene el sistema 

A:i:=b, 

donde A es una matriz de la forma 

A= 
(

au 

(A.5) 

con elementos no nulos en la diagonal. 

Entonces, de la última ecuación se obtiene inmediatamente que como an,n :/=O 

bn 
Xn=-. 

ª•• 
Una vez conocida Xn podemos sustituir en la penúltima ecuación y como On-L,n-1 

es diferente de cero, obtenemos 

Xn-l = bn-1 - ªn-t,nXn 

On-1,n-1 
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En general, una vez que se han calculado Xk+! • Xk+2• ••• , Xn, como ak,k ¡. O, de la 
k-ésima ecuación llegamos a que 

Este proceso se conoce como sustitución hacia atrás ya que las incógnitas se calculan 

en orden Xn,Xn-1, .. .,x¡. Si la matriz del sistema de ecuaciones no es triangular 

superior, entonces se debe transformar inicialmente mediante el método de elimi

nación de Gauss. El método se basa en el hecho de que la solución de un sistema 

de ecuaciones lineales, no cambia si se realiza una de las siguientes operaciones 

elementales: 

i) Multiplicación de una ecuación por una constante no nula. 

ii) Adición de un múltiplo de una ecuación a otra ecuación. 

iii) Intercambio de dos ecuaciones. 

En particular, si la matriz A del sistema de ecuaciones es tridiagonal, entonces 

resulta muy fácil transformarla en una triangular superior, mediante operaciones 

elementales, ya que sólo habría que "hacer cero" los elementos de la subdiagonal. 

Como en la primera ecuación no hay ningún elemento en la subdiagonal, entonces 

podemos empezar_ con la segunda: Una forma de eliminar la incógnita x 1 de esta 

ecuación (o lo que es equivalente, poner un cero en lugar de a2 ) seria sustraer a2/d1 

veces la primera ecuación de la segunda. La nueva segunda ecuación sería entonces 

donde 

(A.6) 

y 
• a2 

b, = b2 - ;¡;b¡. 

Nótese que en particular el coeficiente de x3 en la segunda ecuación, es decir c2, no 

se altera por esta transformación, debido a que el coeficiente de X3 en la primera 

ecuación es cero. 

Después de este primer paso de la eliminación el sistema original se ha transfor

mado en otro equivalente (con la misma solución) de la forma 
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donde 

(

do; 
A(t)= 

y 6; = 61, d; = d¡. 

Suponiendo entonces que d; es diferente de cero podemos utilizar la ecuación 

(A.6) para eliminar la incógnita x 2 de la tercera ecuación. En efecto, si a esta 

ecuación le restamos a3/d; veces la segunda ecuación obtenemos : 

donde 

y 
' a3 , 

63 = 63 - -d. 62. 
. . 2 

(A.7) 

De este modo, .al concluir el segundo paso del proceso de eliminación tenemos el 

siguiente sistema equivalente a (A.4) 

donde 

A<»= (" 

' C¡ 

d2 C2 
¿' C3 3 

ª• d, 

ª" 
Continuando de esta manera, en el k-ésimo paso podemos eliminar "'k de la ecuación 

k + 1 (suponiendo que d~ f: O), lo cual da lugar a la nueva ecuación 
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donde 

y 

Al concluir este proceso hemos transformado el sistema original (A.4) en un sistema 

equivalente 

donde A(n-I) es una matriz triangular superior de la forma 

(

d; 
ª1 

A(n-1) = 

. o 

C1 

d~ 

d~-1 

(A.B) 

El sistema triangular (A.8) se puede resolver incluso más rápido que·(A:.5), ya que 

en cada ecuación del mismo sólo aparecen involucradas dos incógnitas. En efecto, 

de Ja última ecuación se obtiene que 

b~ 
Xn = ;¡;;· 

Sustituyendo en Ja penúltima resulta que 

b~-l - Cn-1Xn 
Xn-1 = d~-l t 

y en general para k = n - 1, ... , 1, se tiene que 

A.1.1. Algoritmo 
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El algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones con matriz tridiagonal se puede 

resumir de la siguiente forma : 

Dados los coeficientes a¡, d;, e¡ y el lado derecho b¡ del sistema tridiagonal 

a¡:z:¡_¡ + d¡x¡ + c¡z¡+1 = h¡, i = 1 ... n (con a1 = Cn =O). 

Repetir para k = 2, ... , n 

En otro caso 

Calcular 

detener el proceso (la matriz es 

singular para la precisión con 

que estamos trabajando) 

m = a;/d;_ 1 

Si dn =O 

d; = d; - m • Ck-1 

b; = 6; - m · b;- 1 

detener el proceso (ia matriz es singul,ar 

para la precisión con que estamos trabajando 

En otro caso 

:l:n = bn/dn 

Repetir para k = n - 1, ... , l 

:l:k = (bk - CkX;+1)/d;. 
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A.1.2. Subrutina TRIO 

El algoritmo mencionado en la sección anterior aparece programado en la sub

rutina TRID escrita en FORTRAN 77. Los parámetros de entrada de la subrutina 
son el orden n del sistema tridiagonal 

Sub(i):z:¡_¡ + diag(i):z:¡ + sup(i):z:¡+l = b(i) (A.9) 

a.sí como los vectores de dimensión n, sub, diag, sup y b, que contienen los coe

ficientes del sistema (A.9) y el lado derecho del mismo. Al finalizar la subrutina la 

solución del sistema se almacena sobre el vector b. 

Subroutine Trid (sub, diag, sup, b, n) 
Integer n, x 

real b(n), diag(n), sub(n), sup(n) 
if (n .le. 1) then 

b(l) = b(l)/diag(l) 
return 

endif 

do 11 i= 2, n 

sub(i) = sub(i) / diag(i-1) 
diag(i) = diag(i) - sub(i) sup(i-1) 

11 b{i) = b(i) - sub(i) b(i-1) 

b{n) = b(n) / diag(n) 
do 12 i = n-1, 1 

12 b(i) = (b(i) - sup(i) b(i+l)) /diag(i) 

Ejemplo. 

return 

end 

Resolver el sistema de ecuaciones lineales 
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+2x¡ -x2 =l 
-x;_ 1 +2x; -:t';+J :::; O i = 2, ... ,n-1 

-Xn-1 +2:i-n =O, (A.10) 

donde n = 10. 

Como la matriz del sistema (A.10) es tridiagonal y de diagonal dominante, para 

resolver el mismo basta con escribir un programa principal que llame a la subrutina 

TRID. La solución exacta de este sistema es 

n+l-i x¡=--;:;+T, i=l, ... ,n. 

El programa que ofrecemos a continuación compara la solución exacta :i;¡, con la 

solución aproximada x¡, e imprime el valor relativo en cada punto dado por : 

e(i)=i"'¡-i;¡, 
:r¡ 

Además calcula la norma uniforme del error relativo, es decir 

C Programa para calcular la solución 

C del sistema lineal (A.10) 

e 
parameter ( n= 10) 
integer i 

real a(n), b(n), c(n), d(n), errma.x 

C Formación de la matriz del sistema (2.2.6) 

do 10 i=l, n 

a(i) = -1 
d(i) = 2 

c(i) = -1 

10 b(i) =o 
b(l) = 1 

C Solución del sistema (2.2.6) 
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cal! Trid (a, d, c, b, n) 

print •,'la solución del sistema es ' 
write(*,20) (i, b(i), i=l, n) 

20 format (i5, el5.7) 

errmax =O 
e Calculo del error relativo 

do 30 i=l, n 

a(i) = (float (n+l -i) ) / float (n+l) 

c(i) = abs( (a(i) - b(i)) / a(i)) 
if ( c(i) .gt. errmax) errmax = c(i) 

30 continue 

print *1 
1 

print *, 'El error relativo • 

write (*,20) (i, c(i), i=l,n) 

print •, 'Norma del error relativo 

write (*,40) errmax 

40 format (e15.7) 

stop 

end 

La solución del sistema (A.10), utilizando este programa en una IBM AT, se mues-
tran a continuación. 

Solución del sistema (A.10) 

0.9090070 E+OO 
2 0.8181810 E+OO 
3 0.7272720 E+OO 
4 0.6363628 E+OO 
5 0.5454537 E+OO 
6 0.4545446 E+OO 
7 0.3636356 E+OO 
8 0.2727266 E+OO 
9 0.1818177 E+OO 
10 0.9090886 E-01. 



La norma del error relativo que se obtuvo, fue 11•11 = 0.262260'1 E - 05, lo cual 

significa que el error de la solución aproximada aparece en la quinta cifra decimal. 
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A.1.3. Programa TRIDSIS 

En general para resolver un sistema de ecuaciones lineales con matriz tridia

gonal y diagonal donúnante, se puede utilizar el siguiente programa 

C Programa TRIDSIS para resolver un sistema de ecuaciones lineales 

C con matriz tridiagonal y de diagonal donúnante. El sistema se resuelve 

C por el método de eliminación de Gauss sin pivoteo, utilizando la 

C subrutina TRID. La matriz se lee por diagonales y la solución del 

C sistema se guarda en el vector b que contiene al inicio el lado 

e derecho del sistema. 

e 
parameter (nmax=50) 

integer i 

real a(nmax), b(nma.'t), c(nma.x), d(nmax) 

print *, 'Solución de un sistema lineal' 

print *,'con matriz tridiagonal' 

print *1 
1 

print * ,' orcjen del sist.ema' 

read(*,*) n 

print *,'Lectura de la matriz por diagonales' 

print *,' 
print *,'diagonal' 

do 10 i=l, n 

write(*,5) i 

10 read(*,*) d(i) 

5 format (5x, 'd(', i2, ')=') 

print *, 'subdiagonal' 

do 20 i=2, n 

write(*,15) i 

20 read(*, *) a(i) 

15 format (5x, 'a(', i2, ')=') 

print *,'supradiagonal' 

do 30 i=l, n-1 
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write(x,25) i 
30 read (*,*) c(i) 

25 format (5x, 'e(', i2, ')=' ) 

print *, 'lado derecho' 

do 40 i=l, n 

write(x,35) i 

30 read (*,*) b(i) 

35 format (5x, 'b(', i2, ')=' ) 
call Trid(a, d, e, b, n) 

print *,'La solución del sistema es' 

write(*,50) (i, b(i), i=l, n) 
50 format (lx, e15. 7 ) 

stop 

end 

La subrutina SGTSL que se halla en el LINPACK , resuelve de manera aún más 

eficiente sistemas de ecuaciones con matriz tridiagonal, aunque en este caso se utiliza 

pivoteo parcial, porque la subrutina también es válida para matrices tridiagonales 

que no tengan diagonal dominante. 
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A.2. Solución de sistemas de ecuaciones 

con matriz tridiagonal cíclica 

Veamos ahora como se modifica el método de eliminación de Gauss que acabamos 

de describir, si la matriz es tridiagonal cíclica, como la que aparece en el caso de 

spline cúbico periódico . 

Consideremos el sistema lineal 

Ax=b (A.11) 

donde A es una matriz tridiagonal cíclica dada por 

('' 
C¡ a1 

a2 d2 C2 o 

ªn-1 do-1 ,:~.) 
c. ª" d. 

Según el método de Gauss para cada k = 2, ... , n - 2 debemos transformar 

las ecu,;ci~nes k y ·n, a partir de la ecuación k - 1, con el objetivo de eliminar la 

incógnita Xk de las ecuaciones k a la n. 

Vamos a denotar por r2, .•• , r0 _ 2 las componentes del vector r que se va formando 

en la última columna de la matriz A, como consecuencia de los pasos 1, ... , n - 2 

de la eliminación de Gauss. Entonces en el primer paso, debemos eliminar x 1 de 

la segunda y la última ecuación, restándole a la segunda a2fd1 veces la primera 

ecuación y a la última, c0 /d1 veces la primera. En otras palabras debemos calcular 

cÍ2 = d2 - ~e¡, 
b; = b2 - a:c11 

r2 = -~a1 1 

Cn = -tc1, 
d~ = dn - t'a1 1 

b~ = bn - ~61. 

Al concluir este paso tenemos el sistema equivalente 
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[ 
C1 

d~ C2 

a3 da C3 

ªn-1 dn-1 

Cn o ª" 

donde ri = a1, d; =di, b; = b1. 

En general, para k = 2, ... , n - 2, eliminamos la incógnita '"k- l de la k- ésima 

ecuación restándole a esta ak/dk-l veces la ecuación k - l. Esto significa que 

debemos calcular 

. ª• d• =d• - z--c•-1. 
k-1 

ª• rk = - d¡_
1 

r1:-11 

1 ªk , 
bk =b• - z--bk-1 

k-1 

Adem~ eliminamos la incógnita '"•-1 de la n- ésima ecuación, restándole a.la 

misma cn/d~_ 1 veces la ecuación k - l. Para ello debemos calcular 

Al cabo de estos n - 3 pasos del método de Gauss, el sistema original se ha trans-

formado en el sistema equivalente 

[ 
C1 r1 Zl [ ~t] d2 C2 o r2 z2 

:t:3 
(A.12) 

dn-2 Cn-2 , __ ,) ( l 
On-1 dn-1 Cn-1 Xn-1 bn-1 

Cn ª" dn Zn b~. 

Para concluir el proceso debemos entonces eliminar de la ecuación Zn-2 de la 

ecuación n - 1 y Zn-2 y '"n-1 de la n-ésima ecuación. Esto se logra restándole 
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a la ecuación n -1. ªn-i/d~_ 2 veces la ecuación n- 2 y a la ecuación n, cn/d~_2 
veces la ecuación n - 2. De este modo obtenemos 

d~-1 = dn-1 - rcn-2 ·-· 
rn-1 = Cn-1 - ~Tn-2 

b~-1 = b~-1 - ~b~-2 

Cn = an - ~Cn-2 

d~ = d~ - f4-rn-2 ·-· b~ = b~ - f4-b~-2f ·-· 
y el sistema (A.12) se transforma en el sistema equivalente 

[ 
C¡ r1 X1 

[J] d; C2 o r2 X2 

:Z:3 

d~-2 Cn-2 '·-·) ( ) d~-1 r~~L x;~t 
bn-1 

Cn 
b~ 

Por último, para eliminar Xn-1 de la ecuación n 1 le restamos a ésta é veces la 

ecuación n - 1 y calculamos entonces: 

' ' Cn 
dn = dn - ¿rn-11 

n-1 
1 1 Cn 

bn = bn - ¿bn-1• 
n-1 

Esto nos conduce finalmente a un sistema triangular equivalente al original dado por 

c2 O 

d~-2 Cn-2 
(A.13) 

d~-1 

La solución de (A.11) se obtiene entonces mediante sustitución hacia atrás, apnrtir 

de (A.13). En efecto, de la última ecuación obtenemos inmediatamente que 
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Sustituyendo "'" en la ecuación n - 1 resulta entonces que 

En general, para k = n - 2,,,,, 1 se calcula :i:; como 



A.2.1. Algoritmo 

El algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones con matriz tridiagonal cíclica 

y de diagonal dominante se puede resumir entonces de la siguiente forma. 

Dados los coeficientes a¡,d¡,c¡ y el lado derecho b¡ del sistema tridiagonal cíclico 

d1x1 + c1x2 + a1xn = bl, 

d¡x¡_ 1 + d¡x¡ + C¡x¡+1 = b¡. 

CnXl + anXn-1 + dnXn = bn• 

Asignar r1 = a 1 

Repetir para k = 2, ... , n - 2 

Si dk-1 = O detener el proceso 

i = 2, .. ,, n - 1 . 

(la matriz es singular para la 

precisión con que trabajamos ) 

En otro caso , calcular 

m = ak/dk-1 

Si dn-2 =O 

dk = dk - m 'Ck-1 

r1: =-m · r.1:-1 

/ = Cn/dk-1 

Cn = -/ · Ck-1 

dn = dn - 1 · rk-1 

bn = bn -1 · h-1 
detener el proceso 

( la matriz es singular para la 

precisión con que trabajamos ) 

En otro caso, calcular 

m = Un-i/dn-2 

dn-1 = dn-1 - m 'Cn-2 

rn-1 = Cn-1 - m · rn-2 

bn-1 = bn-1 - m. bn-2 

1 = c0 /dn-2 

Cn = ª" - / • Cn-2 
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dn = dn - 1 · rn-2 

bn = bn -1 · bn-2 

Si dn-1 =O detener el proceso 

(la matriz es singular para la 

precisión con que trabajamos ) 

En otro caso , calcular 

1 = Cn/dn-1 

dn =dn -l·rn-1 

bn = bn -l·bn-l 

Si d" = O detener el proceso 

(la matriz es singular para la 

precisión con que trabajamos ) 

En otro caso , calcular 

Xn = bn/dn 

Xn-1 = (bn-1 - rn-lXn)/dn-1 

Repetir para k = n - 2, ... , 1 

Xk = (bk - CkXHl - rkXn)/dk • 
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A.2.2. Subrutina TRIDE 

El algoritmo que acabamos de describir en la sección anterior aparece progra

mado en la subrutina TRipE, escrita en Fortran 77. Los parámetros de entrada de 

esta subrutina son el orden n del sistema tridiagonal cíclico. 

diag(l)x; + sup(l)x2 + sub(l)xn = b(l), 

sub(i)x¡_¡ + diag(i)x¡ + sup(i)x¡+l = b(i), 

sup(n)x¡ + sub(n)xn-1 + diag(n)xn = (bn), 

i = 2, .. ., n - 1, (A.14) 

así cómo los vectores de dimensión n, sub, diag, sup y b, que contienen los coeficientes 

del sistema (A.14) y al lado derecho del mismo. La solución del sistema a la salida 

se guarda sobre el propio vector b, El vector ULT es un arreglo de trabajo y contiene 

la última columna del sistema en cada paso del método de eliminación . 

Soubroutine Tride (sub, diag, sup, ult, b, n) 

.it.1t~ger n, i. 
real b(n), diag(n), sub(n), sup(n), ult(n) 

if (n Je. 1) then 

b(l) = b(l) / diag(l) 

return 

endif 

ult(l) = sub(!) 

do 11 i= 2, n-2 
e Transformación de la ecuación i a partir de la i-1 

sub(i)= sub(i) / diag(i-1) 

diag(i) = diag(i) - sub(i) sup(i-1) 

ult(i) = -sub(i) ult(i-1) 

b(i) = b(i) - sub(i) b(i-1) 

e Transformación de la ecuación na partir i-1 

sub(i) = sub(n) / diag(i-1) 

sup(n) = -sub(i) sup(i-1) 
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.,-' 

diag(n) = diag(n) • sub(i) ult (i-1) 
b(n) = b(n) - sub(i) b(i-1) 

11 continue 

·C Transformación de la ecuación n-1 a partir n-2 
sub(n-1) = sub(n-1) / diag(n-2) 
diag(n-1) = diag(n-1) - sub(n-1) sup (n-2) 
ult(n-1) = sup(n-1) - sub(n-1) ult(n-2) 
b(n-1) = b(n-1) - sub(n-1) b(n-2) 

C Transformación de la ecuación n a partir n-2 
sub(n-1) = sup(n) / diag(n-2) 
sub(n) = sub(n) - sub(n-1) sup(n-2) 
diag(n) = diag(n) - sub(n-1) ult (n-2) 
b(n) = b(n) - sub(n-1) b(n-2) 

C Transformación de la ecuación n a partir n-1 

sub(n) = sub(n) / diag(n-1) 
diag(n) = diag(n) - sub(n) ult (n-1) 
b(n) = b(n) - sub(n) b(n-1) 

C Sustitución hacia atrás 

b(n) = b(n) / diag(n) 
b(n-1) = ( b(n-1) - ult (n-1) b(n)) /diag(n-1) 

do 12 i = n-2, 1, -1 
12 b(i) = (b(i) -sup(i) b(i+l) - ult(i) b(n) ) / diag(i) 

return 
end. 
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A.2.3. Programa TRIDCSIS 

Para utilizar esta subrutina en la solución de un sistema arbitrario, con matriz 

tridiagonal cíclica y de diagonal dominante, se puede emplear el siguiente programa 
principal. 

C Programa TRIDCSIS para la solución de un sistema 
e de ecuaciones lineales con matriz tridiagonal cíclica 

C y de diagonal dominante. El sistema se resuelve por el 

C método de Gauss sin pivoteo, utilizando la subrutina 
C TRIDC. 

C La matriz se lee por diagonales y al final se leen los 

e elementos de la esquina superior derecha e inferior 
e izquierda respectivamente. 

e la solución del sistema se guarda en el vector 1 
integer i, n 
parameter (nmax,=50 ) 
real a(nmax), b(nmax), c(nmax), d(nmax), trab(nmax) 
print •, 'Solución· de un sistema lineal con ' 

print * 1 ' matriz tridiagonal cfclica ' 

print *,' 
print •, ' orden del sistema' 
read (*,*) n 

print •, 'Lectura de la matriz por diagonales ' 

print *,' 
print *, 'diagonal' 

do 10 i=l, n 

write (*, 5) i 

10 read (*,*) d(i) 

5 format ( 5x,'d(', i2,')=') 
print •, 'subdiagonal ' 

do 20 i=2, n 

20 

write(•, 15) i 
read (*,*) a(i) 
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15 format ( 5x, 'a(', i2, ')=') 
print *, 'supradiagonal' 

do 30 i=l, n-1 
write (*, 25) i 

30 read (*, *) c(i) 
25 format ( 5x, 'c(', i2, ')=') 

print * 1 'esquina superior derecha ' 

read (*,*)a (1) 

print *, 'esquina inferior izquierda ' 

read (*,*) c(n) 

print *, 'lado derecho' 

do 40 i=l, n 
write (*,35) i 

40 read (* ,*) b(i) 

35 format ( 5x, 'b(', i2, ')=') 
call Tride (a. d, e, trab, b, n) 
print *, ' La solución del sistema es ' 

write (*,50) (i, b(i), i=l, n) 

50 format.(i5, el5.7) 
.stop 

end 

Ejemplo. 

Resolver el sistema de ecuaciones lineales 

3;z:¡ -2;z:l +;z:s =-3 

"'' +2;z:l -0.5;z:3 =2 

"'l -3;z:3 +"'• =0 
-2;z:3 +4;z:4 +;z:s =l 

;z:¡ +"'• +3;z:5 =-2 

Como la matriz del sistema es tridiagonal cíclica y de diagonal dominante por filas, 
para resolver el mismo basta. con utilizar el programa que acabamos de presentar. 
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Los resultados de la corrida de este programa en una microcomputadora IBM

AT son los siguientes 

-0.4918033 E+ 00 

2 0.1126464 

0.4777518 

4 0.3067916 

5 0.783372 

E+Ol 
E+OO 
E+OO 
E+OO 
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A.3. Solución de Sistema de Ecuaciones con matriz 

simétrica y definida positiva 

Consideramos la solución del sistema lineal 

Ax= b, 

cuando A es una matriz de orden n simétrica y definida positiva, como la matriz 

que aparece en sistema (3.4.13) para cálculo de los coeficientes del spline cúbico de 

suavizamiento . 

Recordemos que una matriz A se dice definida positiva si para todo vector x, no 

nulo 

xTAx>O. 

Las matrices definidas positivas tienen todos los valores propios positivos, como 

muestra el siguiente teorema 

Teorema A.2. 

Sea A una matriz de orden n simétrica y definida positiva entonces todos los 

valores propios de A son positivos. 

Demostración. 

Sea A un valor propio de A, entonces existe un vector x• no nulo tal que 

Axº =Áxº. 

Por otro lado como A es definida positiva y x· f. O sabemos que 

xºTAxº > 0, 

luego de (A.15) y (A.16) se obtine que 

O < x•T Ax• = (xºT)A.x• = Áx•T x· = .\llx• i I~ 

donde 11x· 112= o::~=· (xi)2)1/2, 

(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 
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como x• #O, llx"jl~> O y por lo tanto de (A.17) resulta que A> O. 

Por otro lado, es conocido que el determinante de una matriz A es el producto de 

sus valores propios. Luego, si A es definida positiva el teorema A.3 nos permite 

concluir inmediatamente que A es no simgular. Esto nos garantiza en particular, 

que el sistema de ecuaciones (3.4.13) tiene solución única y en consecuencia el spline 

cúbico de suavizamiento existe y es único. 1 

Los sistemas de ecuaciones lineales con matriz simétrica y definida positiva se pueden 

resolver de manera eficiente por el método de Cholesky, que no es más que la versión 

del método de Gauss para este tipo de sistema y que se basa en el siguiente resultado 

Teorema A.4. 

Sea A una matriz real, simétrica y definida positiva, Entonces existe una única 

matriz triangular superior R. 

con elementos positivos e~ ia diagon~l, tal que 

(A.18) 

Desarrollando el producto RT R que aparece en (A.18), se obtiene inmediatamente 

que si a;; está en la diagonal de A, entonces 

a;; = ri,; + ri,; + ... + rJ,; (A.19) 

mientras que si a;,; es un elemento de A por encima de la diagonal, entonces 

(5.20) 

Utilizando las expresiones (A.19) y (A.20) se pueden calcular todos los elemen

tos del triángulo superior de R por columnas, es decir en el orden r11, r 12, r 22 , ••• , 
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A.3.1. Algoritmos 

Algoritmo para efectuar la descomposición RT R de una matriz simétrica y 

definida positiva. 

Para cada j = l, ... , n calcular 

Para k = l, . .. ,j- l 

r;,; =(a;,; - ¿,7;;1
1 r;,;r;,;)/rk,k 

r;J =(a;,;_¿,{:,~ r;,;.)1/2. 

Nótese que los elementos de la matriz A por debajo de la diagonal no aparecen 

involucrados en el algoritmo, debido a que A es una matriz simétrica. Por otro 

lado gracias a la simetría de A, sólo se necesita guardar los elementos del triángulo 

superior, que ocupan !n(n + l) localizaciones de memoria. Una vez que se calcula 

la matriz R, como A = RT R el sistema de ecuaciones original es equivalente a 

A su vez la solución de (A.21) se obtiene resolviendo los sistemas 

R:r:=y. 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

en ese orden, con la ventaja de que ambos sistemas tienen matrices triangulares 

y por lo tanto sus soluciones se calculan de forma sencilla, mediante los procesos 

conocidos como sustitución hacia adelante y hacia atrás respectivamente. En efecto, 

como RT es una matriz triangular inferior, de la primera ecuación de (A.22) resulta 

que 

Sustituyendo y1 en la segunda ecuación podemos despejar y2 y obtenemos entonces 
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En general, conocemos Y1, ... , Yk-l, de la K-ésima ecuación de (A.22) se obtiene 

k-1 

Yk = (bk - L r;,W;)/rk,k 
i=L 

Después que se ha resuelto el sistema (A.22) disponemos del lado derecho para el 

sistema (A.23) y en este caso, como Res una matriz triangular superior, de la última 

ecuación se obtiene inmediatamente que 

Xn = Yn/Tnn 

y en general, cónocidos Xn 1 Xn-1, ... 1 Xk+l de la [(-ésima ecuación resulta que 

n 

"k = (Yk - L rk,;x;)/rk,k· 
i=k+l 

Si se observa con detenimiento el proceso que hemos descrito, es evidente que en el 

primer paso la solución y del sistema (A.22) se puede guardar en el propio vector b 

y de manera similar, en el segundo paso, la solución x del sistema (A.23) se puede 
guardar sobre b, de modo que no hace falta reservar memoria adicional para los 

vectores x y y. 

El algoritmo para calcular la solución del sistema (una vez que se tiene la facto

rización de Cholesky de la matriz) se puede resumir entonces de la siguiente forma : 

Sustitución hacia adelante 
Para k = 1, ... , n calcular 

bk = (bk - r::;;i r;,kb¡)/rk,k 
(En este momento b contiene la solución 
y del sistema (A.22) 
Sustitución hacia atrás 

Para k = n, ... , 1 calcular 

bk = bk/rk,k 
Para i = 1, ... , k - 1 calcular 

b¡ = b¡ - hr;,k) 
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(En este momento b contiene In solución 

:v del sitema (A.23)) 

Si la matriz A además ¡le ser simétrica y definida positiva es una matriz banda, con 

m diagonales por encima de la diagonal principal (como la que aparece en el sistema 

(3.4.13) para el cálculo de los co~ficientes del spline cúbico de suavizamiento, donde 

m = 2), entonces la matriz R de la foctorización de Cholesky, sólo tiene elementos 

no nulos en las m diagonales por encima de la principal. 

Esto nos permite ahorrar localizaciones de memoria para almacenar tanto A 
como U, Por ejemplo, si A es una matriz penladiagonal simétrica de orcdCn 7 1cs 

decir A tiene la siguiente estructura 

[" 
12 1:1 ,: l 12 n 2:l 2·1 

1a 2:1 :¡:¡ 34 35 
A= 2·1 :M ·14 45 46 

:1~ ,15 55 56 
46 56 66 67 

o 57 67 77 

entonces los elementos del triángulo superior de A, se pueden guardar en una matriz 

ABD de dimensión 3 x 7, de modo que las columnas de A coinciden con las de ABD 

y las diagonales de A se guardan en las filas de ABD, es decir 

ABD= (: 
11 

13 24 35 46 57) 
12 23 34 45 56 67 
22 33 44 55 66 77 

Los elementos señalados con * en AB D nunca se utilizan porque corresponden a 

elementos q:"e no existen en la matriz A. 

Suponiendo que m es la cantidad de diagonales de la matriz simétrica ,\ , por 

encima de la diagonal principal, el siguiente segmento de programa traslada las m+ 1 
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diagonales del triángulo superior de A, a las filas de la matriz ABD 

do 20 j=l, n 

il= maxO (i, j-m) 
do 10 i=il,j 

k=i-j + m + 1 
abd(k, j)=a(i, j) 

10 continue 

20 continue 

Gracias a ese tipo de almacenamiento, si m < n/2 entonces las subrutinas que 

trabajan con matrices de banda definidas positivas, pueden utilizar menos localiza
ciones de memoria, que las subrutinas preparadas para matrices definidas positivas 

pero llenas y pueden utilizar menos tiempo si m < nf,/3. Claro que los resul
tados numéricos no \'arian, aunque Jos elementos se. van guardando en posiciones 

diferentes. 

174 



A.3.2. Subrutinas y Funciones 

Subrutina SIIANDP 

La subrutina SPBFA, que presentamos a continuación pertenece al paquete LIN

PACK y realiza la factorización de Cholesky de una matriz simétrica, de banda y 

definida positiva. 

Los parámetros de entrada de la subrutina SPBFA son los siguientes 

ABD matriz de dimensión (Ida, n) que contiene 

en sus filas, las diagonales del triángulo 

superior de la matriz simétrica A. que se 

quiere factorizar 

Ida número de filas de la matriz ABD. Se 

debe cumplir que Ida 2! m + l 
n orden de la matriz A 
m número de diagonales de A por encima de 

la diagonal principal. Se debe verificar que 

OS mS n. 

Los parámetros de salida de esta subrutina son 

ABD que contiene las bandas de la matriz triangular 

R, tal que RT R 

La factorización de Cholesky no se realiza hasta el final si INFO no es cero 

INFO es un entero que vale O, si A es definida 

positiva y en consecuencia la factorización 

de Cholesky se realiza exitosamente, y vale 

k si la submatriz principal de orden k de A 

no es definida positi,va. 

En este caso la factorización de 

Cholesky no se realiza 
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Subrutine SPBFA 

Subroutine SPBFA (ABD, Ida, n, m, INFO) 

e 
C Utiliza las subrutinas y funciones siguientes 

C BLAS SDOT 

C FORTRAN MAXO, SQRT 

real sdot, t 

e 

real s 

integer ik,j,jk, k, mu 

do 30 j=l, n 

info == j 
s == O.OeO 

ik == m+l 
jk = ma.xO( j-m, l ) 

mu == ma.xO( m+2-j, 1 ) 

if ( m .lt. mu ) gato 20 

do 10 k=mu, m 

t == abd(kj)- sdot(k-mu, abd(ik, jk), 1, abd(mu, j)) 

t= t / abd(~+l, jk) 

abd(k, j) = t 

s=s+t*t 

ik = ik - 1 

jk == jk + l 
10 continuo 

20 continuo 

s = abd ( m+ 1, j) - s 

if (s .le. O.OeO) gato 40 

abd(m+l, j) = sqrt(s) 

30 continuo 

info =O 

40 continuo 
return 

end 
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Para emplear la Subrutina APBFA, en la solución del sistema lineal 

Ax= b 

necesitamos otra subrutina, que una vez calculada la factorización de Cholesky RT R 

de la matriz A, utilice la misma para hallar la solución del sistema. 

Subrutina SPBSL 

La subrutina SPBSL, que ofrecemos a continuación, también pertenece al paquete 

LINPACK y usa la factorización de Cholesky construida por la subrutina SPBFA, 

para resolver el sistema lineal Ax = b. 

Los parámetros de entrada de la subrutina SPBSL son los siguientes 

ABD matriz de dimensión (Ida, n) que contiene 

factorización de Cholesky de la matriz A, 

calculada mediante SPBFA 

Ida número de filas de la matriz ABD 

n orden de la rriatriz A y número de elementos 

del vector b 

m número de diagonales de A por encima de 

la diagonal principal 

arreglo de dimensión n que contiene el lado 

derecho del sistema Ax = b 

A la salida de la subrutina SPBSL, el vector b contiene la solución del sistema Ax = b 

e 

Subroutine SPBSL ( ADD, Ida, n, m, b ) 

lnteger Ida, n, m 

real abd (Ida, 1), b(i) 

C Utiliza las subrutinas y funciones siguientes 
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C BLAS sa.'Cpy, sdot 

C FORTRAN minO 
real sdot, t 

integer k, kb, la, lb, lm 

C Resolver trans(R) * y= b 

e 

e 

do 10 k=l, n 

lm = minO(k-1, m) 

la= m+l-lm 
lb= k- lm 

t = sdot(lm, abd(la,k), 1, b(lb), 1) 

b(k) =(b(k) -t) / abd(m+l, k) 
10 continue 

e Resolver R * X = y 

t = t /abd(m+l, jk) 
e do 20 kb=l, n 

k = n+t - kb 

lm = minO(k-1, m) 

la= m+l - lm 
ib = k- lm 

b(k) = b(k) / abd(m+l, k) 

T = -3(k) 
Call sa.'Cpy (lm, t, abd(Ia, k), 1, b(lb), 1) 

20 continue 
return 

end 

Función SDOT y Subrutina SAXPY 

Tanto la subrutina SPBFA como la subrutina SPBSL utilizan la función SDOT, 

que pertenece a la biblioteca BLAS, también contenida en el LINPACK. Esta función 
calcula el producto escalar de dos vectores. Además la subrutina SPBSL utiliza la 
subrutina SAXPY de la biblioteca BLAS, para sumar a un vector un múltiplo de 
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otro vector. A continuación ofrecemos los listados de ambas funciones. 

c 
c 

c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

real function SDOT(n, sx, incs, sy, incy) 

Calcula el producto escalar de dos vectores 

real sx(l), sy(!), stemp 

integer i, incx, incy, ix 1 iy, m, mpl, n 

stemp = O .OeO 

sdot = O.OeO 

if (n .le. O) return 

if (incx .eq. 1 .and. incy .eq. !) goto 20 

Caso de incrementos desiguales o incrementos 

iguales pero diferentes de 1 

ix= 1 

iy = 1 
if (incx .it. O) ix = (-n+l) incx+l 

if (incy .it. O) iy = (-n+l) incy +1 

do 10 i=l, n 

stemp = stemp + sx(ix) sy(iy) 

ix = ix + incx 

iy = iy + incy 

10 continue 

sdot = stemp 

return 

Caso en que ambos incrementos son iguales a 1 

20 m = mod (n. 5) 
if (m .eq. O) goto 40 

do 30 i=l, m 

stemp = stemp + sx(i) sy(i) 
30 continue 

if (n .it. 5) goto 60 
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180 

40 mpl = m+l 
do 50 i=mpl, n, 5 

stemp = stemp + sx(i) sy(i) + sx(i+l) sy(i+l) 

sx(i+2) sy(i+2) + sx(i+3) sy(i+3) + sx(i+4) sy(i+4) 
50 continue 

60 sdot = stemp 

return 

end 

Subroutine SAXPY( n, sa, sx, incx, sy, incy ) 

c Suma a un vector un múltiplo de otro 

c 
real sx(l) , sy(l) , sa 

integer i, incx, incy, ix, iy, m1 mpl, n 

c 
if ( n .le. O ) return 

if (sa .eq. O.O ) return 

if ( incx .eq. 1 .and. incy .eq. q) goto 20 

c Caso de incrementos desiguales o incrementos 

c iguales pero diferentes de 1 

c 
ix=l 
iy= 1 

if (incx .lt. O) ix= (-n +1) incx+l 
if (incy .lt. O ) iy= (-n+l) incy +1 
do 10 i=l,n 

sy(iy)= sy(iy) + sa sx (ix) 

ix=ix + incx 
iy=iy + incy 

10 continue 

rcturn 

c Caso en que ambos incrementos son iguales a 1 

c 
c 

20 m= mod(n, 4) 



if ( m .eq. O ) gota 40 

do 30 i=l, m 

sy(i)= sy(i) + sa sx(i) 

30 continue 
if (n .lt. 4) return 

40 mpl=m+l 
do 50 i=mpl, n, 4 

sy(i) = sy(i) + sa sx(i) 

sy(i+l)= sy(i+l) + sa sx(i+l) 

sy(i+2) = sy(i+2) + sa sx(i+2) 

sy(i+3) = sy(i+3) + sa sy(i+3) 
50 continue 

return 

end 

Programa SDANDP 

Finalmente presentamos al lector un programa que utiliza las subrutinas SPBFA 
y SPBSL para resolver el sistema lineal Ax= b, cuando A es una matriz simétrica, 

de banda y definida positiva 

e 
e 
e 

Programa SBANDP para resolver un sistema de 

ecuaciones con matriz de banda definida 

positiva 

parameter (nmax=50) 
real a(nmax,nmax), b(nmax), abd(nmax,nmax) 

integer lda, n, m, k, c 
print *, 'Matrices de banda definidas positivas ' 

print *,'' 
print *. 'orden de la matriz' 

read (*,2) n 
2 format (i3) 

print *,'numero de diagonales por encima' 

print *,'de la diagonal principal ' 
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read (*,2) m 

do 5 i=l, n 
do 5j=l, n 

a(ij)=O 
5 continue 

k=m+l 
do 14 i=l, n 

do 15 j=i, k 
write(*, 7) i, j 

read (* ,6) a(ij) 

a(j,i)=a(ij) 

15 continue 

if (k .it. n) k= k+l 
14 continue 

7 format (lx, 'A( 1
1 i2, '.', i2, ')=') 

6 format (fl0.5) 
print *, 'si deseas cambiar los datos de entrada ' 

print *, 'diga cuantos, de lo contrario de c=O ' 

print *1 ' 

print *,'e=' 
read (* ,2) c 

if ( c .eq. O ) gato 35 

do 19 k=l, c 
print *, 'teclee los indices del elemento a cambiar ' 

wirte (*,24) 

24 format (lx, 'i=') 
read (* ,2) i 
write(*,26) 

26 format ( lx, 'j=') 
read(*,2) j 

write(*, 7) i, j 
read (* ,6) a(ij) 

19 continue 

35 do 120 j=l, n 
il= maxO(l, j-m) 
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e 

e 
e 
e 

e 
e 

130 
120 

do 130 i=il, j 

k=i-j+m+l 
abd(kj)= a(ij) 

continue 

continue 

LDA se utiliza para reservar memoria 

ld=50 

Factorización de Cholesky de la matriz A 

call spbfa(abd, lda, n, info) 

if (info .ne. O) gato 150 
print *,'bes el vector de termines independientes' 

do 30 i=l, n 

write(*,21) i 

read(* ,6) b(i) 
30 continue 

21 format (lx, 'b(', i2, ')=' ) 

Solución del sistema a partir de la factorización 

print * 1 
1 

call spbsl(abd, Ida, n, m, b) 

print *,'SOL U C ION ' 

print *, 1 

do 40 i=l, n 

write(*,16) b(i) 

40 continue 

16 format (5x, fl0.6) 
stop 

150 print *, 'La matriz de entrada no es definida positiva' 
stop 

end 

Ejemplo. 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones utilizando el programa SBANDP 
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( ~5 ~10 19~0 5) (X¡) 1~0 =~ (A.24) 

Nótese que la matriz del sistema (A.24) es densa pero se puede considerar 

también que es de banda con (m = 3) bandas por encima de la diagonal prin

cipal. Además esta matriz os simétrica y definida positiva. La siguiente corrida 

muestra los resultados del programa obtenidos en una microcomputadora IBM-AT. 

Corrida de prueba 

Matrices de banda definidas positivas 

Orden de la matriz 4 

numero de diagonales por encima 

de la diagonal principal 

A(l,1)=5.0 
A(l,2)=7.0 
A(l,3)=6.0 
A(l,4)=5.0 
A(2,2)=10. 
A(2,3)=8.0 
A(2,4)=7.0 
A(3,3)=10. 
A(3,4)=9.0 
A(4,4)=10. 

Si desea cambiar los datos de entrada 

diga cuantos, de lo contrario de c=O 

c=O 
bes el vector de terminas independientes 

b(l)= 23.0 
b(2)=32.0 
b(3)=33.0 
b(4)=31.0 
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Ejemplo. 

SOLUC!ON 
0.999902 

l.000060 

1.000025 

0.999985 

'Resolver el sistema de ecuaciones lineales, que nos permite calcular los coefi

cientes del spline cúbico de suavizamiento, del ejemplo de la sección 3.6 con p=O. 

Utilizando las expresiones de QT y D calculamos la matriz 6QT D2Q del sistema 

(3.4.13), que como ya sabemos es simétrica, pentadiagonal, definida positiva y de 

orden 19. La diagonal principal de esta matriz es el siguiente vector (con 4 cifras 

decimales): 

(144.0 144.0 144.0 144.0 143.9999 144.0 

144.0 144.0 144.0 143.9999 143.9999 144.0001 

144.0001 143.9999 143.9999 143.9999 144.0001 144.0001 

143.9998)' 

La primera diagonal por encima de la principal tiene todos los elementos iguales a 

-96.0 (con 4 cifras decimales) salvo los elementos 12 y 17 que valen -96.00001. En la 

segunda diagonal por encima de la principal todos los elementos valen 24.0. El lado 

derecho del sistema (3.4.13), es decir Q'y, es un vector que tiene todas las compo

nentes nulas salvo la 12, 13 y 14 que valen 20.0002, -40.0002 y 20.0 respectivamente. 

El sistema lineal 

se resolvió con el programa SDANDP en una microcomputadora IDM-AT, obtenién

dose los siguientes resultado (con cifras decimales): 
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(-0.007251 -0.024993 -0.056465 -0.104906 

-0.3844445 -0.533163 -0.715041 -0.933347 

-0.173557 -0.265656 

-1.19298 -1.839128 

-1.402176 -0.689453 -0.420197 -.213362 -0.072208)1 

Como vimos en la sección 3.4, el vector u nos permite calcular los coeficientes del 

spline cúbico de suavizamiento mediante (1.4.13), así como el valor del S(fo) a través 

de (3.4.15). 
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