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INTRODUCCtóN 

Al ml:srno -hernr::o ck eumplir con eJ reqwd·l-o que 
señala la Un1-.:ersi'dad ~!ac1tmal Aufónorrx?, de Mil<tro 
para ¡:;oc.ter asptrar al qrado d: I f ccnc;'a.·lum en 
Ma·femd.hco.s 1 concebf la (deo. jurr/o con mi mac::;fro 
el t>r. Pablo Barrera S:.inche?. 1 ck elaborar mí -fcsl:s 
con /as C?aro.Cl-ensfrms -lafc:s c;¡.;e p.'.Jc/fcro~ .:::eNlr 
de -/ex-fo ~ro. Los e::sft..idian+::s en los cor:::c.;:s de 
Alqeb,.o. /.Jnea/ ~ue ~ tm[--Yirf"t::n en /o. ·FaroNad 
ae Crenc1a:s. 

lo 
es 

leer 
au-fo con-ten rcJo '{ cu a te:¡ u rer e.s/u d ra11fe. 

'{ es-fud iar ..({:Jci'/ menie. . 

El c.urs....., de Atqebro. /...1i1cal qu::: el clr. 
Barrera rmp:irle. ha ido evolui.!font.2ndD , y e.:s1as 

110-Jo.s son el re&L/-Jado de.. este. desarrollo . 5e 

da un CCJrso de Alqc.bra /,frh<:a/ bo.::a.do en ef 
o.tc¡·ebro. ma1Y1cra I 1 ·tro . .-1-arido d:=. G!::: r un er:Foque 
d fndml'C.?o o. /a:s mafrlc..Y-:s · - cm~ mo.trJ?: opera 
:50bre orrl\ '/ la frans-I'orrno. :seg.:.'.:1 rJO:::D}-:os 
q'-"era.mos. El Alqcbrt.1 J..fr~o.I no ::ooJcrn-cn-Je es una 
bello. ma~~n'o. ~tno -lambi'Ó1 Ulif.I m:.::-h.::r(a úli'J. 

J..a;s no-las QUC -. snwcron _., ..... p....,.,,., rr:.-dac+:ir t=íti::" -fe'f..-/o 

.f-ttcron +omada.'S en /D'S f!.lfí::5DS ci~~ 11/ot:bn:t , 
/..JneoJ del mac5tro Barren..1 No hO.'/ /íbros 

I 

1 



<:}Ve aon-lenqan el maknal que e¡:p~nqo . en mi -f-c.::.ts 
1 

ci11aoaoscun~r¡{e revf-:s.:;1rlo pcr é/. 
De·sea mos cco¡x::rc.r con ella 1x1ra 1c~o/Vf'r e! 

problema que re:=l! /la c.:2 r;¡uc la mayord:J d: /o:s 

ll hrcs- de f./¡Q-/"'"""'d..r'J'u..1.~~ en ¡n QC/u ~ I · · :J \' q tn V ., ....... , '·"" .. C.;.¡(.{(/.(. éH'l [ 

del etfYanjr::.ro y ¡::.or -Jan-lo te:suU-:::n dcmas1c1do 

rnros adcmcl:s de e.que ::l-e en cucntrm1 redac-fa-
do:s en tnq/ds 1 to.11:;0111:..s p:>r las eoa/es: no son 
acce:sib/e:s o. fDd.as los e:;/udranft'$ . 

e1::a. Campv?.ano 

MeY.1to · 0.1=-. aq~fO l'tBa 



CAP IT\J LO I. 

\JE.CTORE'S 

y 
MATRICES 



\./ECTDRt=:s 

DSFLNIClóN 

J:, , ~z •..• , ~,, E IR 1 

A- /OS elementos ele lr:t1 /Os tlamo.mo::s 
\j/:!.CTCJRe'S COLIJMN{:} oe CR.P~N 

, 
t;>JMe.N:slON n o . 

Los núrnef'OS ~,, f-721 - .. , Pn ::5!311 /e;s 12.J.EME:NtOS 

ó COMPDN~1-!.Ti?.:s d:::./ 

~Jempte 

d~ ora';;;n n 
columntA- de 

oue ncs 
7' 

c:..~-•'o.rcrno-.s 

orden n / 

vcc-+or. 

un 
pensa..ndc 

'{ cu::indo 
ó p;edo.. dc.-t-ern-1tí/;Jr C.:::3/ confeKfO~ 

únlco.mr..n-f-e /o.. po./o.bro... 'VéC-lót'· 

Ye:: e-lar 
Yé.c-1-or 
..fr/o ~ 

empk:<?:-

i3. I u:::.o del 1 , ' ,~ ,. í:::.rrr,;·no c.! rn-:::n::.;;(of}' es pcr 
o.no.lcqt~ C0!1 {o.. 

n ce p:J;:.,':)'e, \'~ 

o~on1eh-tb .. - un v~c-{or ci:::. or\i..:fl 
I 

c:.01•10 w1 ~,:x1.rrfo <En e/ e;:::oo. . -
e',,... 11-o'fm.;;,-·.,•or.·•/ ~ ' } ,_,l..,,.,.. . '~J lit 

n-. y e'"r'v:;;;/o el ,--v .- tt¡' , 

:::t • .J_ 



:r.. 2. 

c:jue.darlq rep~rrlado a:sl : 

(~) 

e.scri brremos [,::: ,.¿] 
cuya. 1.-iofma componen-fe 

paro... deno-lar al vec-lor 
es ll;. . 

Los op:::n::::ic.fone:s. bó.stc o.:s -:::Y.Jn la ~rno... de 
dos vec+ores '{ la rrvU-ipllcad6ri de un Vec-lor ¡:::or 
un escalar 

DE.f-=/N/CION 

5.:oa..n [w;,.], [ri,¡J E 1~n • Lo. suMr+ 
'f Fn;. l ~ d:>..no-lado.. por (~] -:- [ 'YJ;.] / es 
[ 't;] dado por 

d2. [~¡J 
el \l::.c-1-or 

[ '6 ¡.] = [};,,: +11;.J 

w.c-kwc:s. +re.ne. lo... :51-



-Si .formo.mos e/ parafe/oqrarno cuc¡os lados 
son (~,¿1 '( [ °7)Á.] / err/-onces lo. ~ma de Cws;J y 
[·1u."J es lo. dio.qonal del pa ro..leJoqramo que 
parle del orlqen~ 

DE.FIN/CION 

~o. >-. G IR '} 

.l '{ ['F;.1 / esc.ri+o 
ciado por: 

(~¡] E IR." . E::.I ?PobUCTO de 

'A [~-;.1 / es el 'Vec-lor f 13i] 

G;eomé-!rfco.men-1-e / {e>-- op::::roc1'Ór1 o'e muh'-lplícar 
e/ vcc-tor- [~...ll _p-:Jr e/ escalar /\ cambt'o... lo.. 
lonqlfvd dz [?;.J . [XJr un -f'ad-or dz 1 /-- \ , -::.¡ A"-0, 
A. [~l -1-ic:-ne cifrccclÓn 01:::;,:;cs+o- o. lo... de ('F_¡] 

}. > 1 

:r..3 



. · 

DEP/N/CIC>N 

El \IECTOP. cEPD de 1r;in, denotado por O / ~ el 
\K!C+ot cuyas n cwmpcnefl+e.s valen cero . 

-::Y..,_qc.1.n eJ conkY...-lo en c;¡ue ~ u~ el :sfmbolo 
''O" sabremos s1 se -/rata. del escalar cero ó 
del vec+or cero . 

PF<DPIEPADi:=s 

1. [W,4] + ['Y};l::: [11;.l-+ [F;] 

2. ( [~,.'] +-[ -ri~l) .\- [\:J = [1=;]-t- ( ['YJ.il + [~,¡]) 

3. [1=.\l+ o= [~Á1 

lf.. furo.. -lodo ( 1=3.] E IR° exr::,+e un vector , d'-nerl-adc 

par - [r;:; l , -lal s¡ue 

[~,¡]+(-[~;])=o 

5. i· [~j] =. [~,¡ 1 

(p. ).,. ( !'- (F.;]) = (\u) [t=;J 

:t. l ~+ pJ [ 'e:J = >-- [~::,¡ J + P- [>=;] 



Dos 
~lo .::.i 
iquales. 

DE.FINICION 

'\/ec-1-ores de ort±n n 
OU5 a.omponen+es 

SOfl rqua/c.:s -::,/ '/ 
corres pond1'en-les ;son 

IR,.V. º [ (¡¡;, F2 • •• l>n] : 'li"1 , .o¡¡,.\ ... , Fn € IR) 
A tos elementos de IR.n* ,los /lamamos 

VJ2CTORJ:.s RE.NCS.L.ON DE ORDEN n . ~4, F21 · . ., ~n '50') 

/os EJ..E.MENTOS é CDMPONENT-¡;!5 del vec-lor ren9lón. 

Nos 

orden n 
de orden 
car .:;,u 

0!2.FINICION 

referí re..mo.s · o. un ve c+o r renq l 6n de. 
como un "renqlÓn '' ó un - renqt6n 
n 11 

/ cuando .:ell. ne~r(o especii(. 
drmen:sicfn. 

:52an [~, t=:a. · · · Fn] y ( 714 'l'l 2 .•• "Y) nJ E IR" >iE '/ 

')\ E IR.. Enfonces 

ú:A. SVMr.+ ~ [w, F.z. • · • Fn] 'i [71¡ 7').:z • •• '7nl 
~ e/ Ve.C-fOr ren;:¡f6("l ['(, 012 , .. On] I cki1o/Qcfo por 

[F'f ~.z • • • ~J + ['lt 'Yl:i. .•. 11n] 
1 

cb.do pvr : 

.I,5 



.:t..~ 

l'<• 'í:i. ... ~n]: [~t+'f'h °fu+rt)'2. ... ~+rrin] 

E/ PRODUcTb ok? '>'... '{ [F. F .z. • • . ~n J es el 

vecl-or renq Ión ( f3• (?>z • • • (3n] , denok:ido p:Dr 
>-- [ ~. 'F:a. · ·. ~n] c:/odo por 

- I 

PP.DPI E DADe..5 

~n [~. °@2 · · • ~n], ['tlf 7)2- ... 7ln], [~. \::z. ... ?;n] G IRn* 

'/ A,)J- ~ IR. Errlonces 

l. [~, 'Fa • · · ~r\ J + [71, '112 · .. 72.n 1 = ('l"lt. ·. tfln 1 
-4- [-s:, ... ~J 

2. (C~ .... ~n] + ('l1, ... 71nl) + (~, ... ~n] = 
[~, ... ~n] + ( ['Yl, · · -'Yln] + (-r;:c ... ~n 1) 

3. El ~Ión [o o . . . o] .+1ene. lo... proptedad 

dz. t;J.u=. 

[o o ... o] + r~. ~..:. .. -1511] = [¡:. f.::z. .•. ~nJ 

i+. R:lrCA. -lodo [i¡;-, 'Fa . . . ~n J E. li:2.n~ e'/..lste un 

renglón 1 dencrfado por - [~1 Fz. .. · ~n l , -f.!l/ 
'4ue 

[~, Fz ... Fn] -4-(-["F, 'F'2. ... ~n])"" [o o ... o] 



SS. t· [~, ~ ... i,;,,]= [~. '¡;;ª ... ~,J 

<o, >. (p.. [ 1:, ~2 • • • ~n 1 = ( ~fl) [e. ~2 • - • ~,, J 

+. ( h + µ.) [e, "/!-:. • • • ~" 1 = ~ [ };;-• J:2 . .. -:E,.J + 
,M ['i: • i¡:.&.. . i¡;n J 

8. ). ( [f;, 'i;:ia.. •• ~" 1 + [ 1'), '>'}z · · · 'llri l) =-
~[Y:, ~z · .. Fn l + A ( "l"/t 1(2. .. · ?'Jn J 

Al Jqu~I que para los vec-lotcs columna 1 do~ 
vec...fores renql6n son tquales ~· y s:;,/o :si .son 
lqua les componen/e a c..omponenJe. 

dado.. por 

lil [ef. ~.e.. • • • ~(\] 

.4 <{J lo. p:>demos "er como la -f.U.nción 
oue ..ft-a.nsfurma columnas e..n renqlonc.s . A- e.s+a -r 
cpero.crón /Q /la mare.mos IP.A-N~Pos1c10r.J 

-Si deno·famos o. Jos vec-fores colomno. 

:I..=I-



?Jr 

X= (i) V o.. qJ(x.J CfJ(xJ - x:t: • 
{ xit -se Jee ..... )( ~ns,..:iues-lo ,, ) 

etrlonces ~:;t es un vc=c.for renql6n . 

como :::e p.;ede ver, cp es una ..Q;nc1ón uno-uno 
'/ · sobre 1 yo.. t;JUC ~¡ 

1) c/)(Y.)= cp(q) ~ [~, ~2 ••• ~nl= ['>1-t'Yl2 ... 'Yin] 

~n = 'Y}n 

-'l y.= y 
• ·. cp 1n4edit.r0-



'2) :::eo.. ['re;. ~2. • • • 'f;;,.,l €. IRº~ I en-fonccs 

cp (i\ -(~, Fz .. · ?n] 

. cp "SObl6 • . . 

fbr /o -larrlo · r¡J .. · ~· una corres ¡::onc:Jenda btunlvc 
ca entre /Rn y IR~..,:~: éslo nos :s.iqiere lnfrcx:JrJ. 
clr /D.. ~1t:¡uienle • n(;/qcrdn : 

A /os vec..fore:s co/umno... 
por x: : 

A- los vec-fore:s renq J6n 
por x;;t. : 

/Os denotaremos 

lo:::. deno-taremos 

xit = [~ ~ . · · iZn] E. IRn~ 

De acuerdo con es+o, al renqlón [o o · ··o] 
/o llamaremo:s. o-;t . 

la .función lnverso.. 



.:t.'º 
.. 

de cp : 

= (i) qr' ( [~. 'F2 · · · ~n J) 

... , 
~ decir 

I 
cp-• ( x;t.) = x ~ 1 .. :t.. € u~n"*. 

Fbdemos 
-fran-:::J-Orma 

'\Jer ~ cp-' e.orno ,/o. -!Unctán c;¡oe 
renqlone:s. en columnas.. 

6i nos permi-1-Jmo:s amplfar el ~·'1ni+kado ckl 
-lérmino -fransponer - entendiendo por -+ranspo&.f&l 
TRJ..ITO lo.. operacrón que -frans.forma columnas en 
renqJone:::. ( cp) COMO · Jo.. que -J.ransf'ormtA renq/o -
nes en columnas ( Cf>-1} 

1 
errfúnoes p::demo~ F01-

~r en /o... -fransposrc1on cornJ lo. ..fUncidn ~ue 
-transforma co/umna::s en renq /one.s Y renq Iones 
en columncts . 

Con ~. 

//ci-k> 
-=::e.rrh'do 

usar lo. 
del -k!rmi"no -+tansp::xx:r, 
ofq u /en-le no+ac16n : 

-si ::c. E /Rn 
1 

. c.p (')(..} = -;..-;t. 
"Si ::c<t E /J2n1t, i Cf' {X-;t) = (X*-)*-

cp-' ( y....>t. } = cp-• { tfJ X ) = I' 

~ro c.p-' (Y.. i:. ) :::: (X it )";t 



.:r.. f1 

t} (x:f:) ;t :::i x -lf x <: IR.'°' (ver to. ho¡o.. 
anJerlor) 

Demo;:strac/CÍT1: 

~4+111 
X + '{ =z lP'2 t" 'Y] z 

r:n -f-?Jn 

• (X.+Y);t. ::::: r~.+'Yl• "F.e.+'112. .. • • ~n+'11n] 

= [ Ft ~2 .. • ~nl "'- [ '111 "t)2. · • · '11.n 1 

(
ex~, 

ex x. = o<.; vz. 
,.-.,/ '-
--. /:=' l1 



:r. .12. 

. · 

.' • (D<X. )"k = [o<~. o< Fz · · · o< '5"nl 
= ex [~. ~.z • ·. ~tl] 
=- o< x:it 

• 

PRODUCTO PUNTO 

DEPllJICI ON 

Sean X./'{ E 
FF<OD.JCTO ~LFI~ 

c/encrfado por 

IRº. 
de 

X·Y 

El 'PRODUCTO 

x Y '{ es 
~do pe>r 

PIJNTO Ó 
et escalar 

n 

Y-·'{ = ~•'111 + 1627')2 + · · · + Wn'Yln = LW,(Y),i_ 

NCJTA : 

al 

x= 

En /o 

'l{ec.-lor

[~..<.1 J 

OOSF-fNAR. 

vect-ores es 

PR.O PI ~f)/.D.;=.5 

-:;5t.Jcesi'/o -:::siempre e;¡()?.. 
I<. e::,-farernos pe.fl5and~ 

e iquo.I merrle ¡:::ora ei 

Á--4 

nos re-flra mo::s 
en el "1ec.-foí 

vedor Y=['YJ.i]. 

~ue 
un 

eJ produc../o pnfo de 

númenJ 1-eal 

Di~L PP..ODUCTD PU!~W 



.:r. 13 

· 2. (}\x )·Y = A (X·)') :l2 '><. • (A'/} '+Xi'/ G \gn 
1 

~f. IR 

.O. (~+ 1'2) • '{ = Y..f'{ + t..2:-y :...1- ~ 1 'f..2 ('/ ~ IR" 

L.j.. )(.' C'lt +'/2.} = y., ·'ú + 'f..· '12 :.,¡. X1Y41 '/2 ~ \Rl'l 

5. ><. • X 2 O .>fo X ~ lRº 
~ ">'- == O (.:=') X :=c. o 

.. 

1\ n 

1 . x. '/ = L W). ~_¡ = 2: ?'Ji. "F;, ~ '{ · X • 
, .. , 1\ .\"'• f\ " 

2. p.~q · '/ = ¿ i ~~,,:) ryz;, = °2: ~ (~¡I}¡) == A Í: ~'YJ; 
¡ .. , Á.•1 A'CI 

" 
- ~ W;.(1-."t/;} 

~"'' 

" n 

e~ + )!2 l . y = ¿ ( fit + f..i:.'i'.} rf),L = ~ n~-L(/)~ + Fi-i.1)i.) 
"""'' ~Id\ ~ n 

:= ¿ ·¡.::,{.~ "li.. .¡- )~ f".tz. 'Y/,i. 
~t.:I i=t 



:I.. \lf-

t+. 'X.· ( '( 1 -4 '{2) ::: ( '/ 1 + 'h) · X (por JJ 
(Po' a) 
(por ·1J 

Corno 

~ e,2 + 

= lY1·Y..} ~ (~2.')() 

es X.·'/1 ~ '/.. · '/2 

..<.-11 2 1 • .. , n 

e; ...... + ~: ~o 
n 

)(. = o ~ ><.. )C. = L: (01 2 =o 
l=• 

n 

~·'!.=-o ~ 2: ~2 
f::.1 

=0 

~ f;,l = o l= -t,21 ... ,n 

=") )<.""'o 
e 

e.JE11Pl..OS 

• 

j. SI X=(~), '/~e) "'1 X·'/ ~ l(t) +(0)(1) - l 



.1.f 5 

Observar ~ue , como se puece ver en el e(anplo 2 

X·y =O ,,P, X=O 
, 

o y:::: o 

DEF/NICION 

Sea x E /Rn . De-fintmos la NDP.MA t=UCLIDEANR 

ó LONGITUD ce X. 1 denofada. par IJ X U 
1 

(!OITJO 

Pi<OP/EDAD~S 

1) /ll><X 11 = lo<I· l/X.U 

2 
11 C><. X 11 :::: 

n 

¿ (!X~;a_ )2. 
¡,,,, 



.I..l(o 

Demostración : 

l'I 

= l\'1-112 + 11'11\~ - 2 ¿ ~;Y\). 
4...,, 

Dcmos.1ro.c16n : 

Fbt eJ re.su h'o.cio (2 J 

manera.. an.d /o:¡a. se p1c.o'e ver t;?JC 



• 

t:E'FINICION 

Decimos 

or-loqo1>al '/ escribfmo.s 
( 

x..J..y. 

'!Sqponc¡amos ahora. ~ue -/enemas cbs '/ec-/Otes 
no nulos x,y E /Rn -/aJe$ que x no es un 
rnó /h"plo de y , y y m es un mó/11plo de x . 

¿j)'-c<X) 
r 

O{)(. 

d Fbdem:i.s enc.ontrar siemp1e un ve:c-/Cr qiK sea 
or+a::¡ona.I a x. ? 

Vercmas que p::x:tonos encontrar ex E IP- +al 
que ( '{ - e><x.) -L x. 



.I..\B 

RE.SULIADO 

Sean x,y E IR.n 
1 

Xi'J =J=. o no co/fnea/'l!":S. en-lances : 

es oHoqonal a X 

f y - C>< X ) .L X ~=-) X. • ( '/ - IXX.) = 0 

~) X·'{+ ""·(-C><X}=O 

<:='> X· 'I - rx ('J.·~) ==O 

e>< = '1..· '{ 
/~ es paslb/e 

X·X '{O. que X-to) 

ex= ~·'{ 

lli-1/2. 

REStJLTAC:O : D:=.:516,UALDAD ~ SC.fh .. VARra 

-5ean X,'/ E 11<.n En-!-on e e:s. 

IX· y J -s /1 Y-11 I/ '{ 11 . 

Dcmostracidn : 

/X·'//= l/K/J l/'{/J =O. 



"Sl! ¡:::o nqa m os X :f·O '/ óeQ 

::::. (y,. Y..) ( '1·)'_}__:_Jy..'j)2. 
X·')l. 

-=-) e !f. (x.·xH'/·'1)- (~·1'12.. 
~ (X·'/)2 '.'.f. ('kX)('{·'f) = \IY-.11?- l\'[1\2 

=) \X·'/I .r.;. 111'11 11'!11 n 

Corno 

>, - ¡r· n ,,y (: ;<-

to.. dc~;1guo.ldo.d de 
irrirociuu( el ::1rqc.acnie <l.onccpfo 

l!t-11 /h' /1 

.I.,¡q 



I..'2.0 

l. 

MATRICES 

rY.=.F/1../IC/ON 

Tenemos -h-es -fotmas d i-fererrles 'I eCf¡ui..;a Jenft!s 
c:1e definir una ma-fri;t . 

f. Con\Jencionalmerrle de+tnlmos. <Jna MATf21~ m x n 
-so BR E. IP. como un a rreqlo rc.c-lanc¡u lar de. rnn 
ntl ffiC ró'S : 0<'11 1 (!{¡2. 1 • · ·, r.<1n, p(').J 1 P.21.1 • • •1 ~<Vl 1 • • • I ,p(m 11 J:'!m2. 1 · ••1 t<r;1n I 

9,L>e con&i-o.. dz m rcnqlones y n columnas. 
Los n~:w::.·10:::. m.1e. -rorman e/ m·req/o -:.:;,e llaman ., 
ELEt-·; f::l-.!TOS d~ [:A m~1rt~ . 

Den'.)·:an::no'!5. 
'IJ-scu. Jo.s . 

a /o.s rn::duces con tetras rna-

... 5, A c.::.s un.?. rno.-hf;1; m Y. n , A es de /a 
-l'ormc:A 

y 

·z-c:.~- ir.; o 



t:>Er-lNl ClóN 

~l'Y'JJ"lo:;;> :s -/Ormas dikrenks c.( ~u/IJQ/etffe.s 
de. deÍinlY Uf",a n afr)x. , 

t. convendonalme E\ de.{:lnlmos una MAIRIZ m x.n 
~ºBRe 1R. co~ un arreq/o >-ec-lanqu/ar ck e
femeníos de IR. ~ue co~fa. de m renq/oncs y 
n column:A.:s. /...!::>~ ~~m:::ros q.ve ...{{,rman el atre_ 
qlo ;:;,e traman /o-:s P-t.e/'11:.':NTOS de lo. mo.
-l~ri"i!. • 

Penofcwcm::•s o.. 
maut.f.;sct.t /r;.;;s • .. 

/o.s. rn ·-trf cc::s. con /e/tas 

... -:Si 
-form2 .. : 

A= 

ex;,, • • • t..•.·i1 ·1 
e;~~ . , , C;?-() ' 

º·\: ¡::?. c:, ·ri r) J 

.r.2.1 

11 



.:r.. Q.'2. 

2. 

º· 

.E:s.cri blmos 

fbdemos. ck-f.infr- ~ la mafr/'2;. A 
conjtJrrlo ordenado de n vec-tores. 
orden rn: 

A = [a, 1 Cl2 1 • · · 1 a n J 
donde 

como un 
columna. de 

G,cnero./men-le u·fílii"'.art;·móS el lndíce J para 
referimos o. lo.:s cofumn:1-s d~ A· 

Tbrnbi:!n 
co/ecci6n 
o:-a':n 11 ~ 

donde 

peder.;~ 

ot11.cnado.. 



tt;t. = [ CXu 0<12 •• , O<'inl 
r :! = [ 0<2.1 c><22 • • • 0<2n1 . . 

G¡:neralmen-le 
refel'"/mos a /Cl'S 

vl-i ll?:aremas el Indice ).. 

Al con_JVnto de 
deno-la remos por 

renq/ones de A. 

-/odas las mo.1-rlces 
M(m,f>) 

mxn lo 

Ce acuerdo con /a d~fi'nrcr6n de ma-1-rl;c. f:ILJe 
dlmC1:51 Poden1~s ver- a una mo.-l·rl7.. como una cole~ 

c1ón ordenada de ! 

l. Elem~rrlos 

í:® ® ® '.§¡] @@@@ 
_©@@® 

2. Columno.s 

B888J L ::- :: ~~. ~J 

. 3. Ren? /one:-s 
' 

.:I.23 



:r..'24-

Es cJec,iY 1 -/enemos .-frcs -formas c/f-:::srirrfa:s de 
+ro.t:o.jar con uno. malri;r. ·- ~oqeremo::s lo. repre
:sen+acidn que n1ds nos C!on'lenc¿a -:::::eqún /o. o¡:x:_ 
J'Qci6n u operaci'one.s c;i efec+uar :::061e ~C\ mafri~ 

N OT Pr P. ~ve dos ma.Jt-rces m x n ~n rc¡uales ;-:;.:,· 
'{ SO/O .::!>I ::::.U5 elemen-lo.s correspondienk::s -;-::;,en i-
quale:s. 

D-E.FINICION 

Una ma+ri~ /'+ rn"l{n es CUADRAPA ::;:;1' m=n. 
E:n ~ a::ASO a'2c.imos ~ue A es de OP.,Dr.;:N 
(). 

Dzno-1-atemos al conjun-lo a'e -l-odo:s /o.s ma;'i·fce:s 
cüadro..do.s o'e oi-ocn n ~ r 1'1 n . 

DF.F-INICION 

Cua tquier 

iqoal a cero 
rno-{'ri'9:: cuv,os 

-:.se /la rnard. 

a~o+ard. par el 

e te m c-:;n-!·os .:s'.'.:'.Q n -{-oc(~ 

rnn--.t.:·f ;x.. cERC> , y ~"e 

e> . 



/..a=:. opercidon::s J::xl:stca.s son Ja ~ma de do:s rng 
-lrlces y /a muHiplicacidn de una mafri~ ¡:x>r on esca/ar: 

~INIC/ON 

~ A,a E M(m,n). J..o. 5VMA de A c.¡ B ~ . 
lo. ma-lt'i~ e =- [ ~ii l , cieno-lada por A + 8 y 
dado. por 

OB~e1<vt.C/ONt=;S 

l. Rx:Jr/a.mos lio.ber de.fin Ido A-t· 8 p-0r columnas , 
o renqtone:s . 

Vo.. q.!.le. :::>I en-!on:=es. 

Cj~ e:jJ ~ : 



l.b. 

Fbdrfamas haber definido 

t¡f: + -s¡k 
'2* + S:at 

A+:e.=. .• 

r~ ~ s,.,f 

2. J...a -e.uma de dos mafrtce:s ~lamen-le e:::s-ld 
ctefintda cuando /as dtme.ns1one.s de. am/::a.:s 
-son tqua/es - es dedr, cuando +1enen el 
ml':::.rno nclme10 de renqlones e¡ <JD!umna-:s. 

t:>Et=l 1" I e ION 

'Seo.. AEM(m,n) l/ )\E/R 
A l/ A, denotado por }.. · A- ó 
mr..n dacio. par 

. El produdo de 
/\A / es la mafN¡e 

Nofar f¡Ue 

ler.s mt~:>:s 

;:;.i )\+o 1 errlonces 

e/emenio:s no nu/o;:s • 
A l{ 'AA -/.sene n 



R:x:lr/amos }lo.J:::er definido 
ó por- renqlones : 

A A par columnas 

>.A= [~a( 1 )\a21 · · · f l-anl 

.. 'Sean A, B, e E M (rn,n) l/ 'A,p.. ~ IR E.n-fonce:s 

t. A+B = B+A 

2. (A+ B~ +e= A+ (BTc) 

3. A+o =A 

LI-. Rlra. focfo. A E M (rn1n) 
deno-íado. p:>r -A -fa I 

A+ (-A)= o 

5. l. A= A. 



1..2$ 

<1. ~ (,u Al = ( ~ µ ) A 

:t · (~+-p) A .. 'AA+ fAA 

e. ~(A+B)= ~A+AB 

-::::>l A e& on~ mafrl'j!: 
e::. c:Je la -forffi?.. 

A= . . 

<¿ve es. e>'..acto..rrY....rrle /~ e:s-truc-luro... d!!. Jes 
mrembro:s ck tRl' . 

No <;ils+.:r¡q:.,tirenY-1S errl·re un::c. mafrf;z: 
'4 E f4(n,~) y un '\/-<:.d~ et € t;:t..n • 



-:;:.¡ A e::. lJno. ma-1-ri~ IX n 1 -enfonce:s A es c:::k. 
la ~ano.. 

A = ( o<11 0i'12. • • · O<i n] 

'/ podemo:s ver o. A- corno un miembro de 
/Rn~ 

No dl~h'nqu..lr'emcs en+re uno.. rnr.J,-/rl'9: 
A-E M ( 1,n) y un renqlón a;;t E 1p.r·i•. 

A- e5 U/10.. rno.-1-rJ;c. IX f enfonces 

01'11 E IR 

e.r..('8/e c.mo. corrc:::::pona',-;;no.O.. btunl'!OCO- entre IR. 
'/ fas mo:t11ccs l x I . Ab..f:..-:ó.Jt7dó de b!o , cuando 
:sea cwnvcnie::nfe mo.ne¡::iremcs c:t. los e5calare.:s 
como mo:trrce.:s I x I . 

Si' A E M {rn 1n) A mxn. 

.I.'2'} 



.L.~o 

PRODIJCTDS 

PROPIJCTO OS. tJN ~ENS,ON 'POR UN '/ECTOR 

SUFO~amos qve -lenema:s 
línea/ : 

/Q ::;,tquJenle ecuaath . 

°"'i ';i4 + ()(2.. ~2.-+ ... -4- o<'r) ~n = f-> ·: . . . ( *). r .. . ,_ .. 

··~Y·~~d!;~µj~; , 
a) J..c,:;, coef,.derrles c:Je la~ Jncógni-la:s 

<X.e ,o<a. 1 • • • / ~I) 

b) )..D.~ fncóqni-fo,;:, : ~,, 'Fi2 1 •• -1 ~ri 

e) /::1 ualot (3 

FO demos 
arn't:o.. : 

a) /...o.. ma+Yi7e I x. n de coe+tcienle::s 

r;t == [ D<1 o.'2 • • • CX'n] , eon r: (!) 
b) El ve.c-+or cuycJ.s 

tnc.oqni-k:cs 
componen-les -:::;on (a.:s 



X - (t) 
e) E/ vec-foy I XI cuya componen-le e5 (3 

b= { (3) 

Ob:;;crvamos qoe la ecuacfdn 
rno.. de escribir 

i'"X = b 

donde es e/ produc-/o p.; nfo de r y X • 

E.~ 

de un 

0-Et=Jl-..!IC/Of..J 

nos "::;';(Jqfere 

renql6t1 r=or 
cte-r-íntr IC\ mu H-ip/tcaci6n 

un vccior c:.omD :;:;Jque 

~ ¡--.t: E IRº~ y X-E lR.n . F-n-fonces 
el producto d2 rx '/ X / eser/lo ytx. 1 es 

e./ vcc-ior b E tR. 1 dado par 

yf:. X = :b = Y · X 
IY.1' l\\!I (~ 1 

.I.3/ 



..L.'?>2 

'X. = 

PRO PI t:OAt:>:J:l:S 

t:::>e. los proptedades del prcduclo purrió 
:::!>lqoe "4ve : · ." .: .. . · · 
.<~ · · ·> : .. ·-. , <'~~~~~;"~'.,,. . ,. , . :.· \r~~:: ·~, i :\· ~. -- · · ;, 

:.~·,·*¡~;~»~~rP· ·'r*' x = x~>.:ifJ~;.· ·· 'f r, 1- ¿ '1~~~~f::i{1b:~t;~t~ii~t1it 

:J.. {)-..x*-)'{ = (}\x)ty::::. >.. (1-*'l') = x:t()'..y) ~>.~1P., 

3. 

4. 

(~, +'k.) x '/ = X.¡i:. 'I + 'l-2* '{ 

x-.t ('/c+'/2) = '!-.*-'14 + x*'/2 

FJ. ~ ~ X _¿O liJ- X E IRº / 
x*x-= o ~'> x=o 

PRODUCTO PE. UNA- MATRl2:. POR UN V-EC..IOR 

Y.,'/ € 11<"' 

Ahom, ::;upónqamas ~ue -lenen1os un -:::,1::;,-Jemet 



I..33 

de m ecuac1'ones. lfneales 

O(,.~. + 0(¡2 ~2. .f •.. + D<1n ~n = P->t 
0(21~. + D<22 ~2. + ... -+ C<:zn ~n = (32. 

.. '(~*} 

O(mt~4 -J- o<m2 ~+ · ·· + C><rnn e;n= ~ 

Al iquat <4úe en el caso atrk:n'of', podemos. d /':§: 

. -J.tnquh' en-fre 

et) /..os coetidenfe::5 o<·· ..<..J 1.=;.s rn 1-:-j<E-() 

b) J...o.s rnc.óqnf-fas. ~j l ~ j~ (\ 

e) /-Os valores (3,¿ ~~~ m 

"{ /OS podem~ oqrupar en 3 es+ruc+uras 

Q} /.-o.. ma-1-rf;c Arnxn de coe+rcienk:..:s 

b) -t=:I · vccfor tncéqni-/a;;:;, 



.:t.'.24 

X =(ti 
e) .EJ ~ec-lor bmx.1 de va lores 

b= (ti 
. ·: 'í~~i(é:~ "' 

q'>Oerem~ ~presar el :::J:::s#ema d? ecuadone:s. 
(.~ *'> como una mul+ipltroción Ax:::. b " paro.. 
/o cual hemos de de-Fi'nlr el produc-lo de una. 
nx:H-ri:;:c. ¡::or un vec+or de una. manera.. que 
~ el produc.-1-o de un renqlón J=Or un 
veék>r. 

O"B::::>ER \/AR- <;'4\Je 
~ el número de 
coe.+i'cienfe:s e:. lqual 

en -fodo sl:::':Tlemt:A de e::uaclo -
columnas de /0- ma-/ri=;é. de 
al número <:R. incóqnHas. 

Hab11arnas vr::::.to an-feriormen-te c;;¡ue una ma+rl9:. 
p.;ede -tener la:s repre-:scrrl-adon-.cs 

A= 

r¡t 
~t 

\ 



donde 
[

O(lj 

O<~j . 
Ol'rnj 

ce acuerdo 
d~ -lbrmas 

con fufo 1 p:xiem:::>::s yee;:::,cribir de 

1) 

al ~ma (**) 

r,.tx = ~· 
ra!- "f.. ,,;. (3:z 

(

\"'4"t X ~ ({>t ) r2 tx _ ~ 

y~tx - ~m 

d 

R:Jr e:_iemplo , el -:.>!::s+em o... 

~ + F.z + F-2> = 
z -¡::f f.:::z... - ~º = o 

[
[ 1 i 1] xl -- r l J 
[2 -1 -íJx Lª 

.I..35 

• 



2.) 

(
O<í1 ) (O<íz j ( O!'ín J ( f31 J o.-á 1 0<'22. Oú n (3-.z 
: W • + : ~.e -+ · · · + :. == ; 

o<ma ()(rn2 c<rnn F!>rn 

FOY , qemp/o '· ;:,; -lenemo::s 
. l . . ~ 'f.· ' ' . 

,·_;;. 

~ nos suqrere c::;k,.{:fnir lo. róllil-fl'p/fcacidn 
de una ma-1-r/;i: ¡:or un vec-lor : 

PEFI 1'JICION 4. 

~ A E M(m,n} y X E /Rf"l. E.n-kJnces 
to. mu H-lpllcac1'dn de A y x, denérlacio... Ax1 es 
el \lec.--for b E ¡p_m do.do pvr 



ctonde r). t ~ [ o(}.t o(_a • • • o<'bl J 
es el -t-ésJrno renql6n de A . 

1. 

t::121=1NtCION 2. 

Seo. A E M cm,n) , X G IR.n l. en-lo~ Ax 
es eJ 'l/ec.-lor tn XI daob por 

aj~ /~j .\ 
\ c<mJ ) 

l~j~ n es Jo.. 

J-d>$f~ colu.mnQ.. de A . 

C:."'S+a.~ dos dcl'-t111cton-:::s. -:::on '4u1va é~ J ye?.. 
or.Je. 
'"( 



..:I.SB 

0<'11 ~. -1- o<12 ~2 + · · · + o<,n ~n 
0\'21 ~ • .J.. o<u '¿;.z. .+ · · · -J. <X:z.n 1i='n 

DB=>E.~V ACloN 

'' ·.· ,, 

•; • .;, •,:;::y;<¿~~~C':"i~~~~'.j*;;¡i:r::: 
,,_'· '\'t~'1"t.;;-:'!f~l",»t~ ... · ;:::hi. 

O<in ~n · 

+ O(~ ~I\ 

<Xmn 1G'n 

No hay n1nqunD re::,-1-rlccrdn :sobre m (=número 

I 



.:r.. cq 

de tenqlones cJe A}, p:!IO e:s ~rto c;¡ue la di-
mensión de./ vec-lor x tf el nt5mero ce columnas 
de A ( n) ;::ean 1qua1es paro.- q.~ /os prodvclcs 
Y,¿.t x es-len bien de+i n Idos . 

Ah:>ft;l. I d nos .-/1¡0.mos en r;¡ue al mu Hl'pltcar 
una rra+r1~ mxn par un vec-Jor nx4 oblenemos · 
un vec-lor mx-1 1 esfo no:s ¡::::ermi-le ver o. lo. 
mu l+ip /f cación por Amxn como una .functdn 

<;¡~ a. cada )( € ¡¡;<_n fe asocia. uro... bE /{;¿rn: • 

FOr e:¡ernplo 1 ~¡ 

A = [ ~ n , q X = [ ~ 1 erriorces 

Ax - (!)( ~) + {ol ~) = ( ~ J 



PROPIEDADi:S 

2. A (}..x) = ~ (Ax) 
·;;-·:-.. ,t~1;.~wr{·\::_:>~·. 

o. CA+B) X= Ax+ BX 

Dem~cidn: 

Yi (Xd"';z.) 

A('>!.,+~}= t-2* (>'-1+~2) 

tm~ (~+ )(2.) 

2. Y(t; (Ax) 

A(~K)= '2"'= (Ax) 

Yrrf. ()..X) 

l
y¡;t:l<-, + r4t '1-.2.1 

= ~t~, -!-- r~*Y..2 

rmt:'(,., + rrrf: ta 



~~ l ':51 e-. s.zt: 
enlonce:s 

s~t: 
C r4 -i:. + -:::.a*) >'- ( t,+x ~ s,+x) 

(A+B)X = (t2 t + "5.z*lx 
::t 

r2*x -1- s2*x 
' . 

Crrnk +- -sm:A:)x rrnkx +- Sm;{-X . 

t,*x) e~ ) - ra.~~ + s.z~x =- Ax+ Bx . . . . • rJx. -sm*x 

OB:sE.RVACION IMPDRTANT.E 

e! (j):Jé rná~ podemo:s dedr a cerra.. de b= Ax? 

-P;¡o.mos en 

veren10S c;;¡.ue 
lo..s colu.mnas 

b e::. 

de A 

\\ (1) 1 

una c.ornb1'nac(Ótl " oe 

b= AX SI " S0./-0 -:5( b .~ uno.. COM6tl.JACION 
IT\\:I m)J) l"l'l'.I 

b,[E. t..A.:S COl~UVi/.JA:::::> Dr=. A 

c•l Este -/tpo c0 ,_, cornbifl?.Cfoni:-::." -:::.:! /fori;an CC>"lílltr,-.1.t:.lr-r,e.s /t't'lf:o./e:s. 
cn e/ ele¡. co..p/f<.t/D {1¡-f¡-oo't1dr-r.:mos kirmc;.Jménk d lOr,ccpio.1 
'I ono.fl-x:arem~ ~:Js propiedo.o':::s. 



Uno de /o:s 

a1qebra J.Jneal 
p-equnto.. 

pro b/erJXlS 
es poder 

máS rmporlarrles c::k:!I 

e cudndo es bmx1 
de a,,aa,··~ an E /R..m? 

con-/e"S-lar la .::stqulen-le 

una combtnaclÓí> 

lo.. p:>ciemos 

~1':;/-e';: 

que 

fmportancia.. 
lo. 
una. 

ce Off-' r la. 
/nkrprefaclón 

mafrlz ¡:or 
-:obre /o. 

de e~nder bien 
mu l+ipl tcaclcn de 

un vec-lor· 

MUL"TIPL.ICAC/ON O:. UN RENGLON l=OR UNA MATRli! 

~I corno de:H'nimo:s el 
a.roro. queremos de+rnir el 
renglón por unC\ mo.-lriz 

produc+o 
ptrx:!udo 

A rnm ~nx4 = bmx 1 

de un 



DS.F/NICION i. 

::5::'a. A G M (m,n, V 
proc:Jucto de y J:. pó( A 
el t-enq Ión I x n dad o 

'/*--E /Rm*. 

1 dzno-fado 
par 

Ehtonce:s e I 
por y t.A 1 e.:s 

donde es lo. j-é~frna columna. 
ck A. f¿j~n 

t::lJ: .. "t=/NlCIGN 2. 

~-=O- A E (<I (rn,n) ' V¡(; E ¡p.rn*. en-lonce:s yt A 
es el i-crv:..7 ldn de /í?rl~ da.do ¡:::or 

donde. • .r- r_O( O(' ,...,, l i¿"· = ~ i4 •"l.Z • • • v•i(\ 

o'~ A. 

~?.:-::.-fa:s c~'cr~s dc:f.i'nlc.fon-.:s ~<50lr equJ¿.'.';f/en-t-ss 1 

Oú2. 01' ..... 



err./once.s 

d,~ = '1)4 [ix,,o<•2:~· ~m] -l-'Y}2 [Di'2t O(~·:.-O(zn]+···.f· 
' ·· · · · ··" l ,. . 11rn[o<m4 oi'IYlz. .. · cxmaj 

m 11"1 ! m . 

. ,"t,;>~•'; , ""' l L'l'l¡ o<.\• . ?:. 'Y),¿ o<.<2. " • 2:: '>1~ CX'An J ;A_ . 
•.'.;\~1'-¡¡ij"~f'\' :... • - , ... , ,l:•l J... . .( .. , "'""" ::l't " · iA~~rt-~:;:"~*).t;';;3~*~;::.~. ' ·;~(· - . -1.·,·1ti~·: · 

.= [~~a, '11:Cf2 )'*'an] = df 
. ~:! ~~~ 

OBSERVACION 

No ha'{ ntnquna re:s+t-lcclái :::sobre n {:::. ncJmelO 
de columras. de A) / -¡::et0 es necesarfo c;¡ue la 
dtmen:sfdll del renq Ión y;t '{ m {=- numero de 
renq/ones de A-) :5ean tguales, ¡:::ara. qve los 
prcduc-1-o::s yt:.oj es-len cJe-Fln1do:s. 

f?x;Jemc:s ver /CL muHlpltcaddn ck Y'=1r.m 
p::Jr Amicn corno una -fUndón qJe ac-1-úa.. 
-s:>bre y't:. / y que. /e o.:::oclo. un dk E ¡grr"· 

Amxn : Je<.m"" ____,,.. IR/'.,. 



L 

2. 

3. 

fby ejemplo J oi 

A= [; !] yt. = l • o -i] 

y*-A = (l) [1 2] + (o)[o 1] + (-1)[ 1 o] 
:::; [1 2] + [-1 o J 
='- [o 2..] 

. . . 

-· \'1i::.t. J. - t'•' a '{/:.A 

I.L/-5 

-"J- \./ -E. lf.:(rn . ) I 
11· ··11" n A (; IR.. ("i.; •• J • 

. '· l /\ ' ~ ) I ,_ A 1 1 .l. ..., 
'/ '~ l ¡·,-¡·L.; '"" \ /v ·y -,· '¡ '" I:> J./. \/. ,.- I"'' rn \ l ·~ ,..... J 



Demostración : 

4. Í'/t+''2)t Ao. [Nc...,'ia)ta4 ('11+·-fa)taa. ··· l'11+Y2t*o;) 

2. 

- [ ~¡ta,+"12*a~ 1 'l."*a24)'2ta2. · ··'11ton+'kklo] 

""" [~(a, 'l¡t.a:J. ... '/4*an] -4- ['ia,ta1 l'a*a.i ... ta~n] 

« 

(~y}* A =r l>''l:t) A 

"" ( (>-, '{ "t) a e 

-. . . 

<¡¡;.~,¡~:!;¡-;.:,.; :~ ~;*j·~·:í ·~ ,~~ º~';l 
. . . c ·~v.tfo~~-S-'.,\"r.'.·<.' 

o, ~'t CA+B) = [ 'lt (a,+bd "Jt (Oi.+b.2.) ... yt (an+bn}] 

=[ita¡+ '{*-b, '1fva2+...¡:k~ . · · 'l"'a()+'Jf..bil . 

.,,. ["JJco.• 'lt;a2 ... 'f7'=o.nl +-[ "i~bt --tt.bz. ·-· 'tt~] 

= ~-kA + 'fkB 
11 



08s;::R\IACION /V/PORTANTE 

fbr d~-f.rn1c1'ón 

dt. = yt:. A 'SI y 50/.0 :SI d*-° -SS UNll 

COMBJN/tCION CI) C>S. J..OS P.E-N6LDN1:5 Ce A-. 

nos plan-ka.n->o:s el problt::mo. : 

una combtnaet'&> de 

En-lonr..:es unQ -l'orn1c:>.. e~~ lua len-le c:k. 
rocemos c:so-.. r;¡re:::u n-loi ::::cr10.: 

-!al oue 
-f 

donde A= 

cu.dndo 

Q . 

,::.~,f-¿_ pi·cbh:rna t::S c::nó loqo c.d problema. que n75 
p.'an-i~J1ios '.;;.0f.Jre. ¿,~-;is U)[Llr,1no::s de. A • 

.. 



I..i.¡.e 

fttULTIPl-ICACION oi= MATf:?lC¡::::5 

'Supanqo.mo:s que -/enemas d~ rna-lrtces 
Am11:n 1 8n'1.k . 

d Cómo de.finlmo:s el producto 
q.oe ~ /os prcx:Judo-:s que 
atrleriormenle ? 

Ae de moc1o 
hemo::s de-frnldo 

1.o.. muH-lplicacidn de uno. rnc~-lr17! rvr un vec-lor 

n~ /leoodo.... o. dellnir 



/...a 
ma+ri~ 

o 

mul-+ipllcac1'dn de. LJfl renqldn 
no:s conduce o. de.f/'h/r 

A-i::. = 

-lamb1én 

Yt;t: B 
ri=B . 

' . 

¡::odrla mos de.tlnir 
Q e/emerrlo 

'<'tt br r,*~ ... r/-b~ 

AB= r'l*- bi ~2-t b2 ... r2 t bk . 

veremos 
de es-la:::. 

rmí-=b~ Ymf=b2. 

q.ue p:lderno:s 
o -forrno.s ; vo.. 

\• ...J. ~:;:i, 
•\'· D 

Ym* b¡~ 

definir 
c;¡ue 

\'¡?':.bz 

t?.1=b;; 

A.a 

.. , 

r2t B 

por vna 

AS e temen/o 

'r,1:. bl<. l 
1·,/~ b1<.. 

l'°n-/:bKJ 



I..60 

Te.nemos Ja~ ~ aefrntctones del prod!JGlo de 
d~ mcttt1te.s 

PSPllJIC« oN 

el 
es 

~. 

2. 

º· 

::eo., A e M {m,n) · ee M(n,1<.) • , 
produc-lo ce A: "I . e, denC!fado 

Jo.. ma-lrl~. e =- [~.,:fJ e M (1Y1 1 kJ 

t4f:b4 'r•*~ . , . t¡I::. bk 
A-'B= r2i= b• 'r2"t b2 ... t°2* bK 

: • . . 
'°'rn* bt r ..... ¡k b.z. ... rrni;br<.. 

es de.cJr ~tj :::: 'r¡*bj ¡.c. . L -A-nl, 

C.emo a~bo;mas c:k ver 
lo. m~ma mo.-+rl~ ~ 

. .. . _:. 8, 
"- ·' 

.~(,~J:• ,:e 

l·~"J° ~ k. 



1. cada co/tJmlllL de AB 
de una ma+ri;a 'I una 

e~ el produc-lo 
columna 

I.51 

CC>/umno.... J-é".!::üno.. dz AB == A· ( j-é~rma rolvmna. 
de 8) 

2. cado 1€nqlón de .48 es e/ prcduc-lo de un 
renqló11 '/ unai. mafrf~ : 

i-és1·rno renqlón de AE> == {t-é=:;;trno renqlón de A-J • B 

o, cada en-hado.. dz AB es el p;oduc-1-o dz un 
re.nqJ6n y unrA columna : 

i. 

3. 

.. 



Faro.. que AB ~ de+tnrdo ncce:.1-famos '=JUe 
d número cJe columnas de A ::::ea.. 1qual al nómero 
de r€nqlones de 6 . 

!2. A (B+C) :::r AB+Ac 
(B+clt::> = "BD +CD 

:O. AB =I= 8A en qt::nen::l I : 

J.o. conrnu+o.1-t" i'da el p;ede 
to~nc'S 

-=>i A ee. rn Xfl '{ e e::. 

en-lonce:s A-13 e-::dd d.-c-Íl'nfdo 

ae.frnrdo '. .4B =F BA 

-fallar por varia:s 

!1~K, con f.<=Fm, 
¡;ero 6A- ro e.5td 

Sf A es m 'f..n ...¡ 6 es n 'f.. rr) c;e.1 m.:fll 

en-/.once.:::. -lanfo A-FO c.omo E>A e:Jf-dn/ dó?ií11'cl~ 
1 

pero no pJeden :::er 1qual~ yo.. qx AB t:S 

m "'m '/ 0A c=s nxn, n+m 

ces 

-fon+o 
A-5 y 

A c.on10 6 ;Sein n r..n 
1 

en-/.on-

BA :!:Dn d2 01d::::.n 111 p:::ro aón 



en esfe. ce1so /~ conmu-ía-ft\Ji'dad p;et::Je +aliar, como en 
€/ -slq. e¡emplo 

[ f D J [º 1] [º 1] [O -1] [º 1 J [ t O] e - 1 1 o = -1 o + 1 o = 1 o o -1 i 

Nos. podrk1mos prequn+ar par~ t;¡ué nos srrve ho..-
ber deh'nrdo el producto de dos maftl'ces . Un~ 
.formA Frvc11'fero... de c.on:::Jderar /a mulfiplicact'ór¡ de. mq 
-frie.es es viendo ()l.. una. de las matrlces cr,omo 
uno. -H.inctén que opero. ~bre. lo o-lro.. rnafrí-:i:. : 

1. 

yo. \llrno:s q.ue Abj - fo.. j-é~rm~ 
comb1'nacidn de 

columno.. 
lo.s cotvm ~ de A· B - es uf>Q 

no.::s d-e. A 

1=-s. d¿c.f r 
I 

f31 I-! ACI Of\....I í:::S 

Foo',;;.'r< 10-3. 

sobre A 

LAS COLIJ/..fi/JP.S D;.s /.B :;:.::i:>N CD/1-

Da 1-A·'S CDLUM/.!P.:S 

¡:.r:..n;;,.a r en c;;p.)e.. 5 
y -/-rc;,T;;.,{,:··ml uncSo .::;us 

t>:=. A. 

C:::·:-.:;-{ O rJ:::.:ran:::Jo 
c·olurnnrA:S t 

M ( m, n ) ---'¡,· M ( n1 11"-..) 

A1-n::n 



A veces necesi'faremo.::s rea.11-i::ar atc¡una::s 
operaclones .:::obre /as columnas de A 1 ó ~-
temo:!. -fran:s-A::Jrrnar o.. A en otro. (nO;frf?l:. <3'1il 

/a ciJ~~iYi: ... ,.~ m&:s -R:lcil -lro..bo.¡·ar ¡/f.;~·:; . .'!?.. 
podremo~ . toqrar esc.oCflendo la. ma-frl~ 13 r1m 
cideCLJada.. t./ mú /.1-fplfcando ( pcsmu f+iplica ndo ) por B . 

lb. 

"ª 

~IJ2remos 

dz.cJr1 Si 

uno y 

-seo.. A= [o. t ···Jan] 
mm 

Ab4 "" ~a~ + (o)(az,) + · -· + O·On 

Ab:2=- o.a,.-+ ~·Ch.~ - . ·+o-ara . 
A bn = o· a~ + O· a-z. -'- - · · -4- J\nan 

/:fe-= [ctdod ~ 1 ... lan] 
1 

cam.brar (o::s 

e o-/:::mce:s 



-e. = 

2. Te11ern os 

e i e ... o 
f o o ... o 

o o 1 • .. o 

o o o . . . i 

Ab1 = e·ª• -t •·q2+ O·Q~+ ... + o· al'l 
A~=- ~ · ª• + o.az + ... -1- o.an 
Abj= o.a, ..... + ~·Oj + ... + O·ao 

o~j~n 

1-lo.b(c:mos 
combt'(')ación 

Yf~+o 

d::. los 
'.4U-.:?. VA'.k 6 
renq f C>'"l'.::-S ck. 

es unQ 
B 1 l~l.°~m: 

donde 

• 



-E5 d:!clr1 /..OS RE.NqLONes 'De AS OON CDM61NA-

CIONe::s PE. J-O:S RENQLDNE:S US 13 

Rx:lemos 
:sobre 8: 

A: M (n,~) ~ M (m,K) 
m11n 

AmM 

Bl'\'XK ....... --~ 
:·;!if¡r.· 

A- veces nece.:;;,f+are mo::. reo./ f%ar o~rac1bnl!'S 

-::::abre /o=:;, renqlones de uno. ma-lti~ 1 p::>r epmplo 
c:k lo.. matn~ 8 1 ó -transformar una mo..frJ:;c 

en oha m::if11'7: que --fenqo.. propiedades c:le:::rabk::s
1 

y eso /o px1remo::s loqrar rnul+iplicando (pre
mul-l-lp/lcando ) pJr lo.. mo.-fri'Z: , dro.amo:::. .4 .z ode-a. n~ 

cua.do.... 

/1~t~ 

l
·~itJ 

'· r ,. 
•.· 



2Q. ~ r A -la·I f1Ue 

-s,* 
AE> = ~s¡I.:. -" ~25-2 f: 

~;t: . 

t D o .. 
~~o . . . 

A= C) o ~ . . . 

dC o 

2b. bdr H -fa/ oJ<?.. 
"1 

AB -

Q 

o 
o 

i 

; 

o i o ... o 
f a o··· o 

A= DOt···O 

o o o ... 1 



.:r..58 

2c Par A +a1 que 

'/ 
-e- -é~rmo renq tón et: AB = t-61mo 
:J-é:sfmo renqlón ck. AB = 

~(t-é;:,fmo de. 8) + {J-é:;,tmD 
. 
't. J 

i 

Fbr e¡ernplo 

Se~ ta= [~ ~ ~] 
Enfonces, s( ~ucremos 

de (1 2. t] al renqlón 
camos pior la rna../·tl~ 

[I o O] 
A= ~ 1 a 

C> o ' 

~mar 

[2 o ~J 

. 
'L 

J 

I 

renqldn de 8) 
1 

un mú.H-fplo 
premulftplt-

En par-he.u lar , podemos escoqer >.. de 

mana~ r::fUe. >-. [1 2. i] + [2. a (] = [D * *] 



'Si escoqernos en+cnccs 

}. [1 .2 i] .... [2. o o = [:-2 -i+ -2.J + [ 2 o i] 

= [o -Ll. - 1] 

[
I 2. 'l . Aa = o -4--f 
1 D 2 

Md-.:::. adelan-le veremDS qve necesi-1-arernos 
e+ecfuar es/e -Hp:; de. operaadn 1 lo. cual es 
muy tmportanfe. 

CA.sos E.SPEC/AJ-lES t::>,s¡_ PRODUCTO PI:. MATRIO::S 

Seo. x;e E r~ (1,n) , y E r-1 (n ,, ) . trrlonce::s 

xity E. M (?11) rv IR 

O sea, ~ue. el produc-10 ese.o.lar es 
un ccr.so 
-1-rtce;;s. 

par-!-J"cutar de.! produc+o de rn~-

.I.6q· 



r...~o 

2, 'Sean Q E IR.m 
1 

b € IRn • En+once:s el 

prodr.Jc-fo o..bA: e:::.+d de.ffhfdo '{ ab;t; e.s 
una ma+ri7= m )( n. Es-le -flpo de prod1Jc-lo es 
m!Jl/ lmpor+an-le . 

O(, 

a.b.é = ()(,_ :b.~.· :',:.'~~ 
,- '~ ,,_y,_ 

as decir 
' 

CAOR RE.NGLON o..b*-
MULTIPLO DE b;t;. 

Fb r' ~ p;trle.. 

o..bl:. = O. · [ (?>f f->;z • .. (Sn 1 = [1-'1 Gl. (320. 

-Ejemplo 

[~] 

Cr:rDA COLUMNA DE' 

t::>E.L vecroR. o. 

[~ ~ ~J =3 o 3 

UN 



FOr medio de prod1..1c-+os de 

er.pre::.ar co.da. ma-ftf:r:. ao~ 

esie -f1'po l/VJT}OS O\. 

uno.. ~v-ma. de ma-ln~;s 

Deno-larernoS por e¿ al \lec+cr 
-fes valen -+odas cero 

1 
excep-fo la. 

nen-le , ru..¡o valor e-s 1 : 

o 
o 

a.Jy<As componen
't-é:;Sfma compo-

~ tuqar;. 
o 

o 

sean ei € IR'" '( €j <; IF?.n. 

./lene /a matriz. e· e*- ? 
;.(. ;.) 

o o 
J 

e·e·k 1. i [o··· 1· ··o} = o 
).. J -

o o 

e¡_ ej ;t <:.::!:> /o.. mo.-td;;c rn ~~n 
.,'o dos \1Q}2n cero , O/.r.:.:cpfo /::>. 
e-:s-!d. en el r·cnq1ón 1:-<:!.-stmo '/ 

e Qlué .formo. 

J 
o ... o ... o 

o . . . i ... o L-'l, 

o ... o ... o 

OJ,ios e/?.n-·r::rrlr=-· 1 ~ 

con-, p:inent-e Oí.).º 
1 -

(~ coiamna. j-

:t.Col 



'Denofaremos a 

Af'"Q"°' et<p~remos o. 
-euma ·de rnaft1ce:s. de 

la mahl-;t.. 
3 -/brmas 

A aomo 
dt::sh~: 

A= [at101 ···lo] + [01a.dol··· o] + ... +. (Ol ···JOJanj 

AhorOl 

[a¡lol··- 1 o]= a 1e 1t 

[o IOz.I· -- lo] "" ~e2t 
' . . 

[el · · · loJ an] = an en:t 

" • · A -= Z:: aje/· 
J=·I 

Nol-o..: a· E IR"' e·*- E. lRn* J , .} Oj e/· €. M (m.J:)) " 
m )(\ l"'-n fl'\ ~ ri 



t, t ~ o 

A= o 
-+ '2-k ....... + 

o 
o o \" rn:C: 

Fe.ro 

[f 
o o r2 

- e, r~t = e~r2.k • .. ~ . = ern rmt I ) ) 
o C> 

lrné 

donde e· €. IRm '(;f. E IRJ"\"* t. 1 ,.. 

, • Q~ r,¡:..t E 1-.1 Cm1n) 
m>:1 IXI\ 

A "" C1 r1.t + <::212.t- ~- · · · + em rm * 

Ef e;. r ;.j-'· 
Á:::I 
-·----



3. 

[

0<11 O · .. O ] [º o<12. • • • ºl [º · · · O O<'ml 
OO···C +O··· Q O···oo • ..J ••• + . . . . 

. O···O O··· O OD··-0 

+ --· + 

ro ... o 1 [:º · -· o J [º · · · º] 
oC.21 O:.·-· C + O ~zz·.··C +- .. -t- O··~ ~2rl 
O···O . C>--·O O·-· O 

~ 
')1~~~.:,•/4~,l~f.~!~~ J ~ .;'~~~;,¡,].·.·. o. - . e l . ·ro·~~.~ o o . : . o' . . . ' . 

! + O··· C> _¡. •.• +O··· O ' o· - · e ·. 
MI • • • Q Q o<nn-· Ó Q ... Ó O(rnn , 

= Oi't1 :E.11 + o<c2 Ea + - · · + or'4rt E."'' 
+ olz.1 E:z.1 ~ CX22..E°:Z?. + · · · + o<2.r\ E.i:z.n. 
-+ · · · + o<rrH E:.rn 1 + o! rm. E.mz.. + - -· + o<'rnn ~mn 

rn n 
A - ~ ¿ w-ij ±:iJ 

¡::-~ j.:::1 

rn n 

A = L L D<¡j ei e/· 
{=.L j::.t 

donde 



e<.ptesaremos el 
como una .suma de 

produc-lo de dos matrices 
ma+rtce:s : 

Seo.. Am~n = [a., I azt · · · f an J 

l'I n 

A= L: Ojejk B = L e..i.-s;.t 
J"'-t (:::¡ 

n '"'I ri n ) 
= ~ Oj ( 2: e·/ e¡_ -s¡. t) = ·?= ªj ( L (e/E:t)s_¡-t 

JO::l (:::¡ ,r='-I ).,:=.( 

I"\ 

- ?_:aj-sji:. 
j""-1 



.I.(l{o 

•• 

·. 

n 
AB-= 2: ClJ 'Sji:' 

j..,.1 



R.ecorclemos que oi 
obfenr:mo:s 

x ~ IR n 
1 

en-1-onces a I 
T'R.ANSPóf.JeR. X e/ renq Ión x.c E ¡¡;¿f'f"t, 

~n 1--"> ')( l\JC 1 

Ner.:. propcnemos e}(-fender el c.oncep!o de 
-h--ans posrdón -harrspO'f::>fctón de vec-l-ores1 al de 

de ma+rtce:s . 

/..D rndrs na-tura/ es p:;;nsa; en lo.. -frans-
po::::-tcrón como f tJ.. .f-un ddn oue -1-i-ans-forma ,. 
lo::::. renc:lonc:s. o'e ff 

I 
01 columnas .1 y (o.::s eo-

/Umf)a-:::. de R en r(;nq /0·1e:s . 

D:=:.t=/ N IC/01..J 

-seo- A E M (m1n) . ~n1'01c.-es1 lo. MfiTP.1-:;. 

Tn.r::;N:3Pu.r:-.=.:~.::.TH- de A 
1 

d::nc:i~?do... p:Jr A* , e:s la 
n10.-ftT$ n K 111 00e. c~e obff::;ne d2 A- 11t+er-r 
co.mbfc;ndo :::::us rcnc¡!on<:::s y C:)/ur.::no.s 



()(¡, Of12 ••• 0<'10 

0('2.1 o<u . . . 0(2/l 

A= 
O<ma ~2. ••• c<mn 

.';~\~~~{-.: r:.J_?.~d.t;~~.J.~:~.·.-.:.~_·'~_1} .. ~-.-.-.-.:~.': ... :.·_~_?·~-.;~;:_-1._~ .. > .. " 
.. ,.,(';:::;~~ ',, -~-

::s) 

;5f 

O<í1 0(.21 ... Oc'm1 

0<12 0<22 o<m2 

==-"'> Alr= 
C><ín 0(21) o<mn 

A=- (o<ij] -
mitn 

·~¡~ 

.t~-Es.n 



4. [ 1 2 1 J A= -1 1 .8 ===> A#~ [ ~ 11 
[ 2 I 11 5. A-= l -~ 2 '9 Al:= A 

I 2 I 

[-J 
f -il [o _, t l 

G:i. A. = o ~ A1= =- 1 o -z 
-2 -1 2 o 

es chclr fJ.z = -A . 

/..cr.s ma+n'cr.0 -:ctk'S ~Je At;=A ó A.t'::::-A 
n1...;'-r-c.cc11 ri om bt~c-s e:spcclc..t'-:s : 



.:I .::Jo 

OE.i=/NICION 

:Seo. Amm . C::X:cimos c;;¡ue A e.:s :s:rt4eTP.ICR 

-:;,; A.é = A j decimos que I> es flNTI -:s / Me:rp.I CA 
-e.i Ak. - -A . 

ma+ri~ del e¡emplo 5 e:s ~··métrica, y Ja 
cél e¡emplo fl, es anl-i-•:sim¿-ln'a::lf. 

1'7r:J:S -latde veremos que -frvJ::>a¡'ar <!On mafrto:::s 
siméfrk:as es pro\/echoso ¡ Por e¡emplo, fu~ aon , 
-fener dctfos ~ore b.. ml-fad de los elemenlas ele \ 
la me\frl;1; para cc;~r -foda /a maf-ri~. 

l. (A~)iE= = A ~ AmYl 

'2. (A+B)* = A~+ s:t. \J- A,B E M (rn,n) 

~. (A-X )t = 'f..'t:. A*' l./- Amm Y... E 11211 
I 

/./.. ('11:.A) f. ,.. A-é'/ .lJ. A m'i n I 'I ~ JR_m 

6. (AB ):é == 13;t Al: -V A-r71 y.()' Bnx. /<. 

~ ' ·J 



Demos+rac1'dn : 

1. -::seo. 

~ 

~ 

.. 

A= [a.i a2I · .. l on]_ 

a;t 

A* - Qa*' . . : 
anr 

(A~)+ = [a, Jazl · · · I On] 

(A*)* - A 
ll 

(a,+-b1 )"t -
(a~.¡-~) ;t 

(D.n+ bn )1.: 

: . (A+ B)'*° = 

1.=11 

=A 



I.:t2 

L/-. 

,' • (AX );t = ·1.:t:. A* 
• 

'/'f.:.A = ['11:~ 'l*ª:z. 

"*:ª. 
:. {'{itAf= 'l~Qz. -. 

y kan 

(Ab, )i: 

: · {At?.r'= = (A.~ }:t = 

. . . 
( A-b~)lc 

( A8)¡t = si: Ai= 

... ytaoJ 

O(-'/ 
a}:'f. = Nc'f . . '· l'f*A) = Ai:y 

• 
O.n*'I 

• 

'· 



c;¡ue 

• 

Pf¿QP/EPAP 

o,:é 
A= A* <~ A = (a. IO:d. · · IOn] = a;1.* 

.. 



MATRICES :t=SPJ'E.CIALE:s 

J..o.. pr~nct'o. de elemcn-/o:s C<·fJ =o en una 
ma.J.rl~ c¡enerQ/menfe srmp/1'tlco. lo~ cdlatlo.s r¿¡ve 
involucran a dich~ ma+ri~-

Alqunas ma-1-rl'ce.s co11 

c:.I ór> de C:Cro;:!. ~fl -la fl 

cen nombres e.specta les. 

MA.TR/CES DIA6iDNRJ ... :E.S 

~ D = [ d'ij 1 una rno.-h1$- cu ad racb. de oYcen 
n . D es. PI A60NA-I- :::>Í A.f::.j 9 d'ij = O • 

E.~ ckcJr1 

cos elemerrlc:s 
dfo.qóna/. 

D es dlo..qona/ cuando :sus J111-
d '.::ren-fes ce cero e:eld11 en fl;\ 

A- veces dcnolaremos. 
qonal pcr 

O= c!fo.g ( J;,) 
1 

slem:::n-lo d 1'a.oona I 
I 

a uno.. ma-fri~ et lo..-. 

donde 
ó 

es el 



d cud I es el e.fec-lo 
A e M cm,n) por una 

·. 

de muH-ipl i'car vno. ma+rli:. 
mct+ri~ dtaqonaJ ? 

al pre-mul-h'pllcar A r:or vna mafn'J:. clto.-
qonal de orden n 1 el i-é:::>fmo renq J6n ck. A 
:5€ mu Hip /ic:a... ¡:;cr cf.,i = 

Óc f4 j; cft r4 t 

DA = cf~ r2t = cf.z. rz. t:: . 
: 

Jrn r m*' d'ni rm* 

al p::is-.n1u l-!·ipltcar A p:>r uno. 111o.-f1-r?::. c!t'aqo -
nal de om'cn n 1 /a 1.-.{-sfrna c0Jun1na de A- :s= 
rnu 1-!-lpl lea petr o). : 



.:C,=f<D 

i=. -,errrp/o:s 

[ J o ºJ r. 2. º1 l 02.0 21.f-I = 

ººº C>(p5 

' z º] 4- e z 
o 'ª 15 

[~ ~ ~]· [ ~ : ~ 1 ';::& [ ~ ~ 
o ~ 5 o o o o 12 

,. 

En qel"'J(!;ral oamo~ c:::t.. -fener que OA + A-b . 
Sin embo.rqo, ~' D, y D2- SOfl d1oqona/es errfor; 

c~ D, D2= D.z. D1 , 

D= d laq ( d';.) , c.on cf'; == cf 
DA= A-D .>J. Anxn · 



MATRl7= IDE.NTIDAb 

DE.l=INICION 

J.a ma-tri~ de orden n 

In = d ICA0 ( 4, ~ 1 • • •1 '1 ) 

-;:,e llam~ M llTRl;l. 'DE NTI ORD o:: ORDeN n . 

qeneralmerrle el orden ole .In es-/Qrd de-ler-
mtnado J=Cr e/ conkt.-lo : E.n -lates c::a~:s es-
cribiremo;::. :T-n = :r: . 

e,t 

In= [e, 1 ezl · · · len 1 = ~i: 

do.'lde e;,. G IR-n 1~.l~n. 

Jrn A = A:I.n =- A 



.r..=ta 

PE.RM lJTAC IONES 

DE.F/NICION I 

. . . 

Una matrf~ de. orden n 
Pi=RM IJTITCION el..:E:MENTFt-L-

donde 

:::e dl'ce 
~f es de 

Es decir, Pij es lo.. 111Qh-f:C c;:¡ue 
pa.rHr ck. lo.. fdcnHdD.d fn-/eroombfando 

t. -é~rma can /D.. j -<!:::.fmo.. 

~ue 
Ja 

• 

:;;e obh-ene. a 
la eolumno. 



es dedr 

.(, . 
J 

1 o ... o o o o o o ... o o 
o 1 ... o o o ... o o o . .. o o 

: : : : 
00 ... 1 o o . .. o o o ... o o 
o o ... o o o ... o ' o " . 00 

. 
1. 

o o o o 1 ... o o º""ºº 
~J· 

' . -
o o o o o ... 1 o o . "o o 
o o o 1 C> ". o o a ... o o j 
o o o o o ... o o 1 . .. o o 

: . . . 
o o o o o . . . o o o ... 1 o 

ºº o o o ... o o o ... o 1 

06SEP.'1P.CION 

Pij E:S -[a.mbrén la ma+;f-;: s¡ue se obfie;_ 
ne C\. 

bi"o.ndo 
¡x:i.r/ir d2. lo. ma1r-i'9: 1·d~nfio'ad in-lercam 

e/ r-enqlcfn i-é~rmo con el j-6J'mo. 

Fbcklamos ho~ber dz.f.fnido u~ m:7..¡'/l :z d?. 

pe.rmufadón en -FU ncl'6n de .;:;,()$ rene¡ !On(!:S . 



I.Só 

OE::'FINICION 2 

Una matrf~ 

una PERMUT17CION 

-/Ormo. 

donde 

Fbr e¡emplo 

P2:s .:; 

de orden n 
E/..E.ME.1-JTR-L 

e;~ 
ei.t: - J 

;(: 

e.i+• 

1 o o 
o CI 

o 10 
o o o 

o 
o 
0 

1 

~ dtce q.ue es 
::>1. es cJe la 



PRC>PJE:.ORPE.S 

/, t. f?... ~ ~J· 'l.J 

2. U3:j ,z. = :r. 

t:>emo::stración 

e·t:.· 'J 

~..1."' -'.,.,. ,..,.1-,,,. e-'·,,. ~,,~ .... 2 ..• <?¡''.::::J •.. ~,- .... " • /''"~11 

C.·/'::c~ · .. e::-. · el.-,. c::;:,/:c.n - .. .:.. ~-J • . --.~ \.."' -. 
' - , J. e··~'- ,,..... · . · .. ~J· ...... : e.1 {~-/_;' C".-=:.. ••• C:'j '·· E'j . . . J'' t.:./. 

-. /- - ' . ;(- . e·.: - l._:;, • • • c. i - <::J 
·'· · .. ei· ~.¿ 

:r.81 



I.82 

o ... o ... o . .. o 
e 1 o ... o . .. o 

o o o ... o = . = .:r. 
~ 

• o o o ... l . .. o 
t·, __ , "1-"·'· ... _~:--~"';-:~..e~:,,~~ . 

o o .. . o . .. o ~ . . 1 . . :; ; <'~;.\.'tjr;_ ;. \' ..... :1.;(~;. ; i~~.f 
·. ·· . '. -· .~-;:.,.f::.\~1~%:. , .;,!j.·.r,.;,s~".,.;.o¡: '' : .•. . ·:')Lr · ;/J~: 

r¡¡.t.~lttl.: J •• .'1r. ~,;t •-i··~l', ·-f·'t-.· _¡ , , .,•l.4{U~51~~ '"\ ~" • .- ·~ .. \ · .... .r.,,.-:.. ---;: '· ·~ :.}.'" .' __ ', ~ . :. . . :'.' .. "'.~--':!~:t'l~ :'.,:·i,_~,·:·:• 1 : t.:·- .!· .. ¡ r· .. -t:1~t;:~!l3"'1~ ~ 7..,, - -: ...... - - • ~-:,: • ~~ .. ~.o?:~ci~ 
.. Jr'.~!_.,,~~;i!_-::;:-"::-); ... ;J. ;.:· '·" . ~ .. :.~.--~.~ .. ;~ .. :~-.-~1,; __ {:;_~---.~'Í •. f~ •. ~.:· .. :::·~:~ .. -.~--.- - ; . ·,.:f.:_~ ..... 

' , "~ .. < ,,, , 2:''.~:f {~;)¡ 
..... •, "'~ ~· <'. •';• , ... ··'" .,~~ 

El p:.tn-fo no. 2 de {~ propi~d~:;;:;:·. ·/~:~~"t·V !?t:t 

... 
,·· .. · 

es-+d. d Jdendo ~ue. .:si' ;n-/erco.mb!amo:s. cbs ren-
e¡ Iones de /o.. mo.-!-ri7= tderr/1Clad y despoé:s. los 

volvernos a in-fercamb'ar , ern-once.s al +?na/ -ler:J, 
drerna:s. o. lo. ma1ti7. ortqfnal - to.. tdcn{?'o.'ad. 
E..-:s::+o -!arnbién :se p.;e.o'e pensar pr <!.Olllm-
na:;,: s,· rnte-(}o.mbiamo:s dos c.o/umna;s d~ fo. 
!d.en-h'do.O. y o.'e5:pu<!s /o.s L'o/uem~ a. frn'o.--
c.ambr'ar 1 el e-r:::.c/o -:so.6re lo.. fo'cnh'dad es nvlo 



.I..S'3 

d ~é pa~ si ap!fcamo::s Pz'j a X<;' /Rn f' 

e 1t ~."*-x t;'4 . . . . . 
e·t 

J 
e·tx J 

¡;. 
J 

R·· X = X : tj - = 
e{- e·*x f;¡ 

t. 
l : 

Eh*° en*x ?n 

E::> decir 1 :5i P.lj es /().. perm u-lac1'cf n en ta. 
que se han 1n+ercambtado el renq/6n 'f.-é~tmo con 
el j-é.s(mD , errlonces al ap!fcarlo.. al \'Cc-/Or X 1 

produce eJ ef.'ec--!o de 1n-lcrco.mbtar (o. ~-é:::dmo.. 

com¡xmen-le dz. X con 01 j ~(1TI01 • 

d (f>Llé ¡:xi::oa.. al o.p!lcar 'A:j a yt. -E /Rfl ? 

y1:. Pij = '1-r:. [ Cd ... 1 e.í I · · · led · .. enl 

== [~í~ed · .. l'¡'i.ej I· ·· l'Ytq¡ · .. {l'~enl 



l..94 

· . .,, . 

o sea <;JLJe. al o.pi/carla Q y-.t / ~:J ln-lercamblo.. 
la t-éstmo. ..¡ lo. J-é:slma. cornponenles de yt. 

J, 

E/~f'~: . >/ ', " 

[.l·;.: ·~.:.?>J.· ·[··~·o· '1, ~.[o 2. ·.· '· '·'. o 1 o ' 
. ' . « , .. ' ' l o o : . 

. ' . . . . ' , . . 

. , '. '"' .. 
;-i . ; ; .• ' 
f_J " ' : 

. - :- .... '. 

.. ,',• 

Ahoro.. , ~a. A una mafti?:- n X J<. • d Ci'ué efec.fil 
produce ~bre A lo. pre mu/.Hplcaclón f:X)r ·P-tj? 

e,t. e1~A t,t: 

~~ e}A r·t J 
Pij A A 

. : 
"" : = = 

ei:t eitA Yi.:t: 

en*- e,/=A r "'k. 

o se:A, qlJe ~í Pij es fo. permufa::ión en lo. cual 
~ fn-!ercambto.clos el i-e;::.rmo '/ el J-¿:srmo ren
q/611 ck 10.. idEn-h'daa 1 en-.Jonc.e:s al premul-h'plk:ar A 
par Pij -:::e tn-lercam br'an el t -é:stmo renq Jón de A 



con e/ j-éslmo . 

Ejemplo 

[
o e> 1] [ 1 1 ª] r· l 1 1] º'º .202.= 2.02 
l. o o 1 1 1 1 1 3 

Andloqamen-Je1 SI 

en-lonces. Pij ac+óo.. 
i-éstmo. columno.. de 
de A 

pos-mt..11-/-ipltcamos Pz:j p;r A, 
rsobre A fn-J;;rao..rnbt'ando Ja 

A con Ja J-6rm~ columna 

A ~j = [a, 1c1z1. ·· 1011] [ed · ·· l€jl ···le,: I. ·.¡en] 

- [od···fOjl···IOiJ· .. lan] 

r:Y.::i= 11·.J 1e1 o~ 

.:t.85 



..I..eco 

c-uodrada y es -tal '4Ve cado. columna Y Cócb renglón 
fJene11 un ónl'co e/ernen-lo cflsh'nfo de cero 

1 
cuyo valor 

es .f. 

~s decir, uno. ma+ri::¡;. de ¡::ermu1aci&1 -frene uno.. de 
/o.s sa'qulen-ks -represemac1'one:s 

. ·: .. -.·,.· 

P = [ e,;1 1 e12 l-: · ... 1 ein 1 . · dorde: ·-. 
·.-' 

i,, i.Z, . .. , in € f 11 .' .. , n ~ 

... •·-_ 

2. P= chrde 

Una pe.rmu-tación ;Se obHene 
mcttr i7:. iderrlidod ln-ferw.m b ta.n do 
( ó va.rio::s. co/umn~) 

o par-Hr de lo. 
vo.rlo-s . renqlones 

fby e¡ernp10 , .:s1 pn'mero f n-fercambi'amo.:s lt1 
::5"._qunda y lo.. -4crccrCt C.D/umno. , '{ despu:!.:s 
in-lerco. rnbio. mo.:s 10.. pr1·mero.. e.o fu mno. con Ja 

sequnda, obl-encrno:s lo.. peonu-faci'Ón . 



o 1 o o 
P= o oto 

1 o o o 
o o o 1 

'j pcdemos er..presar o. p eomo 

1 o o o o 1 o o 
o o 1 e 1 o C> o 
o 1 o o o o 1 e 
o o o o o o ' 

ói primero t n-kr<!am b1'o.mo::s el :seqvndo ren-
q Ión con el -len:er renqldn y c!e::spu6 fn-tercam-
biam05 el p-1mer renq/ón con el ~undo t'ef?. 

glcfn en-t-once.s o~v11e.mo:s Jo.. pcrmu-1-adcfn 

o o 1 o 

:P= 1 ººº e 1 o o 
o o Q l 

= 

o 1 o o 
o o o 

o e 1 o 
o o o 1 

t a 
o o 
o 1 
o o 



I.ea 

08SEf<.'\/AC/Ot-/E:S · 

rnctt-rrces de 
. rn:r en qenem1 

RJr · e¡emplo 

.,·. 

[ 
o/ o 1'] :~ .· · [ef] 
1 o o = e,-;e 
o 1 'o . . ez-k:. . . . 

PROPIEDAPE.S 

1. Si 

perm tJ-fa cldn 
p;t + p y 

en-1011c.es PA"" 

" . 
~ ¡ - ' 

en-lonces 



f·'.:i=INICION 

sea. A una ma-frl~ mxn. 
TF<A Pt=. '3201 PAL -:sVPERIOil- -::::,,¡ 

Declmos. c:¡ve A 
1 > J -? C><tj = o . 

Una ma-frl~ ...J-ro.pezordal superlor q¡ve. a:Je-
mc:(s es cvadmdo.. ~ dtce que e:. íRIANQULRR. 
~U'PET<IOR 

J.a$ modrfces -h-o.p-c:r.oidales superror{!s -Henen 
uno. de las -:::;;,rqut~ -Formas. 

~·*"'~~

º * ... ~ * . . . . .. . 
O CI·"~* 
o O•·· D ~ 

o o ... o o . . 

(m'>n) 

~ -\~· ... ~ ~ . .. -11; 

o ~ ... "" ~ 
... ,:. . • . . . . . . . . . . 

e o ... >1~;.;~ ••• ~

O O ···O~···~ 

(n)n')) 

v. ~- ... ~· 

a lt. ::.:, 

·.. : 
DO ... V.· 

.:r.99 



.:r..c¡o 

'>· 

~/empre c:¡ue vfill&emo:s /~ le+ra U no~ es+a~ 
m~ )'e(!lr/endo o uno. ma-h-1?< -lrtanqular ;;:JOperlor. 

DEP/NICION 

Seo. A uno.. ma-lrJ: m xn . Decimos que A es 
TP.~Pf:.~OIDA'- /NFSl<JOP. ~I -t: -'J 9' C><.cj - O • '.., ... 

, ,_ , ': ',.' ·:-" •. '' 
1 

.i • • ·-.: ~· .-i :·' , •• • • ·,. •;-.., •• ~" ,.,., 

OnO. ·· ·rÍ!oirrfz --hv.peroldo.t .1n.fer1ot ·· '4ue ~~cl-s , >I~ir 
es. cuadrad~ se: dtce i;¡ue es TP.lftN~ULRP. ·'1¡..¡r:ejz.¡9'¡z:_(:: ~ 

4's m().'/r/ce~ -frope?:Oido.les fnkrfores -h'ene:n 
uno. de /o.s ~tqu.tertt-es -fOrma:s : 

* o o ... o o 

%1r """º'''ºº . . 
. ' . . . 

'io~"···"'ltº 
'>Ir~~ ••• ~ l¡ol.-

'1-- li' '>lo···~~ . . . . . . 
*"**"'** 

y..a ... ooo ... o 

~'*"'ººº'''º 

y,~···~ 00 ···O 

~* ... ~~º o 

(rn~ n) 

>ftoo ... o 
~ """o ... o 
':/. *~ ... o 



'5/t:mpte q¡ue deno-lemos et '4 na mafrl~ con /a 
/ef'm L :e sobre e.n-Jenderd que L es -h"lan-
c¡ular ¡rr(eyfor. 

A veces dibu¡aremos la -lbrma de una matn2 
paro referirnos a ella. Fbr ejemplo 

U=[~] L= [~] 

PROPIEDAD 

s; L es -trranqular ¡n-ferior , enioncc.:s 

}..,, e,t 
}.z, e, t. + 'J..z:z ez*-

L= ~' e, ;t ~- f-32 ez~ -1- {\33 e3-I;; 

>-.n1 e,i; + >-.n2el= + 1'n-5C:::?>1;; +· ·· + Annerf 

>-11 }-,, e, t. 

L >-..2J k.z -
).:<-1 e,f:. + 'l·-¡_z e.z t . 

>-111 )\""i2 .••• >-:-.n 



PROPIEDAD 

Si u es -trranqu/ar -superror errfonces 

U =-[µ,,e, l )J.12._ e, -+ }A22 e2 l µ.,?>e4 + µ2~ ~-+ µ33 e~\· .. l µ,,.e,+ )J.~nez. _) 

. · · ~ ... + µo_nen 
'., ~I! ' 

Demosh-ac1~ :· •. 

',....· 

"•t;_" . .I' ,. ·-

·_.:, 

; µ.11 µ,2. ' µ,?J '... µ..,,, 
)J.2'2 '¡V..23 • • • fa.zn 

µs~ ... fa.y¡ 

PROPIEDAD 

. '' ,, 

El produc..-fo de dos m!A-tri'ces -lrranqulare.s /n
ten'ores ~ -fr-i'angu.lar fníertor. 

Demc:::s-tro.o'dn . : · 

• 



).." 

>.21 ~:Z.2 Y4 *= 
L. = ">-a1 "?a. ).33 A"" t'a* 

}.nt '>.n:z. ~n?> ••• )\l"lfl Yn*-

Ertfonces 

>--11 r, :t 
k1 Ytk + ~22 r:z -;t 

1-A = ~' r¡t + >-s2 rz :é -+ /\03 r,¿é 

A es -lri'anqubr in-K:.1·rot en-/ onces 



.. ,,, 

I 

.. 

por lo -forno · 

~2k = N21 ( o<11 e,.t.) + ~z2 ( D<21 e,*- + o<22 ez:t) 
= ( >.21 cxu + >.22 0<21) e,* + ( }..22 e><zz.) ez* ,. 

.. 

. · ~*-· = )'\~, (o<,:e,i:) + }..'?>2 (0<'2¡e1*+- cX22 e~~ r;4.'•\''./"{".:· 

. . . 

}.:,'21 ( O<'iaE):t.: + 0<02 e:z* + 0<03 e:,i:. ) ..... . 

. = ( ~01 0<"11 -+ ).~~ 0<21 + Xa3 O<~,) e 1* + . 
e >.-02 O<n + >-.a3 0<~2 ) e2 *- + }..'D?. C><S3 ea-it 

~n*-= }..n1_ (D(I\ E?¡t) + 'f-n2 (IX21 e1 'i 4: D<2'2 e,zt} + · 
+ )-nn (o<n1 e¡t +1Xn2e2* + O<n?.eok ...... + tXnnen*) 

= ()\nt 0<11 + }..n2 D<21 + ... + >.nn D<n1) e1"= + 
· ( >-n2 D<22 + · · · ""'>--nnt><"'2) ez*' +·· · + C Mn!XM)en* 

1/'t'o.nqular interl'or 



PROPIEDA-D 

El produc-lo de dos mctfrlces -1-rranqularcs 
supertore:s c:s -frtanqular ::supermr. 

Demosrrac./dl) 

u = 

µ,, µ,2 far?J · · · P.1n 
J.J.z2 ,lt.2"?> · · · ¡lt..zn 

).ka?> · · · ¡Úc.n 

attonces 

A\J = [ µ11 acl )i.2a1 + µ220.2 I }...tP..a, + µ2-o0.2 + )J.?;3 o.-a \ · · 

'}J.1r¡ a, + /J=:n az + ... -l- )J.nn a(IJ 
= [ bt 1 bz 1 · · ~ 1 bn l 



..I..q(o 

. ,1 

Fbr lo -/ante 

b1 = µ.,. ( o<u e,) = 
~ (3,, e, ·'. · 

ba. = µ,z (~ue4) +µ.z2 ( c<12 e,+ o<'z2 ez) ' 

· = (µ1z. o<u + µ~ t><12 ) e. -1- (µ-r.z P<z:z.) e-z. 
= · f->rz. e, + (322 e2.. 

~ ::z µ,?> ( t><11 e.) +- M2a ( t><12!'.1 + o<22 e2.) 

'. / . 

+ P.:ra (o<13 e, + ~23 e2 + K'33 e'3) 

':::I (µ,.a, P<'u + )J.z3 O<n .. + µ33 o<13) e1 + < µ23 .()(;¡2. +p'" "t?~}e:Z. 
+ (,.U-03 O\"a3 } ea 

== (01-a e, + (32-a e2. + (3z3 e3 

b11 = ¡U.10 ( o<n e, ) + µvi ( CX12e 1 + e><22 e.z) 

+ ..U3n ( CX13 e, ~ P<'23 e2. + 0<3º e-o} + · · · 
+ µnn ( o<in e, + ()('211 e2. + t><~ e~.._. ·: + c<nn en) 

==- (P..1n &>(1¡ +µ.,_n!Y.12 -+µan0<1e, ...... -rp .. nn o<111)€1 

-/-- ( µ2-ll tX;?.2. ...¡.. µ?...'l CX'20, ..¡. • • • .¡. }J-nn D~;:.n ) e2 
+ { ).-<:an o<-~~ -1- • • • -t- /J...nn P<-on ) C;!> -!- • • • 

+- ().J.nn C><nn) en 

- f31n E!4 +' (3zr¡ e;z + . . . + (3nn en 

Por /o Au :;;,u pc::.rior .. 



MATRICES PDR 6LO(j)US.:S 

f+>..rnos 'l/f:;;.-to ~ue uno.. mctlt/-:z ¡:::ur:de CDn~Kkra~ 

como un orreq lo de escalare~ 1 vec+ores column~ 

o' veo/ores re.nqlón. E.:-:;, ncrlurctl que. a.horo.. nos 
prequn+emos ~, -fambi'én es -fac-lible ver c. una 
mcttYI;! como un a rr-eq fo de mo.+nee:s. Veremos 
c;¡.oe é~ no -sotamenle es pos(b/e ;::,tno que 
ademd-s nos :será de u-H'll'ctad paro.. C!.Onsfru/r 
alqori-1-mo::s pnic.flCDs para manipular mo.-fr1ce:s. 
Fbrc\. in-froc:Jucir la. Ideo. de par.fir una matrl~, 
primero Cót'ls/'derarerno:s es-fa opcradá-1 aplicada 
e-. vec-fores . 

D5. F/f.J ICION 

~. 

Sea 
e: 

X= ~ un vec-for de o'fden n • ~an 

f;fl 

( ~.) )( 1 - X::e 

il .. 
y donde IG-t'< n. 

I.q+ 



.x..qs 

,, . 
.· .. 

que los vec+we::s. X.1 '/ 't.:¿, 
F'RRrlCIONS:S. de >( 

/ 
"/ ~I 

Veclor en es-1-Q -fOtmo. ~ 
61..o~ . 

. e¡emplo. 
~ . ' ', ... :i 

'.' 

' '. ' .... j 

() ,,. 
--:.. 1' 

;<. = 2 

' 
[~] 

o 
•· '• 

-:son . . · .~. ,'v sc-,n~¡as ó . 
acJ.o ck. dNldtr a un 
/lqma. PAR.n,:¿ PO~ 

~·, ~ . . ' ·\ 

, . 

E~ IrJ 
X. ':;:& [~:] ces uno.. por+rct'dtt de x. 

[:,] 
lC. = 

[~] 

Aroro.1 ~"'-'C~ '-/ E ll<..n 

(Jno. po..r+lcfcfn de y, 
a in bes de ord~ r. 
u es+d. eo.r-hdo en 

'{ ~ 

-/.al ~ue 

-8.niónc c.:s 
-!brmo. 

y, y x, :::son 

-=si' u= t<.J.-y 'f 
::.~!mflar o. X y y 



~ puede 'ier que 

vo.. <4l1e 

Además 

u1 = x 1+y1 

02 = >'2 + "2. 

[;J [~J -l-

~~1 (t] 
[ =·t~· ] 
~n+'Y)n 

= [~·+'f 1 J -
[6~\+~Nf] ~+'/z 

~n+'Y)J'\ -

r..t.y ~ [Kf ~~1 [)'•] = ~t·'I• + 'A}Y2 
'/?-

R:>Y e¡ emp/o ~ 

~ [l 2][~] 

~ [3 2 1] [~ J 

.I.q~ 

.. 



:r.~oo 

nos hace '(er que ~I x 'I 'I e&tdn 
dNtdtdos por bloC{<Jes 1 en-lonc~ al sumar 'X 
con y 
..fueron 
hiben 
mamCYS 

~ po.r-1-lctbnes -::e con-lpor+an como ;;;:;1 
elemen-lo-s . tas p:ir-1-lcioncs de x i y ~

es/e mtsmo compor-lamre.nJo cuando -!Or
e/ proct uc-+o p.;n-lo c:k x y y . 

También ~e puede d 1\f Id ir ~ un '\/ec-IOr en 
más de dos ~-..: .i-.. '/ec-/t::Jres 1 y en alqunas ap-
ltcaciones mck. ~f:s+lcadas ~ ufilf~. sin 
embarqo, el Ob)elo ck /o.. ¡::arffc¡éfn por 
bloques es lo.. srmpJi.Ptcaadn , mtenlras dNfc/a-
mo:=. a un vec-1-or en menos componenfe;:s_, 
fanto me¡or . 

Con-s,-deremos ahoro.. par-fi'ctone:s de ma-frt
ce;:s. 

e< -:rt{,. 
A.z. = O(:é-r--~,4 

o<,2.. • · · D<"tn 

c<22 • · • D<2n 

y :=ean 

~o. mcJ.+riF 
pr¡'muos 

de los 
::;, renqlorY..:s d~ A. 

\ 

¡;;;;,:::; ¿ rn . 

/~.:;,. l~/ /::-:-1;:.:'3. --:·1--·S !~~rJ-
S /cin:::s ··:,-, /~ . 



J..101 

Ert-lonces pacJemos escr/btr 

A= [~~] y decfmo:s que A. y A2 

-::=on :SU f3Mr::rTµ.JCES ó 8LóCfUE::S de A. 

lndtcaremo:s las dtmenst'ones 
de A ele /o. :sl'qu.1en-le manera : 

AmM = [~: J :_$ 
n 

E:;:;. decir, A- e:::rld dNld{da en do-:s blo-

t;¡:Jes : 

At -sxn 
?' A:z (m-:s) x n 

Si A= [ 
B, ] :s 8- -

- Bz m-s 
n n 

en-lonc:es 

Oqul vemos otro. \/Ci!: c;¡uc /:>:::s bloques ~e 
c.omp':lr+an e.orno :::;,( -fueron e/€.mt.'n./as 



.'1.. \02. 

Ahora, :::ea X€ /Rn y A dlVl'dtda 
./al que 

A= [A' J ~ 
A2 m-s 
n 

entonces 

Ax= r~~J X 
= [ Z:X] 

SI 

man~ro.. 

y:.t E' IR m-M y /o dl\.JJ'dimo:s 

y-;t = [-ti* 1 )'2:t] 

~ m-:s 

en-lonce:s 

por bloc:Jue:s 

/'i.n /'f...n 

es dccfrJ al rn..J/lipífcar un renc¡l6n Fº' una rnatri9- p:ir 

blo;¡ucs 
1 

en-!-oncc.:s l:::s ~,-1.:.brcn9tooc:s y /o-:s ::5~!brna11rtce;-s 



.r .. 103 

Un e¡emplo de mafrf~ par blo~ues :xnb. 

~ 

* .... 
:ij, :f.. "" 
':Ir "' 

,,. 
* 

lI 
~ 

""' 
IJ ,,. "" . . . 

Tambf<Ír> podrlamos 
/as :::l.J bmo.-/n·ces 

dlvfd1'r o.. A ¡:ar meato de 

l>( 11 o<rz. ... o<,y 

A1= C><21 <X22 • · · o<.2r - ma·h-1:;: c.on las 
: prfmt:ro.s Y c.olvf1]. 

t><m1 CY.mz. • · • O(mr n~ de A 

·¡, 

C><1, r+1 D<1 1H'2. ex, n 

Az = o<21 r.f-1 O( :z,r+2. o(.21') ú/ftma:s n-r 
columnas de 

o<m 1r+1 (.>( rn, r +z D<mn A 

do.r¡de 



:r..1olj. 

en es-le caso escr/bl'mos 

A= (A1 1 ~J m 

\' n-r 

Fam mu¡.¡; pi fcar A par 
par-1-lr al Vt:c-fór l( en 

X= [:;] r 

n-r 

Entonces 

Ar.. = °'[A, 1 ~] [~'-]Y = A,~, + Az'/..z. 
r n-Y 'f..2 n-Y 

-ól y;t E ¡r:¡m-llo / entonces /CA mu lfipl 1taoon 
por '/-!: ~.¡.e( dadCA p:>r 

el a;¡:.s,o mds c¡eneral fi.ue ncx:::s rn-!-crc:sa 
es. cuando A e:.,+d, dlv.t'dtda en CL!a·l-to btocwc-:s: -.-



.I.105 

°"s.1 0<sz . ' ' P(ST 1 04., t+1 ~ H2. ' ' • C><:sn 
-----------r-----~------
o<'5o-+, 1 O<s+1 2. • • · D<s+I r 1 D<-s+1 1r+1 t><~1,t+2 • • • t><s.u n 

' . ' ' ' 
o<S+.2, 1 D<'s+212. · · · CX~21r 1 o( ':>t2,r+1 D('~1t+2 • • ~,,, 

1 
O< mt o<m2 O( rn,r 1 D< m 1r+i O<'ro,t+2. 0<r0,n 

r n-r 

s m-s 

SI X. = yi= J 



.I. \Olp 

"Flnalmen-Je 1 
::; A y B s:in dos matrices dNi-

dtdas por bloques a decuadamen-le , entonces r:odernos 
oper-ar con :'.>CJS bloq.ue:s c.omo ~ -fueran esca/ares: 

r 

~¡ A = l4u 412] ~ 
B= [~] NlXrl 

Az1 A.i2 m-s 
ni<JC. 

r n-r 

en+onces 

;t. 

C>ecfmos. c;¡ue.. un C!onjun-lo 
dNi'didO CONPOP.MEMe.NTE :::::1 

reo.li~r c.rr/re /C1S bloques 

deFrn rdo.-:s . 

* * ~j~- ,. " "f !( ... * '1'- ~~ ~.. ~ .. ~"" 1~ 

1 -}'-
----

::fr .,.~ 

·~· 1,~ 
'!- Y.· 'l°'< ~~ 

~- ~ >/: ~,.. ;.:: !:< ~~-

8.z1 1322 n-r 

.i4: k-;t. 

de rna-fttces e~ 
/o.s operae1CJncs a 

corres pnd i en-les es+dn 

F-.~o.s n1::z·hi ces c:::::.-.tdn 
dl\!fa'r'd7s conf.ormeJTJcnlc 

con r(:;;: .• r:.,·~·,:,'-(0 o .. la ~:Jn10... 

( n1~S n::J c.r.c,. r·- .. ''1' 'r '6) i ·~· 1-: F· C)U '/i 



J..lo:J. 

J..o.s s19. me11rtce.s e:s+dn d IV td Idas con-For rnernerr1c 
con respec.fo ex. la. mul-Hplfcaddn (mas no con tes 
pee-lo a. {o. surna } . 

~ ~ *" * 
~ '*' * * 
* V-: * * 
* *" ~ -'l<c 

PROPJE.DAD 

$ A = [A" 1 A12] s en-lonc-e.s 

~ m-s 

t" n-r 

Demo::.traCf'dn 

.. 



L\OS 

fbr rned lo de/ ~1qu ienle problema .s::>/o queremos 

h:!cer 'lt:r /~ uh"/l'dad ck /as mc¡.fr1ees como herrC4-
mienfa ¡:arll. resoNcr ciertos problemas. En bs capfk.Jlcrs 
~t>e :Siqucn preserrla.rro:s la. -leodo.. que nos pe1miflrd 
~blec-er lo.s aondic1ones JxJ.¡o /q~ a.Ja/es :::e 
px.c:Jen apUca.r /os proc.edimier;los r.;µe aqlll :se pre-
~n. 

PROBLEMA 

uno.. 
-lal 

matrf~ 
que. 

Anxn 

BA= [~] 

encontrar una. mo.-

donde B no debe :::,e,- -frN tal , ~ de.cfr1 no 
debe -l-ener renq/ones con puros o::.ro:s. 

Podr!a...mós rc::;0N-er el pi-o blcmo.. e±:. llevar o.. 
uno... mo:trf-=z: o.. Jo. form!).. -!1-fo.nqular r:or p..::c:s : 

t.:n eJ prinK"t po.~so 

enconfmr l!n~ hiO.·f¡f-=& B1 -la/ o.u e 
-1 

--1),' .. ''\IÓ 
U'-j'-11 



~ :¡. ... * o * 
... ~ 

0 1A - o ::¡, ... :.¡.,. = A, . 
o !l. ... ">/. 

-::er¡vrdo ~sea riamos 
-la/ <;¡LJC 

::¡. * ~ ... ':Ji/..~ 

Q *' *" ... ~ ~ 

8.2.Ac = 
o o * ... 
o o ~ ... 

o o ~ ... 

Y en 
car1~mos 

c¡enera 11 En 

u~ n1zlt J ¡e_ 
lt 
... 

r~ 
:\!· * ~ .. . .. 
:¡'. ... -1~ ~ ...... 
: 

k • . 
BKA~,~l r o ... ~~ " 7~ ••• 

o o * ... . . . 
o ... o ~ .. 

y,. >(., 

A2. -
~ .y. 

~~ 

':{ ... 
-\~ 

~~-
..., , .... 

-1'< 

/c-é:::.tmo 
-laJ oue 

1' 

= AK 

ono. ma-



QI -lermrnar el ¡=o.so n-1 1 el proceso aco..l:xA. , con 
An.; Ja ma-fti?:: -lttanqrJ/ar -:wpedor. 

Si nos Íf ¡amos en /as 
vemos <;}ve ros <!.om11ene 

ma+rrce.s 
dlVldlrlas 

lf 11 .42 ¡ • " I Rn-t I 

por blót.4ve:s. 

bes~ oo/ primer ¡::as;, -tenernos 

~ ~ ... ~ :¡ * ~. ~ 1 

At 
o * ... '* B1A = - = 

n-1 o ::.¡. ... * 
n-1 

n-1 11-1 

en el ~undo pCl.'SO I paro... mu 11> pJ lea r B:z. 

por A1 -Jenemos c;¡ue d1'Jldlr ex 8:2 Fúr b/o~ves 

13.z= [~~1 S:z, 8::zz. 

(Oy --klrr/o -tenernos 
; 

n-1 n-1 n-1 

' B11 Bra l l./ .. Y.- . .>/.. 1 

- -------·-----

~/\, = A-1 = 
132.l B22 1 o 

1 

1 r-· n-1 J 



Como r;¡ueremos q.ue el primer renq/ó,, de A1 
no ~e al-lere 1 nos c1mv1ene roner ª" = .I1 y 
1312 :=. OIX(ll-f) 821 c;;¡uecb. -f'oraado a ~ B21 =O 

tn-1/~I 
::si I Ia mCJfT>ó:s. a. 8.n .B.z.z = 82 e.n+onces 

' 

n-1 

De ª.:::}~' vemos ~ue 82 -Irene :ser -la/ 5:1ue. 

'>/.- ~ ... v. !/... 

o:+'.- ... ~ ~ 
~A, = o ~ "ii -t- n-1 _ 

o Az n-z. 

: 
D y, ~ "'[-

n-1 

es c/,eclr1 al esco::¡e,,. B;z e::::rfamo:s re:::t::J/utcnc/o 

otro. \'C7; el probfcm!A.. dz /r:.cer c.ero.s o.J:::o..¡o 
cíe un e/emerrlo, p:::-10 en ~-fe ca:::o la.s m:;¡. 

-Irte-es, con /o.s ~ue es-t·omo:s -h-abo..¡ando -:::on 
cf...:=. una. drmen~rén n1snor. 



.:r. . "1'2.. 

e 

.,,¡eremos o..horo.. 
ea. 

Seo.. 1% 

FOr Jo -Ion-to 

z 

2 n-:i ~ 
t~fa~J BoA.:a= 8.z. ~ 

o 

Rira. QU?. los 
no 
que 

.. 

;:;;e md rf-toucn 
=f 

S12 = O 2.l((n~> 
Además 6;¿,1 

qué -&rmo. -/-(ene la ma-ln~ 

= [~l ~1 Bzz. 

n-:z. z. ,, ... 2-

1 
2 ~ 1 l 
- ~ .... • • • >/.. 

A2 o o ,,. ... ~ 

f'l-2 
o '>/. * 

dos primeros renqlones ck Az 
ne..cc::si+a.n-1e;s que 811 = I2 y 

f "· '' V 1 
l ~ ; · ·· :;. n-z 

\.] ~', .... :::..r ... · 

.'í -z 



la 

'/ 

-en q-eneiUI, en el J:;:-é;:s.fmo paso B1= es de 
.f-Ormo. 

~'= [*] ·-· 
O Bk n-/i.:.-11 

.... ..¡ 1'1-/l<r-l) 

-lal t;;Jt2 

K. n-1<:. 

~D le. 

B¡.c. A¡;,, ::. = Af<. 

o A~ 
n-1<. 

L
···>fr 

o '>/. •.• .,, 
. . . . . . . . 
o '\!- ••• ~ 

n-K. 

\/f:;s.to '-?tJe el problcrro... de. enc.onfrar UtYJ... 

::e ro:i. lkl? C\ et] e -1a1 l4ue BA = [ "'! ] 
confrar mo.trrces 8>=- +a1 c;¡:ie 

:r.113 



.I..11'-!-

~ ~ ... ~ 

s"-Al:'.ti o * ... '* -

o ~ ... * 
donde Á~-1 es una mafrl~ ~ ptden r;i-(Y--t) 1 '/ 

Jo. S¡:; que bvscamo-s -Jambtén /o e.:s. 

J...o. mafri~ 8 
8 = 'Bn-1 erK2 . . . 8:2 8, 

buscamos 
-lene/ remos 

Nos c;:¡.oeda.. a.horo... el stqwenle 

PRO 131-.E M (:). 

Coda una ma+Yi~ Am)(n encontrar una 
mo.+rl;t: Bmim ../al q;ue 

o ~ * ... ...... 
BA::::: o ~ ~ .... ~ 

o ~ ~ ... ;.-, 



.I..115 

Suponqamos A- [a.ra2I· .. 1a11l con a, +o 
'I a i:jU<! ::>1 ct1 = o en+onc-es no 

/ 
-kne.rnos no.do.. 

¡::::or hacer. 

Como es+amos. -svpon1erdo 
()(' ,.:., + o . 

vamos o. rn-terco.mbi'ar el 

a,+ o , en-/ónc-e:s 

prlm~r renq/&1 <!On 
e/ J<-ésri-no multipltcando a. A ¡;or 10.. ma-trr-;: 
de permu+acrón P, 1<. 

. . a,-=;'""º ()(11 + o 



I.11eo 

8 = 

'E!r>contraremos 

BA = 

Ahoro. 

Como Gn eJ 
h:..:c-cr ceros I n=:i 

-;t; -..t: - * 
-:5j I 'S;Z / • • • J "Srn 

"" .,,. ... ~ 
o v. ... '* 
o~ ... '.!{.,. 

5,J:. :s,li: A 
~*- Ar - 5:z~ A . 

~ 

s~ :e: r.: A ;.::>,-p 

r:-.rl n¡'.'.':.r ren,_;/;{n 
1 no 

-Nene n1n.qd11 00:.o 

-la/ 

- *: r, 

8 f2"° -
-'k 
Ym 

Otf::S IOi~';e,· .. -so..._ 

C;:' ;y):;,(OíÓ • 



• · • Nos CDn'l/ene e:scoqer 

~'' = I 

~/2 rd {31-:. -

. 
• • ~,k - [ t o ... o] 

Fa~ el sequndo · renq Ión -lenemo:s 

J:;. ~ - -;A: - -1::. ;a. __ -;t 
-5:,¿ A = f!:i.a, r, + /3:zz. r:z + · · · + t-.zrT' rm 

ahora1 
rl :. ( <><-u tY.,2 . . . IX-u, l 

. - - iC: l f&:z.1 ó<u ~, O(p. '{3z1 ~.,.,1 • • f-;:1 lf :. 

- - t:. f.:>~ rz .,,,.. [ (322. 6<2J f32z.cX;u . . . {§zz. ~::.n J 

De. a.qu.f v;.:rn:>::::. q¡uc 
¡6;, I 0< 11 ...¡- (3.?.z. 0:--::.¡ =: ó I 

sr p-.:1:.:m~:s hacxr 
Grr-.'~n=r..'S p:::aerrc:s h:J:cer 



f->.za = /B.2'1 = · .. "" ~m = O 

f2n 

-lales 

e.fea/o / pcdemos escoqer 
~ue ¡3:z1 ¡;;" + 'fozz. cxfz.1 = o 

'/e>- QUe 
-en-fonces 

'f->z,1 °"'" = - '/bz.2 O<':;z¡ 

f->,z1 = - ~2 CX2,¡ 

ó<.1 

' . 

' . - ;é 
52 = [ j3;z1 (8:zz. ¡32~ 1 

-s::r = L- <><2, o 
D<11 

-sr mi Jarmen-k2. 

3f' -= [- C>"<c,¡ o .i o 
D<11 

º1 

'I /322 



R:>r lo -lan-Ja la 

, - Ó(-:z.1¡-
c:<11 

B == - O<'e.1 / 0?11 

- D<'m1¡;-()('" 

Oe.stR\JAR 
lar f ntertor. 

mafrl~ 

o 

o 

o 

..:r:. uq 

e es de la .formo. 

o () 

o o 

o 

o . .. 1 

-1-rt'anqu_ 

Como se puede \ler, el ob¡e-lo de permufar 
el primer r€nqlcfn con el Jc-és1mo -IUe o.scqu_ 
rarno:s de q¡ve el e.lemerrlo . o<11 -fuera. dts-
-1-ín-fo de cero ( paro. p=>der dN rd Ir errlie O?"t1 } • 

E.:s+a opt:rac...tón e tv... nece:san·a ün l'co.rn-cn-le e11 

el co,::,o en f¡Ue 0<11 =O . "5/11 embarqo, 6."1 la 
pro!cHco. lo mds eFrcrcn-le es -ísne1 en el luqar 
de o<u o/ elcmer;fo de. a 1 cuyo uv.lor obso 
fufo es. rnd.r.1mo . 

/...o. nu-h-I 7!=- b:.J:scamo:s el 

p1-o d uc+o de f-(}¿ ( yo.. 

•,. 
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.!¡( * ... * 
o :t. ... ~ 

o ~ ... ~ 

pero como 

f:.JE.MPLO 

~ :it. ••. * 
( B P11<. > A == o ~ · · · * 

o :¡. ... '* 

Llevar o.. /~ -forma. -1-rianqu lar (l._ 

[~ 
2 _, ] 

A = o -3 
5 -i+ 

[~ 
5 -~-] =l-~1. Pi:. A o -3 8 

J 1 
2 -.1 L o 

~ve 

/Cl 1no..frl:a-

o 

~l o 



8, Pi~A = 

5 
-1!5/lJ. 

o 

1.12..1 

• 

Sc.lponqamo:s ~ue aJ llevar o.. A o. o -{brmt:A 
-1-rra.nqu/ar ~pertor no es neceso.rfo tn+craarnbJ'o.r 
renqlone~. 

Veremo':5 
..ftnns.forman a. 

c;¡ué 
/a. 

.formo. 
mo.tri1:. 

-frenen 
A 

/a:s mo:tr1c-es que 
en An-1 = '\] . 

formo... 
A:>r lo ~ue acabamos de ver 1 B1 es de la 

J_ o C:l o 
>-~, 1 o ... o 

B, = >-c.1 o o 

An, o o .i 

C<,.lc 

donde >-u ..,. ____ 
J.-:. 2, .. . 

1 
n 

l><'.11 



.:r, 122-

' O(~ ••• 
1 

:/e ::¡. ~ ... *" 0(11 <><10 

º* * ... * o o<2'2 ••• o<.' 
2.n 

B,A - e :,¡.. * ... * = A1= 

1 1 o * ~ * o <><02 . . . 1><'nn 

Bl el set:júndo pctso -lendremos <;;JUe , 

donde 

1 1 1 
0(2.2. 0(2S •.. o<2n ~ ~ '>f. 

1 1 ' o ':l. ~· IX3.:2. e><:,3 ... o<'.sn ":>(. 
= 

e<~ o<~ 
1 

lXnn o ~ ... * 

fbr lo -lan-+o B;a es de. Ja ..f-ormCA 

o o ... o 
},3-i, 1 o ... o 1 

B2 = ~:..z o 1 ... o f.;.,7-
~i..2 

= - r.ro.. 1 t><,-.:z 

}.il?.. o o )_ "'-~ 3, J~ •• • .. ' (\ 



.:I..12.~ 

FOr lo -Jan-lo -knemo.:s 

1 o o o o 

º' o o o 

ª~= 
O )\n 1 o o 
o ~o o 

O }.n2. O O •·· 1 

2 a. 0(2. 2. 'i- ~ Vr * OG, o<¡;i. la ... t><in 
o * * * o 2. 

l><;u 
0('.2. . 
~ ... 2. 

<><ar¡ 
B~A1 o o * ""'A2. ~ o o :z.. e><~ = * 0(33 ..• . 

: 

o o '!{. ... ~. o o .2. 
0(03 ••. 

2 
O<nn 

Fam el -lercer po..so 

8::, o. [: ~1 con 

2. ::l.. 4 
D<-33 D<5¡/. ••• D(5n '>Ir i.;, ... '>f.· 

2. C>f4 ... 2.. o '(, ... Es· C>.-'~~ CX4,1 ~' = . 
' ' ~ 

;?. :z. 2. o CY.n.:. C><ni+ C>{r¡r; ::¡'-. ... * 
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ck la -f'orm~ 

o o ... o 
~3 1 o ... o 

Ba :: ~ o ' ... o 

Ñi3 o a 

o o o G ···O 
o 1 o o O ···O 
o o 1 o o .. ·O 

83 = o o >.i¡:, 1 O···O 
o o >-so o I · "Ü 

. .. 
o o }-113 o O·· ·I 

It..-• o 
-----------

o o ... o 

81<. ),.1'--lf,K. O··· o 
::: 

l-1.:..+2,1<- o 1 .. o (l -(f:..-11 

o 
>--nit. o o 



x.12s 

fbr Jo -lan-lo .feriemos 

Bn-1 Sn-2. · · · 6z 8, A ::: [ ~] == U 

donde 

qular 

cada. uno. 

intenbr. 
de las es una. maht!i: -lnan-

'Si llamamos LJ. - 8~ 

en+once5 -lenemo:s qoe ~ 

LTH Ln-z . . . L12 L, A = u 

Nos 

escribirla 
-/amos 

lnfcre$0... irrlcrpre+ar esta. tqualdo.cl , y 
ck manera. d1'.ferenfe. Fbro.. el/o rrcc.Y:Si-

LJ:- • 
obs-ervar a19uno.s propredo.des de las matrrc.cs 

Nok:mos 
e,rec-{uo.das 
se pJco'e 
un::>.. L)._, 

seo.. e/ de 

ºr-r0- en 

que c.o_da. uno.. de las 0¡ryeroCJbn~:s. 

con co..o'o.. t/no.. dz las mo.1'-r·1t:cs Li. 
fn\!t:..F-!-rr 1 es 

-lo../ oue 
-1 

d~dr p·:>o'::::mo::s enc-.ontrar 
I -1 

el c{c.c-1-o combm:;:i.do L;. L;.. 
a'2¡ar lo... mo.tri?J;. 

-fonna.. rnc./fr:.ro,c'a. . 
-:::CJbre to.. que. 



.l..1'2(p 

r r.· ~. >.21 r, :t- + r2-1:; 

A1 .. '-1 A = >.a, o I A = }.et r, .t + r~l· 

>.o, o o l >-ni r,;t -+- rn:é 

fbr lo -lan-lo 1 ~¡ quf:5.feramos rec(..{perar a. A o.. 
p::ir./-/r de A1 1 lo Únt'co c;¡ve -lenemos que hacer es: 

1) restar o./ 2º renqlón de Af >.21 veces el prfmt:r 

renqtdn de A1 

.2) res-lar (AJ 5<.r renqJ6n de Ar >-a1 '/eces el prfmt:r 
renc¡Jón de At 

n-1) r~+ar o..I n- é::stmo rcnqtdn de A, >.nt vc·ccs el 

prtmcr renqt6n de A1 

p;:ro r!s-fo es precis?.mr:rrJ-e Jo ~ue hace la.. m(J..-
+r/%. L1 1 -:solo aue ei vc~'1: de res-tar ~::fHna. 

1 

rt -1 1-.:;o'e.ri-os o:x1d:.1ir c;.¡ue 1.., 

o.. p::zrfrr o':; 1-1 1 car:ib:'c.ndo /c~s 

f-2.1 I ),;,,, ••. , f\r") t I C""':S c':.cfr : 



1 

- ~21 1 
L -1 

I = - ~ª' o 

- >.n1 o o . I 

fbra e:ooffrmar lo anterior ob:seNemos que 

Lj 1 L¡ = 

-

- ).:ll 

- >.a1 o 

- }.n1 o 

I 

- >.2.1 + ~ 
- ~I +~'DI 

-}.n, -1 >-.ni 

o 
o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

. . . 

o 
o 

o 

' 
o 
o 

CJ 

o 
o 
o 

' ~. 
}lg, 

~I 

o 

o o ... 

o 
o 
o 

• 

I 



r:or lo -larHo .... ~ . 

-•A L¡ '= L,-1 ( L1 A} ::r (L,-1 L,) A ,,,, In A -A 

~oe ~ /O que qt.lc:nhmos. 

~ 
,_ 

.. ' 
t /' s1mi'larmenle .·. obkn-emos -:!>i. qve 

·' ·,·; - .. 

. . . :•· 
,,., .. 

1 
,, 

o , o 
La.'= >-~2. 

_, 
o ->-a2 o I 

I 
L2-= 

: . 
o ~n2. o o - ~n2. o 1•,< 

' ., " 
. '!. 

o o 
o o ' o o 

La.,. o o ~ -J o o -~ I La-= 
: 

o o >-na o o o - >.na o 

e-le. 

I 1 "' 
Q o 
Q o o o 

Ln-1 :s. 
_, 

I Ln,-= 

o o .i o o l 
o o ~!\n-1 i o o ->n,n .. l 



.:C.12q 

en-fon e-es 

-1 L _, _, 
L2 .2. - ::In I Le, J..-o • In, .. ·, 1..¡, ... Ln-1 = :X.n 

u+; lfzaremas lo an+error fQrt;J.. recsc.n'bir la retaclÓn 

l.n-1 J...n-2 · · · L2 L¡ ,4 = U 

c:k otro.. manero. muy ~q~va.. . 

C'omo 

ma.ftl'2: 
acabamos 

L-1 -la.1 
de ver 1 

que 

¿;_-• L). :a 1n 

Fbr /o +anfo 

paro.. co..da L..i ex1s1e 

,,.(= l,21 •• 'J n-1 

( Ln-1' ln-i ) Ln-2. 

( LH LnJ2 J J..n-'O 

L2 L1 A = I.n J.n·'l. ... L2 L1 A = L'il-1 U 

.. 

Como 

-lrro.nqular 

L2 L1 A ,,. .In Ln-~ · · · L~ L1 A .. Lñ~2 Lñ~1 U 

A L -1¿ ~ _, 
.. / ~ · · · Ln-1 

co..do. uno... de 
inferior , vamc.::::. 

V 

la:s 

Cl. 

modri'ces 
+..::ncr o.ue ::¡ 

L). 

-1-tl'o.nou/ar t'nfcnor 
I 



:t.1~0 

fOr /o -/atrio (l- /O. matrl1:- A /~ podemos ./Qc-HJ-
tr~r c:e la siquien-Je manera.: 

'•: 

·" 
A= LU 

• 
. _; .. l 

'' ;'': . 
'' " : ,f/ ~ ... '. ~ 

... 
! • .. 

Fbr e.remplo / -s.Jponqamos que -Jenemo.s el 

-Sís-femo.. 

Ax :a b 

'{ ¡::o demos .{Qc-tori;rar 

A= LU 

en-lances el :Sf;::,-temo.. Ax::b es ~uiva/enle a. 

LU'f.. = b ("il) 

-Si hacem~ 'I = Ux enfonce::s obfenemos 

Ly == b . 



.1113¡ 

01 IJec¡ar 
resue 1-fo el 

a e~) prdcff cocmenle yo.. -lenemo.s 
st:::.+emo.... A"t ~ b 1 yo.. <;tUe IO::s 

st-=:t1-emas ele ecuaciones cuyas matn·ces aso-
e /'r:::1.CJo.s -:::o n -tno.nqu/are.:s :son especio.-lmé:l?fe 
..f'dciles da ma.ne¡ar. 

R::na el e.aso en ~ue ~ n~rlo 
in-lerca.mbiar vario:> renq Iones de A, ernonce.s 
/os podemos in+erca.mbt'ar desde un prtncl'pio 
pd'( mect;o da una. mo.-frlx de perrnc.rfadári P, 
'/ ob+ener la -RAc-lori~ación 

- "" PA • L. U . 



CAPITULO ::0:. 



MDTNACtON 

Sqponc¡amos que estamos -lra.baf ando ~011 
vec-lores en IR.e. 

"51 ;t. es una r~olo.. c;¡ue ¡:a~ por el or 1qen 
la redo.. 1 en-leme-es -lodos 

S)f} ck' Ja .formlA y - p;a 1 

y a € IR-a esfd ::::obre 

/os p;r;Jos ~bre t 
paro. alquna F € lf2. · 

Observar que el vec-kJr- o. no 
men+e de+ermrno.dCJ 1 y:;, que 'Si 

'/ = ~o. p:::irCA alquno.. ~E IS<-

'/ = l ~ )()..Cd :::: ~I 0.1 [ ~ f- 0) 

unfvoco.
='7 

PoY to -lamo vemos que -:::.i ~ -!-- o 1 podernos 
fó'f {>.a.) y q-:;n-erar /tA ml"smo. -sushtulr o... 

tecla -;/.. el vector- o.. no e-:;,+d unlvoco.merrk 

/a recia t. . 



Ahora, S<Jponqamos ~ue. -1-enemos un plano P 
'/ dos vec+ores no <:!olfneale:s a., y a2 :sobre P. 
12n+onces cLJa/~uier vec-1-or del plano ;:se px:. 
efe obkner 0- ¡:ar·hr de. a, y a~ , ::s¡ ex.1'q rmas 
qtJe P pa;:.e ¡;ot el odqen. 

~ dwY 

P"" [y E 1,f: 'I "' ~,a,-+ "P2a~ , a, ,a;z. no c.o/1n-e:g) 
les J 

Ob:;eruc.mo:s -.'an1b/r!n 01Je c.:.::n ve.;.:. o'z a, 
1 

'/ a2. p::xJrlo..mo.:s hc!.ber u;;;,D.do 0-10:/..;;sc;::ul'era. 
do:s ve.dores n::> co/lnc.a!e:s Q'-..;:,/ plu...r10 - p~r c¡ém~ 

p!o en \!C7.:: dz q 1 p:io'n'o .. n1o::s -!on1ar ;.,, o.1 

¡-x.ira. w.atr;¡,Laer {. 1 =.'·o 
1 

y en \fC.i'.! e'~ az. {X?. 

C•'r·1'-._,":;¡os -/:::.i,·-r1°r ~-,o., r:.ero... i,., J. o .-. V- \' ~- p . ._.: -~~ f /..,-,• I t 

Ce C..({J.( uc.ry¡;:-}s ~' i?., /os v..::.c,:o;cs que 
c:!c+-cr.rninan un F/::.no no t:.::>-t-cf.n u.r;/u:::c../.J...rn.~() 

,'?- d:::...-!s.-rnino.d~,. 



Ahora, :s.iponc¡amos c;¡ve. e:::rlamo:s fraba;ando CDn 
vec-lores en /R.m . En/onces 1 aJ iquaJ t;¡tX. poro.. IR.-a 

el aonjun-lo -fbrmo.do f=D' los mt.J/fiplos de un Vee:l-or 
no nJ /o ~ una ree:Ja. 1 y el CDnjun-lo ck vec-lore:s 

de la ..../Ormo. ~, ª• + s2a2 es un plano o/ a, 
y ª2 no :son colrneale:s. 

pa::a :si en luc¡ar de 
-lomamos n veeore.s 

-lomar u.no ó dos 
de /Qfll '? 

-En a 1qebro. J.Jneaf nos r rrlere::sa eSfud 1ar 
a {o:s $..1.ba.on)on-los .:f' ~ tRm de ta +orma 

.II. a 

f;;t, c;21 ••• 1 
e;n G IR J a 11 ac.1 ••• ,an€ 1Rrn 1 

n 

= r 4 <;: IRm ·. y "' L t;.> Dj ) ~j E IR, Qj ~ u:<m 1 
j~¡ 

Sean ª'•°'2, ... I a,, f; ¡¡;¿n. 

Ur>~ CDl<íl3tNA-QóN LIN'2.RL ce 
6c."Gz, ... 1 ~n E/R.. -laJ.c-s <;que y 
.fórmo.." 

Dccimo:5 ~uc:: '/ ( ¡¡:.¿m es . 

o!, Clz.1 ••• , Ct n -::;i· e xr~n 
-:=e p:x:o2 e¡(pre::sar d.?. la.. 



JI.. Lj. 

e.s deci'r, 

'/ es una. aomblnac1'Ón 
ex.is-le uno. 

lineo./ de a1, a~1 ,..1 lX...,. 
~· 

. 
Y so/O SI X E IRn -/al c;¡ue 

y- AX 

donde A - [ ª• l O:i. I · · · 1 an J es /o.. matrl;c cuya:s. 
columnas -:::5a'1 /os 'Vec-lore~ a., ª2.1 .. ·1 an 

Lo. c¡enc.roJir:ación de los conceptos de linea 1 p!ano
1 

etc., c;que -¡=asan por el on'qen es+d. do.do.. por 

DEi=ltJICION 

D:.dm0:5 oue 
1 

(.)fl 

-:SU 8E:S PP. CI O /..Jl-./EJ1L de /fzm 

( J .:f =--::. !Ó 

2) -::31 1 :Sz E f ~ -:.:;, -!-- s2 E ;f 
3) ).. E /:Q. I -;,5 G ¡¡ ._:;, >-.--s ~ .::l' 



JI.5 

2) El conjun-lo fo} cuyo ún tco e femen-lo es el 'IJec-lor 
I 

cero es el ~bespcu.io IR/VIAL. de lR.m. 

5ean a4,a21 · .. , an t /Rm 
las ~rnbfnadones !tnea/e.s 
(!(.Ja./ deno-laremas ;:=or 

. en-lances el aonj o rrJo de -bc:t?s 
de 01,a2,···,an 1 al 

[a , , a21 ••• , On J e.s un 
-sr...tb-e:::.pac.to / r neaJ de ¡¡zrn 

Demostraddn : 

Arrles de. prosequ.J r , ht:1.y ~ue 
[a.1a2I· ·· IOn] e6 la. mcxtri-r. 

~IVClr que 
ClJya~ co lumna:s 

-:::on o,,az1 •• '.I an 1 '/ qoe p=>r 
<;.¡ue c.onf1.1..ndfr [a,,a21 ... 1onJ 

4 o -farrlo no hay 
con [o 4 \Qzl···lan]. 

-5i' 'I G [O.< ,a:z, ... , an] 
/..y = 't. íl1' = A ¡,y._ 

eri-bnce:s '/ = r:Jx 
G: [O.t 1a2., · · ·, OnJ. 



:. [a,,a_;;?, ... ,an] es un ~ubespaclo fl'nea.I de 
¡;¿m. ,.. 

PEP/NICION 

-ól j' es un ~espa.cfo lfnea.I de 1r;:¿m y 
d'- [a,1a2, . .. ,an] ent1'nces drremos f}Ue [a.,,a~,.. 1 anJ 
es UN CON::J'UNTO t:v: qE.NJ;RACORt=:S ca •. :.f •; = .. ·r 

HOis-fo.. o.hora. hemos - vr;:sfo e¡empló:s en lo.s CLlt3 
1~ /os \lccfóre:s que qeneran un :su.be::;.pacio /J-
nea.J e~ do..dCJS <Zl .. r.::>t/ci+amenfe. Un e¡emp.10 

en el cual é::;;+o nr;, s!.Jccde es el :stqu1en-/e : 

;f t:: [ s E /p]> : ¡-?.::-:;.=o paro... 

e:::. U/l SlV.:) e;:_, p C'...!".Á o J/nc.oJ de 

¡.:;t (S¡ -{·S.--:. } 

-:51 -<· ~:".?.;;: G .. :;f 

St s G ._f <;n-t'c1rJc\:'.'.S 

• . ),-s E -cI' p::z!·o, 

-'· (' \ ,.,,_, /\~ t = 

,\e- l.'?~ 

a.lquna re ic'"J!l J 
1:-~n '/°'- qve 

/ 

o-!· o = o 



• . .f es un ::.ubespaclo //nea I. 

OSSgR. VA-P.. ~ue ::/' es el corvun+o de Vec-fo-
r~ or+oqono..le:s a. r . 

/:.::!> dedr 1 

de vec-k:ire.s. 
cJo /Jneo.J 

dado r E /1=2P 1 emonces el con¡un-lo 
or-kx:¡ona./es. a. r es u.n s.ú::;es~ 

de IR". 

PROPIEDAD 

'Szan 

ele l/:i" • 

/fneo.I de 

Demcs+ración : 

dos su.be:spo.ci~ /lnt::ales 
~ n iÍ;;. es un ::;utx:::::spo.c10 

'Su f:lOl1 qcun os 

~, ,-:sf? E ::f, '/ 
"S ( ' !:) .2 € .:!: () ¡:f 2. 

'St, Sz E d'z 

. . 

. . . 

y 

-:;, ,-f-'S :z € .:f. " 
s, + Sz G .:ft (} ~ 

-:.i -s G .::/( (J f2 

>-s E ;:f, y )..s 
. 

)..s G ~ 11 ::f2. .. 

~ íJ .:f'2 es un 

errfonces -::;, f :r, '{SE~ 
6 ::l2_ 

S(.)IY..:spo..()o /tna>-1 d 0 1/2.n r.i 



JL9 
, 

S¡ 

.1J.. =- { '>< ~ IR" rik ')(. -= o j rz t: IR" } 

errlonces f, n f2 = [ ~ ~ IR" : r • .t X= o · 'I r2 *-)< = o J 
e:s un subesp~llo /fneo.J de ¡p_m. 

Como c..ono:.ecuencJo... de, Jo.. pro predo..d -1-am -
brén -J.enemos ~ 
e.spru:1os /¡'neo.les de 

si ;;!, , f:z., .. ¡ fm :son Sl.b-
¡¡:¿ 11 e.n-fonce .s 

.:f, () :fz. n . . . (l ::l'm es un ~ube:spcu:.lo lineo../ 

E;Je.MP/...O 

Sean 

:f, = {X E IR" 14:t X:::: O ~ Y., E lf:<.n } 

'j~ => [X E IRº r2.:k X= o 
J 

fz E ¡~n J 

J'rn = l X (:,:: IF<. n : 
.J. r E ,,·n J r;,-¡"" X. = o i 111 - ir'-



En+once.s 
ltn-eo.I de 

t>eno+emos. 
+onces \Í' 

ecuaciones 

.t: n d2 n . . . n if'm 
IRº. 

C'. d./) ~n . .. n d'm 
~ do.do por 

. . . 

-SI A es lo.. matr>~ rn Y.n 

r,:t 
A= 12.:é 

rm 

en-fon ces xE .:f ~~ AY..= o 

::!= [xE 1~ . p,y.. =o) 

C/O /fneal ck /Rf'l: 

¡=cr .:f. -t=.n ~ 
el st'S;fGmO.. de 

dado.. ¡:ior 

t2s decir 

e5 un Sf.,t..besp:or 

:El con¡un-ro 
es un 

de. ~/Uc(Ont::::s del sl~1-emo.. 

de lR 11 
• Ax.-o -sube-..:.po.do linea I 



JL.Jo 

Resumiendo 1 do.do... 
ellk>nces -lenetn0s 
c(os ~ociados o. 

. uno. 
Jos 

ello.. : 

I) IZI -sube:;:.p01.c lo de IR..rn generado fOr' )o:.s 

column~ de:. I+. 

2) el -:::.G.Cb~p~do de IP/1 

aon;uüto de -s.:>ludoncs 
dado ¡xt' e 1 

de Ax=- o . 

e.~,-fos dos "Ou.bcspc~.c..fos -::>Ofl -Jan lmpor-
-Jan+es ~ue mcre:.cen nt>mbre:s ~pe.e1~es: 

Di=.Fll..flClON 

2.) 

4 uncx. mt. n . :E.n-{-once:s 

/...o- IMAS;r:z.t.J ó o'z A 1 den::;-fado 
Xm Cf,·) ó R.(R) 

1 
es el -:sr.J:..b~pv .. do o'::. 

qsn::::.ro.clo por !o.s CT.r:>!umno.s d=. A 

I..m ( !: .. } = [ot, 0.::>. 1 ••• , O.o J 

i?.J '5:J€>8SPA-CIO h!UUJ 1 Nl'i:LEO Ó f;;l?{~!..fE:.L. 

n,_1,'-o,dO r.:oor 1'1 (11:-) ó i<-:.( (A) I 

. n' J:l ,-;·O c..'z 

o~"'. A 1 dz

(;.s r:::l c..on-



JL.11 

N ( A-1 = l X E IR n : A X -= O ~ 

Hemos Visto '1ue do.do.. A mY.n , 
y el nóc/eo ~ A son St.Jbe::pacl'os. 

en-fonces el ranqo 

llnt:ales . E::s ra-IU ral 
que nC:tS plan.Jeemos: 

¿ Todo sube:5po.c.ro lineal de IRm ~ puede ver l!Dmo 
el núdeo Ó ranqo de UnOt ma+rl1: '? E;:. decfr 1 C :sen 
-/odcxs los s.1bes¡::aaos. de lf2m .ffnifamenle qerrero.dos ? 

Paro.. poder hacer ver que los su~pactos de 
/Rm -:::;/ .::on fini'+amenle qenero.i::Jers nece:si+amo.::s intro-
ductr alqunos conceptos ¡ e::rlos eoncepk;:s /DS ffXYh-
varemos en base o.. las stquren+es pr-opredade:s de 
los 'SC.lbe:s¡:o.Lros .flnl+amen+e qenerado:s. 

1} [o] = lo J 

A 
nrrqón 

/.-0-
¡·ec+o.. 

¡:arh·r del vcc-lor 
vec:fCx di'-fcren-Je 

red0- qencro.cb.. 
qcnero.do.. pór 

cero no pod:"mos qcnerar 
del vec-/Or cero. 

p:x e/ vceor a. y la. 
c.uat~uter rná/f1p/o no 

nulo ck. o.. ':SDn lo.. mr:sa10.... 



II..12 

3) a E [a] 

1:1 '\/ec-lor a 
generado.. fút" 

;:,/empre es-Id 
él mt~mo. 

en la reo/o.. 

4) [q 10J = [o,a]: (a] 

El .. plano" c¡enero do pJr el vec~r a. y el 
'lec-lor o no es en reo...lt'dad un plano - ,; 
~lno e.que. -:se reduce a la recta. qenero..da 
por el vecJor o.. (¡ l./ a CJ.n P-' nto -:;;.( a=-o) . 
o ~a. ~ue no qenera.mos mó.:s vec-lores 
~; cons10'ero..mos /as co:nbi"no..ci'ones /rnealeS 
de o.. '{ o s:ue ~' r.J.ntcarnen-t.z -1-ornaro.mos 
combtno.ciones /inea./c--s de c;L. 

t=J. .. p / 0.()'j " 

mU.lhplo 0;'e 
o's-/Crmtnod{A. 

'I ~n6ro.d::> p'.A-
o.. c::.s u.,no.... 
p::Jr cJ.) . O 

cuo.l~urer 

rec-!o.... ( /;1. recio.... 
~~°'- O'.-!c d con 1 

-i 
¡un-f-o d2 c.o.11 f_1inc~ o'o nc:::s c2. o.., na cn.;ce 
;s1· corr;:,iQ'Cn-::Jno·s í2ornbrn:;,~cl6ne:;~ lrnca!.::so'e 

'{ 
F0r 

J.:; t~ ~ -{~"l_ 

e~:--'::~ 1 
!-, --,,.:. .... 

un 
lo 

' 
........... ,L., (!--,'-,·,-.,!l .. , 

' : .. ,,...., 
,-~,,w, ,.-"".'""') r_... _ _,,!, (,,...._ 

cd 

O~. 
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G.) [a 1 b] == [ b 1 a] = [o] <9 b E [a] 

...C. I Si b es+ó. en /O. recto. qenew..cl0<. par o.., 
en-1-onces el su.bespCtU'o qenenA.do por o.. 
y b no es u.n p tano 1 ::.r'no que se 
reduce o.. lo... reoto... qenen:::u:;la.. Po' o.. . 

.ii.) :Si el su.hespa.e.JO lineal qenero...do f=Cr 
/OtS veC:;J-ores o. '-( b es fa_ rec;t-a.. qe-
nerou::/o.. por o.. / en-Ion ces b es un 
mú.Jfiplo de a. . 

I es. c/.c,dr, b es./.d en 
la recto.. qern;ro.d~ por ~. 

e.s decir, ol el subespo..c.1'0 cletcrmincu:lo 
peir n vec-!-ores se red u.ce a.. unc:A rec<-o.., 
cn+onces bs n UW.-ore.s nec.e. so .. ri'o..merrle 
es-tdn en lo. recfo.. 

E fhtlE.-rsa...me.trle 
1 

':5i -fcne.mo:s n 11W.-ores 

en una. re.c..:O... 1 en-i'-onc:.::e:s el s.Lbc:sp:AOo 
tr neo..J c¡cne.rv_do p=>Y los n ve.dores es 
la. rec<-o.. · - A· par-1-ir d.e ve.c..J..ore.s e.n un 
-$;,_,_b~po-do /In-e.o../ no pva'e..n-1os 9cnerar 
ve..c.:fc; ¡;..:.s -P...>-&rO- del S!.Lbe";;;pcv..J o . 

es-!ud far o... [0.1,az, .. . , o.n]_ nos 
convTcne .fíjo.rnos en [a]. 



JI:./~ 

o ~ . aue ~¡ un vec.for a e.:s+á en 
et .i:;,uJ:::>cs~lo · d.::..+erminado par a.f 1 C121 .•• ,an 
en-lonces cua1quier mú.lh"plo de D.. -1-o.mbrén 
~ en el hiper-plano ¡ es decir, la rec-fo.. 
cle-ferrninado. por a e:s+ó. <!on-len1Cia en 
el hrperp/ano . 

f 

Demos1Yación : 

') [o]= l o \ 

[o] = l y ~ \RrO : '( ::= ¿;.o I f= ~IR.) 

:=. l LI E IR. ·. 4~0 ) ~ lº1 
11 

2) [~a1 ~ [<A] /..1=' o 

y E [¡,.a], }-:fo.Q {.--o') y = '~ (>,.e\) ~E IR 
<=) '{ "" { ~).. )C\ 
~=) 'I ~· ·-· )..;; o. 
6~ 'i E [i.."),] 

t:l 

3) a E [o.] 



']E,¡5 

a= f ·o. . . • C\ E. [o] 
• 

LI-) [a.o] = [o,a] = e~ J 

'{ € [Q 10] t.=') 'f = 'j:, a+ 1=2: o t.:%') '/ = ~.o. 
t:-1 '/ = \:2: o + 1=1 · o.. ~¡ '/ E [o, C\] 
(.d) "I E. [ ()] 

• 

. 5) ... [~.·~a]= (Aa.o.J == [Cl] 
• 

y <;: [ C\, >-.a 1 <=2') '/ = l: t a + ~a. (la ) 
é:=") '/ = W2. (}a) + 'j: ,CA 

~ '/ G [/-.A 10] 
{; ;-., '/ = ( ~1 + 1=2 )._) °' 
4=) 'I E [C\] 

• 
<O) [0.

1 
b] = [bp J = [CA] <-~ b G (a] 

'Y e: [o., b 1 ,,_.~ '/ ::=> f? 1 o. + J;2 b 
tJ:='l '{ = Fz b + 1=1 a 
~ 'I G. [b,o] / 

S!C.l11p~. 

[o. 1b] = [a] . 

b ::> o . O- -l- 1 · b 

b G. [~] . 



JI../{¡, 

<=] b € [a] 

[a, b] < 1'> 'I = ~.a+. ~zb 
~ 'I = ~1C\. + tá'z (>-.a) 
( "> 'I = ("e;,+ ~z.A )a 
' ?') 'I <;: [a] • 

7) (a.1a2, ... , an] = [a] <-) Oj E: [a] j=i,2, .. . 
1
n 

~ ~ '5i [01 1Cl2, .. . 1 On] =- ( Q] en-lotlces 

(:] 'Si aj G [a] J = i,2, ... , n en+onr-es 
Qj = ~jo.. ,.\j E IR. j =-t,2 1 ... , n Lf: 

<"~'? '{ ,,, r-;, ( A1o.) -l- }~¿_(!\¿U)-{···-!- f:·1 On?.) 
é: ~ './ ::1 ( Ft ~l )o. ~- ( C;:: f\:--c_ )O.. + · · · -l- (f;-o [,,'))CA 
é:""? y~ ( 'G"t 1-.i + t:;·g )\2 -t- · - · -t- ~,... ~. )Dl 
..::'::='y '-1 E La1 

lJ 

r! o t n,. (".~ -1 ... ·.¡l' .. .:..¡ • •• ··'1l _ 



:IL./7-

.. G'j E IR. 

~ 4 e;: [a] 

• ' t./ = ~o.. )\ ~ IR. 

2) 

-3) 

c..f=).. (~,a 1 +~2C12+··· + 'Gnan) 
4 = l >.e, )a4 -l- (~92.) a2-+ · · · -1- (~ ~º) an 
y~ [04,a21 ... ,an] 

11 

(PLRNOS) 

~ declr1 el 
es el mt::.mo 

plc<no qenerado PJr ª" .4 a-z 
~ el qe~mdo por Cl:z. y a-t 

I 

o 5eo... c;¡ue ~i -!-6ne.mos el p/ario qcne-
rado p'.)r Q4 4 Q;<.

1 
en+onces -!an-10 la rec-t-o. 

generada par O.-t e.amo fo... q-enero.do... ¡::or a?.. 
es+d.n CDn-!-enido.:s en el plano. 

[a4 1 a.?.] -=.'• [a(1 <::='J 

[a~, 02 J + [0.21 (--?) 

Cb ~ [O . .:] 
CI, ~ [0.2] 



JI.IS 

R>r el · (ne/so an/er¡'ot 1 Pod río.mos 
propiedad {a} como 

[ac,a2.J <;/; [ac] <.9 a2 (É 

[ a,,a:z] <;¡;. (02] ~ a, t 

escribir- lo.. 

8s du.fr 1 -::;;,/ el plano qenero.dó por Jos 
\Je.dares a, y az con+Jene vec-foyes que no 
es+O.n en Ja rcc-fo.. qe-nero..da.. póY , . a 4 , entoQ 
ce:s a;;z.. no ~ en la rec-lo... qe,(l'cro.cio... par 
a.,. 

::Inuer~men-1€) s a~ no e5-fd en Ja rec.-la 
qenero..da PoY o, 1 en-fonces el <10njun-lo de (!..Otn-

brnadones /lnea..les de a.( y a 2 aorrliene vec-lq 
res que no CSr!dn en {a rcci-o.. qenero.da_ 
r...or a.,. 

/..o... a.f-irma.clón pc!rO.. [a2.] es o..nd.loqo... 

Si en 
-!c.:rn/no,do p:>r des \!:::.c.lore.s a, 
el -:.s~be:;: .. :,p:.7: .. cio c:encro.do pór-
Cr2.::..."'.C oi C-.IJn:sic:f:.Jc_.710s d 

qc..n;:::·o.o'o ¡::::::;r ! r]<, O.;_:, o.. J . 

{?./ p'a.1r::J d9-

" a')_, 1 en-lonces 
a, y a7_ no 

.. - • l/- ~ •• - ,::;i,..-,..L.!'O ;:;,:,,\.,. .~.:.:::-..:·t. _, 

\/ 
I 
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no se 
a. dos 
vec-lar 
es.tó.. 

"achica'' al reduclr Jos qeneta.dores 

'lec-lores (a' " a 2) en+once.s el 
que :sobro... (a. ) n -ece:a ria roen/e 

en el plano de-le1mtnado por Jos ot/'os 
cbs. 

'Sf dos vec-+ores e.s.fdn é7I t.l.n sv.b • 

e:.spa.ct'O 1 

¡:x>r e/los 
errlonces e./ plano cLo.!ermrnado 

estd a.on+cnido en el ::::i.lbcs¡:::ac10. 

-Es 

por 
plano 
a2) 

d~Cfr 
1 

-:51· el ~bespacro C("'....nerado 
n vec-l<Jres e;;,.-fd c.on-lcnid.o en un 

{el plano d::.:..'ermlno.do p::>r a, y 
errlonce:s /os n vcc-fores e:sfci.n 

Gn ese. plano . 



Jf.,'2.0 

e ln\Jerso.m-en~ t :Si -fenemos n \/'ec.-fOres 

en un plano / en+onces el . -::.obespr:;11.c.lO c¡ene-
rado -por e/lo-:5 es-1-d. -folalmen-le CR>n-/«>1-
do en el plano · - o.. parffr de \/ecfares 
en un plano ro podemo:s c,on:sh'ulr v~ 
res -iu.cro.. del plano . 

'/. ~ [a.,Q21 '-~ 
b .. :;rna.frl-:¡;. m"f..:Z.. 

'/ .,, A y. 
cuyas 

'/ a:L '/ )C E IRz. 

\!emos ~ es 
/os procl.uc-fos. Ax 
[a4,a2). 

equ;uo,len-le es+udtar 
'/ /~ c.on1urr1os 



'/ € [a,] ~ '/ = ~,a, => '/ = ~1Q 1 +O· a 2 

-="7 'l E [a.,ai] 

Qnóloqamenfe 

-a) [Q~ 1a2 l + [a,1 < ~ a2 ~ [a.] 
[ai, a2l =P [a21 ~ a, 'f. [a~] 

• 

Obserror que C!.omo <!Dnsec.uenCAU. de la 
prop1 edetd c2 l 

[a.,0.21 =P [.a,.14'-..., [a..\,a2"14; [a4J 

~ '/ = ~'O.¡+ '62 0.2 

i=ero a2 ~ [a iJ : . a2 "' ~a 1 

I ' 
[0.~ 1 Qz J <;;: [0.A] 

.. 

:Jl.,'2.J 



-=3) [ch l <;; [a,, 1 o.'21 G [a 4 J 
-==-¡ a2 E [~4] 

. . a2 t [a,1 ~ [a~,a2"1 e;;/;. [Cl..] . 

1'~ ciemo~frc(a'ón de la :5e:fUnda afirmaciCÍn · 
es anci log~ . 

4] 

.. 

[o..i,a2, a1 = [o.~.u'21 

~ [~l. e:;.: [O 11, OI ~ 1 ciJ. s;; [0\11 1 Üí.zJ. 

_..::) a f: [o.~, O • .z] 

'ScJ ponqa.mos 

\( = 
1 '0, 0.1 -!- \:-:-:::>_D...2 ~. ~ Ov. a,+ }2a2) 

= ( ¡~;\ -:·e;~:; f'-t lo 1 -1- ('f 2- + f: ¡, ';_) <.A2 

[o.~ 1 0;?] 



. . 

'l ~ (.a4,a21 ="l '/ = ~.a,+ ~2 a2 

.. 

:di¡ 'i = ~IQI + ~2.QZ + Q .0, 

-=¡ 'J E [a.t, a:;q aJ . 

a € [a~ ,a21 ~ [o.,, ch., a] =- [a". ~2 J • 

a 1 ... ~ '' b, + ). 21 b:;¡ + · · · + >- n' b n 
lf.:z. ,,. >-12 b1 +- ~:z?.. bz + · · · + >..n:z bn 

~ y= ~. ª' + ~2ª2 

-~ "/"" ~' ( ~,11b1 +-· ·+ ),rit.bn) 
4· ~z.(}\p.b1-+ · · · + },n?-bn) 

~ 'I ..... (~,~u+ '0e.t-t2) b, + t~< },2\-t- ~::: }\22..) ~ 
-+ · · · + ( 'G 1 ),n' -t- cc.;2. ).n~-1 bn 



]l,Qt¡. 

b) [ a4,U2.1 ... , an 1 c. [b1, lY.i. J <.=) aj E. [b,, bz "1 
J == ~ • ... 'n. 

[ ';:¡ :SUpoogamos [a,., a2, · .. , an1. e;;; (b,., b:z] 

[ct.}1 <;',, [a~,a2, "• / an 1 Si [bt 1 b.2 J. I j ~ \,. ••¡() 

Qj f [ bt,b21. . ,. 

a i = )\ 1j b, + }.2j b2 

Sea '/ <=: [IA1i ,0.2 1 ... , an 1 

::?-¡ '/ = 't,; t C\ 1 ~. f."z. O.z ..¡. .. • -t- gn O..n 
.. 9 '/ ~ 1;, ( ~11 b, + 1'/.lb2_) -l.··· -!· ~n (},l\i b1 

~· ),;;_f\ b2) 

~ 'J = ( ['::, '?-11 -t. 'G z !\ o- ..i. • • · -t. e-n )-. t11 \ b 1 

-t- ( \-;, k-1 ~ '(\_ }1:.:.:;>_·l- -· + fgn ~vJ.'\) b2 
~ 't G [ bi, l'.J2J. ~ 

::¡.) '/ <2 [0 .. 11 0.?-1 ('""l '/ ~ /. '/.. , dc1no'2 A ::.; [O:d O.:] 
'/ ·;:,. G: ¡p_2. . 



Jl.:26 

donde A= [a~\~'2] 
I 

li:.JE/C'I PJ.D S (paro. /P.2) .. 

1) IR2 ::s [e4,e2"] 

'/O.. que '{ t 1R2- ¿.-., v-(~:l 
<:.->\ '/~ [~1 ~ [;J 

(.:::?) L/ = 71~ r ~ 1 4 T}2 [ ~ 1 
4~ t./ G [<2{1 e2"J 

2) O= o{~] 

o puede ser qenerado f=Dr [6] 
-;-;.!n em /Y.:I... rqo [;] + }\'O ~ >-. ... [6] 

r10 p:.te.de ::;er 9enero_do a.. pctn'ir du o. 



e} sean 

Ck=[~] 

L,t} 

en-fOnces '/o-. ~ue 

y E [a,,a21 <='> '/ 7'>t ~. [ ! ] -'" c¡;;:ia [ ~] 

4=) '/ = ~. ( [ ~ l + [ ~ 1 ) ~,., ~é [ ~] 
c.=) "' = y;;, ( e~ + ~) _,_ ~ z ¿L"~;·H 

t.=) "/ =- r.;, e.e + ( 'G~ 4 ~e.) ez. 

t..-=") '/ E [e,, ez J 

o IRQ. ::;ea. c;:¡.ue pC< ro. 9eneretr t 

ha.y U.F10.. V.ni"co.. p.re¡o... de vcc-/ore:s no 
qenero~dores. 

'-{O- e;; u e. S( Ol =-

V e ro .n2 ol ,;; L·-~1~-> •..J. {:=--c..) 

t~=7 

en-l-once:s 

\ 1 t.;:·-. o 1 = ·'.::\ -1 <-"'.: /'1 
'/ "'< I·'- ( '-'Í ....- \..., :2. \:.'2. - {';;e V\ 

'\/ 
1 



<==-, '/ ':l. ('~, + e- ~i) e, + ('tii2 ~ ~ ~:z.) e2. 
~ y E [e.,e2.1 

PROPIEOAPES 

~ 

et menos que se 1'nd1~ue Jo a.ontrar,.o, to-
do~ los vec-lores que :;e <!.on;:srderen só'rdn ele- ·· · 
men-los c:Je ¡¡;¿m · 

donde A- es 

lo. ma-tri~ rtl'f..fl cw.¡o.s c.o/u.mnas =on Jos 
vec-1-ores a~, 02, . .. , an y x. e;; JP..11 

E"'5 dsdr , el c.onjun-lo de combt'ílo:.cl.ones 
Jrneo..!es de n \Je.e-lores e:, fnd.epe.ncUen-fe 
ckl on:>.!en en a:..>e -/-0rnemas /D'5 vec~ores. 

-1' 

.S) Oj E [Oit' 0.21 • .. I an J 



LJ.) V1,'/2, ... 1 y1<. E [a.,az, ... ,an} => 

["141 Y:z, ... ,'li-c.1 e;; [at1az, ... 1an] 

j=-~ .... ,,( 

::< )-~!~~, 
,'•''·~'"'; , 

<D) [04,0:z,'. .. , Ol¡-1, a;H,· .. 
1 
On] =P (a4,a2, ... 1 ~~:,~~,C'l¡."H, 

···, an] 
(~ ª1 'É [a, la2, ... , et t:-i, Q,;+1 , ... , Ctn 1 

D8mo:;;,frv.c ión 

"/= [ot iO.z l· · · IO.nl [ff;• 1 
E'.z . 
t;l'l 

A=~· f0.1, JO;.;_¡.·· [Onl '/ 
1 I¡;;:'\ . -. 



2) [Ole, a:.l.J • . ,an J - [a· a· J•, J2, ..• , ~jn J 
' 

donde 

j,,j;i, ... ,jn E { -t,21 ••• 1n J t Jt. + j"' l.p. ;<. • 

E!f;¡,fo es con~ecuencia.. de '°'" cumrnu-
-k~:/itrido.d de le>. 'SJ.Jmo.. ; 

a) Oj€ [ai.a.2.1 ... ,an] j:::.1 12, ... ,n 

Oj =e.a. -4-o.a2 ""··· +o.aj-.+ -t.aj + O·DJ+1+···-+D·an 
ll 

j ,,. 1, •. ·, J<. 

'S~ 2 E [\'4,'{21. "J y~] 
donde. )/.. = ['\'d\'2..I· ·· l'/~1 

.. 



li.30 

. . 

- A [ 1-,. 1 'i~:d · -· l '1. i.<. j '-N 
= AY '1-1 
= A {:1.'i'J) = Aw 

~] -:.:":li bJ· E [a{,o.2., .. ..,an 1 =':i-J bj = AxJ· 
paro... alqono. 'f.j f /p_.11 

' ' 

.. cf "" [ /'.'.e-i l/-'.C2. I · · · 1 (-';2-:1 l t~. Y.~ 1 /\ .,(:~ { · - · ! /~ ~'·LJ W 
::: A [ e1, 1 E.':z.! • - · l {>·1 I "~~ l 't.2. l · -· l 'i..! 1 '-'v 

d;:,nde 2i G /p.n 



:n..oJ 

: · '/ """ Aw , donde 

Ü> = [ed€2.I··· Jen l 'i~ l't2l··· l'i..t.1 'IN G IRn 
• 

. Col [a.,a2 , ... 1a"-'•ªit-t , ... ,an] --F [o,,a:z, ... , at-1, Ol,:,~i+a,···,on] 

~ aÁ ~ [a4,a2, ... , ai:-4, atH, ... , ª" J 
[~ I:X!m::istraclón ¡::or contra.dfcc{Ón : 

~: .... ·• suponqarnos D,..i. € [o.4 ,a21 ··. I O.t-i, ai.+11 ... , an] 

¡..,.a. 
J J 

n 

. · y -=- 2:. w¡. a¡. 
&-=• 

.. 

L: J 

-1- ~J. :z:; 't-j Qj 
j=&i 

= ~ . ( ~j + GJ. ~ j ) a .i 
J=f..,z. 

O.). E [a1P.:?. 1 ... ,on] s La~, ... 10.!--1,0.i:-:·1, ... ,a,] 
' dz t;.~-fa.. rel:::.rci"6n y pí con1ro.d icddn &;: 

cbficn~ lo.. s~c;JndJ... p::z r·/e. 
C! 



~ ~ U:l 
(T1 ~ [!l ~--· + [tl 
.. ' .. 

¿¡ ~ '{ = 'YJt e,. + 112 e2 -1- • - • + 'í/m e-n 

C.9 'I E. [e~.ei.., ... , em 1 
... 

o e:s=e.R\I Ac 1 or....t :;:s 

Como 

-V.::.n -:::..rn os 
c:>nsecuEncio_ de lo. propled:A.d (!5} 

".:>) •··• 

O!J:::, .,-
Si f e5 un 
'/ [ 01 1 0.:::>. 1 • •• , 0-n \ 

d:;(ES o':: ,"':? 
[ 0.t,D.;,-.¡ • '' 1 0.n 1 [).. J 

e) ~ ,..., .. ·n r!- .. • ... ~ ,vf tL.i ..-.~ .. :..JI C .. :;,• 

-si [o{,a::?.i· .. 1 011) 
e/o t'<::~s e/.., ,-j' '/ 

~:1-bc::c. r~o..l.iO /fnco..I o'e tr;;;,m 
1 

es Ut~ c.onjúrrío o2 o,tnjo..-
cn-!onccs ;;;,f O- E d' 

I 

cs. -.'0.m.!::1ién L!fJ con fOtr-!o o''3 

o.:.n;.;rtJ. 
1 -



paro. alquna j € { 1,2, ... , n J , en-km ces 

[a.,a2, ... ,aH,O.ú1, ... ,an} ~ -lamblén UN 
aonjurrlo ce qenero.dores de .j'. 

JLS3 

De aquf podemo:s \Jer que un -sut::espacJo /tne::i.I 
pxde -lener una. Infinidad de aonJurrlos qeneradDr~ . 

.:J = [a] en-/once::s R>r e¡emj'º, ~; 
d- ()\,A.O plra cualc:JUler A..<.+ o / ..1. =1,z,. - · 

e) Sabrendo 
que no:::. 

t::::a.do 
-11'nHo de 

~ue IRm"' [ e-1,e.z, ... , ern] , es na+urot 
C!Uestfonemos : 

;:Je /R.m . ¿i e<.r::;.-ie un conjun+o 
w:ciores qae. qenero n a d'? 

E:!:> cted r = 

t::o..do .:J t;;; IR.m e E:2<. l~+e u no. mcvtr I Q; 

Amm -/al gue \f == ..Irn (Al '? 

E.n el caso en ~rJe d' e~ q-cncrado por 
un ndrnero -frni+o d2 ve. c+ore.s 1 d E.'U:::fe f.An 
aonJun-to mfnirno de \Jcc..-tore:s que qt;fl'.:ron ~ .f?. 

Fa.ro. C.on-/-é5-bí e-d.a-:s pr€CJun-las nece.:si+amos un~ 
hcrMmi'ento.. adtCJJo..d::;i, 1 y é:::rla e5 el <:..onc-epfD d2 

depenc±;rc1'a. Une.o./ qu~ ck-'::::Orro/larernos a C!!Jnhnua ci¿n. 
es-ros pra:¡un-la:s ~ llqoda.:s oJ ;:.-.tc¡wc:1-le 



JI..~ 

Do.do '/ E IR.'° '/ a,,,a-;l.1 • • • 1 an G /Rm ·d a.u.:J.ndo 
'/ e [a-1,02,· . . , ª" J? 

Ccmo '\Jfmos an-leri ormen-le 

,. ·: :., . ·:...:·_ 
•e-' '-,: ~-¡'~ 

donde .. A=[a4f02l···IO.n] 

Recordemos fil.Je Ax = y repre::sen-fo.. u.n 
sl-:=r/e~ di!. m ecuo.cibnes con n lncóqn 11-a.s / en 
el a.ua/ c.onocemos l.o... mafri~ A dz lo:::. coe-
-Helenle:s 1 el \lec,,-'-ór y , tf -/en1Zmos ~Je o'e-k:rmlnar 
el vec+or x . 

cdn 

'/ 
de 

F-1 
A'f...='/ -/.Jcn9. -soluo'ón 

es una c.omblno.clón /friéo..I 
A. 

Si n < m 
-le n:i -:-:-::.ne 

C.rn' ú.'IC "(--:5 

:·;o.aluc1Ú) . 

-::5iempre -1-tene s.otu
ónrco.m::.ol-e cuando 
d~ f o.s co /u mno.:s 

o:::.n:::roJ rr-en 
¡ -

Rx e¡e:11¡::Jo ~..,,¡ Jí1"'·3 y n=-2 
/[!..m = In.~ '/ I nfl = I pf~ . 



lI-"35 

-en-1-o nces 

[~ I] l:J ~ [~] 
no -Hene -soluc1'<Ín , yo.. ~ue el '\/ec../cr 

no es-Id en eJ plano qenerodo por 

-:5; 1..f E [a, ,a:z, ... , O.n J diremos ~ue c..¡ es 
LINE:fN ... f>t'tS.NTS. PE.F>e.ND/t=:.NTE ~ f a1,a2, ... 1 On l 

~,· <./ <!: [o,1 a;:t· .. , O.n] dkc::mos ~ue 'I es 
LJNE.A-1-1<1e.1~rc:. ll.J . .-r::::)e.Pe.N.D1~N-rs. D.=: {c.f,az.,. · ·1 an J 

fbr e;,::.mpf,:, , e;;. es ltn:::z,Jmen-te ino!e.pA"ndien-le 

dz (e{,~ 



JL3<o 

An./es de ana/fwr las pro plcda.de.s de /o.. 
dependen e.lo.. e In de pendencio. /lhea..I para. el ca:so 
qeneral 1 veremDS f(Vé pa:sa cuando ne ( (rec...Jas) 
'{ n = :i. {planos ) 

PROPIEDADES (RECrAS) 

'1) El ve.e-far cero es Jlneolmen-le ckpendi er;fe 
de la J para.. fo do a E ¡p_m. 

.2) >-.0- es lín-eoJmenfe dcpcnd icn-le d~ }a J 
paro.. -foc!o o. E f¡¿m y X E /R.. 

?) b c.:.'S Ífn coJ11·1c::.nfe C-::pcndien-le d::. [a ) 4-) 

[b) s [.a] 



L/-) b es lln 
[~1b] =(a] 

lmen+e ~d./enfe de [a) <é:'> 

5) o. es /In -:.a./ me nle irde pendi en-le del \lec-lar 
cero V-a, ¡..o 

~) b es /In ~almen-le incle pend ien-le de o.. 
fo1b] +[a 

,."; 

f) O.,.. O·O.. o E [o] >f-a E ¡~m 

3) [=) S-lpon amos b e.s lineo.Jmen-k. dependtet")_ 
./e de {aJ. 

~ b= },O- paro.. ato,unCA. A E /R. 

Seo.. y<= [b] ="::; 'I => f; b p::;zro... ]:; G IR.. 

'{.,.. ~ ),Q.) = [í= 1'} o.. E [a] 

[b] -= [o.] . 

L==J $:..¿ ponqamos [b] ~ [o.] 



JL.38 

: . b E: [b] ~ [a-=i , . bG (a] 

'-1-) [=-'> 5..lpangamos b //hea/menle dependiente 
de.~ 

=) b=-A(;\. 

l/ = [o.lb] x - [a 1 }.a] X 

=- O. [I )\] ')( ;,,. )-..'o... , 

donde )\1 = [1 )\] X 

. . '/E [o.] 

.·. (Q1b] G [a] 

<-=] Soponqo.rnos [o...)b] e e~ J 
.·. [b] <;; [0 1b] <:. (DI] bG [OJ 

'., .', ': 
,. :•-

---> - J[ j .J. 1 d" 1~ 1 :J -;;;iu.panqo.mos et. neo men.e. c.r:::.pcn 1en-.·'== ae 
o =) a = t..· o d)' o. = o 



PR.OPIE.DAPl=-S (PLRNOS) 

IJ o es lineo..lmen-le dependien-le de fa,,02.} 

2) a, es /rnerumenfe deperdien-fe de 
Oz. es lineo.Jmen+e dependienk de 

Jl..?fl 

8) [a1,a2] es UneoJmen-le. dep~ndien+e de {a. 1a2 } 

11-1 a ~ Uneo.Jmen-le dependien-fe de laf,a2J <~ -
[a4,a:z.,aJ = [a.,,a::z.] 

5) a es. /rneo.Jmen-le lndependlen-le de fac,a:z J 
<='> [a<,a21aJ + [ac,a:z.J 

Demo-::.-tra.dón 

2) Cl4 = / ·Q~ + Ó·Qz. 

a2 =- O-a4 + 1 · C?z 

.. 

.. 



Jt.l.J-0 

G.JE.MPJ..OS 

"Sup:Jl)gamo::s ~ue "' I '/2 G 112'° . Ernonces p:xie-
mos +ena- /Os ~vfenk:s ect:SOS : 

1} 'lf es ltneo.Jmen-le d2peno1Jen-le de '{a. 

~"· 
o . "ª 

2) '(2 es Úne'o.i menk depend ien-le de '/f 

~'11 o :i. 

3) '/• es I in'CO..lmerrle lrrdependfen+e de '{2. 

/'11 
Y2=0 

L"z 
'f I 

l/-) Y:i- es. ltne.o...tmen-le fnde pc.noticn-fe. ~ 'Íf 

~·'lz. 
"Ys=o 

5) y1 es l1'nco.ln1cn-r~ lno'1.:::rx .. nd.ten-l<:: da Yz '/ '{z. 
'<'.':3 lin-c:.Almf ... n-{e inc::::p:.-rtdh:.n-l-2 a'.z. 'r'f !'(2. 

---.... ' ,, ,., 

' e·~: 



yo.. ~c.>eJ por e¡empJo, '11 es ltnea.lmen4e lnde

pend i en-le de \ o l , pero O es / fh eo.J men-le de.

pend i-enk de \ Yd , 01 '11 -4-0 . 

2.) '11 /tnea.Jrnen-le dependien-le de l '/z) .P, '{z /ln®
merne depencJ1en-le de l y,j. 

-:;,¡ '/2 +.o, errlonce.s o e:s 
pendien-ke de {'{2\ '{ Y2 e:s 
pendlen-le de {ol· 

/lneo..lmenfe de
l 1·neo.lmen+e lnde-

a) 'I lineo..lmenk dependsen+e de l'it,'/2 J +'l '/1 
lineo.lmen-le dz.pendien+e ck ~'/1 '/2 l . 

o es lineoJmen+e c:krndlen-le de {€.t,e2 J 'f 
-:::.In embo.rqo e1 e::. /fneo.lmen-le independfen-le 
de {0 1e21 

'{ 
y, 

/J(le.almente lnd:zpendlen-le de [ ''Ífi'lz J =-t"'> 
llneo.Jmen+e lnds pendien-le de l 'li'/2' .. 

e, es lfnecJmen+e. i'ndepeno: len-1-e de 

.:n..4-1 

[c,e2l p-;;::;.ro C> es lrn-eo.lmen+3 d~peno.'ien-te 
de f e{ 1e2 j. 



JI..!fz. 

PRO PI E DADI2S. 

A menes. c;;ve ::e fndr~lle lo contmnb , -/-odo:s /os 
vec.-/Ores c;:ue se C.On-:5(cferen 5erdn elcmen-los de 11<!'1. 

2) 
·'. 

Oj _ ~- li';17~~en-le dependí-en-fe de 
~-•1 2, · •. , n · 

a) y1, '/z, ... , '/i<- Uneo..lmen-le depend lente de 
la.,a.z, ... , onJ ~ f-Yti'l.2.1· ··1'/i<-J ltn-ca.lmenk dz.-

1) 

pená len-le de. f o.4,Q24···1 a,, J 
(aj.,, a.;;.., ... , aj}<. 1 é.~ 
de [ ac,ll?-1 • .. " O..n J 

Jrna¿:_f n1en-le de pcnoUcn-1-e 

j4,Jz, ... j/!.. E [1.2, ... 1n) 

J"· Í¡2¡ ••. ¡ 11 l\ 



RE:SULTAPO 

b es lrneaJmen+e ckpend{en-fe de [ a.,a21 •• ¡ an ~ 
(~ (01,a:z., .. 1 an,b} ::s (a1,Ch 1 ... , Dn] 

Demo:s:fraci'Ón : 

RESIJLTADO 

b es /lnea.Jmen-le independierrle de [a,1a:z, ... ,an ~ 
~) [a1,0~ .. . ) a,, 1 b J + [a,,a2., .. ·; an J 

Demostraci6n : 

Ahora ~meis en concil'ctones ce pder pre:sen+ar /OS 
cooceptos ck de~ndencio. e fno'~-naencfo... lineal de 
con;unfo:s -ftni+os d2 vec-1-0res . 

PE.t=IN / C/ 01..J 

Sean a,,a2, .. 1 an E 112m . Decrmo::s c;;¡:Je [as,Oz.i···.1a11 J 
es LINSALME.f.JTE. Pr=PE1..lDIEl-JTE. -.SI cuando nren::xs 
uno.. a'e Jo.:s aj es / i nea.! m-en+e o'epena ienie o~ 
/o.$ r~tanfe:s. P-:s decir, 61 eKf:::te JE /1,2, .. ¡n)+al?fl-t: 



DEt=INICION 

Sean o,, az, . .. , On <;: /Rrn . Decl'mos 

e::s LIJ.JEIUJ~ENTE:. INDE..PE.NDIENTE:. :;:>¡' 

c;;¡ve [a4,02 1 ••• ,an} 
co.do.. aj es 

res-la.n+es . ~ ltneo..lmen+e lndepend len-le de las 

decir, ~' 

l. 

2. 

)..OS 

CI~ 

al 

1) 

,.., } 
.~-

/Jnea.lmen-/e. ckpenci ferr/e 

lineoJmen-le in de pend len-le . 

resu /fo..dcrs QL>~ hemos "'1-:Jlo sobre der:cíden-
e rnd2p'3nde noO. //rK:.oJ ,'o:s podsmo.s 1rl-"1..dUc/r 

fenquo,je mo..·-frtcfal : 

L/ E lílm es 
[01,0;>., ... 1 On 1 '= 

/fn·"'",..._lmc.::.r•-?-.:;. d~1-·...,nn'1~n..Je o':~ ~ l ._. J _ .. _ ....... (_ • --

i R.. r.i <--=-). l/ E' R.(A) <.~-"-? y-= Ax ; t.C::1,Q!' 

ds 



Demo:s1ro.cfón : 

4} 'f ltnealmen-le c::kpendien-/e ce [a.,az, ... 1 an} 
~) '/ (;; [o 11 az, ... I Q fl J 4 ? " E R (A ) e(=') '{ = A X 

para. atqunti\ X E IRn • 

2) y l/nea.lmen-le lndependien-le de fa.,a2, ... , an J 
4-) '/ 4: [a.,Qz, ... , an] ¿_-'J y 4 R(A)br'J 'I =F Ax V X E/Rn • 

RESULTADOS 

•) · [a,,a2, ... ,a"l ~ JRm -es linea.lmerrle dependiente 
~ e'{../~ X=FO -la/ c;¡ue AX.=O <~) N(A-)=F lºJ 

2) [a{,az, ... , On J i;;;:;; IRm e:s line.o-lmerrle 1ndependien-le 
<=) ( A-X.=O ='> X=O ) <.="') N O+J = (O~ 

oemo:stro.ctón : 

1) [: ~ SJ pone¡ amos 

paro... alquna 
a.; E [o,,a2, ... , O.J-1,a j-H, ... , a,, 1 

j E [ 1,2,. · · 1 n J 

aj= [ad O:a I · · · IOj-~ IOJ+~ I · · · I O nl ~f 
~2 



r ] ~' ~ Lada:z.\ .. · lOj-t \Oj+i I· ·· \On - ªj =o 

e, o 
(a,fa2} ... tar'l1 

. 
[o<-\O:z.l• ·· lOn] : ~ ; • 5j-t o 

o 
e:J+t . 
G~ 

. 
: 

Ej-1 _, 
~J'-:-1 

o 

.-"::¡ c.i!..is-k:~ X G ¡r¿n °!·0 

~ '" (P.-} =.'" lo J 

-· o 

o 

-lo.I oue At. =o 
-( 

SJ. ¡->Of"r.::c:rn :;~ /.J {P.·)-:.¡', t O) 
~ G lP-11 

, 1'. ~1·o 

= o 



[a, l~I· ·· IOn 1 
e· J 

i;;. 

=0 

o 
[a,. lOzl· ·· IOn 1 eJ-• 4- (tlda:z. I· · · an] ~ 

o =o 
Q 

l:j+t 

~n 

~· [a.ta2J··· laj-• \Oj+-1 I· ·· lan] 

l:j -j 
o 

b 

+. Gj UJ. =O 

e,/éj 

e.H I f:J 
~Ji-~ /Ej . 
5nJe· 

J 

(e~ es ¡::osi ble yo.. que ~j ~o ) 

=> 

~ 



.If..49 

~ {o. 1a21 ... ,an} es /lnea.lmen-le depend ien-le • 

:2) es ~iuo.Len-le o. (4) • 

J-1~ a.horo.. hemos \J t:s-lo Jos conceplcs 
de c.ombtnaa·ón Unrot 1 ::sube:spacio /lnea/1 e;tc. paro.. 
vectores columna. • /..os defintclone:s para \/ec-Jore:s 
rerq Ión ;:::on andloqas. 

DE::F/NICION 

/ 
Yf;t• TI).*-,.·., rm;(: E ¡p.,n.., / 

uno.. aombfnaclón ffneal 

I 
Seo.. c.t E /Rn* y 

Pedmos ~ue e* es 
ce t,,t 1 r:z.t, .. . , rm-* -::>f e~fsfen '7}1 , 'Í)z, .. 1 -fl,,, G IR. 

-l-a1 que 

e* == '7}1 r1.t= +7Jz rzi + · · · +'YJm rmk 

E.s decir e~ 

de r.:t 1r-z!; 1 ••• , rm* 
es 

-si 

u na c.ombrnac;'Ór) /tnea I 
ey..¡:::,fe L./ € /Rrn -fo.I ~ue 

donde A es /o.. mo.frl~ cuyos 'rene¡ bns-:s -san 



J!..IJ.q 

r,:t, r~ :b,. · ·, rm;t:; • 

de la. rnatr /;1:.: A,f; -lenemo::s 
c;¡ue 

fli?:SULTA'DOS 

I) cit G /R¡;,c es llnea.lmerHe. depend/en-le de :. ::' 
{ r,:t., r~t.J ... , rmk} i; t;¿h.,.. <~ y;t !t =- e"= ¡=aro.. . 
a/quno.. '/ E ¡p.m @7 AiE:. ...¡ = e ¡ c.¡ E /Rm 4=a") 

e E R CA~) 

2) e*- € IRº:,¡. es Jlneo..lmen-le tndependlenfe de 
\ tf :(;, r2 t, ... / r m;i(: j .;;: n:z.n~ <..-=? '/ *- A =1- e~ V- Y € /P. rn 

(¡::=:') Al:.'/ .::P e '1/- '/ <;; 11~ m ¿_=1 e f. µ. {A* ) 

a) [ "';1:' r2 ..t, ... l t'm*] '€:5 llne°'I men-le dzpendien-le 
<.d> e':!.f-:=,-fe 'I E ¡gm / LJ:f:O -/-0.I ~:;e y-kA=011:; 
(.~ e:t..t-sie y G /Rm I y =t' o -la/ ~ue A~Y = o;b 
4-=) N (A;1;:.) -::¡,.. l O\ 

· L/-) { t',~ 1 r2hJ .. . , rm*} es Jtnt:o.ln1en-Je tndependlenfe 
<27 y?:.A ==o*--; '/ =o 
~ A1:.'f=O =/ 'f =O 

<.~ N ( ¡.,:1;;J = ! o~ 

/-.o.. 

lro.o:dn p::.r.ro.. 

a.no.!/ OOD... 
' c.o/umr.D.... 

demos 



Ji.So 

co~lderar vec...fore.s renq/ón nos hcmo:s -fo-a1 
po.clo con C1/Ycrs ~ ~es¡::;o.c.los a:soc.tados 
o.. /CA. matr>~ Amt..n : 

t ,k 

4) RCA;t) = [~.,r~, ... , rm] 1 A.. r2 k 

2) 

o 
m~ 

~} N (A·I G /Rn 

2) ~ (A·1 ~ IR.m 

3) N (/;?.:) s JR..rf\ 

IJ..) R. (t/: ) e /p . .'> 

o;soclod~s. a. uno.. matri:a -!ene-
G.J.o...tro ou bes po.c.los 1 f ne.a../~ : 



/./o:s ho.bla.mos plo.r.i-feo..do /O- -st'qu.Jen+e prequn+a..~ 

d Do.da .::!'e; ¡¡;¿m un :su.be:;,paab 

€.J(. f-:=.1€ una. rn o:tr i?:- A -fo.J f4U e. 
/tneo..I c:e ¡;¿m 

" ::!= R(A) "? 

fbra .:f ... ¡p_rn la. respuesto.. e:s a-Prrrnatlvo.. 1 yo. 
<;fe ¡¡;¿m =- [~ 1 ez., ... ,em]= R(Im) 

FO ro.. . lJJ1 su.hespo.do lineal J' {;; /R11l 
mo"S ::equ.Jr el proc:ec:J..lrnien+o 

1 • 

;:2" 'Si 

Si 
J' s [o.] ...¡a. acabam°'5 . 
d' r;¡;. [a .. 1 , seo.. a:2. G 'd, a2 <f. [a,.] 

"/2n el '"i-é.:::.lm o 

s; .:fe;;; [a4.az, ... ,O.t-1] ljO... acabamos_, 
si ::/' t;t [CJ( ,az.1 •• • 1 O.t--tl -lomo.mo:s oi¿ E d' 

-lo.1 c;;:ue a.Á. <t. [.a,, az. 1 ••• 1 o. t-1] . 

t:ofe proceso pxtrlo. c.on·Nnuar ¡ride.-Ft"nidamerr/e.
1 

pero eJ he.cho de que. ;:f .-;::;co... :su..bes¡.-;:e.u:.lo ce 
l/<..m nos hace rnsar que d:35pUés ck. U..11 nutn::rO 
-Rnifo de ~os d = [o,, 1021 •• 'J a.J , 'Veremos 

que 6-/o ~Jernpre ¡:o.so.. . 

JI..s¡ 



1t.62. 

Obsen.remo:s o~ 
"t 

mckr-.1mo /Jneo..lmen-le 
l e-1, e2, ... 1 em , oi } es 
cua/~u/er et <; ¡¡:¿m, 

r e .. ,e2, ... 1 em 1 es un corvu n-lo 
lndependlen-le 1 "/ª <;}Ue 

/fneoJmen-Je, de¡:xnd len-te paro.. 

d Es é~ uno. propledo..d del conjwr-lo 
[e .. Je2, ... 1 em J ó es uno.. propledad de IRm? 

que -fuero- una prop/e.do..d in-lri'nscco.. a. IRm 
· -stqfliÍfcada... que /o:s ::sube.ot]jun-los de. ¡p_m ,~:.'/lnea.1-

merrle 1ncependien-le:s ::son -RnHos '/ ~ue -la/ 'JCr. no·.·· 
p.;eeen -/ener md.:5 dz m Vec-lore.::s . Paro. ver los 
Po~¡ b il idos:Jes o'2. s¡:x és+o ::seo. dcr-lo necc:si-la.. -
rno:s encorrhur ejemplos de. c;onjun-/os ce vec--1-0re:s 
lineo.Jmen-le lnde.pcndien-1-es ~ue. 9cncren ¡¡;¿m .1 

es dec1·r 
1 

encon1'mr m0i-f1fce.s A . -f-o.Je.:s que 
JR.!11 :::: P-( A) l'!1JC.o 

A~r-luno..do.men-1-e 
:;:;fmpk.s 

mo.1rice:s 

y 

n /..a .. s 

')) .. /<-::S 

con 

L,.-vm 
• 1 ' '~ 

/os 

cciurnnc.::s 

C::)/U r.-,;/'.}S 

de 

e;/~ 

unas mafrlces 
pmpiccbd 

1 
o.... :::::o..ber Ao.s 

L 

'-

c;:.n~~ron 

-:rrc.ngu lar r1;lr.:r(or I 
Jo._ e! lo .. c..¡ono.. I 

1n.n1 : r-, 
(L) pr;-¡ '< "' . ' ·-

:::.:>n /i'r1r.:t.:: .. ! :" r1 ·.::J-;'·2 in::ic -



pendien-1-es. 

Demos-tro..dÓn ·. 

>-i1 
~I ~ 

'5i L.,._ ~. ~ ~ = [ ~ l 1:z. I · · · 1 lm 1 
: 

>-ro, >ro2 }m~ ... >mm 

.f) 11 = ~,e. + }l.21e2+ ~1e'!> -4- • • • .J. N11• em 
~ = N.2e2-'" ~~:.. e3 + · · · + ~m?. em 
.R.?> =z >.r:.o efl -1- • • • + 'Nn~ em 

J!.rn = 'Nnm ern 

Como ~. =Po en-/.onces 

e" <2 [.e. •• e2,e~, ... , em J 

hacer /o rnr-,mo p::i.r0- /¡os 

Jt.63 

demcf:s l./ d..:::ducl r cbl -:sl=:..-/emo.. 

ec.uo.r::iones or1e 1 .... 

• 



JL.6t/. 

e, ~ [ fi.t,e2, e.o, ... , em l 
e2 ~ [ L:l., e~, ei.¡, ... 1 em 1 

em.., G: ( 1.m-1 1 em J 
em G [ .em l 

lmp/l'co... <;jLJe 

e;n'.€ [.Lm 1 . 
e~~ <;;: [~rn~. em 1 e;;; [..e.m-1 ,lm] 

ez ~ [1~¡ ee., e Jf I. • • 1 €m 1 <;; [ J!.2 J Í.?;1 ,l4 ¡ • • • I Í.m J 
e. ~ [..Q.1,e.2-,e31 ... 1-l'm J ~ [~1 1 -l)..,l~, ... J i.m J 

'/ póf lo l,arr/o 

[~1 ez, ... , em J S [Q-1 1J_7_1 ••• 1 Jm J 

, . 

/\' ·~ ,,,.., 
(~ti f ,,J( L./\ 

1 R.rn = P- ( L ) 
r. 

\'ere rnc~s c~:J.:: 

/l'¡-¡«'~í± '.-.,,,·.·,.,._!.-, f• ,--.,~"".\ ·-- - .. ~ ! •,.~-. , ".- • 
.. _ ... -.J .• ,, __ .!, ...... ,,, ! ,-: 1.... ::..:. ¡ .. Y-' ,c;;t.1 .1-1,.- .. '::> • 

o'e L 



5"' ponqamos 
En-Ion ces 

}m, 1:1 .+ °Ñn2 f=z + · · · + }\mm /:m = O 

>.u ~, = o 1 ~11 + O ~ i:; , = o . 
O .+ ~.22. ~.z. =-O J ).;z_z =f O ~ ~.Z ,,;,._O 

e+ o+ · · · + /mll).1Gm =o / }\mm .:#=o ~ ·~m=O 

o ~ c;que 'A ::=t.O . 

'. l..X=O ~ 'X=O 

~ c..o/umno.'S de L s0n lrneoJmen-le. 
indepenol ten-1-es " 

'S:o... Urn~m Une:\ mo.+ri~ -!rtOflqular su,t::::c;n·or 

y -/al que los elerne.n+o-s de fo... d1aqonal ~n 
d. rferen+e.s de e.ero sn-lonc.e:s 

1) 



1l .5(D 

2) LJ::6 coll;mno.:s de U son /Jneo..Jmen-/e fndep::11dle!J 

-les. 

/...{).. 

ct6n 
demo-:::.-tr(}¡o:dn e-s o.ndJoqo. o... 

-/ri'anqu la res 
/o... derno:::.-rtro.-

p::uo... m01trices ;n-fcrtor-c::s. 

d~os'/r-a.do que s/ L e.s ·tnanqular 

}..;.l :·;p o 
1',c,c, + o 

L qenero.. IR m 
la::. columna:s cJe '- :.;::,on 
/lncalmenk ind~pcndien+c:s. 

cyaeremos ver qoe -::;,¡' L es tr {a nqola r ;nferro r 

c..o/Ll mna:s o'~ L qcncra n /P. m t..~ /a:s 
en-tono...?S. 

las 
colr.t'mna:s de L- :::.un /fncoJmenfe. lndep:::nai:::nles. 

P-rtmero vcremo~: 

P.-E.-:;:;,ULíADO 

-s:::.-0-.. L uno.. rna.-/ri:;:. ~h-io.nqu Ja ( lrHCr(or . 
r.1r-.. m 

/o.:::. e::> Ju rn nc::s 
,,..,.1,··'n-.'·P fna,-¡---,-c'ir::.,.,1.,7 . ..,.. /--~... ..1.:'"')~-, l. _ - • ,:_:.. ._.--- / i~.tG; ,, '-·-.::> o._::.---.r r __ _, 

!a.. 'f I "'I r!j"·- - ':"S o o:.r;ono- · -::,./ 1 ...,, -.-;:..rc111•-

t-, ~ ~ .. , ,....,. , -h-r e ¡0( '/ 
,/-oJ t • ..__'"• { -.•·', -'" • 

!rri..:oJ -
,:;.[ ::: n 1 e:,¡-! :::;-s 

c12 c•.=:to . 

' O.:! 



4=) ~ tmplicación yo.. Jo. dem~cunos 

[::!) -suponqamos i;¡t.X! o.lqón elemen+o de la. dto.qontJ..I 
e!> fquaJ o. aero 

~ >-.,,.K"" o donde J<. es -laJ que 
}\,l,i. .¡.. o paro.. Á. > J<. ; o =>eo. c;¡ue en el aa:so de 
que hayo. mó.s de un elernerrlo de la. dl~I .. 
tquo.J o. cuo , n~ ..fl¡aremas en el ólfilf'O de · '· 

-la/es · e/emenlo:s, 

,: .... 

>-.., 
}o, k2 

l- = 

~ >-1<2. • • • o 

)m, >--m-i · · • }-m\.C.. • . )l.rnrn 

· · lm = >-mm em 
l.m-1. .. >.m-1,r.'rf em-. + >-m/11-f em 

..e~:·1- Aw.-f,1<=+1 ei:,t, + · · · -1- >-m, 1::::-H em 
,,.(.,.,, "' )...~~1,1<. e~, + ... + >-.m,~ em 

Como paro... 

em 12 [!m] 
€n-M- € [ .lm-l 1 Cm J ~ [ .12.n-,-(1 J.m 1 



Jl..6S 

Fbr I o +cmfo -1-enemO'S. e;;¡ ve 

. ·. /a6 colc.l mnas de /lneoJmerrle de~ 

dien+es. 

Si L .+,.ene columna:s /lneo..tmenfe Jnc:Je¡:::en .:., 
dlen+es =3> C" .. -/-odco bs elemcrrfcts · de. la. draqó(jg) 
ele L :son d ikrente.:s de. ce ro 

111 
· ·.· "t; ·

0
, 

En-Ion ces 
~ los 

Lm ~m uno. mc.+ris 
/o.-s. colwnno."5 de 
e/croen-tos de. lo.. 

d Uercrrk.s e!-=. e.e ro . 

c:!c.:.:1~ en -,· .. ~-.~:.-s •• 

-lrt'o.nc¡u lar 1rrl<::.rtor. 

L c¡cncra n lR. m 
dro..qono.I de L "S?n 

oJ rn cn.".:!'S 
d~:. L cuy::> 

un 
(_rc.,!ar 

i < /<. • 



En-Ion ces 
ro ey_f~ 

ati'rma..mos c;;¡ue 
)( € IRm ./al ~i..e 

)." 
)..;z, ).22 

L'/...,.. 
)."' }.K2 ... o 

el<- r/. ~ 0-) . \Jere rros t;¡ue 
L"1.= et<-

e, e 
~ e 

1:11-
= t 

. . 
'>-m• ~m:t · ·· '>-m"" · ·· )..mm 6"" o 

.Enfonces , paro. i< J<. 

e:\. cero : 

0'::.}.111'j,
1 

~ 11 4'0 =9 l=:1=0 

o = ~. {S4 + }-'2.2. \;'2 , ~ .. =o 1 "'Z-2 =/:o :a¡ f.u. ~.z. =o 
~ ~.z-=C 

. 
0 := }.l!-4,.{ ~ 1 ..¡.. }.K-112. t;2. ..¡. • • • -\. ),.~-1, l:=--i ~ i:::.-1 

= C> 4 C .+ - · · -+ /\1-<.-11 k-1 ~ 1=--~ = }.y,_.r,.r.;.-\ ~e::;-'\ 
Gp-L=O 

Tenem~ ~ue 

),l<-l e;A + A k2-~2 -4- • • • -f ).. ~; K--1 ~l<..-1 ~ 0 " ~ K =- -1 

o+o+ - - -+o + o =- .-t V 
o 

o'z 



.:Il...Coo 

./o.I que 

L )( .¡. e-K 

e-«~ P.(L) 

/...os columna:s de ¡_ no qenero.0 ¡¡:¿m 

),o;::, columnas 
/~ · '. eieme~ de 

_ ... -· 

d ;.feren+es de cero • 

demostro..do el si-quien-le 

":5c!A.. L m ~m 
-len·or . -En-fonces 

un~ mot-11 i ~ ,..¡¡.. ro..n o, u I a r l11 -
~an ~u i t.ro. le nk:.s 

-1) 
2) 

B) 

/ ..... r;.~-::s e.o /un1n~-:s de 
/...O."S c..o/umno::s d:.::. 
,,-.-,. 'l r 1 ¡' p '°'¡_! r'·< ,...,....,.__ "'-· '--Í l 1.....--..J 

1-o-:s e::Je. m c..n-i-o:::::. 

l o·:rv= '-0.11 - ,--- '_,,, .. 

L -:5:->n ltncoJrncn-!e tnd2-

o'-:?. /.?... d1'0.oon-:.l.../ . I o'e L 
·~cc:in e/ i.f'-G.ren../<:·5 de (:_';JO· 

lc.s 

c.J (:JU!:! 
J .-¡ 

::.:..:..~ ... : r ... ~e;;-; Orr;:: .. ::s 
t..~''.::: t~ 1 :,._~ ;:;.~.::, .. {··, ¡_/'- ()

1
::. 



.1L(D' 

RESULTAOO 

Sa:;\ U mxm unCL matr/r: -1-rtanqular :svpertor . -En-/Dnoes 
~n eJ:;jUl'l/a/i:n/e:s 

1) 

!2) 

a) 

co/umna::s 
columnas 
elemen-los 

ce cero. 

de U qeneran /Rm 
de u SJn /tnea.lmenle lncl:pc1dlti71es 
de Jo.. d1aqonal de L -:50l1 diR:1enk.s 

111 

Fhra.. los renq/on-e.s de T -/enanos et srqu lcnk:. 
ma1717: 1rranqu-testt J+odo 1 donde T den OfO. a. una.. 

lar ~perlor ó inferior : 

l<ESULTAC>O 

Seo. T m '1.m una ma+rir. -lrlanqutar . Enfonces. 

:=on ec.;¡u/\/ a terrt-es 

1) Los 1enc¡/ones de. T qencran /Rm* 
2) Los ¡·erq /0.'l e:s de T =::on /fnea!mellk tnd=pen-

dien+es. 
3) lD=> el emerrk::r:::. ce lo... drru:¡ona./ dz T :::;an drfe:en-

-le:s d2 cero. 

re~'-'...J/+oclo .:;;e dem:...tc-:.:ih-a.. -f!d.ci/menfe ~ 
d~. le>- . rn_crkf'.l: 1ro..ns pue:sia.. -r:C . 



.Jt.(eZ. 

Los renqlones ce í .::on ltncalmenle lnde
T penal efl-ks -::s; y solo si las eo/umna:s de. 

óOn /JneaJmen-le lndepcnclien-fe.:5. 

demo:stra dÓfl e-s lflrnedlafo. y /()... omlh-

rt'lO'S· 

b 

De 
atcmdo 
+rices 

a.quf ¡:odemos ver que es muy fdcil -;xi)Jer 
/~ columnas ó renqlone.s de /CJ.;S ma-: 

-Jr1anc¡ulares ck orden m qeneran /p.rn. 

Ahora 1 a.tponqamos 
-h-1anqvlar fX>r b/o~uc:s 

-1-é.nr::mos 
decrr, 

lo.. -foimo... 

r 
A11 /i.12 J s A ~ --- ~-·~· ·--------
o P.22 m-:s 

r ¡¡-¡-

-lcncme>~ : 

una. modll& 
A mr,rn re 



Re5ULTAOO 

Entonces, 
natS de 
·~ /as 

pens:Jien-le:s .• 

una. ma+r1ia -lrl~nqu lar ~r bloque:s: 

[

A11 
A= 

o 

.oi /aG columno.s de Au 
A22 .san ltneo.Jmenle 
oo/umna:::, de A .:50f) 

B:.:s d::: e ir : 

y /as co1um
in::Je pendierrles 

J /ne.o./ m en/e lrr:::k{ 

( 
A11 X.1 = o ~ "t.J =- o \ ~ ( Ax= o ='> X= o ) 

Az2.X2 =O ~ X.z=O ) 

donde 

Demostrao'c5n : 

A11Y.1 =O ~ 't..¡=0 y 
Áz;? '1-z. ~o =? 'l-2 = o 

AX=O 



[:' A12] [ <. [A,.~, + A12t~] [:] Ax= :::: = 
An. X2 Az:i><:z. 

""""> Azz~ - o -=)' ~=O 
A11 ')(.1 .+ Aí2- ')(.2 = o 

=9 A11')(.1 =O ~ X,=i.O 

,c.,-'1-2 =o ><.=-O 
• 

Ri:=sv LT At:::o 

Seo.. -hi'o.r.qular p:;r hloque.:5. 
n-r 

A12 J~ 
A.zz m-:s 

.r.:: ' /,.-,.-1..:::..rn once.:s, $1 1v . .::. 

-/2 fncl<:: p:::n:../!Cnf<::-s -> (;:.":::> 

~on !rnc-x::dr:1et1fa ln-.:;';:,i:;,::.ndicr;-1:..<:S : 
1 . 

o'onci::: 

r-,,_,,, 'i"l ')" .-!- ·; _. •_ .• ;ÍI 
( • ..- .... , • ~;;-/¡ r_ ··'-'" 1 

( /, " -o ' ,.., !1 í'J --· "l 

/lf;-::::;.fm:J7-

az Au 

)~=o ) 



11(15 

Stlpotiqe1.m os que exi:s-+e alquna x, € 11<.r 1 X1 /=-O -la/ 
que A11 X¡= o . 

~ X-::a [~] ~ /Rn E.n-fance.s x+o. 

yo. i;¡ve ~+o '/ odemd~ 

Ax "" [ ~I A12 H ~·1-
A2::l o lA•:']= [ ~ l 

•• E.x.;~ un~ x.-:/-o -la1 ~ Ax=- o 

( Ax= o ~ X:= o ) ~ ( A11 X1 = o =-) X¡==O) 
• 

D/::x:::eruemos SJve e/ ~e.Je A 
/nckpendten/es no impJ/co... qve 

-/enqo.. columnas 
A22 -lenqo.. <to -

/u;nnas inc:/2Pendien-/e.s 1 y~ qoe 1 

-:::>I 

1 1·10 1 

o 1 l () o 

[~ 1 
A = O O 1 1 O = 

--:-¡---o o , 1 
o o:o o 

F°" e¡ernpló1 

Aa 1 
/J-22 

ert-lonc.:es fas ac?Jumna.~ de A o:::on 

1rd2pend ie.n+c:s,, p.:. ro /as C!O/ctmno..:::. Ci2 

/lnzoJ menfe ds.perc.!ien-l-e=s . 



{;;>/n em bo.rqo , podr{a.mos h:::;..ber dividido pól 
bloque~ o.. A d= /a. :s1'quienfe manera. : 

r· ., ; º 1 o 110 o 
- -a- -A - O O¡ 1 O 

~o 01 1 1 1 o o.o o 

E::;;,f os. bJcx;¡ues 
mero'S. en q¡ve 
/a:s Qo/umna.s oe 
in:::Sependier;+e;s. 

- [ ~: A,~ J 
A~ 

d HerenclCA.11 ck. 
e$ m·al)qalar 

Ak sl :son 

/os pn··,. 
y en q¡ve · 

/!aea..Jmen-le· 

A rn><n Ufi'A.. ,J. '/-,.7 "',.--,, I f,.,r / l '-'•"'-'¡l.-! c.-< pr 

r 

A:::: 
[

10-

r, r .. 1 (TJ= luj 

¡ 1,J. ._;;/'){) [r rr:.· - 1 
- ¡ J -~ - ... , -

' ..... ': 



lnc::kpendief")'fes. 

Demostración : 

St1ponqamos que eJ<is7e 
c;¡ue A22 ~ = o 

seo. b - - A1~ X:;_ E IRr 
nccn--rJ Cn-rl~.i 

Como T es unCl me11rl-c --trtanqular d?. orden r 
en-lonces /os columnas de 7 

I 
qenerv..n IR.r, por el 

te.su/ lo.do an+error. 
<:bmo b t ¡p.r I bE 1Jn (T) y f=ór (O +arrió 

e~l:::rle un X,€ IR' -(al que 

T1-.1 =- b = - A 12.. '1<2 

Sea 
X= l:J donde )(., '/ ~ son ,/as 

J 

~...::eri+xs. o.rn'J:o.. 

I 

Ax=[~ A12 ] [x., l 
A22. X2 

= [~] 



JI.va 

FOr /o -/o.rtto concluimos '4ve / paro.. mcdnce:s -/y(o.nqu-
/ares '/ -fn'anqolares por b/oc;¡ue.s 1 necestfamos cuando 
meno:s rn '\lec-lores /nd€ pend icn-tes ¡::a ro.. c¡enerv.r IR"'. 

E;:. decir 1 parece :::;c.r qve paro... . t;1Ue 

en-fonces A de be de -.Jener cuando menos m 

c.olumnas /lneo.lmen-le fndependien.fe.s. 

An-les de a.onHnuar veremos c;¡ué es necesario 
paAA gue 

ObseNemos c:;¡r.>e implic0-

~ue [e1,e2 •... ,ern] ~ [01.0~<1· ... an1 
[0~ ,02 1 • •• 1 0. f\ J I J .S, J... ~"' r;') · 

o '4ue 

lr?rn ', '( ) - "' t< ( '. X.i E IP.n 
/ ..(.,. ,l ~ rn 

! () en 

rno:fdda./ 



. . . 

[e4 le2.l · · · 1 em] = [ A1'. 1 A~2 I · • . 1 A1-m] 

= A (X il >:~ 1 • .. l 'ím] 

I. = AX N'\ 

donde 
columnas 

X ee. lo.. rn~frl?:: n 'J. m cuyos 
~n X., 1-21 • • •1 'f...rn · 

E-s. dedr IRrn ~ [a. , az, ... , a,,] 

I..= AX parQ. alqono- mafrf;¿ :X nxm 

Ahoro.., es-fo 
mafri~ :X. I 'JO.. 
Vec....Lor- Y E' IR.m 1 

nos 
q¡ue 

y+o 

do. rrrformadón 
si -tomamos 

entonces: 

'/ = 1'/ = AX 'I =i=O 

-~ A{Xy)=f=o 

O'Je 
1 

::sobre fo. 
a/qvn 

L=AX en-!-onc.es {o.~ columnas de X 
tr1 mi:nnKm 



JI..::to 

Fbcfomos '/e.r o.. las mo:{Y1te.s A ...¡ X como ..fun
IR..n '/ I Rm clones cque opero.n sobre l{eG/ore.s de 

re:spec-li'\/Cl.men-le 

X A 

o ::sea.. que e>i 
.X l'P-'° _,,,,,. IPf' c.on 

R (A) - IR rn ~ e~(-s-fe ''s}:~,91;}~~ ' 
columnas fndepenci len-les , 

./al ~ue. AX :::. Xm 

E.:::rlo li o 
o':::.pendcncto. 
na~ de A . 
11cu /o.r dzl 

nos dice no.o'?.. 
ó I nos po1o'cn cio.. 

E:sra :::.r-:-uad6r1 
produc-i-o de 

accti::.o... de I o.. 
li'nco,f de /o.s colua1 

un úaso p:J.r
mo.11-rce .:s : 

A::?.-.s c'J:l:i:.l1~·}t1 ;:~; c./<) e :.:-::-1t1 lrr1·~=e-~-lt*·1t~,r~.¡:::; in~)!~.~1)::l1-
c .. ~lc/·1-!~·.-· .. :s ·: .. -;.. /~r...: 4~;, c~.'~)1~rrnr1cl.:S c{2! ¡3 ,:::..:~ . .., lfti<.~:.~;/!'11:,.,r¡/:.::; 

{(f::,'·.:¡:) .. ·~:~ ::'i~::...r1 ·:·," _., 



::n...~, 

'S<./ponqamo:s '/ € IRt=, 'I +o 

en-lances 
dlen-les.. 

Cy r:/: o "ª que e -frene columnas f 11depen -

· . · C'/ = A (By) + o 

d> 8y 4 o / ya que ~ By ./{.¡~ra. rqutll a cero 
en-lonces -kndrlamo:s que 

AlBV) =- A{D)= O r • 
fi7.¡ +o /Q6 aotumnas de 8 ~n /1nea./-

mettk JndepencJten+e:5. 
11 

Sin emtarqoi ~· reí/e'fJonamos un poco rrds :::obre 
el Ye5<1Hado arifcrtor , veremCJS qoo cJe él pod='mco ex-
+raer uno.. herro.mten+a muy óh'I para. rnve~.:hqar -ói 
la~ columnas de una maftiz :::.on //n~al menle rn-
ckpend ten-fes 1 pu~to que el produc-k> A B ::se p.;e:::e 
ln-krprelar como o.cerón ck .4 ~bre:. B cí de 8 
-sobre A. 

P.esuLTADO 

"S'-!ponqamos e= AB , con N {E>}= lo J l es 
dectr -fo../ 9¡r.te B -/K;rre columna~ rnde¡xndicn-
-1-e-s . e..rr+onc-e:s 

N (A- ) = l o J =) 1'1 (e)= l O J 



Demos1rc:¡cfdn : 

Suponc¡amo.s 

.. C)C.=O 

ABX =0 

[Xlro. alquno. 
, x+o 

Ncci+ lo\ 

X.~ IR.¡.;. 1 X=fO 

A (BY-) =O 

Como NtB}= to~ '/ x+-o 9 

X= BX A::¡.. =O 

NfA)=F lo~ 

X::/-0 

.. NlA) =lo~=) N (e)= {o~ e oa ndo N ( 8 J = { o J 
111 

Seo.. e =- A B 
1111.k. tM'.n llC:.i<= 

Sup:>nqamos N {B)= l O j . 

,-=:-e::. o'-r¡'v ~ -~-;\._ '1 :::sf C= /, 8 y 13 rhcne CO /u mnas. 
ino',:::pcncUen-!<:"-:S eÍ¡{:x¡c.c--:; 

1 
en 

fcn90. co/urnnc.!s c'.:r:i'..I;::.~icnii::s 
e::i-.,'o c.s /:J.. n11).-f-J~::. A. 

rt::.r. 



RESULTADO 

e= A· 8 
"')(.!<=- nw11 n 1-1<. 

N (e) =1=(0\ d¡ N (A) +(o1 ó N (B) =ia{ O l 
~; e +rene columnet~ dependierrles en-lonce.s 
A .frene columnas dependien-les 6 "B -Irene 
columnas · ckpendien-fe.5 · 

Demo:st-rac1'ón : 

~panqa.mcs 

e(l-:::.-le alquno.. 

?i N(A-J -lo~ ="7 
?¡ 

="? 

Si N (B} = t O~ ~ 
~ 

~ 

N(c)-4:- IoJ 
X E /P.K, x+o 

ABX =O 

. fbr /o -tan+o 
-+al que 

x+o 

A ( B>'--} = o X +O 
BX=O x+o 

N (8) ::/=r f O J 

A {BY... ) = o Y.. =f= o 
A ~ =o con x = B)(. =/"'O 
N(A) -:/:= {oj .. 

. ·: 

res!J. h'o..clo oue o. e.o.. bo. mes d~ d5mtxs 1w. r -, . 
pi-mHe E-:.¿.-{·u.d /ar /0- d2¡x11denc1'a.. IJ'neoJ 

de-.::>C.Je dó"S p-..1.n-!CE. d3 V 1:::n0- . 



Al mu/·h'pllcar o.. lo. mo.fyf=c- A fXJf /o.. derecho.. ¡:ar 
/tJ.. matriz. B en·kJnc.es estamos. operando ::scbre la.::s 
co/v mnas de A : 

Las co/Cfmnas de C-= AB 
de A. 

::son comb1'nac1bnC'S /fneoJr:s 
las columnas. 

"St esc_cqemos a de -Jo.I manera. que. 
/umnas :sean /lneoJmen-k: In depr::ndie.n+e:s 1 
e -fier;:?. colurnno.s dependíenfes cuando 
coJumno.:s dependier;k;s. 

sus (!ó

enfonce::s 
A -1-faie 

·S<.rporqo.mos que c_;¡J~ren;as. i"rl'.fC:sht:¡ar lo.. depen-
de.nao. /fne.o.J d~ /C{s columna.:s c:.R A l~'cnces 

es-fa_ cf lscu:s(Ón ho.s suq1::.re o.. tnu/-f;p/fo:u a. 
A p:it uno.. tilQ-/tlz B con co/umnc.:s ifld,;.p-en -
d ten,'~ y -fo.! que. p?. ro... e== f:B :::,.,_,.Á {!:f.ci/ 
con-{c::::.í'a.r ~;r ~:·,is co/u,,;iYJ.S ~--::,n l:ú::.c~Jrn,::1:-/-'c: ln-

6 n0. -:.51· N ( e) 1= [ o } 

·" /-.-¡¡--. ( .. 1 ... /.;¡I -· "' ,,·y"'·~0··' r-:--,0..;;:: C·· 1~, ,,. ... :r "' ·-í~ '' '-" "', .. ._ 

1n!noT lo " 1
' '"'·e11"/"l/O~":J... ... - .._ -..-,_ .. - -...,s·..,.. ~ 

Ji(,~-:;> e{~ frJ_ rrvJ..1tl3 
/!nc:c1J 

B. 

:.sn de:-

ti1+c.rr.:~"J... 
o'::~ las 

c.:~:t.A.

cc/r:(¡/-



..11..:15 

-Si prem..Jl-ffplfcamos o. 8 ¡::or la mafrfZ: A 
entonces 

s; A -U-ere columnas lndepend ren-k.s y 
C= AB -/;-ene. columnas dependien-fes er;J::::ttcc.s ne-
cesariamerrle B -frene columnas dependlen-1-e:s. 

noiemos que aJ premulh'p/rcar 
matriz A 1 es-lam:>S operando 
de. B . 

es decfr" 

' Fti ra. f 11\Jest>9a r lo.. de.pendenCJO... ltrrea.I de 
/o.s columnas de B recili~amos operac1bne.s 
óObre /os renq Iones de B ! 

Veremos c:;¡ue é~fo.. es uno.. -formo.. mav 
adecuo.do.. de ~ber si /as columnas cé 8 
son llriea./.merrle lndepe.ndienfe~ ó no · 

RESULTADO 

Seo.. e =A. 8 
mxK m~ nr..K. 

5.-lporqo.m::xs N (AJ= \O j. 

En+onces N (C} = l O j <...;"'J N ( B) = l O } 

E:s decfr1 las C!..olumna:s de e -:5an independtenies 
<='> /o.s ce tu mn:is de 

c.uondo l'1 {A I= to ~ . 
a ~r¡ ino:::pend.i'en-les 

.1 



J[,1-(p 

Demos tro.c i'Ón : 

'S..ifXJnc¡amos 

N (e)= {O j t;p¡ 

(;;~ 

4=') 

M 
. ., ···\ 

' :~ . .' ' 

OBSERVAC1g%i::"º:'• 

N{A)= \o) . Errlonces 

ex. =1 ... 0 , x +o 
A(&) :/·O X :/=o 

Bx +O , X;foO 
N {B} = lo j 

• 

Si C== AB / en-/onces , el c;¡c.:e 8 -knqa. <!olumnas 

lndeperdien+es -PJ e +enqo.. columnas inde ¡xrr::.Heri/Es: 

que -si N ( l'r) ~ {o} y y E ¡p,K. c:"'S el !fe -

ck ceto en-Jor;.:es By::¡ o , [XtO p.;:1k ¡:asar 
a¡= A {8'{) =o . 

o.. /l'.Jé.-s1ro prohlcm:.J.. onq i'na..J 

c1--' d nclo ?-?. (A) == lf¿ m 

Como herno:s 
p(;cfnr qu2 A 
!.f,"'.é·...,J1··,·1:-J1·112 /1··1<--:::>p··nr'/-"' -L'·~- y :./• . ·- - . ./ l..·/ '. -· '.';) 1 

\'fs-:o 
1 

-.'~~n:>rnos 

dc.fx=:. --!c.:·ic-r o.J m 

!T16S ' • .. . ;-1 '¡· .r·,-, n,,~111 , p:_:;L-:> :.;/ , 

P ~--~~" --/ c~_ r1 ~/,:~~s ... :_ .... > :¡~ ,~~/ ll e!:.; f\- ~.· 

(-,'__IX ¡¡jf .- fi.1 
• • :: 

1 

p.::t rtl "S.'.::S -

c:-;!umno.s 



.JL.11 

ObseNemas que si /o anfertor es aer./o 
1 

er;-/orr.es 

-leda. ma+riz. A mxn , con n) m deberla +encr a> -
lumna.s ckpendientes , p..1~si0 que m vec-lores fnck:-
penaienles ¡xtrecen se,.- SJ.J.f.l'cien-les para. qenerar 
11<.m. Anles de demostrar es-le res.Jitado vere-
mos córoo -lransfbrmar a. A en una ma+rlr. r;ara. 
lo. C!Jal es /t1medfalo . 

./Orroo en que a.bordaremos e/ ptobJema. 
IOl stc¡utenfe : 

Tron:sl'ormaremos ~ A en uno. ma-h-J~ en Ja 
de. SJS rolumnas 

e;:s ckct'r1 -ltans!ormo.
,/r(ant¡1Jlar. 

que lo.. dependencta. ltnea.t 
sea. +cici/ de fnvesht¡ar 

1 

remos o.. A en una. mafrir:. 

RESULTADO 

Uno. 
8.4 

'Se:::t. A m YJ1 u no.. 
mo..n·r-:z 13mt..m 
+rene urla... de 

ma1riz . f.rrlon~-es 

1 a.on N ( B J = lo ) 
/o.s s1qu ( en-f._.<>;:s 

et.{-::s/e 

, +al qx 
-{.brma~: 

[~] [ ~I '-----____.I] 

m>n 



Jf...=tB 

Dernostrac i6n : 

Qj <;: IR.01 

En el primer po-SO haremos /o stqu.rer;-le : 

el 

en-/once.s ro hacernos no..do.. 
~ 1 0<1-<i1 1-= mctx [ lo<u I, ID<2cl, ... , lo<m• 1). 

prfmi=;r renq/6n ck: A aon 
J<, - d::.1·mo : 

C,= f11~ 1 A - [Xi,;1 
Jo.. rx:rmu.-facr'ón 

dc. ren=¡ lone~. 

- Y:,,, 
'(H 

L¡ -::::. - r1J 

".·'.'.)'./ .·. ·• ~ l,1~ ~.' < • ..1 

'Ca 
o 

o o 

orJe. e.f::-:dúo... el tn+cr-• 



~ lti- ~ 
1 

~ ... ..,.. 
* ... ~*:V.···'4*•"* -+-----------

o "' ~ ... *' * ... * º' 
Li'Pi1c=t A• o lit. "* ... l(. ~ ... * .... A,"" o' A, 1 

: 1 

o ~ * ... ':/. ;,;. . .. ~ 01 
1 

el lhJ/or· 

::>i 10.. primero. aotumno.. de A, es at.ferente 
de e.ero , en+onces ¡rr(erc.o...mbto..mos e./ :5"-qundo 
renql6n de A4 - c;¡ue es e/ pri'mer renq l<fn de 
.4, - C!Cí.h el renglcfn kz de A., . t=I renqldn 

J<2, de A1 e:'.:> -lo.J f¡:Je c.cn11ene al mru¡ar 
·eiemerrlo en u.o_/or o.J:::y::::)/u-lo d:::. (o.. pn·rnero.. 
columno... de A4 · 93-lo /o luo::m~ mul1ipltcand:J 

FOI' l.o.. ¡::e-rm:rf;:;Lión o'e ordEn m B.s~2 
R:>r !o -lamo E.t'J:;;;-!e uno.. m2-h-iz ·-fri'anqu Ja r 

Jnf'eri·or- 4,de ordzn m -!o-1 ~Je 

e >/. ~. ... ~, 

~' ~""' " ,, 
------------

1~2 ~t<.z A~ = o o .. 
7; ... iy, .:..: 

•' . .. ~~ = A2 ::: 1 . 
~ 

o o ~:- .. -\~ ~ ... r, 



1L.8o 

En el i-¿:s.i'mo ~o CJVJTIO::S o. o-p11·car/e el proceso 
o. lo. mod-riz. Át-1 I q¡ue es unc;:i, mc+tríc. 

(m- {i-f}) y,, (n-(t.-1)) 

Si lo.. prrmero. columno- de Ai-1 es el vec-lor 
cero de /f?,m -<,;-o en-1 onces no hacernos no.do.. 

Si /o. primero. columno. de. At-1 es c:Ukre.nfe de 
cero en-lonces lniercambiamos el t-c'.srrno renql6n de 
Ai-1 , q,ve es el primer renql6n de Á H , con el 
/=¿ - é.:strno renql6n de AH ¡ ¡e_¡_ es -lo..l que el 
l<i - é~rmo renqlón de Ac-1 con-/-{cne o..I mCJ.t.for ele-

rncnlo , en Valor f?.bsolu-lo, de /().... prrrnero. CD/lfm-

no.. de Ai-1 E.s-kt.. opciaci6n lo. //cVD.mOS ~ Co.bo 

rnu H-ipltcando ¡::or Ja pcrmu-fad6n de orden m P¿ ki 

lc,c-;. 

D~:;.pUé::":> 

+rro.n11 u /o.r 
e! ro.o,on~d 

n-lt-1) 

~t[_J 
----1-- - ·-

1 ~ ': ••• ~ o .. ~ .... ~, 
.... ··: ~- ~-"""~ 

--~ 

rn-(C-1) 

prcITK!í-{-i F ! I ('arno:s 

in/:(.,1-foí l;. c,'2 on:/;;,'1 

-foJ 

pr uno. 

rn / con 

( . ..:;. . 
-,t. 1 .q~;. 

; -~[~-': ]l 
P. J.-1 = -o- . : - ·--· --- - - J == A;. 

'. m-.'- '·.J.. 

en lo. 



J[.9, 

a1 coa..bo del ~ j-6/mo -lermtno... es-le 
proceso / dende 

::5( m< n en-fonce:s J= m-1 
<>Í m-n en-Ion ces j.,,,. m-1 

'{ ~ m>n en+onc.e:s d = ,,_, 

El ./QG/or L). 'P.A,1e-¡_ ' J ~.i.. t:..j ' aparece Únlcamen-le 
cuan=C lo.. primera columna de 
de cero . A:±mcb L;. PA.K.i. es 
modrrces aiyo.s col u mno:s .::son 
dlen-les I .'. N { /..). P;.t:=;. ) = {o 3 

. ·. 8 -kene columnas 
H(B)= {o}. 

A1-1 e.:s dl.ferenle 
el produc-/.o c:f cb.s 

linealmerrle indepen -
J.t!=.i·~j • 

lndepend ien-fe.s 

veremos o.floro.. ~:ié +armo. -/lene /a mafri?. 
BA 

el 
6i m<n 
p~::O (il-~ I 

en-lonc.e:s el proceso 
'/ +enemDS 

-lermf no. en 



.11.Be. 

1 

Fbctemos reo.qrupar LA. BA 
oblener 

Si m ... n en-lo ne es 
proceso el po:::o m-f , 
es 1r10.nqvlar soperror : 

6( 

co..bo 
m>n 1 err!Dnc-es 

n-t p-~ 

-lambfén -lermino..rno:s el 
pero en ~ caso BA 

cc,nclutmo:s el p¡occ-:so al 
'{ BA C-':S ce /a -f'ormei 

n ~J 
B,'4 = 

o 



t;.JEMPl-0 

A-/ mero 
el c.uar-lo 

Lp:z 

Ahoro.. 

o o 
I o / 

-1 
2 1 4 

o o o 
A= o 2 1 

4 !S o 
o o 2 

tn+erco.mbio..ma.s 
renql6n: 

el 

2 I 'f O O 2 
P,a.¡.. A - I o I o 2 ' 

1 I -11./-50 

-''2. 
-'h 

O I O O O O 

o o o 
o o 

e o 
o o o 

:Z..IL/-0/2 

prfmer 

L¡ P,4 A = o -lj;¿ _, ~ 2 o ... A, 
o 'h -3 LJ. 6 -1 
O / o o O O 

renqtón con 

frrk:-roa..rnb:"amc:s. el 2° y el 4-º renqtón: 

JI.SS 

• 



:i.. 4 o 1 

o o o o 
o 'lz -a 4- !5 
o -'12 -1 o 2 

L2 = 
1 o o o 
o 1 o o 
o -'12 1 o 
o ''2 o 1 

2. 4 o 1 

Lz~¡.¡. A1·= 
o o o o 
o o -o 4- -:s 
o o -1 o 2 

I o o o 
:sea L':?,) ""' o I o o 

o o I o 
o o-'!-?.) I 

2 I J./. o 

/-f",, Az = 
o 1 o o o 
o o -3 Lf. [j 

o o Q 5 J_ 
"S 3 

~] 

?. 
o 
-1 

= A2 

o 

z 
o 
-/ 
. .L 
:5 



. . . 

-

= 

.. 

'ººº o 1 o o 

ºº'º o o-% 1 

1 o o o 

º' o o 
00 1 o 
C> o -.s 1 

' o o o 

ººº' o o 1 -t?, 
o 1 -~; 

o o C> 1 

lOCO 

--!: o 1 -~ 
.2. 1 ..J. -.l. a; ~ a 

e 
B= l 

--!! 
:2 
s 

o 

IODO 

º'ºº o-~ 1 o 
o -a o 1 

o o o 1 

o 1 o-! 
o e • -l. • .z 

lo o e 

e 1 

o o C> 

o 1 -.l z 
-J. _, 
s ~ o 

1000 

-~ ' o o P,,,, 
........, -~o 1 o 

ººº' 

o e o 1 

o 1 o~ 

o o 1 ~ 
' o o o 

e:;, -/oJ 

L815 

gve. 



Jt.Seo 

Ahoro.. 
en IR.m 

men-le 

51 

menfe 

2 '-1- o I 2 

eA = 
o o o o o 
o o -5 J..I. 6 -1 
o o o 5f:3 'la 1/a 

dem::r.:.tra. remos que 
, t!.Dn n') rn 1 entonces 
dependlen-fes: 

n ') m en-lo ne.es 
d2-pz:nd icn-le. 

;::,i -tenemos. 
6/-o:s :::on 

con 

n 'lec-lores 
lrnedl-

for el re::.;;u/+o...do an-k:-rfot c...·::'-f~+.:;; L-~na 171::J¡·12 

B m 1.m , CD n N 03 l ·= { o ) --lo.1 ~ '.J2-

i:~ A ~ [~1 e~ J ] ~ [ = ' 
0

A:.] C 

1-.-··¡-.,·'l · ·-!.re r .. \> '~---··t., iY"'--·_;:, 

y f>)'f' fe> 



Jf.st 

~¡ las columnas de U .s::in /1ne0-/n-Jet?fe lnde-

perd len+e:s 1 errlonces qeneran IR.m 1 y l.o.s n-m) o 
rcs-lan-k:s columna::s de e e:5fdn en R(U) == IR"'. 
De. o..c;¡ui' conc.Ju.i rno;s <;¡Ue Jo.s c.o/Llmnas c:::le 
e eon /JneoJmente d2pendren+es 

1 
y pot lo 

-Ión.fo ~ue 1as cotu mna::s de A :son depen -
d1en-/es. 

COP.01.A~ID 

~ .::! .;;;; ¡¡::¿m 

Errfonces ~f::;,-fe 

'?ue d -=- P.. t A} 

Demosiro. oon : 

I" 'Sé:et. a, € d 

2" '.Si ..D G Ü~1.] v 

Si -1' e:'-V ,'~- [04] 

un 
uno... 

:subespo.ctó de 
m cx:I'r r?. A m 'NI 

yo.... o.co-bo.rnt:JS . 

e;º Q .j' e-:~ [0.1,02] 

IR.m ... · 
... 

-la/ 



Jl..69 

~ proce:so -ffene cque aco..t:a r de::spx!s de 
un número flntlo de ~~ d1'qomos . n, eon 
r>.tf:rn 1 '/°'- que de lo QonfrarJo -knc:Jrfamcs 
md:!:> d2 m vec-lóres de ¡p_m {Jneo...Jrren-le fn-

d.epend ie(}/e:5. 

RBsULIA-J:>O 

.;,, ·, \. ..... 
·"~'s<.i~Qéieimo:s .:f' - R <A~ ) - P- (h..) don de A1 

., , .,.,.,..,.1 ,., .... · I 

-es · uno.. matri-r: fn'I.. n,, y A:i.. e.:s rnxn2 . -:54. 
A1 '/ A2. -llenen aolumnei~ /ndependl~rr/e.s en-
-lonces n, =' ()2 

t:::emos-fructdn " 

'SCA fOnqamo:s n1 ¿:: fl:z. • Corno .::::f = t<- (Ad 
= R(~) ~ (as· (1.oJumno.s cl2 A2. óan oom-
btno.cione:s lfneo.../e:s dz /OS CoJumnO.v ce ~ .' 

Az. = A1 :Z.2 
m ¡,;fl2 rn );.n4 //1 r.. n:i. 

(!omo 

lo CJ..!Ctl 

'•'CA.. 



Ond.loqamerrie , ::si 

A. -= Az XJ , ¡:::aro... alquno. X, n2 xn,, 
m't/'Jt · mAA:z. 11z.x.n4 

DE.rtNICION. 

<;_jUe f ª•, az., · · · , O.r. \ 

.2) [a.,a:z, . .. ,ar J 

st.Lbespo..c I o de 
uno.. SASE 

lfneo.lmen-le 

IR!°. De.clmos 
de ..:! 6' 

REsULTAPO 

5eo.. .::f' G l..Qf'f\ un .:;:;l.)..be:::,po.llo dz /Rm , ói 
{ a<,0.:z., ... , anJ 'I . ' t .b1 1b21 · • •1 bh2J con dJS 

6;;.::...;es de .Í, en-/-oncc.~ flf = n'2. -e~ decf'r1 

cc.u;:t/esourcro.. o'os ba.:ses ck . .:f' e;;. ¡p_m +i"en-en ,. ' 



e/ mtsmo ndmero de eJemenfos. 

y C!Omo las 
fndept!nd ienfes 

OEFJNICION 

~ ::J ~ ¡¡:zm un 
elemerrlos 

Dlf4E.NSION 

dzno+a reffiQS por 

COf<DLAf2/0 

~n 

D 

subcspado de mm. 
cuatr.;¡.ure.r- ba-s:: ck ~ 

A to. ctrmensrón 
drm (d'}. 

~,· { l a,1C!21···, am :son m VCG.'ares 

en·f,'Jnces. fno'2 p211d.íen-l·cs o'z ,,....m 
¡¡¿_ 1 

ltn~lmenk 

el número 
:e llamo.. 
dz .j /CJ... 

Jtn-.:::o.fm::n{e 



.lI..'f 1 

Demostracidn : 

~ be 1rim 

S e:. m °"' lrn+1) ,F?' -h'ene c.olumnas Jndepenct/ernes 
·¡ 

~ exr~ y E 1iz.mH , y fo -kll ~ue By= o 

e monees 

?Jm+t 

'Sí ?Jm-tl =O en-lo!Y-!es 

?/1 

f110..1 ~· • • + /)mOm = A )}z = O 

?1m 

Como A -/-cene ~lu.mnas tnc:lep~ndtcn-ks ~ 

71s"" 'Yl:z. = · · · =- Y]m =o ~ '{=O ! I 1r:x;ro e::::-to no 

e;. -posible .. 'i'jmH +o 



_..., 

, . b€ IR.m 2 R.CA) 

•· RCA)=lR"' • 
CoROLAR./0 

5eo... A m~n . :Si 8 e:s n ~n c.on (!f)Jumnas 
tndependlenfes (1..e. N l B)-= {o}) -e monees 

R {At3) = R(A) 

Demos1raCfÓl1 : 

i2!:.-. e/o.ro r.. (/16) G P-{A) 

Y= Ax fA'.J.ro.. o.lqun-.a. X G u2n . 

Por e/ eo1olar(o o.n-!cr(or ¡rzn = Q{B) : . X E f<{ B) 

f)fl·n). n{t,\ t -- t n 4 ..1 :_~ t ....r. i ·, / 



CC>ROLARIO 

Sea :::J ~ nim un ~bespaclo de 112m ./aJ que 
dlm ( ~) = k e::: m. El'Honce.s (J:::ti) -v~c-lores ele ::i 
:scm lfneoJmen+e depend fenk-s. e:s ckdr : 

~' ls,,s2, .. ·,'S~+1J ~ ::J ~ f s,,s2, ... ,"5~-.1 ~ es 
/lnealmen-le dependienfe. 

Demostracfdn 

Seo. [
.., ._ ..... l 
s, 1'Sz1 • · ·, "S1c:. ) una base de ó , y :sa:in 

J(.c¡s 

pa rt:A alq:Jna 2)i € IP.." 

s = [ Sy;, 1 s ~2.. I ·.. 1 s Xi:.+1 1 .:::: s X 
m1'. Ci:.-t4) m~I<- ~,_(~ti) 

Como X es t:'!. (~-+I) -=) -tiene ao/LJmw.s dependienles 

1iene co/umra-:s de¡xndrcr;les 

S He~ CD/umnas d-:: ¡xnd.1enfes. 



JI.CjlJ. 

COROLAP.10 

"Sea ';:i e;: ll<m un :sob~do de 112m de d/men-
-:!>f ón I< .;.. m . 

-5i I s,,s2, ... , S,:.. j ~ ~ es /lnealmenle. 
pend i enfe 1 en/Onces 

R 

'/a vtmCJS c;¡ue si A es rnM , con n>m 1 

Jnde-

en-fonces las column~ de A :::c>n /lncalmen-le 
depend 1-en+es . f-br lo +an-lo , St' A m't.n -+rene 
calumnD.s fndependien-les --/ nc:.:m. 



RESULTADO 

Si A mxn 
ces et..f::sfe una 
-/aJ qve 

-flene columnas lndepend1en+es 1 en-/oq 
mcttrf7i- Bm xm 1 C!on N { 8) == ! O J 

m-n O [:] .con 

e:. aonsec.~ncio... del re:.u Hado ..fOndo.menla /. 

RESULTADO 

Si A es 
renqJones de 

m r..n , con m '> n , errionce.s Jos 
A ~n llnea.Jmen-le depencl1'enfe.::s. 

renq/one.s 
~~ la~ 

de A $)n 

C.Dlumna~ de 

/rneo.lmen-le 1'n:ie~t] 
At son l!neoJmen¡e 

Jndependien+e:s. 

A es mx.n eMonce:s ~ e.s n t,m 
m'>n ~ J.a~ ooJLJmna::s dz A..:t .SJn depen-
-9 los renqloncs d2. A :50n ckpendren~ ta 



renqlone.s de Paro. '50.be' ::!'>i Jo:s 
men-le lnd...~nd ien+e:s o no F"' demos 
p1oced; mi en-lo c;:¡ve hemos ~-lo.do 

/CA matr1r. A;t. 

-:Si 

A~ es 
A e.:s 
uno. 

una 
mafrl-r. 

mafr1~ 

nx..m. 
m't.n 

A ~n 1/'neo.f

o..p/lca r el 
U:5Q.nd O O-

en-/once:s 

Fbr e¡emplo 1 
-:!>i m)n 

matr1'2: 
. en-fonces -::sabemos 

q¡ue ~'~ uno.. 
N{i5)= to} '/ 

B fl'IJ'l -lal ~lle 

~l 

[J 
opcrr.u- ~,:,J·:-re 

no:o;:, ¡::.1.:.~,'2 



reducf1 o. lo. mo..trt:r. A ~ uno.. de /Q.S stc¡ulenk:s 
.fOrrras : 

[~] [L o J L 
D m.,.n m<n 

rn) 11 

. e1 proc.e:limlertlo es el mf':!>rro c;¡ue tntrodudmo-s. para 
operar con renq1enes 1 pero o.plfcacb ~ 1C¡s calumnas. 
La pres.en+amos expllcHamen-le ¡::ara. mayor- clarlClad. 

Primero resolveremos el ':!>1quienfe problema. 

Dad.l. una rna1rf2 A mxn encontrar- uno. ma-ftlZ: 
B nYJ1 , con N (B} = [o J 1 -lal que 

ÁB= 

.\,;.QQ .•. o 
.)1.-*~···-r. 

r. t m 



'Si T4 -;t = o:t. / en-lonce.s 'JO.. o...ca.bamos . 

-Si t, -J:, + o-:t I en-/onces 

l0<1i.<.I =mene. f lcx11l, lo<r2l, ... ,fD<inlJ 

CXn< =#=O • 

'\Jamos o. fn+erco.mbfar lo. prtmera <!olumno.. 
de A con lo. #<.-¿~imo. , posmu/tip/l'cando o.. A 
por 10.. permu-ladón P1 K : 

APu,,_ = [a,~la2l .. · IDi.<.-~la.\q1<.-HI 

Como 

= ( ~ij 1 ,,. [ad a2 l ... 1on1 ::: 

11 ''.:) _, 
ht 11,(. B :::. 

b,,b:/_1 • • ., bn 

~,:;o o ... º1 ... ~;. 

. . . ~'
·~ 

v-j 

+o./ 



.JL'f'f 

Tenemos 

[ ~o ... º] = y.. l'- .. ..,. . . . . . . . . . 
~ ~ ... ~ 

· En 10.. prrmera colUmna no nos ln-lere:sa. hacer 
cen:xs, por lo -la(}fo no -tiene n1nqcln ca~ al-lerorlo.. : 

ARt<- b1 = ~"ª 1 + f3u. 02 .+ · · • -t ~n 1 On 

1 

o 

o 

,..., 
(3n1 = O 

Pare1.. Jo. ~equnaQ c.o/ümna. -lenemas 



Jl.too 

...... 
C><12 tx,, 

""' .... 
- 0(21 

ª2 
D<22 

ª• = :: 

"" 
,.... 

O<rnt D<' m2 

"' "'-- ...... 
f->12 ó< 11 + {'.'.z2 o<12 ..... N 

~ª2 . f312 ª• + ::a * . 

* 

. . Si p:x:temos loc¡rar que 

en-lances pod2rno:s -lomar 

A P,~ b2 = fbtz. ª• + 122 2i2 

-lorrando 

~,' pod;:.!!'o:s -!.:.iffiar 
(3,z. cX11 -t f3;;;.z cXiz = O 

¡312 cX11 

'{ 

-:01T1ondo 

ouc 
·1 

''·· 



• • o 

o 
~· ' '• ' ~ ! . 

X.:fa,,. ¡;Jgi~,~ !, , •. ~ ..... ~: ... ······.•.:_.~.•:·-~ .. ~ •. _.: .•. ·,·• .. :.>.· .. ·_r .. _ .. ~.i._~-·.:_:J.t.~.·-~.cJe· .. '.,,_:;.;_;_::•··}·_v_.·;;.•~.1o(~,··.;n .. ·:,·,r··,,, ,._· .. ·.;·~:···.· ... ·.:·.' .. ··,·.·-.:~.··:·ue~-.·.:· .. ,·:·.:t·:··;~·.·-.·.-· .. =·.·.··.:' .•. ~.~:··.·_::.:• .. ··.·.~··-.·:.'• .• .-.. ·~.:-_.-_:·~·.··,·.·.:·.·.-: .. -':·:,··_··.·_,·;··.t·.,_.,_:._ ... ··• .. -.•._'.··.'.:: .. :·.··,·;·:··:._ •.• _ •. ,_ .... :·.~~·-· .. ·:···:, .• :.~:_._ .. ·;·.·--·:··.,,.:· .. ··.-'·:···.-_·~' .• ·.:·· ''''.!:'! ·,1f~1f:-~;o:r ·~ ll:: • .. · · · .:::_ ~· ~ :--. . 
. ' .. ·_·;,;::, ·' -':. . OC-,, 

.... ·: 

fbr lo 
-fOrma.. 

donde 

o 
t 

o 

,· 

-Ion-Jo I 

e, '=z 

lo.. 

f312. 

o 
o 

marri""i: 

~~ 
e 

í5 es 

(D.n 
o 
o 

eje 'ª 



1L 102 

Ob:::.erlfa( 

perior , (!on 

pendierHe;s. 

q¡ue B es 
columna::=s 

unlA mo.frJ"2 
'/ renq tones 

-lri'anqular :::::Ll-

/Fneo..lmen-le rn::Je-

':Seo. B.:::i P,¡¿ B 

N{B) =- fo J '/ 

* e ... o 

AB= ~ * . . . "' 
':J/r ~ ... :t. 

AIY.)~, ~po~amo:s 

A mY-.n. 
gue ../enemas u na ma1ric 

donde 

C!.o.::.:.'.:;> 

0?.:. I 

el resu. l+.:.J.cb Slºe aco.bamo.:s de 

uno. ma+r!J:. e 1 -!al qoe 

-:,¡, o ... o 1 

{J,~2), ";:'.: * '>f, * -
rn-1 

'1'· ~ '" ,. 

pr!rnr.:;r 
-.::."'·:x el 

' n-1 

=t--1 o l 
-~ ¡- ::_- -j A1 

: 1 .l:!..1 
-:f, 1 

r¡¡o_-¡'¡ ¿ '.2. 

rene¡ len 
... ~)'",-, ,,,-: , 'c.--'o 't ·t -·L.· ··~ /, 

~~ 

ln 
1 

en el 
o-:; A :.=:.:o.. 



Ai es uno. m~frl-c (m-1 J x tn-1) '{ le pcdemos 
o.pllcar el mi::.mo pro~ que a. A 

Se<A 82. una. mcdYI~ {n-i J Y.. (n-1) -la I qlt! 

* e ... o 
Ác B..z. =- * ..,,. ... v. 

'!/r v. ... v. 

sr 8..2 ca r~ ~J en-lonce:s 
~ n-2' 

'::¡.o o ... () ~;o 2 
'*V.-0···0 

- -1---
AtB2 -= ~ .,,,... ':(... ... * = Di m-z A2 

* '>Ir~ •.. ~ 

En qen-ero..I 1 paro. 
o. -k.ner que 

[

It-
1 

1 n~t ... i] -t.-i 

B.t :::: 

donde 

-O - : ~¡ n-(l~) 

n-Li-\) 
*o ... o 

· · rn- (t-1) 
\l. ':>{, ••• ~ 

l.fZlmos 

.. 
. , .. 



J[. \Olj.. 

A. n-.A. 

m-A 

m-1 ¡=osos 
N{B)= loj 

enfonce.s despu¿:5 de 
qt..e eY.I~ Bnm, 

m 

AB=l~] m 

m ~ n , err!onces ~p.x's cie m-1 p::x:;cs 
<:JUe e)(l::::.te uno. matri~ a,,~n -lo../ ~ . .t.e 

t=fnoJmen-te 
B N{B)=joj n1:...,; 

m n-m 

AB: (~¡ 0] 

" 

con N{B)=)oj 

o-::ra. alc.ua~ ""- -~. 



Jt.1os 

f<EsULTAt:O 

'5i A m"t.n -l-1ene 

m ~n 1 'I . . e~i:::.-le 

que NtBJ= foJ y 

,enq Iones Tnde¡::endienk:S --> 
uno... ma1ri~ 8 ffY.n -la 1 

AS es de Ja -lbrmo.. 



CAPITULO lII.. 

ltOP.IA 'DE. SCUACIONl:S 



.m..~ 

TEORJA D.;: t=CUACIONBS. 

~ponc¡amo:s que -lenemos el s~ de ecw:~.-
ctones 

Ax=b 

¡xi~ Cler-/0.. m~trf-r. A m 2(n y un v-ec-+or be 11<m • 

-:;abemos 

cuando b 
que esto.. 
¡::er+enece ~ 

eccx:tc.ión -/-rene :soluacín 
fo. lmdqen de A : 

€~.Js-/e X E /f2.n -la/ qu: A X= b <.~ b € R(A} 

C Cudncb -1-cndremo:s oue 
? , 

¡;:ara cuo.tqwer b E ¡gm . es 
f2.(A}= /Rm ? 

Ax=b +rene ~/Uct'ón 
d::.clr é cuando 

FOo'emxs ver o.. lo.. mafrrr. A e.orno una. fur1c16n 

~.· m')n 

-!>I' m L_n ""' 1 /.'b I ""'rn::mces es ¡;ci:s ,e ~ue ttzm = P- t AJ 



.:m .2.. 

Tamb1?n p::>demos ver o. la ma-lrfZ; A Cómo una 

IUnctón 

ano.lfzay 

'5f 

pero 
-:;,/ 

m-<n 

m~n 

Y*- A = e*-

en+onces no pu e.de 

es fúSib/e 

Fbr to -lan-lo vemos que Ún{camenfe p::ira el raso 
m=n ¡:::ve.de darse oJ mfsmo -/tempo gue. -krqamos 

R(AJ = ¡gm 
P./At.) = ¡¡¿n ~¡p_m 

Veremos 
enfre /OS 

~( é$ oue 
·1 

renc¡/onr:..-:.s 
ho.'{ 

'/ /Qs 

atqun::i.. /J'qo.. md:5 [ucrle 
co/umna:s ~ unQ mo.frtl:. 

el caprfuío o.n+error \'fmo::s c:1e .. , p-1ro.. mCJ.frrces 
--l'na.rcularcs T 

1 

1-rJ.s r:o/~n1no-:5 e/e -¡ ::>~'" /inc:o.../rn1fJ-/e. (fJL-;';:pr2ndrcn-/r:::-s 
/. ~ ,_ ¡·~ ... #·/o"'\ - ,_ -, ...... -...... fin··?af .. ·- ··¡...,J-:J ¡'·"""--"~-, ... ~-- r.f"r-·· ,,,.._ ~"'°/ ,,._.;s. C! !-·í / 1l::·:::; Ci.::: ... ,-·ll • 1~ . : 11 t. , .~ , t-•t:: .. 1-" • ..t)t,;/.;,¡ };z.:S 

('-"'"~) les e/í:1·1rn-;'.::-:::-:.. o'e /u_ .. I e :c:.c¡on2. 
e:.:: (-,.- (0. 



Ce c¡qu ( ckducJ mos que :st T es UTQ rralrlí!: 
-frtanqular am N {T J = lo J , en-lonc.e.s el núm-e10 de 
renqtones 'I de columnas /l nealm-en-le lndepend /en-k:s. oo 
T es eJ mrsrro. 

Veremos 
dradas en 

s.I e'sfo 
qenera./. 

se rumple 

~ A una matri:t de orden n. -E.tl-lonces 

R(Al= IRn t.=) R (A*) ... 112n 

!:):;: mo::::tracidn : 

:m..s 

RIA}=IR" ~ .In= A':X. ¡:::aro. alquno. .Xnxn , N l:X)= ~o} 

=) to.s. columnas o'=. A* c;on !nckpencHen-f...~ 

y C!.On'O ~·n n ""'> qeneran ¡¡¿n 

R(A~l = 11in :::? Y. A :::> .ln pa.ro.. a/q¡ma 1m:n, N {~)-==lo j 



='I A'/.. +o ~f X +o 

->, RíA) = IR" 

Set:A A uno. matriz ck orden n. 

N (A I """ f O ) t?) N (A t) :3 [o ~ . 

t=.$/-<! res.u Hado eguivalerHe aJ anferior. 
111 

Por lo -larrto , ói A es un~ rno.-1-rí-z: cuadrado. , con 
N{M= to) I emonces A frene i"c¡uoJ número ce colum-
nas y renqfones /in-coJ rncn+e ir.a'ependtef/fP....:s. 

sequ.irerneis oncd í~ando o.!quno:s C0.:50S para \ICr 

SI ésto ~ wmpfe p:;.ro. c:i?ros tipos de mo.tr1tes 
I 

ó ${ on l'co.nicn-le vate fX?iU /D.s rno.-ftt'ces G.ltO.. -

cfro ... das cu.yo núc.r~o es cero 

seo.. A una mc::/r(7:. m t.n. 
cn-f onu.:-. .s 

donde 13 C.--5 



JIL.5 

~mDstractdn: 

E.S claro que 

~I y E R(A:t.) -') '/= A*-x! paro. atquna X'E IR" 

¡¡:zn = R(B) .... R {B~) 
que acabamos de 

y E 12. ( (BAJ*-) 

por u no de las resol 
probar 

i::oro. alquno. 
X G 112n 

R(Aj:) ~ fi ((BA)*} 

· . g ( A .t ) = R ( ( SA) ;1; ) 

LEMA .L. 
t n-r 

"51 A = [A, 1 A12 J m '/ R CA2) G R(Ai) 

en-Ion ces RCA) =- R(A1) . 

Cemo::::.1To. aón : 

R ( A.tl ~ R lA) ófempre. 

110 v r ¡nr v~? e ¡n n-r l.. (J ·¿.¡ <::: re. <\¿. t:. ,.... 
I 



Jll...~ 

.". R{A) ~ R(f\4) :. R(A) = R (A,) 

• 

COROLAP..10 

~1 A=[:~] 

RESULTADO 

S-:::o.. A ~ MCrn,n}. :51 8 es una mofrf~ de O.'o'::n 

n -tal ~ue N {B} = lo J en1onc.es 

-!-ccn1.::n d rnf:smo nómero 
o'e r-cnq!oncs inci-c.p~-:n'.J(cr¡,'-.::.s CL!O.ndo B c.::S &..!a.dra.do. 

t ((P,}- [ol 0/·-.···¡····Jr c·u·-> <-::>. ,.o .. -:.J "'~~· 1·' 11C0" ~-;.·:!..•."•" 
"' ~ - .\ 1 ~ ..... •1.. , 1.. ;¡ - t..J \.,, .. -\:~ \..•¡J-....P,1/,. >,..,I • ~- -

C'J:u:-.ino.s 1 '{ nei /(:;s ¡,.~·;~¡/c¡;cs / o'e /:J.. 1 /it;_{¡je; A. 



JJI. :=1-

Demostrocrón : 

~an r~ r·t r ~ 
~1 I A.2 1 ' ' 'J .ill. renq/onc.s e± A 1 en-fon -

t-"7, r1~ 1 • .. 
1 

r.i:_} es lfoca.lmen-le lndepcnd1en+-e 

es U neaJ menle 
indepe~1en-1e. 

'/O. que como 
fJ (B:t ) = l O ~ y 

8 es de orden 

pol 'º -fan+o 
'I N (BJ == l O j =) 

.11<. Á ic. 

2: {XJ. (z :t: =o <9 ( ~ rx:L r} )B = o ':t 
L=i, 

R>r /O 

REsULTADD 

seo.. 
p::ndlen-fes 

renq /onc.-.s 

J=..l., 

j.,.._ 

<=') 2: 0<..tfr.ttB) - o"t 
J=.i., 

-Jan-lo 

d ff'íl ( R ( AB) ;(: ) =dfrn {R(A~)) 

~ 

A una ma .. fr¡-z m xn con co/umna.:5 tnde. -
y -!al qve m "> n. E..rrlonce.:s A- -frene n 
fna'epend.ierr-fe:s. 



JILB 

Demo.s1ra c(Ófl 

1-la-y ~ue observar primero que pedimos m) n 
1 

y0i que -si m < n en-lonces las columnas de A 'SOn 
clepenclien+es. et ca::o m=n lo e'f..c/u1'mos porque ya 
/o ~tudiamos. 

Sabemos 
N(BJ- {o) 

que existe una ma+rl~ B m"l..m <!On 
'· -lal ~ue 

con N (TI= to J ;.;, 

T 

ya. 
-ftene n renqlones 

columnas 
/fnealmenre lndepenche11ks 

1 

i;¡ue sus s:Jn (ndependlerr{-es. 

Pero RfA*) ,,. R((BA)t) = R ( [Tk 1 o]) =R(T:t.} 

:. dfm (~(At)) = dlm ( R(¡:t\) = n = dim (~(Al) 

' 1 cilm (R(A~l) = cHm (RfAl)"'n 

P.25ULTADO 

S·co.. A un'.4 mo.-fri2 m x n 
0:1cn-!es ~ -lo./ oue m.c::: n .,. 
m eolu.rnno::s /fnea_fmerrh2 

~011 rene¡ Iones 

Erh':J nct:--::s A 
rnc.'epcn
-trt?ne 



Demostraclón : 

E~f~te una ma-frl~ 

-/al que 

JlI.9 

8nx.n, aon NfBJ= lo~ 

m n-m 

AB= m l T \ O) , con N (T J =- f O} 

Como es.7amos 
de A e1Honce5 

operando sobre las columnas 
R (A}= R. (AB) y como N {T)= lo} 

~ T -tiene m columnas tndependie~ . -

~omo R (A ) = R. (T) -) 

d 'm { R l Al ) ~ d 1 m { R (i) J = m = dí m l P. (A 1: J } 

dltn {RlM) = dim {R(A:t=JJ 

Después de ver esfos resu HQd::JS. , es na-1-ura/ 
esperar que c.uc:tlr;¡.uJer mo.tri~ -frene el nusmo 
n<Jí11ero d.e CJ.o/umna:::s y renq/ones lfrrza..Jm~file l~-

pcnd.f emes . 

::=x::o.. A un~ mo.··M~ mr.n . ~once.s A +rene 
fc¡uoJ número de co!umnos 'f tenc¡tones 1ndep~~d1en-
~: 

dim {P..ft..lj = dtm {R(A*-l). 



.TILió 

DzmosfraciOn : 

'Supanqamos 

si a, , a2 , ... ) a, ::son 
en-fonce:s. extste uno. 

r aolumno.s /ndept:ndienfe.s ~ A 
¡::crmutaci'Ón P nxn -la! que. ' 

AP.,.. [qi1éT2I· ··lªr 1aHI \···100] = [Ad Aii] 
. ~,,;;:ixJ/: ,: ~·.· ' t 1\-Y 

donde. ... R(/\2)CS.Rf1't) 'I f'.l(All=- fo} / y por lo ./al}/o 
ext~-le. >';:una''·; ;ma'trl~ B m<n 

1 
con N lB) = l O~ -lal <;¡Je 

A'PB = [At \o J = A (pe} = Ac , e.en N ce)= {o L 
Y n-r donde C==- PB . 

Por 10 

Calcularemos dtm (R(AC)t.) 

(Aq"= 1 A,t l r 
LO -J n-r 

C3fo.ro,m·2nre c!im (f<.(AC)·t) ... d!rn(P-(A/:)) 1 '{ (:1;mo 

derno~.frarnos on-í·.:.::ric.:n1tnf--::: c.::'frn ( [.¿(/;/= 1} = d1i11 (l2tAil) 

.. . d ! m í:? ( r;) ) -::o e' í r.1 ( ["¿ { r~ l ) """ c·r.,-1 t r:· {/::.,') .. ¡¡. !,. ¡·-... 



JlI... 11 

Anollocpmen-le ::se puede ..¡~r c;:¡ue si la mo.fri'i. A mxn 

-frene re:: m renq Iones Jnde¡:x:nd icn+cs , en-lonce.s A -Irene 

t' columms . Independientes. IJDfar c;pe p;¡ra. f1Jt! ~ 
posible ~ue A -lcnqo. r renglones índependien+es es 
necesa.ri'o c;;¡ue n'i r. 

'De:FINICION 

sea 
. -lado 

A una. ma-lri"i. m'l.n . El 

F°r rfRJ , .se: et.e.fine eomo 
de A , c:Jeno -

t(A) = dlrn (R(ft)) =- dtm ( R(A.t>). 

Os.se P.IJRCION 

r(fH ~ mtn lm,n \ 

Yo. ~Je el nómero de renq tones (r1dependf enles 

es ~m 
I '{ el nómero de CDIUmna5 r n depenc:ti ren~ 

es .i;;;.n. 

Decimos c;JUe A m'Kr'l +1ene RAIJ6)0 f..1~~/MO cuando 
r (A-)= mrn {m,n]. 

Ahoro. <?Ve ~-n"XJs ~ue Un!A matrn: -1-tene ;qua.I n6me:ro 
de columnas y renq/one:s rno'e pend. ierrl~s , no:s qu:;tarl~ enron

fro.r 1 S4. es p::r;:,,ib/e , u..11 -/1po e.:speanl de.. rno.frtc.-e.s paro. 
/as cuales foe.rlÁ rn m<.:'d r"a+o ~b-er eJ ran:'.{O , '/ cud.1-.;;s 

óOn 1o.s cotu mnas y fcnq /one:s ind:zpend ien-les . 



.Ill..12 

An-1-es c:k sec¡uir adelan-k. \Jeremo:s 
nos -sir.Je 0:::"1ocer eJ ranqo de una 
paro. resoNer el prot>Jema f}t1e nos 

FQro. ~ué 
ma-lti~ 

hab1bmas 
plan+eado . 

Recordemos <;;¡ue esramos ln+eresado:s en 
con+CS1ar /~ Slqu tente. prequnfa : 

Ulda uno. ma-lti~ A mr.n : · 

cudndo 

paro. -foda 

°Sabemos 
-/oda b E ¡p.m 

fby Jo 

-+rene :soluc,.ón el sf~ma 

AX=-b 

b <:: ¡gm? 

~ue Ax=b 
cuando 

-J-cm-/o 

+rene :soluadn 
R CA-)= IRm 

paro.. 

Fbro.. rnc:fri'ccs -1-rfonqulo r~ T oe ord-3n n 
-:::.:;;abcmo:s c;;ue ;;;.1 utqun eJcrnr:rrfo a-e /o. cUc.qonal 

VC!/e crdo:ices r (T} .:::. n . :=..:.-:--t:J r;2.-:S. rno')c_e 

p.:;n-::.::.::1- ';;'ue 
io-:s rc.nq l on es 'f 
rnd.e ¡:..'2!1d fen-l·c:s C-:-"' 
1 

-¡-O I O·•º _., ... -

r;:·:J ro.. ff)(), -! r ( Ci.:.º'.S ~f;-(.:: r¡o u i a i'C~ 
1 J 

/fo:_~:)! ritt.:11 fe I ,.-. --
~· 1-1.....::. 

T 

o. ÍD. 
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diferen-le de CCYD. 

El -:;,fqulet71e e¡emplo nos mc.u:stra c;¡ve é.:!rfo 
no es 'ld.lido en qenernl 

u 1 i] T .. o 
o 

es mcls, ce e:=tle eremp/o podemo:s aonc/()fr ~ 
M ~rqu /era a ranqo de -r estci eta.do ¡;or e/ nó
mero de etemerrlos dtaqona les cJif.'e.re!Hes de cero. 

Tratx>.¡a remos con m Ciff/C:es 
ques para. +ra+ar de ~e:::c/ve;-

dl..Jidfdas por blo
()Ut>Sfto problema. 

Emper.a remos 
prooomos en 

por qencroJf-zar un resu /fado 
eJ co.pt.fulo anterior : 

RE.SULT/,DD 
:S 

u m mahiz m rn 
-:s [ A11 

A= 
m-s O 

con A11 cuo.drcuio. . 



JlL.\4 

N (A} ~ { C> J <=) N ( t>.11 ) = {O} 'i N (A 22 ) ::z [O} 

Demosfradón: 

N (A\ ::::{o} ~ N ( A:z.2 ) = {o J 

"5::o.. b = - A12 . i<:z E fR
5 

·~'h< {n-i::) ( 1'1$ ' 

Como Au es. de ord~ s 
=7 R lA11) = ,r;r 

bE P.. (R11) 

eY.f:::tíe 'f..¡ E 
s -fo.t . . un.?i lR. 

Au t.. :;:: b = -AP- f',·2 

Sr..z;\ 'X =- [~' ]~ 
'f,2_ r.-t.>E. 

lP-n 

"(( .,.,'·O \ÍO... OJ.:: :<2 -=-.'=o ' . • -; • 

'/ N{nuJ-= {o] 

o:.c ..., 

'l 
' . I o.o.::.n10.:s 

, •• h 



A'!..,,,. [ Au A12 l [x, 1 ~ [ A11X1 + A12X2 l 
O AZ2. X2 A:z2X2 

. . . 

- [ - A12 ~2: A12 ~2 ] u [: l 
N(A\+ {ol 

• 
... · ., '"· 

PROPIEDADES DE r CA) CON RESPt=CTO A BLOQUES 

1) Sean AmY-n y 8 m't-m -lal q~ N(B}= fo}. 
Eli-forces 'r( A) = 1( BA) : 

R(Ak) = R ( (BA):t) c9 'r( A-)= r ('B/'T) 

2) Sean A mY-n '{ B nxn -lal que N (B J= i O J 
En-Jonc-es r(Al= r(A'B): 

R.<AI= R(AB) =) l(Al= r(AB) 
ra 

3) Si A "' [ A 1 1 o J =) r (A l = r ( A1 ) 

:nr .15 



.ID._.¡(¡¡ 

¡;¿(A\= R(A1) ~ r(A}= r(A .. ). 

IJ.) Si A"" (Ad Az] 

Dem cs-tra ddn : 

P.(A) G R(At) G R(A) ~ 1< (A) =- ?. ( A4) 

ó) 

r {A)=. r (Ai} 
:.-::;~,%.~~l- • _:;:it~~i?3~~;,, ... 

-Si A=- [A, 1 AzJ ... · .. _-,.~ R(A.) n R(l\2) = f oJ 
'( (A) = r { A1) + r {A 2) . 

'/ € R(A) en-ton ces -lencmos ~ue 

'{ f: P.f A\ <="'> '{=Ax 

~ '/ = '( 1 + '{ -:G , c.on "/, E P. (A< 1 '/ 
)12 f: p ( ti.z} . 

\!¡ E. ¡:t (/\1) \h E r..t P.2)} 
' I 1"' 

di m (r: ( f:, d } -= r1 
,....·~ ···¡ , ...... "'· ., ) .... l' 
L· ,, 1 • t- ({":. ¡ - :2, 



JII',fi-

i=bdemos permu-lar la:> columno.,:,. de. A1 de modo 
qoe ~ 

A1P1 =- [A}., 1 A,(:2l] con ~ (A~:2l) s R(A.01) 

"/ -fambién podemos permutar las columna~ 
de A2 ¡;:am obtener 

t21 

~P2 - [A~1> 1 A2ta>]. Con P.(A-12 ª) s A(Af11 ). 

:. R{A,'P,) ::e P.(A,<1ª) ::s R(At} 
R CA~P2) .... R ( A:2<•)) ;,,. R { #\2) 

/Jo+o..: 

N ( [ A,(I) 1 A·P' J ) = l O l 
St..lp.ongamo-:;;, 

L A}') \ Aáº] Y-. =o 

?-; 

.r..Cllv ACI) v,., 
"' r-¡=- 2 r-,.. 

=) 

y 

C!omo 



IIL.19 

veaioY q¡ue pie.de. es/ar e.n ambos ::::u.J:::e<......pacio..."') 
es el \Jec-lor cero 

~) 

1) 

8) 

. 
· · 'f¡ ='/'J-=O 

~ A/'J Y.¡=O 

A.JI} '/.2 =O 

como fJ { A.CI} } == l 6},~;'.~'':'.j. N ( Ai'' ) ~ lo} 
. • ;r~f: · <~~; · 

1v¡.. =o .ry ~~;~T~~;<"i<:·'' , 
--=> N ( [ Ai't> \ A2w ] ) = t O l 

A .+rene r, + r~ columna:s fndepenctien-1~ 

' . rtAI= r(A<) + r[A~). 

A= l:·) ~ rlAI~ rtAd 

"'S,. A=[~] 'I R { t.-f-) ~ f< ( A1~) 

A?-

~ rCA)= r r /;{ ) 

[p" l ~ 0 1~) Si A n. f/i. ,,·, l n n { • -'·) 
"" 'I r--. i·'.2,' -

l:?_ -
' .. 



JIL.Jq 

en-lonces 

q) 51 A = ~1 
1 :J di:) Y(AJ=- Y(A11}+r{A22) 

10) 

• .. 

'/ R(Atlf'\ RCA2l::- [o~. 

• t(IT} ... r.(At)+r (A-2.) .. r CAu}-+ r {A:zz). 
'5 

A= -:=.·(Au 
m-s O 

con Au de orden s 
y -tal que N (flu)= lo l 

r (A) = re A11) -+ r ( A.zz.,) 

D~o::.tro...cídn : 

"!:1l A11 ~ clz ord~n s con eolumn~ f nd=per>-
dien+es =9 P-lA11} - 11<.:s ='""'? P.{A12) G RCA11) 

e ~u~-te uno.. 
A1~ = Au 6 

[
Is j -5 l 

O 1 In~ 



y adem~~ 

AB 

.. 

o bseruar '1ue I o.. <!O n d f c1'611 impof-larrle paro.. 
deducir e::.-le re.su/fado es t;;jUe R {A 12) c.:; 12 ( An) .1 

y no <que A e-..a auadrada . 

en-fonces 

-::;;,¡ 

Brn~n 

A=[~ 
o 1 

g {A1:&} e;; P. {!fo} 

r ( fd = r (P.11) + r (A.r.2} 

f!. (A¡;~.) s RU:n) => (;;(' .. /::.de: uno, rna-trf 7-. 

c:.:in ¡,¡ {f3) = to3 ~;J./ C)C, 

-· 



• 

.&:4e resul-locb e:s el c;;¡ue nos do.. Jo. da ve para. 
+rans+ormar CA- fa mo.+rt~ A en uno. mcH-ri1: paro.. la 
Wal ~a .fácil "'1~..- 11 cuo.les -:son lo:s renqlones y 
fa:, columnas ltn~men-le fnde¡::endl-cn/-e:>. 

S:.tponqamos <;¡1Je -le.nema~ un 
fransformar A. uno. maf'ri~ 

mé-+odo 
CJ'l 

paro.. 

../o. t que. fX=! ro.. A 11 '{o.. -fent!mo:s resue t-J.o e I 

:m..~/ 

prolgtema. de -so..!:er -PdCJ' I m en-le cu.o!/~ ~n :sus 
c.olumna:s y rcnqtones 
q.ue R { A-12) .;;:;. R (A") . 

lnde.pcnd ren-les, y -{al 

E~o n~ rrmffe. oN ,-o·a. rnos de /os btoc;¡:;es 

A11 '{ A12 , '/ ded. tc.arno:s ()... ln\!csnqar 0- ltJ. 
mo:-t;-1-z.. A2'2., isolD ~L>Z <.:.on lo.. \/en-lo.jo.. de 

c:;¡ue A22 -{¡'ene drm-ens1t{n ríl-énor que {CA. mo:-
+rt;=. ori'q rna 1. es o:e..c.ir, -r~nemos el rnf~mo 

I 

proble..'11a. a resol\!cr 1 (=:6:-0 en unCl d.rn1en-
?l'Ón m<:.nor r cuo.ndo mcn~. 



Nosotros conocemos vnq -f¿cnrco. 

un~ rnatri~ o.. fa -fbrmo. 

u C'$ ,. .. -h-10.nqular 
. :.~~·-·~ f/~~~:t.~;~ift~~~;~:; 

~pertor:.~},'it···:.¡ 
~··~ ''.::f~-~~:,, };~:~ 

-s; N íl/f'~r:lo l enfilnces 
<::¡Ue. R ( A12) ~ ?. "U) 

~ (A)= ~ (U) + r ( Az2) . 

para 

<.pt.1é podemos decir en el caso en t;¡.ue 

© '* ... ">{... * @ ~ * . . P.i2 
@ >¡~ 

o 

o /J.';..2 

reducir 

En <':':::.-rfe? D·-:o b'.::;.::.~o.. con ~ue el ó 1-Umt:J renqt6n 
o'~ Ata -/-e..nqo~ un e..lcrnt::1·;'0 cl.i..('::::n?ri-Jc. 0'2 c.1~·10 ~ra 

o r 11 . ) et'. ~~ (' ' ¡ (./',.}<2 ....... ,,_,t~2.i -;·-:< , ..... u . 
-¡· 



JILQ3 

' 51' et-1qtmos q¡ue A11 ::ea una metlr¡~ cuadrada 
1 

en-lances yo. no (XJdemas a.::eqv ro r que t( AJ 0 r (A 11 J + r I A22 }
1 

'/ ~ro.. fnv~·qdr cudl es r{AJ -kndrernos que (J()n::J
derar -fambren a A12 . 

.In-lerrla remas so /u abna r el problerno. 
C!a«> partrcu lar: 

_, 
2. B 5 2 

~ -a o q 5 o 
5eo... A= IJ. -4- 5 12 '~ o 

!3 -5 "=J 15 20 /O 

2 -a (D /O 2 

En un prtmer f0.50 

1 1 _, 2., 3 6 2 
--L-------------

A_..,. 4-1 
0 1 O - (1) o -10 - <o 

1 
= o 1 o -3 o -5 -8 

o o - 3 o -5 o 
o o -3 o o -2 

' .. 
-tend dCl...rtlOS 

' _, 1 2. 3 5 2 

o o 1 
-(.p o -1 o -{¡¡ 

------.!--- --- - ---
A1 --"'>' A2 = O e 1 -3 O -5 -8 

Q 

o 
o 1 -3 
o 1 -3 

o -5 e 
o o -2' 

¡:;am un 



, 

~ es preciG(.).men-le 
e-1i+ar 

1 
Pof /o cual nos 

de A2: 

Ja. ~1'-luo.ción '4ve nos tn-/crCS(A 
COf)\J1'ene mod1=íi'ca r ·¡a. parhaan 

Ell el 

I -1 1 2 3 6 
-----+----- ----º o 1 -(p o -to -'(o 

o o 1 -a o -B 
1 -8 

o 
o 

o 1 -3 o -6 o 
O 1. -3' O~ O -2 

R t/2~!'\,, I A':.'J . 

siquien-le poso I 
nos -loca ria. o.pi icar 

procedlmi'en+o 0- A 
(2) 

22 y aumcn-lar o.. A,f2 l 
el 

un 
renq16n y una coJumn.?. FO-ro. obk:ner: 

_, 2 1 2> 5 2 
1 

O O -(.p 1 O -JO - (p 
-0- --D- - o-1-o - 0- --5 
o o o 1 o o 5 

1 
o o o 1 o 5 

donde R(A12!">) ~ R (A,r,1'"¡) 

Aharc;t.. 
1 

o.I -!endriO.mos 

-1 ?., s : 5 2 

o O --&, o 1 -·IO -G 
1 

AL.f. = o o o o 1 o ~ 
··- ~- - - - -- - -- ·-- - -- ·--: -- - - -·- --º o o o o 5 

o o o o !5 

1 A11 1 r-.::z r . ,.[.) J. ,~~1 J 
¡----.. 
l o 1 Afi·l 
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~mcr.s otra ye.a en lo. ~i'-/Ua0:6n re <;:Jtle 
P. f A,~"'1) </:: P. (A1{""'), c/rcuns-lanc1a. ~ue. es-fcí. <±-lermi-

no.da par el hecho de t;:¡ue Jo.. prftnero. eolumno. 
v cJ?. Azz'ª' -::ea el \Jec-lor cero Fbr /o +anto

1 
lo mO.-:s indioodo es q¡ve ::si fo... primero.. ~- . 
/umno. de AJ~> vale ci=ro 

1 
en-lonce.s. nuestro 

procedlmierrlo o.plfco.da o. Aj debe <Jon:sist>"r en 
aumen-lar uno. colu.mn~ a A,,cj) 1 y el blo-
que rescJHan-le. sen:/. el prtmer bloque <:k AJH. 

en ~ caso -knd ria rno:s: 

1 -1 2 · a • 5 
1 

~ - - ~ - --~ - -º - .._ -!_9 

2 
-(¡, 

o o o o 1 o -5 = [.4~
111 

1 A/i'] 
~ o o o o 1 o 1 

o o o o 1 5 
a 

~on e:s~ parti'ción recu¡xro.mo:s 
c;;¡ue R ( Ar:/41 ) G- µ. (A ,,'ll-1 J • 

ai 
mos 

aplicar el proccdím1en+o 

-1 2 '3 '5 1 2 

o o -ú o -10 1 -(p 

o o o a 0 1
1 

-------------!--º o o o o 1 o 
o o o o o 1-5 

'/ Ífnc'.lmerrle. : 

lo.. ptopiecb.d de 

A ti.#-} 
22. 



.m. ,Q(p 

CD -1 2 o 5 2 
o o @ o ~o -(p 

Ao _,., A<.o= e o o o @ 

-º - - -º- - -º - - !? - - ~ - _@ o o o o o o 

No./ar ~1..1e en esk: proceso ::srernpre CNal)~ p:ir a:J~mna:s. 

:~t.1~¡:*)~f:;&':;,' 
Hemos /levó.cid:. o... A o. una -form~,,',,~ paro.. la 

aua: e5 mJy ;'.?~fcJ.c,., de-lermtnar IOiSX;::991u rnnas y 
/os renqlones 'lfneoJmerrle lndependlenk=>~ 

/..os <!.UO..tro p-rfmeros renqloncs con rnde-
pendlen+es ; /os renqlones de A <::¡ue eran /1-
neoJmen-te dependten+es ..fUeron ,-{rans+ormo.do.s 
en eJ \!e.c+or renq J6n o:t:. ·- eh es-te caso /t?. 
mahl~ or;qrnal úni'camenie -lent'a. un renqldn 
/fneoJmen-/e. ckpendlenfe de los rc~+an-le:s. 

Cb..dC\. re.nq lóri 
... JI ., . 

<YJ1 n ene. un p1V·J.-e" 
tnd2-p211diEn1--es de 

-/-fe.nen un plYo-fe. 

Al 

I 

Á{f> 

!0.'6 columros 
~:Jn o.~utlla:s 

f i'ncoJ mén-1:2. 

q:.1e con-

A c.n A-&> no::s cut'd~rn!:):S 

en o.o.o'::>-. F''~~ de. ro poder lo... propfc

d:inc!e do~o! r. fi~1~·-) <;;. P. {Pu) 
/'

A-= r lr A-11 
~:, ,..., 

rn-r v ·" i<..' 11 c.1 ·c¡-10 .. ,. 



JIL.z::¡... 

permi-1-iendo i::iue A11 no ~ cuo.dro.da. 

suponqamos que A es ce /a -fOrma 

l:S n-~ "S 1"1-(~1) 

')/. 

* 
... ~ 1"' 

... ll. 

* ~ . . . * '~ ... :.,. 

A11 r A,, bl . A12 . 1 • 
~ :,t. ... * 1 ..,,. ... ~ 

[~l A= o o @ - o o cr cit -. . . :¡¡. ... "le . .. 
-- -- -+----o ... o o :t. ... 

* o¡.:>/. ... * o A22 . . . o . 1 ¡ . m-t- . . • 1 
o ... o o ':/.. ... '111 º' * ... * 

con P.(A12) ~ P.(Au} ...¡ donde lo.. primera 
e.alumna de Ai:t c.> 

renql6n ck. A22. es 
'/ e E 1i:r-'~·> . 

b€ R (A11) '/ el primer 
[cr 1 c:t.] con Cf € IR1 rr+ o 

' 

\Jeran~ :5i pe>demos aurncn-lar 
columna 

bio'4ue 

eJ bloc;¡t.Je 
A 11 un renq t6n y una 

nues·tro ira ba . .(o a un 

ps. d~c.ir, i:;¡u=:rem~ ~..J-bcr 

f'i~rJ,-ici'6n ~ k·: 
~l 1'-{S.Y.I) 

A = [:" I A,2 J <+• 

1 422_ m~Cr·u) 

-:51 

p::t ro. red:Jclr 
rr1d~ p;~ocno. 

to. ~1c¡u .. 1 enle 

. ",;.-,, 

,. -:: 

., 



JlL.ze 

donde 

Fo.ro.. de.m~trar que es+o. prople.o'ad :=e <Jum-
pJe -lenem~ oue \Jer ~pe p::t ru -todo. y E R (A12) 
et..i~te una x 

1
E IR.~1 -tal ~ue A11 X ... 'f : 

5uponqa.mos ~:;e 

s¡uerem=:>~ en c.onfíur 
'I E R ( A12) I 

Un?. Y. E if<~1 

po 1 1 o -tamo 
que ~?:h'sf::M:¡Q. 

el "Sl:J0.+erna 

Como y E 

0 tOlítiD. • 



Come 
A112 = An e 

R (Áj2) t;; R ( A11) 

:21 = 

. . . 

N'5 ·::!>'IC{n~) 

A12~ = 
8~ E" IR.:) . 

.. 'I = 

fCI'°' a1quno.. 

A11 13!2 == A11 ~, donde 

(Au z'] 
c*-i! 

pan:~ alqv na x E. 1R::::.t1 

[ A11~'1r et =2:. j 1 

t.=) Au'f..1-1->-b= Au:2..1 
()").. -= c-.1:.7!. 

Como 0-={~o en-/onc.e:. d .omo..... dPspe'at \ : P° - ...., - 1 ('\ 

A-= _1 • c.>~.:e 
(j 

ademds, en-fonce.s 

IR." 
I 

b E IR.r '( P- (l'.:/11 ¡s:; IR-ro 



.m.::.o 

.. e.'f,.fs-te una 
:s 1 

Y..,* s r A11 : b 
1 

.::::. --,--
C~z o ' cr 

<T 1 

.....,, ': ,'í: 

• . '-1 E R ( Aw ) / 'I ademcis 
.... 

r(Au) 

Con e~ cttscusr"Ón podemos 

pro e-ca i m rento a.omple.+o.menfe 

A11 xf = A11 7-i - >-b 

== [Au xt -4- b c;:r:] s 
c*:e 1 

= =y 

.;•,; 

= r "(Au) + 1. = numero 
de renq/on~ de At1 . 

• 
o.horo.. descrt'btr el 

!».do. 

-fal que 
A m xn encontrar B m r..m , con N (B}=> lo J 

00 

Bk = = 

donde 

lo.. 



.JD...Sl 

k 
.¡.. 

o o ... o * ~ ... * o o ... o "' * . .. * 
A - e o ... o @ * ... ~ 

o o ... o i\ .y, . .. 
* 

Entonces poctemos 
A oon otro rene¡ /ón 

p=rmc.Har el pttmr::r renq Ión de 
¡:ara obfener 

o O ... O@~ ... ~ 
o o ... o ..,.. :it« ... 

* 
'PA - o o ... o ~ ~ ... ~ con ©+o 

o o ... o * ~ ... * 

usando oJ elemen-/o © 
me,:::> mu 1-h'plicaY ¡::or una 

e.orno pNo-le , pxie
mo.frl9. -fri'anqu lar-

irtferror L , c.on N {L) = (o J -fal q¡ue 

o o ... o © 1-1'.; ... ':>/< 
- - - - - - i- - - --º Q ... Q o -r(,"'* 

A.,_= LPA = o o ... o o l..y., ... * 
: 1 : 

rn-1 
. . 

oo ... ool.:,r.. ... * 
I<. h-k. 

Es írnf:Oria'11~ cb~ n.x:v ~ue. u..fi lí~a mas. el S!Jbrn::iic.e k. 
~rCA- fndFcar <;¡LJ:i!. el prf m:?r b.1oque. de A~ .+rene }<. o.o/omna:s. 

Como 0 -4=-0 en-!~nces R( A12 l <;;.. f2. ( P.11} . 



:m..~2. 

o:'. 

depenctenci'o.. llneoJ los rcnc¡fones y columnas 
e~ de dtm ensJ'ón mC4Pr de lo.. mctfrl-i:. /+22, 

que A: 

~ pcncpmos c;;¡ue hemos .fransformo...do 

lo... ma-/rl$ A- en 

donde '/ Y(A11J .... 1. 

e...tponqamos An .. [o d az \ ... 1 5l"\-K1 : 

en-fo ne.es rnod i-í'i'ca m ~ 
AK 

k+I rl-(f<.-1-1) 

f A.. 1 ~2 1 J.. l O 1 A22 m-L 

lo.. r:arfi-

y no+amos. que ~-:e. ::.:.1'c.¡ue c.ump!tcndo 

y 

2) 



mQfri'Z B de orden (m-...e..), con N(2'J=(oj 
fal ~ue 

1 n-(K+IJ 

@; :J{. ~ _:_· ._ ~ / 1 

o,** ... * ~1 ~_:t._·~·_-!:_ 
1 

r-.1 " 11"-(.t.·H) 
'J -,.. .,,,. ... * o: A,.'J. 

Seo. s. 1 = l~J 'f :seo. 

k. n-1' 

.A.. An A12 1.. 

A"'..., = 8 AK = @·~ ... * 1 -.l.----o 1 m-Ji..+IJ 
m-).. o• A?.2 

1 

JI.. n-(~+11 

Modifico.mo:s la. parfrc1'6n 
-lando un renqtón y una 

aumen-' . o.. A11 • 

) 
en-lo ne.es 

A22. es lo. ~broQfrf '2 orrt'bo...
1 

'{ -kncm::15 que 



con 

por· 

An. 

i.<+1 n- /lo:+• l 

[A~,~ A1z ] J..+1 
A¡.:,¡..1 = 

O An m-(.l+1) 

r e A',, J == Á.. -t 1 

Con ~te 

co/cimnas, 
procedlmlen-lo ~empre ava~.~~~s~. 

y -lermlno.mos cuancb o~~\~' · 

Verémos· 
, 

c;¡ue .formo. 

Si r ( An)::: m =n en-lonces 

@ * ... * 
@··· ~ .. . . 

'Si r {AJ .,. n -G: m errfonc.es 

0 _,,,_ ':..:.,) ..... -r ... 

11 

, -. -~'::~~r~~~.:~. :·.~ ~ ~ . 
-lener 

.--· .. 



JIL.35 

s,· t (An) = m b n en-lcnces 
1't l<:z.. ~ f(.., 

o ... o ® * ... * * . " * * . .. ::.¡,, * .. . '* 
o." o o o ... @ * ... :¡. ~ ... ~ ~ ~ 

BA= o ... o o o . .. o o ... @ '* ... . .. ;:,¡. * ... * 
O··· o o o ... o o . "º o . .. "·® * ... * 

y +rnalmell"le. , ~· t t1ln) - r .t::. mm (m,n) en-bnces 

º'"º®*·"'*'~ ** 
º"'ººº'"@*•••** 
o ... o O O ···O O···@""* 

0- .. 000 ... 00 ... 00 

o 

k.,. 

* ~ ... ~ 
* ~ ... ~ 
*-=i4···4'- r 

···@*·":X-

m-r 

An 
Veamos <4'.Jé caroc+erish"cCl-s +r(;..ne 

para el co:~ mds qcneral 

An +tene t' plvofes. , y G.o.s::i.o.. 

o.. /ex daecho. de.f pivote o'e/ 

pertor ¡ un~ eo/urnno.. ?JE.de ~ncr o.. 

pivote es,<-d 
rc:nqlóri ::su-
/o más un pi.1oe. 

An -ftene r ren.qtones ro nulos 1 oue. efrfdn , 
o.n+e-::::. ~;;e /os rerqloncs d2 ceros. 



J1L3Co 

Q:ivdo. renc¡tón no nulo corrlfene un pNofe 1 y a.W¡o 
de cado... p...¡ofe ha'/ una columna ce aeros 
ob/-enlcJo.. -poi eltmfnaci6n. 

/?.5-/e 11po dz ma.tr te.es nos :::x:. rd.n rnu y ú h'ks, 
'( ~ daremos un nombre: 

oi;,'F/f;JICION 

\), l~',{i' e:, = [ ~ ia una m<1-frl;> 

q.ie q es. una.. mafr/7:: 1a:scRLDN. 

redl.le4'do.. pot -Filas :::;.,· ey_t:::rfen r>o , . con 
t- 6 mifl { m, n J , y r en+eros pos.it1"os ~' 1::2,. .. 1 l:=.r~ 

I ~ IG:..<. ~ n 
1 

--ttAI que 

1 ) K, <. i<'2 < · · · < k r . 

Cada. co/u.mno.. p:;cde -+ent:r o.. lo rnds 

.2..) 

3) 

un pNo-fe . 

V",. = o o 1.J 

/..os c.J./fimos 

f:-:.··c-' e ... .-.· ,., >'~J 
1 - ,... .. _ l-........... 

m-r renqloncs ;::con ac..ro 

no nulo 
1 

( 1 ~'¡ 



f!l'l el OAso m~ '1ent!!n::::>./ vamos ~ -lcrrr 
es de Ja .forma que uro. mor1ri%: escalonada 

donde q e. uoo 
mol.'t.lmo e.:. deci'r 

rnafrl~ escatonaa'O. c:k! ranqo 

r Ct;,) = r. 

PP.CP/EOA-DES DE LAS MAT~1ces J;:SCALDNAóAS 

1 J /...os renq/ones 110 nulos de u no. ma-lr f~ esca /o -

no..do. ~n fndepenciien+e:s. 

uno.. ma1"r17! ~ca/ono. 

ch.. mr..n. 

JIL.31-

·Seafl 

ck. q. 
~:t --:i;t: ";;}):. 
Fj J ¡;¡:;2 ' • ' 'J ,.r /os r-enq/one::s ro nulos 

Veremos que {;;!_¡:t., ~1;, •. "' z.,* J e:s /fnea.I mente 
1ndepe.nd1c.n-le : 

Ten~m~ que 



JlL.38 

~•*'ª[e ···O ~11<1 ,,.. ... ~ * ... ::;., * :t.-] 

·~l=-[o ... o o o '62~ * 
... ~ 

* ::;., J 

~r*=- [o ... o o o ... o o ... o 
'( l'Kt *] 

donde 

'l/er que _ ntnqv()O de'' ~-.. · renc¡Jone:s 
obtener como com bfnaacfn I fnea.I ck lcrs .... 

re5tani<:!>" 

.2) El tanqo de una ma-trir. 
al número de renqlones 

·-' -.. ·-.:~ 

escalono.do. es t'qual 
no nulos de 1a. misma. 

~) Por med.io de. una pcrmuiaa'Ón P de orden n 
podemos reduci'r a 6) a. lo. +ormo. 

t' n-r-

"[~Po121 G,P=-

m-r O O 
con r{U),,,. r 

Dem~iro.ctón : 



JIL?FJ 

@ :irt * * o ® *' * o o @ * 
91:,. o qk.:;¡. .. e q~ ... o 

9t;¡. .... 
@ ..... J" 

o e o o 

o o o o 

/..1 e\/arernos o. q o. la -lbrmo... de:seo.do.. ¡::or 
_,,. 

¡::o:sos 

En el primer pos:> in-k:.rco.m btwnos /O.. primero. 
columnc.L ~ q.,.6p Cbn 1a /<:.¡- é::s.fma : 

"· "" "'~ kr 

©e··· o ... * * '* ~ ... .v. 
C> o ... o ···@ * * '* ... .::¡. 

o C> •.. o ... o © * * ... .::¡.. 

G¡P, .. 
C> o © = G,, o··· o ···o * ... * ¿_- r 

m-1 o o ... o ... o o o o ···o 

o o ... o ... o o o o o 
n-1 

n-1 ., n-1 

* * ... :>¡~ 

~§ D = donde r {V d--1 
= o 

m-t 
. 



JJL.l.fo 

en el sequnao 
de 61 con lo. 

r:oso in-ferco..rnb!'a mos 

k2-é~imo. 

lo. 2°' colvmno. 

2. 

= 

Kr 

@'l'-Q ... Q ... *.··~ ~ * -'l'c 
@O···Q ... Q ... *··· 

-~~~~~~__.::..:__.:_.~~.:.;... 
~ * * 

000-··0 º"·®··· * * * 
o o o ... o o ... o ... 

_,,'? 'o ~;~-i·;:_.:·~ o ... o 
. . . 

. 
... ® * ~ 

o'o ... o 
~":-t!'" !,·· . 

ººº o ... o ... o 
n-:z. 

®* D © 
o D 

Ufc:u - --

º D 
2 n-2. 

t (Ua }= Z 

En el 

de orden n 
columno.:5 

"i-é:..:,(mo p::r..":So , ::::.1 Pi es lo. p::;rmofacfón 
que i'n-tc.rru..rnLYo. lo. 'i-c':sfaa y /a k1- é=stmo. 

ce uno. nx;:J¡·i?:. m r..n en-!onces 

i n-•' 

n-~ -i 



n-1· 

D 
En el t"-e':r.fmo ~ obknemos 

r n-1" 

EtP= r [u j .A12] 
m-r ~ 

donde r (\J l.,,. r 

'/ donde p .... P,P2 .· .. Pr y U=-Ur• 

Obseruo.r que de po.:sD hemos demostrado que 
:si CJ14 1 qK.2 , • .. 1 q~ :son fas prfmcra:s Á. columnas 
c:k ~ <;J.ue he.nen p /\/e-le en-lonc-e:::s 1 -:54. 6i.c. es 
fo.. mo.trls 

Gu. es de lo. -forma. 

.(_ 

q.t. = ,t [ U.1.] 
m-.t. O 

donde 

JlJ:.<-1-1 



4) J-as CDJumnois de e=, c;¡ue -frenen ptvole ;50n 
lrneoJmerrle f ndeperdienks. 

/.)emostraclÓn : 

lo. mafi-rc. ruyas 

co/um()QS :::on las r c.olt.tmno.:s. con 

[ º~]···"~,;, 
-
o m-r 

r ( 6ir) ... Y (U r) 

/o.s c.o/umrP.s. de ~,. ~n rndep::ndiente.s ,. 

to.s columnas de. ~ que. p) Sean 914 I qK2 / • .. , g~i-
fte~/1 pl-tol~. 

~ne-es 

,, 
Dem:>s1ro.cfon : 

Con-)O r (&
1

) "~r ,1 r n ,,_ q o 1 e;:s, 1 l -¡ 1 -t ¡ K21 · · 'J d::r J 
/fne0-f mcn-!-e. fndcpcn~icn-!-e 

r<. (Gi) 
'"' 



<P) 'Sean q1:=, 1 C11<2. 1 • • ·1 91<...t. /as prfmeras 1. 
co/c..Jrnnas con p1'1o-le. el:: ~, 'I ~a. 

Errionces 

R(G,,i) = {Y~ IR"': rt)..t+t = 'Y) A.+-i. .. · · • = "Y)m = O J 

Fero ~ es de la -formo. 

Gi.L = [u~y I 
O m-.(. 

. . 'Í = l~~ ]x [ULX]~ = 
O m-..t.. 

R (EtL) .:;;;:.. e 

<../E C 

con 

"""""'> 

pa 10. a lc¡v nO\ 
'l. E IR-'-

r{UJ.)=J. 

'/ E C 

I '/1 G IR.(. 

Como r (U.(.}=- ).. --> R(U.d = IR'- . · et..l~-k: 

UnCI ::x:: E /P. J. +aJ ~ue U..e. 'I<. = '/ 1 

JILt.J.3 



. . 

8) 

[ 
U.t J [U.t. )<.J- ['/'] ~.t )l. ::ir )( .,,. = 
o o o 

= y 

YE R(Gu.) e ~ R (Ei.c..) 

. . C SR(Gu.)GC 

. , R(G,.t.) =· C 
_,,\i/._~F,~~t~r. r~:~::.: . ·-, 11 

Y1 ~ IR"' J 

J..as e.o/u mno.s 
ctien+es dz /a:s 

~ue no -fí12nen pivofc ~n o'c¡x·n_ 

an-k.riores con ¡::::i-¡.:rfe . 

un~ columna. ~:: . .r{l plver{e re G¡. 

/o.s cc,/u mno.s q1 ,, a 
(,t.. I -¡~4-1 

:5¡' 9 e~.-fr:f.. 

( qLJe -/-/.e.nen pi'-!o-{~) 



q ... 

Seo.n 
mafti'1:. 
-fal <;tVe 
/ono..do... 

K. 
~:2. 
• ! 

~J.. 
J y (X't el resul+ado {'1} 

o 
q€ ( g &::11 q K'2t • .. .1 CJ le..(. ) 

o • 

A una. m~tri7.. m~n 1 '/ 8 U()O.. 

de orda...n m 1 a:>n NtB) = l O\ 
eA .... 6t ~ una.. m:;¡1Jf~ esaa-

-:;;ean q1'<-l, q~2, ••• , q~.. las aoJumnas 
ao.n pi..,¡oie de 6t. :En-lonce:s 

Jll.4f) 

[ a .. ,, Q.~... Q 1• l 0 ·s un"' base oe g(A}. ... ... ... , · · ·, -r 1 ._ ""'" 

Demo~tra.ción ~ 

A,. = [a~ l Ol 1~a. I ·.. 1 a~ r] 

Ei r ... [ 9 t::4 l q k2.. l · · · 1 9 t~r ] 

l"(A} ;;f r(6.) = r 

• 



Adcmo(s 

· ·. 6Ay::: [BllJ<.t l8ClK2l· ·· IBa .. r] = [91c:, lq1<2l··· lg1<-r] = Gn 

.. BAt"" Gt 1 'I como N{B)={o} y N(Gr}~ fo} -1 N(Arl=[ol 

· · J..as C!O/t.Jmna:s de Ar :50n f n depend renfl::s 

:. tlAr)= Y= r(A). 

2) :sean A, 8 'f G como en (1) . ~n+once.s una 
lx!se de R. (A~ 1 es 

donde ;é,:t , "2-f, . · ¡ z/= ;:;on /os r- rcf'>q lo.'ICS 
no nulos ck. ~. 

D.o~tración: 

R. ( Ai:.) = P.(( GA )i:) =-

S) Corrio.mos c.on un mdivd o muy poa·::r()..._o.::..o ¡Á.-:i ro.. 

(/) Ce;: te.u !ar r(A) 

c~J ba.r- <Jn'.:J.. Le:~:.:: a'-:;, I"" P..(F!) 

(0.) r;,~~r b~::.'":. ' ¡) r,·,;··) u ro~ o~ ... t.1-¡ '-



Tta+a remo:s c:e :!a car e/ mayar provecho re esta. 
-lecntco.. que hemos cie::arro/Jado. 

Nos tablamos planfeado la prequnfa 

é Cudndo Ax 0 b +;ene :so/uc,-ón 31- b E 1iim ? 

AX=b f(ene 'SOllJCl'dn V bf 112m 
(~ R.(M e1 IRm 

~ rCAJ - rn ~ mln { rn1n J 
~ m~n 

'.··: > 

es dect"r, paro. que Ax= b fenqa ~Juacfn ~ra 
cua1qu1e,.. b E /Rm 1 no puede haber mds de 11 ecuc;t-
cl'ones 1 y <!Uando meno-:::. m de e/las ckben -::er 
/nc:le¡:>encJierrle:s. 

Tamblén nos hab1&mos plar;fco.do : 

b E ¡¡¿m C Clldnd:> -fíerte '50ÍUCfÓr> el 
Ax== b? 

"'So.bemtYS t;¡ue Ax= b -frene ::solue1dn L--'> b G J<.lfJ) 

En lo. prdch'co. e-sfe probfemt:Ji -::e re:sue/Ve 
-!Ormand.o o.. A '/ (). b 'én A '/ b de 
.formo.. que 

b E R {Id ~7 b E R f A) 

-ltans
to.I 



J1I .l.J.B 

'I -la/ gve 
-[Oc i 1 men-ie . 

bE RfA) 

Veremos ~ /a:;, ::soluci'ones de un si:stemo.. ck 
e:::uo.ciones -:se eanseruv.n d fronsfbrrna.mos a 

A 'I b en eA- '/ :Bb res¡:rcHvo. mtn+e 
1 

cloncle 
8 es. a.:cu::Jro.da. y N l B) = / O) 

'Sean A- mY-n , b E /f< m '/ 

BA)'..= Bb o 

E:s. declr, :x:o es solución del Sl~fr:'mo.. Ax=b 
.(? :::co ~ ::::oltY....Jón del s~temo.. AX=b/ 

""' donde A= E:>A '/ b = B>.b. 

~] 

=='> B(AY-w-b) =O 

( 1-.J (E)= l O}) 



Jil.4-'J 

AE:SUL TADO 

-:::.ean A m"l../1, b € /R. m " e mr.rn , con N{BJ 0 lO). 
Enfonces 

donde 

b € R (Al (.=? b E: R (A) 

A = 8A 'I b = Bb . 

Demostr~cidn: 

Fbr el resul+ado an-fenbr · 
,,._ -Ax= bl.c::.) A~- b 

E.~ dos resu/+ados na::. dan 
~c¡u..ir 1 y es no.tvro..I ~ue nos 

'°' pavía. a. 
pra;¡unfemo:s oi 

.. 

la ma·fri2 B que .-/rarrsForma.. ().. A en uno. ma~ 
-fri-a escalona.da. nos :srNe· 

Como hab1'0..mos \Jl';s-/-0 an-kri CJ'(menfe 1 -:si 6>. 
~ una matrle e~alono..do.. de n::inqo ,... en-Ion-
ces 

e::, de.ctr ·. 

ói 

~y lo ./-o.n-fo p::i:ro... /o.s matílce:s e-::,~oJO{):).dOS 



-si e::. rrtJ'/ 
e/ SlJbeE.po.cio 

-f'dcil decidir cud.ndo 
qenero.do por las 

un \/ec-lor 
c6/umnas 

En Ja prck-h'ca es usual -fra bajar con Ja matri2 

[A I b] 

conoce como Ja MATRIZ. AUMENTADA del 

Ax =-b, 
. ' -~}·;_f.i~¡\ 

,, '~'.-~',: "'...-:_ ' 

hacl<!ndo u::o del :51t¡uten-le. 

··?;~~~~YL. . :¡~~~~Y · 
:/ .. :\·· .. : 

P.f::SUL7ADO 

-E:l -st-:::.+ema Ax= b -tiene so/vc16n <=9 

Demo-stracl"Óíl : 

Ax- b b€ R(A) -ftene ~Juci"ón .:::~ 
.(=") i'( [Alb] )= l' {A).., 

Yo.. -::=,abcrno::s ~ue el <!onj un-+o de :so/uc1onc:s 
ck AX=O e:. un s~b:::--spo_c1b ( N fRJ) . 

¿ qué -Porrno.. -k.naró. el c.0nj un-fo d~ ;50/LJC{Ot;éS 

dz.I s i's-/-erno... Ax= b? 

-.s~o.. n= 2 -. 



( 1 ) [: -: ] [ :} [ ~ l 
[: -1 ~]-.[ ~ 

. .. ~. - ~2 - o 
:Z~::a2 

~.- [ : ] 

_, 
2 

s;,/ucíón 

G,eométr1co..men1e r,i X= o 'I 
dos recfas no - parafe/a:s i;;¡ue 
en el p.Jn+o Xo . 

e1 C:..OnJ:.m-!o de -:.sol uoon e.s 
-es [:x:o} . 

1Il.."5j 

del ~ma. 

del 



fil .62 

(2.) 

., 

[_~ ~1(:}[-~l = [Yh J 
t2.éy. 

~a -1 ~]-+ [~ 
_, 

-~] ó o 

El aonJurrlO de so/1JCiom:s es lo.. r-ec:fa.. . 

dado. pcr 

.. 'G ' - 1a':z. = - l 

Gieornt!frtco.menfe , al resolver el sr';:s-femo. 
e:s+amc:s co.lculando la t'nfers.z::ccf6n de Aas 
red.os t-1i=)<. = -1 y t2k: x::: o , :o/e c;¡.ve en 
esfe a::r-..::.o -las de:s re.e-las CD{nctcíen. 

p...nae 
-en el 

vc.r- ~.tJ~ 

e: o n j u rr.'C> 

X. y Xo SOn dDS 
;;::.,0fu::Jon~ en-lo."i~ 

a= [; J 
::::.:::.'u c. te:: es 

. ' 



.. 

"Si ..fl¡-amos un puttlo s::ibre ,t 1 por e¡emplo el ptJrrlo 
Xo 1 en-Ion ces el con }Urrlo de, ~Juctones -loma la .f'orma 

t "" { x € IR2 : x = X.o + >.a ¡ a = [ : ] 1 

E.~ nos perml+e ..¡er al conjun-/o de :s.o/ucl'one.s 
rorno una recia paralela. o. [C-1]. 

\Jeremo:s c;¡v~ para n ~ -a podemos -fra1a r al 
· · · COnJUrrfo de ::so/uctorx:-:s de ./Orm~ andloqo.. 

( 1) 

[~ ~:] [i] [~] = 
o 

[~ 
1 

~ 14 [ ~ 
I 

~] 1 -1 -1 ~ 

o o 

[~ -1 ~1 o -1 



Iil .51../-

G¡eom-étr;co.men+e 1 es+a..mos 
secci'Óf> de 3 plet.nos , nrnc¡unO 
paralelo o. los otros dos. . 

I n-lcrsecta.n en eJ pun+o 

~. = [ i] 

(2') 

[~ ~,· 1 l~:1 - Ll o 

[~ 
1 1 

~]-(~ 1 -f 
o 

[~ 
1 

~] ' -1 

o o 

c.o../culcindo fo. lnfa"-· 
de los evo./ e.s es 

L.os planos -:5e 

.,_: -

' : J ~ 1 -1 

-1 -1 



Si -lenerno:s dos fl'n-los en eJ espa.c.10 ~ :so/vero_ 

nes, ~ y :x:0 , en+onct::S es ..f'o!cll '\Jer qve 

;t = { -x,xo e: IRª : :::c.-.:::co-::: Ni ; a*= (-1 • t 1 } 
nos da el conJun-lo de -so/uocmes. 

-s; .fljo.rnO:s un pun+o -;:,obte -;J. 1 dtqamas ?'1.1 
en-lances 

(B) 

t = [::c. f JR3 -::c. '=- ::Co .... ro. i a;t - (-1 1 l] J ..... 
'. 

[: 2 .: H :~ J = [ =!] 8 
-eo -q ~a. 15 

l-~ 
2 'O 

-s l [ 1 
z a !] 8 12 -.zo ~ o o o 

-(, -C) 15 o o o _. 

1-~ soluctón del s!~:f-erru:>. es el p!:::tno 

y c.orres.p:inde o.. lo. 

-:;;oto ~ue .$t! cede ~ue 

reo.Jf cí.,o.d. uno 'f:olo. 

frr/-t.rsecc(Ón de 

bs 3 planos 
' 



1ll.6lo 

Si 'X y 'l<o son c.uo.Jc=sc;:¡.u1e.n:;l. ilíos 
:SObre el p10.no , en-lonces 

o 1 '( a2.J:. ca [-3 o 1 J 
e.-s deccr, el COnJun1o de soluciones-.· ~ 

dado: Po'. 

' ;t_ ... \'[~~lf 1~~'·~. 1R3\ . 

Si .Fijo.mas un et pf'.JnD,, por 
eJemplo e/ purria 

pun-fo sobre 
Xo / en+onc:es 

;t = l~ <;: IR.3 : X= ){.º +~a,+ ~za'2. i Y-o E J. . 1 
a,-t = [-2 t o] , o.j; = [-3 l ~]J. 

'/ p:::>ctcrnos p::..n~a.r en ;J. como un ([)fD..no 
po.ro./e!o c./ -;;,r..l.bc/::,¡~o.do d&l-~rrntno.do px- a, '/ 
a9. 1 ó c..om~ un 'S:Jb-csp."1.cio -J-r-o.::sla.dad;J. 

en 
n:J 

fOC: t.rno...~ 
c:"n( ...... , 1 ¡..; •((.. .. 

--t :e: n::::..1 

va o!r.:.. -. 
rxJ;¡-!·~;:s,, lú....-:t:..t.S 1 p·/;:'..r¡(;S e!:;· f.J::;:::::i OJe:. 

~ I ~ 

r::Ji· c1 c,,-d:¡.::...0 1 '/ ~~ F-.1~~d2 



"'!:.ubes¡:::o.Lio:s de IRn é como sobc:spo.Ll'os fraslo..cJo:. 
dos • A ~ conJun-/Os les pendremos un nombre, 
yo. <:jue se pueden mo.neja~ casi -/afl -fdcilmenfe 
como los -subcspo..c1'o:s. 

C>E.rlf-llCION 

' ;1 {: . • ·. 

..TI!.5=}-

Un svbconjunfo ;t G IR'" 
~( e-.c f':den 
1-·do ""Jl,.} 'lC ,'l.o€ 

es una 
€ IRm 

VARle.DAD UNE.AL:./' 

-fa les t:Jue. .. i::a~ i)'.;j// 

c:te.clr1 
-;.; X-Y-o = 

ObseNemos ~ue :.i ;! ~ /Rm es uro. va rleo'Qd 
/fneal l enfonces e/ SJbespacfO [01,021 • • • I QI<. J c;¡ua:Jot 
de.:-fermino.d.o vn/'.f:xo..men+e pr ;;t . 

-Si /lamamos .f"' [a 1, Q2, .. ·, ClK J en-[oncc-s 

es decir : 

;/' es vna variedad /fneo/ 49 ;t de·krm:·no. unfvo-
camenfe un 

X 1 Y..o f: ;!. 

=5:.1 bc.::s¡:::o..c.to .:f e ¡p.m 

en-tonc.-.::s X - Y-o E ,j' 

, . 
-ra/ ~ve s1 

,. 

• 



.fil,59 

Ahora, ~ .fi/o.mo:s un 
¡[ 

1 
c:ttqamos ')(.º en-lances. 

purrlo cual~u/era :sobre 
~~ -locJo X E .;[ 

-lenemos fJLJe 

)(.-~ = s para alquna. s€ J' 

es dedr1 X ~ de la +ormtA 

)(. ::.. 'Xo f- 'S paro.. alquna 'S f: 'f 

FOt lo ../art/o -kncmcrs que : 

;;t es vno.. va rJedad I lneal ~ e.~t:;;,/e 

~bespa.c..10 d' ~ u:im +et/ <;¡ue 

;/ =- [ X (;: IR m : X = Y-o+ S ¡ Xo G CÍ. 
1 

"S G .:f J 

/o. d~o. remos poi' 

No-lemas Q:Je una varicdo.d lfnéal px.d:z s::.r un 
5'.J.be-".;;1o::tcl'o -lambrdn · - n:J e.:;;-!amos e:;'..c/U)f en:;t::; eJ 
co.~.o d2. ~.ue lo. vo.riee:':J,d ¡:. .... :i:s~ ¡::o; el on'c:;cn . 
i:::.:,-:o 11cr.:S p-o.rmHe. hr:U.:/ar d..:. lo. c.~ítT:t:Jt:.·:'6n o'e. 
una. vco-iu:!~.d. !fn·c"I /. 



:IlI..5q 

Ct=.FINICION 

Secw :t = 'kl+ l:f una variedad linea/. 
E.rrlonc-es /tA.. PIME.NS/ON ce ;t es : 

dlm(.t) =- dtrn (.J') 

P.E:SULTAOO 

"'Sean 
· -so/ucfón 

A mm 
en-lonce:s 

V b t IRrn. -51 

el COnjUn-/o cJe 
Ax-= b +teme · ., 
:::o/ u crones es 

.;f(b)= '/.o+ Nfl}) 
I 

donde Aro =b . 

DemosfraciÓn " 

'Suporc¡o..mos q¡ue 'f...o es =:oluc1tSn de AX=b. 
l:n-/once:s : 

Ax= b ~~ Ax - AXo = o 

Hemos 
nes del 

<?> A (X- '>!o) == o 
~ Y--Xo E N(A) 

<=--") X E ~ + 1..J ( R- ) 

dz.mo:strado oc.e. el 
1 

con; L1nto d.:! solucio
cs Un.:A \!ar/edad /lnm /. sts-t-cmo.. Ax.=b 



IlI.~o 

RE:5ULTílOO 

et si-sfemo.. A't.=-b -J-tene soJuctdn Única ld) 

N(I}}= \o}. 

Demostracidn : 

.. 
¡:¿, consecuenc.i'a. fnm-ed1afa. 

,, 1 

rc:sullado afrlertoJ~ 
. , 

-- -- -- --- . ·-

Ahora, 
:Sf:stemo.. 

~ es 

. {~@?~}~~~~~'.· 
~ponqo.rnos <;Jue ya ::abemos c;¡ue ''el 

AX= b +lene solución . ~I ::s1qv1t:n+e. ' 
ca/cvtar el CDnjun-lo de -:=o/ucfone.:s 

Como Cof'¡Secuenc(O.. de/ re51.JHo.do 1 e:-,.fe prob!emo. 

"S>e reduce a ca /cu/ar 

con+rar el sub.....=spacfo 

un pun-lo -:sobre ;t y en-
o.soc1odo a ;{, . 

~ de.cir +eni:::rn:xs oue 
I -t 

q¡ue Ato ~ b 1 '/ encornrar 

Prlmer0 \!eremo~ cómo 
de N(A). 

en con·lí·ar 
una. bo.::;e 

un 
º'"' _._ 

'/.o +al 
H {P.}. 

encorrtrar urYA !.:a:::.e 

Ol:cervcr;;::s oi;e :;_=,{ .., N(fd""'" {o) 1 t:n-;onct:s al 
mcnc:>~ un~ cclun1no... (;'e A es c!cp-::;1d ir:_r·ric o'?.. fo.s 



es. vna 
en+onces 

I"' 

JIL.(pf 

colurnno.. de A c_Jue no e.sld en la 

Cl,.t ~ [ql<, I Ql<'21 ·' ·1 Q l<r] '/ 

ª.t.. = L: >-.~ct i.::;. 
).=1 

en-lonces 

R:Jr e.¡emplo 
1 

A.:. 

a2 = 
O.q. .. 

-2 

Y-2 = I 

o _, 

-:;, i 

')(.<. dado por 

i.. ~ [ .t, ~., .;2, .. ~ ,:::, ) 
.A = J. 
;. ~ { k,, \.<a., ..• , kt 3 

[a11a21a~1 Q4 1 ªº] donde 

2a, - a:3 t- a6 

o., +a0 - a5 err/o.r_es 

-1 

o 

'( '/.~-:::. -1 ~dn en NfP.-). 



.III .(¡¡'2. 

ObseNemos 

columnas de 

c;¡ue -;;,i 
A <:;¡te 

R ( !+} 1 en-Ion ces 

es i ndependi en-fe . 

. '/o.. que -::.1· 
en-lances 

~ C~)- -
.Q4 -

~ (21) = 
~2. 

es d~cir )<.l.4 '{ 

* 
:(... 

't-.1..1 = :r.-

Cl,.€4 '{ CJ.(,2. I J.¡ =f ,(~ I ::!0n lbs 
no es+dn e11 lo.. ro:se de 

~ C~) -
12.4 - o 

o ~ c.ez.J -
~ -

X.t.2 $0n de la -formo. : 

*l 
~ 

,.;..__ Á., _,, o 
"-J.2 = ).¡ .. 

) 

o 4-k-

R 1 ' ' 1 - -,o- - !'-"' n·-. 1
1""-iv -.-r.o,··mn o'.-=> or o -.arn-o; \'-'ft• ....;. Yi-"- r-' ;_..,, - u... -

obi-crrer 

"Xez no 

'/ ~ . ..__~. 

,...,., .--!-<r "-'" 
,.-'.,,.-..f t. '-- ~~Q 

C.U;/C) 

, '{ rccf¡::)loco.rr:~nk~, 

o:;.mhfnc;crón !in::t.)/ 



JII:.(p:; 

~ no:!> tndtca <;Jve el camino a :sequll" para 
CQ/cvlar N(A) es el stqu(en+e : 

encontrar 
UnO\ base 
uno. de 
la base. 

primero la:s columnct;:s de A que 'Saln 
de R CM 1 '/ ctesp;é:5 et..presar co.d:l 
las columnas re::sta.n-les en +ermf()OS de 

na 
Veremos · <;¡Ue es+e procedimtenfo 

uno. base de N f R J • 
-.. ·~ \ ·. . . . ., ' .·,,, 

Rlro. '4Ue es-le procecHmlerrlo ~ prck:trco ¡ es . 
nec~rio c;¡ue et _proceso cJe e~pre.:::ar /t:j:S co-
lumnas en -lérm I no::> ck lo.. bas~ ~ :;encJ°//o / 
pue:s et..pre~ar vno. columna en -k!rm1"nCJS de 
lo. ba-se ~u/vale o resoNer un -:sr-;::rlerro.. de 
ecuaa"one;S. 

\Jerem~ 

N(f:;.). 
~ ra ~ué ~frlce.s e~ .f(;;(ci/ aalcvla r 

Prrrnero roy ~ve observar 
donde A es m'f..fl 1 en-1-onc-es 

oue. -oi tf/H,,,..n 
1 ' N (A-] = {O J , y 

-1-emrnc-s o.ue h:;.cer ri: da 
-¡ 

no 
'{ m<n e.n-/on:.e-s, e.orno 

po.ra caJcvlar N(AJ. 
r(RJ ~ min {m,n J, 
y fX'' ~o -tamo './amos a +en-cr que r( R} < n 

N{AJ=fa to}. 



R~ULT/1DO 

Sean A m"j.n '/ Bnm -lal fj()e. "'{B) ~ {o L 
e monees 

NfM= NIBA} 

~ostraci'Ón 

fbr vn resollado antenor --1-enemo.s que 

A-x -b (."' {'BAJ1-.=- {Bb} 

En parh'cvlar 

AX=O ¿~ (BAh< =o 

.. 

Fbr 
c~presar 

dz lo.. 
para. 
prob!zrna.. 

• 

le -l-an-lo, nCtS p:>o'erno:s fo.cilt-/ar lo. -1-areo.. ck. 
las columnas d::.pc.ndien-Jcs ce A en .flmadn 

bQ-::e de í<.(A l ~con11ando uno. ma-frra BA 
/~ evo./ :S:::C\ md.s ~·ndllo resolver el mi"sno 

RE.SULTAW 

f,!(A)= 1~(/.d n N (t~?..) . 



Defl"X)Stración : 

y. € N (AJ (.~ AY..=- O 

ld) [:;] X = O 

-; ~ .... 

·ó=l'l ·· 

., 
'"L • 

. --,_.¡,-, 

At-A·~ o 

. ' 
Q .. · .1 

1,. 

:•.,;:,'_..· 

-,¡ __ __,. .• J-; 

<==-) Y.€ N CAd 1 )( € N (A~> 
(.~ x€ N(Ad n· N(A2) 

• 

R~UL.TAOO 

n 

"5j A= [A• ] r ernorx:es 
O m-r 

~s re-sul-lacícc. n::rs ~rdn ~ vH/{ci...--;::J , p;e:s-1:::> 

JILú5 

c:¡:;z. irrlut~ q.u~ tas mafrices p.:::uo. /o.s cuoJc:s es 
rn:i~ .fb:.dl ca/cvlar f.J{A 1 ~~n /o.s m2t1·1ce:s esc.? .. -
/Dn:7..das · 



Jll .(p(o 

fl.e:SULTAOO 

r n-t" 

-:5i A ... [ A1 l A2] m 

Demosf'Yación ~ 

AX=O ~ ) 

-Si 

enionces 

entonces 

• 

con N (Ad= {oJ '{ R(A1)t;;R(A1) 

dím(Nlr-ll} = n-r = n-Y(A). 

Demostro,ci6n: 



1Il.(p:}-

"Sean do:s 'lec-lores en NlA) 

E.rttonces 

{ )1.,)1.'} es Jlneo.lmenle fndependienk ba) 

{ ~ 1 ~· 1 es lrneo.lmen-le lndependfen+e": ;\.: 
·' ' l ", 

····.· ·:. 

f: . 

. ·:·- . r :. :··:--· 
~~nqo.mo:s •:;.'¡' ~,;, } .. es 

"!SI o<:Y + ~ 9' =-o 

=> -A2 ( rx'i +t39') =O 

~ o< ( - A2 9 ) + ~ .( - A2 ~ ') .:a o 

~ D< ( A11-,} + (3 ( A1 'Y.') =-o 

0<9:.+(39.' =o 

{ <><~-1- ~9~ 1 =o 

º' 9 + ¡9 ~ 1 =o 

( { x, t-.' } li nca.lmcn+= lnd. ) 

='") lndepenoHeni-e . 



l 'í ,:::¡•} es llnco.Jrnerrle tndependfenfe. 

~ tX 'I ... (31' =o 

{ x , x.iJ es lineo..lrnenfe 

' .'.i~,·~/:·~<":.i~~~~~ 
Ademas, como ~ (Pn.) e;;; R.f A.c} , dada uno. Y G lf<~r < ' 

~fempre e-t.f:ste uno. x E tt<'" -la I q.;e el 'lector 

X=[~] E NUll 

-::;:.fempre +r-ene ~luctón. 

lfcmcr.s c!·:.mD:::."il'odo oue cc~da. vcc-!or 'X G N {A) ., 
es-!-d. , de{C;l'n¡lnadC Ur¡Í\!OCt?.fllCl/f-.?. ror {a. (.();Ic~.p:::-ndfcn/e, 

'{ E ¡¡¿.n-r 
1 

)' (XX /o -.'cJ 11ie> -/-e.nemes i'-o.c1i/o..--:. ·Ju-~o:·c:s 

ind<::p::.:ndicr;-;' .:-:·s en N {A} e ein;::; \lo_·,;::;¡ es fnci'cp:..nd h-::n--.'cs 

h?.y G.'1 1n.n-r 



seo.n A1 € M (m,flc} y ~ € M (m,fla.) -lak:s 
~ue N(Ac)-= [o} y N(A2J= [oJ. ~ A· [AdA~~ 
en-lonce:s 

dlm {N (nJ) ::a dim ( R(Rf} f1 fl(R~I) 

Demostrac1'dn : 

Notar '=}ve. N(A} es un :subespaclc de ¡;f•+tla ... '.; · 
mientras ~ue f<lflcJ n fUR2} e6 un ~~fXlab de 
IRl". - c;lemostra.remo:s c;¡ue e3/0:s dos ::u~ct"o:s 

flenen la. ·mtsrno. atm~ns1&1 . 

Tenemo:s ~ i:ara cualt;¡urer 
(n -n"-tna. J 

X€ N{RJ e~ (AdA!a) [%1 =O 

<~ a :::7A1X1 = A'2 (-1-..z} E R(Ad fl R(RzJ 

Cada X E N(R} de-termina una a E R. (I?, 1 n f:?.(fh) 



.fil .=to 

Nmh _ :/= 

ü 

x .____.., r(xJ =a 

t?-5-fa c.orrespe>ndcnaa F: NtRJ __.,. R(~d fl Rf/h) 
es bwnf\Joco. , ya .. <:;J'ú'.~',,' pp\l_ia.merife es :::obte y ·~· 

. ~~ ;: <: "-~·' ,.•," . ~r;:··>;·.· .... 

€ N{R-) I '1--:f: '/ 

en-1-onces 

"'' -F 'l t ~ A1 x, f. A,'/ I ( N { n~) = l O 1 ) 
~ F(~J ·f t- ('/) 

)(.21~ Y.2 =""'? A2>(2 Y.. A2)'2 ( N {lb}= ¡o}) 
=) ·nr .. } :p t-f"IJ 

Además , b(i'/) ~ t-llr''.f) lnD.<.::p:..:ncifCi1ié: é.·dQ 

'/0. e.u e 
1 

l t-"'(K}, i=(~)} S l?.!Ad () i<rn2) (nt1qxna'¡::;¡-¡ic:' 1 



JII .-=t-1 

o<x + (3'/ =o (=:?) o([~] ..... f3 [ ~21 :::so 

~ GK.><.1 .... (3'11 = o 
o< ><.2 + (3'12 = o 

<~ A1 (CX'1-1 -t {3'{,) =O {N(lltl = loJ) 
A2. (C>('i-.2 +- (3'12)=0 ( N(R2} =ton 

<~ o< (A,~,) + (3 f A1'11J-o ';',., 

°' ( '42X2) + !?> ( ~Y2) =O 
,, , .... 

~ IX CA1)<.i) + (3{A1V1I =-O 
o< ( Az(-t..:z)) -t(3 ( A2. (-'/2)) =o 

(::::?) oCt=(xJ +- (3:f:'{'()=0 

Fbr /O -iarrlo 

dtm ( N(A> J = drm { R{f.Jd n RUl2I ) 



TII. .-::t-2. 

Irrlt.t f m os q:;e p:::uo. cuo..lq1..ae r mo.hf9.: 
-k:.ner 

Am~n 
-fo.mbrdn d:;.bemo-s d::. 

d.tm (N (RJ) = n-r donaz r=> t(A). 

Paro. poder dt!!mostrar . e'.:s-lo vamo~ o. -lenc::r 
que probar unos. resul+o.dos. J yo.. ~:.1e .. _.es.fe .. 

ptob/emo.. es+d. Uqo.do al pr~~!~[?~¡:~~:;'~e~. 
· so.bet- cuc!nclo · . ·' ,,, \• :}.-. 1,1 - ··" i'.·i;,~ . t.~~.--.;;t~;"'(Jj~;~~~; 

dtm {<:!) º dlm (e¡J) _,._,, . 

. · .. :c!f:~~f!g, 
donde d' G /Rn '{ B es uno. mo.frl~ m Xn .. _,;-..:~""'!!'.~-. 

(-{o.y 

Juq.:::nQ'o 
S-::>ore. 

. · ..... 

~Je ob:::.~i-Yo.r 

el f-'"""'.pe.I o'e. 
J 

OCJ"" 1 ..... 

uno.. 
/?.. m:1.'í1·1~ 

-!'v nc{ón o:;e 
1 

r:~ ¡;-¿m 

~~ 

CJfl -=:·~·"!~:~f·:~r:.·~:..~ .. :.:"Q c.',:~ ((:J'I. /.::=_r:··,'::.--·,:· .. _-:; 
: -~ 't1>· :.:: ¡-:::<J.'·.(o 0 '-:· 1; .. rl.1 )~ 

... 
:. ,. ( . 



con bi E IR.m y 

S- [SdS2J .. ·IS1c;); t(S) ... J<.. 

B::J'- R (as) 

e::. ckcfr B:::f es el subespaclo qenerado por . ·· 
tas columnas ck BS 

Como es -ffene J<. columnas =--/' 
t'{8S) ~ K. 

Es dccJr '. dtm (BJ') ~ f<. - res) 

drm ( Sj') ~ dlm {~) 
13 

.. 

E:;;rla es ón ica.rrtenie ofro. manera. de dxlr 
oue no Fciemos. c¡encrar vc.ol-ores lndep:;ndlen-
~ o.. pa.rhr- dz '{a.+ores de~ndier;tes , o' ~:Je 
no -podemos. aum~n+ar el nómero e# yeofores 
/ndependlentcs o'2 un etJbec>nJun+o d::?. f,'<.'1 me::itan 
-fe fran:::.fbrm?..cioncs /rneoJ~. 

. e Cud.ndo -fcncmo'S <4Ue dTm [.:f)= dtm {Bj')? 



RE:S.ULTADO 

::S:::C\ j'c. U<.n un -:S!.lbespac1b et::: 112n y 8 uno. 

ma+rl~ m'f...(J . En-fonccs 

NfB)== {o} 9 drm (;f)== drm (B:f). 

, ... 

. . ~ ::,: ": . '· '<: :.. . • . ,:. " ·'.·' ~'. ~é i.~;,;·ii' '~~'~:¡í;~;.}~-;: 
doñEfet!Jf's 1i';,.i'':.~:~ 4~~ 1~?'.}}"~~p~ º 

.. ;¡?~~~f~,~~-~f1: /?~~~~~ ···'"' ··~:;">-~.-.;~· errlonces 

8:1' = F< (BS) 
J 

~ " . . -,~,· t: .. :~_:.':f;·if~1¡~~·:·J; 
{ SS es . uno. _-.~'=!tr_~':;·-/r''t-:~/·?~~~. 

como N(B)== fo) y N(S)= {oJ =) N(B'S) ==[o} 
¡· ( 65 ) - I< = 1 (S ) 

drm (13j') = drm (d') n 

f-·/{13} = f O} es uno. e:.cndrc1'Ón 

;:/ = R(S) 

r : ( ;- } ,,..,.., r o } r·' 1·· • .., ( .-1·) ,. / 
,,. ,, .. ' -

I' r) ! ;} 



RESULTADO 

"5eo.n A una. ma+rf~ mxn y 8 una mah-1~ de 
orden n con N (B) "=' [o J . Entonces 

cltm ( N(AJ} ... drm ( N (l).BJ) 

Sean .::tj = N (A-1 - {X€ IRn : Ay. ... O } 

j':;a = N(l}B)"" [y E ¡p_n: (ABly=O l 
Poc:kmos 0 eomo 

(AB)'f =O 

A (B'/) = O 

By E .J', 

una 

O hora, e.amo 6 es ce ordc-n n y N (8) = lo} 
~ P. (o)-=- lf2.n . ror to -lo.nfo dado. X E .:/1 e u:~.n et<.f:Sfe 

y E' ¡¡;¿n 1a I q¡ue By = ~ ademó.s '/ E .i~ yo. que 



Jil ,-:](p 

AB'{ = Ax= o 

ob:s:~/"VaY ~ue N (A} {A N (P.B) en q:::~ro./ 1 'fOi. ~ue 
-::5f 

1 
por e¡emplo 

[~ 
o G 

~] Á 
o 2 o 

:P = í1::. f=tt1. R:s = y o o I 

o o o 

r~ CJ G {) l 

.. ~r:_,.: .. :,:,:.·~.-s /\l-=> ::=. 2 o o o y 

l~ 
o D o o 
o o 



Nf A) ~ 

NlRP) Por 

qenerodo 

_, 
o 

X= o 
o 
I 

f>Ot 

-1 

I 

X =- O 
o 
o 

· Ahora ya con+a~ C!on lo. herramte!Há · para 
demostrar el stquterrle 

R esULTADO 

Seo. A uno. mahJ~ mr..n. ~nces 

dtm ( N CA> ) + dlm ( R (Al ) = n. 

Demo::.tracrón . 

uno. 
rfA)=-r 'Su. ponga mo::!> 

· pcrmlffo.cr6n P nrn -!al 
Fbr 10 -la n+o ex 1:;,te 

o'Je 
'1 

I' n-r 
AP-= ( Au 1 A12] con R. {A.12) -= f2(A11) 

'{ r ( P.11 l :-. r . ( f:...ri R11 e::-+dri un$ columna:s 
fbrman una. b;J."::>e de P.(fl) } . 

dtm (N{!f))"" d1m (1-J{P.P>) - n-r 

JIT.,71 



.IiI.=t-8 

r n-r 

'Sceh A = [Au 1 1\12] rn o' onde p. (~12-} <;;; f<(P.11) • 

E.n-/-onces~ p:::tra encon1Yar uno. bQ-::e. a'~ N Úl) -knemo::s 
~ue resof\Jer /os sr·:;;:lc~s 

¡¿s. 

·- ./-ema.s 

donde 

Au ~ -A12 e, 
A11 ~ = -A12 e2 

aecrr, -/eneroos 

A11 9: == 

r.. .. ,r¡~' C"';~¡ ces <) r,:J... !')~-:~~'3 

Í:::~.- ¡- l :J'.:'1, ¡ ::::::_ i · ' · f ~'-~ J';--t' 3 

..., . 
' ..... ¡. 

r, .- . 1 , .. 
1 .. · 1 1 

ll c.·.; . :,--¡· 
.. J 

/~..(. ~. n-r 

d-:: 1 -;:;. f::-.' ~:níO~ 
1 ~, 'i ~ n-r 

,' I { '"·} '' r·. C-5-:::.::d c'..--.. ::'t;. 



'/e~rno~ ahora cómo en con rrar uno. base de 
N<&> para matnte.s escalonadas. 

una mothl~ 

esca lonadD. de orden r. 

·~n la.~ oolumnas eon p.iole . . , ... 

:seo. 
qamos 

la J-é~rma ~olorona. de. &, y ·SJ¡;;on-. · 
qj no tiene pNole,· en-1<>nces ·· · · 

donde se>n las e.c/umna~ (!.[)n 

pNofe t;¡oe esfdn orr-16. q¡ve qJ . 
0> Ol 0) 

: . qj = >--1<., g µ., + ')\ 1<z'1 ~2. -+ ... -4- )\~,L q l<,t. ..f o. ~ 1<.r..+:·· ·+ o. qk.r 

:. CJJ = G.r ~j 

donde 

<J l 
}:k.c 

*~ . ...., ~j) :(• -J ~J.. 
o 

o 



.IlI .So 

Nofemr::>s que /Q matd-z 
por to 1anfo el s1':5fema. 

muy 

5 .cj) 
.t. 

ErriDnc.es. 

ob-1-enlc:J.os 
/.! (G:) : 

~; Y-_j 

rJi) 
·.J 

fo.'cl J de resolver 

·xj E t-! U:d 'I 
ce cs+e mod.o 

'::: 
[ ,- Ci) 

1,:: • ,_ J <2 !·'. (C:-.} 

= ..1. ,, 
l 

·-- rj) 
t-=- J. ::= o 

c1·-:,u( 
-~, 

e/e. !- "' 1 '-~.,,,. 

~ irianqular y que 

/OS (r.-r) 

..f'ormafl 

"" . , «.';. 

\fCC·l-ores 
uno. tase 

:'· .. 

c·¡·:::,nc..:s 

p:.;;:·o... i. > j 

r:.:.'~· 



Ejemplo 

SI [~ 
1 o 

es, .. © o 1 
[q, lg21q~ 1g~1 q5] = o o CD 1 

o o o o 

q~ es c.ombinación lineal d!.. q, '/ q~ 

q?> 2 l·q1 + O· qr21 + O· q'l 

. . . 

.:Ca """ (~] = [~:] ... 
o i;~> . 

[I] ¡~ 115lJ XI!> = Q .: ~GJ 

I (;J".I> 

-1 

o 

o 
o 

-1 

o 
:eº= o 

-1 

e5 ono. ta~ de N. ( 6il . 

:m..s1 

'' 1 • 



Re:;¡tescmos. o.horo. o. nucs-fro problema oric¡ fna ¡ : 

Dado.. b ~ ¡gm '( A mY-n encontYar 

Ax=b}-~+N(A). 

Fara calcular ·N mJ hacemos 

Como v fmC:JS anteri"orme.rrle , 

-lamo, yo. sabemos calcular 

T:ara. -1-c~r a L{b) úntco.mcn7e nos -faHa 
-encontrar un pvn+o ::ca E f- (b) : 

-Si b ~ Bb 

Pür !CJ -{;:-: rn'·o 

e o.::s-.'·o. 

!tn{:.cJ 
con 
o'::.. /D.:s 

t··':.=:--.'-i .. ~~s 

-.· . ·. ), 

cnc..1~n:';·-or un .::::::-0 € ;:[ {b) 

(·~ •1.:...'. /T~,r 1:7.S ( .·-~ , __ 

' ... : .. ( ' '"" "-4 l' ' , -. .. ... - .. 



(X)Q columna aon pNofe 

Md~ et..plt'd-lamen+e 

'SI' 

piVofe " 

.III'..83 

son las eo lumrx:i~ con 

~r = [qKif CJ1<:2I··· lqKrJ 

en-fonces -lal q1Je 

Es-te es un ;:sl~ma. -trtanqo1ar1 ~ue es fddl 
de , resoNer 

\;t<1 

-s .. - ~K2 en+once:s :e = . 
~t<.I'" 

sea .X€ lf.2º o dada. por 

[ (Cl1 -=e.o ..... 1ai dOC'lde 
i E l 1<i, }::'2' .. ;, ~r) 

tl~ = b • 



JIT .84-

Ejemplo 

Resol\ter el 5(::::,-{:mo.. AX=b do:-ide 

1 2 -1 LJ. o 3 

A-::a o ' o 2 o 
b:s ?> -1 (p o 

-1 2 ... 
~~~,·-

'>: 4 o 
o 1 o 2 o 

:; _, 
(? "" o 

-1 2 

J 1 2 
_, 

L/· o o - -1- - - - ---- - - -o 1 1 o 2 D 

-"? o 1 I o 2 o o 
o 1 o 1 2. -1 o 

2 -l lf. o ,.., 
~ .. 

o I o 1 2 Cl _ _,.,, - --- - --T - ·- - ··-o o o 1 o (~ () 

o o o 1 o I 

¡~ 2 -{ if. 6 ,-., 
l..· ~ 

~ .... 

rD o r) () f G 1 l~] 
\' ~-

---~ .. -· o () o (T) l " 
-· ·-- .. . ·- l 

.. 
o o o D (\ Lu J 



. ; . .' 

E"I ~Is.ferro. -:::;,( -ftene ::=oluclón '{a que b E l<(G) 

Prfmcro encon+mremos uno. t::a:sc de fJ (AJ = Nféf}: 

ao/umna 
'/ Jo.. 2" 

[ ~: ~] [e,~'] 
~~ 

'..·., • . 

es c..ma combina.ctón 
colurnna:s.· 

[~] ~ :. 

«: 

J [!] -'1v¿ = 

\ 

e 
"'';;,. = 1 

o 
o 

La 4-"' colomno. es-tó. do.d::l. p:>r 

/tneoJ de 

JlC.85 



Jll .e,(o 

. . 

. . 

De 

Uno. ba~e de. 

d::>nd~ 

..... _ _,.. 
--o 

.. 

~~ 

= 

,,e 

[~] 

.. • . .-

1 

o 

o 
-2 

o<::i.¡. = o 
I 

o 

NtA) 

[: ] 
(lOZ. ,. ~o = 'f.2 = "G, = 1 

l: 
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o 

[~] 
-2 - x.., = o 

1 

o 

l 1'2,'14 l. '· N(A) es 
" .. ~ i:· ... 

. ~¡ ·'' 

·" 't . 

Ahora 
, .. · . . .. 

. rem6li/ Ull pu~ en 
:';:\:/g:·:~:·~:·;~·~~~·,.y .. ~···, :. :-.> ..... , ~· .. ··r. 

. .... .' :. ¡ ...... 

~·· ... 

qve. · si'siema> · 
l."·' 

[~ 
2 l~·'º' l [ :J 1 e!ºi = 
o t:COJ 

\5 

Claramen-le t;.'º) -s - J;Co) ... c:,coJ :s l 

.. ~ ~ l: l 
1 \ 1 . 

"'º: o E. j (b) .. 
o \ 

l 

.. 
tl 
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FACTOf"ff~AC/01" PR ""LU 

En+onc.~.:s, ~mo '\/fmos en el prtmer capf-1:.J/o pod~
rnos ¡¡e...¡ar o.. A o. Ja -forma 1rianqv1ar supenbr ~ 1 .. 

. . '/ :si . en el proceso no . ~·", .r.sce~ri'o . perrn.Lf!9X ,./ .. ;);'.,~ 
· ·: ;·':. /os· · renólones :. de A en+onces·:~i;,¡\· -fememos· aoe<.•f.-"i'f~,·., 1:~1jI:{sm 

,. -, " ,tll;.."';.ti~.. .• • ... "/ir':. ,. .• . "·"!~~~~1::.r'--t!·:.- ·' • 1 ·t ........ r:.~~~ !.,,, .~;.;;:·~·!':»"~~ 

¡:ond;z~~i-~'~'::~:~,;~~::'''':'!f!J1~;)~~~Sf~·lll 
:supcr{or, y N {t...).,,, l O J 

'/erernClS el 

er.f-:;;.1-en u.na. 
oue -¡ 

permu-fo.ci6n P / 
lo. r f nf.eribr 1- '{ UnD- rno.fr E?.= 

P/. ·-·LU 

O·· A 

¡, -·--' . '• 
¡-,{) .. /·, ! 

¡_, p, f) 
• ' . •o 

11'¡ J ~·-· • , ,,... -·-
.. ., • I ···-

!.2 .... ·. '· . . -. •.._, 
/ - .. / .-' .;.-;: 

l· .. : ·;>. ' ! 
! ,'¡ \-i /' .::~ -·~ 

rnd.s o,;::ncra.I 
uno. mo.{11~ rf"r(anDU-• 
1nanqula r -::>~perro;-



III..S'f 

fhm obl-ener BA= LU o.'onde 

8 = Lm-1 Pm-1 Lm-2 Pm..-:;z · • · La Pa L2 P:z L 1 P, 
U· ... Am-1 

'I donde 
' ·.·. 
' 

i-1 ' ',•, .. ' 

. · .. Pi~~, [:~ 1 P:,l.:.~> .. con • 

·'·' . 

elemen~I de Ja -lbrmá::::;:·, .. ;,/Y,·)" 

p<iJ perm~c1~ ,i"~f 1~:~:~~ 
e/emerrlaJ ·' > 

m-et-c) 

y Li 
./Orme( 

es un~ marri~ ~1anc¡utar inkrror de la 

'i-• 

'2-1 It-1 
º' • 1 
: 1 

º' 

lYl -"t 

o 

'o ... o 1 1 000 ... 0 
L,c = - - - - -1 - - - - - - -* 1 1 

o 
m-i 

1 
~~ 1 o 1 

1 
~:-,o o 1 
• 1 • 
: 1 : 

1 
~,o o o ... 

i 

= 

m-i 



JII.cto 

Veremos c;r..e: es ¡::;o;:;,t'b/e 

~n ncc.e:sarlos /.NTES 

paro.. ..Jri·anqutari-zar o.. A 1 

e'IC 1'::;,fe una pcrmufact'ón 

'P.4 = LV 

lo · e;¡~ nosotros 
. ·" cbh~:< 1J c"eStl~:··¡o) · 

, .. ,:~(~~:::::•-.. ~-:-~~~~1ce~~r ámos 

c:JuC;fo de ·dos 

i'nfcn:amb1'ar 
ck rea fic4 r 

ID:s renqlorre::s qc.e 
las operad(;(}tZ 

es dcctr aucremos ver que ,, " . 
P -/al ciue 

H(L}-:(: fo} 

donde p es uno. mo.11'i'Z de ~rmu-ID.ci'Ón y 'L 
trronq:ilar inferior, '/ en~-onces '\/eremos ~ue exrs!e 

uno- L frtanqular fn[enor +al que t-L. =Ir¡ 
I 

-'/ P'' to +an+o 

LL PA = L13A "' '-U 

CJ b:·:-:c. t
1

\
1c:, :1c:.s -.'::. r1·1 !-:· ! :.·_ 't'J 

002 10. ,-,-·'(•·U·-'nc·.-<·1 P "') ' ' i ,,_' . ' .. -. ~. 

c·:..:e es i~::::¡'UtYJ.I e:::-,r;,:::.1or .. , 
(i:ic: ¡::_-('(::.·.·:f-.','::!r:;;c.s :-:.:~·~ /;.1. -, 

rn[i.-:·1 t:2> 

•. , • , ,-.>, 
' ' ' :·· 1 'i 



-Tm+aremos de encontrar t... -la/ que 

, ~ decfY1 -/al que 

LP = Lm~ Pm-1 Lm-2 Pm~ · · · L~ Pa L2 Pp lJ P, 

Obser.Jemos c:que 
.formo 

/as matrrc-e.s '-1. 
.. 

'. ':-. 
::- ,. 

..femando Lci> = L· :t • 

. ' 

" . '. 

ctonde L li > es 

1rtanqular tnkrfor 
N f LW) = ¡o}. 

en I~ 

refiramos 
plfcí+o que 
rndicada. 

di-scvist6n ~ue sK¿ue , cada ve;i, q.;e nos 
a Un::::t mo.11-i~ '-i ( Li , Li ) e::sfa rd lrn -

¡_¿ {[i J:;.} e::s de la. -!brma a rn'bo.. 

Bs:io nos ú h' I \'°'- c;;¡ue resolvcremo:s el 

prob/t::mC).. p::ir 

-::obre un~ 

p:J..:.:.os / 
ma.111~ 

operando en c.o.Cio.. -po:.s.o 
Li '{ obí-cnicndo uno... 

m~1Yi~ 

'co/urnna 

primero. 

m?:1'1· ¡ ;a 

en l.o. &.!.al h~mo:s 

y un rc.n:¡ Ión lo... 
::;ubm:;:trrz En el 

es l. 

aum enfado e:;, unC\ 
ciJmen~"ói1 0:;: lo... 
ú lh'rno pq::so la 

111..q l 



::Til. . 'i '2. 

"" Ob:serJemc:s que :si Li.. y '-). :son dos 
produc-lo 

mCJ1rrccs de 
lo. .forma (.Y.) en-/onc es el 

-lamblén lo es / ya ~ue 

es-ro es c.onsecvencia. de 

mo. h-icc-s frran=;u l:J rc:s fn.f'cr tores 

¡-for " 
"i.Cil :: LfiJL1tl es 

f?ccoro'c.mos c;ve. .,. oi P es 
p2"' X. cn-!on-:::cs 

,..., 
l.j. l.j. 

t:;¡:.Je el produc-/o de 
~ 1rtanqular ln{-e-

'iri'onqular ln!Z:rt'or. 

u.no.. p~rmc.r:-o.c1tfn 

/o. -stou rcn-ic 
1 

13 _ f - .... _, [),...-_.1 I •- -i .'t 1D ..... __ , .... _,-·/_.,_ 1~7.- 1r> 0., /. 1r.:>1 ~.1l1 • I t • • •-, 1 ,···- ¡ t 1 o..- • '•-' :.J •-. J j '• - ·~ 

/ ,•.-...; f"?, 1 , - - ¡") _ ,., / r /"'.°>, 1,.., 10- / . { ,•? .. 0 .. 1 10¡ 
-- ·-· 1;1, r: .. -! ,.,.,,-r. .· ... ·· ...... -::.:_. :_: ,-. .:.. 1,.~ -.. • •• ·--"-/ 

::::: /.·::-; ll .. -1 . 1 .·-.;--;~ F:.>:?. . -. / ,, ~- 1 .~ . ;,.,_,. . :.....· .. -.... { ...... ., } .-. ...... 
' - o J , ;. « '-·. - ' -::. 

••• -. 1 ,,. - l • ~ • 

'..f • 
,.- i 
•.- . r I ~ 

1 • : • • -{ l ~~~ 

•-' 
! ., 

( 
': 



,..., 
8 ::::. Lm-1 Pm-1 J..m-'2.. Pm-a . · · Ls P3 l:i Lt;i. Pz P., 

:::: Lm-1 Rn-1 Lm-2 Pm-2 · ·· ls P3 f.2 P~ p, donde 

8:::: Lm-1 Pm-1 Lm4 Pm-a.. · - L& ( ~ Í2 P-a) Pa P2 P, 

' • : ,' "" r ' 

'/ ~; Pa[2 P~ ~ L3' . en-lonces 
,,- '-'. l 

•• ; ·:/,.~ ., - }·._: ; :.. : : ~" ·"'~' 1-., ' 

s .;, i.m--1 Pm.:., Lm-2 Pm~ ~ ~- '-a r3 ~~ P4 

~ · Lrri ... 1 Prn-1 Lm4 Pm-2 ·• · · [~ 1's ~ R 

:.,-;' 

I 
doncte · 

'/ en 
c:;¡ue 

9eneral ~¡ p::t ro.. a lquna. i -fenema:s 

6-== lm-f Pm-. l-m-2 Pm..12 ... '-i.. P,¿ Lt.r1 ( Pc-1 P'14 ... P.zR) 

en-tone-e-=:. 
1 

vamos o.. 
~,· Pi Di-1 Pi == Li Jo. 

-1ener ~ue 

-V 

B = Lm-: Pm-t Lrn-'2. Pm-Q. .. · L¡_ L). (Pi Pt.-1. · · P2 P1) 

e:, oecfr I ~tJe 

5 = Lm-1 Pm-1 Lm-'2. Pm-12. L,¿ f P-i P1-1 ... Pz R ) 

- _, 
donde L).. == L.;_ ¡_,). . 

q¡ve 



(.+ornando r., "' L.,) 

c;¡ue 

decir, 

donde t::. 
P= 

en-/onces p::no. ).. -:::. m-1 -lcndremos 

I.m-1 GOfl N (L l = 1 o } 
Pm-1 Pm--i. · ~ · P2 Pi 

\!eremDs ("I(}~ • ex(:s-l·e uno.. rno.H i?. 
i /1 {-C ¡- /'C.W con ¡,! { 1-1 = \o} ;':J./ 

P/: = LU 

', .. ·o... '", ic. 
'-;. .. Ir 



Veremos t;;Jue, en efcclo 1 para 2 6- i 5:: rn - I 

Pilt-•.ti ~ [I~-IJ ;,,] [-:-:;:-'j ...__I..,O-~u-J [ 1:~ l :,,,):,> ' 
. . . :· ·1- . ~t._ . , .. -. ,,-': ·~. . . • -- . .. . ): :>·Y-.~«Y·:~ 

. ,. ' . ·.~ . . . 

p~,.H*l ':+ 

= [ ~t~I 1 O ] 

~il M- u-1~ I . ,. m-{\-1) 

i-1 m-i 
QI 

L_(i-1) o' o l l. rn-'t. 
t-1 1 

~] 
o• " [ l'" . ..., 

= * .>{¡ ... ~b 1 'º o ... o = Li - - - -- - -1- - - - "-1 • 

-,¡.. * 
.. , .. º' m-i l,'1('l.) 

?'..- ~ ... ::.;, o' 
Ih'"l-i 1 

m-'Z. 

l~ 
: 1 

1 
~ ... ~'.· o, 



111.C{(p 

...., 
Ad.eme/.~, como cado. Li 2~ i !f:. m-J es produc-f.o 

"" de mo.trfces mxm ele rango rn -/ Li e:s de 
rango m '/ por lo -lan-fo N ( i: i} = fo). 

J-lemo-s demostrado que dado.. Amv.rn . . 

en-lances et.t~n. un~ · permutación P 1 : •. ~ft~~:·, \;,;i~~·~~;:¡ 

. ;':fn~ularan;:j;::,¡,}fer:, ~uey •. un": . ma1;rc · · 1.~j 
. . . . ., :F~~¡ 

PA = LU N { L) = l O J 

P: '1 /· .• 

.. 
' 

·--
o a () 

?. 

') 
.·~ 

() ("'~ 



Sea Lt= 

1. 

.. L1P1 A = 

, . 
• <· 

= 

P2A1 -

L2. P:z. A1 = 

I 

o 
-1 

-1 

I 

o 
o 
o 

P:zg 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

e 

o 
o 

o 

o 

o 
1 

o 
-1 

I 

o 
o 

o 
o 
1 

o 

o 
o _, 

' 

o 
o 

-1 

o 
o 

o 

I 

o 
o 

-1 

o 
o 
o 

1 

I 

o _, 

I 

o 

-1 

o 
o 
o 

o 
1 

-! 

.. 
,.. 

~ '· . 
.. 

= A2 



.m.c¡s 

. •. 

~· ; : . . :_ FbY lo 

p,.. 

.. · 

= 

::: 

l~. ! ' \ .;._,, -, ¡-::!/_ 

o 
o 
o 

, . 
-lan-Jo 

P::!> P.a. P. 

1 

p:-4 o 
o 
o 

ft.q. [: 

-·I 
-

! 
o 
·-1 

I_ 

= 

I 

o 
o 

o 
-/ 

o 

o 
-1 

I 

Pal/- Ala P12 

o o o 
o 1 o 

o o 
o o 

1 () 

~] o 
o o 
o o 

o C> o 
o (_) 

o D 

o o 

o 1 o o 
1 o o o 
o o 1 o 
o o o 

o 1 o o 
o o o 
o o o 

o o o 

r-:J 
l 2. 



o o o 
_, o o ..., 

= = L2 o o o _, o o 

o o o o o o 
- o o o -1 o o 

La~ ·- = - o 1 o o ' I o o '·· 
,. 

··" -1 o _, o o-
: .... ' 

.. 

[~ 
o o o 

' o o 
L2. = = o 1 o 

-1 e 

B= Pa [2. P:?i ( P?> P.zP1) 

1 o o 

~i-
1 o o o 

-1 o -1 1 o o 
P&Lz Pa - pº"' o e o 1 - o -1 o 

o -1 o o o o 1 
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:Se~ L = 

LL 

= 

Pat lo 

o 

P= 
o 
o 

' 

' o 

o 

' I 

o 

o 

' .. . 1 

º'Wi 
1 o 
o 
o o 
o o 

{an-!o 

o 
o 1 

o o 
o o 

u " 

,, 
1~ 
l. 

1.) 

o 
C> 

J 

o 

o 
o 

o 

o 
o 
J 

o 

o 
o 

o 

o 
C) 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

' 

o 
o 
o 

' 

o o o 
r o o L= r I o 
o o o 

o o 
-1 ··/ 
o 
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Como ~ec¡uro.men+e -:re habra' notado no obfv -
I 

vimos un mé+odo para calcular la. rna-fri9. L 
lal que Lt = 1 . es/o .;se puede solucionar de 
la srquienle -fOrma : 

Cado. uno. 
~ue a.parecen 

de /as matrict';s 
ei el produc-lo 

tnanqvlare.:s 

es de /a .forma ' ~ ",; ' 

donde Mci> es uno.. mahi'2: tm-i>x-i 

o o o ~ 

Mli> = 
o o o * m-i. 

00 o * 
"l 

( 

¡::,rrforic CS; paro.. cado.. ¡::erm ufo.cidn PJ<. con ~-;>i 
I I 



Jil.102 

pi<- Li PK 
q_ve Li : 

con q~ 1 

' .... 

[

I;. 1 O . ] 

~ .Im~ 

[ 
It. ~ o j 

== r,;'(1:1¡!' !i) ;..~ 
1- 1 ... -1, 

rn--i 

( 
· c1-1 ,,_ 

=-- ~1~ - f.\('''
' • !. I · Z 



m.1oa 

Por 10 -Jonio poc1emos fuclor/zar 

B = Lm-1 Pm-1 • · · 

de la siquien+e manera ~ 

B = Lrn-1 CPm-1 Lm-2. PrtH) (Pm-1 Pm-2 Lm'""b 'Pm-o··. L1P1) 
. . . 

= Lm-1 Lm-1). (Pm-1 Pm-2 Lm-?> Pm.-'2 Pm-1) (Rn~1 Hn-2 Pm-a~. 
• Lm-t¡. Pm-tl- Lm-!5 Pm-~ · · · P2 La P1) .. 

= Lm-1 Lm-2 Lrn-2> (Pm-1 Pm-2. Pm-o Lm-4 Pm-~ Pm-2 Prn-1 )• 

· ( Pm-t Prn-2 Pm--o Pm-4 Lm-o 'Pm-o- · · · L2?:2L1 P1) 

- Lm-t Lrn-?.. Lm-::. Lrn-4 ··{ Pm-1 Pm-"2 ... P0 L2P.3 ··· Pm~ l'm-1 )-:. 
· ( Pm-1 Pm~ · · · l'-o ~ L1 Pi) 

::::. Lm-t Lm-2 Lm-o . . . Lr¿ (Pm-1 Pm-2 ·-· P2L1 ~ ... Pm-'2. Prn-1 )· 
· ( Pm-1 Pm-1 · · · R2 P1} 

B = Lm-1 Lm-2 . . . t'2. i:.1 P-= L. P ( Lm-1 "' J..m-1) 

donci:::. P = Pm-1 Prn-2 · · - P2 P1 
......, 
Li = Pm-t Pm-'2. · · · fi+ 1 Li Pi+t Pi+2 · - · Pm-2'Pm-1 



JII. IOl\-

Li = lii \ 0 

] con 
~J:m~ I 

I tf::.i, ~ m-1 

' 
fbr lo tan-lo 

M-til 1 ...... e·-1; = 1 1 

o 

J,{ E IR. m--'l 

ei E . IR;, 

'• . ~ 

·~:·;~;,!}~~if ;?~ ';.··) 

[; Li 
- r 1i ' º l r Ii_J º l 

l ~-;rn-i J L p¡cíl 1-L~-i J 

-l li --1 ... ci> ~e·> 
-1-1 -'.·VI 1,. 

o 1 l=~ o ] 
.I.m--i ~ :I.m-i 

p.::>r lo -_'.;-{. 

...... ...... 
L;;.-1 '- r;-.-.-:i. Lr;::.L¡ 
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'/ por to 
estd. dado.. 

la mafrl~ L -lal que 64=-LU 

• 
En el e¡-emplo 

1 o o o 1 o o o 
o 1 o o o 1 o '• o ''' 

'''·· L1"" _, o 1 o La.:: " o o o - ' 

.... , o o 1 o -1 o 

e, = 

o o o o e o 
P2 L1 p2. P2-a 

o o 1 o _, 
1 o o 1 - - =L.:1 -1 o o o o 1 o 

-1 o o -1 o o 

1 o o e o o o 
1%,L; P:a = ~4 -1 o o -1 1 o o 

=L1 = o o o 1 -1 o 1 o 
-l o o o D o 



.III.1oc.o 

o 
o 1 

o o 
o _, 

,. ' ~ , .. , .. 
' o 
e 
o -1 
o o 

[i 
o 

. 
L = 

I 
• t 

o 
o 

I~ 
o 

. 
• , !._ = • 

L '-·· o 

o 
o 
o 

() o 
o o 
·í:·~'~/1> o 
o 1 

o Q 

o a 
1 e 
o 

o D 

o () 

o 
o 

o 
{) 

1 

o 

1 

o 
o 
o 

o 
1 

I 

o 

;;~ 

.·.~~ 

·. 1'7'''<tt,!~li 

Q 

fl o 
J. 

o 



Ahom1 el -lener la fac1ori;cac1'Ón . PA = LU 
ae uno. matrl~ A de orden m nos es útil 
pa~ resolver el sfs-lemo.. de ecVCACJoncs 

cuando . N l A } = I O J , yo... que en ~~-le aaso 
éi PA •LU en-lonce5 N (L.) .... N.(l.J) = lo J y 

PA)C.-=- Pb 
LV'/. = Pb 

:m..1o+ 

decir, eJ s1s-lemo. Ax= b es ~ivalenle ·. 
a I :s i:stemo. 

LU"J(. -o Pb 

Hacemos Ux =Y 

LUY. = Pb ~ 

E--+6s dos srs+e.mDts 

en/Onces 

i Ly ~ Pb 
l U-x ='{ 

~on muy .f'adJes de 
resolver 

I ')'CA. que =on -trio.ne¡:..¿ lares . 

R:im el caso en oue ;.¡ N(P.} ~=-[O J I c.th'J/-
2aremo:s lo. -fécn tco.. po.r0- l/CrJQ( ~ la. 
rro.--{ri~ A o.. /a -!'ormo. e.s.co./onad Ci\ 



JK.1oe 

!Efemp/o 

A .. 

Fbt 

P= 

donde 

o o o 
1 b = 'º 
J I /2 

J J 

2 J 

1 2 o o 5 

" ' ' :¡;,~¡¡;~~~{;~ ' '.t·[~~::' 
e¡emplo czn-ler,f'Dr.~:- ·· PA =- LlJ ·" -· 

. . . -· . ·'7·~-:i'-~.~~~~í~Y:~~:;, .. J. 

el 

o 
o 
e 

1 

o 
o 
o 

/O 

Pb - t2. 

o 
1 

o 
o 

o 
o 
1 

o 

\ 

1 

o 
o 

o 
-1 
o 

L= 

o 

~1 · 
-1 

1 

o 

o 

o 
o 

o 

o 
o 
o 



Primero 

o 

. . 

Ahoro... 

1 

o 
e 
o 

+enemo:s f¡Ue re so/ver el :s1::s+cm~ 

L'f ~ Pb 

o e o 7], 10 

1 o o 71z. 12. -1 1 () ?ta !$ 

o Q ?J'4 "' 

'>71 ''= 'º 
?lt + 7]2 '"" 12. •• ?']~ = ·2; ;; . 

11• -t-?)z, + ">??> "" 5 
?}~ =' 4 

: . ?]-o "' !S -12 ... --; 

'I :t ... [10 2 -+ 4- J 
hO.'/ ~ue rcso/\!er eJ :;.f::;.tem().. 

o o 
o -1 -1 
o o 1 

~'1- = tJ. 
-~s - "f:4. = -1 
~2 =2 

[&, l to 

f z = 2 

~~ -7 

f.: Lf 

~~+"f2+ \.;'.5+ ~i..¡. =/O 

="/ E:: 1 + q = I o =) fi ~ =· t 

Ux-y 

Jlt.fctf 



.IlI. l 10 

Fer /O -lanio la ::50f v;:f6n ele/ ::;f'Sfen1a es 

I 

2 
X= 

3 

/./. 

que. q¡ueremos resoNer varros 
ecuacrones 

{ ~.) 

Ax= bJ<.. 

c!Ond::= ).J.E /'2.lí1 ' ... . 

nCA;> ln-!-:;rc-:so.. -so bcr c:.1d.nc:o I ::;:s k :::::. rs -
-:-tc=-n.:=:n -;.::,9/uc-!'é.n 

f3 



En+onces e5 o/aro 

e(;~ 

~ve los /<. :sl::rlema:s 
t" ([AIB] )= r (A}. -henen soluc(ón 

Fbr lo -lamo 
a. la 

[AlB]. 

¡::aro.. resal ver el :sfs../em~ f*} 
-lbrma escalonada a. ,fo. reduc1 rnos 

matri1:. 

:;;,¡ f*J +rene :;;;oluelón 1 en-ton-
X1, X~, ... I X" t IRn .fal '4"e .... 

A"'1 =- b1 
A 1't2. = b2 

e=. decir : 

'/ por /o -tan+o 
-l-o.1 que 

AX =B 

es declf RfB)Sp.(f.1.) 

E ftNef~men-!€'1 -::;,i 
AX = 6 --='/' 
el -sf:Á-emo.. 

ei~.f:';)ie 

l.'Ai ~ bi 
(T:} tiene 

una .X. nKi<- -fa J 
l~ít;;.K.. 

-soJu.ctó.'I . 

Ji[.111 



Jit .1\2-

E:s el sfs/cma (~) 

~~ r ( [AIB]) = r(A) 

EY.fste 1al 

·. 

,,. 

aue 
1 

so/ucié)n 

AX= B 

-- '~· . .... 



~+o.. 

llar las 
ahoro. nos 

her mm i en-las 
Jiemos 

para 
o~upado en ae.:::arro 

re:olver ~i:::s-lemas de 
ecuaciones c:él -+tpo 

SU ponqamos que ahoro. nos 1tt1eresa. ano.U-

nos 
que 

.. 
A.fbrftlnadamen-le 
-e((ve -lam bcén 
el -:;,f::,temo. 

fo. 
parci. 

yi. A- - c1t 

A-.t '1- e 

-Jeodo. 
-tra-+ar 

FOr /o ian-lo / para re~aNer el s1'::-tema 
l*> podemos aplfcar nuestra +écnfw o. IO
mat'ri9: 

'{ fodos /:JS resu Hados que cbn!);51Ta mos 
;:::e aplican -tan1bidri a es-te ca:SO. 

· ... ; 



m..tltf 

El1 e;:s.te co.pi'-luto hemos 
de 50/uc1onei:s 

vr~o que el 

conjun-lo 
del sf::sk:mo. 

Ax-b 

e:. una variedad ltneal : 

LXE IR" Ax=b} 

/fneo.1 . 
pu~den 

\!-e:.C-!-or 

c.n 

Une:\ 

fJcrs tn-+cre:sa_ -::>c:J.ber s1· 

encontrar uno. ma1-ri~ 

b E IRrn -ial 

-/o.I -f<.rd l/~?J/ÍÓS 

,-;( = 1~ o -!- f J {R ) = Y-o -l- .:f' 

en 

I ! ¡-,rJ, ........ ,_.\. 

t' r .. - •_,, 
-.·· .. Li ,_,. I 

'\!arte.dad 

~rcmpte .:se 
A mt.ri y un 

que. 



P.e:so/\/eremos el sfqufen-le problema : 

r:aa·o 
matrla 

.::! <,;;,, ¡¡:¿n 

A mxn 
un ::su bespac1b de IR-", encontrar 

una -la1 fl<Je 

:f.,,. N (AJ . 

~ . ::f.; lll" un -::subespacfo de /R.n 

dlm ( :rJ "" /::.~n ( ::f ,,,¡Pfl no 110::. fn-lcrt::SOt ) • : 

f ~,,s2, ... , si< } 

.SC:cA . S ... [sa1s21 ... 1s,.:] , .fenemos que 
que con1rar uno... mafnr: Armen -la/ 

As- o 

t.e; , +ene!mos ~Je e;,ncontrar 
N (:s-J:.} • 

Como en-tone.es 

en-

bo.se ¡'~ (S't.) do.. pod::mo.:s 
re:-.:=.o/v.lcndo el S(~·ftmO, 

5>(.,'/ =-o 

IIl..11s 



IIL l ICD 

"S::!o.. l Y4, fo, .. ) Yn-~ J e;; IRn Una base cb N (s:t) I 'I 
::scon 

y 

AS = 

r::ir 10 -:::-.n{o í-!(1.1= 

0on·~rrucc(6n, corno r {/;) == 

c'im (t.J(!.1} :o· n- (n-t-:.) = í-::.. 

C:.Dí,·10 /c.s U;f:1r.1no-s d.: S 
¡, •. • 
1- ~ne: 1 crr. -...:s 

C·~-~.: -. e·-!, :¡,._,e¡-
~-. -~ .• " .. , ~. t t.~ 

-.' :::, l 

= o 

[( (::.} = ;:J, 

n-1• 0~)1 

(''.}e 
~1 I 

-.'::; 1 

lnc'e-
1-1 f A). 



MA7RICES INVERSAS 

ln+ereso.. -::a be:r ba.¡o 
qué acmdrc10()es mcrl}'ú;es :Xn"tm y 

Yn"l.m . -faJ qve 

AX= :Lm 
YA., In 

s-c=~ f:l uno.. mo.tr1~ m -tn . E..nfónce.s ::on 

ec:J"""'ª Jen+e.s: 

O) r(f:l)o m~n 

(2) /...o~ renqfone;s de A -son /!neo..lrnente 
lnde pend ten-k:s. 

(~) N {~) = f OX:) 
(LJ.} R (!+}-= IP.m 

15) A : ¡¡<n .._,,. IR'° e:::. -:;;obre 
{(p) E.Y./~ Uf1!/\ Xnl(m -fo./ c;¡ue. AX= Im 

Demostraci6n : 

obv!'o 

(4-} =9 l>s} 

"5i P.{A) = ¡r:z.m en+once"'S do.do b 6 112.m 

:rrr.u+ 

eu-:;,fe x € /P/l fa/ A : tr<.'L.;, ¡¡zm -:>obre. 



1lI dlB 

P.((-}}= /R.m 

R.(A} = P.f.:trn) 

'·' :· 

A~=..I ·. 1.c.. m .· 

~ RfA)= R (I.m) - IR.m 

A 

OL-:r.=.:::n!Crn os 

e.~crr¡o/o 
1 ' I 

()'Je , 

,, 
(~ 1 •"'-;· =¡º .l 1 

1 

10 \.; 
L 

-;:;e>bre 

pa'0. 

IJ 

'/°'- ove ri--:r 
1 I ¡-

Te~[~ ~] 



-:::.on ..Jales q¡ue AX_. = AXa. º I.2 . 

~· N f A ) + 1 O J en-fonce.s :Se"A. , 

f y,_ lo) .do> )(. fol J 
1 l'Yil , •• .,, n-m uno.. b~se ce IJfflJ y 

~~ Xo = ( l'.,a.> J 1'::1º' 1 · • · I >'-~~~11 ] " 

'51 -fenemos f¡Ue AX.t = .Im 
X1= [1-f'' l '>\J11 I · · · l l<.~] e,co.. 

¡¿-::. dc:crr 

'Í p::ir /o ..Jan-fo 

A "Xt = A X2 = .I m • 

para alqu~ ;!i € IRn-m 
lf:c:~ m 



J[[, 12.0 

Ri?.sULTADO 

'Seo. A un~ ma-hlx. mY.n. Errbnces -::on eqcdvalenle.s: 

,,, 
(2) 

(?,) 

l'(A)=n ~m 

/~ co lurnnas 
NfAJ-a [o) 

de A :son 

ILJ.J , . R.( ftlw) = IR,,.,.. .. 
.. . ,J~),~:f A: 11<" ~ /Rm es inyec+Na 

"~· "·· · Is-le -Y rrt .. m +a I que 
. :,.;·· 

. ' 

. '.·.· 

(1) ~.., c2l <.='J fo>~ Cl./-J ob-lio 

R( A'k) = /P ... "~' =i!J P. (A*:)= R (Xn) 

tnde pena ien-les 

-=") ~ °'5.!i'f .. m -kiJ ~ve YA= :In 

((: J =';· {I)} 

YA= :In 

7~.r:-.' on:t_=s .-~) Y../'.> .. Y.¡ = -2,~ t-2 

'~":-; .,,,, ~-' )~'2 

( .. 1 
t <.) J • ) 



Ob:!:.er11emos '4ue p.;ede haber me/,::; de una.. 
m::ffrn:. Y l4ue -/uqt:A ~ propiedad .... 

"fil N (A;t;) + o -:sc:o... 
I 

~e de P.( /fé) y ~eo.. 

Y.o= [~: l 
'lm-n 

'l..1 A= .In 

:1..2 = :Y.+ z Y--o donde ~ es /\Y. {n-m) 
n~ n,;cm.r,j (m-n),;rn 

-en-lonces 

'Si et. 1::,+e E 

::& es uno.-
+o, I que A Z = .1.m d=x;im::;s 

IN'\/ e.p.;:;; A- Fo /:2. LA Pe.!< e.Cl-IR de 



JIL. 12"2. 

'5.( 

dccrmos 
c:k A. 

erJ~;fe Y()r..rn -fa J 

c_¡ue :L es uno. 
qtJe :LA = In en-/onccs 

/N'/ef<SA Fb~ u+ 12(fUIEJZDA 

Paret. !4t.Je uno. mo.tr1'Z. puedo.. 
.trr«r.so.-. - po.,. , lo.. daecho. eomo /n\ler.sa. 

· "· .~c.·, i;equFerda... es nec~rro'.". r;¡ue :.:.~ · ' 
.:;:;.~~~:/:/; ct.XA.drad~ .. Ano./l;iar-emos · el. á:;\so · 
;'.~~tz~~\#f•"a,o.dra'da · · · : ',. · '·, :. •· ·. : ·:?~{ff.~7.t~;; ·, :::' · " 

-~;:>:··:',· .... 1 .. • 

--.:_. ~ - . - .. 

... -

-:seo.. A una. mo.-frí;i. de orden m . :5upnqamos 
~ue A:Z. = Irn po.r-ci. o.lquna. mo..fri~ :1011..rn. 
F--n+oncc-s .:6 es 0n {CA . 

,-::1~ = .I.m -="'? r- ( l) = rn 
=> : ~ r 1-, 1 = I o J 

( 1 , r ·'> 1 _ l ·O l ) 
l '\ 1r i • 1 ·- \. j 



RESIJLTAOO 

Secl I+ una 
e'i.1-::."#Q a lqun~ 

E'5' Óni'ta . 

matriz de orden m. :SU¡::anqamos. que 
Yn""rn ./al ~ue YA =Im . en-lances Y 

-:;uFOnqamos . ~'A= Im · ~ .r (Al:::r·m· .: '.. 
.. , ..lJ N (A~) .;,. l O k } 

\ .. : .. ;' . ,. 

~¡ · :J.12 A = .Im erttonces · 

"5/... 1 A == Tu A 
.::?J ( 51:1-Ya. > A == o 
~ y_,_ "12 = o 
d] ~.='l..~ 

Fbr lo -tatr+o -fenemos c;;¡ue 

cuo.dracb.s de ranqo mdt..rmo 
una únrco. .:X?ir-m -lo./ ¡que 

AX = .J:m 

una 

-'- • ~' : ~¡ • • 

... ··· 

D 

p:Ara.. m~trrces 

en+oncc:s e((J~ 

+al 

.:nr. 123 

C E.Y.r~+e alguna re/ac1dn enfre e~·o.s aos m::;;fr!'ces '? 



es-{o. prcqurrl-a es o.ftr~..fiva 
1 

AX =.:tm ~ AXA =-A 

mos· <:1ue .· 

flJ A. -+rene 
.. ; "~--. . 

ÍrN~rso.. por 

='> A (XA-::I )=o 
~ 1..A -:r.::: o 
~ 'XA=:tm 

( tJ f A J = lo } ) 
-- - < -- -~~,.-·,.:_ .. ~ ~· ·.: .:' 

.. . . ..., .:: . ~;: ·\/~ ~-··:D~:;~:~1/~·:.· ;,: '.~ ... ·. <::;.!:; ;~ 
que ¡::ara ··mafrites -·· .. '(i~*~1i1á~~t:~~;;e?~~ 

.·· '.t}~t; '·¡f1:~i~.,. ~~·~Vt~ 
rnverso- pcr /o. derecha ' ~:~~-~~:.:;:'-;;·~~.~ :;. . ·_·) 

lo.. 1~qurerct:l ' ..... ,~;e;¡:·!;··'',(:':.> .... · :( 
.. 

. (.2.) lo.. inverso... p:Jr to... d~rech:A. de A es (qua/ a lo.· 

tnvcr--o.. pe)r lo.. f:Z:.<;{Jft::rde\ d~ A . 

~¡ e.xl:s-fe Xmr.m -!a I oue. ::;.¡ AX= I.m-= _bA 1 

OI .:X fo._ /lo.mamas IN\/~r.<.:Sf.l o'e. A I y lo.. 
n1os por A-1. 

R2.SULTADO 

r l 1 {/. J '"""rn 

.:<) ¡'.I(/.')·= t•~·J 

:: ) /, :-.· - •. ',· .• -, ..• ~. 1.' :· ... ',. ·••1 ·• ·.·.•. , .. --- -:..::-. •' ... r '· 1 - -- --· •• ,.. ·- ' -- •. · ..... ·~--, ...... ;~·:·~::· • .:..:s 

1:-¡) I , .. 

etr!Dnces 
d::no-,',::¡ re:-



(;,) A : IR.m _,, ¡p,m es sobre 

=l) A : IR m ~ 1Rm -es frryec+;va 

9) E>/.r~ una mafrf~ · A·' de or-den m -lal · f¡Ue 

AA-1 = k 4A == Im 

De.FINICION 

- ' . .~ .. , . 

JlI.. t26 

. , SeC\ A una ma-h-1~ ruadradoi '. Decrmo:s q.;_e · ,. _ 
. . . . ~; ' A - ·.· rria-tr1~· 

es . NO SJNG,ULAR.. Ó INVe.R.TIBL1E. . .. · ·, ~: · .. );,.·.·.:~~'·.; .. ·,, 
.. ' '····'imé;;o_¡ en .. cl'as0 .. con1Yario . deÚmc)is." ~ue A .es:,:(;:·. : 

. ...:!./• i.r...uLA· º ' . . . . -., ' :. . 
~ "''-' ,.,... . . '- . ' ' ,' -· ' _:_)~ - . 

··: " 

PROPJE.DADE:.S 

I) Sf A es tn\Jerh'ble en-/onc.es A-1 e.s ónrca. 

.2) 'Si ,4 es tn\./crfible en-lonce:s A-' e.s 1 nver-11 ble 

'/ I A·' J-1 ;::. A 

3) -s¡· A es no- -:s1·nqular en-!Onces 

no- -s1·íJqular y 

I A :t J -I = f A-' ) -t 

DemosTI-ac(Ón 



TII. t2CD 

A;t ( k'J.t =- {AJ:t (A- 1)*-
:::: ( ( ,q-•) f A) )-;t. 
.;: :J_Á: 

= 1 

a la ma-l-ri~ Ja dcncnaremCJS 

c{Jr ~ 

-lbmv.J._. 

L= 
i 

8 lo.. m o .. +r f 7- ln v er:so.. de J.. . 

-¡=o.ro. /si s. rn-1 p~demos divl-

L y 5 p.:'.'r bloqu:;.s d.= lo. srquFenfe 

[ 1 ( 
( .,) ) -- r,LQ} . ' '-1 •· -- 1 

I 



,·; 

i' 

5) 

[ L <í) 

~~"] [ B,f''. B~'l] LB = 
111<<1 

~ft> Bi}) 

[ 4º1 B,~I L Cil B c.1) 
t ' ' 1 12 

':-," 

== 
Mci> B1fi) -t. LCilB <i) 

;} 21. 
,; '· )_·,·.,-: 

<; ., l •".,! 

::'i .:. J" , ... 
i 

[t] 
·• ' ':·.r 

•'•• 

= 
~ 

( N { t 1<iJ ) = [o l ) 

Por lo -lamo p;ira J~ i. G m-1 B 
ci) _ 

/'2 - o 
e es ·tuanquJar imen'Or 11 

-Sr U es 
5i'nqular 

1 

u no. mo.-h-f::r 
en+onces u-1 

fr1anqular sup=-t1or no
es 1r1anqular -su¡::er1br. 

CL (O... 

Trl°o n""ufa rc:s 1 ~ 1 m P .. :;.u o ré":s 
0 



") 5:2an 

Ae 

'( 

.~ 1 ' • 

~ . . 

A y 6 ck orden 

es no- srnqular ~ 

(A B )-J - e-1 A-1 

AB es 

(AB)-l "' s-t A-' 

~pro,am:::xs 

en-: .:>{Y.:es 

AB 

rn. f3..r'Honccs 

A es no- -=:,/nqular 
8 es no- ;:,fnqular 

rnveH-ibte y 

es no-~1nqular. 

A [ 5 (!.G)-{] ~ (/C) (Lf:.)-1 - J:rn 

'' A-' = B ( 1;c¡-1 
1 

[ ...... , ..... " .-.. e·-''¡·<, ,-1 /, j' [ ... = t ~ __ .. r • _,, ( 
'"' t~ ' -J , J' ,-~ ) ;, • .. ~- 1 l {. t..> = 

,. 
' 

c-1 = 

y 



J1I .¡2q 

~ 

,, A ~ ~ r ~] . ¡;:n-/once5 
LO 1 A: m-~ 

m-,, 

A1 ~ no - ~1nqular .· y .. 
AQ. · es no- -:sf~quJc1f ·. :. 

'.~' :/" ' ;', 

... . K.' ~~ [ ~(~r :i' l m-~ 
m~ 

Demostracidn 

~ 'Si At '/ Aa -:;en frrJerfibJes en-IDnces 
:s s 

[~ O 1s[A1 L~~] -:s[~ \ O -] 

m-:!> O 1 A2' ~ rn-~ .,. ~~ 
m-~ ni-::> 5 

A4 = r Ar' 1 º] •l~ m-> 

m-~ 

A e:. fn'/e1-./-ible . 

to. rn~crs?... re A . 



llT .. 1:,0 

8) 

Por lo -la n+o 

A- e::. fn\!crHb!e 4=) f.11 es lnvcrhh/e y A2'2 

<.' r r....,_.1r: ~-r- ... -vp::.>. '-,._.,.. ... z ,...,...s 

r.. (/:;: } = /{?.;::, 

e-;::. rnvcrfi ble 

/'.11 '/ /.~:2. 

.. 
-1 ..., 

/~ f ~. /. ':. ·'?. -- /·.: '2. 

!o 
....., 

¡• (',..) <:'7: • ~ 1 , ¡., ·~ 

L .. [ _-,':-: ~ '.-.':), 



JlI. .r-.J 

A11 X 
-oJ _, 

= - A12. - - A1~ An 
~i<.{m-~) 

'{ pCi1 /O -la n-/0 

-J 
A'.1X + A12Az• ·: . 

_,. 
· Aa2 A22.! . 

:. A ~ 1nverfible . 

5'-'ponqamos 
1nafi"i-z X 

A /nverHbte =/ ex.1:.te uno.. 
../al ~ue AZ. "' Im 

[-=J~ 1 [~• 1 Z.'"-] = ..I.rn 
~ A:.2. Z.21 1 Z.22. 

A'212.. Zz1 = o 
~2'2. 7.~;z. =- .I m-.:s. 

A u L!1 + A12 _Y.21 ,,. .T.::::. 



.nr. 132 

rnverfible 

A.z!2. Z,Q¡ = O 

Azz ln\Jeríib/e 
1 =) Mt= o 

A11 Zl1 :+ A1!2 ·o 

podemos. 

? 

P1·imero ana li~rernos el co.sc cu.ando 
r.1-1 

A ~·"Í!~l l \''~ 1 v~ J 

,. 
t·-1 



:, ' 

o o : 1 

o 1 o 1 1 

o o 1 10 
-1- - - o- --o- - T t ::.>fnqular 

CAlJ. ""' a 1 + a2 . 

m-1 

con m-1[~1 
.4=, ~J,, 

'' 1 

I 

'/eremos <;jUé <!.ondi'ci'ones 
rnverh'ble . paro. c.lue A :seo.. 

'SUpcnc¡amos 
A-'= 8 

c:fUe A 

=> 
A1 81 -+ C! s:é =- .Im-1 
ri:. 8, ..¡. D< ::s :t. = o 
A1 b + o.¡3 = o 
r*- b -f C< f3 = I 

;se deben -{ener 

m.133 

; ' 



(bf()O inverh'b/e -:) 

A¡' A e b + A j 1 o. (3 = o 

q b + A 11 a~ = o 
:::!!:¡ y:t b + T ;t. A ,-• o. (3 .::::. o 

-J.enemos 

. . . 

r;< - r ;;':,. í: 11 o. :.'= o 

' -' . ~?. · ... 

"",... ¡· rl 
¡--~'· v-

c¡ue 
01.1~ -. A 

o~ - ¡-f.:. !: 1- 1 O {O 



J.o. 
que 

-:sean 

:s.ubmatrf;! 
~f:l·~cer 

fb = t rx.-rt.Ar'a J- 1 

b = -Ai'a~ 

B1 " el renqlón 

A1B1 + as"t. r .I.m-1 
r;t s, + cx:S.t = O 

e,_,. A,-'c::¡s:t = Ar' 
rx e, ..,. tX"-:s,(; = o 

ri. B1 + y;-t Ar' c¡::s,(,. = r,(. Ar' 
ti-. B¡ + LX"s;t = O 

JJI.136' 

:s:t -/te~n 

y aomo ( t><- r'*- A ,-1a ) +o poctcmos despe.¡a Y ~ 

'. 

y B¡ = At - Ar' Vi::>:é 

- A 11 
( 1 - o. -s ~ ) 

=- ;:.,-• f:L 1- o... {t:x-r~Ar'o.J-' ¡-:t At) 



1II. 13(o 

?i 

AB =- I 

=f:. o 

KP..SC IL7.i': ,C>'.:J 

r. :-1 

'~ 'J ,~, +~-J 1 \_,. - ' .. , 

~ 

donde 

-·""uf~ ; n-' ·0 , . ·.-, ... ''-



En-lonce:s 

.4 es ffl'\/erHble <=) 0<- r::t. Aí'a -=1-0 

• 

E.n el e¡-ernplO on-lcrJor 

íl 1 
.. , '.',· 

1 - (1 O o] 
. :/ 

- ,_, - o 

lo.. matn~ del e¡emplo 

5 

!=Oro. ma1nces c:ie la formo. A ='[A" 1 A12] 
~m-~ 

con Au lnverh'ble -/enemos : m-3 

RESUL TA-Dó 

s 

A ~s [ ::, 1 ::J m~ con A11 fnverh'b/e. 

m-~ 

A -· .4 es ffl..¡er+ible <-=""> { AQQ. - .!2.1 Ali A1!2 l es 
imerfí ble 



J1I. ~ 1~8 

. :·.· . 

Demostra cidn 

~ SUponc¡amo~ A es rnverfible 

A-'= B 

''' . .• ~ ~ ~ 

A 11 612 -t A12 822 = o 
A-:i1 B12 + Azz. 822 = 1~:!> 

;:?::¡ B1~ + A 111 
A12 fu:z. =o 

A!21 Grz + A22 B-2z -::: ::Z:m-.s 

e ue 
~ 

/· '·~ - /Y,~ ~; -J 'i . n • • •. .. • . • c.! 1. u r., ·-
'···'.') \,.. ··~/~ ., 



' :.· 
·- ~-. -

Rlra c;;¡ue -la I 8 exr.:5-/a 1 el ::>f:s-/ema {*J 
-llene. que -fener soluci'Ón. 

A11 611 -t A1a. 021 - .I:s 
k: '811 -+ A?.2- 6.21 = o 

1 _, 

011 + Aii A12 821 = Au 
~ª' 1311 _,. A2Z. ~, = o. 

i 

( Az2 - Az1 A1t A,~ } 8:21 = 
_, 

-A11 

. . ' 

como Azz. -A~1 411' A 12 es f n ve rh ble 1 poci!'mo:s 
despe¡ar ~ 8:21 ; 

B-21 = - f A~2 -A~1 Ai/ A12 ) _, A,;·' 

'/ Bu= A111 
- Aü' A1z B:2.1 

= A 11-1 ( I. - t..-12 B:i.1 } 

...-.:: i B22 = ( A22 - A:21 A· 111 A 12- ) - I 

51fl.. =- - .411-1 A12 ( A.-2'2. - Az1A1~ A t;?.. J-1 

Jir.13q 



JlI. IL/-O 

.. . 

~,r,,,: ... 

-fal 

A 

rn~ .• ·-¡·i;c, L 

l"·'t:~.3 

B:2.1 = - (Au (/.\22-A21Al1' A1'2.. )]-' 

Bu = A1a1 (:J. - Ao .. [A" (A22-A2, Aii
1 A121J·"] 

que A13 =J. .. A es·· lrfvt!rh'b/e 

A ln-.:cr/ible 

ln'-!etfib!e ~~1 

o'2. d::::-s ¡;¡:;í';·;·ce..s 1í:;·-::::;,:"rc~1/cn:;s no 
1 

(_.~; ft,,!é.rfi!:::,/2 ;1=br c;--c,11p.'o {O.... 

!;; ticrfibie 1 1~~·;-0 .I -:r: .:...~ o n:> !o 

en 
:·.-.. -. ·.': (;'. 

t' 
! ~ ~, • ~ l ...... 

.-. 
·-! ~-;·...-.-,.e:::~ 

'. 1 \ 



Jif. ol&.J.J 

Veremos c;rué pcr.=o- cuando A .+ xy -t. es 
<:>lnqvlar: 

::;uponqamos qve 

(A_,. xyléJa =-o 

~ ,4a =-X (y;l:a) 

. .4 ro -:si'nqv lar ~ Aa == -~ . Fra. alqvry~ . 

• · · Cí :: -A-'x 

a = -A-,'x ('{-;ta} """' - .ex.o. 

Aa = A (o<a} = - X (yf-o J = -x f'li: o< a ) 
. . ex Aa = - x -ex - -><- ty*cx: <-A-' xJ 

<XX ( 1 .+ y;t.A-'x.} =-O 

Como 

A -+ x y*- st'nqular -~ I -t- y i; A-' X = o 

-Err+once:s 



JJI .11+2 

Como X .¡.o -.¡ A-' es ln'le rHble =") A-' x fo. 

Fbr lo ./atrio -:;;.i /.+ '(t-AJX =0 

~rnc¡ular . 
en./once:s 

fA+x'/-J:.) es 

RJY JO -/anlo 

=--".:·) ,, I , -,"'- /. --1 ,, \ ~- ·-- '. 

_J 

( 1
1 -,'· ._,~~l. ,•_'. ~·l \,'_ \. I -'¡· ) o • - ·¡ .. . . ' 1 ; I - ,,_, 



·. 

o.b;t = O =/ Cl=O Ó b =-O 

y, -;t -

'..• ·, 

A-'-: f k·'x J Y'*' A-' .. 
1 .¡ y:t A-'x 

. . 

· · A-' - y..,y1 J; = A-' -
A-'xyJt. A-' 

1 + yit A-'x 

A + '/-'/~ es 

A-' -
1 ,, A-' A- X'/ 7

" 

I + y,t. A-' X 

d::.mostrado 

P.E.SUL7P,DO 

A n2J-:st'n;:;;o/a'r. F-.n-l::>nce.:s 
I 

(A.-1- >~y:t) es no--:;,rnqular <:--) 1 + y1:. A-'x .,,r,.0
1 

..Ill.,/4"3 



Jl[. llflf 

y 
-fible 

en 

~: . ., .. 

el 

-1 
( A+ x.y-t. ) = A-' 

' :_ .~ ·,' -• .! 

r.;¡ue A.+r.y k 

A-'xy* A-' 

1 + y*-A-1 x 

1/luer-



-SUMA DE "SU8E:Sf=t4C/OS 

"5.>ponqamo:s f¡Ue -tenemos una 

donde 
'' 

Áa. = [ qf2
> 1 a2c

2> I · · · 1 a~]-· 
·~ ,, .. 

en-fon ces 

bE R(A) <9 b= Ax X E IRº 

b = (A, I A2] [ x., 1 n1 

'f..2 n2 

con 

Si :f = P-(R) 

b, G P.{¡:}() 
b2 t R (fJ2) 

:rn:. l'H5 

en-!o:iccs 



.IIr .14{¡, 

DE:.F/1.JICION 

-sean f.'~ ~ /Rm su.lx=-~ctbs. ck /Rm . 

Lo. Sl.1 MA dE! Jf y .f2 

pcr [.:f'4 ,Se] .es 
, o'~no-fv.do. por .:lf + d'rz é 

· >?~1~Iill·~i~:l~~¿~¡~·~ : . :.ii¿·1. ___ ·,···::.·~··;·,,·_ .. _-,·.··,:v __ .. ·i::': .. _~ •• ~.·.:,.:_--~_-.~'~:·.~.:.:_·_-.~-..... ~:···¡..·~_~ ... _.:~-·-:_~_;H_;;t .• '~ 
17f],l!~~~~)~~fr': ..... · ., 'O• 1 

. ".,.. ~: 1 :=-- ; ·. • ~ ''°: • ', I'. y - "• _,-. ' 

....... -

OBSE.R'IRCIOf.J : 1. 

/....o. repres'21Tiao6n X =='S1 +:s~ o~ vn vec-br 
x. E .:f, -f .::fe no -!-Ee.rie ¡:or~pé ser ún!'ca FOr 
e;em¡nlo sJ 

1 ' 

/'.2 = [~ o :J 
.:f., = t?.. r r~.2-) . 



PRO PIEDADES 

Sean 

, , (.:f •• ..ta J = r dk, .:11 J 

2} ~ ~ [ .d;. :Íq_ ] 

.:f 2_ .:; [ c:'4 I ..f~ ] 

3) [ .:f, , fa. ] + .:f, <=> :12 <f:. :f, ' 
[ .jj 1 .:f'.z ] :j:- :1'a. ~ .::J; '/:- .:J2 

oemostr°'ci6n ce lo} : 

[ .1', ,.f2 ] = ~ (.-) ~ e.::!, 

é~ Suponqamos [.:Jf.~] =f. 

y€ .H¿ ...?¡ 'I f [ .:f',, .f2 J -::?) y G 

G';:: J 

~ 

5ca X E [.ff ,.:fa J '· X =-S1 +52 

JILl&.R-

ra 



Obser()ar la analoq1~ entre la :suma ele 
qer>erado :::su bespa clos [ .::f'f, .f2 ] y el :su b<::sf=aclo 

pcr dos 'l!ec-.J.ores [a ,, a:z J . 

El conceplo ck de dos subespaab:s 
~ p.>ede '2'f,tender St.Jbe::spactos : 

:Si -1-encmos ~ue :Í-:s R(A} donde 

,...;r,.-1 t-:') _ 1·1/··) ...,..,,, t'-' - 1 t • 

o -.'.· ... ;:°'r ,-_ •,'"'." 
.,,._ -·'-
~. 



Cuándo -lend re rnos que 

dlrn (.1;+~) = dim (.id+ drm ( f~) ? . 

RESULTADO 

dlm l d', + J'~} 0 dlm l .:'4 J .J- dim ( .1'ri} - dtm ( ~ 1) :ffl..) 

Demoslrac.idn : 

en-lonces 

e.s una 

base 

Claro. men-le [o,, ... , Q~, b1, .•• , bm, e~, ... 
1 
o, j 

es un con JcJnfo a,encrador ele J~ -t ,JJQ.
1 

Vcre -
mos que -lambN!n es un COnjun-lo frneal-

merrle l no'epsnd ien-/e. 



Jit .15'o 

Gea A=[Od02l···lQK] 
B- [bdb2I· · · lbm] 
C = [e, 1 C2 I · · · 1 Cn] 

Demo~tra. remos '4oe 

[A 1B1 CJ rY·11 = o 
Y-2. 

V 
l-2, 

X= 

,., " , 7 :- ... , ,.., -.·· e -.-'~""'."':',, = o (-~· ..... , -... ·- / \. ...... _ ~..-

N ( [A· IB 1 e] ) == {o J 

[

X.1 JI<. Y,2 rn 

X-3 n 



JII..151 

:. -C)(.?I E R([A\c]) '/ -C)(.3 f: R((AlB]) 

· . -C)l..3 E .:f, fl .f~ = R(A) 

.. 

"", [1t1c] [~~1 = o 

=') Y.¡ -=. 0 I 'f...2 = Q ( N ( [Al B] ) = f O j } 

N{[AIBIC])= [o} 

fbr lo -{art-f o 

dim (:fe)+ dim { d'z.) = U<.-t·m) + ( V-+n) 

= k4- (K-{rn+n) 



JI[.152 

= dfm (.f,11.fa..) +- d.trn(:f,+J'a..) 

1 
1 

dfm ( .::f4 .¡- :1'12.) = dtm ( .:J'¡) + dim ( .!2) - d tm ( J', ll 112 j 

dem ostn::u1ó11 -': 

en-Ion ces .f~ + ;1'2 = R. l A) 

P-=>r 'º -!o.rh-o 

cUm (P.({;}} C:im ( :fd· J(d 

dirn ("'.-!) '..:. { r-. -·· c'.:'rn [-" '?) ..;<flj¡_ \'O.. fo p~~b2 rn~:s) 



DE:Flf..llCIO/..¡ 

2) ¡ ::f,,.:f2..¡ ... , j'J<. \ ~ t:>EPE:'f.lDIE..ÑTE ~ E!l((STe alqonot 
'i, Jt;;,.l ~/<- -f.:::JI c;¡ve 

:fi f1 { ::f4 + .:f.z.+ · • · + ;fí-1 -J. ::fi+i + · · · -+ .:f1,d =#= l D} . 

-::! => :f ~ + ::fz + . . . -+ j'K. 

de ::fi, ::fz., .. 1 :f ~ ~ 
Independiente. -F-n 

es /~ s~ 1-11+ Di ReCTA 

f .:f,, .:f2, ... , ::f f<. J es 
-la I O:.?.so es:!n.btmó:S 

j' = .:f, @ .::Pe. ffi . .. © j' k. 

Oi::E:erts:::::ir q:.r- /es c..oncec:rfc::s de d=pendenda 

JII..153 

e tndep:=ndencro. p--iro.. -s.1b~:srJ ... °1dO::S CO.'J anc.'lo::¡os 
o. !o.:s rcdon-e=s ck d-ep2r1d~n::/o. e inder-en:J~1do. 

p.ra vd~re::s. 



.. 

.:f2 © . · · E!) J' 1< <:=?-i co~ "-Jec!or s G .:t> ';] = jf Ee 
f¡ene una 
':5 ~ e:; .:f i 

ónrca represcn-Jación -:S= s,-1- s2 + · .. -1 s/G, 

Demostración: 
, .. ' 

donde.~:. 

=') 

p~ro. o.tqvn~ 

= -[ (-s,-a.1) -l· (-S.J.-C!2) "" ... ~
.f- {S Y.1 -aj-i-1) + · · · 

=':.O 1 

__ , 
--¡ E -~J. n --Sj -Oj - .... 

,,... .... 
• ~ f 

""....: 

lo. 

1 .~ ' . . ' ',' ·~ -~ 

b. 

_. 
e ' 

J 

(?;_, -aJ-•) 
-+ {Si<. - 0. ¡::) J 

'l ' 
-~ j •• 1 

! I 
, ~, 

· .. J 
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:5 = -SJ' = S1 + S:2, + · · · .+ Sj-1 -f- 'S j-H ..J - • • -+ Sf<. / 
con '5,A € .:P..¡_ I ~ i <i. J<.. 

. . -s = -:::., + S:2 .... • • . + "SJ-i + o + 'Sj+' + ... -+ "S te: 
= o + o 4 •.. + o + -Sj + o + ... + o 

paro. alqon~ i , . . · · 
1€ \i,2, .. ..,j-•,j+1,.~ .• ~r 

1;·. ': ·.¡_;: • •• ~; -,·.·, .. . • .;:. .. ,' 

'.,',,,~·,:; ),l· \''r:. fX>.r'.' lci:;.~~·~: el·' ved<Jr s ' "1'éne éJóS't ·-· •r>,,..._ 

'1;'}'::·:·::''~:Y"sen+acion'i:S · · c:k, .;. 'ª · '-forma .. ,ndtcada. :: :· · · 

Como s+o 

-·-.;, -

• 

REsOLTADO 

-:! = :f i e .f2 e .. · @ .:ft<. ~ 
dtm f;J') = d1rn (-:Jf) +- d frn (:f2) +· · · + drm (.1'~J. 

Demc::::fracr6t> : 

un:;i.. 

Fbr /o .fari+o 

::f= P-(A) 



J1[ .:6Co 

'5..J ¡:x::inqamos 
::Ji,:f{l., .. . J :f ¡<.¡ 

por /o -/an-lo 

e:¡. u e 

.:f no 
e.s 'ª 5:.Jrna dírec-lo.. ~ 

un vec.for -la/ 

con x1 =P '/..!l. 

dlrn f .f') 
::í = Ji EB 

= dim f:f'd -1- dm1 [.f~}+ · · · + dlm {dí"-} ? 
..:f2 © . . . © ::!' K. 

oue 
-r 

dtn1 {SJ ~ drrn (3«) -:-chrn {¿\} ·!· • • · + dcrn f d'r:.) 

1, I ;, l L !• • ~ 
: t ' ·- ' ~ ...... i :2. -!- • ~ . 

·-·"-7 r,f {í~) ,.{.. [o} 

/:-.s=o =/o 

1. 
í : - . ~;,. 



JIT.15=1-

áJ .:f no es Ja suma dtreala d: :!, , .:11.1 •• ¡ f 1<-

:Í:a .:ff(B .:f2@···G) ::f1<. d') dtm fd'Jc: dlrn /-!.,)+ dirnf:/é) 
-" · · · + d!m {d';:,) 

,· 

' .. RE:sULTAOO. 

-· . ' . =~··· <-)·· . ., :';.··,.: ·'·': .:,,·,' 

[:s''' (,, · e 11 ' r C.1.I ul <zJ } :- · · \ s<ld '"' > · o:1 · , ,sz , ... ~sr. Ju tS, ,~, ... ,s.,z. \J ... ~ t ,,Si, ... ,s,., J 

es una de .:f. 

Re.5ULTADO 

[s,,sz, ... , st<.} una base de .:!. Entonces 

DE.t=-lklCION 

~n ~ y .:1''2 :::u. Jx::-:sp::; a·cs.. d2 /i~ r0 . _f)[; C{ ffi:XS 

que ~ y .:fC?. e:>fl OP..Tb6,Df-!Rl-E:S 

~ c::k. ~ es or-l=qcnal o. -lcd.ó 
:Si -!-cdo Ve~r 

vcdor Sz. ~ .:% : 



JIT . 15'8 

DE.i=JNICION 

,, 

un 
c:e 

d'J.. = 
= 

s.ibespac/o de 
'1 1 d~ncíado 

IR.m 

por 

X .L :5 

X*-~=O 

. !: 
de 

Demcr:stract'Ófl 

...n.L 
..J =) 

"~ 

2) 

V 1 ~.' '· - -:.(.. 

COMPLEMeNTO 

es 

-/· r,,/=s - o 

1 ~ /.. C: f~ J 



Demostraci'Ón : 

..., 
:f 

en-fonces 

obv fa menfe. Ad~mds: 

xit. -s)' .:. o t~.i ~1<:<· 
·, - <.' :/F~ < . . . : ··;{:", 
X~ (-s, f:SdJ·~·:·.·¡ :SK J = c/:f_ , ~·· 

=7 x/:. (S~) = o ~-::¡_E IR"' 

~ 'X. € j'j_ (ya que. las columnas de 
s generan :f ) . 

S: j'.1 j = jj_ 

"' 

\"Se 1S2, . ·:,. S¡c ) U() eonjun-lo de qcnero.dore.:s 
:J == R. (s) , donde es de..ctr 



JII.. t(.; o 

En-Ion e-e.:!. 

R.Cs)...L = 

Demcstra cfón 

Ll-} j'..L (\ ;J = \o\ 

D-cmo-:::. tra c1c5'n 

'Si 

~ ~ts =o 

o 

e-s tmp~ible 

r 1 
~ ..... n 

I '/°' 

-f _, = 

cue 
'1 

cue 
'1 

lo ~ 

= 

{XE:"d') y 
• 

t=1: • I o 

1: 



--.·:.' 

5) dfrn I .J..L) = m- d tm ( i) 

Pemo'Strad6n 

'5e:::t s:t. Ja matri~ del rcsc.tUado 
-en-Ion ces 

<:;, 

; ,'1· ~. <:!: 

. (Q) .... IRm·;;·-·- ~ @ - j.l 

Fbr el resu Hado f 6) 

dtm l.!-'-) + drrn { ! J =-m 

f-Or eJ resu.Hado (ti-) 

j'J. n 3' = (o} 

'º' ~ 

dtm (j'..t.)+d1rn {j') = m= dfm {Jl....¡..J) 

.. 

.Jll'.1~ 1 



Jil. t(( 2. 

Demostractdn: 

.. 
\Jo '/ € N { s ~} = j'.J.. 

'/ como 

8) R(A) = 1~ ( A;1; )..L 

q} R( A1.:.) 
1 

= I~ (A·}-

iD} 1;;:.r·' = r-Cl.} © 1~ ( {~t) 

11) pn = rHt.-) 9 R ((\1:) ·-



JII.1epo 

dos varteclades 

;ti = 1'-1 + .f, ~ IR.,, 

t2..~ 
-· 

!r¡:: 

1-2 + .:/'}.. . ~ IR.,, 
· .. · .. ; 

.,.·.· ·'' 
.. , 

.:J; 
--

~ ¡p.n ,.: 

+ /P.º '/ + donde,:·-

Rur::i q~ :Ít /} t2 .:¡: ~ :se neces/-la <;pe 
et.Jsfan -s, G .:f, y '% G .:!2 -1-ales <;jr.lG 

-x,+s, = ::('-2 + SQ. 

Pero X¡+:S¡ =- X:z. + 'Sz (. "> ::t:=¡-X2 = -S¡ +s2 

~') -:x., -X2 E .:f, + .:fe 

R:>r lo -larrto 
1 

/as 

mlnadQ:s p:x- ..f¡ y ..:12 
va r !edru::J.':S 

-::;;rempre. ::se 
/Inca/es de-l~r

t rrfcr::s~:::o.'a n 
;;;:>Í Jí + Ja. == ¡p.n 

e Eo.{o oué c.ondfo'oncs -IC!icmci:s oJe 
1 ~ 

-P + .P ¡r,fl ? ._., ...;z = 1·<- • 



:rrr.. lú4-

d 
ble 

J..o qve ho.y ~ue observar 
dim f J',) + drm { fz) .::: n 
que :Í, .+ .:f2 ~ 1gn 1 ya 

pnmero 
en-Ion ces 

fjUe en 

e5 que 
es frn ¡x>SI. -

cs-é aASO 

dtrn ( .!, +J'2-) ~ dlrn f .f, } + dlm ( .::f 2) ~ n 

<Zfemplo '• 

y c'frn f.:f¡) .f dim /.112.)-= 3 



-Sin 

~CIS 

como 

embarqo 
1 

.Jampoco lxfs+a ecn -kner 
dos ccnc:i ldones paro. ~ue. .:f,. + .:1'2. = l/211 

1 
~ puede Vt::4' eil el :::stc¡. e¡enrp¡o. 

1 o o 1 o o 
o 1 o o 1 o 

~ A1= o o o A2= o o 1 

o o 1 
·¡ .. ,, ,, ·, 

o o o 
o o o 
o o o 

,.• 

' ' *•'··' 
'"•:· 

-. Í' 

'/ :sean .:f, ;,,. RtA1) 
d: IR5 

dtm ( ~ l + dlm I Í2.) = ~ > 5 

"Stn emtarqo dirn ( Ít-+ :f:d = 4-

E~·fo ~ d-:'-be °' ~ue drrn ¡J.; n J~) == Q. 

O :::éiA1 no es su.Prcienk e..on p:xifr E[Je 
dos -::::..u be: p::;.o·o:s :J;, .f 12. s /R,, no $CO n ¡::a ro-.-
/e: /os y i;;¡ue. lo. se.uno. de. s~s drm cn:s1b."1es 

m::.iyor ~:;e el espQc!o q:.>e /os G:;nifene,, 
p~ro.. -l::ncr ~oe. .Jf -t .:f2 = t,"2n . - hay r;¡ue: e,;Jc¡fr 
ademds c;rJe 5c (} f2 ~~ ~ueno. . 

·,:·<~:¡~' 



RESULTADO 

:::ean su bCSp:::AC ros de IR" -./-ak:.s 
que 

dim f...f,) +dim (:lb.}= n+J<., 

n-l-k.- dfm (..1(11..fQ.} -::=. n 

(=') drm f ~ /) 1'2} = /<-

o'z 
u:::1·1cd::::...des 

c.~~c.to.o'~ /f2n cui..
1
t:J:::. r..u_ be:::.r•"(i'~ I - -.~ _..__ 

-f ¡·- -~- - '"--· ·-·-,....' -'-2 <.:::-i_.· .... ~'--,'~-~'- ... !· 1:..,·.r¡¡;._. ;:rr:J:íCCS 

dtrn ( .:f<) + dtm { j'_,..._) = n+ c,:rrn 

1 r n ea les 
s.:::n .:t; Y 



CAPITULO JSl. 

: ~: : 

ESPACIOS ...¡ECTOl<I AU:.S 



N.. f 

DEt=JNICION 

Un e5PACIO '.JecrDRIAL RI=~ Có()S-/o.. & 
'~-... , 

". Q). 
. ~ .... 

Un CDnjurrlo '. ,J +r/J 
: 

·f''- ,: ·, 
'. ·. 

lXlS opetact'ones. +: V x '1 ':; '1 'f .. 
: .... ·.-+ N11"l2..} ,;~t+'fa ·.' . . '' 

b) 

• ( !)(·") = O<;'/= t><N 
' '•' 

con las ~1c:¡ure.1rk::s propieda.dcs 

1) '11+'./z = 'h+vs 
2) 'lt + ('Jz ~-.Jo) :::: ('J 1+'12..) -1- '13 
3) e:t. f::sle un 'iecff!> r O E'J -la/ que a+Y =V 1-'l € \[ 

4-J Faro.. -todo 'le.c/Or " E. -V ei.l'ste un únrco vec-tor 

-"\/ e'J -íal ~ue "\/+(-Y)-== O 

5) "·" ='i ...¡V E V 
(p) ( t><(3) '1 = ex ( f!>V) :i..i v <;. \J , C'<1f3 f Lt<. 

::f} °' (\/ r1- \fa. ) = íX'I f -+· D<'/ 2 

8) (D<-t (3)" = tx\[ + (3'\J 

a. los elem:::nfos d: V /e::, /lamamos 

\fECTORt=.S . 



J5L .2 

'.; . \ 

E..JEMPLDS 

1} IR.m , con las op:;ractonc:s 

"ec+ores '/ rnultiplicad6n Por 
/as definimos.. 

c::k ::::urna de 
un e::calar 

'. 2),; " 
.. • ...... ~ ~ ' .. 

'1~ ·.1~; \·: .:' . 

. ~ ~ . ' . ' .·._' 

S) 

L/-) 

5) 

M (m,, n) con las o~rac1onc.s ck :surra 
matrl'ce.s '{ nmf-flºpllcac(Ó'J de un esca l::?r 
una matrl:c como /Qs defrntrno::s. 

Un 
mcdd~ 

cuadrado rndol'co B x. 3 . ;¡ 

de orden 3 A = [ e>~1J· J 

a} lo. S:..!·ii 1:::\ c.'z b~ columnas 

lo. n1!'•. rno... 

es uno. 
-!o. I ~ue, 

e.s .;::;1'cmp:-e 

6) /:J. :..::_' (;):'.A d?.. /t'S t-:=.no íon-c.::s C;S 
1 

-c.¡ C::'T'f'"" .... • I ~ '·- /:J.. t( :f,:·.r~~·O. 



e) la :$(.,1,-no. 

ml"smo.. 

d) /OiS ':5UffiaS 

can-ft'dad . 

dfo.qona les es :siempre lo. 

de C\, b '/ e ::::on lo. m 1~ma 

e.s . decrr , -si A sxB e.s un ruadrado rndqtco • 
en+onces eic ts+e ·un ret:'J "5== s (A) -lal ~ . 

/ 
· 

P<'ít + o("Í2. ~i'O 
.. 

-s (A) .l.=-1,2,3 + = 
.. ·.:, 

t)(tj + /){2j -1- P{~· = -s (A) J= 1,2,3 

C>(\I -\. P<22 4- .o(03 - s fA) 

l>(is + C>(zz + o<o¡ = -s(A} 

El conjun-lo ce les cuodro.dos mdc¡(cos '3X3 

es un espo.cto vec-lonal : 

15/..s 

_-,.,'; 

Sean A 'f 8 cuo.d ro.dos mdqfcos ck ord~n B. -Errlona:s 

[ 0~11 o 0(12 1~ .. ] 
\'"A- = o r"21 °6' O(z:z. ~0(23 

ºº'º' o 0<'32 Q0(53 

. t ·: 

·. 



~ o<ti + 'to<ú + ~ D<i3 = o S(A) 1~i!f:3 

~ C><¡j .... ~ D<:1j .+ ()' D<"~j ::. ~ s(A) 

~o<,, -t a' °"2z .+ ~ o(33 = Cf s (A) 

~ o<,'2» ..¡. 'b' o<22 + ~ o<3, = ~ S(A) ·, . ' 
.. _ ... 

.,.: .:~.' . . ·.·· . '' '. >::}.;:.i .. ~;J,;;:~:~;ú,;:,~~ .~t'' . 
·.,·r;.-"' ... ,,,,,, .. , "'(¡;'.~/ 1~ .·-ta~·:,.··~.·: a-A,, '···e.s·. ·,t::lñ'~10P:úactró.ao ,: 

'. ~ ' . 

,-::>(tA:.}= '({s/f})j·~ 

. ,- . . 

~2 +{31~ cX43+,S13 : ¡· ·-.~:'·"~ 

{Xzz. + {322 0(23 t- (323 

IX?,2 + (3:.2 D(B'.3 + (333 

... 

~+~~'(;:;~. 

.. 
3 21 ~ 

L ( C>(iK + (3i.K) 
K, ... , 

= ¿ O<-ty.. +- L: (3iK- = s(A)~ S(B) 1~~3 
/ 

1=1 ·~:. 1 

"3 3 3 

L,(o<,~-:- ~vj) ... L: cx,,,j +- ':L f3~:.j :: "'5(1.\ )-!- S(B)., 
¡.:_-::.¡ l:--=-1 l~:q 

3 !3 ~ 

¿ (CX1:1~ 4-(3¡,,J - L:~kf<.-+- L (3.~., = ·.3(/!.)+'5(8) 
~=I 1~=1 ~:::¡ 

o 
'V(M,.,,_,. -:- '3,, t•-·-) L__, 'I• ·- 1--..,. t-

i:.:/ 

~ 
")-= ¿__, e< •. ,,_,. 

'I' r-

l~"'-1 

? 

-!- L (31:,•:-r:. '::. ~~i({.:_.}..f<..:.:B) 
(::.:::¡ 



... . . · 

151.6 

FOr /O -lamo A+B es un cuadrado rndq1'ao, y 
s(A+B) = s(Al + S(B). 

Las propledo.J::Je:s de ~po.do vec-lorla.I :se ~fl!'dan 

de /as. matr/c-e;s. 

. ~) Un cuadrado mdqfco de orden n es una 
rnatri~ de orden . n A= [()(iJ] -lal <;i#Ut! · 

+rene asociado <.Jn Jea./ ;i s~ :stll) '( 

a) J.a .::x1mo. de /as columnas de !l 
txlle san 

ti 

2: C><J<j = S{A} t~j~n 

~""' 

b} La surw. de los renqlone:s de R oale -:s(A}: 

n 
L D<iK:: S(A), 
K•I 

e) J..o. surra d?. codo. dfaqonal ua/.e S(RJ: 

,, 
¿ eXJ<.K "" s {AJ . 

fo'.= 1 



:¡.) 

espa.c(o vcc-lona I . 

V'= {[s.<}: q 1s1<.+a2s1::_1 =o) donde. 

l sK} es una SUce5l~n d? núme,-os real:s y 

/..o.s pro-ple.da.::::i'cs ck es¡.a c10 
cucne1i:l. 02.. f o.s ¡:;:-op:'cdo..d:::s de 

Fbr e[cmp'o 

'[ 

5¡ l S¡d y 
e>: ls¡~ 1 , r>~ 

f ~¡d G \J ¡ 

l::io:~G"\f 

'-!Cc-!~rictl :SD,') ODnSf.. 

Jos n6:neros rea.Je 

l S 1:..} 4- \ 3.1~ J G \J 
{o +o.n-.'-o : 



,;_., ·' 

o< [[si<} 4- {~ic.} 1 = e><·ls1<-+-:;a¡.:.l ::. \ cx(s"+:z?:¡.:.) J 

= \ O<'St<. + O{ ?.t<, } .:: [ o<S¡c \ ..\- l CX~i' J 

- O( l SK l +- e>< l ~te. J 

: • O< t lSic j + { ~k} 1 = O( l S1< J + IX \~te! . 

-· ,• 

:-,. 
,- ·: 

CJ) '\J =- f '/ '. IR-'>IR "'/ es dH'erenda.ble dos vec.es y J 
. ao Y" e c.) + ~. 'i' (e) + a:z. '/ te.) .... o 

donde 

( °"') (t:) = tX (" (t:) 1 

St Y>..Yz. E V 1 cn-lonces '/t+'lz es df.ferenc/able 
dos 'leces '{ 

ªº ('{1+'12.}" (e) +-a, ('/1+'/2)' ('C.) -1- a2 h'1+V2.) (t:) = 

=Dio i1'1(c)+0.1'lt' (7:.) +a2'l1oft:) + 
+ O.o 'l'21 (t:.) + ai '"2" ('e) + ~ Y-z11 ce) 



.EL.8 

=D 

:51 
e/OS 

en-Ion ces (o<-.j.) es et iferenciable 

'/ 
. . . .. " . '.. . ' . . . ' .. :).. . '· ,.'. ~~~/~'; 
veces 

ªº e()('/)'' {.e) -1-. ª• (o<y J 1 /-cl -1-a2 (o<'/) fcf :=, ~/ .. · ... i~:"s~r .'{ 
. ·.'.: : "':,;: ·.'. .. ; · .; .. ;i~!l~i~.:}:0L": ~.:~. · ;·, ~i: :i>x: ... ; :.:' >.:tj;~Jl :l:·~>;)'./i)!~ii·gy~ú;i:{4~i]l . 

. . · :: .. ~o< Cfó 'I~ ~:~} +."P<·a t '{ 1 (~I _,_·e>< ª7-'I (el -"'ó .·:~''.:·, : · ·::~·-¡:~ 
' ~. . ' f. '":; '·.~ ~' 

',,_.. • .• ', f 

~ •."• ' - ... \ :. ; I~li~!'~, 
. ~· , 

~. > 

1'a<S proptedodes de. e::spacro vec.for1tll ;:e 

cumplen, ~a <:lºe. 
obh"enen nómeros 

al a.p/fmr una -fLJnc16n ~ 
rea/e~ . 

lo) 
.f es con1i'nua '/ ¡:r.:ri'Ódica, ? 

de pe..: {údo 2.f{ J 

con (-!'-tq) (el = .f {c l + q te) 
("~-f')(C)= cx.f(<=). 

·~r:·e:nce.s 

_e _,.o 
1 1 1 es \·•0n·'111-1"D. ··- . . .... . ' y 

1 
1 
1 
1 
·I 

( r ... o. , ( i'- _._ ,...,-,·1-) ... t 1·--.J r-- J -.· : ·- ... :.-: :: -l· 
..e t¡- J _t o. i'c-) 
, '.._ ..... .;. ' I , 

i"'' J ' .. ~' ~' -



+ -1-q es penciclfcCA. cl! perfodo zrr 

. . 

u) .SeA I.= [c.' "C"n J G IR 

o:> : Cf< 'C¿¿ ... L. -en cma pir.J.fcfén de I 

-seo.n I.1"" [ v4 1 G"2] 

"1..:2. .:::> [G2, L"o] 

:rn~ =a [cn-'1, ün] 

Sean 

A} ..:f. = l ..r: l.--;.- IR. : .P 1 I . e:;. un pallnom/ó 
A. 

dz. qra.do ~ I y .{! Mntlnuo. e~ I} 



N_.10 

[] 

e) :fm ,. l +: I-"!·JR: t j.1°.Á es un 

c¡rado ~ m 

F-n;'onc.es .:f, I J?., • '",1 .:f m ec, D:?. (; {o :s 
• 

C...'c:A 
I :SI 



es un pofinomfo ce qra.do ~ k 

( lb.i.,<f:n--t) 

ertlonces · 

es un po11nomio ali! qrado !... /<. 

y (oc+) ·· es corrtlnt.a en J. '/ :. (~) e;. J>k. 

.:f"' / · IC €· fl.J / es un e~¡::acro ~clOrial 

( es .fdcO checar/o ) • 

es un polinomio de 

qrado fu. m ¡ lb.lsn--c) '/ -{ es c 1 en :r. 
m~I 

..:fm, a = l .r " I -t>- IP- : .f 1 IA. es un po 11 norn lo de. 

qro..do ~ni ( 1~.i..~11-1) 

con m>-2. 

'{ + es e 2. en :L 1 l 
J 

N./I 



_N.12. 

j'tn¡I<:. ~ t: I--r IR. -"l1Á es un ¡::::ollnom lo c::le. 

qr~éo -bm ( l~L~n--t) '/ + es el<- en :r.1 ~ 
m~t<. 

o bsetoar q1.1e . , . -.: . :, , ,· ·~::. 

i1k:,11'.i' '"'"~':~ '"''· ~~!\?·;:~ .. r f , :i:-~.. =>' .. l·,:~:,:~n.:~E*~~~;~·1l:1¡t" 
i~.;~.~.-.: .... :,', . ·,e; , .un ':;:je(º -,edoi:~i . ;~.~;~>?;~~f 
51· . . ' . . :> .. . •'');;:\< '" 

.fl,.f2 E .Ím,1c. en-1-onccs .. :·:¡;', .. 

c.r, +f'2. )1 e:. 
.l.;. 

Ufl ¡:olfnomio ck qra..do s;,,.m '/ 

[.fl-t-{2} es et= en :t . 

-Si .p E d'ni, I<, o<E IR errlonces 

(c.~-f) \_ . c:::;s un ,. . 02 q1l:::do ~rn '/ J.~ 
p.1n.:::;110 

( c~.f.) es e{~ en :r. 

(-!', .\ -f.~. ) ( c-:-f.) t: .f,) 

'/ \) ..,,1::... 

~.'1 c:c~o lf._A 
1 

..;:;·..::;.. ¡-·j~-:.·.'2 u:-;r -!'c!d!men-!:::: 
oL>e J e:·< '·cr·tb \Í(_c.,'-01· ¡'cz. /. 
1 

wr:1,,L~ 85 un ~¡- -~ 



JSL. 13 

0'1:.F/NIC/ON 

-::=ea V un espaab vec-lorial {rea I J. 
'51)8ESPRC/O ce -V e:S un ~beonjUnfo 

ro-vado ../aJ '4ue 

•) w,+w~ € W ~ w,,w2 € W 

2) . e><_~je w ~w €W 

·~' •' 

Ejemplos 1 •. 

1) V ~ un s.ibc.spacio de -V 

.2) lo} ~ Ul'I sc.tbe5paob d2 V 
1 

llamado 
SLJ&esPñcto NúJ..O cÉ' -V 

e.) ~-a V = l .f : IR_..,., IR 1 ~ es un pclfnomio \ , 

't.f 0 l-f: IR~ IR l + es ¡:oltno."i1fo de c¡ro..do ~ K. \ 

errlo~es W c:s un sube5,•x:u;lD d2 V. 

\ff = ~ +-.1R-;·!R. ·. + c.ont/nuo. '{ ¡x.ri'cfd tea, 
p.::n'odo 

de 
;<lf ). 



1\[,¡t.J-

.. , •' 

Re:3.VLTADO 

~an vJj y "\'-la. ::u~clos de V . en1onces 
d= -V. w. n W2 e:;, un subcs¡:::ado 

"~ demostraciÓI) es andtoqo.... /O.. que 
cUrnos ¡=ata . V = ¡¡¿n 

.·'J• 
·1 

"5i '"\/...[ = [\l.1\121 • .. 
1
\!n 1, 

es VN CONJUNTO D.:. 

dcctrnos q:.ie l'-J1,\12, ... ,\lnJ 
6.E:.1-!t=R..ADORr:.::s ce W · 

P1:.0 PI E. Df7 {.) i=:S 



N.10 

Demosfradón : 



N.l<P 

Sc::an '/11\!z.1 · ·-,, vn <: V D:dmos f¡UC. {''\\12, .. 1 ~nJ 
es LINEALMENTE: Dt=.Pe'IJO/El{TE. -::!>/' uno de /os 
'lec-lores se pxde obkner como U('),a comblnaci&, 

' , ~n:a1 r~.~:.,~j n-~~E, • Es .~'.:'. •. ~.~iitl~);;t 
x:.:~~w~~:~::~;:::~r ,. \ E e~.: ~2 • : ... ~~_, • ~t+,, , . : ,~n 1 . , x> '!i 
. :,;tr ·' · .. . ·· . ': .. ,j·:·'"·'·.lW~. 

·>: t:::edmo:s <;¡~ { 'l 1 ,~2 , ... ,'1n .J , ~ LtN-t=ALMENte 
tNDEPEND/i=:Mre st ntnquno de /os vec-lores \U 
-es+d en el subes¡::a.oo qenera.do fOl tos n-1 
vec.+ores resta.rrles. es d~dr, -;:,i 



RESULTADO 

1) 

2) 

Sea ( "" ''2, ... , \In ) s. V . EJrlonces 

e:. lf neoJrnen-le clependienle <'.~ 

e/ Vedor ceto se: puede e1-.pre::ar coffX) c.1~ 

C!.Ombfnadón Ir nea I 

l><í "• + ~V2 + · · · + <Xn\Jn = O 
. : ,_ ~ · .. ~ . 

donde , al menos CJ11a O;!. las e;<,¿'~· 

diferente de cero . 

llneo./men!e inde¡::endien-/e. <-="'> 

la úniro combfnac,-6n Jff/ea/ de 
c;¡ve ros da el '\/eckJr cero es Jo.. 
:.ta::los sus coefic.ierrk:s lqua/es a 

ll 

( ..c?.-c?<,j'/~ ::zO ='/ "'°(.i =0 1 /~tt;:.n). 

'\/1,1.f~r · ¡ Vn 
que -1-tene 
cero. 

Demo:s1raáÓn ·. 

(1) 'S':J. ¡x;nq::un o:s 

=9 Yi = rx, \J1 + °'2"\/Q. -l- · • · + 0<1-1 '11-1 + C><¡+1 \fr.+1 .J.· • · + Vn 



.R.16 

,"•; ~ 

<'.-) 

'·, ', 

. ' ' '. . . ~ .. · .. 
, ... ,,,,. 

- ·. ~ -· -

(2) 

'l 

::?) o - L, °'j 'lj 
ja.1 

ll 

Sq pcn::::p.mo:s ?: 

Tenem;,s oc.>;;:. 
'l 

J=• 

donde °'..i= -1 +o 

CXj \Jj::. 0 con tXi f. o 

lt 

{ '-!~,\'~, ... ,'fn J no d:::.p~nc!r'-n+e. ¿¿-~ \"\'~ 1 \1?., . - / \!n 1 
rndc.p::.n~icn-le.. 

Fbr Jo {-o.n-!o lo... d:n1cstro.crót1 pro... (1) 

y (:>..} es /a.... mrsm~ 

e 



DEFJNICION 

Decimos r;¡ue el e~pa c10 V es 
FINITRMENTE qE./JEP.ADO ~j 

VC:::C-/Ol'la/ 

+lene un 
ex15/-c:n 

nómero ílal-lo 
v1, v21 ... , \Jn € V ck c¡enero.cbr~ e:::. decfr1 ;;51· 

1at que 

. : i . 
. . ' '_:~;: 

;_ :;,: ., .--· , ·-·· ' 

Ejemplos .·· 
:-1 ,.. . .• ,. ~~--! 

1 ) 

2) 

IRrn 
[ .{.' : IR~ IR ~ e.s polinomio cé qrado ~ I< } . 

M(m,n) 

[A€ 11n ·. A es cuadrddo rndqrco 1 
( l"Stc.~ ·. 0 osk. + a,-s~--t -'" ·· · +arS¡c-r =-ó\ 
lY :I-41R.·. aot.f 11 Ckl +a, c.¡'{i) + a,f./{!d=O J 

:Pm 
3m1t=. 

-son .f¡ ni+o.. men·k qenerados 

r .C ·. IR~/R. : 

[ .f: IR ~..-IR. 
pcrleido 

+ es e.en p=>lfflomió J 
+ es con n'nua.. '/ P'.:::r16dlca_ 

.9.fÍ 

-Rni-/-o..meo-1e q2.11crado~ . 

da l 
) 

/./oso1ros ·tro.~p.remo:s únrcamenle con esp:we:s --Rni'·b.men-le 
oen e.ra.d os . 

¡ 



.nf.,20 

RE.:SVLTADO 

~ Y un e:;¡;:::acto 'l/cc-lorl°al Ítni-famen-1e ('}f"' ~-....., ...... ' .. ~ 

ro.do , -lal t;1Ue 

~ = ['J~,'V!2.1···,"rn] = [w.,w!2.,···,'1Jn] 

\]eremos ~ue 

(-Si l LU1,W12.1 ••• , l!.'.lm ) es dependiente 
lv~1/N21· ··.1 Wn } es depend1errle 4 no 
~ve demo:;.tra r ) . 

tnfDnces 
hac¡ nada. 

Como 

w, ~~o 
f CJJi, t.D2, ... , UJni } e~ Tnciep"' nd icnle """'"°) 

\ llJ / + ' (¡/ 1 
/\1 "i~ /\z '.:2-l- ·· · ~-

-'-'' i-.-.¡-.--=-r .... -~~¡--· ·-
\ lt/ LO 5.p.q. ('1 -,- t::-1 'N''=º 

{as Y's) 

r,.,, , . .., ,, ] 
L ' ·, ¡ · '- / · • . ( . ili u 

1 
por ío 



' . 

En un -:;,equndo p:-i~ 1 ~bemo:s q:ie w2 ~ (w.c] 
( -, .: -

, • ·- W2 =- ~~>w1¡'. ~ ~1 v2 -". · ~ · + ~'!' v;; fe~ · donde_ ,>, 
.--:.; "~'-;:'.< ··; '-·,..-:..~ ' .. ' . . ' . ·:. : ., ~ ·. .·. 

~·:~i~\{-~· r.:· .. ~·-· w{ ., {:::\ • '· .•• ·• ::'. - »: ¡:",! 

... al,,·. m<:nos, .· LJna .. >/f1. fo .· · para 2~ 1.. ;;,,."¡(> .-·.·:: 
... ;¿;,:b\· es,~· 'rtisúffadó'• d:! -·~ SÍ :;•;/·/. , ,; . 

pero -V-i. Z~iS-m· .;. __ ·. 
' ' . "·' ' ... 

-errJonces R con1radlce la. 
1 

hipd./esis 

S~pandremos :s.p-9. 

V = [\!11 u/ 1 \f ] --~ 1 n'2 1 \~1 ... 1 xm 



N..22 

el J:.- é-=:.imo 

uamos a. -lener 

u:.o.mos -t-cner 

Fbr lo 
de c.·:.:1 o I 
'\ 

f-,;'; cJ :' c·':..'1._ r,'p 
'-'.~ 

= .... =-

O:J-2 
1 

>--~'==o en-Ion aes 

\ (~l \' 1 + /\ i.::~1 \! 1.::.- i 

unD, 
\ (/-:.) 
{\, 

'~ 

o. 
\ (! :.J 
i'~ 

·fO 

,.,',o 
1 • 



Fbr lo -larrlo 

donde. 

.. 
' ,:-';, ',": '~ ·, ,y ., ,· ~.,. .·,,, 

: · V= [ v.J .. ,~~~' ... , "-'K-• ,-../~, '"-~_.t,·· ·,"m] S , 

~ f.-N1,'N2.
1 

• •• , Wi'--,t 1 Wt<.~'/k-f~,~ .. ,'lm 1 e:'-;,¡ : ; 

lo -larrfo , en el m-é;:,t'mo fa::O obknemos 

Como n1 rn 

. . . lrneo.Jm~nfe dc::p:;.nd1enle. 



JST. .2l/-

PE Fii../ ICtDN 

::sea '\/ un e:s pa e ro 

{ "'' '1'2.1 • .. , '1ri } ~ V ~ un 
6E.NEr<llDORE.'S ce -r:J' ::si 

PROPIEDAD 

vr::clOrfal 
CONJUNTO 

Decimos 
MINIMD 

Todo c.onj'.lfrb rnlntmo d2. qeneradore.:s ck 
V es lrneo lmen-1.e tnd.ep::nd.ierde. 

S'Ci:A f \'1,\12 1 ···,'-In} un c.onj:Jn+o mlntm::; de 
oc;:ne.ro. dores ck V 1 .. 

~' i~r.0 ,.,-i-i-~,5 ..... ...,..,;,.,,._,,, .J .. !l•-

o'::.p-::;.·;di'Crr,'e Por fo ·{c.n·.'O 
/! ,... ,r.,-r-~ ·~7-'-= ' i.L-!_..'¡.a /l.,..! '"'-

u:;.?, 

\'i E r". \',., \,, ,, . ,, J 
i... ' 1 '·f""1 v·"., -~.-:1, ·• • I .;) 



~ [ 'lt.'/'2. , · · ·, \Jt.-1 1 '11+1 1 ••• , 'In J = [ '1/1,''2, · · ·1 'In 1 ! 

no es cJ1> <!onJunlo rotnrm:> de 
qeneradores 

. sea '\[ un ~cio vec/Qrfa/ 
-si f\11,'•l2, ..• /.¡r'I} 'I {w.,wl2,···,wr l 
mf n/mos de qeneradoYes c:é °V 

Demostraci'ón : 

t') n no . es posible 
1 

yo, '.:lue r>n ~ 
f W11 W2, . .. 1 wr ~ e5 d.ependtenle 

r~n. 

no ~ pcist'bl:>1 

[\11,'!2, · ··1 'in ) e;:s 

n.::::..r. 

r=n 

yo.. que n/r =;> 

dependi enfe. 

N:..25' 



TI.2r; 

DE.FINICION 

J.a DIME.NS/ON ce un 
Ja cardtno./tdad ck uno 
mos de qar.Jadores. 

espacio 
ck. su~ 

vec+ona/ 
a onjun-los 

V c-s 

m(n/-

2) lfnealmen-le independlen{e. 

Observar '4ue 
{ \1~,\'12,. ··, \!n \ 
da v. 

Ejc:mpfo:s 

<} Gco. 

es 

{'!{,v2, ... ,'\fn} e;S 

c-s un c.orijun-lo 

.-:.';-;-. -v =:. !'-' / 
"- ' ¡. • .... ' i I 

¡,.-.-:,'° ,...•_-, 'r 
L--"'~ .... - '-l,_ \: 

f l -· .• :; ' ¡.:. 1 
L ' J ¡ .• J /- J • • • ¡ ¡.: S • 



2} ~a V "' M (m,n J • En-fonce~ drm V"' mn y 
una ba~ de Y es 

S) 

··, .· .. 

'~- > • 

donde stJ· = e· e· .t. · ¡(. J I 

A es euadrado 

.· 'Je remos· 
'cuadrado 

t:;fUe.. a Yaloies 
mdqtco: 

A = 

f-; + 0(1a. + cJ :::. s 
/Xl2 + ~ + o<;,2.,.. .:s 

e><'12 

'6 

=) 

~ ..¡. «2.1 + </~3/ = .s .::=? 
J + l!' + o<:;, 1 = :s 

J' + C>:'23 + "~3.3 = s 
f> ~ ~ + p{-,:3 = s 

=) 

, 
'·' ' 

,', ;t 

.. . . ' ' j~:;~;·.:.-, { ._.;, 

rn~qfc~ J .. 

ó :: C>(-¿'.I -f ~ -t 1':'S3 => - 1~-t G° 1 d -+ °6' -1" {$ T O - J 
:: ~ t 



]5[.2.B 

,:,.. 

¡3-1- o<1!2. .... el = s 

P<'i'2:::: :5- (3-& = '.3~ -(3-Ó 

O(s3 ~ -~·~·· ~-~J 1.: ~~ ª: ~!'.; ... L, .·,;.;;J:;,;;,:lq~1t~f ,,. ,,·V\ 

: .. ;'A'i}> -~~2~t/ J.··_·· .•. ··. :ªX};·· )"~~f ;ii~· 

A -:- (3 [~, -~ ~ l + ); r ~ º ~1 + d [~ ~· D o -\ lz -\ z -1 -1 ~J 

_, 
o 

- f A1 .~.,, ,r, __ 1 l / r • I ':: J . 

-1 

t r-. 1·¡ /'.':-., /.'. s ) 

_, 
o 
-1 



y 

ademcls linea lmenle ,.nde¡:::erd i emle . 

Checa remos es 1rdepend1enle. 

en+onces .. 
;. ' 

,,-;., ·,1 '· 

• -1· 

(3+~-d] = o 
~q·.:~ 

-.) !-' =- o = cS = o 

e::. llnw.lmen-le f rdqx nd f <.n-/e 

<./ ¡:or- lo -farr/o 

lA,,A~1 A-a} es c..tr.:J... b:J.se de V . \ 



En-loric<?.S e.o.da .::succst"Ón en V c;¡uedo. de./er-
minado. p::>r un nómero : 

l/CA ~ SI 

........ : 
. :· ..... 

·. :*~;; ''·~;~{·")'< •\ :· ·.· ... 
fOr Jo -lamo 

'\' •' 

V b+ó< ele.~~, , ?JY.: 
i • • ,'" I"·~-~ . '·!- ·, '(·, .·~7·.~,.?j • 

• ' '·~· »·\f :~·:" ' "' < 

( - a2 )!S ... 
o.. I I ( -~ )"' 0,. I 

en-/.onces 

Co.d~ -su~iÓn en \[ 
/os pU.71eros r e!~0errbs 

f 1 I • "\T o í·c:n-;-o ar:n, =t. 

e:sfd. de-t::rm1nado. 
ce f:7i su~e~..ió,,..,,, y 

,'•··· ( ~r} c ... ,1 1 • 



·' . 

Tl.31 

(o J V== { y·. '1R.-+ IR. : '/ es diferenCJable dos 
\Je.e-es "f Do'/ 11 (r::) + Ot'y' (e) -l- a,.:zy {C::)=O} 

\/eremos que dlrn (V}= 2. 

Suponcpmos 
CfQJ 

la ~ctx:tcfÓn cli/eren-

a0 '/''(e)· ~ ~.y' {t:::) .,_ aJ.. y ('C J ,,.. o • • . {:t.} 

donde ao,a 1, a.2. €: IR.. 

&Jscaremo.s 

formo. '/ • ert: 

SUponqa.rnos 

en-lonc-e:s 

Por /O -!a:r!o 

:so/1..1c1bnes 

y ,.,. ere: 

en:::. es 
<~ r es .soluct"Ón dz 

5~ ponc¡:;.n1 o:::. oue r~~ ~o .... 
reales r<, r?-, con rrf: r::t. 

de (*J de la 

es :soluct6n 

(-Y.·~) 

• I' 

:solUCtOn 

(.:Y.~). 

-l·Fene rcdce::s 

• 



·.·'. •·"" 

'.' 

' 

. ~ .. 

: .1 

En-Ion ces 

del 
'loemos 
~~CID 

~ue 
de 

l r1c t2 c l e ,e 1 
:::o/uc1'ones 

es una. 
de {*): 

lndependienle 
, .. ,·,. 

' ···· .. t,-c·:.:: . 
C>(' e .. . +-

.·,··;), 
1, .~i:; .' í: ,· ... 

~· ·. < :o¿r et¡c. ~ f.l.:t eYz.c.:. o ·::~·;,-<.fü'1.; 
' .. ;; ·' \(, .. \""' 2. ' ' ·.~~· , .. ''· ~~ '::. 

=) 

=¡ 

SI 

f 
D<ei1c + ~etz-c =o 

c:<\'1ehc + (3"'2..erz"C.= o 

C>C + ~ = D 

o<. 'r 1 + ~T2. =O 

tt= o 
.; 

e r!2 =o "> C><=-~=O 

.1 

-s,· r, =t-0 'i t2 =f.o 01-/once:s .J..:;nwo.s 

l ex- + (3> D 

pU 1-r2) =-0 

r1-lz.-{O 

1< •.. r-. o . ,~ = 

ouc 
-1 



Qhoro.. 

eopacio 

Sea 

veremos c;:¡ue 
de soluc.lónecs 

'/ (Co) ='/o 

sc..c panqamos 

~t:.ic.f6n 

Ao. :. 

Fbr otro /o.do 
-!:ene. 

, crrfonce.s 
( tf o-dcrrcfs 1 

~ ponqo.m o:s 

N....'33 

al 

{'le) • 

'( 1 (~ J : y 'o I y 

en-Ion ces 

," /;',. 

~·:.-lema. 

l 
. , 

-:;;;;o ucton 1 <.{O.. q,ue 
lo.. mafri9:. A- es 

lo. :::-.::Jf uc tón es 6nt'co...) 



:···' 

··. =-~: ·'' 
;--; 

• • <P (e) es :=cihx:iÓn 

comblnac1iYl lineal de 

FOr otro lado 

de l ~¡.} 1 yo. ~ue qJ (e) es c.tna 
e r¡c y e tia"t-

cp (1-0) = '/o Y 
CJ>' (CO} = 'Ío1 

R?ro -fenlarnos · qc.e ... '/ (e) ero S,o1uc;0n· '.: ... ·de. {1'), 

. . . .· .. ··. . ~.e;:¡ :v;.; .: ~'.(:},~~~?~~r 

•·• i:n I~ cu~. ck · ~cJ~d~'.iF~1~1k)~Át~filJ;!~t 
cremueStro. .. que t?í.l's-/e una Ónfca . -::SO/UCJtfh V (C} )\5~ 
de. ta ecuac1'Ón {*) -/al c;¡ue Y {"Có}-='/o 1 y'té;,J='/c/· 
Fbr lo -lan-fo 

'f [c.) =- 'I te) 

d~ (~~) . 

o.-cner<:A 
1 

a I es,r:>..?. cJo d-~ S!:)/U-

d~/ é'S.'Xi.clo de 
1 

l.• 



JSL 35 

Calcula rem~ ta dfmen:s1'Ón de 

;;f, = { .f: I ~ ui ~ -f l .u es un Pollnanfo de qrado 5.-/ 

y .t es corrtlnua en I. J 

En cado. lrrleruoJo 

de Ja .formo. 

/ 

Fbr lo -fan-fo 
1 

¡:ara c;¡ue la -Rinc1'Ón sea 
cont{nua en I n::c..e;:,(famo.s o~e 

CX¡ + (3¡ 'tz, "' D<2.{2>~ G'2.. 

CX2 4- ¡2>z C:¡ :o Dt'~ + (85 "C3 

1 

<Xn-s + (3n-3 Lf1-:;.= C><rHi. + (3n-2 ° n-Q. 

~<n-2 -t (3n--;:. 'Cn -/ = D<n-1 ·q3rr1 Gn-1 

·' 1 



Es cfocir1 ex, 1 ~•1 D<2. 1 {32, ... J D<n-11 {3n-1 -1-tenen 
que :set to.les c;¡ue 

I dof\Cle 

t c.2. -1 -1:,a. 

A= 
C> o 1 'Ca 

o .. 

-1 - t:3 

º º .. ·. \~~ :: .. ~· ·i,1~'~Wf. ~ 
'' .. . ... ; .. ·.., -:: .. in~"\•:-3;'(~1~!\,jJ· 

= rt: ·· ~ ...•• ~. ~> : ~;"·~.~~¡;~~~~~~~~;;~¡~( . 
fbr 'º .f E .:J 1 (.=) 

·í\1· = ).. 
( ¡~¡ -=-n--t) 

/;h:>ra, es ..f c.'ci"t ve.r O:Je. e..i'...l~-te uno.. (brres-., 
p...,-d·-,·;o.. ~- t . ._! 1 ... !::: (U ni\: oca_ e:1tre .:f1 '-1 ¡J{A-) 

' 
lj p:>r 

/o -<·an~::J o'im ( {..!(:()} J 

/.Í '. 
,. (f. J 
a ' ' ="' 

, . ~ (, ) .- ... , - f C .. : 11 l._ 1 - 1 ¡ 

-

" ... , .. 

a'rrn 

e'=. 

fd'd 

1~ [:-,(;-:-o] / e'::.. rc.n~o 
(f.! u, J) :: %n -·:8. -- (n-.'·?..) 



.,·,. 
,, 
,!.·· 

8) Cblcu /aremos la drmen:s1'c:fn de 

es... un polinomio ce 

qrado ~ m y ..(.' es conh'n<Ja B1 T. J 

En coda. irrlavalo I,¿, /tt 
'ck' la íbrma 

C.i.I o<t;.J ti + rx:.JA-l t:.t -' . . . + ·"' 0(0 4- t 

Fbr~ c;pe ....(.' 
deben de cumplir 

sea 
Ja~ 

Al rc¡<.tal QU.e. e.,. el 
n-2 condiuooes. /a,s 
/e.nqc.r.cve rnafrlcl°a.I 

!.-1 ..... = o 

e:cmplo 
podc:.rnos 

-R.lnc1on es 

o< (4) r;m' 
m 

en 
<!.Oncifc/'on c.s. · 

( =:¡.} I c:::ías 
t.::s.c.ribrr en 

'''. 



do.'lde xt ::r [~,-k 1 Y...2*- 1 · · · 1 X n~ ] 

1-¡.k [ D<¿•> o<.(1) CXC1) - 1 z .. 

'fo.al; = [ ~) O<l2) 
1 

0(¿21 

m-1-t m+t (rr.+1) (n~ 

r/= -= [ :t2 * 1- .tl 1 o J 

1·2b = [~ 
r.-,+1 

t5I: = [ G 

~ :i+\ 

rr1~1= ::: [ o 

trril 

1 
J. 

f?;· 
r1.4·1 

l G 

r:r+1 

o 

J. 
J ..... -

/;,../, 

o 

()('(I) 
rn ] 

C>( (Z) 

"' ] 

(n-.+1) (rr!-) 

1 o l 

_ ;2. 
l.). 

1:.H 

o 

ccn 

(ffdl} (l\·':I) 

o J 

1 
1 

rr-.+1 r.¡-f) rr-n 1 

o l ··· lk~ \-k~J 

-· ,.,., l 
t-.i~ ..... 



·.·· 

"/ cfim ( N(fH} = d,.rn ( J'm} . 

Como :::e p.>ede ver 1 lo:s renq Ion BS d:! 
,4. ~n 1ndepenaien-1es r (A 1 = n-fJJ como 
A e& una.. ma1Yf;;c (n-21 x (m-r1){n-1) 

dlm ( N {fll J == (m-11 J{n-1) - f n-Q) 
= m(n-1) 4- I 

ctfrn {J'm) =- m(n-1) .+ 1. 

. _,,..,, 

q¡ ChlCLtlaremo;s ~ drmcnslÓfl de 
"'". 

J'm.~ = { .f: I~IR. : .f 1.4 e:s un po/l()OmiO dZ c¡raclo 6rn 

'/ ~ e:. c4 en I l . 

E.rt cado.. trrle YIX). /O .I.J, la .f.unct<!n es 
de la form0i 

O(~Á,) -t- P<fi..) "(; 

Rira que .¡: 
que CLlmplir /o.s 
en el qemplo 

e'! 2. + !Y.2 A. "C + ... + 

:s<:a con fl1
nV1 

con d ict'ones 
t8). 

(.q 
O<m 

'Grn 

:::e 1ienen 
gue lm[Xl:)frn!J.S 

de es-id dado.. ~ r : 

-f 't"'r-) - ,..,,0.) (ll - t.l) 2 <L) rn-1 
V - 1.A.¡ + 2. °'2 "C + o CX:, e 4 .... ~- m tX'm t L ~¡ 'CE I.).. 

• 



N..L/o 

~r~ c:¡ve -F' (e) 5é'a eonfl'nva e.n I 
ncce-:si"-lan cnrnplfr ·. 

0<!1
> + z ix1' 1 t~ + 3 cx~' cJ -f ... + rn <X~ l 'C ~-1 == 

o<tl) + 2 0<_i:2.) u¿ ~ 3~2) z;,i ..¡. ... 4 m C><~ 1 ~:· 

- ,,, 
,,.·,- .. 

-:Xo.n 
l"f¡-\-\ tfl+I (tv\~) (n-?.) 

"'5,,1; = [ 22.t 1-~f 
ll'I+' m-tl 

'5:1.k = [ o ' 7!.'?J,"'-

[ 
rtrH r:,fJ 

%J::= o o 

l(r\·1 rtrl'\ 

k - [o Sn-':2. - D 

donde ? .t = lo i ......... 

'{ 

c.ondtciones 

:=él~ pr r m·CrP
pJzc'cn 

/D. ,-,;-; r ¡.-.·.'? 
l .. -.\-, ..... ,' ... ,r,..._ 

o 

l'l'\""'' k -=:. 
m+t 
~ 

fü-\· 1 

o 

'.2_"G,í 

1 
lM4-llCn-4) 

l o 1 
n1ta Cr,·,H) Cr1·i:l~ 

] -?:1./~ J o 

IY1·H r.·.+1, 
1 ... a o 

..... c.2 
C:.' :,A. 

c!íH J rn .J.. 

c;;::'..1:. 
1 

('' .... 

C..:l 

~:=:-:,::¿n 

nc:-.'·ae:.iÓI 
r.-: r.,:: .c.~-~1-

r.HI l'tl-11 
-1: l lr.-1 1-'lr,.t::.. 



(m-tt) (/1-J) 
donde X€ IR es com:;, -en el e¡emp10 (a) 

'i 

. ,';. . ..... 

En-lances dfm { ::!m,• J = di'm ( N fA)) 

Como 
ma+r17: 

se puede 
esca.lo nado. 

\}et 

con 
.fddJ mente 1 A es una 
renqlone.s Jn<:kpendienks. 

Por Jo -larrlo dtm (N {AJ) = {m+1) (n-1) -2 Cn-2) 
-== m (n-•) -en -2.) + I 

Fbr 10 -tan+o c!tm f d'm,1) = m (n-1} - (n-2) + 1 

/o) Co.Jcularenu:s ICI. d1'mcn::s1b'ti d~ 

ora..r.io ~ m 
1 l '/ + es I } 



·,,-

en 
Sic¡u..Jendo un 

/os '1emplos 
proc.edfrnierrlo 

(:rJ - (q} 
o. n o!loqo q ¡ u::::a.cJo 

dtm ( J' 111,1<- ) => 41 va ria.bles - =#: Cond rc1ones 

i:J número de variables ~ el rntsmo . t;;¡ue...))': 
en . /os . eJemp/os (1 J '/ . (q J • ( m·H} ( n _:..f) .'. yo... /'P't<;; 

• • . . ' • ' •. • ..... 1··'·-, 1.: ,, . "\~:: .. '·.1-~ 

~ . :-lenemo~ ... (n~I} .. ln-/eruaJo.s 1 'f ·:·eri .. ,i;..,,~/; 
¡ftlerua.lo la· . . func1efn · e:sfd ·· determtl>O..d".l·ú: r; .. 

(m+H 1=~eflo:;.. , if~¡),"'.i11 ~( 
. . . ·); ... Cef- · .. ~ ... ~'!~/1~·. Cl<J .-

}..O. con+t'nw'cia d de f, .f ', .+ , ... , .f 
e:;,tó. dada. pr (n-2){f;i i) <!.OndfC!.1bne:s 1 c;¡u¿ 
de.fermfnaf\ c.tna rnatrr'*- ese.a Ion ad a.. e.on renq lo -
ne:;, lndepend ien-fe:5 . 

Por lo .Jan-lo 

dfm (J'm,1=.) ""'(nHi}(n-!) - {n-QJ(~·H) 
= m(n-1) + n-1 - (n-2.) - r- (n-!2.} 
= m (n-1) -~c.(n-2)-:- I 

c:;·m ( :f.":1,1::-.. / = rn {n- 11 - /.(. {n-2 J -1· 1 



Dt=.FINICION 

Sean V y W dos esp;ic10s vec-lonales ( reales) . 
Ola. TRfUJSFORMACION LINEAL. ck y en w es una 
-fUnciÓn T : V~ W -fa/ que 

rJ rJ ,...; 

T ( C><X + '/ J = t>< T (X) + T {y) 

-V 

se~ T : V~ W una -fransf'ormacfón ltneal. 
En-Ion ces 

1} ~; ::5' ~ '[ e.s un $..Jbe:spackJ 
es un ~u be::.¡:xzCJb . 

Demo:straac{n : 

:SWponqa.mo-::;, .j'~ V e.:s un SlJ.bespaclo ck V 

rJ ,._, 
::¡- { d') '::$=._o 11 T{s,), T[~) E 

.., 
"' "' 

......, 
T (:si)+ T (:52} = T (:5; -1· S2) {I /Inca/) 

...., .... ::¡- {d) .. T{S<)-¡-T(s::i.) E {J su.be:spactb ) 

,.,J ,..., 
-Tfj') 

" 
l>( -r{:S) = I (o<:S) E 



~ .::-~ :: . "',. -
.,.· . .,.._ .. ':..;.,._ 

- :· . '; .. - .;. 

fbr to -larrlo r f.f > ~ w e:s ::5llbcspacto ce w. 

Tv <: 3> } es un :sube:spacro. 

T-' { 3') 'TNJ f 
~ 

~t::f VE ~ ::J 

...., .. e>< T{v) t 
,.,, 
T (t>(Y) E 

CX..\./ E 

f-Or /O 1.':.:.n-:0 
V 

¡: 

:P 
\.,) 

""-

:J 

7-' (J) 

( ~ 

(.Y 

sr.J!x:srx::zCJ'::J) 

(tnea t) 

c.::; un -"f 1-.,,,.~·-·•o'o _.. ... LJ---;-<..,... 



·· .. , 

a) '51 .;f' s;;- "\[ e$ Un ::!{.ICespaCIO ce '"V" en-/Once:s 
df m ( T / :f l) ~ d im ( j' ) . 

Demostrac1~ : 

" .. ,-
,,...,, . 

.. · ~"J I ( c:i<¡-:51 -t 1><2"52 -f • • • -1 C><¡¿_SJ=. )=O 

~ D<'t = tx2 ::a • • • .._ IX¡.::. = O 

/fnealmen.Je lndepen-
dfenfe.. 

' . dtm f :í J > k.. = d1rn t 1- t:!J) 

,.., 
dtm (T(-d')) 6 d!m (d} 

...., 
L/.) :;;,· T es inttectiVa en-!onces 

dfm (.:f) = dírn (T{d')) 
1 

'5-1 ..J ~-V- -:sutr;;;.pc1ulo. 

t>emostro.c t'6n 



erdonce:s 

..,, 
es una basi= de Tf.;f) 

~ 

c.¡a c;¡ue 

·•''. 

N ~ ~ 

P<1 T (-si} + ('>(,¿ T{S2 }-l- • - . + o<y, T {5¡¿ J :;=_O ... 
~ .· .. · ,,._.. .· 

T (t=><4'SI -1 Pi~::52+ - - · -f ~~:::s¡c) = O 
' •' ' ,:- ·_. '·.: . . ;· . ;' ' . 

[f (s,) ,T(S2.), ... / T (s1<:.) J es lrnea/mcn-le 
inde[Xrd~n-/e. 

-drm (T{~)) > K. = drrn ( J') 

d.trn(T{::í'))6 o~Imf:f) 

dtm (T(-5) J = drm ( .::3) 
o 

,.., 
., . ...,, (•7} - c:1'.·-1 r-1-;-)) / .,.,,"' C: I. : \· - ·. 1 i ~ • I • \: ~ c. ¡' i • 



"-
cuando T es in'}eC/i'/a . 

• 

5) Si T es sobre en-lances dtm fW) ~ cUm (V) 

Demos1Yaa·6n : 

' . . ' .. -~ 

'51, T' es sobre. ='!'J 7 ('/ J :::.w 
' . ~' ... ' ,,.,.. ,-

. " 
fbr Jo -lamo , ~pi icando el resul+ado 

con :J='i 

dtm í-T {'IJ} = dtm {W) b dfm C'\f) 



DeF/N/C/ON 

"" sean V '{ W es.pac¡"os vec-/on'ales 1 '{ 

T: '( -t-W una 1rans+ormadón linea/. ~nces 
r.J 

el NUC/..EO ó l<ERNEL de T I denotado ¡::;ar N fil 
ó ¡::or Ker (T) 1 es 

·. _··:· 

N(TJ = f..¡~v TN) o·Ew J <: ~. ··::·:;:;;;;;:; 

- ~S~LTRO~ (r~' ... ·. . . . ; ' <,=, : 'J,~.:i~(,::~JJ,;~f ii{fif;~ 
, · ,.... sean V y W espacrcs. 'vec-lon'g!e:s. '· y ~-·:;:~~~'~ 

T: V~ W lineo/. errlonces N tr} es un· s.Rb 
~p:o.oo el!! V. 

,.., 
<Si V€ 'W (T} en-fonc.e::s T{P<"i)= ex. T{V} =o 

'Y- o< E 1 ¡;L o<:Y E N (T) 

t.J 

T {'\<-{·'\!::_) = /' f\'d -f- T(\b) ;:>o 



Di=FINICIDN 

Sean V y W 
Una frv.n:;,/'orma cl°ón 
ce y ::::obre w ::si 

dos es¡::actos vec-lon'clles . 
7: V _.,.W es un 1so1101<t=1sMo 

1) 
2) 

/fnea/ 
blL/CCfiVa · 

\ ·• .·,.: 

¡ ., t . ,.,.; ' . f:;-;.,.;_ 

Si · e}C1:S-le un r::.omoríf'.:srno ~·. T: V~ V-:¡·:· 
declmo:s que -V '/ -VV son ISOMoR:Fo's : / y.· 
esarib1mos V ,..v W . ·· · ·· 

·, ·~· .• . 4' : ... , •• "' • • • ,. ', • 

RF-SUL.TADO 

:sec;1 V un espacio vec-fOnal -lal que 
dlm ("\! ) = 111. !=.n-Jonces V rv IRm. 

un~ ba:se de V 
m 

r:b1 lo fa n+o ~; Y E V ~ '\/ -= L e><,.i V). 
,(:: 1 

,...; 

T., "<::T 
\1 ~· do.da 



..J 

T{\/) 

rJ 

E.n-fonces T es un f:so1nor·fi:Smo 

,..., 
T bren dr.:.frn lo'a. ya la e'¡(pre-

m 
" = z C<_.i '/;.. 

.(::: 1 

parCl. Jos yec-!ori:--s de V es Ón(ca. 

T 
in 

donde X ,;: z: '7J;. Vj. 
,.(;;:. 

~r r f x., l-= 1-tx~.J 
-en-km ce::s 

m 

'1..2. ::::> ¿ r¡.;¡a-'"Á 
...{-::¡ 

por !o -.!.cln-lo 



:nr.5¡ 

,.., 
T es //nea/ : 

N ,..., 

T ( IX '/..1 + 1'12.) = i 
m m 

L, cx~J4l "-' + L \:f2>~; ) 
J=1 )=• 

•' 
'' 

¡ i. 

[~e}'>+ t;;l"ll J ·~ = 
;: I>'. .. 

.,·, 

·J/ !,:· -. = [o<\:;}') J + [ ~_¡C2J] 
. '· 

O< [ ~:.'"] [ ~ ;'(L)] '' ~. 

= + 

Pecordar t;lLJe. 

,.., 
T: V ~ ¡p_rn es un f:somDr-ff;srno 



_T'1.52 

Seon r ea f,::::s . 

'.:"r .es Jrnco./ } 

,.., ..J ,.J 

Tt\J '( <XT i:_omo las riran~-::rbrmaabncs 
do.d o.s p:>r 

<~+u H'I) ,.~ 'l-(-1) ·+ u t") 
e D< =f H 'J 1 = t>< =}-N ) 

,.., ,..J 

Por lo +,,.n-:-o Tt V y °' T ~ .. :on -lni. n::f.)¡ftJ.'.A-

Clones ce V m '-1-f . Veremos que 1·-t V y ,.., 
e><T ;::!Dn '"ÍYa.n:JForma.C .. (onc:s /fnc'Cifé:"S c:E \[ ·t:n W·. 

(T-tÜ) <~v,+'1?.} = T(:01.¡-l\'·.:c.J + Ü (r.<.\.f,·l·'fo) 

- ..... 
T+U 

= •-< lº{\I () + i·t,h) + t:~ ü (\1 f) + ü (\fa) 
=e< (TNi)+Ü(\fd l + 1-t'>l:¿_)+- Ü(\12_) 

== e< (T·-tu)("") + ('T+u) '/?.. 

es lrneal . . · T-t U E L l V 1 W). 

...., ...., 
= 0<1 (pví) + e<T (\!:?_) 

= /!:> í•-<TlNd + fc-<Tl (V2) 

es lfn-e.a I '{ ... 



Se p~de checar ~ L (Vj'Ñ) ,, C!on /as operaciones de 

$Umo.. re +rans+'ormo.c1bnes y produGIO de uno. transfor
mac{Ón p:>r un tsealar, es un espacio ..;cc-lorl'o.I . 

0€.1=/NICION 

Sea V un espacio_ vec-lorto..I al;: dtmens{Ón rn. Un 

'SISTEMA Da COOR.Pli:.NAC>AS en y es un /sómor+tsma 
V . Sobre 1Rrn . , " 

. ' .·.· ' ... . 
OEse/lVAC/ON · 

.'. '(, 

.. · .. _ :s<J~nqamos que '1 es un _ espa ci'o 
s·ón rn. Errfonce:s UM '\/e;!. es::oc¡ida 

'\/c:c-lor ra I de d1men-
un o. bci~ otde- · ' 

nado.. f "11'12.1 • • •1 'lim } ce \f / Vn -:S/:5-lelfl.O.. de coorckno.das 

en -V quec:la un /voco..m en-le de-lermino.do 
c:knct'a. 

FDf Ja C!.Drrespon-

clonde [ e"1-e21 •. °Je,, J es Ja b:;{se canónico.. de #2m . 

cor res p:>ndt'n do.. 

n 
'-1 == ¿ ~,i'{,t ~ X= (S¡_] 

.l= 1 

P-ScoG¡e./2. Uí...jA 5q5-e_ OP..DE:.f-!RDA ef~ y~ c::::coe.,e12 

UN sJsn.=vJA De. coopDE:.l--!ADHs. 



PEr"/NICIO"J 

<::,-~,., -, 7 un " . ...,. v e--:sr:·qdo vcc-brft.:i I ck dt'mco-:::.1011 rn 

-::X"'t'.A :B~t 'li, -....1z1 ••• , '-trn J uno. f::,o::.'>C;' c2 -V Por lo -bn+o 
el sf.::s-!·erno. de ccotd2no..c'.-:-{s c./c::-Jc"-:.;mfnt:.>;-:Jo ¡::ot Jo... 
l:::ase es. Jo. función e : 'J --'!>- i1<rn do do. ¡>.)r 

rn 
C('/) = [¡;;;;_] -::->{ -.,¡"' )2 '¡;';;,_ '{i 

...¡ 

A 

,¡,~ 1 

p::ao... indicur i::¡'....e k:1s 

rcs¡-x: do o.. la. J:.c-.se. íJ 
tdc1)h{i(x.trernc.-s a..f 

o:x>rcf21X1.d4S ckl \ée:kJ~ 

~ E:, 1 ~.e.1 •• ·,, ~..,, • 

Vcc-tot V <; \J c:in d v-:::c-/or 
V X = [~-"_] (; IQln . 

"Sean V y W esp:iaos vcc-lorfr.1fc.s ce drmerrs.lón 
n y m rc-sr:::. ..... ·=cfiva mer;-fe En-lonces L {V 1-V.J) r'S f'-"'DrncYr-fo 
o.. M rrry1n) . 

Demo:siraa·ón : 

Daremos un 1'somor-I't:sn¡o 

Por el rESJHado an-lcrtor 

de L(V,w) m M Cm,n): 

V ~ ll<. n '/ \N !;-J ll=<-m . 



5ea.n s. : \J _., u~n " 51: 'N' ~ 112m sr::s+em::i~ de Có -

ordeoadas en \J y W respecfivamerrle. 

5eo. ::V E L (V1W ) . Errlonces en 

'/atnos qJe poc1emo:s deff nir uno.. 
medio de 1 = S.z: º T º e; :r. 

,·,·; 

.. '.·:, 

.... 
v~w 

C:¡: i t S:¡ 
IRn---~ JR!b, : 

T . 
·:·. 

/' 
. . . . 

el dfaq ramo. obser-
1 : IR.'> _.,.. 112m p::t' . 

~o.. *: L C'\J'¡rW) ~ M(rn1n) dada p:>r .· . .;~~ .. 
1:" Cl') ~· 'Si o T º ci_í -= T ~ MCm1n) .:enlonces. 

'F es bl~ecti\IO..: 

'Si T-c 'I -1'2 €. L ("J 1W ) , etttonces 

"" ) ("" ) e r"" e_ -1 ~ :::: ·I :::-.. "'1 ~ ::¡: (T.4 = 1- Ti¿ =) .:>:r, º i º - ..i:. = .:>J: º 12 • C.:t =.r -t :: 'z 

T' es ~bre.: 

Seo.. TE I~ Cf'i11f)) 1 '/ seo. T E L (Vj\"'1) do.da -¡:or 
-T = 5:t.-\ "T º ex =t: cr ) = 'S:r. º e~ º .,. c. s.: 1 º s:1 = T . 

F es lf ne::::../ : 

....., ,...... 
T 1 J T 2 E L (\T j\!J ) '/ ~ E 11<, en+onxs 

. ~ : · ... ~ ,..;.... 



r= (O\T +r ) 1 ?.. 

.:;: - --1 1 <.:::; -T . -1 
"" ~I o CX 1 i o L:J. -.- ·::i o 12 o S 

- t>< F (Td -1- 'F (Tu ) . 

.. t!:S (JI) 1·:::.:orno rfr:s.mo 

resu/lodo es rn:J'{ rm¡:or-!anfe 1 '/O. que 
si -+enemos cJo:s 
dtme:nstón Fin/fa 

~ I 
/Jneat T: Y-? \V: 

, ...• - ,-. ' ( /'( '""" l._.r ~J _,...~ .,... --"'•-' 

()O:S una m~::~h i1= 
T : 1p!l--7 1p_r11, '{ rcc(pwco .. rnenle 3?. -tenc1;1JS uno. 

rna·/1 /9:. T: /P.'1 --''?" ¡p_rn és-lct rJó.S dc-!::.-rmroa. unlvo-
' 

<-"'Gimen-Je unG\ 1rcmsforrnac16n l!nr::c1/ T: V -7w. 

t-D. 
linea I 

rnatd:;c O;"':Y:)clada a ura 
·r : v -~,.. w depencJe de. 

coordeno.da:s Que ro\f()f[l().."S 
1 • 

1rans+orrnaoch 
/as -::sr::sfcma:s 

eleq1do. 



"S~r:anqamos ahor~ '4ue -lenemos una .fran:s-
fotmaci6n lfneal T : "1{ ~ W . 

¿ Cómo 
~soci'ada 

E.l1Jamos 

a 

. co.Jcu.lamos 
-? T. 

stslema:s . 

une\. matri;c 

de C!.oordeno.cl~ a1 
,y w . 

,-•, 

[ 'I~, \I~, ... J 'In } ~== ba~ 
.. 
V -:sea. una re 

. - ~_, ~- . ' ~ 

'Secl ~ ""'\ "'1t, W2.1 ... , "'1 m } una ta.se: de w 

n 
Sea Y€V F-Or lo -fa n-lo \j = z: ');j \J j 

j=• 

n 
· . 1- fv 1 = 'T ( 2: ¡;J "j ) 

j=1 

n 

... T (\/) - ¿ gj l (\Jj) - '-N E w 
j=.1 

fbr otro lad'.), T{\lj} E~ \~j~ n I 

Pur lo +an+o 

T ('ld = Cu w~ + G;!1 '1'1e. + · · · + "C m1 \.~m 
T l\!2..)-=- ºC¡.¿ V-!~+ t72?. W24- · · · + 'Cm2. \~rn 

(V 

Tl\!n)""" C1n \N\ 4- C:::r¡ W2~ · · · + Crnn V--.'m 

V 

'I 
... 

'.• 



Fbr Jo -1-on-io 

n 

::r fv 1 = >= ~.i f (\Jj) 
j =-1 

0-~~J¡f fXJ d:..'l"JO::.S 'JC( r_;:;:Jr.! 

de V ú1 !a.. Li::;.-;;;~,:: .':i3 
·::::i el '<' cc-!or 

('::5 l ¡:;;_ 1 / 
·y " C.Yl {{;).. 

Es decfr 

c .. S2 C1n E, '1\ 
e~, 'L2'2. C:-'2n f-z 1J2 

= 
e;..,, "GmQ. Umn f-n 1)m 

d.? ccord·.:n.o.
Ctdonce.:s ·e/ 

J::o. :se ~ d~ 

FOt lo +o.n+o /~ rTY.Jfrí'J= a~c1ac:k~ o. lo.. 
fro.n:s-Formaci'dn T es T= [ci:_;] 



lY.fA 

Ahoro, e/ 'Jeúlor de coorckno.das ck V). con 
~pecto a. lo. ba:se ordenado. {'14,'/.,.1 • .. 

1 
'1n l de V 

-es e..é.. E: IR." 1 'I por lo -fan-lo el 'Jeckr de coorde-
no.do.s de T('J;.) con re:spec-lo ~ fo.. b4se 
f v-J~/'N21 ... , Wm 1 de W e:siarcí do.do P'r T~,.¿. -
/(}. --t-ésirnd. columno.. d-e /~ ma-lrl~ T . 

~r lo -fartlo, la i-és1rna columnt:A de . la , '· 
ma.fri7; T . :se obf/ene ap/l'cando la -+ransformactán ,. 

. T ª' í- ésfmo 'lec-lar de Jo. case ck -V I y ~s. . 
e)<.presando Tf'li) en -térmmo:s de. la. ~ d! W: 

Te"" ~ -Sx·T (\/;.) 

fOr lo -tan-fo lo. rnatrl~ cASOcl'ado.. a- /t:J.. _, 
1ransformacróra T e:rl-d dado. por : 

T ::i (S:t;f-(-.J4) \ S¡_.:f-(,hJI· ·· \5-i; 0 T{'Jn)] 

~ dr-se.u~l'Ó.r1 no;::, permr-le c.ondui'r ~ue TODA 
7-P.fU.Jst=oRMAC/0¡.J l-/NEA-l- QUEDA Dt=:reR.M/NADA- A5R. 
'SU e::'r=t=QO EN UI-!~ 5,qse., . 

~~<A V un esp:;;;cio \Jcc-{orral de dtmen-:s1'6n n . 

5-..;;o;n ~l' '{ 5]!L d:::::::. b.:>.s>::s O:=. V 
1 y :>can c::r. '/ c'lt 

{os ~i:;;;fcrrc.s O?. ccx::;;dc;no..do..:s o.socrodo.s CA. 

~r '( .1\r re:-~p~c-fivc.rner/e. 

• 



. ff.fro 

5{ /~;.,s cl:::s 

e:::r-¡-fc1c-2:s fes coc:>rdcna ch:::;;:s ck un 
d ¡'fcf{:;¡¡-; , ··:; 

l3rr . 

:r. 
-y---- V 

C:r. ! 1 C]{ 

IR"- t.Rn 
A 

-::<)n difet<-.;;·;--;,~':":> 
1 

v,:'<-0f .· v E Y 
de. /l1s coclrdet>o.das 

SJ¡::oncpmos ~t.Je C.:i: r.."S e/ Si::::,feox:i.. ci2 ccor.::Jen:J.das 

'' \J tep 11 
'/ CJr. es el -st:sfcrna... ce CCt!IC;.;'i;.L.!CÍ~;¡:S ''nit.'\10 ,~ 

fransForma.cr6n idenf1daa 

lo. rna·tr /':2 o.sci::tr:..ido.. 
i.:"J-7V: 

D. la. 

Como -:::e tndrco. en el draqrama an-.1'-'tror,.. 

A e 
_, 

= JI.º C.:r. 

Ertbx.es , ::si X E ¡¡in i:..~ el ve e-la de cc:ordcr.>Oda.s 
c*i vee:Jor v E '1 en el st::Aerna C..:i: J A X e:s e I 
yeq:{-0( de ccorc'ena.clas de v e,h el s1'5:ferra. crr:. 

' Lo. 
do 
nos 

'f.- é:::;rma co/umno.. .4 ::=:,,,? obNene 

al -i- é:::::ilrno vee:.l-or 
ck /os veedores 

de la 
de k1. 

Lv::? ::<- !.B:i: 
b:Jse ~. 

etprcs:.Jn
en -kf1mr-



Obs~vemos o..demd:s f1tJe. ~¡ 

X= Cx. (V} y y :. Sr_ ('1) 

-errfonces '/ ¡:or Jo -la r;fo 

'/ = 0x ( C:i1 li<.l) = (Gn o Ci"") (X} - Ax 

. . )(. = (C:r. º c:JL' ) '/ = A~' 'l. 

• 

Ah:lra. 1 S<.lponqamos 
1ransformaa'én lineal 1 

cambio de ba:::e en 

~ve 'T : -V~ W es una 

con respedo 
In: ·. li2.º ~ U2.ro 

y r:¡ue deseamos efecklar un 
V '/ otro en W . 

Ja matr 12 asocra do.. o. 'T 
a. /os =:;.f51emas c.J: 1 -s.:r / y ~ 

la ma-trrz asocú:ida V\ =r a.an res-
pec+o a.. /Os -ststemas CJI , s.ir 

/ 
donde 

CJ: J C,n: ·. ""\1 ~ lf2 n 

5.i: 1 "SJl: : w --") \j2ryi son :::it::siema:s de 
t!.o:>rdenad.a::, . 

Cbn:5lderemos el s1'c¡u.ien-te dr'aqrama : 
.... 'V "' 

V~ -V ~~J I,..r W 
Cl!: 1 Cr; l SJ: 1 ~J.'.: l 

IR11 ---1> R" -----7- ¡~m---7· lR"' 
~Cx.· Ci) l:t: (Szc.'S_r"') 

------- TJ:r _ __;r. 

N..~1 



O!·:~·>:f N,'::ocL: Ct.e 
; 

<;¡t.>e q.1crt::mcs 
la .rt;n.·j6n oue . 1 

o. ¡~11 rxir la p.Jr-k 

es 
/o. 

..,_ 

\J _:_:~ \J 

Cu; J ! C=i: 

Jo. rn ¡:::;rna 
pa rk i nf cuor 

IR:'l ___ _,,, 1:<n ,.. 

Ja. que :·.>e 

Q ¡ '¡:¡ q r CU(}(I\ ¡ 

e.orno 

l! C•ilf n UfqfNo. 

Pr.:::~e e·.;; 

,, (rn C:::> 

obil't?ne 
c::.'.c;,fo es 

.Lo 

¡:or 

A·""' G.._i: o C:n..-' I 

Thr lo . -{QrrJo vrcndo la rarie svpcrtor del 
día9raffill ce un ex.·tremo a/ a;°10 -J.cncrnDs 



l:n = A T:t "'B -1 

I 

DB='ll.JICION 

-i i" 
Sean T.f1T2 dos mattl'ce.s mt.n. CA!'crmo::S ~ve T,. y·.· 

12. · ::on EJWIV~LE1.JTé5 -:;.,- exrs+en dos. ma1r1r:es A mXm.1 
B nm no- s1nqo/are.s -lates que 

l"omo acabamos de ver 1 las matrtces el4ulvalenfe.s 
tepres-errlan la mfsma 1ran'Sformacicfn c:=n d tsftr;las 
ha-ses de ten y . 112m . 

Det= JW C J ó 1-J 

Sean T-i, fa. d::>s matnces de ord~n n . 'DectmDS 

que T-t es -SIMILAR a. 72 o/ ex.is-le una matrJr: 
A de orden n ro- sinqular -la/ que 

--51' 7-1 es srmiJar o... 1?..., en+once:s 

-:;en-Jan /O.. m rsnu no. ns[-ormaat5n 

dts'/)'!rlas de !f2'J. 

11 y 72 repre~ 

en !:x:rses 

.. 

• 



..TSI. .úlJ.. 

DE.t=INICION 

un e-sp:Jcib Y'r:·c+:'.!r 1i..~I 
1 y ::::;-:o.n V, IV!; ~V 

ck v, y V2 1 01i:1 wlc<t::Jo.. px y, -/- Vz 
do.d~ por 

-:se px de.. ver (' J ·¡ ··~· , ., 
-rC1C/ !71 t:.J l r•-- ~ V, ·y V2 

~on ~be:sp.oub:s 

':::>(..Jbe::spactb e¿ 
d.:= V , Crdoncc.s 
v. 

Vi-+ V2 es. 

DEPINICIO'JJ 

'Sect. V un espo.c10 \JC:c-torlo.I , y 
su be:Spac.tb:s ck. V . 

Decrmo:s · que W:: '1 1 + V:i.. 
01ge.cTA cé V, y V2 -::;;i 

e5fe C$0 escr1'brrno..s 

e.-s ta su /'1~ 
V, n Vz = [oj 



.1S!.. ú6 

P.eslJL TACO 

':Seon V un espado 'Jec-km"a/ y -V,, V2 ;5U~pa-
clos ce V . Errionces 

dtrn (V")= dtm (Vi)+ d/'m {'12.J. 

J..a demostradÓn es andloqo.. a.. la 
dtm~ ¡xira V =- 1J2fl • 



lV._. (.,r f.p 

D::scr i blrerno.s 

T: IR.., --r H:¿n -
de lc:s 

(a) 

de 

de 

{b) 

p,¡ ') I 

cduroar 
I 

L):.: ~'/M/1 .. 1TUO 

en}cnce:::. r 
lc:s VrX:f-Orc::s . 

s1· 1/\1 < 1 t=:.:rrtonc-c--s 

ac.or-far /os 'íccJore:s . 

5ea [-.J1,V21 ••• 
1
\ln \ uno.. 

1to n:~Iormoc/::;n c.::s 

( ¡.;¡,i)f./(:)J}CIN/L~). 

proouce el c-0:/o 

ba.-:o-e de '{ 
-sc¡F)C;nqa.mo:;;. S1ve e0 t:-::;_l<::.. -:::.,1':;:;,fcrna ... 

ccordenudczs -1-enernc::s uno.. r/;rJn~srorrnac/Ótl 
de 

/: i/?f1 --> JQ/1 dada. 

Ertbnces 

O -sea... , <;JtJE! 

/ro 'Jecf-Ores 

T"" -. 

T\11 = f-..1 v, 
al o.pi i'Ct.J r 

en una:s 

T\J:i.. = f.2 '121 - - • 7v 11 = ~11\/ 11 I 1 

T o cor-fa. rno--s °'-
' c!freccione:s y b-s 



alarqa.mo:s en otras direcciones . 

, ' 1 
"¡' 

2) ROTACIONE.:S 

·_.,· .. ' \ 

ro1acl'Ón R: IRll-"r/12~ 

[ eo:s er] 
~nó [ 

D l t--=;. [ -::;;;n & ] 
1 éDSS-

R = [ Co:::> O 

-:.;~ne, 



'º_J..,..,r• .-¿n 
1 ft • .A ·- 1 e'"" é) qro.clo.s 

rnaned//a::s del 

3) Pl.2.D'/ecc1ot-JES 

( en. 

~c!ofJ. 

e/ ::x:nf-;'do 

::5c.tp::ir.go...mos IRn = .1, ffi .::!'2 Fbr Jo ·kJ.lr}Q 

-ledo vec-1-or x E 1~ es de la -f'orrno... 

'{ p::zm. ca.da 
óntco.. 

Deeírno:s 

oobre :f, 
. I 

/o.. proi¡ecctón 

IR.n - IR./' 

a 
~.bre 

lo.. 
.3a.. . 

I 

3a. 
J 

e.xpre::s1"ÚI es 

como ::s1que ·. 

p 104er.xJ6n de. ;<. 

y que. X~ e.."S 
po. r:.:-?.../e la. a -:!, _ 



Cbseruemos qt1e P, '/ p-:¿ -trenen lo. 
de gve P,'l-,,,.p.,, P.:z. :z. -=- P2 

' p,2.,_ = P, (P1Y..J == R x, :s 

"'' == 
P,x .. 

Aderrds A+P~ - :In, ya ~ve 

(P, +Ri.} X ::::. p,"' -J. Hu~ = 1'1 + "k -x .. · .. 

> .... 

'Si 

ca~ de 

O~n.re:n1os 

uno.. proL¡ccct'ón 
fil:l.fYJ''P p -lal 

que. 

en-lo ne.es 

P ~ un:::A. 
p-.t. =s. p. 

. , rn po-::iro. ~ 
p: /[.<. n .....,;_ u:;:. n 

oue 
1 

p2,.. p 

d', 

mber 
CDn<() 

JSl. (pq 

prop!'ectid 

P,2.==P,} . 

cJ.-efiru 'do 
una.. 



Ahora. :SI p es W<'lGt oro-te e c¡'-
1
r¡ t • - u. t:::rloncc::s p:t 

' 
.fambi¿n lo ~'S '{O. 9¡~ 

:si P2..= p ""t> (p;e/- = p-t. 

S..1 pcmz:ví>':!.S czJC )(<. n - ..:J' 0 J' ..J.. '{ <.:¡Ue p c-::S 

/o., proi.(<:Xci6n ::s:.::;il:.:ire. ,:f' F'cuoJr::Ja.. e>.. d'J.. ( P 

.._...., ..- -rDl CCCI "1 1 - ~ .a-:: ¡.-. p {~ •é,., 0 1:ic>:1-·onr-l.I :-_:i:::c,br·--' d) . 

errfonces ~J = ,-~(P), '-1-"' r- ¡'-"'- ~ue 

si x, € :::1 ·E.:.n-!oncc-s 
_j' ~ P.(P) 

Px., = x., ' • Y--1 € P.(P) 

otro Je.do Px E .:1' V- Y. E /Q11 Y ¡::or /o 
1:<.(P) ~ .::f 

R.(P)- d 

N(P]= .:f.L 

J.L = ¡..J.(P} ::1 f<{P~).L (por ló VIS-fo en '°' 

lo ...Jan-to 
e.n+onces 

SI 

ó/flrrtJ.. ¡:arfe cél C!ap ~ J 

P es una. pro<-{e.:c(Ón 

f2. l p::t) = P. ( P) 



f.br I o -la n-1o paya. aua1qc...1 ter 

Px E R ( p:it) 

p-.t(Px) = Px 

P*-p = p 

Tn:ins poniendo es/a. ú 11>"mo... 
c;pe 

Fbr lo --1-o.nJo pt;p.:s p :::s pi; 

El.:=11 

es dec.lr, :si 
qor:ial , en-lonce:s 

P es una proc¡ccc1&. or-Jo
pé =P 



4) REF /..E: 'fJONF:':S 

~a.fl P,' P2 : 11<.n ....,.. ¡R_ n pr oi.¡cccúJnt-::5 ::.::obre 

::f, '/ ~ Té:$p::-c/-/Uo..rnenfe: 

-Si X - ~+')(...2 ~ IR.n 
1 

con 

en+on e es Hx ,.. 7'1 

f1x "' X2 

"ª refleyJÓn de x ::sobre -Ít , r=a ro.Je Ja. o. 
~+d. do.do.. Por la ma-liiT- /<..: IR.n --''~rlR.n 

~ de e.Ir 

lo pcderno:s reescribir , u.:sa.ndo , /o:., 



1quC\ldad 

R-?1 -P:i.-::: P,-(I.-R)-= 2P.-X 

Fbr lo -la.nlo la rdlc't.ldn s:Jbre j' .c.;f, r paralelo. 
a .:fa ) e:s/d dado. ¡x>r Ja ma.ff l;e 

.~ .~ 2.P,- I. 
... 

P, es /a. pror.¡eccl'6n · 
.· _,,,, '.' "'"' 

·sobre·· 

Ob.ser11émos · ~ ::si' f< · e:s lo. 
sobre . ::f , en-/Onces 

4-P -1/-P -1- -::r. """' I 
1 1 

Fbr /o -fo.n-lo -tenemos 

R. es ta rc.:Pb~.r6n 

<....::¡ P.= ~ (I+P-) 

:sabre 

es /o.. 

(paro.Je/o... o... ~ } . 

j' (¡:xi ro.J el~ a :Jz ) 
f:-o'..fecct'ón 5ebre ;.::J 

Ob:;,c. ... uemo.s qu~ p:::;d rl o.m os hD-..0er osF1i11do 

Un CA rcfte.;odn ClJ/710 una "'. mo.1d?.:- p: /{2.n --7 [(211 

+oJ Q.Ut! R-z. "'' x.,..,' 'f 0- o.uc ~/ ¡;(2-:T. =7 
1 ;.¡ 

lf.)... O~le 
1 ~, 

JJ!.,-:fe 



·r..)2. 1 ( 12. + 2P. .¡ ¡<_·2) ,1 .. ,, 

( 1 ··- 4-

..L ( I ..¡. '21< -+ I) LJ. 

= .L 
z. ( I+-P-) - P1 

P,, es unll pro4 ecd6r1 

b E 1~ -tal <:'.:lue 

&;-/-onces dado. 

p = o..b~ e.:s 
[CJ: 

Jo. p104ccddn 
¡:ara le lo. o.. 

'Px = o.b;;t.. ( O(C\ + re) 
= o..b-i. ( o<a) + ab*- ( oc) 
= e><.o... ( bt.a) + 'Oo.. ( b~) 

pr 

'3)0((! [a] 

en-Jonces . 



E::5PACIO DURl-

DEFINICION 

-sea. "'\/" un 
Cf ón /Jnea.I 
UNEAL ' .·:' · 

,· . l ~ • . ; ; ( ' i ' 

.e1emp10'·:· .... -

es pacto 
1.:v~1R. 

A 

'iec-lorial .. 
:se. 11 ama 

Una. 
t="UNCIONAL '-. 

es wadrado 

Sea 1. : \f _..,.. IR. deftr11"da.. 

-s; A es un wadrado mo.'qtoo , en-lonces 

Corno 
e.rr/otY. .. es 

vrmo:s 

d~nde :::> = ~,, + K1~ + P<13 = ~( R). 

).CR+B) = lCA}.J..f.{B) 

1.(ix;A) = K.Í.{fl) 

R::>f lo -!o.rHo J. : \f ..... ,.... IP.. es un fc..m:::.t'o-uA/ 
li'neal. 



DEFIN/CIDN 

Sea V un e".sp.x 10 v<':C-f::J ... 1'a / . 

yec1'-0ri·a I 

lo llamcunos 
deno+a. remos 

Fbr e¡emp/o J 

IR.n* = 

= 

= 

E::> PACI O DUAL ck 'l 1 '( Jo 
ror -c.;¡~ 

J. es lfncal ~ 

:51 V= IR.n 
I 

errloncc.s 

[ 1 : IR.n _.._,.. IR. 1 /fn-e.a..J l 
~ ) 

M(•,n) 

[ e t. : C E IR.º J 

6o:::\. \f un espacFo vec-fort'a/ 

es 1'.:somor-fo ClJ 

~ dtme~bn n. 
/R.n * t:Jrlon ces V* 



IRn__, IR. 
et: 

fbr 1.1n resul+ado arnen·or 

,- : · .. ,.;'[* ~ IRn~ 
.. -•• --. l·. 

.,.•·' 

"' 
,··,·.·. .. ' 

:. '• 

- ';;-." .. 
; ': ·'- ,< ~' ' _-· 1-i 

-·1 '. , .. '·:,; 
'.· . 

. . 

• ; -~ - > -· • • ~ •• 

sea V un espacio vec-fortal '{ 
conjunfo no-vado de. v. Decimos 
\./RP.IEDAb LJ¡...J E.AL- ;::>¡' ;( es de 

::t. = \Jo+ :f = {\/E V: \./::\Jo 4- S 
I 

donde .:! s V es (.[n -:;,u bEspac1'o 

Rt=.SUL.'fADO 

;(GV un stb-
<-4ue. ;[ es vna 
/a -forma 

s E :J' l 
ck V, '{ \!o E 

V un C$pa.c.ro -.:c.G/cm'o..f y J. : ""\/" -"?· /Fl 
un .funciono.{ l:'nc.2{ µ-,~:::me.es 

/lnt.a / . 

;!. . 



Ji[,78 

Dem o::s trae ión : 

'S.ip:Jnc¡a.rno:s f v E V : L (v J "" o< j >fo cp 

Sea. Por lo -iarrfo 

.l (~} "" O( <----9 .,( {v) - ). {l/o) "" O 

~"""> .l {'1/-Vo) =- O ( ,( /fneo.I) 
(.-') '\J-Vo E. ¡J( L} 

(~ " <; 'lo + N/l) 

{ \J E \[ : 1 {'I 1 = D< J - \Jo+ Nfl) 

. . {"~'f: J.f'JJ ... e><} es una -.Jatie.dad //neo../ . 
• 

RE'SULTAbO 

Sean Y un e~pacio vec.--tona/ / '{ 1-,, 1~, .. 1 .l. K E Vi'-
..func .. tond.tes · /in-ea.les. Sean 

ii1 ~ \ " ~ 'f ': ~ (V ) => IX1 

;[':4 == {" E 'J : J.2 N) = D<z.} 

va.riedo..des /lneo.../cs ~ V. 
~ "" ~' n ~ n ... () ;ti<- 4- </J 

s.tponc¡amos c;¡ue 
f!.nfonces 



. ,,. 

' 

es una ua rtedad /fn-eal. 

Demostraci6n: 

,', ' .. ·. • - i, 

,, ·como -;[, ll ;f.,¿ n ·.". n -;[" + 'fJ · ' podemos 
ún . veda/ . v_~ E · ;l. = , ;f., 1) f2.11 • - · 11 ;ti<- . '. . . . ... 

Fbr . Jo --lanio .1.;. {'I o J = .:><" Á 

y E ;t <~ ...(..((V} - ,{,f fVo} ::: 0 

<=> .l_,i {V-Vó 1 = O 

(.-':) 'I -'Jo E N (..f..;. J 

Y-Yo E 
I<-n N {).;_) 

.i=1 

K 

\J E Vo + n N t1..~) 
'·=• 

Como '°' inferse.cclón ( Ílniív.) 
es u.n su.be.sp:;;i.c1b / e.rrlo.'1<::.es 
su.bE:Spetb d.:: g2n . 

l!:r.l~I<" 

' 6: ,.( .(:, /<. 
l~,CG~ 

Fbr lo -fan+o /t:J.. fn-1-e-.rsccciÓn { Ílni'-fa ) de 
\t.irtedo.dcs /i'neo.k::.s e.s u.no.. \'arrwa:J lfrrec./. 



N.Bo 

RESULTADO 

V un espac.10 yec-forJ'al ck d f me-n::~ic!n f1 . · 

t'J~,V~, ... ,vn J 

.J..;. : V "-'? IR. la 

en+ onces. 

'{ 

uno.. ba::se 

J'unc/Ón dada par 
n 

dorde " "' ¿ ~j Vj 
j:::.1 

G V · J{:i?n 
I 

es un .func/O{)Cl./ l fneoJ ; / ~)..·s.n .. (¿ : V~ IR. 

{ J .. , .t21 • • .J .ln } e.:s u nCA ba =se de V* 

Demostm.c iÓn : 

c.cu:io.. bi'en 
·yo.. ~ue 

n 

" = L: ~·\J· . J J paro.. eado. vc.c-lor v €V 
J=I 

~ dntca. 

y ex E IR.. fOr /O -laftlo 

n 

w. = z Y)j Yj 
J"'I 



:N...81 

n 
J.;. 'D<'i+'N, = .J.; ( O( ?: 'J;j'lj + 

J"'' 
i, 1)1\. \I' ) 
. 'IJ J 
J=1 

, .. 

= . O< .(¡ (V\+ 1,¡ (W) >- :. 

.. - ,. ~ - .. 

es. un .funetonal lfneal 
' . .- -,,., ···~··->~ ; ' 

1 
1~.i.Gn. 

I 
J -G.iGn. 

\le remos 
fusfo._ 

drer;te: 

que { 1.~ 1 1.2, . .. ,-en J es uno. base ~V*. 
con ver que [1~ . .l21 ... 1 -C.n} ~ t'ndepen-

"5:J. porqo;.m os 

o<1 ~ ../- o(z. í!.2. -t- · · · -<· <Xn 1!.n = O 

=> (ex:., JZ~ + ~ J?..2- ./- · • · .¡. Kn .!!..n ) (\f ( ) = O E IP ... 
(c<¡J..(-1- c<zx2~·-· -t- e><n..!2n)(--!2)=0 <=IR. 



J5L 0.2. 

o<1 = o 
D<2 = o 

<Xn = O 

Ob:ser ~emes c;pe 

'/E V 
.€11 lo.. 

es 

es una base 

coordenada. 

A .R..¡~ ,.fr,z. 1 .• • 
1 

..en /a-s llamamos "fDNCIONgs 

COOR.t>eNAo~ de /O.. rose da.da. . 

.. 



Sea ;( - Va+ d' ~V una va rredad /fn-ca.J. 

~ponqamos dtm {V)-n '/ dtm ( J)=-J< 

X es de la .fotma. 

n 
n N {.().) 
A.=~·,' 

Vo + 

dondi:. 

DemCJStra<:fón : 

-e>eo.. ~ = Vo+ .:! una 

SeCA. { s,, s2, ... , -si<. J uno.. 

{ S1, S21 ... , St< 1 Si::-t-t, '"51<.+ 2 , .. . 
1 

Sn J 

-:;sean 

éoorden::;)..dD.':'S. 

--- '.,: 

functono..f.es · JrneaJ~s · . 
-· ·· ··· ·· 1~:.i ~n"' ··· 

L'arlcdad lrn-eal en v. 
bQ~ d~ d' 'I seo... 

uno... b:A.:se d~ v. 

las .P...tncrone:s 

(\ 

.J!.J.. {v J = ~) -:;t' V = ¿ ~ j 5 j E V 
j:=¡ 

PJr lo +c.n+o .f':Jn e !'on::i.f !rne::o.I, IG.l<:..n
1 

y 



en-Jonct:S 

\J E ::J (=). ~). =D ~..\1~}..~() 

(~ 1;_('1)=0 k:.-+ 1 ~ ..l ~ n 

~ " ~ N(i_¡) ~+I ~.is. n 

n 
á-) " ~ (\ N 11;.) 

,(:t<+I 

I') 

Fl:J r I o -Jan-lo :! = {'\ N (1.i.) 
Á.=j::.+I 

n 

;;( = 'fo -1- n N (1.,l } 
k=K41 

• 



I 

f"UNCIDNsS aJADRATlCAS 

'{ 

:t=oRMA~ 'BIWNEALES 



INTR.Ot:>r.JCCION 

:5lJ ponqamos 
'/ uno. .funciÓt) 

que -lenemo:s un 
cvcidmfi'co. en \~ 

'leo!or 

Nos I n+er es.o... estvdi'ar /o.:s curve~ ck nivel de 

Por nue~trCl er.perienc1"o.. en qeome/y/o.. QIY.;! 11/ica, 
oo..bemcis que Jas cVrvas e~ , 
de. /o.s 01qw·en.'-es .forr;-10. ::s 

ni..¡~~/ p;cd~n -le.ner uno. 

o 
htpe!rl::o/o... 

paró.bola. 

( 



Observemos O!Y-', ;:;.i e1<clu(mo:::; o. lo.s pa1dbo/~, r¡· ...., { , 

e/ tipo de ~rva.. .o..~Cl'O.do o.. la funddn CJ-
depende e;:.c!J.i::~i<10.mer1{e o~ /o-s -ldrmrnos et-todró.h'cos 

lo cual nos suq1·ere esfctdtar con mcf..-s de-fe,1/mlcnlo 
Q. /o¡s ".fOYffiQS. ruo.dr6.:ffCQ~ n I t;¡LJe ::::0/) -/Un::;lone;s 

_,.,...../.~ ''h ,..,.4 ,, • CU1..A.1.uv..11ca.s. omo~1 ... nea-s . 

1) <?z es un espaclo 'IJecfon'a.J , 

( <i>-t ce' Hx) =O:\+\",' l F-1
2 4- ( 02-t t12' )'):;f + (¡31(3' ){f:,~) 

{o<C)(x)= (o<~,)~t+ (cxt'2.),E~ + (1X(3)(E1E12-) 

CD (X) = ·~\ ~12. ..lr t.z ~~ + /3 F-, 'fi:2. 

<;'{>q= o,' g;,z.+ 't~'f:i + 13\ ~, lEz 



2) Uno.. base ce Q2 e.s 

es claro c;¡ve l fü, 
2

, ~e2 1 t;, füe ~ qenera Gl-2, 

veremos ~'3 -J.ambi'én es /ineoJmenfe lnde-
pend; crrfe : 

~ 

si ~' ~.2. + Y':z. ~l + f?> ~.~.e .::: o 

X= [~] ~') 

X = [~] d7 

~-[:] =} 

'l(\ =-o 

0"2 =-o 

.. 

J...o <;¡r.K!.. <;¡-reremos eúloroi. ~ irwe:s/)é:¡Or las 
curva:::. de nNe 1 ce /os e/emen-los ck Q¿ . - o in 
em barqo é.:::rla. base c;¡ue aco..b amos de dar no 
es Ja. mds adccuou:i.a. paro... identificar ce qué 1t po 
curvo. de nNel se 1r0--/a.. el procedfm(enfo USJO.I 
e::. e-fee:J-uar un cam bto re <:!c:ordeno.das /J'nea/ 
en 1/2.2 

1 es a·ecir I de. fa . formo, 

con U no - -:s1'nqu lar . 



se. 1ron::s-formc¡ en el conjun-1r0 

l )(E IR,,_: x:: \J)( 
1 

)t <: n..( <e ,e-Je)} . 

Es-le <!Ofl J u rtfo, como se 't)erd md.:s adelanle 
/ 

se puede e-:,c.ribn~ de la -IOrmo. 

'J'2.; ( ~, efe) ~ t '):. E IR2 : - ("Y , \ r., 'f.. = eit.e 

donde q, ( ~) :se ob/Jene ce e¡, (l<) p:ir rnedto de U. 

"° qoe nec.e~i-fa mes es encontrar una represen-
-lacitfn de <P que nos haga .{c(dl ob+erier 

...., 
Cp I 

-#al "- .(ljc1·1 cdmo que i:ara <¡, sea decir -::::on 

-sus curvas de nivel. \Jerem~ c;¡ve és-Jo se poede 
Joqror con ma1rtces de /q -fOrmo.. que ind1'care-

mos mcls odí!./arrfe.. 

f3s na. .fu ro.. I 
propiedades de 

<;µe o.I euesh'onarnos s:;bre las 
Jeis €./em~ ce (f>2_ I fú:S preqon-

-Jemos ol wn -fn:J~ormo.Cl'O:nt:::s lln ea/es 

d ~(&><X.)= <>< G>(K) '? 

. e ~ ')(.-t'I } -= ~ cx.J + e¡, C'I l ? 

\Jeterrr.;: .... -s q~ hfriquna.. d:: e:s-ta:s dos ptoplectJ.des 

-oe Cllmp!e ~ 



Por lo fan-lo 

e¡, (o<.><. ) = ix2 cp ( x.) 

cp ()(.+'/ l = Gi (x.} + <? ('{ 1 ...,. b ( '/..,'{) 

Í;-(XJ'/} = ( 2Cft1i1 + {3~2) 'rJ1 ·l- ((3r=, + ~2b"2. f;2 h12 

= [2\i,G, + p¡¡;• (3!?.+ 20'ú:O,] [~: l 

También se puede no-lo~r q;e. 

'/ que 

Cp(2><. } -:... l/- G (X} ::: q, (X) + G {X} .¡- J.r ('1<4X) 



:st.(O 

i:' 

fbr lo -larr+o ói fi>{X} e~ una -formo. 
cu~dtD.ti·co, en-/onces. 

donde ,ír(r'iy J = x;f; By . 
I 

con 6= s:t. 

:2) 'P (o<x.) = cx;2 ~(X) 

a) donde }r es como en (1) 

Obser~r que.. Jo.. tquo.Jdad 

~(><-J = L ".e ax 
2. 

nos proporciona una manera de. o..s1qnar uno. 
mafri'7: 0- Ja -Punc1dn r;, . 

También ¡::odemos -ver c;¡LJ:!.. Podemos 
estudiar las -forma~ c.uadrdhms. (}... fn;Nés 
de las '' íorrna.s bi I fnco../e-::. 1

' : 

2. 2. 

B::;. "' l .b: IR.2 ><- 11:i2·~ IR- : )r <x.1 J = ¿ 2:: ¡8iJ ~.;. "t]j 
,( .... ¡ J='I 



A-opiedo.des G.:! B-:i. 

' ) 62 es un espa0.io 'lec-{odoJ 

lfneo.J en X 

/ineoJ en y 
(-lomando o.. y con:sfQl)/e) 
{-/ornando a x con::sfanF-) 

/..o... cor re;spardencfo.. 
l:r {x,y J = x*- By , es. 
B¿ 1 /YlQ.. 

)J. 1-~ 8 / donde 
un i':somodi~mo ell1re 

Lf.) 82 no es J';:;;omorfo et. 92 / yo.... que. por 
el l'nCl:SO an-lertor cHfíl {fu) ~ 4- 1 pero 
dtm (Q2.J ::l 3 . 

donde 
y ;l;a¡ 

.k-(x,y) = x.t By , con 8= Bk 
que- )>- { 1--i 'I ) ==- ):r ( Y1 X ) 

Eslo nos -s.u:riere. c;¡u~. c:¡lti~ -::,1 

I 



.1\L.8 

rV 

ellionces. Sz cs. i~omor-fo a. Sz. 
-V 

/?.fl efe CÍO¡ ~~ s.2 yo.. qx la.. I 
carresponden~'o.. 

(o) 

¡;or 

T 
_h.~B 

)y (Xi'/) = 

donde 

X¡f;Bv 
(/ 

~ 

bf: '52 es·ld dada. 

f::omor.ffsmo . 

es fdcil ver que T ~ /fneal, '/ ademds 

,,.b(x,y¡.,,. )r('l1x} (.::?) K;t,g'/ .., ytt Bx 
~ '11;,Btx = Y'~/3x 

~x,y E IR2 

.l./ X.'/ f: /Rz 
~ B= 3!::. 

/ o seo.. que. B es la. mah-li!: -/al que 
<P('I<+'/) =- ~ (~) + C.,('/) -l- xié By ) . 

Se puede checaf ..f.dcilmenk 
c.orrespondeneta.. B ;.s., ~ ~ 
1's;orootfi~rro de. Q2 o.. ;$2 . 



la tia n.sformaai:.V> dada ¡:xJr : 
.. 

Si A G Mz en-!onc es. 

T(A J = cp es /Oi -formo... cuadrdfrca. <;; <p:z. 
-la 1 c:.¡ue <i> (x ) "" .,.:1::.. A x 

-::;e. puede checar -fddJm en-l-e c;::¡ue T es 
Ir nea/ 'I GObre, y cwe ., 

N[T) ::: l A E Mz. A*= -A j 

8) 

( Si' AE A2 dearnos c:jUe A e..s anti-:Jtméfnco.) . 

12.n-/onces M2~ ;5..z.0 A2 'f O.. c;¡uc 

~21) A2 = lo J '/ todo.. mah'i-:b A= [cx,J) 

r::le MQ. se puede escribl'r de la -formo. 

o<'12 ..¡. o<21 l + [ o 

2 O(zi¿ ~ o<21 - C><12. 

= As + A'!:l- , con 



:sr..10 

DEF/N/C/ON 

'Sea X "' [ ~)..1 E IR.11 • Una FORM,I\ CUADRAT/C~ 
HOM00.E!NEA ~... n \JCU'(OJ::>/c:;, fil(, ~z, .. '¡ !En a; un 

polrnom(o wadrÓ...+f co homoqéneo 
n n 

(p()l\= ¿ l2 '(ij~i.~j 
.{a¡ j.,.1 

Peno-la remos 

-lico.s por 
o.J c.on¡un-fo de las formas wadrd-

(\}n '= l (p : \Rº--+ IR 

'i'n eG un espacio \lec+orra/ de drmen::st'Ón 
n (n+1) 
~ 

. Demo:sh-ac.iÓn : 

Úni'camenfe "lt!remos que ~· ep, e¡/ E G>n y 
e>< E. IP- en-Ion ces cp ·t G>' y ex<¡, E Qr, , y daremos 



!L.ll 

u no. base ck <Vn . 
'• 

"Si <p, C,' E Gin, ex E IR. 

" n 
((p + ~I )(~) "" ¿ L 0\j ._l. tú) ~,i rij 

,:,_,_, j:::.¡ 
( <;,-t G:>') 

n " 
(o<<P){x) = L: 2:: (rx 'll'\~) ,.~,\ 5j E ~n . 

.\'=-· j-=-1 

n n 
que si (p (X) ~ 2°; ~ Olij ~~ ~j 

l.=1 J:OI 

erttonces 

+ . . . + ~"; 

" n .. ¿::: L: 1Xt:j ~,(. ~j 
i6j j=t 

qenero.. Cl>n . 



Sf_.,t2 

1\ n 
(p(K) ..,. ¿: 

'ÍGj 
2: Y,\:j ~(!:;J = o 
j-=:.1 

en-tone e::-:. 

CQ(C:'¡} =O a..'1) 01\H":'ll 0 

~(~_):::O =) r22. =o 

GiCen)=O -'9 'Cnn =O 

n t"\ 

c.ic~> = :z: L: tij "{;,¿ e.j 
i<.j J

0

::.1 

. . 1.t..j 

" n 

'/ por lo -lan-ló 

A;,r to -lo.nio L; 2: a'ij ~L ~j "=o 
\6j J!!¡ 

¿p. ~ij ~o 1 ~ iGJ' / J~j sn 

.. [ Fo.4 ~j J '""' . ~ . 1. J 1 l~J·~ n e:. independf etrk. 

V por to -{an-f o e!::> c.YKA. base de Qn. 



'5[., 13 

'f por lo -+a rrlo 

dfm (Qn) =- 1 -1 z-1- ... -1n =- n(n-H} 
2 

I} (p(IXX.) = o<2. ~(X.) ~~E Qn 1 X f IRº 

2) (p (lC..+'{} = <P (X) + G (Y} + 2J ,.Ó-(Kr'/) donde 

Á> : IRn 'K \R.n --'? IP.. e:;. -/al t;lU--~ 

,l.) .Á9- ()t,Y) = .kr (Y11') 
M.} h (x,)!J e$ /rneo/ en X 

,..& (x,y) es /frieal en y. 

V donde c:p(x) = ,b(x,x) 

Demostrac1dn : 

' ) 
" n 

G>( o<X)-: L, L ~\¡ ( rK ~~)(o< \ij \ = 
.<.-1 j::q 

" n 
<><2. ~ :?= h"(j ~Á a;J. 

A.=I J=I .. 

n n 

2) (p()C.+'¡l) = 2:22 tq ("G>;.-'<Y),4._)(l~j.\-~1~} 
,(101 j=t 



•· G(l\t'{)::: ~(X) -t ~ ('/) -l 2 ).¡ (l\i'/) dDride 
l'I n 

.),. (1<,-y) ::: . ~ ¡, ~ tij ( ~). l1j {- ~j V)¡. ) 
,\:::1 JºI 

Ademe(:!> 

de donde -:;e \!~ qcte 

/lneo.J en )< '/ en ..¡ 



1'..15 

la tSimefr.lo.. )> {~'/) 
I 

J..ambú!n ~ /tno;i.J en 
'/ . 

fby ú/hmo 

n n 

¿ L: 0\j ~..t c;j 
~-:!I j:::1 

RJ'f lo -lan-1o 

Ob:serua r qtfe 
qtJe SI' 0(XJ 
qdr.e:A, .entonces 

de paso hemos ckmo:stro.do 
es una .fcmna cuadrdhta homa-

os. -lal q,ue 

_h-(X.,'/} =. ,,{y('/ I ~ j 

.h('f..1'// es Unea.J en X 
1r l'Ñ'/ J -es ffna:tl en c.f • 

Lo usa tennos mds adelanfe. 



"SL.I CD 

•¡ 

\/er comó ura ·funciá.-, 

E:s1ud fa remes 
donde m y n 

DaFJl-JICION 

poeden ';Ser dJ'.fr:renle:!> . 
I 

Una FUNCION BILINE.RL E.N ¡p_m )( IRn ~ un~ 
functón 

-la/ c;¡ue x.,x., ,><-2. E IRm 
I 'l1 'li1'112.. E \Rn 

~ cumplen Ja-s ptopredadc.s 

I) F ( ~><-1 + )C2
1 
'i) = fX i= ( x.,,y) -l- F ('l~N) 

2) F (y..J f3Y1+'/2) = {?; ;=- ( X/'Í 1 ) 

es 
:5Í f" 

(pa~ 

decrr, dec.rmos 
eG l fnea/ en x 
X .f-'t'¡o J . 

+ i=° (XJ'Ja) 

<4Ue r Í~'/) ~ 
(paro. y ft'fo J y 

\/eremos 'Pe ~I e;:;.coc¡emos ~1:::.temas 

1 
IX 1 ~ E IR 

bi/fneal 
en Y 

de 
cc:ordenacb;s. en 1wn y en ¡pn 

- I 
enfonces pode-

enconlr'ar eXpresi~ qcneroJ 
, 

mos una o 

.fórniO.. p::::m el IJ010í de 'F (Y'l'{ ) • 



RESULTn-00 

~ponqam~ 

·fUncl'6n b1'/fnea/ 
t;¡ue :f. : IR.m y, IR." -~ IR 

en-Jonces 
es unq 

m o 

:f" ('l<.y) =- ~ ~ F(c¡, €j) ~i 11j 
.1.=1 J"'-1 

donde X= [f.3,l] E IR.m 
1 

'{:::: [ '}1j] E IRn i e_¡ E IRrn, 
E?j ( \Rr¡. 

Dema5/Yac1dn : 
t:J 

X ""' L ~¡e_¡ 
.l=1 

m n 

:t="(xi'/) = F ( L: ~;.e.e: , ?:11·1ej) 
Í..=-t J"'I 

n 

= L 'Yl j F (€¿1 "E'j) 
j-::.1 . . 

n n 

.... L, L F (ei:,e.)) ~~ 'Y1J 
i::1 j=1 



-sr. l9 

Dt=F/N/C/O/.J 

Una PoRMA 61l ... /NMI- J..IOMOqEN&A en /o,s Vartab!e.:::;, 

fJ°4, 'tie, ... , ~m, '11t,11i., ... ,, '71n es un pol!nomlo 
m o 

.»(~,y} ~ . '¿ L f;>rJ· ~; 'Y}j 
Á-""I j==-1 

X= (~~1 E IRm 

'/ -= l )1j ] ( IRº . 

Fbr /o -lan+o ~,· :P : /R.m X mn -> IR. es Unci 

.fltncfdn b(Jfneaf en lft'1 x tR.!1 en-tonct:-'S 

F(Y.,'/) es una .fOrma bd{neo../. 

Rt=:SUL.TAOO 

m n 
Seo... Ar (x,y J -= ¿ 2: {?;tj ~). 'YJi Uf)c:;t .formo. 

.C-=1 J=t 

J;n·J11teo...I . /::n-1-onc.es 

donde 

Deroos trae 1&1 " 
fl'I n 

?: ~ (3tJ ~~'V}j = 
"'=-1 r=- ' 

m 

-=- L: ~.i · l f3c11'1 + {2>-tz.~2 -1-·- • +(3M ?1nl 
i.::o.J 



17.n 

=- [ \:, \32. ... ¡;;"1] /311 f.>1~ (3m '111 
¡:;~ (02:1.. /3M ?'¡:z. 

forn1 {órll'Z- ... /3mn 1z,, 

= y.;k. 8 'f 
A 

qve olxeNar que. la .fo1mo.. b1'//'n-eal 
e.::rtd. c.omplefo..menfe de·/ermfnc1clo. ¡:vr /O. 
6. 

Obsetvar -larnb;cfn c4ue lo. enhudo.. 
matrl"l. 6 es. el coe.fiC.fenfe de r.;..i '1j 

(.3rj de /o. 
et'l I o. -f'o r mo. 

"6- (l<IY ) . 

RP-SUL.TADO 

m n 

-:Seo.. .h(X.N) -= ~ ¡: ¡3c:J ~..i'Y)J un0i +!orma. bl/lfleal. 
i=1 J:!f 

!Zn-lónc.es P{Y-+Y,X.+'I) = ):r(x,xJ -t-}J-('ft'f) +.)>-fr.,y) f .Ar{y,x}. 

D::!mostracidn : 

Á7{'1-.+'f 1'l<+'I J"" Ár(Y-,1'+'1) +- h-l'/1)<-t-Y} 
= k{1-o< J -~ Jr(t-N} .+ k-('{ 1't.J -1- }r{y,y) Q 



:sr.20 

P.ESLJLTAOO 

m n 
B(m,n) "'' ·/ ).r : /Rm )l... f,r:<.'1 -> IR : J7(1'N J :::: +: ~ f3ií f:;j Y}J· J 

t-·I J-1 

( p--t J:r' ) (y.,·..¡) = ,,& {t.¡'/) +)/(¡~y) 
( o<,b) ( 'f,, y ) = C>( )~{Y'I'/) 

En-!onc-e:s BCm,n) , con ¿s-fas operacrones,, e;:;; un e.~po.-

cto vec-lorio.I 
1 

y ~ d1111en:s1'Ót1 ~ mn. 

Derro::;tra c.r'Ón : 

\Je,remas Ónicomen-le c;¡.c.e 
e:a c.tnCL tase de BCm1n ) . 

<fue f ~.i ~~j ~ qenero.. 
m n 

),(>'¡'/) = ~ ~ f>tj ~ .L ~· = o 
l=I J""I 

{óc:j = J.:r( et, ej J =o 

Fb'( lo -/curio l ~ _¡ VlJ. ) 
'/ qcnero... 13(m1n) 

R.rf Jo -lan-lo l e; i l1j ) 
'{ cUm (EHm,n)) ,,,..mn. 

.;:)<c;l/1 x = ei E' IR.m 

y= ej ~ 1'2.n 

'

¿_ •¿_ /L.'¿ - i .-m , -J -n 

e::. lndepcndienfe 



COP.Ot.AP..10 

B(rn,n) es (:.somodb o.. Mfrn1n) 

"::5e'CA. T : eiCm 1n) ---'? M (m,n) 

Hneal dada p!J)' 

lo. +ran:s[-ormaci6n 

dona~ 

erlonc.es T es un 1:somor.f-'i~o 
M Ú'll¡O}. 

ei· E ¡p_m 

ej f /Rn 

m n 
,./;(y.,-..¡) = 2: ~ ~ij ~;. 'Y)J. E B(rn,n) 

.,.,., J=t 

Tlh-)= B 



Bn es {somor-0 a. f1n . 

~ecordemos ~ve 

Qn "' [ (p : IR. .... -> IR. 

Como /O.. dimen~rón de Bn ~ n~ y lo.. dfmen-. , 
01on ck Qn = n {nti) en-1-on e~~ Bn y <f)'l no 

2 

pveden ~er homorfo:s. ( '-/ (XIY to -lan-/o 11r, '{ G>n 
-lampoco pueden '6t:r rsornor.fk. ) . 

Sih emboJqo, encon+raremos Uf) &.Jb::spaClb de 
Bn 1 'I uno de. Mn, ~ve :::sr .:uAn (6omorf-o.s o:. 
qn. 

o eflnimos una 

,., 
T ·. Bn _.,. Gin 

aomo ::.fque 

~,· h€ Bn T( )J..} = (p E Q11 

1-r h-J r )( 1 = JJ.. (,x, )l. J = (p r r,.) 
donde 



es una. -funclÓn ::so!.?re 
I 

yo. c;¡ue s,. ./ornamos 
ce; E ~n / errlonct.:'.S ::sea )7 E Bn 

( Sa.bemcs 

de.m.."'C5tro. mos 
~ve. P. G Bn yo. que an--Jerrormen-Je 

c:;¡.ue 01 {9 E Qf> 
1 

ef1-lonce.s la 
.func.ién ).-;- de..frntc!O.. arribo. per+enece. o- Bn ] 

)>{)~'/ .. J = <P(X.) '/ fOí k:> -la.n-lo 

·'Sin ernb:xrqo r no es una ./Une1·6n inl/ecfi\Ja, 
yo. que. d'm (Btl l > dim (Qn) • 

e Cudl es el J1verncl de T ? 



N ( .:¡::.) ::. l ):i E Bn T (J>) ,... o E CVn \ 

== l), <2 Bn );-(Y.,Y.J = 0 } 

~pcmc¡amos 

Pero, eomo \lfmo:s an-tenbrmen-le 

:tJNersa.men-J-e 1 sr· ):r ('!-:y J ::: - .b ('/1x J .V X¡'/ f ¡¡;:¿n 
-err/onc.-es. );(Y..1 )C.} =- - )r{x1x) y pe>r {o -lallfo 
k ( X1){ ) - o :V- X G 11)..n . • ):, E N tT} 

RJr Jo -lan+o 

N (T) =- { h- f. Bn 

D'I?.?11'1lCION 

seo. .h E Bn. CJeCfmos que 

1) ),- es :S/METJ<ICr:1 



~eC\ Sn =- l h E Bn : k e.s :!>fmc!fnca. } 

An =- l .-0- E Bn : .h- ~ anh'~lmé+r¡'ffi J 

RESúLTAt:O 

t>emostraetón 

:sr..25 

"Seo.. k E Sn . ~n-lonce:s );. se puede esctiblr 
de Ja -IOrmo. 

.,h(x¡y) = .b('t-i'I) +)r{Y,x) 

2 

,,&[y,_,y J - Á;-{'l,x) 
...¡.. 

2 

donde. 

· aaernds 3n n ~ n = lo~ I l/0.. rv qu ~ ;Sf eXfsfe_ 
k G -:Sn n '1n en/Onces unc:t )r G Bn -la/ t;¡uc.. 

A:r r>v-1 J =- ):r ( 'f' )q 
- )r (X¡'/)-=- }.r{'f ¡X) 

:. ÁJ{X1'/)~ -Ár{'f..,'/) 

~ )7-=0 "" 



COROLARIO 

,..., 
Sn es i:somorfo a. Qn . 

Demostraek5n : 

J,o. transformaoon T : Bn ~ <Pn da.do.. 
FOr T{,/;-) (x) == ,,b-{((,x) e.s /lneal 'I :::obre 

y N(T)=- An· 

R?r otro lado 

en <i>l"l a 

Hemos "i:s-lo e;:¡ u e l"ln ,v Bll 
"' '5n ~ Qn 

Bs naft.Jro.f e!::.perar q.~ -::51 

Sn = l AE Mn A* =A\ 

An == l AE Mh ·. A"- ~ -1\ \ 

en/onces 



RestJL.TAOO 

..... 
Sn 

An 
es ¡'somo do o.. Sn 

es /:50rnor-{o o... An . 
'I 

Demo:::.1Yactón : 

J..Jabi'amos vis-fo c;:¡ve /o.. 1ransformaci611 

T: 8n -7 Mn do.da por 

donde p. {'l<.1'1 J 
m " 

-= /_: ¿ {3cj ~,i YJj 
i=I j::.1 

Bn '/ 11n. 

-s; ,..b- E :Sn en-lonce:s ,,b-(e¡_,e,j) = h- (eJ,ei) 
FOf lo ·1-an-fo (3i,j =- #Ji ,. 6=='8~ 

.. T{Sn} = -Sn 

..__ 
SI Ár-G IJn en-kmc.....os -h·{Ci1Cj) -= Á:>-l eJ; e¡,) 

. . - /6 f.J. .. ~J·i - 8 =- B;t; 

T(?fn) = {Jn 

"'V 

lo -lan-fo 'I An º1 An" 



RE:sU LTADo 

Dern~tvac.r'Ón 

Fbr 

por 
c.111 Jo.do -/enemo.s q.ie Bn = Sn <B An 

0- Mn. oteo Bn e.s 1':wrnor-fo 

fbt /O fa.¡¡-Jo, ~' T : Gn -':>' Mn es Ul'I 

j:50mor-f.'1~.rtio de Bn en Mn, ertlon:::e:s 

T(Sn) ... T(Sn )@ T (An) 

"Sti es t;::.omor-fo a Qn 

R>r el reGulfado 
;:,lempre lo. podemos 

ankrior 1 unC1 -fofma cuadrd.hta 
cscrlbf r de Ja -ro1mo. 



\Jcremcs '=Fue. 
un cambl'o de 

e:-:-&lo.. repre:sen!cmon 
ccorde no .. c.to.s en 

SCC\. -:n--( c,1cR) °" l ~E lfln ·. c,.::-.(y..}""' oJe \ una 
ere nNef &: G. 

un 
-Si s:c :: 
carnb1b de 

1 
dOnde. S c.-s no--sfnqular1 

coorder.adas en nzn 1 en-:onC"é'S 

¡:ara 

s ('Pv((t1,C·l-2}),... l ~E IRº: y,= SY. con X E: 7t:-( ~,c-!2) ~ 

= l 'f. G. IRº: )t ::i 5)<. ~ ~(Y.)::: de ~ 

- l ~E IR°: (cJy~)*=A (s-' ~) = efe } 

= l Y.. E IR.º : ::J...*- :s-* A s-1 ~ = cte ~ 

\ ~ '""'k ....... J- -A ~t:As-' ? =- l "G. IRn : ::C. A 1.. == cte. , = S l 

= /¿;....( ep ,ele) 

. o :sea, t;¡úe al efe C'.¡4Ja r un a.amblo de 

c.oordena.das en Jf.Lt'I en-lonc.e.:, la -fbrma 
cv.adrd h Ca. 

I 
rhv.n~·f-otma la .formo. G> (K) ~ en 

~J.adrdfl'co. Gl r.) = ::¡._k. A Y-. 
...., s-*- C\s-1 : donde A ""' I 

¡. ) 



CUNa~ . de lihlC:l d;::. 
N 

.e¡, . ·. 

~ mi~mo and.11'~1~ se p;ede Jx1cc-r ¡::aro.. 
form~ bi lii1ea.J·e::::. 

IR."1 X. IR n 
)r 

? \R 

sl le JI 
IR."' )( IRº :¡;. IR 

Y:.= S x. 
1 

'i = C'J sori cambrc~ de <!ODrdena-
en ¡g.m '/ ¡~f) respec-/No.men-Je. ( ...¡ fOr Jo 

5 '/ e '$00 no--:s~'rrqulare~) en-fonces 

con 

¡; ()(,~ l. 



R:>r /o -lanío 1 -::::.i ir y ;; rcpr~~=(:n-iao /a mr::.m"1 -forma 
bil/nea/ 1 en-Jonces 

Sean )7 (XN} = x-t By i.f k { i I y ) = x* 8 ~ 
d~ -fOfma::. bi J[()-cales 

Decl'mo:s c_¡ue k y ;¡;. ::s:;n e<'VUJ\14LENTES 

-:::.i represettl-an a. lo.. mr~ma -ll.1nct6n biUnea/ 
con respedo a de-fermrnadas b:.1-se::s cJe IR.m y 1n.n, 
~ decirs ~· eiu'::.-~n S <:: 1-1 m y C E Mn ambcts 
no- -si'nqularE..-s -lales c_¡ue 

-6-(x,y) = k· ( sx, Gy) 

-sean e I a E M {rn1n) . Dec.tmei:::. c:JUC E> y 8 
$:::lv) Et:¡JU/IJP.l.Ef.JTES -:;::,¡' eYJ~-len '5 E Mm " '/ 
e E Mn ambas no- ;!ifnqu lares -Jales c:¡ue 



(con A=kt 
/ 

(o '/ 

mafrf-7.:. 
(;; ;:;..·::.>(} C'Óf.íq,<;;.?,UENi~S 

n~- :..~Fn:¡ular s -/al que 

0 (X)= (S; ( Sx.) 

es. dec.tr, ói <' '/ (; repr~-en!-:..111 !el mtsnJa. {wt:.tón 
con r~~do o_ do::. .J::a~es de /CP . 1 

::;ean A y 
CC;.J6¡RUSJTE ~A 

--lal que 

Escribimos 

A continuación 
cuadtÓ. h'ca en oiYci 
más tdc.r J dectr 

"-
A E Hn . Dccrmo~ 

./e un fJCl.mbto de 

vererno:::s cdmo trarrsFotmar uro -Forma 
fotrna cuad1,dtrca 1 para la wal -sea 

cómo -:::on -::str.;;. a;Na:s de. nNeJ , ~cl1an

co:::.rd<:n a da:s. 

-Stn embarqo , an-!es d2 pro.sa¡cerr , verQ'"flos Ql 
e! oncepfo de .flt11ddn bi/in-eal ci2 V xw en lfl · / donde 
V y W son C!Ua/..!'St;¡<Jfeñ:i.. es¡::adcr.:;. vec-lon'c:Jk.."'S 1 y 
-lamb1dn v·e1<emo:s que la-s pcdemo:s esfodrar FOf 
mect/o de .fbrma".:> bt /ff)eo,/es en JP-m lC /!2 n 



bgt=JIJI Cl ON 

'Sean V v \r\f cs¡xicto:s vecfonales 
BILJNE[)L en ·v Y.W e:.~ unLl -f:unción 

i'.=': v){w _ .. _,... 1R-

-lodo V/v4 82. ~ V, 
-:::e 1tene ·. 

-/al ove ., 

1) :f:'(c<'l/-t -4\J21 \N) = ix:t={Vi/~~-i) ·t. :t~ (\J:<1'W) 

2} 1= ('.JJ (:)\f4~+~~¿) == ?> '{:: ('l 1'.fl-t) -.?- Z.- ('Jj'·N2..) 

de\!ir 1 F e.;s bi/fneo! -::si 'F es /fn(l:J./ 
( PJ r1A w .f-f ¡o) y en w { fX1 ro. V .f-t¡o J • 

J..a-s -R.mcl'oncs bi l!nea.les en 
poecten esfac!rar por medio de 
biJineoJes en Jí<.m X /f.J.fl ( cf:>r.de 
dtm (VJ )=11 ) · 

-vxw ~ 
Ja6 -(orma::s 

dtm ('f}=m y 

~r/O Ge de.be a que corno 
~ i~mot-f.o 

I ('\TY.W, IP-) 

o.. m.m X JJ:<.fl I 

~ l:.'iO[llOr-fo 

en-fónce:s 
O- 7.... {1i:zm ;t. u:¿n' IR) I 

donde 

-s; -lomamos Qoo rei'enacas 

vamos a -lener ~ue, : 



SJ 

. , S:c: \f -'> IR.m 
C:r.: V.J -;..- lRn 

~n -::;.fstem~ de coordenadas en V y 'J.J 
te::.pec-fivamerrle , en-!once:.:. 

i= (\Ji' ... N J e. h ( '5.I.('1)' C:l.(\."{) L 

-:!'>j.\J)I: B G¡;l'IN) 

= 

donde X ~ "Sr. {\f) E . 11;cm 

'/ =- C:¡ [V'J} E nin 

· es. decit1 donde 
coordenada~ de v E 
de ooordmactas de 

){E lf~m ~ el 

V / '/ y E ¡gn 

WG W _, 

\JedOr de 
e:s el 'J ec./Df 

o~ervemos que -oi [v,,'J~1 • •• 
1

\Jm ~ es la ba-se 

ck \J que. de·kJrmlna ~ 
1 

y { 'N41 \J\12, ... 
1 

'1.lJn ) .e;s 1"1 



fbr /O -IO.nt0 I 

r::vr..w ......,. 1/2 1 

l=NN·J J ::: 

:::JI -/-en e.mas. 
en-!onc.·es 

x,t ª" f 

e¡E JR.m, 

l~i~m 
I 

una .func1on 

ej € /Qn 

l!f.fG:n . 

b1iinea.1 

donde 6 e.s Jo... rna1ri"i2! dado ... p:>r 

f!n3 =- F ('11: 1\Alj) 

con [ 'ltN2 1 • • •1 '-Jm J uno.. ba~e de V¡ 

{w,,\'lh, ... ,'-"-In} uno... OO·<:P ,__ cfr. w 

'/ donde X G lRm, y G ¡p_n ó.?t'J /O:S \/CC-!ore:s 

de coon::tentJ . .cü:;::"!, de 'V G íf ·y w. G' W con 
tes-pecio o.. /o;::;, ba;:;,c.s en (!J.lé!S11'6n 



.::r...= [e~, 'Cz J / J.." = [ c.4 e~ J 
- ' t • '> .IH = [ "Cr;, 'Cr ] 

Sea j' IYl¡¡<;. ::: 1 ~ :I ~IR .r 1.:r:Á -es un pclrnomto 

de qrado {;.m 

" 
.p e.s e~ en I ~ 

Ern'onces 

I) La .fil nción 1= : .:Y m ,m x .:f 1,,n ~ IR dada por 
,. 

:t:(p, q J "" ¿:::: p (1"1} ~ (r;.} 
.(:¡ 

, donde 

es bflrnea.I. 

l Qecordemo:s que 

:Ím1m • f .f: I. ~ IR 1 f e.s un po/f¡¡omJo 

qradD ~ rr'I 

veremos t;¡ix:. ~ es /rn-eal en la primero. 
aom¡x:meníe~ 

-St p, p1 E .:::f m,m en-lonc.:es 

r 
:t:° (<Xpt-p4 1 Q) ::- L {D<p+p,)(-C-.d qtq) 

{:::¡ 

r 
.,.. ¿: r O(P ~,¡ > + 'P~ (C",i.' J q cr;) 

(=>I 



\" r 

= L:: O< p c-z;_;_) G cr;: ) -t- ?2 f .i ( c~l ¡ g cr:.¿ J 
Á=<I A=I 

Fbr 
se ve 

Jo -lan~o es hneo.I en P· Arti toqamenk 
que f /lnerJ./ m q. 

Unet fx¡~ de ;:}' m,m -es { ~. e, -c2 , ... , C"" l 
) I y 

uno.. bo.se oc :fn,n c:s { 4, ·0,c2 , .•. ,, eº J 

Rlr 'º -lan-Jo "SI ..6 es Jo._ man /;t. ct.so.:.to -
do. o.. r: en ~fas l::ast'-.S¡ errlonccs 

\"' 

/31.J. = F ( -ct-11 c,h) = Z, (Cit.}t-t ("<i.JJ-1 = 
!(.:: 1 

\" r \" 
i .2: e,(. L:~! ; .L. en-; 

1<. 
14=1 ~=1 \! =• r 

±e~~ 
r r .L;c"- 2-. c¡3 

Gº~ _.., ¡<. 
K=1 ~=· i.:.:::.1 "'"'' r r ~ ( ¿ ~-~ ¿e,~ ¿: CiH ' .. B - ¿-e~ vil- ~ . 

' 1(.:1 ·~· ... , 1k:1 l:.=1 

r ,. r Y' ¿-, ¡_-;~• 2' .¿1H11-2. ¿-e;-· ¿t~ _, .... --' ,, 
"-"'1 k.,, 1 l<."'L 

1<--=-1 

.. 



!2) · w -runci6n F: :Ym12. x .%,2 -~ m. dad~ por 
Cr 

F(Pi'4.)= r p 11 (())q'tcr) dó' 
e, 

donde 

l.r 

."f"(D<p1-t-F21'4) =- f (o<.p,-tf2) 11 (cr) q''(ir)dcr 
-e, 

Cy _ r t0<p."+p..," )(O-) q··cir)d(f 

e; 
í:y Cr 

= f o<p,11 
(()) ~¡' 1 (0"} dCf4- f ~11 (\T)q''(Ó')dCT 

C¡ 

R:ir Jo -Jartlo en p 1 y cte 
rnanem. ancllocp es Jf nea.J en fJ. 



6) Sza.. 

~.:;:. . n 

'Ir (A l "=' L~ O"\,¡_¿ 
l'::: 1 

E.n-lonaes .fanct6n :¡. ·. Mn x Mo -'.)> IR. ctada 
por 

donae lt 1S1B G Mn es bilfnea./. 

Primero 

fl 

ft ( Ae,) = 2; ·1-,ct b;,. 
.{:1 

11, t. 
Fbr lo -lrutfo d I A , e <Z Mn e.:: ;;?.2 k 

I 

11 

+r[( tX A+ e )(s BU = 2-: (o<r,;.~+9._¿;t) (:sb.:r .. ) 
1~1 

n n 
= ¿_:. (IX Y,i:t ~-) b).) -4- 2; ~,¡,-:t -:>b)... 

.(:::1 i-::1 



:st .l/.O 

n n 

- e>< ¿_-; t_¡·k (Sbj..) + ~ í:A :t ('Sb,,t) 
i:1 A=I 

= LX i=(l'q B) ++(e¡ B) 

Fer lo -lao{o , F e::. lineal en A. De manera 
and Jcqa se p1:ck; ver que F e~ /Jnea.1 m 8. 

Fbr lo -tan-Jo :¡: e-=. bi Jinr..<?-1 . 

Observemos ademe;/.::;, t;¡...le 1YtA)= -Ir (A~), 
y que ¡::or lo -k:urló 

1=(A 1B} = -ft ( A-s~) 

-= fr { Bt. s* At.) 

.. 
en-Ion ces :l=(A 1 B) - fr ( B* -:.sA:t) 

- t- { B;7:, I ¡;/:) 



-seo.. 'I an espo.cl'o vec+cmu 1 de d1men::srdn n 1 y 
-:s-eo.. S_¡; : V-"> ir~ un ~ts-/cmc.1 de. ccoro'ellO.das en 
V 

Dec1'111os que G ·. -V --> IR 

cvAD!2ftT/C{-} en í! -s/ et.r-:>-tc uno. 

G> : IRn -~/P.. -ial que 

e:s. una =tuNCION 

f'orm:::i Quadrd1k:o. 

:s!' e/ s1qurcnk dwqrama es eonm!tlat1t10 

Por to . -larr.Lo (¡ : ...¡ -? l/:l. ~ una .f1ma6n C!U.(). 

drdh'cOi en 'J -si' 

(¡(V) =- ~.tAx I A";:>A* 

e/onde )( (¡' lf2" es el vector de coo1denaclas re 
V€ V . 



Todo. lc:i -i-::.orfo. quz de-"Sc:rrollarnc:s p.-:tra -form:;:¡._'S 
cuadvdhco.:s en 1r.:.n , · y -fo:-ma::s bdincdcs en 

Fbr e¡ernplo 1 cte:c,;mos ~/U2-

SJMET!21C~ -51 F (Y1W) = ·¡::{W,V) 

t= : V X V -7 IR e-s 
-V v,vJ; E -V- , y ~· 

'q; : V --';>' tP. es-fd definido. 

G (\1 ) = "f"('..! i'l ) donde 
'/ ~f méir"ic.o. 1 -entonces 
cuo.d rd h"co. en -V 

E.JEMP/....O:S 

"f' : V X V -';> IR 
ep es una 

e:::. biJt nea/ 
-fanadn 

1) S..."'0-. =F" ·• :fn,o ')(. ::f'n,n _,, lfl dado. p:->r 
r 

+(p,q l """ 2: pCC.i.) ~ CC.l.) 
A :.1 

donde p, q E jn,n 

fbt 'º -kur/D ::t:" e5 bi lrn-eo./ y :simf!.!nto.. 

Tur lo -lan+o lo. -fund6n 0 : J;/I -7 l/"2. dado.. 
-,=ar r 

(,(pJ-: rCp,p) = ~ 'P (<:.L )2 
A=1 

es. uno. ..función cuo.dr~fica en -:J,,,11 



5L43 

Q) -seo. :¡:- ~ .::l'tlp .. X :Pn,z ~IR. 
t:r 

f p'' (cr) ~l° (cr) dO' I 

~rrlonc.cs -r e..s hilfni;!'Ot/ y ~Jmefnco... 

dado.. 

Q; ( P) ;: t- ( P1 P ) 

f.Jnc.ión cuadrdh'cc..1 en :fn,2 . 

dado. ¡::or 

J:¿¡rJonces 

yo.. ~-ff }!? 'f"(n 1B) = 1::[81.:,A:t.J = t:{8¡A) 

-51· B=B~ y R==A* · 

fbr Jo -Jan-lo }{A íunc1611 ~ : "Sn --'":» IR. 
da a a por 

-. 

~(A}:: +r ( Asf.t) l donde :5 ,:::¡. :s:f: 

e:;. U(}?!. -fu . / flCIO() euadró:fica (;:'/) "",$¡¡ ~ 



REDUCC/ON DE 'FOF~/'1~,s 

CA-NON 1 (fi·S 

Lo.s formas cuadrdhco.:s pan .. 1 las cuaJe:s es 
:sencdlo decrr cómo ~' .:sus cuNo.s''

1 
ct:: ni'-icl ~:sen 

aqveJ/a'5 '?Je. =::-e YCJ:tucen et Lmc1 suma d=. 

o.Ao..d ro.das : 

n 
ep (x.J == 2: e><,;. ~1' = xi: A "', 

donde. A 

Veremos 
nNeJ de 
e~ n=3 

.l=I 

es una m.,,r-!·ri~ dfaqcnal. 

o..lqunos e¡emplos 
-formas c,twdrd.h'cas 

de svper.frcr~ de 
dto..qono./cs para el 

1) <P(K) = cf, ~t + J2 ~: ~- J:> ¡;_; con 8¡. > O 

n. ( <"o, ~--) = l -::e E \Rº (p (:x:) = ~ 1 t > o ~ es cin 

el/psorde . 

(1) Nosofres neis tekr1mo:s o. /o.:s "curirns" ~ nNcl , aunat1c. ei •) 

o.bje-lo 9e.omeltrrco d::I 11ua.1 c:~lc:mo:> hablando no ,-!cm,'::Jrt:: 
OCCA UOt;\. CUf\/{A 811 /;;J,.'1. tOr t.:¡~mf-'/CI ¡paro.. n:3 -Íí''·' .. ·;os 

~1perffc.rcl'; ; y pCJ.ro.. el (?O.so qcn-c.·w "h/pi::r;:;up-" . ,,:';..>" 



2) 

(a) es un h!1oerbololoe de 
l-W.?.. ho¡'O.. 

{b) con. 't< o es un hfperbololde de 
dos ho¡as 



(e) 7..:,. C Gq O ) es un <!orw 

5ea 

es un cilindro el(pttco 



(Q} 

~ un af/lndro lirperb6f{co 

......... 
..... ... 



d' >o 1 1 

son dos p!o:.nos paralelos 

{ b) 7!... ((p¡O) e-:;, el plano 

Dc:.cl'mos 

e:std. era 
que una 

la -formo. 
fofrno. cu ad rÓ:hco. 
CC)J1Ónico. 61 

C,a{X) = 

con M fu,.n. 

Fbr lo 
~; 

con 1 Pffl lG-n · 



\/eremos 
-se p.rccie 

·J-odo, .(brmo. cuadró.1i<:-a homc-qó1m 
Lmc' Por m0i ecin6o ic.:.:i ¡ es 

que 
llcv..J.r · a 

a'ecfr , -fodo. -Fbrrna cuac!rdhc:a ::x: p.x:o'e rc'c!L/-
dr ~ una su.mo.. de Cl /o rnc(;:_; n cuo.dro..cJo..s 
e.Asando la +ccnico.... 

I 
d:::. e.orn( ... 'iick1r cuadrados. 

an+es 
para el 

d2 ver eJ co..so qcnero.I lo 
caso n=-= 2 : 

(aJ 

-:.:;,· t-(11 > o 
1 

en-fonces 

(f (~) = 

.'· G>(X} -

donde el -s1·qno + '!'=.O es(!.oc¡c seqdn ..... _ 
2 

lX'12. pc-:s1'fi\!O 
, 

neqafNo. CX22 - - :seo ... o 
. o<11 



~n-fonces 

(b) ~ en-Ion ces 

CQ(X)= -[ \!X'uj~~-2CX1?.fo 1 ~e.] + l>\'22~: 

= _ ( ~f.;, _ K12. ~2 )2. + ( o\2.2. ..\- o<1i ) ~&2. 
~ \<X11I 

= - (~ f; 1 - ~ ~2 )
2 

:l· ( /K2z + c<it) J7~)2. 
~ll>í1d \t{!ll 1 

' . 4>(~) = - c=z + ~2. . \e>' - ~z 

donde ~, -- r----o, (l( 1 ¡:: 0<'12.. = 'P -.,¡ 1 (l(u I Joor - _ ~ 2 
~ 



ce) y V\2z. 4~ o / en-loncc:s 

-- 2. 
5<12.. ~I P2 (¡ (x) (J ():.} = c<11 ~, + 2 == 

-donde CX.11 - t>";22- :/o ~. - ~2 I 
IX¡z - {>\¡r,>_ 

I ~2 =-- ~ 4 

P~ lo iarrto / ~mo ~1 fo / 

CI paF·lfr 
usando 
-seqón 

donde (i; ( X} ~ obh'enc 

<:le (p (X} eomple:h::.tndo cuadrados, 
lo.. -Jecntcc.L ckl i'nc1~-0 (CA.) ó {b) 

0(11 xo.. -pos1hvo 6 nec¡atNo 

(d) ó¡' O(¡¡= o '/ <X2Q =o I 
?1<¡2 .f. o / en-fonce.s 

ep(x.) = 2 rx,2 1:;.:; 1 ~2 

fOr lo -lan-lo a;:c. ~ 2 
1 - 2 ::::: 4- ~~ ~2. 

-2. 1 - '2 
(p(~)-= L tX1~ ~, ~ D<1Q. Gi12 

2 2 -

:sf..51 



donde 
't:, 

J 

Fbr Jo -tan-fo , cualqultT -forma cuc:idrdh·ca 
4 : m.2 ._,,,.IR. lo.. p:ic!emo.s rectucfr a un:1 ::;1Jrno. 
de a lo mds. 2 euo.dro.dos. 

\/eremos el caso <..p : /Rº --rtR. 

Noto.: 

en lo c;iuc s1que. esct1btremos 

paro.. re:;;,a..H-a1' 9tce (p depende de las 
Yarfables ~., \:'2. 1 • • ¡ S.n . 

LEMA .i 

SeV\ CflY..) una forma ruadró .. hca en las 

var{a.b/e:s ~4¡ ~l.2.1 .. ·, fin: 

Ql (lt l = ~ ({;,,~ca, · · · 1 t;n) 



aonde 

e.xfs-fe un C!ambto de aoordenada.s 

-lal ~ve 

(o(X) =±~¡· + éP ( ~2, ~º, ... , ~n) 

bemostuación : 

aqr!.4pemos /os -{érn1ino.s en los t:;j'<C. aFCJra::e 
~ 1 para complc-lar WI auo.drado perfecto : 



(p(Y. i = 

-1- ( 
1
-, ( <X12 ~·~ + · ·· ·\- o)"n ~11) )'2. 

~111 

- - - <X 1z. c;z +-· · +- o<1n ffin 0(11 ( 1 ) ( )2 
\o<111 10(111 

- _1_ ( 0(12 ~e +. -. + P(1n Gn }z 
C(11 

+ 



+ CX-22 \::..1~ ·~ V>'::;-a ~~ -t · · · + o\1111 Gnz.. + 
n n .} 2( ~ ~2.Á.. \~2 \~i + (-: C{_:::,¡ f.;¡:;,~). ·t · · · 

A "-'2> l "'"'I· 

o 
Seo-. u = 

o 

o 

Corno 

o 

o 

=) \J 

± O{¡~·

\~ 

o 

o 

e::. no---::;,fnqular 

o 

o 

Seo. un aamb1c de coordenadas 
en ¡¡¿n. 

Por I o -k.w-fo 



".Sec:\ C9 f:<} •• (p (t,:;1, f;?., ... , ~n) una -forma o.1aclró .. lfca en 

la~ '\Jarra.!::ih·s l?i1 J r~c., .. J 'i:n ·. 

-lo.1 q¡ue 
' -:!>/ 

Cp ·/ .... Q 

clependc 

O(¡¡ ~ 1>(22 "'' · · · ::z º<"nn = O 

de la vartab!~ f.';, 
y 

errfo.'lc:es exre.-re un com bJ'o de coorci-sncuias en 
IR.O . x = S 1' *11 c:¡ue 

/\ 

donde 0<11 rf:. o 

Demostrac.1'Ón 

'{ e, ::si depmde. la va ntrble 

pcira alquno. ). ) 1 

paro. 

Fbr /o -fatr.'o 



A. 

" s~ 
s ~[H-iS] "Seo. X :: donde 

O In-,.;. n·-' 
.J. 

n·.C 
a ... o 1 

G 1 ... o o 

'f s, = ...<. 

o o 1 o 
o o -1 

s es no- ;:;.rnqular . 

Como . o<r1 = o<2z. ...,. . . . = o<r1n == o ertfonc-es 

\Je.remos c;¡ué .(ormo.. -1-renen los. r::iro::Juc+o:s 
en el nuevo ot'demo.. de ccordeno.tia:s: 



Fbr /o -lan-lo 
1 

a I 
l LJ • l\Z, e "--rmtno (::

1 
dntco.rn:c;n+e e; ptoch1NcJo fOf e( 

produe-lo ~:;, ~,i, 1 y por lo -lo o-!o 
lo.do . 

lbr /o -lan-1-o donde 

Rt:sU LTADO 

'Sea Cí>IX} == 4(e,/r:;·2 , ... 
1 

l;;n} una -f.'orma cuadró.h'ca 
en las 'KJ.r(abfc.s e;, , 'Co.., .. . 

1 
~n . e.nlonl:!e.s 

(p(x:l N q, (X) 

con p+q 6n. 

f;;s dedr1 

reducr'r a una 

Demo:s traci6n : 

donde 

-foda .forma e.u adrd.{lco.... ;:;e poede 
:suma de a Jo md:s n eu ad t>.J.do~ . 

dcmostriActón e;;. por induccrón 
el nómcro 



Fara n =-/ ~ cr..tmplc e! re-su/Jado : 

-Suponqomo:~ ct'erfo el resu/lcdo ¡:xira -formas 

cu~drdh"ca:s. que de¡xndan de n-1 vo. rro.bles · 

e~ {Y. ) = r~ ( ¡::; 1 e;; ,.., r- n ) "' 'L /.;:. A X ~ \;..' l"' I tp :.c./ •• ·¡ '-> r. 

l-la'I c;;¡oe. c..ons/'a'erar do:.s 

:r.) . al meno:s 
I 

alqun ex.a c::s cliferenlc de cero . 

Fbf lo -lan-/D 1 -pr ef 
cambi'o de coordeno.das 

ario ne es 

donde 

Jcn1C1 J. 1 

-F.:.¡/ que 
Uf) 

éomo Ja ·Íór'mOt cuadrd-b'co. q, depende 
c:k n-1 Varfo..btes 

1 

-ksrs a'e tnducci'Ón 

Podemo~ apftcar lo. hrpó-
p::ira obfcner qCJe 

q,' (:X:') 
2 '2. 2. 

ru c_p• (:x: ") = :±- fo;' ± F=J' ± .. . ± ~ 11 
p+<:} 

donde. 



¡.-fr:dtcrnf-c un co.1núm de co:.~rdcno..oas 1 c!ado por 
una p-.xma-k:1dó1 1 pxJcm~s ordr::nar los c.uc.~c!rado.s 

ck cp'' d2 rnancra qae ::;:;.:t.:mprc c~parc;;.can 

primero fez c:¡tJZ no es!-dn c¡fc:cJac...i::-s fXJl' el 
sfqno - . 

fbr Jo -+arrlo 

I . 
d:Jnde 

Jt) $.lponqamos l><11 = CX2.2. = · · · = O<nn = O 

A} ;Si o<1..c. ::::: o<,1.:1 ::::. o paro.. .l 
1 

1 bi~n en/onces 
e-so 'Sl'qniH'co.. c;¡ue /a vc:mab!e \§'1 no ap::uece 
en /~ form{.l. WO.drdHco. 

y ~r /o -lamo <7' depende t.5nrcomen-Je ck 
n-1 variables . 

MedtQfl-le. un c:.arnbfo de. c.oordena...-ia:s ,.. 
c!o..do pcr x' = Pin X 

I 
-fenemos c;¡ue 



~, depende úni'camen11e 
pof /O -Jo.rr!~ p...,,-i,,,mo:s 

..... ,J\,,.. • 

e± inclu~c:on fQlO. oblen<:r 

(p{X) t\.1 Cr' (K') ''-' é¡i UZ) 

de n-1 
o.pJt'car 

donde 

va ricth/c:s y 
lo... htp611·c~s.s 

- { ") 1 ¡;;_ 2. 2 - 2 
(p l'- = r \ol :!:: ~; ± ... ± ~p+~ 

Medran-k un cambib de.. eoordcnada:s/ 
d 1 • , , ~....J ado p:;r- uno. pcrrnc.haaon , px:zmo.:s ori..le-
nar los ooacJ¡ado.s ck. man:~rc,,1... cque prrmet0 
e-:=:.ten lo-::. e;¡~ no es·tdn afe'C:lado:s por el 
~qno - : 

c(:X) -=· 

B) Supone¡ amos e;:¡ u e ey.J~ -Je atquno.. ,l) t -la I 
que e<1-<. ::f o . 

f:n-tonces, p;r eJ lema Q 
1 

medran/e un 
cambfo ele coordenada:s, · pcdemos obtener una 

tormo. ~ l9'~l ErJ(J.rlQ/enfe o.. (?/Y.) , -la/ i;¡ue 

Jo -tan-lo 

(\ 

con °'"+o . 

donde 

al ca;;o :X 
I 

!I..Co I 



'SI.to 2 

con p+iq 6n. 

FO,.. lo -{arrJo, hemos demosf-pado o-x ./oda 
-1 

-IOrma cuadró./l'ca cpfx) = xtA x es EQ(-lf'laltrrle a 
una {otmo. cu.o.a rcÁh'co.. (f ( )Z) =- 3::_t A t.. , donde 

p+t¿f ~n 

dect'r1 ey.,,t~e. (.//) aamb10 de · ccordenaoos 
-to.1 c_¡ue 

<;>(X)r.i ~(:Sx.) '/ 

A= st As 

D:::t r ern os 
resu Nado , 
S por 

complt:.-far 

otro... demo:stro.c.lón de es-le 

.Pn'mero 
donde Á~ 

tro.-lancb de eneontrar lo.. ma1ri& 
un procec!Jmten-/o di.feren-le al de 
cuad 10.do:s . 

ooc~r\Jemos qc..1e si 

~ dl'aqono..I 1 es 
e; [X ) = y:,t A X 

ec;¡,u ¡ ua le rde a. 

e¡, ( ~ J = 'f..*-A X en-k:i n ci:-s LOmos a. -lener c.¡.ie 



<; (e .. d 
....._, 

-- 0.,(_~ y donde 

e·* A' ej 
.._, 

= o< . . ,(:/=' J ,.., :A.J I 

y eomo A ~ d1aqono .. / 

Como 

etrlonces. 
e¡, ( )<.) equivalen-le a ~ f x) / 

Y.:= Sx 

p:m:x. atquoa. S no- slnc¡ular. 

-Su ponc¡o.mos 

por Jo -tan-lo 

~e e.Á) + ?f Cej·) = e¡ c-s;.) + ep es~) = Q; (e_;:+ej) == 

= (p ( ~;. t- sj ) para. A'.=f j 

E:sto nos Indico. qa-c. 
-!Orma C.ttadrdhta o.. UnCl 
-Jenemas que enc..on 'ira t 
-lates que 

parc.t redciclr una 
SLJma de <!JJ adradas 

;::;, , =>21 . . i Sn ~ /p_fl 



dcc.cr 1 
~-·r J.. •••• .t; =º -~ .. 1'-l ;:::.J 

Cons1C1eremos d criso n::::.::, . 

-s;o .. -:..:,, 4--0 

Fbr /o >fan-!o queremo:s encontrar un 
'/ec+Dr ..;z t: ¡¡¿3 -/al Gue 

O~N€«lO:S -s,~A que mafri;i_- 1x'3 
¡I 

y <.:¡ue.remo.s encon'har un 
~ G N {s,:tA) 

. I ~ fosO · 

Pero 
encontrar 

De 
encontrar 

dtrn ( N ( -s1:t.AJ) ::: 2 
e/ \JC.C:.for ~ que 

manero.. srmiJar 
I 

un -s:> E U<3 :-lat 

-/a/ CtiC 
1 

'/ -5fempte r:xxJemas 
w~mo:s. 

no:;, in+ere.sv¡ 

aue 
~ 

o.ueremos 
' 

un ~~fo -fat que 

·-



Tal 

cum ( N (:s1tA J n N (s.z-;1;.¡¡ J) > o . 

Rr:sUUAOO 

Sea A uno. ma-lri;::. -:::;,fmeffr/co.. ....., 
A =- st:. A s- 1 p:::iro... atquno.. mafrJ~ 

-ói'nqular1 donde A e.s ci taqona J • 

D&mostoao6n: 

W
. donde 

ctcmos fract'Ófl 
A E Mn . 

Si A ,.. [t><11] 
( ~,. tXll'4- o ) 

/o -/anio 

es par tnduce16n 

-/omcmo:s 

¡;anA n =I im1e. 

-su ponqo.mos 
n-1. 

cterfo el rcw/-lado 

~· 
A= A~ I 

t=I no nos 
~pondremos '/ (p +o . 

:::.obre n 
I 

A G Mn . 



se. ,(.p(p 

Sea ·:s, f- o I "'::) E /[.?" I 

(o {St} -4: 0 / -la/ -s I Sfr::mp:e 
que (p -{:.o . 

Que remes obJ-entr 

+al i;¡ue 

~ dtcfr 1 -fal 

Seo.. b = Aks1 =As, E IRº 

V {S1) == 1 X E ¡gn 
. 

-:S1itA X =o l 
j 

\}(Si)= l X E /Rn : b/; X= O j 

Fbr 
vec-lores 

Jo. -Jan-lo nos irrlere:so.. encollh-ar 11-1 
fndepencl f errJes -s21 -s"t>, ... , :s¡, -/al ~ve 

-SA E N (b*-) 

Cbmo -:51 -:.,&o 'I G> (si} = -:.;,é A"'S1 fo 
~ b= 1ks1 +o y ¡:::or Jo -lan+o fo.. cll-

mens16n de N (bt.) e:S n-.i. 

Fbr Jo -lan+o p:x:Jcff10S encontrar n-1 
vecfOres indepcndfen-le.s -la/es que 



-:;,t' fumamos unq ba~c c~e N {b!.:) 

Errlonc-es en C$/e co.;:;o vamr.)s C.\. -Jcner que 

Fh r lo -tan-fo 1 

es-Id er.pr-e-scJ.do en lo. ba.-:<-? can6ntca 

~Q.. ~ (s,) -J, = "51;';/fs, 

Por lo +an-lo 1 en 10. ba~e { "5¡ 1 :s21 . • ., sn 

matrl-r. asoc ... radc~ o.. c~ (;."':$ 

y por Jo +anta 

l'omo 

qpllcar 

Af" es sfmr:h'rl'c{A d~ orden 
lo.. t1rpó+e:sts de c'ndu.cctón : 

~ la 

n -1 , ¡::xxJemo:s 



Ei~t"sfe Ul1C\ mafrl'i:!:: e-' de orden n-1 J , 
no ~·~qu!ar t -laJ · 9ue 

-"t. A1<•> e¡' r J, d3 c. =- /l -1 

d'n L 
n-1 

"Sea e, lo... i'n'!cr~ de G -1 
1 1 y Sétl 

' n-1 

e ~ T~-t º-J n-1 e, 

por Jo -lanfO e C:?6 no- ~fnqu!a r, y 

y;-,,. (cs)x-= ccx) repr~nla. un eamb1b 

de c.oorden.r.:tda:s en JR.n • 

/O -Jar1+o 

Jo -lan-to 

Pero ){ ::. (CS )-1 X >' .. -:::. s-1 c-1 x 



Fbr /o -lardo P. -· e-'~ s-:l.;. A s-1 e -1 

Veremos que 

.. 'A = 

= 

= 

[~11 ' [ Ó: J n~t ] 1 [ J.11 (l~I] 
O 1 C

1
t. 11 -• O 1 Af1> ,,_, o c.' 

[;, Li ] ' [¡I J n; ] 
º l~;~~tl) 11 - 1 º T e,·· 

'[~: ~~ J 
- -1: (t) -1 

11-1 o e, A, e, 
n 

[ d, O,·._ J n, 

Toda 

a una 
maf)'¡;i. ~ime'h1co.. e~ -conq raen{e 

mah·iik d1aqona./. 



Ejemplo 

[~ 
2 

3 J '$(.-.OO. A ... 5 -2 

-2 -8 

'S:::o ~= [:] 
-61 :t. A = [ Q 5 -2 J = b'I:. 

X E N ( bl=) .&~) 

e2 : 2 I ~ ;i) = O =') ~ f == - 5 

~.2 =O 1 ~~ = / ~ ~I = I 

fbr lo -lan1'0 

Jo 



lo.. 

(¡{Si) :i 5 
e¡, {S:.;i) = -20 

e, {'.5z!,) = - 2 

fbr 'º matrl;.e 

..., 
'{ A1 ::. 

5-1 

-Ja n1o , en fa base 

45--t As~• 

':::: [: 

e 
-20 
-11.5 

-~5] 
-2 

, donde 

-6 

~] 2 

o 



RE:".::.ULT!WO 

Gl1.)-== )!k/¡x una 
-/al e" oq f\) q, e 9.' l 

r(A) = p+q. 

t:emos1'"'racrdn : 

Como 

tal cque 
A-= s.t As 

Como el ranqo 
CDn~NCI al mu/ Hplfcar 

t(AJ= r[lr) =- pt-q.. 

de 
¡.ur 

formc:1 crJoc!1dflca 

¡,. donde 

s no-si'nqutar 

uno ma1r1~ ;:E 

rnatocc:-.s /!) Vé/ hbfcs;, 

El -sJt¡uicn-le re:w/1-ado nos ifldfra que Ja forma 
cr.m6nfco. que se 
cómo .:;e hayo. 

cbliene ~ /no'ept:ndle.n/e d3 
p1ooed/do pa:a obfe~rlo... 



fff>ReMR- De w 11.Je.RJ:tn 

'$~ (p {}{) = xk/:x f A=:Al .. ) uno. ·f0rm0i cua-
drd.hca. $( e.;,~ t-:s:f er, s, y 52 no- ~nqu/arcs 

-lale-s c;¡ue 

en-lonces y 



r:or lo .Jan·lo 

)t ., 51 X 

(p(X) = ~. (S,>~) .., Zo, nq 

~'>(X)= <[,2 (S2r,) .,. G2 ( ~) 

S-1_ [c.(2)1 -C<ll ' .(?.\] 
2 - J1 '::lz · · • '5;\ 

'5:::a 0; s- tR.º el .::.:.u1Y.:::;.pac10 qenerado ¡:ar las 
ptl'mc.ra-s p1 COJ<Jmno.:...-;, de S;' : 

~ =; [..:;::Cf) -5-C•) S Cll] 
.'-1 I ;,; 1 • • '1 P1 I 

.:1'2 s:. 1rzn el s1bc:::,
1
rx:zci0 qcnerado 

n-p2 columnas de S°1 
por las 

en-fon ces 

dirn (;:f,-J·&} ... dirn [d't} +dim (.:f:i.) -dlrn (.:f,11Se.) ~n 

· . p, t- {n-pQ..) =:- n + cUrn (d(l}.:fe.) 

· . o< f1-p:2. ~ dlm (j',íJ:f-2..) 



drm ( :f,r¡ .:f~¿) > o 

-lc.~I 

Poi' lo fanio 

X 
_ ~(1)...:: (I) cCI\ _.O) !=(1) .-:-C\) 
- .,.., ..;>¡ + l:>S ':?2 -1· ... -1- 'P p, ;;;>Pi y 

~an 
a<•> o 

1 

IV fo (1) x o X.::::. 
f>1 = 

o ~r ... -:-1 

o f¡.,n 

pot /O -tan fo 5~1 -~= 1 ){,. ::::: 

_, 
~2 Y, 

CP(X) = a;CY:) = (;(Y..) 

pero (;(Se) :::::. x_·k A :;:. 
p, 

=L (e[1 ¡?. )0 {)(:/=O) 
¡ ::1 

y ~ {}i. J = (x f.o) 



"'i-.l{o 

Observar <J!i e 
o. (Y..::.C-,.a r de. 
e¡emplo 1 es/O 
p2 + f¡2 <::. n . 

Jo 

e6 una 
~ n j'z = 

De manera... 

p:, '"°e·'-·' v- .J._,,1 

<{J (X) >o 

contradrcr.1611 
lo J y 

que f: (R) =O 

d. i.fcren·f.:.:.: d-:: O 

V 
o 

'/ e;{;(.) b o 

p,6p:'... 

a.nd.loqa. se pracbo. que. 
p;¿ ~ p, '/ ¡;or Jo -lan-lo que p1 == p2 . 

., 

-f'orma s mi lar 

DE.1=1 NI C/01.../ 

SeCA (Rt>I.} = y.,f-A X un~ -forma clladrd.trca . 

y 

x*-Ax. > o paro.. -fodo · x fo ctcclm~ que.: 

la +armo. CLto..drd.1rca C# tx.) e.:s POS/Tf\IA- Di=-i"=INIOA 

y ~uc. lo.. mo.tr1-:;c A e.s FOSITNH De.F/NIDA ; 

e-scribi remos A> O . 

( Ob::.er11ar ~ue. en e5Jo. de{i"nfctbn 

s..tponlendo ~ue A = A.t: ) . 



RESULTADO 

d~ orden n. en-Ion ces r (AJ::::: n . 

Do...mostradón 

x:t(Ax) >o vx+o 

RESULTFiDO 

,..... 
Seo. A> o de orden n, -:;1 ANA 1 donde 

..... [=ti4;J A = 

enfonce:s p = {) y f¡-o, e~ decir' A r.t_4J 

Demostración: 

Corno A )0 fO r el re:sul1ado ank:rtor 
1 

r r AJ = p+<;¡ = n . 

Suponc¡o..mo:s <;J-¡: o 

-Sea cp(Y..J = x.-.t Ax 
1 

pat lo +an-Jo <P/x.J > D 

'f '1..:/--o. 

su poriqamos 

no- -:;,¡ nqu lar . 

A = s-:t A s-1 con s 



Por /o -km-lo 
Y. E IRº 1 ~<. f- o . 

lo.do 
Csi (r,J > o 

e¡, (X}~ 0 

e:¡= o 

RE:::.ULTAOO 

A> o <:=') 

A-.:.-s.<:-:s. 

Demo::s:tya ctón 

A E Mn 

(: ] suponqamos 

para alquoa 

( <;¡+o) 

A>O 
1 

y por otro 

pr fo -tanto 

uno. ma1rf?.. -:sim éirtca. f;Jl-/once..s 

:S E: /'111 no -slnqutar -la/ <acJe 

A= sts con ':$ tn\Jerfiole. 
I 

En-fon ces ::::c~Ax = fx.st J {Sx) 

"" (SK) f.:(S~\) )O :51 X=FO 

Fbr /O -far¡-Jo A>O 

~ Supanqamo.s A>o Fbi' 'º -lartfo I por 
el rC!SLt/tado ank:rioí A rV .I11 ex.rste 



S no- sfnqo!ar -!al cwe 
•¡ 

Rt=:5uLTADO 

Seo.. S E M (m1n) Uf/et 
lnde pendienfes. errloncc.:s 

Demostradón : 

mcHrl?. 
st:s es 

con co/umno.::s 
posinva definida. 

Seo.. A= sts. Como N(SJ= loJ .a; r(s}=r(si.J"""n. 
Por lo ·lan-fo r (AJ :::n y 

RESULTA-DO 

errlonce:s 

A> o <~ A11 ) o '{ A22 > o 

l.:emos traa6n : 

[ >) A>o. 

.. 



Fbr Jo -larrlo X zf o 

I<... 

Pero x-t Ax - L x/= 

Au) o 

se ve que 

<?) Suponqamos ~ue /111 >o y A22 > o 

Sa:::\. X= [ :~] E IR,, 
I X.:/: O 

Y-.1 +o ó 1-2 .¡..o '/ 



P.E.SUL1f)DO 

-s:..tponqamo:s 
1.\>o. 

Oemo:strac1dn : 

-&..lponqamo-s 

~lnqular. 

¡\)o t=) 

con S no-

~ = SI\ p:::iro.. a/quna x+o 

•· y/::·AX = )(k./.ix ) O 2\>o 

'/..*-Ax.= (Sr-.)~ A (Sx) "'>o 

SeOI. A >o 
E!triOnce.:S et,(Ste 

no- ~tnqular fa¡ 

UtlCl.. 

U€ Nn 
cque 

ma1rl2 de ord~1 n. 
'#Yl'anq:Jlar óuper1'€>i-

A= u~u 

Demo:s.trad6n Por /ndí.ICciÓn -::'JObre n : 

:s.t.81 



Pato. n"' t : 

l A>o -1 t<11 '>o). 

5.-lpcno,amos cte.r-/o el re:.:l..J/·i-a<k) para rna tr 1ce:s 
posinvo,s d:íiMdas ck orcJ..;on n-1. 

~C\ A>o d~ orck:n n. R:Jr Jo -fanf o 
<¡, (X ) = y, 1.: A X es posftN o.. definido. y 

o<u = 4 (et) ) o 

Tro.-fa remos de encon1rar una ma-frf?; u, de. 
la formo 1 

·[~ z,t j u, = 
:r. n-1 n-1 
n-1 

+al ~ue A= u,t A, u, '/ U1 :sea. no--:51'nqvlar. 

"' donde A, C$ ck la -f'orma 

[;, ~l ,..., 
At = 

o A~'> n-1 

'/ -/al QUC A~·> (" p:>r Jo +arr+o A1 -famb!éfl) 

-sea posllivo. deFlnidoi. 



Re::s ol\J-ercmo:s 

_..., ,M/ª '""' !><',, 

,M., ?...¡ e O.. 

~, ~ ~ .f A ,' 11 ':: A I 

fbr lo fan-:-0 

(1 -1 

p.,2,-J:. ] 
=A 

:z,~,..t -+ Af11 

y 



"6S no- efoou/a;· 
~ ,..., '/ P'~ lo -fan+o . A- c:::s 

ceinqruen-re o.. A, 

Como A> o "" :;~ A,> o y p:Jr Jo -!an·lo 
p61 un resu Nado a n-!crib 1· J A,'ll>o 

lo -,tan-J.o 
1 

p=-'demos o.plt"car Jo.. 
o'e fnducc;'Ó."J a. A/'l -par~ 

obfener qve 
A= U;; U. 

o~erUClr ~e ~¡ 

es+e procedí m 1 enJo 1 

apJi'cam~ 

obfeneme>s 

inducfivamenfe 

que 

= U.tu 
I 

e:/ Onde cadC{ U.,< es de la forma 

,.:-1 fl-(.C-1) 

,(-1 :r._,_' 
VA - Ui.. 

o o¡ In~l. n-i.. 

..:-1 n-,.(.. 

I 



;.. n-L 

I.;_ o 

o 
n-.i. 

~-1 n-(H) 

.<-1 I .L-1 o 
i o o ... o 

= o Ui.~1 

o 
e o lo.ci+1) 

~-1 n-{.(-t1) 

l-1 rH.(.-1} ,... 

L-1 l.t-1 o 

V..i. 

= 
U¡,,., 

o o o I n--<Gt11 

-
.<-1 1 1 n -

1.-1 

!.;,._, 

.(-1 

l.i.:-1 

o 

-

. 

J 

n - u .. -1) 

o 1..-! 

U,i. 

o n-.i.. 
111-.L 

-

tl-C..t-1) 

o .l-1 

1..J,A. 

O 1 O··· D 1 

O O 1 Xn-(H~ r-lítlJ 

r.-tl·~I) 

}1.GB 

,_ 



J..o cual no::s pcrmile 

-

u = 
o o 

-

DE'FINIC/DN 

:::.:ea q, tx.) = x;t;Ax 
~¡ x-:tAx.:::: o paro. 

lo. -1-0rma cuadró.freo. 
'I <que la ma1u:;:. 

escribtmo::s A<O. 

concluir que. 

u. 
Ua 

U3 

Un-1 

O 1 U11_ 

' ' 

• 

un~ .fbrma cuadrd.h"ca. 
-l·odo. X . .¡. o decimos que : 

CP (x) es 
A e~ 

'f.JEE.6,rtTNR r;P-f'/NIDn 

Ne.C¡RTIV/f Dc:..FINIDR · 

Nota: es/amos ~poniendo A=AI:.. 



A<. o (:_'::¡ 

(~ 

<=9 
/;~) 

f-AI '>o 

x-t Ax < o 
- {x-1

.:. A>\) >o 
K;t (-Al X ) O 

-A >o 

.!o,f X-f 0 
>f X ·"f-0 

'fK<f.O 

CORO LAR/O 

1) Si AE Mn y A<O =~ l'(A}=n . 

2) SI A EMn y A<O =/ ~ = n 1 p--o ( A 'V - .In ) 

3) A< o <-) e'IJ.sfe s no -;;:,l'nqular -lo.I que 
A"" -s:ts 

l/-) -::;,¡ 5 E M(m1n) +tene cotumna:s fndepend1en-
-les ~ - s:ts cs 11G:"(afh1a de.ftn(cJC!. 

[~] 6) Seo A= Er;fonce.s 
O A12 

A<o <~ .411 <o 'I Áz;l. .e::: o 



-:sr..ss 

0) 5'.Jponqamos A v li . En-!once::.. 

7) Seo.. A< o o~ orcen n . E.n·!onces exts1e U E: Mn 
-lra0 .. 7J/ar :svperior no-Snqvlar fa/ QUe 

A= -~J*·U 

't>E:.i=INI CION 

1) A es 
escribimos 

-SEMl-DEZFINIDI\ 

A?o. 
FOSITNA -::;,[ x.tAx ¿o ~X E /Rll. 

:2) A es -$EMJ-DE.=t:ll.JIDFt NE6JfTNA- Si x*AX ~O V-xE1Rn 
Escribimos A:.:=. o 

3) A es INPE:t=/N/D/} -5i ey .. is-lt.n X4 
1 

Xz E JRn 
-la les q¡ue x,·:l AX1 >O y t..:f- A X2 < O 



uno. ..función 
cuadrd-licct rio-homoqéné:·a. 

Decimos ~ue -f'{x) está en lo. 
canón/'ca -::;.¡ 

f{x.) ==-· ó 

+'Cx.1 = 

\/eremos cómo ~on /as :supcrfrc::.te:s de. tlfllel paro. 

'/ª /o 
1icas 

ana.fl¡,,~os 

homc.qénea-s. 
al /as f-ormas auaard-

-. 



es un cilindro para!:xf/rco 

es un para.bolo/de eJ(pfl'CO · 

~./{. 



~.q¡ 



Veremos c;¡ue -!oda func1'Ón 

qénea -:;,e puedz //eVClí C\ la 
-le. un aamb1b c:k o:x:m::lt11ada::s 

cuo.drdh'ca no-horno 
-formo. co.no'nir:a,. rm:d1~c111-
'/ una has/adrfn. 

LEMA 1.. 

"SctA .{'f>O = xt Ax + bi..=x .+ ó" en-/onoes et..1':5/·e 
un cambio de cooráeno.das. fa¡ GfJe 

A = -I.q_ 

Demostración: 

no-sinqular 
enionces 

o 
-

1al que 

+txJ =- (s-l xJ :t A (s~ x} --+ b-t. r s-' x) + r 

=- ><.t-<s-:tA s-1 ) x -+ < bt::s-·) x + r 

= xt: Ax + cs-x.b)*- x + A" r::o ~ 

donde 



LEMA ~. 

donde 

A ~[=fia~ 0 ] 
E.mtinces pcclemos llevar a .f- et uro. de las 

-R>rmas can6nica:s . 

tx·mostracfdn: 

.r tx) -2 -2 -2 -2. -2 = F-, + ~2 ...... + ~p - Ji;p-tl - ... - ~pi<;! + 

.i- ~~. -t f-.-1f.24··· + ~n~n + i"'. 

en-lonce.s 
cuadrados~ 

pectemos u~a r ta -k'cn{rn de aomp/efar 



= ( f;,+ ¡¿, )2+ ... + (~~p+ ~_e)2 - (~}1- f~r:.~1;2. - ... 
2 2 ' 2 

- ( ~P-fQ- ~,q_ ) 2 
- t ( ~~ r 4- ~ ( ~ r + ~A 

¡.-::: 1 A=:f>H 

sea donde 

{61 
[d2 

~p ~ -
)(º 

1 -(S¡H-1 . -::;ea ~= t + ¿ (~J~ 
z J 

.i:::p+I 

- (Bp1q. p -- ¿ ((?j)2 j o 
A=• 

o 

.CCx) = '"V.?.. "" 2 "'2. ...., 2. "' .. f(}() ' . ~. .¡. • • • + fJ p - ~p+I - . . . - Gp-tQ + }¡" 

...... 
= .!? (~+1<.o) 

'/ f'Oí 'º ltan-1-o la~ <!.UT'JQ.S o'e nl'/e/ d= J' 

"' 
r son /c¡s mt::.rna~ , pero -+msladada:s . 



"Suponqame;s {3¡'- =fo O / con t< > p+q¡ . 

"' -\; ,, = \; ptQ·l-1 

Fbr lo -lanio 'V 

SR donde s /{J. maJri¡c X= es 

p-1-a n-(p-iq) 

_=J o 
p+~ 

··--
J. ~I • ' ' fl.!!l ~t!~ (J., . {3n .¡...- ptf¡-l i 

o 1 o ... o o o o o 
o o 1 ... o o 00 ... o 

s -
o o o ' o o o ... o 

o .i o o ... O·O o o ... o 4- f<. 

o o o 00 1 o ... o 
n-(~t4) o o o ... ºº o ... o 

000 ... 0000 ... J. 

t t 



(B¡;; =,í,;o :=-':> S es ni.J-:-:.irr-::¡ular y por lo -Jarrfo 
repre..;:,en-/a wi mmbfo de O::X))t:/ena.da:s en ¡¡:¿n 

= .'.f(st-) 
I 

..., -
donde A=A y 

RESULTAW 

~ -f(X) = xkAK + b*-X -r C1. E.rrlonc.e:s .f! :se pv.-.ccle 
llevar CA uno... ck /~ .form1S can6nkl::I~. 

Demostrac1c5n : 

Fbr el lema 1.. 

A= -:Ir;¡ 

o 

1 f X.) = I ( x + 'k) =- -f ( x) = ~ :t A Y. -+ ií , con A= A 

d ~fx)= .f tsx)= 1{Y:) = ~i.t\1.-~ \4+ffl' 4 <i, con 'J\:.A 
SS 



Analizaremos las -fünc.Jon-::s cr.:adrd/rca-:s aanónfr:as 

Ca:;,,o .r. 

.ftxJ..,.. ){*-Ax -1- b -tx + r COfl 

+f'ene mlnlmo. 

Demo:::.tradÓn: 

"Sl A>o ~ A"' u;tu 

J'{xJ = X~ (U~U) X -l· bt {u-'U)X + r 

= (x.ttJ*=)fUx) +- Cb-*-o-1 }{Ux1 ...f r 

-=- (Vx)'t {Ux) + (U-.tb)i'c (Ux) -t r 

= ( Ul( + u-=b y- ( Ux + \.l-: b) + lí- lU:b yt (U~) 

= [u ( x + u-• ~"b l [u ( x. ... u-•~tb )] + r- b:t u:u-t_¡, 

= [{x+ u-•~t b r ut] (u(](.¡. u-'~" b )] + ·- b•o·~o-•b 



.'. f(X) 

Fero 
..Jan-Jo 

·lcnfo.mos 
A-1 ,,, u-• u-;t 

que 
·t A= U*U '/ par lo 

Cbmo 
mln1mo 

A es po-:sitNa de-Fin ida , .f h<.} -llene 
cuando 

- A-'b X= 
2 

Par e¡emplo 1 para 

.ftene Jq .fbrmo.. ; 

/a q rdfica. de + 



con A< o . 

RE'SULTA/::;O 

~ .f{x} = '/.."-Ar.. + b:l.:X + ~1 , con A~ o. en+once.s -({x) 

-f1ene rridY.Jmo . 

Demo:s1ract6n : 

De manero.. andloqo.. CA como se procalf6 en el 
resul+ado an-1-enbr 

1 
-:;e pJeo'E ver r;¡ve 

+tx) "" ( X + A-~b ) t. A ( A-'b) + r- b;1;; A-'b 
X+ - :2 t¡. 

y Po' lo -tan-Jo, como A<O .ftx) -ffene 

md.Y.irno cuando 

- A-'b X---
2 

tll 

/:by e¡empb 1 paro. n -=2 Jo.. grdfh:o .. de 
-ltene /Q .forma 



3f...too 

CO!'SO JiI 

:Sea -f.('X) = )tt./¡¡~ _,. b"tX -!- r I COn 

En-lonc.-e-.s .((x.) no -ti-ene ni mdximo 

Dem0S1'ración : 

C'omo rt Al= n ==9 

donde 

e.s-ro no:::. 
e;;.c.rioir o.. 

.... 
f {X) .:::: { X-)(o) k A {X-Xo) + ;,'1 

con A thc'::f/nido. 
y rf AJ=-n 

A l'ndc.-..fli1icia. , r lAJ=·n. 
nr mfnfmo. 

px:Jamo.:s 

Sc.t ponc¡amo~ -f[X.} = (X-Y>0)~ A {X-'Xa) -+ ~ 

o/ .f(Y-.} = ( xit -'Xot;;) A (X-'Xo·) -f f 
-

= xkAx - 2 'Aó*'A/... + Xo 1~ A 'l'O -f b' 

.:::i;> b*- = -2. )C.oi. A 

r = f + ~ *- A Xo 

b = - 2 A:é °)(o = - !2A'X.o 

~,, = t-= + 'Ñ*- A Xo 



Corno rr AJ =n =) A e·.s liNt:rHb/C 'I par fo 
-/aMo 

y 

2·2 

Como A es lnde.ffnido, en-Jonce:s 

A=[~] 
o 1 -rQ. 

'{ . 

.f{y.,)= ( >\+ A-'!? yt"st/¡s ()<..+ A-'b) + 
2 2 

_ f scx-i-A-J?) l A [ 5(x+ A1:')] 



'S.t.. t 02 

.. 

de cbnde. se, pue&- wnclufr que /os va/ores d .. =: /o. 
-Wnct'Ófl pueden sc::r o.r ).)f{ro...1·fatnen·::: qrandcs , -l:-::n1!0 pos!-
·llvarnen+z corno ne.c¡o:/ rnenJe. 

Fbr 

'ª 

El pun·lo ;:. il Clf11 o. 

X::: -A'"'?~ 
'2 

,, J punro I• , 

-f.' -ltene 



tn-}onces p.;c:o'z ::.:;u ceo' e r 

mlnfmo - '/ Qt)~ el conJLtn-ro ., 
-/? a1can2CJ.. :su rnln1mo ~ea 

iofini1o. - ó pvcc'e. 
mtn1rno. 

Fara. n = Q. la:s 
::su:s re::ipec.-J-i va:s 

(q) 

r:asar 

..f'-0rma.s 
grdt1'ca:s 

lI. 

'St.109 

qu:: .f{Y.) -lcnq'\. 
d:? p.in-/as et onde 
d? ·- cardinalt::tad 

aue 
·'I .f. 

cancfni'ca::s 1 

-:x>n : 

no ·lene¡ a. 

y 



SI...IOL~ 

caso V : 

-f f>(j = X~ A X + b:t. X + ~" 1 C011 A- ::sernl •· de.f(111 Cf a 
nroahvo. 

' 

E-.s and loc¡o al ea.so ISL . 



CAPrnJLO ~ 

E'S'PAClOS CON PR.OOUCTO INTERIOR 



EsPA·C'/OS CON Prwoucro /NTED..IOR.. 

INrRODUCCtON 

E.n el pri·mer capi'iúlo definirnos Ja norma eua/1-
&...ano. ck x E lf.2." como 

y \limos QUe el produc-lo x:ty nos ::eiv(o. fQfO.. 

de-Fi'nir el d.nquJo .formado por /os vecJore:s X 

'/ y . 

~qponqarnos ~ 

no- -:;;;,¡nqu/ar que nos 
en 11211 de 'X ti X 

erriOnci::s 

I 

S: IRn ~114n e:. uno. mo.1rie: 
oo un camb/o de coordenadas 

es decir 

. Obs.er vemos que. , en c¡enero..J 1 l\Xll + ll'l\ll 
I pero oi'o embarqo 

"Y!./ 



es c±::ct'r, lo~ norma euc/ideano. d:: 112.'1 en e/ 
5,-s+emo... de cooi-deno..c'.:ts:. S ''no ::;:.: ve 1J C!Dmo 

/o.. norrnCA eucli'cleano~ de:::.o'e el -:s.f:::~;i'-.;.mo. In 

E:;, (fül '{ convenien-fe. 
+drminos 

pxler mane¡ar la normo... 
de X en 
q.;e 

ltnqt.JJos : 

o.. 

ct: X . Asf p.Jd~mo.s pcn::;ar 

donde. /v1:: s.ts >o. 

-lenemos flªe e/ d.nc¡..;Jo en'/'fe. x 'I y 
fD': 

( 
x-ly ) e= are eo~ 

/l'f..J/ llYI/ 

pas1'ble introctocir 
dcstc¡uo.t do.e! de 

es1e eoncepto 
sehlVG r ../Z;-

qraa'aS. 

//\~y/ ~ l/XIJ Jl'fll 

\/eremos que la noct'6n de dnqulo 5e puede 
exfender ci espacios vcc+orio.k~ en Jos cuales 

se -tenc¡o... un produdo escalar -;ilmilar t:\. x.:i y . 



"§.I..B 

R::rr e¡emplo 
1 

en l!<.n 1 donde lo. norm:A. csfd ch.do. 
por 

, coo N>o . 

DE.Fll-JICION 

VnC\ NOP-1'-1A -en un es¡::ac(o vec-forial reo./ V 
es. una ./Und6n 

11 • 11 : 'l _,,. ¡g 

con las -:::.!'quien-les propledotdé$ : 

1} ll\J 11 ?. o -31 " E 'l I 11'111 =o ~"~ "=o 

2 ) U >w U = 1 >-1 · 11 \1 11 f.. E 1~ , " E \f 

(1) Claram<mle <!ump/e. 



n n n n 
= ¿: ~·'- + 2 ¿: I;· Y\ • + z:. Y1. 2 

• A. • J.'IA "IA 
<t'=I 1.::.1 .(:::¡ 

n 
6 11'1{11; + Q 1 ¿; ~; \'\,C: 1 +- 11'/11; 

l-:1 

"" 11"1-ll~ 4- Q l '1./"-'I /" + 11"1 I~ 

~ IJ-;..112 + 2. 11~ 11 11'/ O + Ui 11z. 2 :¡. 2. :z. 

= (lttll-!- U'/11) 2 
2. 2. . 

. lJ )(+-'ill ~ llt-.1/ + u '1112. 
.. 

:z '2-

11 Xll2 Une\ . normct en IRn 

• 



bemos fr o. o.'Ón 

( t } t 1 ti;,t I ~ O \f- X (' U:2n 
1) 

2: 1 ~ ~ 1 == O <~ X== o l=q ,i;::¡ 

f) 11 

(~) 11 X.\"f ll,¡ ~ ¿; I !;;;. +V)¡. 1 fu L: ( 1 ~.4.1+l\1,\1 ) 
~~· ~=1 

fl I'} 

=- L: 1~.il + 2:11'),¡j = llt-11,i + ll'fll-t 
.\:: 1 A ""-1 

(I} Clararnenk 

una norma en IP.'1 

11 Y- 1 lcc .? O '>../- y, E tí21' 
11-t- llco =- O <:-=) X= O 

t2 ) max [ I X~.t 1, I>' t;2 I, ... , I}. ~n 1 } = 

"" n10.>( l 1 >-1 ltd ¡ p,11 ~.d, ---1 '"' lf~I) l } , 

= l>-1 m~x llt;d,Jt;;2J 1 ••• 1
JGnl) 



(?.) ll Y.-1·· '/ 11 ce = m!AX ( 1~31+ll1l1IP;¿·Hh1 1 ..• , IGn-t ~;,l J 
6 t1)0I)( l \t¡\-q·nll, lt;zl-r 1'1)2)1 ... lcn~1-IY¡,)I} 

- mo.Y. ~ l (i;iJ 1 ! ~21 1 .. · / 1 ~;n 1 j + 

+ max [lll1 I, 1112! 1 . --, h1nl J 

=- l\Y.l!co + \1--;l!ro 

u 'f...11 O'.:) es. una norr0tc.A en 112n 
o 

donde M'Jo . 

.!:e:spués veremos que n X 0 M 
norma en ¡~n 

/-lay rriuchas .(une.tones que -frenen /a:s mtsm06 
· ptoptedo.des c.¡ue e/ produc-lo escalar xiy: 

I 

en-tone.es r- fiene /as -::;,1t¡aien-le.s prople±l.des ·. 

Á }' r [Y..1'/} = 1={'/1X) .V 'f..1'/ E lf2.n 

A.i. ) F { "" ,.y J = A p { '/\.¡ 'I) \J- )(¡)I € l'ft'1 I " E IR 
Á..Í..i) 1={'t\1t)/.2 1y) = 'f"{X.11'1) + i={t--21'/) ~ '1.1,'f..2, '/E /R. 

Iv} r(Y.1'1()'/0 -:;1 x+o, t-={o,oJ=o. 



éOn M>o 

t=:5PACIO'S t=:UCLf D EA Nos 

Empe.zaremos ¡;ar de-.0nlr en un espacio -vec{ona/ 
V Uf)Cl tuncidn ::-imilar o.J prodvc-lo ES<alar en IR", 
c;:jtle llama remos produc-lo f nfenbr en V . 

DF-1-INlClON 

Vn PRODUC1D INTERIOR en \[ e::. una fonCJ6n 

con 

I} 
2) 
3) 

las 

r- : V X V -"?' /R. 

~iquten-les propredades : 

bi'/lflea/ 
Gl'méfyrco... 

é'S post/N~ d~{!'n ido.. 

E5C ri'bf re rnrx:; F {v,w) = (Y,V-../) , :51' F e.:s u.n 
producJ-o ln-h::.n'or en V. 



-Sea '\f un cs
1
00.c1b 

'l -r : \J . .,~ v ........,.. tFG un 
\

1ce:forto) 

produc-lo 
reci/ de cltmenst'Ón n 

1 
fn-/enor en V . 

vno. b~ de ·v . 
n " "SI \J "' L: ~;.'/;. '/ 'fJ= L2 Y)·-.¡· :=:on cto:s 'Jec+ore::. ). A 
J::.1 ,(-:::¡ 

en y en-l~nce.s 

* (\J,\N J:::: )(~My donde 

'l.. = [5i] € IRn es el ~(:!C/{)Y de coordeno-das de 

" ef) o.. t'llc::o _.__ do.do. 

es e/ \Jec-ror de coordena&IS de 
\"J en la tase do.dr~ 

M= [p.,q J E Mn e=.{-á do.do. fOY 

DE:f=/NlCION : 

Un r;;:-;;:,pACIO ~UCLIDE/tNO es un c:spacfo \leC·lonal 

en eJ qt.te e..::.tci defti1/o'::J un .... prodvc;J.o fnferror . 

escribrremos ( "\1 , < · > ) 



PROPJE.PADl:S P~L P/20DUCfO INTEP..IOP. 

Demostra ~ ió,1 : 

<v 1V-'N/ + <-w, '1-'N! 
-= ('J,\J) + (V1-W) ·1- \··W,V) .¡. (-W,-W) 

-= (\IN) - <V1W) - <WrY) + <w,w'; 
= ('\/,V) -'2.(Y1W) + (\N1W) 

2) entonc:e.s 

Demostraa6n · 

t?s consecuendo. inmedlo..-fo.. d::! resutfaclo 
an+enbr 

DEt=/NIC/ON 

'Sean 
ORTOGONAL. a 

)~OS 

11 

v,w E ·(V 
1 

.t..· ) ) . Drrcmos que V es 

w ~; <v.-·N'> ... o. en -la/ c?tlso e&:ribi-

y -1. V\J 



~.10 

Res lJLTFlDO 

(W-t>N) ..1. 'i O\:::: 

Demos'lrad6n : 

to - ex'/ -L '/ ¿~ <V, W - íX'I) = O 

<=) <-.J,1..JJ) - rx <vN)::..... o 
6=) !)( "" <-V,"N'> 

('l, ... .J) 

Fbr lo +anto 1 d.ados. do::. 
-les , "Sfetnpre fX>demas encón1rar 
or·l-oqona I a uno de ello:s . 

(V,<,>) un espac1b 
E.nfonces 

Demostoacidn 

ve dOf1:.t:s r rr::le,cencl ien -
cin vec~or que ~c:t 

euc/ideano / y sean 



1(...11 

Fbr /o -1an-!o 

<w,W)= ((W-2}-l·~, {!.IJ-:C}+Z.) 

'{ 5j 

Fbr el re::.u/-Jo,do anicrioY w -~ ..L 2:- 6'-) 

o<= FO t lo -lan·fo 

: . 4"z.,2) = <-<><'i, 00./) ~ D<2 <.v,v) ·- <.v,uJ> 2 < v,v) 
(.-.J,\J)2. 

.· . .c::::z,~') .,,,. <.v,w> 2 ~ <.-+J,w) 
<.v,v) 

t=>Er/NICION 

-seo. l V,<,>) un 
mos Jo. siqr.úcn+e 

e.spac:'o 
·foncrón 

euc.l1ck·ano . Deflnt-
11 · 11 : V --> IR 

J 



RE'SULTADO 

11 · /1 : V ~ lfl 
v. 

D·emos1Yac..i6n 

I 
e~ c.ma normo, en 

(I} <.. V¡V) '> O -5Í V 4,.0 / <.v,y) =O ~} Y= O 

ll'i/I >O Si Vf O Y 11'1{/ -~"""O ~-') V= O . 

(2.) 11 <X'/ fl :::. J <cx'1, CX"I) = -./ cxZ .C.y,v) = 1 D< ~j(V,Y>' 

= /rxl /1'111. 

1e,) h 'l+W 11 2 ·- <.'1-+\1"1 v +w) 
::: (\J 

1
\J) + í2 <..\J,'-N) + <Wi'I..¡) 

L (\/,Y) -+ '2 '1 <v,,/) .J <w,w') + ¿_w,w) 
= ll'-1112. + Q 11\'l\ llWll + llWl\ 2 

:: l 11'-111 + ll \'-lll )2. 

ll'i+Wll L 11~0 + llWU 

CORDLARJO 

"Sea. /Rll l!on producio Jn-lerfer 

~n M)C> . En-lonce.s 

e.;. unC\. norn1~ en 11211 



I~ E:SU L TA DO 

Sean VN-.J E { \J, < . ') ) I \J¡\!" 4 ... o. "51' V J_ w 
en-fon e ·es l" ,,l.J i es J f nea I men:e indepe nd iern'e. 

DernCtStración: 

Suponq:::unos 

('J. 1 ~'<\! + f>W) = O 

Fbr o1;o 

tiEt=INICION 

ex <v,v) ~1- (3 <V,"'I) =o 
IX .('/ N) = o I "°' 
O( ..,.. 0 I 'JO. 

que <.\./,W) = o 
que Y:Fo 

Ja.do d~ manero.. andtoqa.. -!cnemos 
I 

( W 1 t><V + {3v./) = O =-") (3 = O 

lfnerumen-fe /ndependten1e. 

~ (V,<.,)) u11 espactc, euclidc:ano 1 y 
see% f'1,,-fa, ... ,v.<.J 

<'JA.¡\{ j) = o 
<'1,t1\IÁ) :/=:O 

G ""\f -/al que 
"!>.. j_ 'i.!,J 1 ~ .i.,j cf,, 14 

¡::aro. 1-s...l ~ /<... 

fl 



'jI_. li.J. 

en-fonc-es ckclmos que 
ORTO~Ol-JAL . 

E/ resuHacfo 

RESULTAC:O 

e.s <.tn eonJvn;b 

'Seo.. (V,.:::. , '>) un espacio euclideano -s1· 
('lti'/i1 ••• 1 vi.-:} es orlcc¡ona/ emonce.s {Vt,Vz, ... 1 v1-:j 
es llnea.Jmen-le fndept>nd ief"T/e. 

Dernostradón : 

"Sc.l ponqamos 

1 ~omo <-J.Á.,~j)::::. o -sr' ,,c.':/= j err-Jonce.s 
-/.enemas c;;¡ue 

"'.l J 

~ o<..Á =O 1 ..¡o.. ~ue <..'l¡;.1 '/).) t o 

~1 { '4,\lz, .. ·1 '/ ¡:: J es tnde.pendien-Jc ti 



\Jer-emos cque 
orloqorro.I de un 
trh'li'da.d , eomo 

e/ -lcncr un 
:::.ulx:sp-a.c1b 

se m ues.tra 

]ll.15 

<!Onjun-Jo ·de.. q{'rreradOlc'·~: 

nDs px:d-= ser de qrafl 
a aorrtrnvo. c.ón : 

/Rf'I cwn produclo ln-/Cr{O( ¿_x,y) == 'f.Í>y 

Resol\Jer eJ si'sfemo, Ax= b , donde 

f-Oy el 

nea.lmen-le 
resu f-{ado an-t-erfor 

tnde penci ien-Je 'I 
[~1 1 0,-z., · .. 1 0.n J es 11-

p=ir !O -fQn-/ó {?. (A I =-1~ 

Fbr lo -lan-lo Ax= b he ne :so li...t clón Únlcci, y 

x = c~).1 , donde ~Á ::: 
~;..lb es Ja 
ct,¿kcu 

SD/U{UÓn del -sfslema . 

es+o -se p:;eo~ ver -::;,¡ oJ::;seruamos c;:¡ue 

CJ,-t. [O., 1 az I · · · lan] 
A '--A """ a.zt 



= 

. · Dx = Ai-.'1 

1 

01.~o., 

...... p , p draqo112/. 

(c:i.,iy) 

Fer Jo -lanfaJ -e:,f ,(o. matrJr. cél Sis-temo. ÁX:ob 
f¡ene colvmna:s o¡c-bqcna/es.,. en-kJnaes és+e c:s muy 
-Rici I de resolver· 

.. 

Es. no.-1-vral <;}ue nos prequn+emc>S 

t:cu::lo 
orfoqona..le.s 

l VI""·> ) I e s,Jempre 
de V'? 

Far°' -...;¡ = /f2.'l J~ YCSf>OesJa e;¡ cs+a prequn-la 
es aFtrrr1odt.Ja. 



1fLff 

.. 
'S~ /f21') <J.on prodtJC .. ";'O rn-tcmo 

M) e:>· Ertlonct:'s :siempre. pxterl;o:s 
base oric-::¡ona./ d.;:, 112n . 

Dernostr~ci0.1 : 

1 '( 

:f, :::o I '/ ~ l~" : X,*-l1'1 =o 

Como M> o y )~ 1 ·I· o "'-') Mr..1 ~!..o '{ ~f Jo +arfo 

dtm ( N ( r1-;1.I) .,,. cfon (S,) "' n-1 

A:>r Jo -fan/O podernos -lomar 

c;;¡ue. \x1,'lt2) C6 or-loqon.o. I. 

fbr I o -lo.rrlO dl'm {:f2) ::::a n-1 ( 6fo :Y! ve 
c'e 1quo.1 rria.nt:ro.. que paro. .t, ) 



JII., l 6 

Como 

por lo 
. ...i., 1 MY-,J t·h'.2 j :: 1 r.,r"_J í lldepend terile 

cUm ( .f,nJZ.) == n-2 . 

Rrt lo +.:::rn-k> pocfcmos -lomar 
{l'.,,Y,2, '< 3 J e.s o~·+oqor:al. 

en qent:raJ vamos ~ -fcner 

I ~ I<. 6-n -1 
1 

t;:}UC :::,¡' 

{ Y-.1~2.1 • •• , 'X1<-} es 01'f0!1onal 

.:f¡ t 'I <: IRn (t11~,(. l t y "" o l 
'{ ::,¡ "" J 

:::s \ '1 E LQ.11 ·. y¡;t.'I ~o~ M't')( = r i 1-= A.~/c.. 
' I 

en+onaes 

A~= 

dona-e. 
ILY.n 

At' e6 10. m~hr-c 
d.a cto. por 

.Como M7o y \x,,~ 2, .. ,~1<J es or+oc¡ona.J ~ 
{ M~,J M-t2..,. ·., M~"} "" t t"t, t-z., .. • 

1 
Y14 ~ es tndeper,.c:lienk 

y por Jo -l-an+o drm { N r A11../ J ::: n _,, . 



-:YJ..,Jq 

'/ poY 
un \/<:.G-f·or 

Jo -lcm-!o 1 paro. /.< s n-1 
Xi(.+/ E · ::f, n :fz fl . · · n .:f/..,: 

1 

p=io'em::xs -Jorrar 

f..¡:;,¡.¡ =f. o ' y 
en-lo ne-e .:s 

sen;( un conjun-/o orJogonal en IR"· 

Faro. /-<""'n-1 oblcncmo.s 
(~11)(2 1 ... 1 ')(.nJ Gil?'>. 

cm <Jonjurrlo or/cqonal 

Fbr to bo.se 
or+cqo()(A I 

CORO LAR.JO 

'Seo... 

cl1mens1'Ón 

"e.. of<> re:s 

(V,< , >) un e6pacio eucbdeano de. 
n. e.n-l-onces podemos encontrar n 

w,, w2 , ... , Wn f V -Jo.t ~ve 1w,,W:z, .. 1 Wn J 
sevt uno. base 01-ioqona. I de V. 

Pemosfrar . ..lón 

Seo.. C:r: : V 4- 1!2º un 6isfema. ele crordeno.· 
das en V 

/Or 'º -lanto (\J,tt.J) :::> y/::.My donde 
' 

M = (f-\A.J ] con P-<J-= <e~ (e¡) 1 
C_I' (ej )') 

= ('Ji_ 1 \Jj) / donde 



-1 

'U. = S: ( e,¡ ) 

donde 

I'\ fl 

UJ = 2: 11;. \I¡. = Z:: 11,\ [e;¿ ( e.d] 
/. =-1 4 :1.1 

Fbr lo -larrlo 

\{ ..L \.N 

Fbr /O -la.n-lo ... -::si l XI 1 Y.;¿, • º º / '(. n J es una bc:t.:s e 
or+oqonal de ,~,, :::.') 

{e;(~), e;¡; h<;?.), . . . , ex'. (N,}j 

-es uno... base or-loqonat de v. 

Veremos c;¡ue 
-siempre podemos 
de .:P: 

RS.SULTADO 

para cualqurer 
encontrar ano. 

'Sl.J.bespaa·o ..:J' s= 112" 
l:ase or+oc¡or.a. I 

'Seo... /R.'1 eo11 pYOduGto tnkmo < r..,y/ =- Y. t. My / 
M> o . -:::>r .::f-:; /R.ll e.;. un -sube-sp:::u:io de ¡¡in , en-/ofJ. 

aes -:5/empre -podemos u.no.. ha~ o>!kt:jona.I de ..f. 



El p-roc-cdimre-nl::> que u1t'Jr2amos. pa rCi eonsil'vfr 
/o. bo..s·e or+oc¡ono..I cl"?. 
mr;-:;.mo c;¡ue uftli2cuno:..-:; 

~() es c:,enc;ahnc:trk: el 
<YAando .f ::J lf¿Jl : 

Se~ 'SiE j' S¡:/,Q 
I y 5ean 

:J, = t 'V E IR11 (Ms,pt y.._, O l 
"' 

{ '/ E J' f f//s, J-/.; Y-""' o } .f, "" : ::. .f,n.f 

En-J-onces dtm (.f',l).:f) .... d1m (].), J,L.-1, ya 
!¡Ve : .:J¡ .s. Y = /Rn '/ FO" Jo -farrl·o 

o! tm ( ~, + .f') + dtm { J', f1 :f') = dtm { .:f,) +- drm f .f) 

.... .., n+. drm(.1,n:f') = (n-t)+ J<. 

=) d t m ( :f, fl j') = µ.- t 

RJy lo -tan-lo 
"Sz E J; 1 'S:;;.. :jzO 

~ or+cqonOL/. 

qenera.I, 
-J.ener que , si 

padl.':mOS 
y ¡=ar 

para. 

1omar 
lo -latrfo 

vamo.s o... 

donde. 



Lss """'·Je l 11·2., ... , .?).. - :J es or-1-oqona 1 

po1 Jo ·lan-lo ¡::od.em~ -lomar 

:s,c.H E .f, n 1z n · · · n .f ti 
I 

y por lo -:-an-lo 

y 

es or.fo:::¡ona J. 

Al aabo 
or+oqcnal 

del f-O;G;.O Jc.-1 ob-f.ent'mo:s un (![Jn)Oír/o 

y por Jo -/arrlo 

CD PíJ LAP-10 

"SeO\. {V,<,>) un espac.10 eu.c/t"deano . -st' 
W s V ~ UI\ subes.pado de Y, entonces. pcc1em:xs. 
oons'tru.ir llr>O... ba;;Se or-toqona.f de -W 



• 

Pf/.DCE..01 Mlt?NTDS E.·p¡ CIENTES 

O ¡:¿-fOq Of.!,4.J.. l?:s 

F/ .,\-- CO/JST{W IR. 8/lSIZS 

J-lem..')s vis-fo has1o.. alora q:Jz el -tener uno. 
tase or-k:cpnul dz un sulx::"S.p::1.do 'Ñ .s (V,.:: /) 
pve.de. -:::>i'mp//{J'ú..:Jr de-1-erminc,:da:s: op:=rucrcnr-s cqve 
-knqarnos e:;¡ ve rea I r;;;.a r C!On /os vec-,'óre.s df: w I y 
c¡¡ue Gi'empre podernos encontrar l'"ª lxlse or.t:qo-
nal d: '1ua/l'::urer subé.''::Srx.¿ctCJ cJ2 -V . Traíare-., r 
mos ck. enc.on1rar proced 1m1en-los ef1'clen-f1?S ¡::aro. 

9.4/:x"Spa e.to cons.tru/1-
dacfo -

l.x1:se:s. or-lcc¡ona.tes. dz ~!n 

INTR.OOUCC/ON 

la. clf~fancfa ~ un pon-fo a uoo rec-fcil ::se pa:de 
ver Mm:> un mt!fod~ ¡:ara aonstrulr un veclór orfo-
qonal a uoo rec+o. . 

~ponqamos (V,<,>) e.s un e:spa<J lo eue/Jckano. 

-:5ea 

01 lqtn 
;t s V c..tna 

,;f = ['J] 
re cla · que pa;Sa p..Y e/ 



}[1,QJ./-

\Jcc-Jor ooe no e5!d. m /a rcc:-'XA 
'1 

o! I en-fon c.~ 

( <",v .. /) ) " 
(.-..¡¡..¡) 

al p:.in+o w · 

el 

v1mo::, an!eriormen+e 
I 

.(,-...¡¡V-/) 
V el vec-kJr 

<:vi'/) 

pltl-/O md.~ ccwano ck t. 

~Y lo -lan-t-o 1 aon-1-am~ con un proú::r:::lim1enro 
para <10nstrv.tr un \/eGlor or+oqon::l/ a otro. 

e Cdmo ca/e.u/amos un veof.ór or-lcc¡onaJ ~ dos 
vec-lores or-kqonale:s dados ? 

-Es declr1 :SCaJ1 v~,vz E "'\J ./a I Qc.>e.. l 'Jf,\I:;? J es 
orfcx1onal , y sea WG.V -/al que w <t ['i11'J2] 

. Bu:scareaios e.en vec-1-or de /c>t .fbrmct 

\1'2> "" UJ - ( 0<1\J 1 + C<2-.J2 ) 
I 

-Jat c:¡ue 



y 

Fbt /o -lan-Jo ncce-::sii'cunos. quz 

=9 

Fbr 

(v_, / W- 0<1'-f1 - C":.2VQ.) = 0 

< '1/2 UJ - \X¡'{¡ - c-'v:, '· 1,-, '-¡=o I • .c... Y ... t 

('/, 1w) - rx,<V.1,'li) - cx2 <'i1,'h.)=-o 

( '-12, W) - ex: 1 <. \J¡ 1'.J2) - D<:2. .( '12, '12) =O 

<(-.J1, LU) - D<1 <.."l1,'J¡) '"""~ O 

(\J;¿1W/- lXz.i..\!21V2)=.0 

P<¡ '::: .('/11 W) 
P<z. ::. 

I 

""" '"~ ') 
lo -/an-fo; 51 \J~ ..L 'Jz 

~'12 1 W) ---
¿_y-;¡_,v2) 

y w f[_ 
en-1-onc-es 

\}~ -= W- <.v~.w) 
'1t 

<.'12, UJ) 
'h .. -

¿_""''"~) i.\J2,\h. ') 

e:. or+oqooo..I o. "' '/ o.. V2 

e~enJemos que 

( \J11\J:z J 
I 

~ el punfo mds <!ercano :::obre [V1] a w.1 y 

fil.le t..'121 W) --<-v-:z..,\J:;:.) 
es. e/ 



E:.¡emp/o 

6e~ (V,~ 1 )) un 
\ UJ~1 U>:z. 1 w3 ~ /fnea.I mtnf(; <:ons'f'ruir 
l '4 ,, '.!2., \13 ~ or/.::.:c¡cnal . 

!=~4e 

procedemos 
ideo. que 

':Sectn 

En+o.1ces 

probf{:ma prdctfco.inenfe ya es+d. resueHD 1 -:::'jf 

~ C!.onstn . .ur v1, Vz., y t~ :s1qr..trendo la nu::,m::Ji 
en los e,remplo:s o..n-Jcn'Otc:s : 

'Íf -=> UJ4 

\"2 = UJe_ -
( \14 1 U.b) 'l1 

l,'J4 '\/.¡) 

\f.::¡ ::: We;.- L. \!11 LV':1) v 
1 -

.(. \Jo;i~, We,) 
V2. 

<v. ,..¿/·1 <\/::2.1 Vz'/ 

l 'l1,'h., \}5 J es or·l«¡-ona I . 

Fbt 

dlen-!es 
na/es. 

fo -lan-1-o, o.. ¡:artlr de o Y-."6/0fr!:S lflciepen-
~iempre pod~n.OS' cons·toll(r 3 vec-iores óHoqo-

rnifa ade k.zflfe verernos c;¡ue es-,Le método a:e 
pueo'z e~-fe{)<:.:i'er o.. aonjutrfos tn:J.::.¡:xr;cfi'enJ-e:s dB n 

vec+ores 1 '/ flue Por Jo faíh'-ó no:s prop::xdona 
un procearmterr10 p:iro.. QOn:::>trufr l:x:l:::e:s or+cqono.~ 
/e::;,. 



E.I prob!cmo .. 
.C-J •}:).-:>e rr'.!r 1',·-:; 
~ '-~ .. ¿...~l.··· 

cons,irvlr 
/tqo.do 

ba:::,~:::s 

al 
e 1·-lqonr.-1 kfS 

-:Sfqlf..( Cl//-t.3 

Sea.. 

M> o 1 y 
cwn produc!o f n-1-err~Jr 

.::J ~ f P.n w1 ::::ube::.p:::,:cro 
<-X(i!::./= xf:.M2/ 

de J,Qfl • 

Dado '/ G tP-º / encorrtrar y E J 

:Es decir I 

11 '1-'I u'-- = mln 11 " - ~ IJ~ 
:s ¡;;: J' 

de.u.Jo un ~b!?Spt:.1CIO .:i !.'.; ¡rzn y 

un pu~ y E lr<º 1 quzrc:m~ ~b:;r ~ et..r:sle an 
pun+o '\¡ cle ;.f que :;;ea el md:s acrea no O-

y en CQ~') aí1rma1'1vo 
I 

c.'k?~ rrDl!ar Ja -k/cn!'cO. 

pma encontrar lo · 

E.ele prob/emo. aons1'rlvir.= lo.. méd.gJo.. de e&.e 
cr;rp(·hJ/D . 

Y, 

\!eremos c;:¡ue --sfempra e)(fs-/-e un prrlo y G f 
-/al que lo.. d f-c.1tanclo... 

V que es-fe pun-fo es 
de. y a :;;¡ ~ mfn1ma

1 

ún/c.o. 



seo.. /P.n co.1 pr3dU{;·io ln-Jcr1or 
M) o / '/ se¿;:¡ j' ~ /P."1 un ·:x:l:xsp.1::u:k: 

Do.do l{ E: 112n -::Jlcmr)re eM.:>-fe un l!Jnl<:o 
'Y E j> -Ja/. que 

n t./ - Lf ¡¡z."" mm /¡ '-{- ~ IJ 2 

Sf J' 

Demosfyac;·dn : 

Sea f: .:!~ ¡µ. c-!e-frnrda pcr 

es decrr1 :51· SE .:J en-lonce.:s 
-Pes) - ( d r::;,fancto... de. V o. s ) 2 

. 

veremos que 

uno. 

ce /f2n . 

\JCC·l'"Jr 

AA Jo -tan-Jo , -sf s E .:f 9 s =- Sx i=aro.. alqano... 
X G:: tRI<-

..f(s):::: 11 '/- S~ 11 2 "" {'/- Sx )k M [y-Sx) 
es f)lk. - (S·<.j :é} { Mt¡- MS -;<.) 



m0itr1-e: A-= s-tMs es f-DSI ii u:;r, de.f¡'mdc¡
1 

columnas lndepend1e111es . M>O '/ S 11cne 

Fbt . Jo -tan-lo 

q,(X)= xi.Ay., ) o 

'{ i=or Jo -/atrio .f(s) -l·rene mln1mo , y é:&k es 
Jn1co. 

COf.i!lLAR.10 

(V,¿_,':?) un espacio euc/1'deano , y 
un ~be:s·pac.lo de \/ . ~~ V t V , 

eY.fs-/e un Ónfco ~ € W -lat c;¡ue 

11 \1 -'1 lJ 2. ::i mln JI \) -W lle. 
W€\t\f 



eucli'dcano , y sea 
De.ftnf rnos 

F} : -V -> .::P como stquc 

P.:P {w) = w E \J' donde. 

11w-w// 2 ""' min 11 w -s /J 2. 

'5€ ..f 

Fbr el re~H-ado a1i1er1or e:s.Ja funC1Ón e.:rld bien 
deA·nrda , '/ ademd:s 

p:f (::,} :::a~ 'V s ~ .:f' 

U) p.:f ( P.s {W)) - P.:t fw) -V w € /J<n, ~ dedr1 

P;¡'2.. = ~ 
2 '2 \J- sE .:f n UJ- f11(u..))11 ~ 11 w -'5 IJ Mi) 

Com~ 

tw> de 
\Jeremos mds adelante 1 lo. propiedad 

e.$-/O. .f-v.ner611 / rnpllco... c;¡ue 
W- l} Lw) E?S o r-:ccpnoJ o.. :s -\f s 6 d' . 

f3 se llama.. 
":50 s Q.¡: cl' . 

lo.. 



\/eamas qué -/Orma +rene F} auando clfrn (J'/,, / . 

Cal 

(b) 

y =- ( ll'ill e.os e) ~ 
llS1U 

= /J'{ 11 <,-=:;,,,y) -S¡ 

/ls111 ll'/11 /IS1U 

Y => ¿_-s,,'/'l -s, = <--::.~ -s, ~ ~si] ('j) 
1/-s¡ IJ Z .t:.~1¡"S1) 

lj (y)= 

.. 

Pcso {y} = 

enNnces 

-:5¡-S I t. 'I 
"'5/--s, 

en-/ onces 



= 
':5¡ "'!'S¡ -1.. f'IJ 

y ·s, ( f//s, J k 
{M>o) ::::: y 

-.S, t f"1 S ¡ /Ms.1} ~ s, 

.. Pesa ::::: 
s, ( Ms1 Ji:::. 

( ('1'5¡) *-s, 

'\/eremos 

en-tone-es 

resr.J Nado se p.Jec/.;? ertieno'er rne¡or -::s1· nos 
en lo. qeomety/o. ftl'.J0/1.1cracia. : 

-:SUponqamos 
-:srón 1 : 

s, j' 

~ i y </. .f '/ .:S1 es <!ila I qu 1er paírlD sobre d 
-laJ Que y-·s 1 no e:;:. or-loc¡onoJ o.. J> 

I en-/Ont!~ 

11 y - .:Si112 > mll'l 11y-s112-
'SE ;:f 

I 
ya r;¡ve -::st' ·formam~ 

el fy¡'cfoc¡ufo l'~eles -3, '/ '52 -lal que 
IN --51 /1 .. /J y-s2 /[ 

1 
'<ffi-}O n ces t!ómO. en un 



.fy¡dnqv/o ¡'-¿-:Ós-ce/-.:.s la perpen d icu/ar 
/OS dos fQQ'c:>:s fqUCi/es I 'SÍ Y f-5 

p:;1ra.. fcdo s G \:Y 1 etn1onccs 

es ''rnd.s chrca ~ aue 
-J 

-la I r;¡ue y-:::¡ L :s 

= mm /h/-sJJ?. 
sf-j 

y p:Jf lo 

e~-te mrsrno rct?.Onam1enio :.se puede e~:/erdcr a :::üb
espcu ... ros d:z drmen:s16n mo.\'or . f{Jr e¡emp!o, -:::;,/ 
d/m ( .:f) = 2. 

1 
en-fonces pam r;pe y ~ 10.1 que 

JI'{-\¡ ¡¡2 = mfn Jl)1-s¡¡2 ncces(famos que y-y~ 
:sG.:f 

or+oqona I ~ C!ua1qu1er recfo. en J que ¡x¡:;e par y. -
y J=Of lo +arrlo y-y delx -ser or·krpnol 01 waJqu1er 
VecJor s G ;J · 

PR.OPle..DAb =FUNDAMENTAL-

"Seo.. if2" a.on produc-!o lnkrtor <(. , '? y j' <;;. 112n 
un ~bes1oaelo de 112n . Se~ y G /[2fl '/ y E :5'. 
Emonces 

11 '1-~ ¡¡'~--= mtn ll'J-s uz <..=') '1-~ J_ s ~~ s G d' 
~€..f 



E:s ckcrr1 -:::i· y-y es otlcqon,~tl o. -fcx}.o vcc.:.for 
'S E ¡J ¡ err/DllC'C':S 'f t':.5 8/ pun-!D rnds CCtGOnO 

Ol y d.;:. /o-::; pn-fos cJ¿:;. j'. 

D~mo:strad6n : 

-f{s) ·- /}'J-SJ/2 

fbl' /o -lan-fo 

dnico. 

\Jeremos i;¡ue y E .:J -fa/ qve '/-y J. :s -V-sE ';! 
es. el mlnf rno: 

IJ'/-SJl2= JI ('j-\í)+ (~--.S}/12. \Jos<:.:! 

Como 'í 1 s E .;J =I :;¡ - ::s G: :!l 1 'I Po t P -larr:a 1 

-5( y-:::¡ ..L. 5 tlsE -:J -'l r-v-'I ¡ _i l ~ -s) 

. . . /b/-y ll 2 ~ IN-s /1 2 

'í = f.} ("/) 

Fbt Jo 
;obye Ja 

-tan-lo, por el resuHado 
e>t.l'.::.rena~ y unJ'cidod 

qoe demostramos 
de f} [y} - y 

'1-'i ..J.. ó >f s G :J 1.=1 ll "i -'í /ji]. = m1n /J y-:s 112 
. ~EJ 



Sm lf2n con produc·fo iofen!.Jr <. , > 'I .:J '= ¡¡2n un 
subespac.lo de. áfmen:stóri I<. . 

l "" - s t 4$-('C\ ~· 1 "52, ... J "'-' J un 
qeneradores de ~ . 

Sea '{ E ¡¡<.n 
1 

y E .J. EJT/once.s 

11'1-~ J1 2 = mfn l/y-:sU 2 <:='> '{-'/ .L s -lJ-s€ J 
'5E J 

~--Q Y-Y _L '*' 1-G.J.? le' 

COROLARJO 

seo. (\J 1 <, >) un espacio 

un -:sr..J.bespauo de dff11t'{}5f6n 

$'0. 

dores de 

eucJ1déanO 
/<. . 

y 

to 

de qenero..-

sea w E. '1 
I 
~E J. EJTlonces 

11w-w112 = mtn JI (.U - :sJ/2 e:-~ w-w j_ s V-sE j 

:SE~ 

¿:=') w-w .J._ "$_..( 1 J ~-J. {,,,.~I 



un 
Seo.. ( "\[ I <. I '> ) l.t1'1 e.spaao euc!k7€ano 

$.,1,bcspac.t'cJ de Y de drmen-;s.ion /<. • 

Seo. { -s1,S.z1 •• • 
1 

S¡<. } una base de cJ . 

w E 'J errfonceS;,. p~r el CDrD!arro an·Jerror 

tlw-w 11'2..= rni'n 11 w-s:f'· 
-sE3 

llama 

(.=) 

(~) 

<=') 

l=? 

W -U)...... J_ -=. i _,,,.. J 

(w-u> ¡ °5).. )= 0 
I 

<W1-S_¡) = < W¡"'S,i) I 

¿-~.(, ru.1 = <-::!>;:, •.¡..J') I 

-;:;¡ V = ¡p,,n 1 en-Janoes 1 --:;,¡ y €-V 

1.i;,.i G~ 

J "5:.iG-¡:;. 

I ~ ,i. -:. ¿c. 

lJ "/ -~ 11 2 = h1 /fl JI '\/ -:SIJ2 (.u~ ¿ S), 1 \j/ ::: (. 'S)., 'll 
-:se\'.f 



et onde 

por lo -~arl"~ó /C"..;:.-. e<!U.aafonc--.:s normo..fr::·:s 
p;eden e".5edbl r de Ja s1qufcn-/-e man.;,ra : 

< :s;_ / Sr.) = t..sj..,'f) 

E,-¡;,cwibi'remcxs las e:cuacrone5 norma/es. en el 

lenquo..1e mcrfy¡tfaJ: 

~¡xmqamo:s -Enlvnces 

se transforma e() 

-s,t:: -s,:c 
'%-t. '5t, ..,. s..;?.f: '/ 

"S¡::.-1: ;t-
"'SJ:: 

sts ,~ = Si "/ l 



-gi:.38 

Com.'.) ya -sabemos 1 e:::--{a ccuac.l'Ón debe d'.2' ·k" ·1er 
soJva·ón , lo éüal ~ a.omp~veb::: .. 1 ol-::s..crvando aae 

¡ 

como S 1N,r;e eolumra:s. io-:.:Jependienfe.s ~nfDr;ce.s 
s:t S ") 0 f '/ par /0 -,l(.!1)-)-o Qf "(-,fS¡'C(r){)¡ fJ-CrJC '..:SO/U -

ctón 0n tea . 

8) "Supe>nqamos <><,?.:)..,,. xi..11~ 1 M>o . E.rrfonet.a.s 

Ja:;. ecucw'on-cs normoft.'S : 

<-:s,¿, Sx) = <-s,i., y) 

':5e con-.i Je rten en 

-S: M (Sx) ::: -sf M y 

-s,it M -:-,¡~ M 
'SJ;I;. t1 rs~q """ -=2t f'1 "I 

i<:: ":5¡.:_ M s;.:.~M 



"JI_.3c¡ 

fby fo -lan-fo 
1 

en el m::::o mds c¡::;rrcml de prc::fo:!o tiJ{cr/or 

en /Rn 1 /a:s ecvcrc1bn-cs · no1malcs ~ pu:r/-::n es:r/b1r de Ja ·. 
+brmC{ 

1 ( MS )-.t ( Sx.) .. (1·1'3.) t.; y] 

Al rgual c;¡ue pra M-= r.,.., , podemos checQr que e::sle 
"5f:s/-emD. o'e ecuaabnt.~ =::>tcrnFc -frene:. .:so/uc/6.-, 1 y é:sla. 
es únim. esro :se ve ktc/lmo1k:. -:si observamos qoe 
/O. maní-z. a'ef Sf~Jema e:s ¡::osr·/jvO. dcfintcfa: 

'/O. 

(f1S)kS = S;{MS 

x.t (s-tns) x 
~ue />'1> o y S 

{Sx)J.. ;··¡ ¡'Sx) >o -SI X:/:-01 

trene cotomno.:s irdep~ndren-lcs. 

J:.n-lulmCJs 51ue e:;;...Je .s1'::dcmo. debz de :::.er m!JY 
ff:fdl de resoNcr 
or.foqon~I d? .J': 

-SI { Si,::s2 , .. . 1 s1:: J <:'..$ una base 

TE.OR:Ef·1A PE LA Pt:W'/ecclDN 

~a. ( V, < , ) ) un espacro evc/J'deano y 
::J s;. V un -:5Ubé':5fXlct'o d? V de. drmen:sr6r¡ /::::.. 

~ fj, : V -'> .3' Jo. proqecd6n CY.·lo::¡onal 6C6re 

.i'. E..n-fonc-e.s 

el onde 



es una base orfoqona ! o::'. ..:f. 

Dernostraci6n : 

Sea w-tV en--lo n ce:s 

donde es u na ba:::..e de .í. 

lo! 

""' L: 'e":f 5 t 
J:::q 

Fbr lo fan-lo 

~ 

(-si,?=- e';:¡sj) ~ (-s;.,w¡ 
J'=• 

"" <=ry ~ ~j (s,¡ 1sj) "" <-st, w), 

"5i 

para 

S'" 

{-s,,sz, ... , "S¡.:: } e$ or+oqcna 11 

Á- •t•j 1 '/ por Jo -1-an-lo 

~ ~.Á = <(Sj. 1 W) 

¿-s,.c., s;. '> 

('5j.1 Sj)""' O 



Por lo -lan-lo 

R:ro, como hab1f:Jmos '\fl's-/o ankrlorme11le 

fls,<.) {w) = <-s-<, vJ> 

.( "S,( I "::).t > 
-:-.? • 

;.<. 1 

:::5qponqamos ~ve V .. IR" y <x..~ = x J:. M 'í! , 

~14/ 

-en-/onces b mah-ir o.soc1ado.. et I ~f::;,fema de ec.uaeio-

hes normales e.s d1'aqona/ , cuando fs,,:sz, .. ;¡SJ:: J 
e:;. una base or-Joqonal de .;f: 

En e5k easo
1 

el s(:s/-ema de. ecuao.bf>.."'s mrmal.."'!S 
esid dado . ror: 

-Si las CJ.olumnas de s s:in or-loqona/e..s 
en-fonce:s 

s./- Ms¿ =O ).. f=: i 

e.5> decir, l 11s;.rt 5-1 =o h/:j 



1 

Por /o -lan~o 

(M-s, l k 

{Vl$:2 )* 

(Ms, )* [-s,/-sz I · · · )-s¡.: J 
:.(MS}°*~= (!'IS:¿}*: 

= 

íl'ls~)'k 

{11·s, )*"'51 

( l"ls2 )*:s. 

.:: D 

· · · lVls1 )·As¡:: 
( Ms:! }-t SJ:: 



En 

matri~. 

e:=rie CQ$0 I F} : 1/2 n -";:> j' 

\Jearno.s c6rr10 e.; e_":rfa 

e:Siard 

mahi2:: 
dado ¡:nr una 

Por el -1-eorerrtJ. o'e Ja pro'fccclÓn : 

:S;L {M-s).) t 
= 

( M-s;. ) .{ -:sÁ. 

Fb1 Jo -ta11-/o 

Obser-.te mes que 6,. < , ) 
usual de ¡¡zn 1 é'$ aecf t 
con M-: I.n, -entonces 

-:3>2 ~'.2 -t:: 
--- 4- . .. + 
-s:f~ 

(Ver pag. 
JL.32-) 

es el prodt.Jc..Jo Jn-/etno 
0..1;.;;/ = x.t 2: .:- x.f:.1"12, 

.. 



E.I a!qori+mo 
un m&ao ¡;ara 

de Gram- Schmtct-1~ nos 
resc/ver el st¡alel)-Je 

prop::Jrcfon~ 

PROBL.EYIA 

un 

uno. 

'Se~ (VI <: I > ) 
-:::Y~bespacio d? 

un espacio euc/idcano 
V d~ dlmcn:sfón ~ . 

Dada 
Ca6e 

/-sf,:S2, ... , '51<. 1 .;;: .:J 
or+oqona I ck 

una 
.J a 

l'A:e de J con:strurr 
I 

par·h'r de ~$,,Sz, .. ;rs~ L 
-:SOLUC/ON 

t J 

21 Pbro. .l.=-2.,3, ... , /<.. hacemo:s lo ::>rqc.uen.Je. 

Calcular - -/al ~ue SA, ::'.:l,{_ e5 el fXJn+o má:::. 
cercano a 5_;. del _"':>LJ be::;pa eta qenerado 
por t;J1, a~, .. / <;J,c-1 E..-:::, c:Jecrr 5A. $5 

I 

lo... proyeccMn o r-/-OqoY1a I de -s,¿ :!3:/Jbre. 

[(¡., t;J..2¡ •• / <;/..l-4 J 

Fbr Jo -1-a.rr!o 



al ..J.erm lnar 1 en el Jc.-61mo -¡:aso· 
1 

abk:nemos 
un conjun-1-o de. k. Vec.~lore:s 

Veremos qoe es una bcise ov+o-
qonaJ de .:f: 

Es da ro que l q1/,l2, ... , qt<. \ ~ or~l-oc¡onal 1 yo.. 
<;Jue 

1 
pDt eonstruca&> , en co..da fo.SD 

n; ..L a 11 n °"tA. '111 12. , ... , -..¡,t-1 

'/ por /o -lan-lo ~ or-loqono. I / 
paro.. 

Obser\femos ademds, que. €n el prlmer fXlSO 
hae.emo:s 

En el -:;.eqondo pa:so hacemos 

donde P12 = <q4 ' ::$.;?) 

<q,,q,) 

Y en qenera.I 
1 

en el 1.-é:SffíY..J p::i~, 2!'.r.i.-G/:=-

hac-emos 

donde 



(-'/-.) 

Por 

Q7.. = -:s2 - P12. q" 

P2.t = c(c;k ,...s;. '> 
<.q.~, qr,z) 

I • •. I 

¡ q, = s, 

~~ ~ s~ - ;,i:. q, - - PJ!.-i,;.:. ~~-1 

<;¡1 E. (S1] 
~2 G [ '52, Q4] s [-s..z,-s,.J 
q"?> G: [s:!>, (f4,c;Jz 1 <;;: [s1,-s2,-s~J 

<;Jl:: E: (Sr:, <;f 11 '421 · · ·1 ~;c:o-1 J .;; [-s.f,'521 · · ·1 -:S¡c j 

/o .../a.n·lo l~1,Q~, ... , q~ J e;. (-S4,52,. ·¡:S"~J. 

[q4, q:i., .. . , CJ.r-. J ~ .:J' 1 1 como 
:J e5 }<. I '/ \ Qt¡QZ., "/ q~ J 

/o -lan..J.o 
dtmen5i'Ón ck 
1ndepe.nd1en-Je 

de ;j 



fil .L/+ 

t:.1 a1qorHmo ck q ra rn - Se.)) rrJ tell- nos 

comple-fo /o~ ót'qu icn k;;s prob/cma:s 

PROBJ...EIJ'Jl> 1 . 

-sea (V,<,'?) 
u no. base or-Joqona I 

un e-:s.pacio euc lldeano . Cb~t'rufr 

de -V a partir de cuaJqwer base 
oe V. 

'SoJuctón 

~ Jnmed i'afo. , oi 
C\ram- schnuc:J+ a 

PR.óBJ.E.t<lA 2. 

a picamos 
.Í='f. 

el pro:edimettló 

• 

::'.5eo-. l V, ~ , > J un espa e ro euc J idean o , y :1 !?\[ 

un -su.bespac10 de V . ~do LO~ V . encontrar 
lo proyeccióo or+oqona / ck.. w ::::Dbre ;:J. es ckdr 1 
eneorvtrar w E .::J ·la/ que.. 

'5o/uc.1ón : 

...... 2 2. 11 w-w ll ==- m1n 11 w- :slJ 
sf .f 

{ S1,Sz, · ·¡ '51< J 
-S¡c.+I = UJ ' 



o. padir de. 

~ 

=- w-~(w) = U.J - .S i::11 

'/ fOY b -kmlo P3 (LD) == . 5 }:.1t 

'Gin embargo 1 é~as 

$'e ::e p.>eden cuencias 
tl+rno ce 
ck vec.70r"$5. 

Giram- "Sch rntd+ 

no ::;on 

ob-lener 

a un 

' 
entonces 

r \Je< p=¡. yr.. 43J 

las dn1·cas eon::::e-

al aplrcar el o.Jqo-
conjLPnto lnxp::ndienle 

Suponc¡amos a.hor<A ~ve -V=- 112º '/ c;:¡ue. 
mes una. ba:se or-toqona I l q 11 qz.,. ·; Q1e. J 

ob/wt
de. 
6,ram~ ::Je;;; IR.n ap/1c.o.ndo el proced imien-lo ck 

'Sc.hmrd+ a. lo. lx:ise { -s,, Sz, .. : si:: ~ e± .f. 

En+onces ( VT:I' poq. 'iJ..lJ 5) 

e;¡.,= si 

(/:;.. :::.· ::5;z.. - P,12. q, 



donde; 

fh>.. "' t:.c:;/f¡S2 l 

.(q,, q,) 

fh, tq1, -si] 
.Cq,, (j.¡ l 

f11t. = (q1,S¡:_) 

<.q,, qf) 

PZ3 

P2.v. "'" 

"" ~q_~~) 

t:_q:;¿, q2 7 

~q. ~, 5/.:.) 
--~ 

/..qz, t;¡2/ 

p,,__, 1 ~ :::: t.. qlt--1 /:!>µ) 

¿_'4¡c.-r, '31:.~) 

e'Sfe oist-cmo... d~ ecuac1onc.;;; lo podernóS re.~ort -
btr de kJ forma: 

"':5¡ - q,. 
-::s~ ..,, P12 q1 -1- t;J2 

~ "" fr~ q 1 + f22 q ~ .¡. q::; 

'/ aomo paro. 1-;,..,t.:;.1c. 1 enivnC?eS 
lo podem~ 

-::>,.e, Q.i. E /Qfl 

cser(bü· en fcrrna ma trrc1a I = 

[ -s,¡ :5 z I · · · !'51::.1 -= [q. ¡c¡:4l··· l<J1<-1 fl2 fl "¡) R.~ flK 
o f2':l f:<'.¡ll.·I f2" 
o o f3,~..¡ P'3,1<. 

o o o f,....,,, .. 
o o o o 



fbr lo ..fan-Jo """''' ~'·"•1emo~. unn bir:<s.e {s -· ..... J _, ,_, _ '°' v. ·.-v.·- l1-'Z1•··1 ;;:.¡.: 

c:k ::J G ¡¡¿n / en-k>nc:.:.>~ o. f::arffr de é:;;J-a poo'emDs 
con:s·{1-L1fr 

-:JI ...¡ 
/:>l1::.:::.e or-f-oc¡cno.I l q" ,O,:i.., ... 

1 
q1, J ~ 

de~ b::rz.c-:,-;. c::";:;/cl.n relac(or.c.:dcts 
de lo. :>rqu ren-:e. 1nar-.ero.: 

'3 ~ G)R 
mti'- n~ ~ •~ -i: "-

donde 

" R es uno. mahl-z: ,tno.nqolar -:su~r1b.:í no-
~rnqular, de orden /e. 

E.s dec.tr la mah-le que da et aambro de 
coordeno.d.crs d~ k1::s "'5 '.s a la::s q':s es R, 

~E2SULTAOO 

4S n}(. /< <?on eolumnas tndepcndrenfes 
/ 

en+once:s e't.fs'/e CD nx1~ C!ón <!olumna;:-, orfoqona-

/e-5 '{ 1< /i:.'Á~ 1r1anqular -:;,u¡::enoí no- s:nqu/ar 
+al c.¡ue 



.Y.1151 

Demcrstracrcfn : 

Aplfcar el alqori-lrno de 6>ram- Schrnrdt C\ /as 
colu.rnros o'e S 

\/al vamos al punfo cent'rCJ I ce . qve nos ~rn:>.s 

<Yap/luto estado ocupando en e:síe 

:Seo- /Rn 

M '> o I 'I 'S-C:CI 

de d 1men::s,.ÓI) 

y€ :f / donde 
y sobre .:f. 

'Suponqamos 

'1on produc-to t"nfer/'Or ..(x1;; )= x.1.:M~, 
:S-;; mn un =.;ubr:."Sp::lCJO de 112n 

k- DadCJ '/ E" ¡¡:¿n enconirar 
9 e.:5 Jo. pro¡cccrón otl-oqonal de 

que 

"S( 

donde 
p. es 

l:;I(~~ 

-lenemos la f-ac11orl;t:cre!1dn '3= QR de S, 
C:V n r-t<- -/.lene eolumnas cr+oqeina le.:s y 

f'rfanqvtar -s..lpenor no- -:5i'nqular , enfonces 

el problema ya es·!-d.. prd.ctrca memte les.te/lo : 

ecuact'one.:s normale:s e::::fldn dada;;. p:;r 

(Ms ) t { S x) = (/VIS) ;t '/ 



S[L.5~ 

FOY lo +.:m-lo 

Como R e.s f()'fet11ble ="'?¡ f.<1: es tmerh'ble '/ 
¡:or lo tan-10 

" '/ 

e i;rt ITT < ~t¡v¡<¡i) P-x. = ( i.<-*- R~ > ( Q·h M) i 

==) ( Q*-M<V) R><- = Grl:. M '{ 

Como las columnas de <V ~ or--loqot1ales 

por Jo +an-fo lo. ma1fi::¿ ~;(; M Q es draqonal 
pc-sl-fivo. defJ'mdo. , '/ por Jo -Janfo e.s 1r.vettlb/e 

Fbr Lo tan-1-o f} = Q ( q,t M cp )-1 ( (¡)k ¡,'1 ) 
= Q D-1 cp-t M 



Yl.63 

'/ PoY }O -la.nio 0-1 = d1tl9 ( 
1
/ J¡) , donde 

d..(. - 11 q;. /J 2 . 

1::01 Jo -la.rHO P9 "' CV p-• c¡v':: Vl = 



Yl.5l/ 

Pp:: ~.!...(tJ¡q¡);I.; + Gz (1"1<;;2}~ 
4 

... + CJ.1~ (Mq¡.:.li.; 

llqdf2. 1! qz/1 2 // Cfr./(2-

Con-Firmando el re::u11+ado q.:...te hab1(r:?mos ob)cnido 
arn-e::. (el -h:Dremo. de lo. proveccii:Sf) ) . 

E..JEt.t/PLOS 

(I.J Dado un CDnjun+o de n da-lo:s et.perimcnfal~ 

(C,L, 'Y¡j. ) 

encontrar el ¡:olinom(o de. qrado ~ i<-1 que 
me1or aproxrme /o:s dafós . 

"'1(,i - - - - - - - - - - -11 
1 

5c.1ponqamo s 



Nece::;,f-/.amCJS encCJnh'ar 

1\ 
~-. ( )'2. ¿ 1\¡. - pC'C.i..) 
l.::ic 

m1'nono . 

Se '111 
~ean X :i e ... E fRf<. '/= '>la € /R.n 

t 

i;,<. '>In 

p ('C.) :se puede 

p (-e) ·~ [ 1 t: t.2. · . · 1:~-t ] E~ 
62 

~r lo ,i..an+o ~I haaemos 

entonces 

Por Jo -l-an-1-o qveremos. 
n n 

t (x l = L (1)A -P (L'..i.) )?.. ,,,. L: ("11;.- z~k'){ ) 0 

A~t A~I 



Sllc!)~ 

--

= 

'S= 

Nemos 

mCl1r tcfa I 

'-¡ 

-~ 
'111- 2.1'··1~ 

1¡, - ?.::i..~Y. 

..(. 

1ln- ~n'~'>-~ 

11 '/- Sx ,,~ 

%1;(; ' 2!2.t 
= 

2nk 

traducido 

:l z. 

'Y¡ 1 

~:: l 1Jz. 
= : Y. 

'11n ~,t· 

donde 

e: 2. ~-f e, 1 -e, 
Cz 'Ce'l ~-f 

~2 

C:n e; li!·I 
Cn 

e/ probl-ema al Jenqva¡e 

En<!.ontrar 
a /os datos 

el poltnomfo 
equf\!a/e a 

cque me¡or ~ o.proY.lme 
etJcontrar el p.m-fo de 

R ('5) qve :::>00 e/ rn e(-::, · ae.rC!ano a y . 

(JI: ) 'SeO\ C [o< 1(3] = .r: (ex 1(3] ~ IR. -lal que ] 
~ es aonn'nuo. 

e:. un espacio 'Jecl-or la 1 



'4ue no 
encon1Yaí 

conHnwo.s 
e¡e.mplo : 

es -frní-lamenle qene1D.do , VD. que se -pcKdcn 
ccm;unfos frr::IE:penc!.lcrrfes d:? {unC1onr:s 

-lan 9¡·andc::; eorna ~e e;¡:< 1er0i. !Or 

ec; r n de,oend f.en-fe 

0e~"1'nam o.s 
como ~1que: 

Si f,q € C [t:X 1(3J en-Jonces 
(S 

< .f."'1 0) UJ ::. f UJ (t::) .f'(C.) g (C) d C ¡ donde: 

\Je remos 
ckftne un 

O( 

LU ('<:.))O 

que. é:sfa ~ne.Ión 
produdo fn-lertor en 

(1) 
~ 

< +, ..r >w ~ f w ('C) .+2 (e:) ) O 

C>( 

efc.ch'vamen+e. 
C[tx,(3] : 

( W('C:) .f2 («:) 20 ) 
~e 

<:: t.-P)u:i = o <.~ w C-c.) ·f'2 Cz:) = o 
C=':i .re (e) '=" o 

'f "C E [!'.><',¡3] 

:..J- c. G \::O<",{?>j 
C) ~=-O 



(2) 

(3 

( ::,) < A+'1 +-r21 g) LU :::: r W (t:) ( )\ .{:\ + ..f'2] (Z:) ') (t:) dC. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

f p 
= >- f W('C.) -f. ("C) .C} (t.) d L. .\- r W(C) .fz(t)qfC)dJ 

~ ~ 1 

Pot 'º -tanto <.f,CJ)w es un producfo tnk:rlor-

en e [o< ,f.3] 

Por lo 1an-fo la ..f.Unaón 11 .1!
141

: C f oc,~)~ IR 

ciada por 
\l .P llw = J .( .C,-t:1)w ' 

es una normo. en e ["',f3] . 

"So/amen-fe no:;;. tn-fere:::an :subespac1"os 

dl'men:51'ón fJ'nJ-/o... ck C[LX,~]. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 



Cill ) Series de t"oun-er 

+ ::J fu unci íl.ina'ón ob-J-cnfd~1 ¡:or 
mefodos 
.J.?e seo. 

et..p~lmen..1:1!.:-:s -la/ 
perl'óc;'lco. de p.:r¡bc!o 

que t.>sp::;rcmos que 
2lT I ~ d-:::cfr 

21f 

como 
un .fCoomeno 
s.J'pcrpo.srci'dn 

pr:ri'Ódrco piede repre:scn+ar.se 
dz -R.tnw:mts elemen-fo.le.:s 

1, ::sen<:, tos-e, ::.en 2.C / e.os 2..t , •.. 

Veremos cómo 0ipro'f.t«Jar· la ..R.tncic:Jn fe 
usando un nómero ftnNo de -lates .P .... mcrones. 

V el :sabe-;;,,oac.lo ck. .fUncJones pcri'6drca~ 
y ""\/J sv 



El c.or'1jc.tn·fo { ~, .s{~n e, cos e, ... , s...::n ne 1 cos n z::: J c.~3 
or-ioqo(Jal en [01z11] ¡ 'I"' g,ue 

:;ir¡ 

(sen l<C 1 Cos ~G) ::o r sen l<C Cos /~C en:; .: O 'ef-/¿-1,l 

ó 

.21r 

¿:::::sen k. c1 ~en ,te) .::: f ~ /ce -sen .-Ce de ~ o -s( ;::, ·f-< 
o 

ZTr 

<e.os k:c:J CO'S l.:r::.) = f cos ['..C -sen .l 1:: áC::::. o 

o 

<1, <><n 1<.-C") ~ r'5Cn kC de = O 

o 
2/f 

< I, e.os k.T:.) =- [ co.s ~:c. de =o 
o 

Por /o -+an+o { t, sen e 1 l!OS e, ... , se.nni; l!O~ ne\ 
es uno.. ba.:se de W . 

EnC!orrlYo. remo:::. lo. m-r:./º' etprO)(,.mcwm 
nuestro. .K.tncl61 1 e~ decir ·, C!Ql(!)..t[aremos 
-/af 

mln 

p€W 

n 
.t(c) = l><o + ¿::: (tx 1,cos~c 4(3;:.sa'll<.t) 

¡:.::, 



FOr 10 -lamo ~ necesHamcxs c;¡ue .fe (e) - _f (c.) ~.sea 
ot+oqoflo.I Oí p(c) e/onde pC<::..) e..s crna1qu1cr 
·f:Unctón -en \;.J. 

Como 
una ba::,e 

{ I ~en i::: cose, 
1 J 1 

or-1-oc¡onal cé W 1 

ZiT 

sen nc1 e.o~ ne ) 
enbnc-cs 

es 

<. 11.f'e} :::. .1-

<::1, 1) 2Tf 
J .fe (e) d ·c. 
o 

1f 

_,_ 
1i 

'211 r .fu ('e) cos /< T: de 
e 

2Tf 

r -~ ('e) :sen I< 'C de 

o 

SliAt'/ 

'{ por lo -lan+o /a +Lnc16n .f~ w qat! me¡or 
0<.pro't.lmo.... a lo 

...... .r ('t: i "' C><o .+ 

donde 
o.r(/b{)I.. 

°'o 1 O( K 1 (::> /,:... 

.fund6n fe C'.S 

,.. 
2: {IX~ e.os 1<r:.. + f.31.:: sen k. -e ) 
l'-=1 

( l~/G-!:n) 



PROC!?.D1Mll2NTO p;: 

NO':Eco1Yos re'!::-0/vl'rnr.r:::. el pro!:.)/-C:.~!?. d~ 

pc.mto mds c.e1cnno de. an ::u be:pado 
olado 1 y obfuvlrnos que ·!oc'a rnahrt; 
tndependi en-t-e:s se p:u:: . .de .(2.¡dori7ar e!~ 

encon-;r.~.1r el 

a un v~afor 

con a..;,fumn::1:s 
la -forma 

donde 
1rrariqular 

Q -/-rene column.::rs or+oc¡onak::s y R es 
~u.pcrt'or , C!On 1 's en l0i cüo.aona I . 

1 

Stn embo.rqo 1 podrlamo:s J1abcr empt"2.c:.1c!o por 
prequn·fam~ s( -toda n1wtri'2 S ! con N(-:..J::::s loJ, 
-se p.;ed.e facfori ;Ku d~ ·la I man:::ra 1 ::sin OJ,-;.::J'den::r r 
el a-qt;:::d'D c¡eomeirtco del probJcn1!A 1 :Sfílo U.ntca-
mer;te el (3,:sp:do -{-¿c;1fco : 

D:ida .'$ n"'1<. 

conrrar- CVni:.~ con 
jrfanqular- ~up·c:rlor 

c;¡ue s - Q/Z . 

<?.on CDlomnas f t?a'epencf le.n-k:s en -

columno.:s orfoqonales '/ R 1<z<1< 

1 con .f 1~ en Jo. dtaqona/1 -la/ 

E/ oJ.qorffmo de CSiram- $chmrcH· no=. propordcnq 
un mrli-odo pa.r0i calcular la de-stJom po:::,rcidn 

'S=- QR- de una ma·/rl-3 S con co/umna:S tnde -
pend i cn;te:s . \J eamo:s 
~rc¡nJfi'ca e'sto en 
tnvo!ucro.da-:;. 

mci:s delal!ado.menk:. qué 
-kfrminos de las malntes 



YLúB 

Apl:car el o.lqo:Hrno de Gram- Schm!df a las 
columnas de S eo.c.tlt..rt-1!e a rc:,'":.C)f./CY et s(::;;.·,tem0: 

~.-

3 ... CV 1:i. p:::tm Q y R. 

-sr 

P. = 

Entonces 

-:srqu tente 
el sis·Jem o.. :se pucd!? ese r(brr de /a 

mane ro. (ver paq y;¡_·. LJ.!5) : 

q¡, = S¡ 

<;/2 = S.z -?tz (;/t : 
C~·) q'b :: -s~ - Pis <;]1 - fh, r,;¡2 . 

En C!a.do.. paso 
una oolu.mna d?.. cy 
en el 1-esr'mo Po.G.O 
Schmfc!t catc.ct!o..mas 
de iD matriz. P... 

del 

'I 
del 
g). 

alqor(..Jmo caleutamos 
(..U}Q eJ:>lumna. de R.: 
proced rmJen-Jo de 4ram-
'{ lo. -r- ésrma <!O/unmo. 

el -:;,¡~fema (-U} ::Y?aÓn 
I 



paro.. 
m t!JI ·h'pl:.1 

para 
de q:i.. 

(")rom -- 'S'.chmtcN-

2 'E: .i -:=. f<: ·lenemo:s 
C:-e q ¡ ·1 a ::s¡~ 

o ...;;;. ..<. -::::.. ¡.-:;, +enemo:s 
a (-:.>¡~- P,,;. q4 J 

1 
e ti-/·O r, (! t?:S e~n el 

qu~ un 

para 
de q~ 

1.¡. -= i. .;;..¡r;,. resiar tll"l ríF.5/'/J'p!o 
Q (':.\l. -

paro 1...,,. ¡:: -1-enemo-::. gu:.: re;;:.tar <Jr: mc5/trplo de 
q¡c;..., o. (-si': - P1¡c: q< - P:.z~ q~ - · · · - P~-2,."- q.,~,..:i.) 

por 
Es-to nos suq1ere reso/\!er e/ ·:sr:.sfema s ... Ci>R-

roed/o ael ':3>:t¡u1en-/e alqori·lmo : 

(C) g1 = -:s, 'Q -s, 
-:si'' = "52 - nz q. 
"5.p''1 -= -s:;, - Prn q 1 

hacemos 

donde .cq.,~¿ '> ---- } 

¿:qf,q.:) 



Por lo -farrlo 1 en el prrmer 
el prtmcr rcnqf 6n de R. 

s.,,c11 ~.,,.e 1 > ...,, e 1 i J,..., 1 "" 1 - óJ 1 • • ",¡ ""IG 1 '-' 

2 ~,(s.~ • 

paso 
" (¡i:.-1 ) 
~~·) 1 ,, 

,(. -'- '":11 

ca/culamo:s 

vcc-tare.s 
fQTll 

En el -seqvndo paso ha cemcs 

q~ ': "5-z'') 

~) = ~I) - P2=i. qz. 
~c.i) = ~¿t> _ p24- q2 

C',Y·I -- C' Cll p q 
'1..,. .;;!¡<:. - 21!:. 2. 

donde P2.L = <q2 , ':!>;.''' > 
<.qt;l.,qQ") 

E-:;, dec.< r1 en el -seqvndo paso calculamos el 
de fl Y {~~2} \fC.Cfofé'S $J2 l I sequndo renqtón 

-:Sq.. (2} I • • '" 5 Je:. (2 ) 

:o <Gr .A. ~ r- . 
+a les q ex: -:5;.. C2.) ..L e;¡ 2. ¡::ara 

Obs-ervemos q.ve 

yo. que eomo 
~ -s; (2} .J.. Q 1 • 

"S_,¿ (.:Z} J.. q.f I -3-G-tº ~ /;:./ 

V -s,l'' .L q¡ I I ?;,t:EJ.Gt::. 

' 



en el +erc~-r pa~ hacemos 

C.l:::. =-
s (2.} 

3 

Si.t?) .... ,., -:si/2) - p?~l q-p 
'515(~) =:; s (2.) r.; - P~t> 'f 3 

donde P-oj == < qo,_?-j c21 "> 

<.q,,,, <?s) 

Es decrr, catcvlamos e¡ -le.rcer rerqtón 
{/::-~) vec.+or-es 5.+t3 J, -s5rnJ, ... , -:s;:r~J 

de R y 
-la/es que 

'S. l:OJ J_ q 
J -1, 

En qcneral 
hacemos 

'SJ' {;) } j_ rJ. 
"'i~ y 

1 en el t-e'sfmo 

donde P..cs -= <: Q,_.i., -s,; ~,c-11 > 
~C/.i ¡ q.¡..., 

'SJ· (~J .J.. t1 "'t'Z> I 

paso / 



e~ dec..fr aa! cwlamos el i-é:.si'mo· reoqldn 
de Fl y ( j¿.-j. ) vec-fore3 

s' . .il = Cl'. I c.l) ~-a t-c:s que cada uno 1.+1 1 -;:,(-i-2. , ... ,'Sic 

de. ellos (:-S. odoqonal o. C/1,q-:::_, ... I ~.i.. 

En eJ /c-é:sfmo paso cbtcnemo:s que 

:J' =-· R < s ) = R ( G> l do11de 

o- [q..¡qt.l·-· I c:ir-: 1 fl'e.rie e.oJumnas ork::t:¡ona-
/e.s. 

Este alqorlltY>O -:;e /lama 
q/2.A/1-'SCHHl'DT HDDlFWADO · 

'En lo. prd.c.h·ca se ha enCDnftado q..x numtlri-
camen-le es'/-e mélcdo es mds e.{ecfNo , y o.demds 
+rene Ja · pi·op1edad de (:}Ue en <!CtclO. paso 
de-::,a.om pone a d' en la SUn'IQ de u. T) ·SU.b-

e5paao y ~ <E.On'J p/em e rrl-o or-foqcna I en .:f : 

de/ 1.-ésfmo paso +enemo:s c;¡ue 

":J - [q J ITI [-- (.() Cl) (.(.)] 
- 41 q2¡. • ·.1 q..{. Q7 ~;;.¡.¡ J ":5 ,.(-~·¿ I • , • J "S)::; 

donde. 



i RANS t::o¡:¿ f•'i ,t¡c¡o t.JES orno C;ON (j /J:.S 

~ mn con prodUc!O fn-lerfor .c.·x.,v> = xty 
Nos fnter·G".::.a esí·udwr la0 
llnea/-es /-\: 11~n~,.,. t~t) -lales. 

-+rans-for ma ci on -e-s 
que 

llb.xU-..1\xll 

donde 11 Y. 11 = J .(.¡~,X) 

E.:;. decfr1 nos fn-lercsan IC!~ 1rarrsl'ormaclo-
nes linea.Je-s. 410·2 preserva !l cf t:;;fancra.:s y dnqu/os -
y que ¡;:.or Jo 11an·/o no d~-Forman Jcis obje-los q-ev-
mehtco:s. 

\Jearnos <:qué proptedades tienen 
aes. A mxn -la les c;¡ue 11 Ax U = /IK 11 

\\ A Y. 11 = 1\ X \l <=') í Ax )-1; (Ax) = x'kx 
m'lCn 

4=>) xt { AkA) X ... - xi)( 
n..:m m1'n 

L.-) AJ;;A "" In 

R:rr lo -la.trio 

la.s ma1Y1-
V- X E ¡¡in 



fby /o -lamo 

ct, ;t [a, 1 Ch I · · · 1 a n J = l.. a, f.:az. q,--a. 
C12;t a/-=a, 1: 

.In-= Cl2 Cl2 

of'l:t Onkc/1 anl:cfa 

~¡ .{+ j 

Hemos demo:s frado el -s1qu ierrle 

-seo.. A una matrf:z mxn .To.1 que llAY.11=1/)(U 
\J- X E IR" / donde 11 X 1/ 2 .. )\:6 X . l=rrfonces 

l) las columna;::. de A 
2) /os renc¡lone.s de A 
'O) /os tenqlonir:s V lo.~ 

normo.. - 4-. 

P&INICtOl..J 

'Sea. A una matrtz 
es 0R.T06¡0Nfi L. -:sf 

:son ot+oqonalc:s 
:::t)n or-kx;¡onalcs 
cntvmna:.s de A frenen 

de orden n 
AkA :::- In. 

~amos que 



RJr Jo -lanfo /~s mo.1rkcs A: /.r¿n_"> 1.r2,., orloqona-
/e:S son /as ~ve prc~é;-rvan ci f:;.;.,functc¡ s . 

E¡empto:s d2. 1ransformactoncs ctloc¡ona/c's 

1) 
2) 

/.-as 
J...c1s 

ro·l~1uoni:::s planc::s 
ref/(~'íJtJl)t:S 

PRDPl1.-;..0A~ 

Seo.. A nl\n una matr>~ orfugonal . &r}onces 

1) 

2) 
9) 

A:<:- es 
4 es 

cr-l~na/ 

rtNerh'bJe V 
~,· B n'/..n 

or-lcc¡ona. / 
es. or-foqcmal 1 entonces 

Oemostract6n : 

AB e:s 



YL/11 

-:Se~ (V,~ 1 '>) un e5pac.io eucl1deano. ~cfmos 
c;¡ue {-t4 ,\'2.1 ... , y i-.:. ! sV es C\ 1;;;-ro!-.: o RM fu.. s-1' 

CI) { '1t1'fz1 .. . J \J.,,._~ es. or·Jcqonal 

ll'ii 11 = 1 I 

RE:sULrAbO 

de orden n. 

E n-lonc-e:s 

A la., az, .. , lln l 
f r~,r2, ... , tn) 

e~ or-lonorma/ 
05 or+ooormaJ 

-seo.. IRº con produc-lo fnfemo (.X¡'{) = y../::y • 
~ q, = [q1 ICl2 I •. · 1 q n] con eoturnna~ or+oqona./es. 

Ertlonces 

es or-loc¡ona. I . 



Demos'iraddn : 

:si ,(,:f: j 

1 

11 CU. 112. 
q,t i ~.L =- 1 

( 11n.d1z) = .d. 
llq_¿¡¡z 

Observemos. que si G y ~ ~-on f!'Jmo en e I 
Yest1J+ado anlcnbr, y 

llQnU 

enfonccs 

• 

/..as re-f/etloncs O)'l'cqonoJes -fbtman una c.ta:se 
lmporio.nfe de matn·ces 01-loc¡ono:/c"'.s 1 y /as es·ltJ-
dtaremos cun rnd:::. defa//e. 



YLtl3 

Sea /p_n <!ón produc-lo fn-lenor .(x,y) = x.f.y . 
sea -::J {;; lf2n un su.be:'spaao de 112° 

.. 

F01 lo -lamo la ref/et.rón ortcx¡ona/ s:Jbre .:f 
est-d dada -¡::or 

R:f(X}= P..f(X)- ~.J.. (X) - P.:f (x) - (X- Py(1<}) 

RJ~) = ( 2 BY - I. ) X 

· C'cianclo cHrn ( .f).,. '1 deatmos qve P.~ e:.. una 



-sa. '14-

Veamos 
-Jal. 

gué -fbrma 

~ponc¡amos 

Enionce:s. la 
esfd daaa por 

y por lo 1an·lo 

En los cursos de and /1:s.r.:.s n!unr:'rtco se ve 
que las ref/ex.rones ::::::an muy é'6fabk:s nt.1m érico.rnenle. 

USO P.E LAS tRA Nst=O~l""1/I C/ON ES ORTOqCNT1 J...E:S eN 
el.. Pl«.OSLE:MA CE cuADi'.2./iDOS MU .. fJMOS 

Volvamos a cwns1'demr el prcb/tmo. de: 

t:>o.do '{ G u;in y ;JG IRíl enconhar q G d' 
+a1 <;¡ue 

IN-Y ll 2 - m!n ll 'J- s IJ 2 

-s E o 



La "!::Ol!tcfÓn ck éste Ja <Eon:sec¡r..1.i'rnc.s 

con::.-truy-cn do una ba~~ orfoqona I [ q 1, '!2, ... , q1::. ) 
de d a parh'r dG /o. base { s1,sz, .. / s::. \ ck :J,, 
y ob+en1endo la .fuc-/or/2ació11 5 = QR c;:te IC\ 
matri?: S , ctonde 

A-hora 
cpnales , 
utilrcbd 
mln1mos · 

S: [·;;<1 Sz I · · · ISi=] 
C\>.:: [qdc¡.zl· · -lqV-] 

qoe eonocemos. la=s tmn:s.formaclon-e:s or-lo-
1n-fu.tmos goe e'sfa:s pueden -:sernDs de 
para resolver el ptob/ema. de euadradcs 

Observemos c_¡ue si T ·. lP.n -"!> 112 n e!> una trans-
formaca:!n ortoc;ona/ enfonce:s e/ ptob/ema de 
ene.entrar el pun-IO q f -;:J , cqoe ~ea el mds 
aeraano o. y r; /f.211 de fcdos Jos vec{o res en :f / 
oe a.onv.rerft~ en encontrar el p ... rnfo z = T(qJ r; Tff) 
que ~-ea el mo!s. c..ercano a ;e"' T {y) j 

T 7 
'i~it~l T{j) 

---



En confrar el \!ce:Jor' =:I G T(j' J -Ja/ qu<:. 

especs'cl 1 rn e n-1:: -0.'a 1 
T ( .:f') e~ u.ne ck 

dcdr1 -:::..· 

-;::11 la -lransfbtmactch T es ~=11 
/es 

T ( .:l') = l s' E 112" ( ~) 

HalJarem~ una mahf'2- T eon e~-a propiedad. 

5uponqamos 
ba;se cr+onotmal 
comf:)lefar a una 

~ue 

de ~ 1 

base 

l .... _, - l 
c;_\I 1 Clz. 1 • • ·1 q !<; ) e::. U nOI 

en-IOnces Ja pod::mos. 
e1'-lonormal de 112n 

l ;y -- ...... "- - 1 
"'l I 1 q 'Z. 1 • ' • I q ~ J q ~11 I ' ' 0 I ~ n j ' 

Fara ~e.Je T(JJ sea eu>mo en l-*) nece:st-larnos 

que 

<!orno 



FbY lo ian+o) :S-CC\.. 1: tt?n ...:;. 1~ a ad o r-:or 

1 1-:;..t.-=.n 

Fbr lo ian-l·o -le.nemas ~ve 

.. 

: . T= Q* ya que , éf:Jmo Jas columnas de Q 
:SOn or·fonormd k->s -; q es crfoqona/. 

mto 11 "I - "3){ 1\2 
- mtn 11 el* (·~ - s~) 112 

~ € ¡ptc X E JQ~ 

':::: mi() 
X E !f:¿tc. 

·::: mlfl 11 "i! - q'-s~ \12 

y,€ IP-IC 



':.::> l S'E¡p,n: ~1"" ['2']~ '=2.'G IP-i:: ~ 
o h-~ j 

¡:aro. alquna N 1.::.>'1c 

no - ~.,¡nc,utar . 

( E.:::stc es c.on;::;;::c.ucncro.. de (.JOC ;SI Y.i:t e.s 
el t-é~ . .-mo renq/6.n d~ Q)ls , enionc::s ,¿ ~ ¡;;~-/ -'1 
r;t·i=O V- )~G ¡gt: ·-) y_¡.t,,,o:t ) . 

Por lo +an+ó 

m1n 11 ..¡... Si- 112 - min 
)( G IRt:. X E IR'-

-= rnin ( l1?.1~1'J><ll 2 + llí!.2/12 ) · 

){ G J::;l !"'-

Condul'mos (1Ue 

qve ;21 - N x -=- o / 
e/ \Jalor mlnimO· 

::;,· para diqunc.~ 

erhlonces e::.a 

-/enemas 
da 



Como N es no - :sinqular I en-/ance:s el s t':sf'r: mCJi 

NX-=?1 

sten;pre tiene s.oJuctcfn '{ pot /O kJn-/6 

"" Sx ."" = donde Y. -= N~1 2.1 • 

Fb1 lo ian-lo / para poder resolver nuc.:stro problemet 
nec·es,.tamos una matriz ortoqonal ($ -lal t;¡lle 

K 

[N]r-
o n-1c-

no--sfnqu/ar. 

o ~~ que. necesitamos. eneDntrar una .fac-lori-
~Ci'Ófl de s 

"'" 
S= Q [N]" n'l(r:: n'11.n 0 n-~ 

con Cp or+oqonal y N fr. y,¡:.; no- -:s1nqular 

Recordemos. que '/O. ./enemos la d.esCEom¡:x::ssl-
a1dfl 

donde R. es 1Yianqu/ar -supenor no -:stnqc;lar y 



Q>11u: Nene columnas ov·!oc¡onq/.:.."s 

la o-tYa 
después 

cornplc-/an do 

normo.. U-:t.ando ; 

l.!. n-~ 

el=. t?':idC~ cfo:~om postc/Ón ~ 
o ona bo.::>e de IR n y 
y entonces ob-1-en emos 

!<:. 

5 =n[ Q D,-i 1 Q2 D¡'] [b, R] 1c 

O. n-1:-

donde 

una b:J:!>€> or-loqona I 
ele ¡i;¿n '/ 

llQdl 
D1 = llQz.ll 

\\ %: 11 

[Qn 11 



qc.1e no "'.f:OlamenJc podemos loqrar 
que N :s·ca no- -stnqular 1 sfno guc -larnb./en S...:'CJ 

"frtanc¡ular -:.;upenbr - Jo <1-':.ia/ ho.~e que ta so/u-
crcfn d:;f "Sf~;-e.l))a Nx == 21 sea mav -f'dctl de 
calcr..tfar. 

Se poclrd pensar que no s-e qanó nada 1 

-saNo c.omp/ta:trse la vrda 1 yo. que es1e procedr-
mterdo Yepresenla mds '{ro.J::a¡o 0JUC. el que .se 
efec{Ja. ro11 et procedim1errJo Giram- schrnidl-. 

-E:;:;fo es c.1er+o 1 pero lo que nos 1nlerr::."'S!:Ji es 

Ja sotwuón de./ p1-oblcma d~ b pi-oyecctdn orlo-
qonal -fentendo la -fae::-oriz:ac1'Ón s ·= Q ¡;¿ , que 

te<...LH't)imos a Mnh"nuacldn 1 yo. ~ue ctc:::.pLJ~ 
proc-ecktemos a aalculaf q' y ·j2 de manera dts-
-h'rr/a. 

-sea. l~n eon produclo frrfertor ¿_x,z.) = x.te: . 
t:ado ...¡ E lí2n 'I .JG;; IR.n un 
\{E :J -lal que 

11 '1-\í ¡¡ 2 = mln 
-:;; E j' 

subr..~paao en<.!Dntrar 

11 'J - :s / (2. , m I fl lJ Y- Sx U 
}(E IR¡:. 

donde S = [s1l5z.l···J-sicJ 1 :J= R(s) y dtrn (::f)=-~. 



SOLl)C/01~ 

1} CblcHlar la de.scom posi'ct'Ón 

donde 

~) sea 

Gí m:n es ortogonal 'I 

1:: 

-= [N ] t::. 
O _ n-t:-

Gf.'1= 2!= 

t!on N h'ianqular 
no -s(nqvla r 

[ 2, J" 
z2 n-t::.. 

s.Jper!'or 

S) Resol'Jer N'l.-=3::1 es deatr ó-ea X= N-'z1 

Ctlrernos 

C!alC!Ular 

de una 

o.hora un méfvdo mllV 
la de.s~omposfcJ'6n 

"'"" ..... 
S=GP. 

mcrl'l'17J S con rolu.mnas 

para 

lnaepenci 1en-tes • 



ltLG,OP-lifJ'/0 Pr'\R.A C/tLCUU1/2. LA t:ltCTOl2f2.ACIO/.J .S=- G5°R 

'SnY-i:;. aon columnas fndependienfes . 
sr er,rs·ten ~ y R -la/ que 

eon Oí o dcqona 1 de orden n Y ti nx1c de 
la .forma 

<!omo 
or-loqona les 
1ra-fa1·en1C>S 
produC:lo de 

,:. 

R ~ [:] =-~ , N • ["1 J no-stnqolar 

Qk s= R. 

obseu .. ra.mo:s. an-len·ormeo-/e , la.:.; ref/e'ttones 
-:son muy e:st-abtes numéru::c.meme. -

de expresar a la ma1n2 q;.t aomo 
1-e.fJex.ronc-:"':5 e!em·errlalc:s: 

~ponqa.mos 

el primer ~ 
re.fte1cfdn eien1en1ta1 

encontrar 
que 



R,-s,,, 

Como 

nec-esí·l-amos que. 

\/eremos c;¡ve 

Ri-s.1 ':;'J P.e, 

g ;{,-
o ~ 

o :¡(-

o v.. 

... ~Ir ® 1' y. 1'1 .. •• ' 
-...!·----... '* 1 

':>/t 
1 ... = ';), 01 

... ~ 

donde 



Pot lo -lamo 

R, (s, )=- Ri:2n (s,) = 2( 21 ·.a.,t:. -I ! :s
1 

z,l21 l 

- Q~, s, .:l::s 1 - s, 
2,;é. ?..1 

-::: ~"l-1 ( -Sit .Pe, J f:::s, 
- "SI 

2,-t-3¡ 

:::::: 221 ( -s,'-s, -f fe,l:s, ) 
-5¡ 

2 {s1t-s1 + fer-és,} 

::: 2:.1 - s~ = -s, +. P, e¡ -s, 

poY lo +an+o 



Observemos que 

1 l<-1 

~)I y, • . . y, __ I ___ -

1 

0 1 s, 
1 

í!: = 

,..., 

O-u ± U"S1\I 
02.1 

E''$ decr r, i3 e-s '"\ca:..::.; tq uo.I '' IA 

de S ·- -solamen-1::: dftrc1~11 en lo. 

!a pi f mt:ra <:M/umna 

pr lfn!.lra aomponc.""nk. 

Ademas 1 bo.~la con eonocer e/ "ec.·fór ~ 
de.ferminar Rt . 

En el -sequ 11 qo 
procec/rrntenfO a. §, 

+a¡ que 

P::lSO aplicamos es+e m1smC> 

p::::ira enaom'tar }~2. l n-~) X {n-1} 



n-1 

S¡ R2 = [~~ _¡ -~ -] 
1 

o 1 R2. n-1 

Entonces· 

Ob-.servar 

menor que 
+a@ R2 

1'-1 

1 ©I 1(4{.,.'>{: - _,_ - - --
Rz. S 1 = 1 

~ue 

S 1 

n-1 O: Rz §, 
i 

2. K.-2. 

© ~ '~ ... * 
2 

@ly< ... * 
---¡----

º : 1 

corno -s, es 

enl-onces ca/eular 
mc(s ~,.rnple C?¡.Ue 

de d imc:ns1dn 
Rz. 

1 
'/ por /o 

C!alcu lar la. Rt 

En 
mten+o 

-e:J -i.e1·l!ef paso Cip/fcamos e{ procec.t1-

t:l-.;, ial que a 'S2 
1 

para obíener una 

11AJ1-



Podernos 

;'··· .. 

e~fe ¡:-..\·c>o.-~C.J / 
I<. 

= r~.J r-~ la n-1.:. 

hc..-:::.-lo. obfent;-Y 
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