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l. IHTRODUCCION 

1.1 INTRODUCCION AL PROBLEMA DE APROXIMACION DE FUNCIONES DISCRETAS. 

Considér~se el siguiente problema: 

Det~rminar los parámetros a0 y a. 1 de una función de la forma 
L (a.0, a.1 ; x)= a. 0 + a.1x que se ajuste lo mejor posible a una colección 

m 
de puntos {Pi= (x., Y.}J._1 dada. (Fig. 1) 1 1 ,_ 

Fig. 1.1. Aproximación por medio de una línea recta. 

Entre los criterios más usuales para determinar este ajuste tenemos 
los siguientes: 

m m 
:t r2 = :t (a.o + a..1 x,. - Y .) 2 

i=l i i=l 1 
(mínimos cuadrados} 

m . m 2 

l.2c.s i: w r2 :t w. (a.o + a.1 Xi - y.) 
i=l i i i=l l 1 

m 
con 

(1) i ?: o y :t (l) • 

i=l 1 
1 (mínimos cuadrados pesados} 



R.m:máx lr1·1 = máx la0 +a1x. -Y·I (aproximación uniforme de Chebyshev) 
l <'< 1 1 

l~i~ m - 1 -·m 

y en cada caso se trata de hallar a 0 y a
1 

de tal forma que minimicen 
el valor de la expresión correspondiente. 

Si hacemos 

X = 

y 

y = y 

se puede escribir las expresiones anteriores en tfinninos vectoriales 
de la manera siguiente 

11 X Ci.-y 11 
? 

2 

11 Xa-yll
2 

2w 

11 X a - Y 11,., 

Lo anterior es un caso particular del problema siguiente: 

Determinar 1 os parámetros A = (a0 , a
1

, • • • , ªn) 
de una función de 1 a forma 

L (A;x) = a0 ~ 0 (x)+a 1 ~ (x}~ ..• +an$n(x}, 

donde ~i(x} son las funciones aproximantes (por ejemplo $;(x}=xi), 
que mejor se ajuste a una colección de puntos {P;=(xi,yi}} dada. 
Es decir, cada Y; queremos expresarla como 

2. 



i=l,. .. ,m 

Ahora la matriz X del caso anterior toma la forma 

X = 

90 (xl) •1<x1) . ··•n(xl) 

9o (x2) •1<x2) ···•n(x2) 

esto es, X es una matriz de 1•1 x (11 + 1) y éi. = (a
0

, a
1

, ••• , an). 

En este trabajo vamos a tratar el caso en el que m > n + l. 

Definimos una "esfera" en ~m , respecto a un punto fijo x
0

c¡Rm , 

un radio p ~O y una medida de distancia 11-11, como 

{ X E: ~m : 11 X - Xo 11 = p } 

En la Fig. 1.2 se muestran las esferas en IR 2 parall.11
2

, 11.11, , 
2w 

11.11.,, con x
0 

= (0,0) y p = l 

3. 



4. 

El prob1ema de aproximación en IRm está relacionado con el problema de prQ_ 

yección. La proyección correspondiente a !1·11 es la proyección usual. 
. 2 

Una forma de visual izar la proyección correspondiente a 11·11 y 11 · ll es 
2W "" 

por medio de las esferas generadas con estas medidas de distancia. Refe-

rente a 1 a Fi g. l. 3 considérese el problema de encontrar 1 a proyecci 6n de 

P en L con los criterios 11.11
2

• ll-ll
2

w Y 11-11.,, • 

1 

- l w ... = .3 W¡ - 3• '- 3 

Fig. 1.2 Las esferas unitarias en jR2 para 11.11
2

, 11·11
2111 

Y 11·11.., 

L 

Fig, i. 3 Proyección de un punto en una recta con 1 os criterios 11.11
2 

, 

11-112(1) y 11.11.., 



El punto en el cual cada esfera toca a L sin cruzarla, es la proyección 
de P en L de acuerdo al criterio correspondiente. 

Para introducir la idea de este trabajo considérese el siguiente ejem­
plo. 

Pl. Hallar la distancia mfnima entre el punto P(3,4) y la recta y .Sx, 
bajo los dos siguientes criterios (medidas de distancia): 

.e.2 d2((3,4), (x,.Sx)) = l l3-x)2 + l4-.5x)2 

.e..., d
00

({3,4), (x,.Sx)) = máx {j3-xl, 14-.Sxl} 
X 

y 

y=O.Sx 

Fig. 1.4 Distancia mínima de un punto a una recta con los criterios 

.e.2 y R."" • 

s. 



Para el primer caso, f.2 , la distancia mínima es ~: 2.24 y se alcanza 
en el punto (4,2),el cual es el punto de intersección entre la recta 
y=.5x y la circunferencia 

(x-3) 2 + (y-4) 2 = 5 

Para el segundo caso, .t.,,, la distancia mínima es 1.667 y se alcanza 
en el punto (4.667, 2.333), el cual es el punto de intersección entre 
la recta y=.5x y el cuadrado fonnado por los puntos {x,y) que satis­
facen 

~~~ ílx-31, IY-4ll = 1.667 

En este trabajo se presenta un método que tiene como idea principal 
ir modificando el residual de las aproximaciones de m,nimos cuadrados 
con el fin de minimizar el máximo del valor absoluto de los residuales, 
esto es, con el fin de obtener la aproximación i~. Estas modificacio­
nes al error se logran con la introduccion de pesos adecuados wi 
(.tzi¡¡·). 

En seguida se muestra una relación entre las nonnas i.2 y .t..,. 
Se plantea nuevam~nte el problema P1, pero ahora bajo la siguiente me­
dida de distancia: 

lzw d2w((3,4}, (x,.5x))= lw1 (3-x)Z + 1112~4- 0.5x)2 

Los pesos w
1 

y w
2 

los calculamos utilizando el punto de distancia 
m~nima (4,2), obtenido anteriormente para el caso l 2, de la manera si­
guiente: 

14-31 1 
wl = -------- = -- • 

14-31 + 12-41 3 

12-4 I 
w2 = -14---31_+_1_2_-4_¡ _ 

2 

3 

6. 



d.,;, ((3,4), (x,.5x))= ./ .!. (3-xF + 3. t4-.5x)2 
AW 3 3 

y 

Fig. 1.5 Distancia mínima de un punto a una recta con los criterios 
f.2. ' f.2W y J.oo ' 

En este caso la distancia mínima es 1.667 y se alcanza en el punto 
(4.667, 2.333), el cual es el punto de tangencia entre la recta y=.5x 

y la elipse 

t (x-3) 2 + ~ (y-4)2 = (1.667)2 

7. 



Como se ve, esta solución coincide con la obtenida utilizando el crtt~ 

rio R."' • 

En general, en el método presentado en este trabajo, se obtiene una su-

i - d { k ( k lz. lz. ) } 1 1 l ces on e pesos w = w1 , w2 , ••• , wm de ta manera que as so~ 

. d . t { Ah ( k /¿ h } . . c1ones correspon len es = a 0 , al- , .. ., a
2 

, con criterio R.
2
w , 

convergen a la solución correspondiente al criterio ~~ . En problemas 
de aproximación en los que tn es mucho mayor que >t la convergencia no 
es tan inmediata como en el ejemplo presentado anteriormente. 

1.2 PROBLEMA GENERAL DE APROXIMACION DE FUNCIONES DISCRETAS. 

El problema general de aproximación de funciones discretas consiste, 
en abstracto, en lo siguiente: 

i) Dada una función f en un cierto espacio de funciones F, de la cual 
se conocen sus valores únicamente en un conjunto finito 
x = {x

1
, ••• , xrn} de puntos de su dominio. 

8. 

ii) Dada una familia de funciones, llamadas funciones aproximantes, AdeF, 
(P) Hallar L* en/. que mejor pueda representar a f. 

En las aplicaciones, usualmente la familia de funciones aproximantes A 
vi ene represen ta da por un núrne ro finito de parámetros a

0
, a

1
, ••• , ªn 

(aicR). Esto es, 

A= { L(a0, a1 , ••• ,an; x); ªi~R} 

o bien 

A= { L(A;x)cFI ºAcRn+l } 

al definir A= (a0 , a
1

, ••• , an) 

Nuestro problema de aproximación se denomina lineal cuando se tiene 

{ .p· (x)}~ 
J 1:: o 



De aqu~, y en todo lo que sigue del presente trabajo, se hablará del 
problema antes enunciado pensando siempre en el caso lineal. 

El problema de aproximación de funciones discretas se presenta cuando 
los valores f(x 1 ), f(x2), ... , f(xm) dados de la función f se conocen 
por medio de una tabla de valores y el interés principal por obtener 
la función aproximante L(A,x) es con el fin de conocer valores aproxj_ 
mados de f en puntos intermedios a los valores dados. Generalmente 
las funciones aproximantes L(A,xl son polimonios, funciones trigonom! 
tricas, funciones exponenciales o combinaciones de todas éstas. Desde 
un punto de vista práctico se tienen dos principales tareas en un pro­
blema de aproximaci6n de funciones. La primera es cómo determinar el 
tipo de función aproximante, i.e. la elección de las funciones ti(x), 
que se va a utilizar, y la segunda es cómo medir la calidad de la apr.Q_ 
ximación. Para determinar la función aproximante L(A,x) es necesario 
recurrir a la intuición y a la práctica,.ya que no existen métodos di­
rectos para hacerlo. 

En lo referente a la calidad de la aproximación, requerimos de la intr.Q_ 
ducción de una nwdida concreta que le dé significado a qué tan bien es 
tá representada la función f(x) por la familia 

A = { L(A,>:), IAE:Rn+l} 

La medida de la aproximación entre los valores de la función f conoci­
dos y el elemento aproximante L(A,x) viene dada por la norma del resi­
dual 

r(A) 

i .e. por 
llf(x) -L(A,x)ll 

donde 11. 11 es una norma de Rm. 
tea de la manera siguiente: 

El problema de aproximación se pla.!l 

9. 



Hallar A* en Rn+l de tal fon11a que satisfaga 

.!Ir (A") 11 ~ llr (Al 11 

para toda A E: Rn+i. 

Este punto, visto desde la práctica, nos plantea el problema de prop.Q_ 
ner una nonna específica para F. 

Las normas más conocidas son las normas Lp que, para el caso discreto, 
se definen de la manera siguiente 

~ 

DEF~NICION 1.1 La nonna lp de un vector v= (v 1 , ••• ,vffi) se denota por 
lp(v) y se defi~e como i¡ 

¿P l V) = l 31 wi 1 Vi 1 p J p • 1 ~ p < "" 

donde las w; son pesos que satisfacen wi ~ O, normalmente con 
l:w .= 1 , 
De esta definición se siguen las aproximaciones lp que corresponden a 
minimizar la funcional 

t (A) = [~ w· (f(x
1
.) ~ L(A,x,·) )P J l/p 

p . i=l 1 

Adicionalmente a las normas lp se tiene otra norma importante que es 
la nonna .e.,,. también conocida como nonna uniforme, minimax o de 
Chebyshev, y que se define como 

11 V 11 CXI = máx 1 vi 1 , i = 1, .. ., m 

Análogamente, tenemos las aproximaciones uniformes que corresponden a 
minimizar la funcional 

tCXI (A)= máx lf(xi) - L(A,xi)I 
i 

10. 



por lo que una aproximación uniforme discreta minimiza el valor m! 
xirho de 

lf(x) - L{A,x)I, para xe:X= {x
1

, •• ,xm} 

Dentro de las aproximaciones lp la aproximac1on más utilizada en la 
práctica es la l

2
, conocida como aproximación de mínimos cuadrados. 

La amplia utilización de esta nonna se debe, principalmente, a sus 
interpretaciones estadísticas. 

Otras aproximaciones también utilizadas en la práctica son la l
1 

y 

la l 00 • Para estas aproximaciones sus cálculos no son tan directos 
como para la l 2 • 

En este trabajo estamos interesados en el problema (P) con respecto 
a la nonna uniforme o l.., . 

•tq. 

11. 



2. EXISTENCIA, CARACTERIZACION Y UNICIDAD DE LA APROXIMACION UNIFORME 

2.1 SISTEMAS DE CHEBYSHEV 

Un conjunto de funciones continuas reales ~ 0 , ~ 1 •••• , ~n definidas sobre 

un conjunto cerrado A en IRm (espacio euclidiano de dimensión m} es un 

"sistema de Chebyshev" si satisface 1 as siguientes condiciones 

(a} A contiene al menos n + l puntos 

(b} Cada polinomio P(x) a0 ~ 0 {x} + .•• + ªn ~n {x}, cuyos coeficiente~ 

ªi no son simultáneamente iguales a cero, tiene a lo más n ceros dis 

tintos en IRm . 

En particula~se sigue de esta definición que las funciones de un sistema 

de Chebyshev son linealn~nte independientes. 

Ejemplos de sistemas de Chebyshev son las funciones 1, x, x2 , ••• , xn y 1, 

cos x, sen x, ••• , cos nx, sen nx. 

La condición (b) se puede expresar como las siguientes condiciones: 

i) Si x0 ,. • ., xn son puntos distintos de A, entonces el sistema de 

n + 1 ecuaciones con n + 1 incógnitas a0 , a 1 ,. •• , ªn 

ªº ~º{xk¡ + ª1 ~i(xk) + · ·· + ªn ~~(xk) = 0 

k=O, ... ,n 

tiene únicamente la solución trivial a0 = a 1 = •.• = ªn = O. Usan­

do propiedades de sistemas de ecuaciones lineales, esto es equivalen-

te a cada una de las siguientes propiedades. 

ii) Si x0 , ••• , xn son n + 1 puntos distintos de A, el determinante 

12. 



"'º O<o) · · · "'n {xo) 

o(x0 , xl • ... • x ) n .. ' 
"'º 

(xn) ... c¡.n {xn) 

es diferente de cero 

iii) Si Xo•···· xn son puntos distintos de A y Co•··· en son números rea 

les arbitrarios, entonces el sistema de ecuaciones 

k = O, .. ., n {2.1) 

tiene una soluci6n única para a0 , ••• , ªn . Haciendo P = auc¡. 0+ •.. +anc¡.
0

, 

la condición (2.1) se puede interpretar como P(xk) = ck, k = O, ... ,n 

y P es un "polinomio interpolante" con valores detenninados ck en los 

p¡jntos xk. 

- Si el número de los puntos dados xk y los valores ck es menor que n + 1, 

entonces también existe un polinomio interpolante pero no es único. 

2.2 EXISTENCIA DE LA APROXIMAC!ON UNIFORME 

Teorema 2.1 {De existencia) [ 1 J. Dado y, vector de dimensión m y n + 1 

vectores linealmente independientes ~o• ~ 1 •••• , ~n' también de dimensión m, 

el problema de hallar 

mfoll y (a 0 ~ 0+ .•. + ªn ~n) li , ªi - números. reales, 
ª; 

tienen solución. 

13,. 



Demostraci6n. Considérese la norma del error d(a 0 , a
1

, ••• , an) 

11 Y - (a 0 ;¡; 0 + ... + ªn ;¡;n) 11 como una función de n + 1 variables reales 

a0 , ••• ; ªn· La continuidad de esta funci6n en las variables ªi se sigue de 

las siguientes desigualdades 

Como las ;¡;j son fijas, esto implica que la diferencia de las d debe ser pe­

queña si la diferencia de las ªi lo es. 

En fonna análoga se demuestra que la función 

es una función continua de las a= 'ªo•···, ªn) 

Sea 

una superficie esférica en Rn+l . 

Por ser S un conjunto cerrado y acotado h debe alcanzar su valor mfnimo 

m >O en S. La posibilidad de que m =O se descarta, ya que si tenemos, 

para algunos aj (no todos iguales a cero), que 11 a0 ;¡;
0 

+ ... + ªn $nll = O, 

esto implicarfa a0 ;¡;
0 

+ ... + ªn ~n =O (idéntico a cero) y esto contradice 

la suposici6n de que las ;¡;j son linealmente independientes. 

14 .. 



Ahora, escribiendo r = (la 0 12 + ... + 1an1 2)
1

/ 2 , tenemos 

así que 

para todo 

Adem1is, 

) - 11 ªo - ªn - 11 hlªo•··.' ªn - r -r- <l>o + .•. + r cj>n 

h(a0 , ..• , an) ~ mr 

(ªo, ... , ªn) 

d = 11 Y - ~ªo ~o + ... +an ~n) 11 ~ 

11 ªo ~o+ .•. + ªn ~nll - 11Y11:: mr - llYll 

Sean p = ínfd(a
0

, •• ., an) y R = 1 + P + llYll 
m 

Si [a0 !2 + •.• + 1an12 >R2 , la desigualdad anterior implica 

d~mR-llyll=l+p>p 

Por lo tanto, si A es igual al espacio de todas las a y B = a 

1a0 12 + •.. + 1ªnl2 ~ R2 l, tenemos 

fnfd (a0 , ••• , an) = ínfd {a 0 , ••• , an) 
A B 

Corno des continua, el valor del lado derecho de (2.2) es alcanzado en el 

conjunto B y esto demuestra el teorema. 

(2.2) 

2.3 CARACTERIZACION DE LA APROXIMACION UNIFORME. 

'l 
Teorema 2.2 [ 2 J (Kolmogorov) Un polinomio P = ; ªi .¡.i (x) es una apro-

1=0 
ximaci6n uniforme o de Chebyshev a una función f definida sobre un conjunto 

n 
finito X= {x1, ... , xm}, si y sólo si para cada polinomio Q(x)=E c.<1>.(x) 

i=O 1 1 

..15. 



donde 

máx { [ f(x) - P (x)] Q{x) } ?: O 
xe:X 0 

X 
0 

= { xe:X : i f( X) 1=11 f - P 11 } 

(2.3) 

Esto significa que la relación [f{x) - P{x)].Q(x) <O no puede cumplirse 

para toda xcX 0 

n 
Demostración. Sup6ngase primero que P = E ª; •,· es una aproximación po-

i=O 
linomial uniforme a f en X y sea 11 f - Pll =E. Si la afirmación no es cier­

n 
ta, entonces existe un polinomio Q(x) = z c. t

1
.(x) tal que 

i=O 1 

máx {[ f(x) - P{x) J Q(x)J = - 2c 
xcX 0 

para a 1 guna c>O; en ton ces 

[ f(x) - P(x) ]Q(x) <-e, para toda xo::X
0 

Ahora, formamos el polinomio P1= P - AQ, con A >O pequeño. 

IO(x)I; entonces, para xe:X0 

C f(x) - P
1 

(x)J 2 = [ (f(x) - P(x) + AQ(x)J2 = 

Sea M = máx 
xcX0 

= [ f(x) - P(x}) 2 + 2A{ ( f(x) - P(x) )Q(x)} + A2(Q{x))2 <: 

Si tomamos }. < M- 2 e:, entonces >. 2 M2 < }le y obtenemos 

[ f(x) - P
1 

(x) J 2 < E2 - >.e, para x cX 0 
(2.4) 

Para xcX - X0 , tenemos que if(x) - P(x)I <E. 

16. 



De aquf qua, para alguna c5 > O, 1 f(x) - P(x) 1 < E -·6 si xcX-X0 • Si tomamos 

A tal que A < (2M)- 1 o, tenemos 

lf(x) - P1(x)I:: lf(x) - P(x)l+AIQ(x)I s E-6+~ c5 =E - ~o 

De (2.4) y esta última desigualdad concluimos que, para valores suficientes 

pequeños de A, P1 aproxima a f mejor que P (contradicción); por lo tanto 

la condición del teorema es necesaria. 

Para demostrar la suficiencia, supóngase que (2.3) se cumple para cada 
n n 

Q(x) =E ci $i(x}. Tomando un polinomio arbitrario P1(x)= ~ ci $;(x) 
i=O i=O 

vemos que existe un punto x0 cX0 , tal que para 

Q = p - pl 

jf(x0 ) - P(x 0 )IQ(x0 ) ~O 

Entonces 

[f(x 0)-P1 {x0 )]2 = l]'Cx0 ) - P(x0 )] 2 + 2[f(x0 ) - P(x0 )]Q(x
0

) + (Q(x0 )) 2 ?;: 

d f( Xo) - P ( xo) 12 = 11 f - P 11 2 

ya que xeX0 • Por lo tanto,P1 no puede aproximar a f con un error menor 

que ll f - P 11 y P tiene que ser una aproximación uniforme a f. 

2.4 UNICIDAD DE LA APROXIMACION UNIFORME. 

Lema 2.1. [ 2 J, Sea <!> = { <1>
0

, ... , cj>n} un sistema de Chebyshev de fun­

ciones reales sobre ur. conjunto finito X en R (números reales) que contiene 

17.. 



n 
al menos n + 2 puntos y sea P un polinomio (P = E a cj>

1
.(x)) que mejor 

i=O i 
se aproxima a una función f definida en X en el sentido de la nonna uni-

forme o de Chebyshev. Entonces, el conjunto X0 de todos los puntos XcX 

para los cuales 

jf(x) - P(x)I= 11 f-Ptl;;; E 

contiene al menos n + 2 puntos. 

Demostración. Supóngase que X0 = {~ 1 , ••• , xs} dondes s n +l. Como exis 

ten puntos xEX con lf(x) - P(x)I :: E, debemos tener E> O. Por la condi­
n 

ción iii) existe un polinomio Q = E c1 <1>.(x) tal que 
i =O , 

Entonces 

max {ff (x) - P(x)] Q(x)} = máx { - (f(x) - P(x))2 } = -E2 <o 
xcX 0 

lo cual contradice el teorema de caracterización de Kolmogorov. 

Teorema 2 .3 [ 2 ] (Unicidad). Para cada sistema de Chebyshev hay un 

polinomio único que aproxima uniformemente a cada función·f definida sobre 

X= {Xi•···• Xm} 

Demostración. Si X tiene exactamente n + 1 puntos entonces, por la con di -

ciún iii) cada función definida en X es igual a un polinomio interpolante 
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n 
P(x) =E a. ~.(x), y este polinomio es único. De aquf que podemos supo­

i=O l l 

ner que X consiste de al menos n + 2 puntos, por lo tanto el lema 2.2 es 

aplicable. Supóngase que para una función definida sobre X, existen dos 
n n 

polinomios P(x) = E a. ~.(x) 
i=O l l 

Y P
1
(x) = r. c. ~ 1.{x) que aproximan uni­

i=O 1 

formernente a f en X; por lo tanto 

Sea 

entonces 

11 f - P 11· = 11 f - P 
1

11 = E 

Q(x) = l. (P{x) + P 
1 
(x)), 

2 

Por otro lado, 11 f- Qll:; E, así que Q es también un polinomio que aproxima 

uniformemente a f en X. Por el lema anterior existen n + 2 puntos x para 

los cuales 

lf(x)'-Q(x)l=lf{x)-1-(P{x) + P1{x))I= E 
2 

En cada uno de estos puntos x, para los números 

a= f(x) - P(x), a
1 

f(x) - P
1

(x) 

s;e tiene 

y esto es posible sólo si a= a
1

• Esto es, P(x) = P
1
(x) para el menos 

n + 2 puntos de X. Como X es un sistema de Chebyshev, los polinomios P(x) 

y P
1
(x) son idénticos. 

'tq .. 
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l>R01'1111/\DtS DE LAS APROX1Ml\C10NES "Dl'. MIN IMOS CUADRJ\OUS 1'1:.::1\.!Xb. 

En est¡¡ !:>ecci6n se tratan propiedades básicas de las aproximaci{;!1(''; 

9.2w ya que éstas constituyen la base del algoritmo de Lawson descr1 

to posteriormente. 

Consid~rese el siguiente problema: 

P3.1 Dada una matriz Xe: ~mx (n+l) y un vector y e f{m, hallar un veE_ 

tor a* e ~n+l tal que X a* sea el punto del subespacio generado por 

X m§s cercano a i. de acuerdo a la norma 9. 2 • 

E .t 1 h 1 - 1on+ 1 s o es equiva ente a al ar un vector a* e r' tal que 

11 x a* - Y 11~ ~ 11 x a - 1 I~ 

d 1nn+l para to a a e: I" • 

Si, por ejemplo, m=3 y R(X)=2 (rango de X), se sigue de consideracio­

nes geométricas (Fig 3.1), que el mínimo se alcanza cuando el vector 

residual r = X a - y es perpendicular al plano R(X). 



Fig 3,1 Interpretación geom~trica del problema P3.1 con 

m = 3 y R(X) = 2 

Si escribimos a = a1 + a2 con a 1 e R(X) y a
2 

en el complemento 

ortogonal* R(X) 1 de R(X), entonces a1 es el vector buscado a* y 

a 2 es el vector residual X a - y con valor mínimo de acuerdo a 

la norma 11·11
2

• Esta última descomposición de un vector tiene 

la siguiente forma general: 

Sean S un subespacio de ~n y s1 su complemento ortogonal. Enton 

ces cualquier vector u e: ~ n se puede escribir en forma única co­

mo u= s
1 

+ 5
2 

donde 51 e S y s 2 e s1. El vector s1es la proye~ 

ción de ü en S y el vector s 2 es la proyección de ü en sl 

* Dado un subconjunto S de ~n , el conjunto de todos los vectores 
ortogonales a S, se llama "el complemento ortogonal" de S y se 
denota por Sl. 
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El siguiente teorema establece la existencia de una solución del 

problema P3.l y determina cuando es única. 

Teorema 3.1 [ 3 ] • El problema de mini mi zar 11 X a - y 11
2 

; re~ 

pecto a a, siempre tiene solución y ésta es única si y sólo si 

las columnas de X son linealmente independientes. 

Demostración. Sean y
1 

la proyección de y en R(X) y y
2 

la proyec­

ción de y en R(X)l. Entonces Xa - y1 e: R(X), para toda 

a e: ~n+l , y es ortogonal a y
2

; por lo tanto 

y 11 X a - y I~ será mfnimo cuando 11 X a - Y1 I~ lo sea. Pero 

y
1 

e R(X), de aqui que siempre podemos hallar una a* que cumpla 

x a* = .r1 • 

Para esta a*, 11 Xa* - Y2.ll: o. 

La segunda afirmación es una propiedad de las soluciones de sis-

.temas de ecuaciones algebraicas. 

Para e 1 problema de mínimos cuadrados pesados, R- 21.tl , i ntroduci-

mos las siguientes matrices diagonales m x m 

W = di ag { 1.t>i = 
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y 

W' diag <i"Wi ) , con w; :!: O, 

por lo que 

W = W' W' 

Entonces el problema de aproximaci6n R. 2 ui lo podemos plantear de 

la siguiente manera: 

Dadas las matrices X e: ~m x(n+l) y W e: ~m x m y un vector y e: ~m, 

hallar un vector a* e ~n+l tal que W X a* sea el punto del sub­

espacio generado por W X más cercano a ~J y , de acuerdo a la nor-

ma 11 • 112 Esto es, queremos un vector a* i: !Rn+l que minimice 

11 W ( X a - y) 11
2 

= < W ' (X a -y ) , W ,· { X a -y ) > = ( X a -y) T W ; W (X a - y) 
2 2 

para toda a ¡; ~n+l . 

Si W X es de rango n+l, entonces este problema tiene soluci6n úni-

ca. 

Veremos que esta situaci6n es la que se presenta. 

Definic.i6n 3.1 Una matriz A m x n, m ?: n+l, cumple la condici6n 

de Haar si toda submatr~ 1. de A de s x {n+l), con s ~ n+l, es de 

rango n+l. 
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Resultado 3.1. Si {$ 0 , ••• , $n} es un sistema de Chebyshev ento~ 

ces para todo conjunto {x1 , x2 , ••• , xm} 

cumple la condición de Haar. 

la matriz A=(~.(x.)) 
J l 

Demostración. Es inmediata de las propiedades de los sistemas de 

Chebyshev. (Cap. 2). 

Corolario 3.1. Si {$0 , $
1

, ••• , $n} es un sistema de Chebyshev 

y si {x1 , ••• , xm} son m puntos distintos entre sí, entonces el 

problema 

m1 n 11 W (X a - y ) 11 2 
, 

2 

donde W= diag (wi), wi ~O; X= ($j(xi)), y e ~m. tiene una 

Qnica solución si W tiene, cuando menos, n+l elementos de la diag_g_ 

nal distintos de cero. 

3.2 CONTINUIDAD DE LAS APROXIMACIONES DE MINIMOS CUADRADOS PESADOS. 

En esta sección se mencionan dos propiedades de continuidad de las 

aproximaciones i 2w . De aquf en adelante, al hacer referencia a 

las "funciones aproximantes", se entenderi que se esti consideran-

do la aproximación a una función f de la que se conocen sus valores 

f (xi) = yi, únicamente para los puntos (x
1

, • , • , xm). 

Definimos el siguiente conjunto: 
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m 
n = {w = {wl' ••. , wm) : wj '.: O, j=l, ••. , m y ¿ wi 1} 

y sobre este conjunto definimos la función 

·6{W) = o(w) = m!n 11 W(Xa- y) 11~; 
a 

i=l 

donde W = diag (wi)' X y i son como en la sección anterior. 

Se considera a la función 6(W) como una función de los pesos w1 
por la forma de la matriz W. 

Esto es, o(w) es una función de 

Entonces 

Teorema 3.2 [ 4 J o(w) es continua en n. Se omite la demostr~ 

cil5n. 

A continuación se establece la continuidad de los coeficientes 

a0 , a1 , ••• , ªn respecto a los pesos w = (w 1 , ••• , wm), en las 

aproximaciones i¿w• para un sistema de Chebyshev {~ 0 , ••• , ~n} 

dado. 

Sea n• c n tal que 

íl
1 = {w En: wi >O para cuando menos n+l w1} 

Considérese la siguiente función 
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A íl' c ~m -+ ~n+l 

que asocia con cada peso w e íl' los correspondientes coeficientes 

Gnicos i* = (ao, a 1 , ••• , a 0) que minimizan 

donde las funciones $j en X= ($j(x1)) forman un sistema de 

Chebyshev. 

Entonces, 

Teorema 3.3 [ 4 -¡ La función A es continua. Se omite la demos­

tración. 

3.3 ALGORITMO DE LAWSON 

Como se ha visto, el problema de aproximación unifonne discreta con­

siste en aproximar los valores f(x 1) ~ fi de una función f definida 

sobre el conjunto {x 1 , ••• , xm} por medio de funciones aproximantes 

del tipo 

L (A; x) (3.1) 

donde {~i} es un sistema de Chebyshev (Cap. 2), de tal forma que 

se minimice 
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máx IL(A; x) - f(x)I 
A 

Sobre todas las funciones L(A; x) del tipo (3.1). 

La idea del algoritmo de Lawson para obtener esta aproximación consis­

te en obtener una sucesión de pesos {wk} , 

m k 
¡: w. 

i=l l 
1, 

de tal forma que su correspondiente sucesión {l(A*; x)} de funciones 
k 

aproximantes bajo la norma l 2w, converja a la función aproximante b!!_ 

jo el criterio l ... (Cap. 1). 

los pesos iniciales w~ son arbitrarios, por ejemplo w~ = ~ , para 

i = 1, .. , m 

Los pesos posteriores wk, k?:: 2, tienen como función ir modificando el 

error obtenido en cada aproximación de tal fonna que se les dé mayor 

peso a aquellos puntos donde el error sea mayor, ya que interesa mini 

mizar dicho error. 

El criterio para determinar la convergencia del algori.tmo está basado 

en observar los pesos w~ y desechar aquéllos con valor insignifica.!!_ 
l 

te (muy cercano a cero) hasta dejar un número de pesos igual a s + 1, 

donde s es ei orden de la función aproximante (el orden de una fun­

ción aproximante es igual al número de funciones que constituyen su 

base), después de lo cual se llega inmediatamente a la solución, como 

se demuestra más adelante. 
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Para comprobar la validez de la aproximaci6n se puede recurrir a los 

teoremas de caracterización del capítulo 2 de este trabajo. 

Los pasos del algoritmo de Lawson son: 

a) 

b) 

Tómensepesos iniciales w! arbitrarios, por ejemplo 
l 

(I)~ = l/m, para i = 1, ... , m 
1 

Con los pesos k ; = 1, w •• . .. , 
l 

m, calcúlese la aproximación, 

por medio de funciones aproximantes del tipo L(A; x), a f(x) 

definida en {x1, ... , Xm} 

es decir, calcúlese L(A* · 
/¿ ' 

m ¡¿ * 2 1¡ 
[ E (1)

1
• ( L( A11, ; X· ) - f · ) 1 2 

i=l l l -

con el criterio de la norma l2w; 

x) • A* f¿ 
~n+l e , tal que 

~ [~ w~(L(A; x
1
.) - f

1
.)2]11z 

; =1 .1 

Pa tod A = ( ) bn+ 1 ra a a0 , ••• , ªn E ,, 

e) Si k.=1 ir ad) 

Si 

d) 

m k * m /il 
[E (I)· (L(Ak.;x.) - f.)2]= [E w,.- (L(A*k.-1; xi)-fi)2J 

i=l l 1 1 - i=l 

paran el proceso 

/i+l Calcúlense nuevos pesos wj 

y regrésese a b) 

/¿ 
a partir de wj , haciendo 
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Aunque este metodo tiene convergencia lenta (convergencia lineal), 

dicha convergencia se puede acelerar utilizando criterios que indj_ 

quen cuáles pesos w~ se deben hacer iguales a cero, hasta quedar. 

se ünicamente con los pesos necesarios para obtener la aproximación 

uniforme deseada. En seguida se demuestra un teorema que justifica 

este procedimiento. 

Se denota para cada peso w e W, 

W= {w=(w1, .••• wm): 
m 
t wi=l, wJ.~ O para toda j y> O 

i=l 

para, al menos, n+l valores de j }, 

su correspondiente aproximación ! 200 como L(A; x) y se define el .w 

mapeo 

F H -- \ol 

como 

donde wk+l se obtiene en la forma que se indica en el algoritmo. 

También se define el conjunto 

11 f(x) - L(A*; x)ll .,,} 

donde L(A*; x) es la aproximación uniforme a f definida en 

X = {x1 , ••• , x } ; por lo que E contiene los puntos del conjunto . m 
X en los cuales se alcanza el máximo error absoluto correspondiente 

a la aproximación lro (error minimax). 

Se definen además los conjuntos de índices 
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Jo {j xj f. E} 

Por la i::aracterización de la aproximación uniforme (Cap. 2) el con­

junto E contiene al menos n+2 puntos, si las funciones aproximantes 

son de orden n+l. 

El siguiente teorema y sos corolarios establecen las condiciones b2._ 

jo las cuales la convergencia del algoritmo es inmediata. 

Teorema 3.4 [5] Sea w = (w¡, ... , wm)e: W tal que wj= O para 

toda je:J0 y sean 

r; = .f(xi) - L(A; X;)w 

W' = F(w) 

r.* = , f(X;) - L(A*; xj) 

si 

sgn rj sgn s* r* = <rr •...• r~) 

para toda j e: JE• entonces 

L(A; i<) , 
w 

L(A*; x) 

Demostración. Por la propiedad de ortogonalidad de las aproximaci-2_ 

nes i.2w. L(A; x·)w• es el único elemento del espacio de funciones 
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aproximantes L de orden n+l, que satisface 

m 
E w~(f(x1.) - L(A; X·) , )· L(A; x

1
.) =O 

i=l , 1 w 

para toda L(A; x) e L . 

Para j e JE se tiene 

lr-1= sgn (r.)•r.=sgn(r~)·r·=-c*· r-/r":. J J J J J JJ 

donde 

-r*= 11 f(x) L(A*; x) 11.., 

.y de aquí, por el algoritmo de Lawson, 

wj=a-
1 

wj lrjl= (-c*/n)•wj r/rj 

m 
donde a = E w. 1 r. I • De aquí, para cada L(A; i) e L 

i=l 1 1 

m 
E wJ~(f(xJ.)-L(A*; XJ·))•L(A;x)=. l: w~ r~ l(A; xJ.)= 

j=l JcJE J J 

o 

lo cual implica que L(A*; x) = L(A; x)w' 

Corolario 3.2 [ 5 J Si para alguna k, w1 =O para toda je Jo 

y sgn r1 = sgn rj • para toda j e JE • entonces 
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L(A; X)wr, = L(A*; x) 

para.toda l ~ k+l 

Demostración. Es inmediata de la definición del algoritmo 

Finalmente se tiene el siguiente corolario que establece la conver. 

gencia del algoritmo de Lawson en un número finito de pasos a par­

tir de cierta etapa. 

Corolario 3.3 [ 5 ] Si para alguna N, w~ = O para toda 

j e J 0 , el algoritmo converge en un número finito de pasos. 

Demostración. Es claro que para k :: N 101 =O para toda je: Jo. De 

termínese Ni> N tal que k ~ N
1 

implique 

11 L(Ak, x} - L(A*, x}l1 00 < -r* 

Entonces 

por lo que, como lrj 1 = -r* para je: JE, 

sgn r~ = sgn r~ para j e: JE 
J J 

y el corolario anterior nos garantiza que L(Ak; x) = L(A*;X} 
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para k :: N1+l . 

3.4 CRITERIOS PARA ACELERAR LA CONVERGENCIA DEL ALGORITMO DE LAWSON 

Corno resultado del teorema y los corolarios de la sección anterior 

se tiene que, para acelerar y alcanzar la convergencia del algorit­

mo de Lawson en un número finito de pasos, es necesario detectar 

los pesos w~ tal que je J0 y hacerlos iguales a cero. Para esto 

se utilizan criterios que se describen a continuación. 

El primer criterio [ 6 J consiste en hacer w~ =o· si 

( l: w. ( r~ f- ) 
i=l 1 1 

Esta comparación conviene efectuarla, por lo general, después de 

cada tres iteraciones. 

Aun con este criterio muchas veces no·es posible acelerar la conve.r. 

gencia en forma notable, ya que las cantidades lf(xi)-L(A;x;)w 1 V.!!_ 

rían muy poco en cada iteración a medida que se hacen las w~ =O. 

Se ha recurrí do a un nuevo criterio de aceleración, e.l cua 1 ha sido 

utilizado en algunos ejemplos que se presentan en el siguiente capf 

tulo y ha dado buenos resultados. El criterio consiste en hacer 

w~ = O si 
J 
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donde 

X' k. 
{ xi e: X: wi t O } 

Este criterio se ha aplicado cuando, después de aplicar el criterio 

anterior, ninguna wj se hace igual a cero y está relacionado con 

la caracterización de las aproximaciones uniformes relativa al núme 

ro de puntos en el que se alcanza el error máximo, el cual es igual 

a n+2 si el orden de la función aproximante es n+l. 

Por lo que se refiere a la convergencia del algoritmo, se ha demos­

trado [ 5 J que converge en forma lineal y que el factor de conver 

gencia es a lo más 

p = máx !I f(x)-L(A*; x) 1: X t E } /T* 

3.5 ALTERNATIVAS 

En t 4 J se demuestra que la función aproximante L(A;x) obtenida 

con este algoritmo es válida sólamente para un subconjunto de 

X= { Xi, ••. , xm } ; sin embargo, se menciona que en la práctica 

es raro que esto suceda,ya que normalmente esta función si es válj_ 

da sobre todo el conjunto X. En adición se proporciona una alter­

nativa para estos casos raros, la cual consiste en calcular los p~ 

sos iniciales w~ a partir de los últimos pesos obtenidos en un 
1 
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intento anterior. La forma de calcular los pesos iniciales para e~ 

tos casos raros está basada en los siguientes teoremas, de los cua­

les se omite la demostración. 

Teorema 3.5 [ 4 J La sucesión LlA1z; x) converge a LlA 0 ; x) la 

cual es la aproximación uniforme a f(x} sobre un conjunto X'cX. La 

sucesión { ak } 

es monótona creciente y 

lím i· = .máx 1 f(x)-L(Ao; x) 1 a* 
k+w xe:X' 

Teorema 3.6 [ 4 J Si X' es un subconjunto propio de X entonces 

el algoritmo de Lawson puede reiniciarse con los pesos 

(1-A)lím w~ + Áµ(x), O 5·A < 1 
k-+ 00 

donde µ(x) = O para x 'I z y µ (z) =: 1, 

donde z e: X - X' y lf(z)-L(A 0 ; z) 1 > a* 

Para. A suficientemente pequeña ó1 >a* y después de un número fini­

to de reinicias del algoritmo se obtiene la aproximación uniforme a 

f(x) sobre X. 
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4. REALIZACION DEL ALGORITMO DE LAWSON 

En este capítulo se describe la técnica utilizada en la realización 

del algoritmo de Lawson por ~edio de un programa de computadora. 

Siendo la parte principal del algoritmo la solución de problemas 

de aproximación de mínimos cuadrados pesados, se dedica la mayor 

parte a la descripción de un método eficaz en la solución de estos 

problemas. 

4.1 MATRICES ORTOGONALES Y APROXIMACION DE MIMIMOS CUADRADOS 

Una matriz cuadrada Q es ortogonal si 

es decir, la inversa de una matriz ortogonal es su transpuesta. 

Una propiedad importante de las matrices ortogonales es que conse!. 

van la longitud de la norma l 2 bajo la nultiplicación. Esto es, 

para cualquier vector y de dimensión m y cualquier matriz ortogonal 
f' 

Q de m x m, 

11 Q y ll 2 = 11 y ll 2 

Esto se sigue de 

11Qy112 = < Qy, Qy //2 = (yTQTQy )l!z = (yTly)l!z = (yTy) 1/2 

1/2. 
=<y,y>= 11y112 
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A continuación se presenta un tipo de transformación que da lugar 

a una matriz ortogonal¡ dicha transformación se conoce como "refle­

xión de Householder" y es de la forma 

donde 

P=I- - 1-uuT 
13 

1 es la matriz identidad m x m 

u es un vector de dimensión m 

distinto del vector nulo 

Teorema 4.1 [ 7 J Si Pes una reflexión de Householder, entonces 

es decir, Pes una matriz ortogonal. 

Demostración 

pT = (I 1 u u T) = p -a-
ppT= ( I 1 T lI - _!._U UT )= 

13 
u u ) 

8 

2 U u T /2 ) u uT = 1 --v<l3 - 1 

Lo anterior se sigue de que uuT es una matriz simétrica y de la igual 

dad u u Tu u T = ( u Tu) u u T • 
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Si a f O (vector cero). entonces es posible encontrar una reflexión 

P de Householder que haga igual a cero los componentes de a con ex­

cepción del primero, esto es, Pa es un multiplo de e 1 = (1,0, ... ,0), 

. lo cual se establece en el siguiente teorema. 

Teorema 4.2 [ 7 J dado a t- o definimos 

a = sign (a¡) 11 a 112 

u = a + cdi1 

a = a U1 

(a1 Y U1 son los primeros componentes de a Y de u). Entonces P 

P = 1 - _L u uT es una reflexión de Householder que satisface a 

Demostración 

= a 2 + 2 a a 1 + a 2 = 2a (a 1 + a} = 2a u1 = 213 

De aqu~ 

lo que demuestra que P es una reflexión de Householder. 
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Pa 

a - u -a e1 

El siguiente teorema es fundamental en la solución de problemas de 

aproximación de mínimos cuadrados discretos. 

Teorema 4.3 [7] Sea A una matriz mxn (m>n). Entonces exis 

te una matriz ortogonal Q igual al producto de n reflexiones de 

Householder, 

tal que 

QA R = [ 1 ] } m 

n 

donde Res una matriz triangular superior (es decir rij=O si i>j). 

Demostración 

La demostración es una descripción del alg~ritmo para calcular 

P1 • • • • , P n 

Sean A1 =A y a1 la primera columna de A1 • Por el teorema anterior 

existe una reflexión de lfouseholder P1 tal que P1 a1 es un n1Gltiplo 

de e1 • Sean Az = P¡ A1 y a2 1 a segunda co 1 umna de Az , entonces 

es posible formar una reflexión de Householder que h~ce igual a cero 

los componentes de a2 con excepción de los dos primeros y que no al-
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tera a la primera columna de A2 • Esto último es posible si se 

toma el vector u de la reflexión de Householder como 

u = (O, ª22 + a, a32, ... , a 
m2 

- • ( ) ( 2 2 )
1h a - s1gn a22 a22 + ... "!a m

2 

a a U2 

Continuando en la misma forma, con el vec-

tor u adecuado, despu6s de n-1 pasos tenemos una matriz 

que es trihngular superior excepto por su última columna ªn Sea 

Pn la reflexión de Householder que hace ceros los últimos m-n comp.Q_ 

nentes de ªn y no altera ninguna de las colum1as anteriores, esto es 

u (o, o, ... , ªnn +a, ªCn+l)n, ... , amn) 

Finalmente obtenemos 

lo cual termina la demostración. 

El uso de este teorema en la solución de problemas de minimos cua­

drados está basado en la propiedad de las transformaciones ortogon! 

les de conservar la norma vectorial euclidiana .e.2 • Haciendo 

c = Q b , 



entonces 

11 A X - b 11 = 11 Q( A X -b) 11 = 11 R X -c 11 , 
2 2 2 

donde R = [ ~ J, por lo que el problema Ax= b se reduce a uno 

triangular, que se puede analizar de la manera siguiente: 

Sean 

R = los primeros n renglones de R 

e = los primeros n componentes de c 

por lo que Res una matriz cuadrada n x n triangular superior de ra.!!, 

go igual al de A y e es un vector de dimensión n. 

Para cualquier vector x 

y el problema se reduce a resolver 

.., 
Rx = c 

directamente por sustitución hacia atrás. {se supone que rango 

(A)= rango (R) = n). Esta solución minimiza la suma de los cua­

drados de los residuos la cual es igual a ~~+l + •.• + c2m 

En la realización del algoritmo de Lawson por medio de un programa 

de computadora presentada en este trabajo, se utiliza el método de 

descomposición Q A= R, descrito anteriormente, utilizando las sub-

rutinas HECOMP y HOLVE [ 7 J. La subrutina HECOMP sirve para ha-
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cer la descomposición Q A= R y se utiliza la subrutina HOLVE para 

calcular Qb y hacer la sustitución hacia 11trás para obtener la so­

lución de cada aproximación l 2w, la cual en cada caso es única ya 

~ue la matriz A= (q•j(xi)), descrita en el capítulo anterior, es no­

singular por ser {~i} un sistema de Chebyshev. 

4.2 DESCRIPCION DEL PROGRAMA LAWSON 

ENTRADA 

· Lectura de da tos . 

M - número de puntos dados 

(xi,yi) - puntos dados 

~i - funciones aproximantes 

N+l - orden de las funciones apro.ximantes 

TOL - tolerancia para aceptar convergencia 

ITMAX - número maximo de iteraciones permitidas 

CRITER - indica cada cuántas iteraciones se deben aplicar crite­

rios de aceleración de la convergencia 

CONT - lleva la cuenta del total de iteraciones 

CONT l - lleva la cuenta del número de iteraciones para aplicar 

criterios de acelera~i6n. 

INDICA - si INDICA= O los pesos iniciales se toman como 

w~ = l/m, i = 1, ... , m 

si INDICA= l los pesos iniciales los proporciona el 

usuario. 

W{I) pesos iniciales, si INDICA 1 

42 •. 



PROCESO 

1) Inicialización de variables 

CONT = O, CONT 1 = O 

Si INDICA = O se hacen w(I) = l/m, I 1, ... , m 

2) COllT = CONT + 1, COiff 1 = COIHl + 1 

Se forma el sistema I·/ Ax = W o 

1-1 = di ag (.f w( I)) 

A= (cj>j(xi)), i=l, ... , m; j = 1, •.. , n+l 

X= (a~, 

b·= (Y¡• 

... , 

... , 
(valores a calcular) 

3) Se resuelve el sistema WAx =Hb llamando a las subrrutinas: 

HECOMP - Aplica reflexiones de Householder a la matriz W A. 

Se le pasan los parámetros: 

MDIM - dimensión déclarada para los renglones de A. 

M - número de renglones de A. 

N+1 - número de columnas de A. 

WA - entrada - matriz a reducir 

salida - matriz reducida e información sobre la reducción 

u - entrada - sos layar 

salida - información sobre la reducción 

HOLVE- calcula la solución de minimos cuadrados de sistemas sobr~ 

determinados, encontrando 1 ax que minimiza llWA x - Hb 11 • 

Se le pasan los parámetros: 

MDIM, M, N, A, U, resultados de HECOMP 

6 - vector de dimensión m 
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entrada - ti = (y1 , ••• , Ym) 

salida - primeras n+l componentes = la soluci6n 

- ( * * ) -, . ( ) x = ao , ... , ªn ; u t1r.1as m - n+l componentes 

= residual transformado. 

4) Se ca 1cu1 a 

m k * 
a~= [_E wi (L(A ... ; xi) - yi) 2 J 
'' 1=1 " 

donde L(Ak; xi) = 

te a los pesos w~, 

es la aproximación correspondien-

5) Para h. > 1 : 

6) 

Si 1 ªk - o~_ 1 I < TOL , 

parar las iteraciones e ir a SALIDA 

en caso contrario ir a 6) 

Si k= 1: ir directamente a 6) 

Si 

Si 

6a) 

CONTl = CRITER, hacer CONTl =O 

el número de 

Aplicar el 

h. -
ll.I· - o 

J 

w~ ~ O es mayor que n+l, 

primer criterio de aceleraci6n: 

si 

máx IY· - L(A; ; xi) 
X .e:x• 1 

l 

para j = 1, ... , m, . x·= (X¡, .. ., Xm) 

Si ninguna se hizo igual a cero en esta aplicaci6n del cri 

terio,ir a 6b)¡ en caso contrario ir a 7). 
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6b) Aplicar el segundo criterio de aceleración: 

w~ =O 
J 

si 

IYj - L{A'k X·) 1= min jyi - L(A; Xi )j J x.e:X' 
l 

donde 

X' = {xi E X: w~ 1 O} 

ir a 7) 

Si al empezar el paso 6,CONTl 1 CRITER o el número de 

w~ r o no es mayor que n+l, ir directamente a 8). 

7) Se actualiza la información manejada de tal forma que los pun­

tos (xi, yi), correspondientes a los pesos w~ que se hicieron 

iguales a cero, ya no participen en los siguientes cálculos> 

también se actualiza el valor de m (#de puntos dados), el cual 

es ahora 

m - (# de pesos w~ que se igualaron a cero en la última apli­

cación de los criterios) 

8) Se calculan los nuevos pesos como 

fa+l _ w~ IL(A;_, xi) - Yi 
wi - ~m---~-----*----------~ 

ir a 2); 

I WJ· (L(A~ ; XJ·) - yJ.)2 
j=l 

45 •. 



46. 

SALIDA 

- Puntos dados tx1, y 1), i=l, ... , m 

- Valor calculado L(A*; xi) en cada punto xi 

- Error de la aproximación en cada punto Yt - L(A*; xi) 

- Error máximo, 11 y - L(A*; x,) 11"" 

- Coeficientes a~ del polinomio aproximante 

- Pesos finales wi diferentes de cero 

- Número total de iteraciones 



5. RESULTADOS V CONCLUSIONES 

5.1 RESULTADOS 

En esta sección se presentan resultados numéricos de aproximación 

uniforme obt nidos con el programa LAWSON. el cual es la realización 

por medio de un programa de computadora del algoritmo de Lawson. 

Los ejemplos que se muestran han sido obtenidos de artículos referen 

tes a la apr ximación uniforme. 

En cada caso se muestran los puntos dados, los valores calculados, el 

error absoluto en cada punto, el error máximo óptimo, el nGmero de 

iteraciones on el que se logró la convergencia, los coeficientes del 

polinomio apr~ximante,_ así como los pesos finales diferentes de cero 

que corresporden a los puntos en donde se alcanza el error máximo. 

En el capitu o 3 se menciona que la aproximación uniforme L(A*; x) 

obtenida con el algoritmo de Lawson es válida sólo en un subconjunto 

de X; a pesa1· de es to, se ha observado [ 6 J que en la práctica la 

aproximación obtenida si es válida en todo el conjunto x. ocurriendo 

lo contrario muy rara vez. Realmente esto último sucede cuando se ha 

ce un peso ~=O bajo condiciones diferentes a las especificadas en 

los criterio; de aceleración de la conver~encia. Por ejemplo, cuan-

do una aprox mación L(A; x) interpola a alguno de los puntos dados. 

Uno de estos casos se muestra en el ejemplo 4. 

Ejem~lo 5.1 [8] Es te ej cmp 1 o corresponde a una aproximación po-

linomial de rden 2 con q, 0 (x) = 1 y <ji 1 (x) = x. La aproximación es 
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sobre cinco puntos dados (xi, Y;). Como se observa (Fig 5.1) el 

error máximo se alcanza en tres de los seis puntos dados. En la Ta-

bla I se muestran los resultados obtenidos sin utilizar criterios de 

aceleración, mientras que en la Tabla II se muestran los resultados 

obtenidos con los dos criterios de aceleración mencionados anterior-

men.te (Cap. 3). En el primer caso se paró la iteración cuando 

k ~ l* p - error max < .OOl . 
error m5x 

Como se observa en la Tabla I, para 

el primer caso se requieren 29 iteraciones, mientras que para el se-

gundo, únicamente 6 (Tabla II). 
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w ERROR MAXIMO 

• PUNTOS DADOS 

FIG 5.1 
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1 
~IG 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

7598 

*** R E S U L T A D O S *** 

X F<X> L<ArX> F<X >-L<MX) 

0.000000 1.520000 1.500000 0.020000 
1.000000 1:025000 1.000000 0+025000 
2.000000 0.475000 0.500000 -0.025000 
3.000000 0.010000 -0.000000 0.010000 
4.000000 -0.475000 -0.500000 0.025000 
5.000000 -1.005000 -1.000000 -0.005000 

ERROR MAXIMO = o.02sooo ITERACIONES = 29 

*** e o E F I e I E N T E s *** 

A< 0) = 
A< 1) = 

1.500000 
-0.500000 

1 
1 

=1·ª 

*** PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO *** 

W< 2) 0 ,333333E+OO 
W( 3) = ,500000E+OO 
w< 5> = .166667E+oo 

PT=0.3 I0=0.1 

,I 
1 

','1· 
.. 1 
,;::I 

,'.1· TABLA I 
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_________ ,...- ---. ...,.----· 

~UNNING 5340 

·I *** R E S U L T A D O S *** 

1 
11 

X F<X> L<ArX> F<X>-LCMX> 

2 

~I 
5 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

0.000000 1.520000 1.sooooo 0.020000 

1.000000 1.025000 1.000000 0.025000 

2.000000 0.475000 o.sooooo ·0.025000 

3.000000 0.010000 0.000000 0.010000 

4.000000 -0.475000 -0.500000 0.02::;000 

s.000000 -1.005000 -1.000000 -0.005000 

ERROR MAXIMO = 0.025000 ITERACIONES ~ ó 

*** e o E F 1 e 1 E N T E s *** 

A< 0) = 
A< 1) ;:: 

1.sooooo 
-0.500000 

*** PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO *** 

W< 2) = ,333333E+OO 
W( 3) = .500000E+OO 

1 
WC 5) = .166667E+OO 

~. 37,3 PT=0,2 I0=0.2 

1 
1 
1 
1 
1 
,I 
1 
1 TABLA I I 
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Ejemplo 5.2 [ 9} Este ejemplo (Fig 5.2) corresponde a una aproxim~ 

ci6n utilizando funciones aproximantes de orden 3; las funciones •j 

son • 0(x) = l/x, • 1(x) = 1 y •z{x) = x. La aproximación es en es­

.te caso sobre diez puntos dados y el error máximo se alcanza en cuatro 

de los puntos dados, como se muestra en la Tabla III. 
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1.4 

l. 2 

1.0 

2 

* * 
* ERROR MAXIMO 

PUNTOS DADOS 

4 6 8 

* 

Fig 5.2 
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L(A;x)=2.736(l)+0.612+0.027x 
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'I *** R E S U L T A D O S *** 

1 X F<X> L<ArX) F<X>-L<MX> 

1 2.000000 2.057500 2.033392 0.024108 
3.000000 1.580000 1.604108 -0.024108 
4.000000 1.403700 1.402858 0.000842 

1 
s.000000 1.31050() 1.292822 0.017678 
6.000000 1.252500 1.228392 0.024108 
1.000000 1.212900 1.190023 0.022877 
e.000000 1.184000 1.167943 0.016057 

1 9.000000 1.162100 1.156721 0.005379 
10.000000 1.144800 1.153101 -0.008301 
11. 000000 1.130900 1.155008 -0,024108 

1 ERROR MAXIMO ::: 0.024108 ITERACIONES = ó 

1 
1 *** e O E F I C I E N T E S 

'I A< 0) e: 2.736407 
AC 1) ::: 0.611621 
A< 2) = 0.026784 

1 *** PESOS FINALES IIIFERENTES DE 

1 wc 1> = .11as71E+oo 
W( 2) = 1401786E+OO 
W< 5) = ,321429E+OO 

., J· W<10) = .982143E-01 
T 1.0 PT=0.3 I0=0.2 

1 
1 
1 

:~:1. 
:,.,. 
·,·;_., 

*** 

CERO 

>I TABLA I Il 
:.-. ·, 
i:.·, 

*** 

,. 
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Ejempl~ En este caso (Fig 5.3) se presentan los resultados 

obtenidos bajo las siguientes condiciones: 

i} Corrida del programa utilizando s61amente un criterio de acele 

ración, el de Rice [ 6 J. Los resultados se muestran en la Ta 

bla 1 V. 

ii} Corrida del programa utilizando los dos criterios de aceleración 

mencionados en el capítulo 3. Los resultados se muestran en la 

Tabla V. 

El nGmer0 de iteraciones requeridas para cada caso fue de 50 y 14, 

respectivamente. En este ejemplo la función aproximante fu~ un pal! 

nomio de grado 5 sobre 19 puntos dados. 
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2.2 

2.0 

l. 8 

1.4 

1.2 

1.0 

L(A;x}=5.18-2.79x+0.82x2-0.12x3 + 0.009x'' - 0.0002xs 

2 

* * 
* ERROR MAXIMO 

PUNTOS DADOS 

4 

FIG 5.3 

6 8 10 12 

* * * 
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.1 
NNING 7725 

1 
1 X 

1 2.000000 
2.sooooo 

1 3.000000 
3. ~;00000 
4.000000 

1 
1 
1 

4.500000 
5.000000 
5.500000 
6.000000 
6.500000 
7.000000 
7.500000 
a.000000 
8.500000 
9.000000 
9.500000 

1 10.000000 
10.500000 
n. 000000 

*** R E S U L T A D O S *** 

F<X> L<ArX> F<X>-L<MX> 

2.057500 
1.746000 
1.580000 
1.475700 
1.403700 
1.351000 
1.310500 
1.278500 
1.252500 
1.231000 
1.212900 
1.197400 
1.184000 
1.172400 
1.162100 
1.153000 
1.144800 
1.137500 
1.130900 

2.044340 
1.759160 
1.576147 
1.462540 
1.393112 
1.349263 
1.318120 
1.291630 
1.265660 
1.239090 
1.212913 
1.189329 
1.170840 
1.159351 
1.155264 
1.156572 
1.157960 
1.149898 
1.117740 

0.013160 
-0.013160 
0.003953 
0.013160 
0.010588 
0.001737 

-0.007620 
-0.013130 
-0.013160 
-0.008090 
-0.000013 

0.008071 
0.013160 
0.013049 
0.006836 

-0.003572 
-0.013160 
-0.012398 

0.013160 

1 ERROR MAXIHO = 0.013160 ITERACIONES = 50 

1 
1 
1 
'I 
1 
1 

:,I 

1 

*** e o E F I e I E N T E s *** 
A< O> = 
A< 1> = 
A< 2) 
A< 3) = 
A< 4) = 
A< 5> == 

5.176176 
-2.787944 

0.819002 
-0.120303 

0.008636 
-0.000241 

*** PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO *** 
wc 1> = .144791E+oo 
wc 2> = ,3osa21E+oo 
W< 4) = .228102Et00 
WC 9) = .134035Et00 
WC13) = .105303Et00 
W(17> = .601441E-01 
WC19> = .218039E-01 

I0:::0, 1 

TABLA IV 
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1 
1 

;1 
3 

~, 
6 

il 
o 

~I 
3 

~I 
7 181 

19 

1 
1 
1 

···1· 
',' . 

•.•... ·.1 
1 
1 

.1 

X 

2.000000 
2.500000 
3.000000 
3.500000 
4+000000 
4.500000 
5.000000 
5.500000 
6.000000 
6.500000 
7.000000 
7.500000 
s.000000 
B.500000 
9.000000 
9.500000 

10.000000 
10.500000 
11.000000 

*** R E S U L T A D O S *** 

FCX) L<ArX> F<X>-L (A;X) 

2.057500 
1.746000 
1.580000 
1.475700 
1.403700 
1.351000 
1.310500 
1.278500 
1.252500 
1.231000 
1.212900 
1.197400 
1.184000 
1.172400 
1.162100 
1.153000 
1.144800 
1.137500 
1.130900 

2.044:~40 
1.7::i9160 
1.576147 
1.462540 
1.393112 
1.349263 
1.31B120 
1.291630 
1.265660 
1.239090 
1.212913 
1.189329 
1.170840 
1.159351 
1.155264 
1.156572 
1.157960 
1.149898 
1.117740 

0.013160 
-o.o 13160 

o .0()3853 
o .o 13160 
o. o :10588 
o. 0<>1737 

-o .0()7620 
-0.0:13130 
-0.013160 
-o. 0()9090 
-0.0()0013 

o. 0()8071 
0.013160 
o. o 13049 
o .0-06836 

-0.0()3572 
-0.013160 
-o.01n9a 

0.013160 

ERROR MAXIMD = 0.013160 ITERACIONES e .14 

*** c 

*** PESOS 

O E F I e I E N T E S 

A< 0) e:: 5.176176 
A< 1> = -2.787944 
A( 2) = 0.819002 
A( 3) -0.120303 
A< 4) e:: 0.008636 
A< 5) = -0.000241 

FINALES DIFERENTES DE 

WC 1 > = 
wc 2> "' 
wc 4) = 
W( 9) 
W(13> :::: 
WC17> = 
WC19) 

.144791E+oo 

.305e21E+oo 

.22a102E+oo 

.134035E+OO 

.105303E+OO 

.601441E-01 

.218039E-01 

*** 

CERO *** 

~111:17.9 PT=0.5 ID=0,2 

1 
•.'.·1 

. 
TABLA V 
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Ejemplo 5.4 [ 4 J Este ejemplo corresponde a uno de los casos ra-

ros en los que la aproximación que se obtiene en un primer intento no 

corresponde a la aproximación uniforme sobre todo el conjunto X, 

sino que es válida en un subconjunto de X. Esta aproximación se ob­

tiene utilizando un polinomio de grado 1 sobre cinco puntos dados. 

En el primer intento (Fig 5.4) la aproximación obtenida es válida só­

lo en el subconjunto { (O,O}, (1,10), (2,1), (3,1)}, obtenida utili-

zando como pesos iniciales wi = l/m, para i = 1, ... , m. Sin embar 

go, en un segundo intento (Fig 5.5) se obtiene la función aproximante 

que es válida en todo el conjunto X, utilizando como pesos inciales 

w1 = 0.25, w2 = 0.375, w
3 

=O, w~ = 0.125 y w5 = 0.25, obtenidos 

aplicando el teorema 3.6 . 
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1 
UNNING 4702 

1 
1 

11 
2 

!I 
5 

1 
1 
.1 

·1 
1 

·1 

*** R E S U L T A D O S *** 

X FCX> L<ArX> FCX>-L<MX> 

0.000000 0.000000 4,933333 -4.033333 
1.000000 10.000000 5 .166667 4. 83~'1333 
2.000000 1.000000 5.500000 -4.500000 
3.000000 1.000000 5,933333 -4.833333 
6,500000 0.000000 7.000000 -7.000000 

ERROR MAXIHO 7.000000 ITERACIONES = 5 

*** e o E F I c I E N T E s *** 

AC O> ::: 
AC 1 > = 

4.833333 
0.333333 

*** PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO *** 

WC 1) = .333333E+OO 
wc 2> = ,500000E+oo 
wc 4> = .166667E+oo Tl5.5 PT=0.2 I0=0.2 

.1 
.·I 
>1. 

TABLA VI 
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1 
TNG 5304 

*** R E S U L T A D O S *** 
1 
1 
1 
1 

X F<X> L<ArX> F< X >-L <M X) 

0.000000 0.000000 s.000000 -5.000000 
1.000000 10.000000 s.000000 s.000000 
2.000000 1.000000 s.000000 -4.000000 
3.000000 1.000000 s.000000 -4.000000 
6.500000 0.000000 s.000000 -s.000000 

ERROR MAXIMO = s.000000 ITERACIONES = 5 

1 
1 

'~.1 

1 
1 

=t·9 

1 

.'I '·, .. 

'<I 
:1 

'·1· 
.:, .. 1· 

*** e O E F I C I E N T E S *** 
A( 0) = s.000000 
A< 1) ::z -0.000000 

*** PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO *** 

W< 1) == .423077E+oo 
W< 2) e:: .SOOOOOE+OO 
W< 5) = .769231E-01 

f'T=0.2 I0=0.2 

TABLA VII 
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5.2 

'tq. 

CONCLUSIONES 

Como se ha mencionado en los capítulos anteriores, la principal 

yentaja del algoritmo de Lawson es su fácil realización por medio 

de un programa de computadora, por ser básicamente aproximaciones 

de mínimos cuadrados pesados. 

Aunque en la teoría no está garantizada la convergencia a una fun­

ción aproximante válida en todo el conjunto X, en la práctica esto 

último es lo que normalmente sucede, lo cual hace atractivo el mé­

todo. Finalmente, en el apéndice se muestra el listado del progra­

ma LAHSON y el diagrama de flujo correspondiente, en la Fig 5.6 . 
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LECTURA DE DATOS 

SE INICIALIZArl VARIABLES 

SE FORMA EL SISTEMA HAx=Hb 

SE RESUELVE EL SISTEMA 
WAx=w6 (HECOMP y HOLVE) 

SE CALCULA 

R E S U L T A D O S 

NO 

SE CALCULAN NUEVOS PESOS w. 

NO 

com CONT + 1 
CONTl CONTl + 1 

CRITERIOS DE 

ACELERACION 

CQlff 1 = O 

SI 

FIG 5. 6 Di agrama de flujo del programa LAWSON 
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APENO ICE 

LISTl\00 DE COMPUTADORA DEL PROGRAMA LAHSON 



-.-.---------------- ------

··L 

1100 ·~RESET FREE 
200 FILE 5=DAT005' UNIT~DISK,RECORD=14rBLOCKING=42 

.300 FILE 6=SALrUNIT~REMOTErRECORDSIZE~135 

• ·400 e ******************************************************************** 
l::mo e * * 

. 600 C * L A W S O N * 
:700 e * -------------·------- * 
1900 e * * 

sios e * * 
:1000 e * ESTE PROGRnMA CALCULA LA APROXIMACION UNIFORME A UNA * 
1'1100 C * FUNCION DISCRETA COMO UN LIMITE DE APROXIMACIONES DE MI - * 

1200 C * NIMOS CUADRADOS PESADOS <ALGORITMO DE LAWSON), * 
.1300 e * * 
1
~1400 C * CADA APROXIHACION DE MINIMOS CUADRADOS PESADOS SE CALCULA * 

1500 C * RESOLVIENDO UN SISTEMA LINEAL SOBREDETERMINADO AX = B EN * 
.1600 C * EL SENTIDO DE MINIMOS CUADRADOS POR MEDIO DE REF~EXIONES * 
¡1700 C * DE HOUSEHOLDER (SUBRUTINAS "HECOMP" Y 'HOLVE"), * 
l~aoo e * * 

1900 e * * 
~1905 C * ENERO, 1983 FERW1NDO ANGELES * 
l·i910 e * * 

2000 e ******************************************************************** 
.2010 e 
':HOO 
·~h05 
•2200 
. :2300 

12350 
2355 e 

. :2360 e 
·2365 e 

12400 e 
.. 2soo e 
:2600 e 

1;:?7oo e 
2000 e 

<2002 e 

1'2904 e 
2006 e 

.2000 e 
~2010 e 

12012 e 
.. 201·1 e 
:.:=2016 e 

12010 e 
.2020 e 
-~2022 e 

12024 e 
2826 e 

·, 2a2s e 
~:;!900 

•;ooo 
"3100 
:::sio2 e 

DOUBLE PRECISION AC30r10), UCJO), BC30), X<JO>r 8<30) 
DOUBLE PRECISION WC30), YC30), SIGMK! 
DDUBLE PRECISION X1C30)r Y1C3Q), CC30>r VMINr VMAX1 SIGMAK 
DOUBLE PRECISION VLAMBD1 SUMA!• XC, TOL 
INTEGER V1C30), CRITER, CONT1 CONT1 

*** E N T R A D A ***. 

N ORDEN DE LA FUNCION APROXIHANTE 

M NUMERO DE PUNTOS DADOS 

TOL TOLERANCIA PARA ACEPTAR CONVERGENCIA 
< ERROR ABSOLUTO> 

ITMAX = NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES PERMITIDAS 

CRITER INDICA CADA CUANTAS ITERACIONES SE 
DEBEN APLICAR CRITERIOS DE ACELERACION 

INDICA - SI INDICA O LOS PESOS INICIALES SON 
IGU•iLES A 1 , O 

INDICA - 1 LOS PESOS SE PROPORCIONAN 
EXTERNMIENTE 

READC5,/)M, Nr TOL, ITMAXr CRITERr INDICA 
READC5,/)(XCI), I=l,M> 
REA[l(5,/)CYCI), I=lrM> 

.3104 C INICU1UZACION DE VARIABLES 
m3106 e 
!3110 SIGMAK = O.O 

¡¡3120 SIGMK1 = O.O 
llP130 CONT1 ~ O 
. •l140 CONT "' O 
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16 'ºº ., ' 

'·3500 
; IÍ5600 
·~610 

•3620 
·1· 630 ,. 700 
. l3705 

· 1 :3aoo 
11'5900 e 
"4000 e 

•. ·:4100 e 
.4105 
St200 
•4300 

! :4400 
a.1500 
•iso2 e 
:4504 e 

•so6 e 
.4510 

.. ·4700 

··!705 
· .::no 

.. ~eoo e 
''4900 e 

t ooo e 
. 100 
.;:;s200 

1l'5300 
. 95400 
. ·5500 
~600 e 

1 ~7oo e 
'ºªºº e ;5900 

.a,ooo 
ms100 

1 
;6200 e 
li63oo e 
•400 e 

. ·6500 

E
. 600 c 

700 e 
.. soo e 
• ;6805 
.8!.9oo e 
•·1000 e 
:7200 e 

.. •7300 
.~400 
'"7soo 
:,'.600 
. .700 

. 800 
:'..:7900 

:1l~g~ 
.;a200 

l
. 210 

' 220 
. 230 e 
· te240 e 

: íl.~2so e 
"-98260 
; .. ~8270 

AIEIJ ICCIJ 

Yl<I> = Y<I> 
10 CONTINUE 

DO 18 I=l1M 
V1<I> :::: I 

18 CONTINUE 
NP1 IC N 
NP2 = N + 1 
N1 == N - 1 

LOS PESOS INICIALES SON IGUALES A 1.0 SI INDICA= O 

IF<INDICA .Ea, 1> GO TO 15 
DO 40 I==1rM 

W<I> = 1.0 
40 CONTINUE 

GO TO 45 

SE LEEN LOS PESOS INICIALES SI INDICA = 1 

15 READ<51l><W<I>1 I=11M) 
45 MM ::: M 

CONT1 = CONT1 + 1 
CONT = CONT + 1 

SE FORMA LA MATRIZ "WA" DEL SISTEMA WAX = WB 

DO 50 I=11M 
A<I11> = DSORT<W<I>> 
DO 50 J=21NP1 

A<I1J> = X<I> * A<I1J-1) 
50 CONTINUE 

SE FORMA EL VECTOR ·wo• DEL SISTEMA WAX = WB 

69 DO 70 I=11H 
B<I> = DSORTCW<I>> * Y<I> 

70 CONTINUE 

SE APLICAN REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER A LA MATRIZ "WA" 

CALL HECOMPC301HrNPl1A1U> 

SE APLICAN REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER A EL VECTOR •wa· 
Y SE CALCULA LA SOLUCION •x• 

CALL HOLVEC30rM1NP11ArU1B> 

CALCULO DE ABS<L<ArX) - F(X)), L<A1X> FUNCION APROXIMANTE 

DO 105 I=1rM 
S C I > = B <NP :l > 
DO 105 J=11Ni 

SCI> = SCI> * XCI> + BCNP1-J> 
105 CONTINUE 

DO 110 I=1 rM 
SCI> = DABSCYCI> - SCI)) 

110 CONTINUE 
SUMA1 == O.O 
SUHA2 =-= o.o 
SIGMl'\1 = SIGMAK 
SIGMAK = O.O 

SE CALCULA SIOMAK**2 

DO 135 I=11M 
SIGMAK = SIGMAK + WCI> * <S<I> ** 2.0) 
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·0280 
··8205 

·:1g~ 
.,a410 e 
··120 e 
. 30 e 

·~ 440 
·:1500 e 
· 600 e 

:. loo e 
.'.saoo 
:11305 
:•500 e 
;9400 e 
;1·00 e 
~ 600 
: 00 
'.9900 
:9Joo 

·=9:>000 
:10100 
~1200 
: 300 
: 0310 e 
:~320 e 
: 330 e 
;_ 400 
:1osoo 
;8>600 
:11>700 
:1oaoo 
:«810 . 600 
; 1700 e 
·1· 1000 e ., 900 e 
: 1910 
:12000 
"1100 ., 200 
:12300 

''ª·40o c ·; 2500 e 
.. ,600 e 
:1· 2700 e 
~ 2800 
:.: .:..810 
:12900 
:·Fo o o 
:9310() 
:1ssoo 
~-600 
: 700 e 
.: soo e 
:t9oo c 
\ 6000 
; 100 
;16200 

:'6300 
! 400 
! 6500 
:~600 : 700 
; ~800 
:i1@1ft 

135 CONJINOf 
IF<SIGMAK .LE •• 000001 .DR. SIGMAK .LE, TOL> GO TO 878 
IF<CONT ,EQ, 1) GO TO 17 
IF<DADSCSIGMAK - SIGMK1) .LE. TOL) GO TO 078 

CRITERIO PARA TERMINAR DE ACUERDO AL NUMERO DE ITERACIONES 

17 IF<CONT .GE, I TMAX > GO TO 878 

CRITERIO PARA APLICAR ACELERACION DE CONVERGENCIA 

IFCCONT1 .LE, CRITER> GO TO 145 
CONT1 -=O 

SE CALCULA.EL VALOR MINIMO DE ABS<L<ArX> - F<X> 

VMIN = S<1) 
K = 2 
II = 1 

112 IF<VMIN ,LE, S<K>> GO· TO 114 
II :::: K 
VMIN = S<IO 

114 K = K + 1 
IF<K .LE. M> GO TO 112 

SE CALCULA EL VALOR MAXIMO DE ABS<LCArX) - FCX> 

VMAX = SC1) 
K = 2 

120 IF<VMAX .GT. S<K>> GO·TO 125 
VMAX = S(K) 

125 

140 

136 
139 

141 

K = K + 1 
IF<K .LE, M> GO TO 120 
VLAMBD = SIGMAK I VMAX 

SE APLICA EL PRIMER CRITERIO PARA ACELERAR LA CONVERGENCIA 

IFCM .LE. NP2> GO TO 145 
DO 140 I...,1,HM 

IF<S<I> .LE. VLAMBD> W<I> = 
IF<WCI> .Ea. o.O) M = M - 1 

CONTINUE 

o.o 

SI NINGUNA WCI>=o.o DESPUES DE APLICAR EL PRIMER CRITERIO 
SE APLICA UN SEGUNDO CRITERIO 

IF<H .NE, MM> GO TO 136 
IFCM .LE. NP2> GO TO 145 
W<II> - O.O 
H = M - 1 
CONT1 = O 
K = 1 
NCONT = O 

SE ACTUALIZAN LOS INDICES 

IF<W<K> .GT. o.o> GO TO 143 
NCONT = NCONT + 1 
NCONT1 = MM - NCONT 
IFCK .GT, NCONT1) GO TO 145 
DO 142 I=KrNCONT1 

W<I> == WCI+1> 
XCI> = X<I+1> 
Y<I> "" Y<I+1> 
S<I) "" S( !+1) 
Y" p = U1< r+p 
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: 17000 

l. 7100 
7200 

:17300 
--7400 . 7soo e 

7600 e 
:1noo e 

17800 
7900 

:ieooo 

18100 
8200 

'18300 

l 8305 
8405 e 

· a410 e 
;:10415 e 

18420 
8423 

· 18425 
-~· 8430 

8435 
.; 8440 

18445 
8450 
8455 

:18460 

·.18465 
8470 

.. 19475 

-

. 8480 
84CJ5 
8490 

~18495 

18500 
. 8505 
-~18510 

l. 8515 
8570 

.1as7s e 

-

0500 e 
8585 e 

. 8590 
: 18600 

18700 
8800 

·.:18900 
.. ,. 9000 
. 9100 
· 19200 

,
9205 

' 9210 
. 9300 
J19310 e 
·19320 e 
. 9330 e 
:~ 19400 
-~· ·9500 
. 9600 
. 9700 
,,. 9aoo e 
. 9900 e 
... oooo e 
~.20100 e 

.l."TO.';. --"\.,UH 1 ,1,rn.1r..;. 

GO TO 141 
143 K "" K + 1 

IF <K .Ea. H+1 > GO TO 145 

GO TO 1•H 

CALCULO DE LOS NUEVOS PESOS WCI> 

145 DO 152 l==1rH 
SUMA1 ~ SUMA1 + W<I> * S<I> 

152 CONTINUE 
DO 155 I=lrH 

W<I> = <W<I> * S<I>> I SUHA1 
155 CfJNTINLIE 

GO TO 45 

IMPRESION DE RESULTADOS 

878 WRITE<6r200) 
~JR ITE C 6, 300) 
DO 138 I=1rMO 

S<I> = B<NP1> 
DO 137 J::i1.rN1 

SCI> = SCI) * X1CI> + B<NP1 - J> 
137 CONTINUE 

ERROR = Y1CI> - SCI) 
WRITEC6r500) IrX1CI>r Y1<I>r SCI)r ERROR 

138 CONTINUE 
WRITEC6r600>VMAXrCONT 
WRITEC61400) 
DO 144 I=1rNP1 

IN = I - 1 
WRITE<6r700) INr BCI> 

144 CONTINUE 
WRITE(61800) 
DO 160 I = 1~NP2 

III = V1CI) 
WRITE<6r900> IIIr WCI> 

160 CONTINUE 
RETURN 

*** FORMATOS DE ESCRITURA *** 

150 FORMAT(/r10F12.6> 
200 FORMAT<20Xr"*** RE SU L T A D OS***"///) 
300 FClRMATCBXr" X •,• F<X> •,• L(ArX) •, 

*" F<X>-L<A;x> •r//) 
400 FORMATC//r10X,•*** C O E F I C I E N T ES ***"r//) 
500 FORMATC2Xrl2P4F13,6/) 
600 FClRMATC//9Xr•ERROR MAXIMO ="rF12.6r5Xr"ITERACIONES =1 rI3//) 
700 FORMATC/r15XP' AC"rl2r") = "rF12.6) 
800 FClRMATC//r5XP'*** PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO ***"r//) 
900 FORMAT<lr15X~' wc•,¡2,•> ="rE12.6> 

END 

*** S U B R U T I N A S *** 

SU~ROUTINE HECOMP<MDIMrMrNrA1U> 
INTEGER MDIMrMrN 
REAL*B A<MDIMrN>rUCM> 
REAL*B ALPHArBETArGAMMArSORT 

HOUSEHOLDER REDUCTION OF RECTANGULAR MATRIX TO UPPER 
TRIANGULAR FORM, USE WITH HOLVE FOR LEAST-SOUARE 
SOLUTIONS OF OVERDETERMINED SYSTEMS. 
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:20300 e 

1
~0400 e 

l ~0500 e 
.. 20600 e 
· ·20700 e 

. fosoo e 
,. .. 20900 e 

¡' :21000 e 
·.921100 e 
11!1200 e 
:21300 e 

l. 1400 e 
1500 e 

-21600 e 
· '21700 e 
•~1soo e 
~1900 
:22000 

S22100 
~2200 

.• 22300 
:~2400 
m;:2500 
·22600 

. ·:'>2700 

.. 11i;2aoo 
!~2900 
: -:23000 
la23100 e 
•23200 e 
. .:23300 
.r:3400 
E3soo 
: :23600 
. '23700 
·123800 

23900 
";24000 

124100 
. 24200 
~24300 
-24400 

124500 
.24600 e 
: 24700 e 

124000 e 
24900 

:2sooo 

125100 
25200 

1 ;25300 
'25400 e 

l2ssoo e 
~ . 25600 e 

!2s7oo e 
·125000 e 
: 2s900 e 
· !26000 e 
11i26100 e 
126200 e 
.26300 e 

1
'26400 e. 
26500 e 
26600 e 

:26700 e 

MDIM"" 
11 

DECLARED ROW DIMENSION OF A 
NUMBER OF ROWS OF A 

N 
A 

NUMI.'IER OF C:CJLUMNS OF A ' 
M-BY-N MATRIX WITH M.>,N 
INPUT : 

MATRIX TO BE REr(úcr::o 
OUTPUTt 

REDUCED MATRIX AND INFORMATION ABOUT REDUCTION 
U M-VECTOR 

INPUT : 
IGNORED 

OUTPUT: 
INFORMATION ABOUT REDUCTION 

FIND REFLECTION WHICH ZEROES ACirK)r I= K+l•••••••••••H 

DO 6 I<= 1rN 
ALPHi'\= O.O 
DO 1 1:: 1\, M 

UCI)= ACirK) 
ALPHA= ALPHA+U<I>*U<I> 

1 CONTINUE 
~LPHA= DSORTCALPHA> 
IF<U<K>.LT,0.0) ALPHA= -ALPHA 
U<K>= U<K>+ALPHA 
BETA= ALPHA:«UCK) 
ACKrK>= -ALPHt'\ 
IF<BETA.Ea.o.o.oR.K.EO.N> GO TO 6 

APPLY REFLECTION TO REMAINING COLUMNS OF A 
KP1= K+1 
DO 4 J= KPlrN 

GAMMA== O.O 
DO 2 I= KrH 

. GAMMA= GAMMA+U<I>*A<IrJ> 
2 CONTINUE 

GAMMA= GAMMA/BETA 
DO 3 I= KrM 

ACirJ)= ACirJ>-GAHMA*U<I> 
3 CONTINUE 
4 CONTINUE 
6 CONTHIUE 

RETURN 

TRIANGULAR RESULT STORED IN ACirJ>r I.LE.J 
VECTORS DEFINING REFLECTIONS STORED IN U ANO REST OF A 

END 
SUBROUTINE HOLVECMDIMrMrNrArUrB> 
INTEGER MDIMrMrN 
REAL*B A<MDIMrN>rUCM>rBCM> 
REAL*B BETArGAMMArT 

LEAST-SQUARE SOLUTION OF OVERDETERMINED SYSTEMS 
FIND X THAT MINIMIZES NORMCA*X-B> 

MDIMrM,NrArUr RESULTS FROM HECOMP 
B== M-VECTOR 

INPUT : 
RIGHT HAND SIDE 

OUTPUT: FIRST N COMPONENTS = THE SOLUTIONr X 
LAST H-N COMPONENTS• TRANSFORMED RESIDUAL 

DIVISION BY ZERO IMPLIES A NOT OF FULL RANK 

APPLY REFtECTIONS TO B 
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-~~~-----------------------------1; 26900 . DO ~5 J(::. 1, N . 
127000 T= ACKrK) 
:27100 BETf\""' -UCK>*ACKrlO 73. 

1 :~7200 ~(l'\rlO"'' U<IO 
:27300 GAMMA= O.O 
·27400 DO 1 ImKrH 

1:27500 GAMMA=> GAMMA+A C I 'K) *B ( I) 
~27600 1 CONTINUE 
.~27700 GAMMA= GAMMA/BETA 

1
:27800 DO 2 !:-: Kr M 
'.27900 BCI>= BCI>-GAMMA*ACirK> 
:28000 2 CONTINUE 
:20100 ACKrK>= T 

I; 28200 3 CONTINUE 
:20300 e 

: i 20400 e 

l.: 28500 
'.28600 

-: 28700 

I
¡ 28800 
:20900 
:29000 

·= 29100 

1:29200 
:29300 

. ;29400 

1;29500 

=·• • 1 

11 ¡ 
• r¡ ! 

I~: l • 1 
•. t . {­

; 1' 

li ¡ .: ¡ 
; ' ! . ~ 

I}! 
: ¡ 

·.'t f 

l} ! 
: :~ l 
,.~ ; 
... ; 

f ~ ;:¡ ; 

I~ :~ ! ~. 1 
:: 1 
·l l ... 1 
IL 'J 1 : l 

~j ! 

4 
5 

BACK SUBSTITUTION 
DO 5 KB= 1rN 

K= N+1-KB 
BCK>= BCK)/ACKrK) 
IFCK.EQ,1) GO TO 5 
KM1= K-1 
DO 4 I= 1 d(M1 

BCI>= BCI>-ACirK>*B<K> 
CONTINUE 

CONTINUE 
RETURN 
END 
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