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1.1
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INTRODUCCION ~

INTRODUCCION AL PROBLEMA DE APROXIMACION DE FUNCIONES DISCRETAS.

Considérise el siguiente problema:

Determinar los pardmetros a, y a, de una funcidn de la forma

L (ao, aqs X)= a, + a;x qﬁe se ajuste 1o mejor posible a una coleccidn
de puntos { P;= (xi, y],)},i=1 dada. (Fig. 1)

|

=aq +
Yy a.o a.,x

p
Py, _ om
° f-1

Fig. 1.1. Aproximacion por medio de una 1inea recta.

Entre los criterios mas usuales para determinar este ajuste tenemos
los siguientes:

m m
L2: % rf =3 (ag +a; x; - yi)z (minimos cuadrados)
i=1 =
m - m 2
L, Iowrd= L oo (a*a X - yi)

Woogsr T =1

m
0 y £ w,=1 (minimos cuadrados pesados)

i j=1 !

[}
=]
=
€
1w



2 P MAX |rs| = mdx lag+a;x; -y.| (aproximacidén uniforme de Chebyshev)
154< ml 15ism 1 L

y en cada caso se trata de hallar a; ¥ a, de tal forma que minimicen
el valor de la expresi6n correspondiente.

Si hacemos
" 1
1 x, Yy
2
1 x b Yy =
X = 2 ’ y = s A F
.. i a,
P n
1 Xn

se puede escribir las expresiones anteriores en términos vectoriales
de 1a manera siguiente

- -
d, lay , a) = ‘{ntir:‘1 Il xay i,
0

- - 2
déw(ao,a1)= min || Xa- yllé
4oty ¢

dso (aoi "‘1) = min H X a’ - 9".,,
Qg @

Lo anterior es un caso particular del problema siguiente:

Determinar los pardmetros A = (a,,

ay, .., a)
de una funcidon de la forma

n

L (Asx) = agdolx)tas (x)+...+aye, (x),

donde ¢i(x) son las funciones éproximantes (por ejemplo ¢i(x)=x1),
que mejor se ajuste a una coleccidn de puntos {Pi=(xi,yi)} dada.
Es decir, cada y; queremos expresaria como



i Ty apxgltaye, (xg)e . e, (xg)

i=l,...,m

Ahora la matriz X del caso anterior toma 1a forma

o, () 000 ey (x) ]
by (%) ¢y(x;) ...e,(x,)

b () 0 (x) Laag(x)

esto es, X es una matrizde mx (n + 1) y a = (ao, @y, ..o an).

En este trabajo vamos a tratar el caso en el que m > n + 1,

- Definimos una "esfera" en Rm , respecto a un punto fijo xocmm N
un radio p 2 0 y una medida de distancia ||.}|, como

{xe R': lx-x5ll=p)

En la Fig. 1.2 se muestran las esferas en |R2 para'll.”z, ll'"ém s

"'||m con x, = (0,0) y o =1



4,

E1 problema de aproximacidn en lRm estd relacionado con el problema de pro
yeccién. La proyeccidn correspondiente a!I.H2 es la proyeccidn usual.

Una forma de visualizar la proyeccidn correspondiente a ll.nzm y ||.||u° es
por medio de las esferas generadas con estas medidas de distancia. Refe-
‘rente a la Fig. 1.3 considérese el problema de encontrar la proyeccién de
P en L con los criterios H.llz, H.Ilzw y -l

<«

- 1 = 2
Wy T 3. W2m 3

Fig. 1.3. Proyeccidn de un punto en una recta con los criterios H.||2 s

i, v i



P1.

E1 punto en el cual cada esfera toca a L sin cruzaria, es la proyeccién
de P en L de acuerdo al criterio correspondiente.

Para introducir ta idea de este trabajo considérese el siguiente ejem-
plio.

Hallar la distancia minima entre el punto P{3,4) y la recta y = .5x,
bajo los dos siguientes criterios (medidas de distancia):

2, ¢ d,((3,4), (x,.5x)) = ¥ (3-x)% + (4-.5x)?

ro
.

w d,,((394)a (X,.5X))

"

max {[3-x|, |4-.5x|}
X

i
ﬂ—\
6 |- P = "]
5 |-
P(3,4) 25 y=0.5x
4-—
3{
N
(4.667, 2.333)
2r (4,2)
1—
! ] | 1 ] i

Fig. 1.4 Distancia minima de un punto a una recta con los criterios
by Y R4



Para el primer caso, £2, la distancia minima es V5 2 2.24 y se alcanza
en el punto (4,2),el cual es el punto de intersecci6n entre la recta
y=.5%x y la circunferencia

(x-3)2 + (y-4)2 = 5

Para el segundo caso, £., la distancia minima es 1.667 y se alcanza
en el punto (4.667, 2.333), el cual es el punto de interseccidn entre
la recta y=.5x y el cuadrado formado por los puntos (x,y) que satis-
facen

max

oy {|x-3], |y-4]} = 1.667

En este trabajo se presenta un m&todo que tiene como idea principal

ir modificando el residual de las aproximaciones de minimos cuadrados
con el fin de minimizar el mdximo del valor absoluto de los residuales,
esto es, con el fin de obtener la aproximacion [fwu. Estas modificacio-
nes al error se logran con la introduccidn de pesos adecuados wy
(boup) . '

En seguida se muestra una relacifn entre las normas £, y L.
Se plantea nuevamente el problema Py, pero ahora bajo la siguiente me-
dida de distancia:

Loy 1 dzy((3,8), (X,.5%))= /o3 (3-XJZ F w,(4 - 0.5x)2

con w, 5 w, 20 y wy; w1

Los pesos w, Y w, los calculamos utilizando el punto de distancia
minima (4,2), obtenido anteriormente para el caso Z,, de la manera si-
guiente: :

[4-3] 1 |2-4] 2

= 6, =
[4-3]| + |2-4] 3 |a-3| + |2-4] 3

Wy



d2lu‘ ((394)’ (X,-SX»= f% (3‘)()2 + .25. (4—.5)()2

Lo 220)

AR y=.5%

(4.667, 2.333)

Fig. 1.5 Distancia minima de un punto a una recta con los criterios
Lyy £, Y Lo -

En este caso la distancia minima es 1.667 y se alcanza en el punto
(4.667, 2.333), el cual es el punto de tangencia entre la recta y=.5x

y la elipse

3 (x-3)2 + 5 (y-0)2 = (1.667)2



1.2

(P)

Como se ve, esta solucidn coincide con la obtenida utilizando el crite
rio 2, .
En general, en el método presentado en este trabajo, se obtiene una su-

C . k k k2 k
cesion de pesos {uo = {u;, , wy, ..., w )} de tal manera que las soly
ciones correspondientes { A“= (aﬁ , a& ) ey ag } , con criterio £ 0 ?

convergen a la solucidn correspondiente al criterio %, . En problemas
de aproximacifn en los que m es mucho mayor que n la convergencia no
es tan inmediata como en el ejemplo presentado anteriormente.

PROBLEMA GENERAL DE APROXIMACION DE FUNCIONES DISCRETAS.

E1 problema general de aproximacion de funciones discretas consiste,
en abstracto, en lo siguiente:

i) Dada una funcidon f en un cierto espacio de funciones F, de la cual
se conocen sus valores Onicamente en un conjunto finito
X = {xl, e xm) de puntos de su dominio.

ii) Dada una familia de funciones, 1lamadas funciones aproximantes, AdeF,

Hallar L* en A que mejor pueda representar a f.
En las aplicaciones, usualmente la familia de funciones aproximantes A
viene representada por un ndGmero finito de paradmetros a
(aieR). Esto es,

a

Qyyeeny Gy

0'
A={ L(ao, ay,..-,a.3 x); azeR}

o bien

A= { L(A;x)eF| ‘AcR"™ }

)

Nuestro problema de aproximacidn se denomina lineal cuando se tiene

al definir A = (ag, Ayyene,

{ ¢;(X)}?::° eF y L(x;A) = a, ¢o(x) + a1¢1(x) 4+, .4 an¢n(x)



De aqui, y en todo 1o que sigue del presente trabajo} se hablard del
problema antes enunciado pensando siempre en el caso lineal.

E1 problema de aproximacidon de funciones discretas se presenta cuando
los valores f(x;), f(x2),..., f(xm) dados de la funcidén f se conocen
por medio de una tabla de valores y el interés principal por obtener
la funcién aproximante L(A,x) es con el fin de conocer valores aproxi
mados de f en puntos intermedios a los valores dados. Gencralmente
las funciones aproximantes L(A,x) son polimonios, funciones trigonomé
tricas, funciones exponenciales o combinaciones de todas éstas. Desde
un punto de vista prdctico se tienen dos principales tareas en un pro-
blema de aproximaci6n de funciones. La primera es como determinar el
tipo de funcién aproximante, i.e. la eleccidn de las funciones ¢i(x),
que se va a utilizar, y la segunda es cémo medir la calidad de la apro
ximacién. Para determinar la funcion aproximante L(A,x) es necesario
recurriy a la intuicién y a la practica,ya que no existen métodos di-
rectos para hacerlo.

En 1o referente a la calidad de 1a aproximacidn, requerimos de la intrg
ducci6n de una medida concreta que le dé significado a qué tan bien es
td representada la funcién f(x) por la familia

A= ( L(A,x), [AeR™1)

La medida de la aproximacién entre los valores de la funcién f conoci-

dos y el elemento aproximante L(A,x) viene dada por la norma del resi-
dual

£x,) L(A,x,)
r(A) = : - :
flxg) _ | LA, xp)
i.e. por
F(x) - L(A,x)]]
donde II;H es una norma de R™. E1 problema de aproximacidn se plan

tea de la manera siguiente:



Hallar A% en R™! de tal forma que satisfaga
Alr (A5 < e (A
para toda A € R"+1_

Este punto, visto desde la prictica, nos plantea el problema de propo
ner una norma especifica para F.

. Las normas mas conocidas son las normas Lp que, para el caso discreto,
se definen de la manera Siguiente

DEFINICION 1.1 La norma t de un vector v= (vi,. "’Vh) se denota por
Z (V) y se define como

l
p p <
p(V)-—lew]lV]-‘ y 1Sp<e

donde 1las wy SON pesos que satisfacen Wy 4 0, normalmente con

Zwi- 1

De esta definicidn se siguen las aproximaciones Kp que corresponden a
minimizar la funcional

9 W)= [Bor () = Llax)? |7

Adicionalmente a las normas Lp se tiene otra norma importante que es
la norma £, tambié&n conocida como norma uniforme, minimax o de

Chebyshev, y que se define como

vl =mix vy, =1, ...y m

Andlogamente, tenemos las aproximaciones uniformes que corresponden a
minimizar la funcional

% [Al= mix [F(x;) - L(A,%;)]
1

10.



por 1o que una aproximacidén uniforme discreta minimiza el valor mi
xito de

[f(x) - L(A,x)|, para xeXs= {xl,..,xm}

Dentro de las aproximaciones tp Ta aproximacidn mds utilizada en la
prictica es la £,, conocida como aproximacion de minimos cuadrados.
La amplia utilizacion de esta norma se debe, principaimente, a sus
interpretaciones estadisticas.

Otras aproximaciones también utilizadas en la practica son la 21 y

la £, . Para estas aproximaciones sus cdlculos no son tan directos
como para 1a £, .

En este trabajo estamos interesados en el problema (P) con respecto
a la norma uniforme o0 1w .

'1q.

11.



2. EXISTENCIA, CARACTERIZACION Y UNICIDAD DE LA APROXIMACION UNIFORME

2.1 SISTEMAS DE CHEBYSHEV
Un conjunto de funciones continuas reales ¢, ¢,,..., ¢q definidas sobre
un conjunto cerrado A enIRm (espacio euclidiano de dimensién m) es un

“sistema de Chebyshev" si satisface las siguientes condiciones

(a) A contiene al menos n + 1 puntos
(b) Cada polinomio P(x) = a, ¢0(x) oot ag e, (x), cuyos coeficientes
a; no son simultaneamente iguales a cero, tiene a lo mis n ceros dis

tintos en R™ .

En particular, se sigue de esta definici6on que las funciones de un sistema

de Chebyshev son linealmente independientes.

Ejemplos de sistemas de Chebyshev son las funciones 1, x, X2,..., X" y 1,

€O0S X, Sen X,..., COS NX, sen Nnx.
La condicién (b) se puede expresar como las siguientes condiciones:

i) Si io,..., in son puntos distintos de A, entonces el sistema de

n + 1 ecuaciones con n + 1 incbgnitas 3gs By5.-0s B

3g bolxi) * 2, 6 (K) + ... +ag o (%) =0
k=0,...y 0
tiene inicamente la solucién trivial 8 = a; = ...=a, = 0. Usan-

n
do propiedades de sistemas de ecuaciones lineales, esto es equivalen-

te a cada una de las siguientes propiedades.

ii) Si io,..., in son n + 1 puntos distintos de A, el determinante

12,



i)

13..

es diferente de cero

Si io,..., X, son puntos distintos de A y cg,... ¢, son nimeros rea

n
les arbitrarios, entonces el sistema de ecuaciones

ag ¢, (ik) oot an e (ik) = Cp» k=0,...,n (2.1)

tiene una solucidn Unica para Bpseeesy Ay o Haciendo P = au¢°+...+an¢0,
la condicién (2.1) se puede interpretar como P(ik) = ¢ k = 0,...,n
y P es un "polinomio interpolante" con valores determinados ¢y en los

puntos Xy

- Si el nimero de Tos puntos dados ik y los valores Ci ©s menor que n + 1,

entonces también existe un polinomio interpolante pero no es Gnico.

2.2

EXISTENCIA DE LA APROXIMACION UNIFORME

Teorema 2.1 (De existencia) [ 1 ]. Dado y, vector de dimensién my n + 1

vectores linealmente independientes 50, 51,..., $n’ también de dimensidn m,

el problema de hallar

min|| ¥ - (ag ¢ t...* a, ¢n)l|, a; - nimeros reales,

a4

tienen solucién.



14. -

Demostraci6n. Considérese la norma del error d(a,, ayseres an) =
Iy - (ay §g +...# a, $n)|| como una funcidn de n + 1 variables reales
- PP 3. La continuidad de esta funcifn en las variables a; se Sigue de

las siguientes desigualdades

ld(ag,..., a3) - dla ..o ap)= |11y -(agey +...+ a, ¢ Il -

N5 (ag By +eetal F )N

s I @y -a) By 4ot (al- a) &, Il <

< lag- agl 113 0+ 12y - a | 115,
- Como las Ej son fijas, esto implica que la diferencia de las d debe ser pe-

queiia si la diferencia de las a3 1o es.

En forma andloga se demuestra que la funcién

h(ag,..., an) = |l a, $U+...+ a, $n”
es una funcién continua de las a = (agseses an)
Sea S=1{a:fagf?+. .4 [a,]% = 1}
ntl

una superficie esférica en R .

Por ser S un conjunto cerrado y acotado h debe alcanzar su valor minimo
m>0en S, La pdsibi]idad de que m = O se descarta, ya que si tenemos,
para algunos a; (no todos iguales a cero), que || a, 50 ot ag $n||= 0,

0 (idéntico a cero) y esto contradice

esto implicarfa a 50 +...ta, ¢

nn
la suposicion de que las $j son linealmente independientes.



‘ 1
Ahora, escribiendo r = ([a,|2 +...+ |an|2) /2 , tenemos
ag a

hlags..., a ) = rll—;~ $p t..ut —%— $n Il
asf que h(ag,..., an) 2 mr
para todo (ags...s an)
Ademés , d=[|§-(ay &g *...+a, 8 )2
flag & +---+ ag o1l - Ny llz mr - |ly]l
Sean p = Tnfd(ao,..., an) y R= l—1¥£}i;ﬂldl—~

$i [ag]2 +...+ [a,]% >R? , la desigualdad anterior implica

d2mk- |lyfl=1+p>p

Por 10 tanto, si A es igual al espacio de todas las a y B = {3 :
. |aol2 +...+ [a |2 < R2 }, tenemos

fnfd (ag,..., a,) = infd (ag,..., a,) (2.2)

A B

n

Como d es continua,el valor del lado derecho de (2.2) es alcanzado en el

conjunto B y esto demuestra el teorema.

2.3 - CARACTERIZACION DE LA APROXIMACION UNIFORME.

- n :
Teorema 2.2 [ 2 ] (Kelmogorov) Un polinomio P = z 0 a; 44 (x) es una apro-
'l:
ximacién uniforme o de Chebyshev a una funcidén f definida sobre un conjunto

, n
finito X = {x;,..., x,}s si y s6lo si para cada polinomio Q(x)=z 0 Ci¢i(x)
) i=

15,



max {[ f(x) - P (x)] Q(x) } =0 (2.3)
xeXy =

donde Xo = {xeX :[f(x)[=]| f - P|| )

Esto significa que la relacion [f(x) - P{x)].Q(x} < 0 no puede cumplirse

para toda xeX; .

1

n

Demostracibn. Supfngase primero que P = ¢ a; ¢, es una aproximacidn po-
=0

Tinomial uniforme a f en X y sea || f - P}l = E. Si la afirmacién no es cier-

n
ta, entonces existe un polinomio Q(x) = & cs ¢1(x) tal que
i=0

méx {[ f(x) - P(x) ] Q(x)} = - 2¢

xsX0

para alguna e>0; entonces

[ f(x) - P(x) JQ(x) <-¢, para toda x=X,

Ahora, formamos el polinomio P1= P - aQ, con » > O pequefio. Sea M = mix
xeX

0
[Q(x)]; entonces, para xeX,
Cf(x) - P(x)]2 = [ (f(x) - P(x) + aQ(x)]? =
= [T f(x) - P(x)]2+ 22 0(f(x) ~ P(x))Q(x))+22(Q(x))? =
< E2 - 2xe + A2 M2
S tomamos A < M™% ¢, entonces A2 M2 < ac y abtenemos
[ fix) - Pl(x) 12 < E% - xe, para xeX, (2.4)

Para xeX - Xy, tenemos que |f(x) - P(x)| <E.



De aqui que,para alguna § > 0, |f(x) - P(x)| < E--8 si xeX-X;. Si tomamos

A tal que A < (2M)~! &, tenemos

[£(x) = PLx)| s [F(x) - POX)|+2A1Q(x)| s E-6+36 =E - 16

De (2.4) y esta Gltima desigualdad concluimos que, para valores suficientes
pequefios de A, P, aproxima a f mejor que P (contradiccidn); por lo tanto

la condici6n del teorema es necesaria.

Para demostrar la suficiencia, supéngase que (2.3) se cump1e'para cada

n n
Q(x) =z c; ¢i(x). Tomando un polinomio arbitrario Pl(x)= Eocy ¢i(x)
i=0 =0 ’

vemos que existe un punto Xo cXO, tal que para

Q="P-P
[F(xg) - Plx,)[Qlxy) 2 0
Entonces
[F(xo)-Py{xg)12 = [F(xg) - P(xg)]% + 2[F (xo) - PUxg)]QUX,) + (Qlxy))2 2
2| flx) - P(xg) |2 = || F - PJ|2

ya que xeXo. Por 1o tanto,Pl no puede aproximar a f con un error menor

que || f - P || y P tiene que ser una aproximacién uniforme a f.

2.4 UNTCIDAD DE LA APROXIMACION UNIFORME.
lema 2.1. [ 2.7, Sea ¢ ={ Sgreen ¢n} un sistema de Chebyshev de fun-

ciones reales sobre un conjunto finito X en R (nimeros reales) que contiene

17.,



, n

al menos n + 2 puntos y sea P un polinomio (P = ¢ a, ¢i(x)) que mejor
i=0

se aproxima a una funcién f definida en X en el sentido de la norma uni-

forme o de Chebyshev. Entonces, el conjunto X; de todos los puntos XeX

para los cuales

[fix) - P(x)|= || £-P| = E

contiene al menos n + 2 puntos.

Demostracifn. Supbéngase que £ = X500, xs} donde s s n+ 1. Como exis

A

£, debemos tener E > 0, Por la condi-

ten puntos xeX con |f(x) - P(x)|

n
M3

ci6n iii) existe un polinomio Q ¢; @i(x) tal que

i=0
Q(Xk) = - [fx) - P(xk)]. k=1,...,5s

Entonces

max {[f(x)-P(x)] Q(x)} = max {-(f(x)-P(x))2 }=-E2<0
xeXy

1o cual contradice el teorema de caracterizacién de Kolmogorov.

Teorema 2.3 [ 2 ] (Unicidad). Para cada sistema de Chebyshev hay un
polinomio dnico que aproxima uniformemente a cada funcién‘f definida sobre
X={xys.005 xm}

e

Demostracién. Si X tiene exactamente n + 1 puntos entonces, por la condi-

¢cibn ii1) cada funcidn definida en X es igual a un polinomio interpolante

18,



j ¢i(x), y este polinomio es dGnico. De aquf que podemos supo-

ner que X consiste de al menos n + 2 puntos, por lo tanto el lema 2.2 es

n
P(x) = ¢ a,
i=0

aplicable. Supéngase que para una funcidn definida sobre X, existen dos
n

=3

polinomios P(x) = ¢ a; ¢i(x) y Pl(x) =z
i=0 i=0

formemente a f en X; por lo tanto

¢, ¢i(x) que aproximan uni-

e pli=llF-pli-¢

Sea ax) = L (p(x) + P (x)),
2 .

entonces

-nl 1 1 1 =
He-oll= I cr-pedcepple Lpe-pys Lie-r, - e

Por otro lado, || f-QJl 2 E, asi que Q es también un polinomio que aproxima
uniformemente a f en X. Por el lema anterior existen n + 2 puntos x para

los cuales
[#00) = Q(x) [=[£x)- - (PCx) + Py (x)) |= E

En cada uno de estos puntos x, para los nimeros

a = f(x) - P(x), a; = f(x) - P (x)

se tiene :
[e + “1l = 2E, |a} < E, Iull < E

y esto es posible s6lo si a = a Esto es, P(x) = Pl(x) para el menos

1
n + 2 puntos de X. Como X es un sistema de Chebyshev, los polinomios P{x)

y P (x) son idénticos.

'tq. .



3. APROY.7- UIDRES i MINITUs CORunbwsu' Lonwus

3.1 PRUPI'OADES DE LAS APROXIMATIONES DE MINIMOS CUADRADUS PESADDS. -

En esta secci6n se tratan propiedades bdsicas de las aproximacicpes
L2y Ya que 8stas constituyen la base del algoritmo de Lawson descri

to posteriormente.
Considérese el siguiente problema:
P3.1 Dada una matriz Xe anx (n+1) Yy un vector ¥ e ﬂ“, hallar un vec
tor a* ¢ R"+l tal que Xa* sea el punto del subespacio generado por
X mds cercano a y, de acuerdo a la norma £, .
Esto es equivalente a hallar un vector a* e P"+1 tal que
I xa* -3 15 slixa -3

= ntl
para toda a e R .
Si, por ejemplo, m=3 y R(X)=2 (rango de X), se sigue de consideracio-

nes geométricas (Fig 3.1), que el minimo se alcanza cuando el vector

residual ¥ = X3 -y es perpendicular al plano R(X).



Fig 3.1' Interpretacion geométrica del problema P3.1 con
m=3 y R{(X) = 2

- Si escribimos a = a, + a, cona, e R(X)y 52 en el complemento
ortogonal* R(X)l de R(X), entonces 51 es el vector buscado a* y
a, es el vector residual Xa - y con valor minimo de acuerdo a
la norma || - ||,. Esta Gltima descomposicién de un vector tiene

la siguiente forma general:

Sean S un subespacio de R“ y st su compiemento ortogonal. Enton

ces cualquier vector U € I!n se puede escribir en forma (nica co-

mou=8§ +5, .dondesS,eS y s

1 2 . € Sl. E1 vector s;es la proyec

ci6n de i en S y el vector s, es la proyecci6n de U en Si

* Dado un subconjunto S de Rn , el conjunto de todos los vectores

ortogonales a S, se llama "el complemento ortogonal" de S y se
denota por Si.



El siguiente teorema establece la existencia de una solucibn del

problema P3.1 y determina cuando es dnica.

Teorema 3.1 3 ]. E1 problema de minimizar || Xa -y I, res
pecto a a, siempre tiene soluci6n y ésta es dGnica si y s6lo si

las columnas de X son linealmente independientes.

Demostraci6n.  Sean 5/1 la proyeccion de y en R(X) y 92 la proyec-
ci6n de ¥ en R(X}. Entonces X3 - ¥; € R(X), para toda

ae Rnﬂ » ¥ es ortogonal a ¥, ; por lo tanto

- - 12 - - - - = 2
WXE -5 U2 = I%E - §y- 9 I = IXE-5,05 + By, 02

y [[Xa-y Hi serd minimo cuando |f Xa - ylll'; lo sea. Pero

371 e R(X), de aqui que siempre podemos hallar una a* que cump]a

Xa* =y, .
- - - .2
Para esta a*, || Xa* - ylllz =0,

La segunda afirmacidn es una propiedad de las soluciones de sis-

.temas de ecuaciones algebraicas.

Para el problema de minimos cuadrados pesados, %,, , introduci-
mos las siguientes matrices diagonales m x m

w, 0 ... 0
0 w, ... O

w=d1’ag(m1.)=
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W' = djag (/m\. ), con wy 2 o,

por 1o que
W=

Entonces el problema de aproximacién £,, lo podemos plantear de

la siguiente manera:

Dadas las matrices Xe Rmx(nn)

pmxm

yUWe y un vector ye R™,

hallar un vector a* ¢ Rnﬂ tal que WX a* sea el punto del sub-

espacio generado por WX mds cercanc a ¥y, de acuerdo a la nor-

ma | 1

- n+ . .
. II2 . Esto es, queremos un vector a* e R que minimice

W EXE= P =< W (KE-5), W (XE-F) > = (X3 -TH W (Xa-3)

para toda a ¢ R"” .

Si WX es de rango ntl,entonces este problema tiene solucién dni-

ca.
Veremos que esta situacién es la que se presenta.

Definici6én 3.1 Una matriz Amxn, m 2 n+l, cumple la condicién

de Haar si toda submatvri, de A de s x (n+l), con s » n+l, es de

rango n+l.
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Resultado 3.1. Si {¢g> ..., ¢,} es un sistema de Chebyshev enton
ces para todo conjunto {X;, X, ..., X} la matriz A=(¢j(xi))

cumple .l1a condicidon de Haar.

Demostracién. Es inmediata de las propiedades de los sistemas de

Chebyshev. (Cap. 2).

Corotario 3.1. Si {4, $pr sees ¢n} es un sistema de Chebyshev
ysidx;, ..., xm} son m puntos distintos entre si, entonces el
problema

min || W(Xa- 9)“2 ,

donde W= diag (“i)’ wy 0; X-= (¢j(xi)), y e R'" , tiene una
inica solucién si W tiene, cuando menos, n+l elementos de la diago

nal distintos de cero.

CONTINUIDAD DE LAS APROXIMACIONES DE MINIMOS CUADRADOS PESADOS.

En esta séccién se mencionan dos propiedades de continuidad de las
aproximaciones %,, . De aquf en adelénte, al hacer referencia a
las "funciones aproximantes", se entenderd que se estd consideran-
do la aproximacidén a una funcién f de la que se conocen sus valores

f (xi) = ¥;» Gnicamente para los puntos (xl, vees xm).

Definimos el siguiente conjunto:
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m
a=1{o-= (“’1’ Y mm) : ‘ﬂj >0, j=1, ..., m y z“’i = 1}

y sobre este conjunto definimos la funcidn =1

,“w)=am)=n@nﬂwﬂ5-9)”§;
a

donde W = diag (mi), Xy y son como en la seccibn anterior.

Se considera a la funcién s§(W) como una funcién de los pesos wy

por la forma de la matriz W.

Esto es, o(&) es una funcién de
o:fc Rm — R
Entonces

Teorema 3.2 [ 4 7] o(@) es continua en 0. Se omite la demostra

cibn.

A continuacidon se establece la continuidad de los coeficientes
8gs 8y ..., 3, respecto a los pesos @ = (uys ..., mm), en las
aproximaciones £,,, para un sistema de Chebyshev {¢gs ..., ¢}

dado,

Sea Q' c a tal que

Q ={ieQ: wy > 0 para cuando menos n+l mi}l

Considérese la siguiente funcibn
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A:fR'c Pm — Pn+1

que asocia con cada peso @ e R' los correspondientes coeficientes

dnicos a* = (ap, @y, ..., @,) que minimizan
- = 2
iwxa-ylil

donde las funciones $5 en X = (¢j(xi)) forman un sistema de

Chebyshey.
Entonces,

Teorema 3.3 [ 4 7| La funcién A es continua. Se omite la demos-

tracion.

ALGORITMO DE LAWSON

Como se ha visto, el problema de aproximacidn uniforme discreta con-
siste en aproximar los valores f(xi) = f; de una funcion f definida
sobre el conjunto {xj, ..., Xp} por medio de funciones aproximantes

del tipo

n
L(A; x) = & a5 4 (x) (3.1)
i=0
donde {¢i} es un sistema de Chebyshev (Cap. 2), de tal forma que

se minimice



max |L(As x) - f(x)|
A
Sobre todas las funciones L{A; x) del tipo (3.1).

La idea del algoritmo de Lawson para obtener esta aproximacidon consis-
te en obtener una sucesidn de pesos {wR) ,

m
Xm’f'=1,

W = (wk, vy wk), con
m i=1

de tal forma que su correspondiente sucesidn {L(A;; x)} de funciones
aproximantes bajo la norma £,,, converja a la funcién aproximante ba

Jo el criterio £, (Cap. 1).

1 . . . 1 1
Los pesos iniciales w, son arbitrarios, por ejemplo © para
1

i=1, .., m

h, Rz 2, tienen como funcidn ir modificando el

Los pesos posteriores w
error obtenido en cada aproximacidon de tal forma que se les dé mayor
peso a aquellos puntos donde el error sea mayor, ya que interesa mini

mizar dicho error.

E1 criterio para determinar la convergencia del algoritmo estd basado
en observar los pesos w? y desechar aquéllos con valor insignifican
te (muy cercano a cero) hasta dejar un nimero de pesos igual a s+1,
donde s es el orden de la funciGn aproximante (el orden de una fun-
cion aproximante es igual al nimero de funciones que constituyen su
_ base), despuds de lo cual se llega inmediatamente a la solucién, como

se demuestra mds adelante,

27..



Para comprobar la validez de la aproximacidn se puede recurrir a los

teoremas de caracterizacion del capitulo 2 de este trabajo.

Los pasos del algoritmo de Lawsen son:
a) Tomense pesos iniciales w% arbitrarios, por ejemplo

m;f = 1/m, para i=1, ..., m

b) Con los pesos m?, i=1, ..., m, calcilese la aproximacion,
por medio de funciones aproximantes del tipo L(A; x}, a f(x)

definida en {x;, ..., x,} con el criterio de la norma £3,;

* ‘Rn’rl

es decir, calcilese L(A:; X}, Ak

. tal que
m 1 m 1
Reyra* . e 22 T _fy2t
[iz__:lmi(L(An. P xg)-f5)°37% 8 [1,’3=1 wj(L(A' x) - £,)2]

para toda A = (ag, ..., an) € R"”

c) Si k=1 irad)
S

.M hL*. 27 - m fz-lLA* . ) f)z’l
LI owj (LA s xg) = 720 = Tr g (LRG3 %y) - £

parar el proceso

d) Calcilense nuevos pesos m?ﬂ a partir de mf; , haciendo

k *
N L B S |

m *
E . ‘ L(Ak;x_i)"f.il

y regrésese a b)
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Aunque este metodo tiené convergencia lenta (convergencia lineal),
dicha convergencia se puede acelerar utilizando criterios que indi
quen cudles pesos m? se deben hacer iguales a cero, hasta quedar
se Unicamente con los pesos necesarios para obtener la aproximacidn
uniforme deseada. En seguida se demuestra un teorema que Justifica

este procedimiento.

Se denota para cada peso w c W,

o .
W={w=(wys ..., w ) I w,=1, w.,> 0 paratoda jy>0
L 5 B J
para, al menos, n+l valores de j 1},

su correspondiente aproximacion £, como L(A; x)m y se define el

mapeo
F:¥ ~— W
como
F(wk) = mk+1
donde wk+1 se obtiene en la forma que se indica en el algoritmo.

También se define el conjunto
E = {x; eX:|f(x;) - L(A; x;0 = | f(x) - L(A%; x) || Y
donde L{A*; x) es la aproximacidn uniforme a f definida en

X={X1s .-, xn} 3 por lo que E contiene los puntos del conjunto
X en los cuales se alcanza el miximo error absoluto correspondiente

a la aproximacién £, (error minimax).

Se definen ademds los conjuntos de indices
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{J':xjeE}

Cu
m R
)

Jo = {J X; £ E}
Por la caracterizacion de la aproximacion uniforme (Cap. 2) el con-
Jjunto E contiene al menos n+2 puntos, si las funciones aproximantes

son de orden n+l,

E1 siguiente teorema y sos corolarios establecen las condiciones ba

jo las cuales la convergencia del algoritmo es inmediata.

Teorema 3.4 [5] Sea w = (w1, ..., wm)ew tal que w.=0 para

J
toda jedy y sean

t

“l

"

Flw)

- *.
Y‘.i* - f(xi) - L(A * Xj)

si

sgn ry = sgnr* 3 re=(r¥ o, rE)

para toda J e JE' entonces

L(A; X)w. = L{A* ; X)

Demostracion. Por la propiedad de ortogonalidad de las aproximacig

nes £, . L(A; xku-es el inico elemento del espacio de funciones
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aproximantes L de orden n+l, que satisface

m .
L m!(f(xi) - L(A;‘ xi)wl). L(A; X.‘) =0
i=1 1

para toda L(A; x) elL.
Para J eJE se tiene

= Jers = ?..:*-.,*
|rj| sgn (rJ) r; sgn(ra) ry=T rJ/rj .
donde

o= || £1(x) - LA %) llw

.y de aqui, por el algoritmo de Lawson,
t = -1 = * oty . *
wi=a " wg Irjl (t*/a) w3 r'j/rJ

m
donde o= I w;|r;|. De aqui,para cada L(A; x) el
i=1

g m:'j(f(xj)-L(A*; xj))-L(A;x)=

I wirtbL(A; x;)=
j=1 jedo 4 9 h

: J

m
= (1% . s Xs)=(T* o L{A; %:) =
{7 /a)Jé:JEm.rJ L(A; "3) (t*/a) :jzl wsr L(A xJ) 0

To cual implica que L(A%; X) = L(A; X),

Corolario 3.2 [[5] Si para alguna k, w§=0 para toda je dg

Yy sgn r? = sgn rJ* s para toda jeJE , entonces

'.31.



L(A; X) g = L(A%; X)
para. toda £ 2 R+l

Demostracion. Es inmediata de la definicidn del algoritmo

- Finalmente se tiene el siguiente corolario que establece Ta conver

gencia del algoritmo de Lawson en un ndmero finito de pasos a par-

tir de cierta etapa.

Corolario 3.3 [ 5 7] Si para alguna N, w? = 0 para toda

J e do, el algoritmo converge en un nimero finito de pasos.

Demostracion. Es claro que para k 2 N m?==0 para toda jedo .

terminese N, > N tal que k 2 N, implique

lL(A,s x) - LIA*, X}l < *

Entonces

[ r* = O -LARs X)) =(FO)-LEA%x)) fl ¢ o*
por la que, como H§|=1* para Jedg,
R . —
sgng = sgn r* para JEJE '

J

y el corolario anterior nos garantiza que L(A,; X) = L(A*;X)
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3.4

para R 2 Nj+l .

CRITERIOS PARA ACELERAR LA CONVERGENCIA DEL ALGORITMO DE LAWSON

Como resultado del teorema y los corolarios de la seccidn anterior
se tiene que, para acelerar y alcanzar la convergencia del algorit-
mo de Lawson en un numerc finito de pasos, es necesario detectar

los pesos w? tal que jedg y hacerlos iguales a cero. Para esto

se utilizan criterios que se describen a continuacidn.

E1 primer criterio [ 6] consiste en hacer m§= 0 si

o e (iglw,-(r’:)z)
f(x,)-L(A, sx:) R} <
f? - .
J I ;?éx lf(xi)-L(Ak;xi)wkl
i

Esta comparacion conviene efectuarla, por lo general, después de

cada tras iteraciones,

Aun con este criterio muchas veces no'es posible acelerar la conver
gencia en forma notable, ya que las cantidades If(xi)—L(A;xi)ml va
rian muy poco en cada iteracion a medida que se hacen las w?==0.
Se ha recurrido a un nuevo criterio de aceleracidn, el cual ha sido
utilizado en algunos ejemplos que se presentan en el siguiente capi
tulo y ha dado buenos resultados. E1 criterio consiste en hacer

k

. =0 si
%5

33.



3.5

34..
[F(x;)-L{Ags 5]kl =an29‘|f(xi)-L(Ak; ;) k|
1

donde
X' = { xeX: wl s 0)

Este criterio se ha aplicado cuando, después de aplicar el criterio
anterior, ninguna w? se hace igual a cero y estd relacionado con

la caracterizacion de las aproximaciones uniformes relativa al ndme
ro de puntos en el que se alcanza el error maximo, el cual es igual

a nt2 si el orden de la funcidn aproximante es n+l.
Por Yo que se refiere a la convergencia del algoritmo, se ha demos-
trado [ 5] que converge en forma lineal y que el factor de conver

gencia es a lo mas

p = max {|F(x)-L(A*; x)|: x¢£E } /t*

ALTERNATIVAS

En [4-] se demuestra que la funcién aproximante L(A;x) obtenida
con este algoritmo es vdlida sélamente para un subconjunto de
X=1{ x5, cvuy X0 }; sin embargo, semenciona que en la prdctica
es raro que esto suceda,ya que normalmente esta funcidén si es vali
da sobre todo él conjunto X. En adicidn se proporciona una alter-

nativa para estos casos raros, la cual consiste en calcular los pe

sos iniciales w% a partir de los iltimos pesos obtenidos en un



intento anterior. La forma de calcular los pesos iniciales para es
tos casos raros estd basada en los siguientes teoremas, de los cua-

les se omite la demostracidn.

Teorema 3.5 [[47] La sucesidn L(Ags x) converge a L{Ag; x) 1la
cual es la aproximacidn uniforme a f(x) sobre un conjunto X'cX. La

sucesion { ok }
1
o = L _El w? (f(x)- L(A,s x))? ] 4
i= .
es mondotona creciente y

Tim of = mix [f(x)-L(Ao; x)| = o*
ke xeX'

Teorema 3.6 [[47] Si X' es un subconjunto propio de X entonces

el algoritmo de Lawson puede reiniciarse con los pesos

- 00

8= (- W+ aux), 0 <1

donde u{x) =0 parax#z y u(z)=1,

donde z e X-X' y |[f(z)-L(A¢; 2)| > o* .
Para A suficientemente pequefia 8‘:»0* y después de un ndmero fini-

to de reinicios del algoritmo se obtiene la aproximacidn uniforme a

f(x) sobre X.
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4.1

REALIZACION DEL ALGORITMO DE LAWSON

En este capitulo se describe la técnica utilizada en la realizacién
del algoritmo de Lawson por medio de un programa de computadora.
Siendo la parte principal del algoritmo la solucién de problemas
de aproximacién de minimos cuadrados pesados, se dedica la mayor
parte a 1a descripcion de un método eficaz en la solucidon de estos

problemas.,

MATRICES ORTOGONALES Y APROXIMACION DE MINIMOS CUADRADOS

Una matriz cuadrada Q es ortogonal si

es decir, la inversa de una matriz ortogonal es su transpuesta.

Una propiedad importante de las matrices ortogonales es que conser

van la longitud de 1a norma £, bajo la muitiplicacidn., Esto es,

para cualquier vector ¥ de dimensidn m y cualquier matriz ortogonal
I

Q de mxm,

oy lla= 11y 2

Esto se sigue de

eyl <05, a2 = Ty ) 2= 151 e = (39 72 -

36.



A continuacion se presenta un tipo de transformacion que da lugar
a una matriz ortogonal; dicha transformacidon se conoce como "refle-

xioén de Householder" y es de la forma

——uu

donde

I es la matriz identidad mxm
u es un vector de dimensidn m

distinto del vector nulo

1

i
1
B =3 fluf? = LY

Teorema 4.1 [ 7] Si P es una reflexién de Householder, entonces

p=pt=pT

es decir, P es una matriz ortogonal.
Demostracion

FT=(I--{13— uul) =p

ppT= (1 -BL uu' ) (I ——é—uuT)=

=I-%2(B -uuT/2)uuT =1.

Lo anterior se sigue de que uuT es una matriz simétrica y de la igual

dad uulug = ( uTu)uuT.
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Siaf# 0 (vector cero), entonces es posible encontrar una reflexién
P de Householder que haga igual a cero los componentes de a con ex-
cepcidn del primero, esto es, P2 es un multiplo de e,=(1,0,...,0),

. 1o cual se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.2 [ 7] dado a# 0 definimos

f
n

ston (a) 113 I
usa + uél

B= au

(ay y uy son los primeros componentes de a y de u). Entonces P

P=1- —%—IJUT es una reflexion de Householder que satisface

Pa? - aey

Demostracion
uu= (i+ad,)(3+ ab; )=

=a?+ 2023 +a?2=2a(a; +a)= 2au; = 28

De aquf .

lo que demuestra que P es una reflexion de Householder.

T

Ahora, como u'a = @

38.
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1

T)5=a-8—u(u75)=

- 1
Pa = (I - g uu

=a-u-=-ae;

E1 siguiente teorema es fundamental en la solucidn de problemas de

aproximacién de minimos cuadrados discretos.

Teorema 4.3 [77] Sea A una matriz mxn (m>n). Entonces exis
te una matriz ortogonal Q igual al producto de n reflexiones de

Householder,

)
"
hor ]

P ves PZP]. >

wns (£
' n

donde R es una matriz triangular superior (es decir i3 =0 si i>J).

Demostracion

La demostracidn es una>descripci6n del algoritmo para calcular
P1s «o-s Pn

Sean A;=A y a; la primera columna de A;. Por el teorema anterior
existe una reflexién de Householder P, tal que P, a; es un wdltiplo
de ;. Sean A= PyA; y a, la segunda columna de A, , entonces
es posible formar una reflexidn de Householder que hace igual a cero

Tos componentes de a, con excepci6n de los dos primeros y que no al-



tera a la primera columna de A, . Esto Gltimo es posible si se

toma el vector u de la reflexién de Householder como

u = (0, az2 + o, 332, ..., @ )

my
1
= s 2 2 /2
= +
@ = sign (ag2) (a3, + ... + 2% )
B = aup
Ahora, sea Az=Py;A;. Continuando en la misma forma, con el vec-

tor u adecuvado, después de n-1 pasos tencmos una matriz

A =P

0= Paog -e- PiA

que es triangular superior cxcepto por su Gltima columna Sn . Sea
P, la reflexidn de Houscholder que hace ceros los Gltimos m-n compo
nentes de Sn y no altera ninguna de las columnas anteriores, esto es

u= {0, 0, ..., ap * oo, An+1)n? -0 amn)

Finalmente obtenecmos

R=PA,1 =P Poq .- PIA
lo cual termina la demostracion.
E1 uso de este teorema en la solucifn de problemas de minimos cua-

drados estd basado en la propiedad de las transformaciones ortogona

les de conservar la norma vectorial euclidiana £, . Haciendo

c=0Qb,
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entonces

lAx- bl = I aAx-b)[I = NI Rx-c |,

donde R = [%]. por 1o que el problema Ax=b se reduce a uno
triangular, que se puede analizar de la manera siguiente:

Sean

-1}
L]

los primeros n renglones de R

ot
"

Tos primeros n componentes de ¢

por 1o que R es una matriz cuadrada nxn triangular superior de ran

go igual al de A y ¢ es un vector de dimensidn n.

Para cualquier vector x

' z ~ -y
“Rx-c[l2 FIIRx—cH2 +c%14-“.c;

y el problema se reduce a resolver

Rx= ¢

directamente por sustitucidon hacia atrds (se supone que rango
(A)= rango (R) = n). Esta solucién minimiza la suma de los cua-

drados de los residuos la cual es igual a cﬁ+1 + ook e

En la realizacion del algoritmo de Lawson por medio de un programa
de computadora preséntada en este trabajo, se utiliza el método de
descomposicién QA= R, descrito anteriormente, utilizando las sub-

rutinas HECOMP y HOLVE [ 7 ]. La subrutina HECOMP sirve para ha-



4.2

cer la descomposiciéon QA= Ry se utiliza la subrutina HOLVE para

calcular Qb y hacer la sustitucidon hacia atrds para obtener la so-

fucion de

cada aproximacion £;,, la cual en cada caso es (nica ya

que la matriz A = (¢j(xi)L descrita en el capitulo anterior, es no-

singular por ser {¢i} un sistema de Chebyshev.

DESCRIPCION DEL PROGRAMA LAWSON

ENTRADA

M -

. (xi "y'i) -

o -
N+1 -
TOL -
ITMAX -
CRfTER -

CONT -
CONT1 -

INDICA

Wy -

- Lectura de datos.

nimero de puntos dados

puntos dados

funciones aproximantes

orden de las funciones aproximantes

tolerancia para aceptar convergencia

namero maximo de iteraciones permitidas

indica cada cudntas iteraciones se deben aplicar crite-
rios de aceleracidn de la convergencia

1leva la cuenta del total de iteraciones

1leva la cuenta del ndmero de iteraciones para aplicar
criterios de acelerazion.

si INDICA = 0 los pesos iniciales se toman como
m%=1'/m, i=1,..., m

si INbICA =1 los pesos iniciales los proporciona el
usuario.

pesos iniciales, si INDICA = 1

42,
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2)

3)

43. .

PROCESO

Inicializaci6n de variables

CONT = 0, CONT 1 =0 ‘

Si INDICA = 0 se hacen w(I)=1/m, 1 =1, ..., m
CONT = CONT + 1, CONT1 = CONT1 + 1

Se forma el sistema WAX = WG

diag Ww(I))

(¢j(xi))’ i=l,oo.,my J=1, ..., ntl

W

"

]

= (ag, -.ey 2y ) (valores a calcular)

*
n

U".l b -

(yl’ st ym)

Se resuelve el sistema WAX =Wb 1lamando a las subrrutinas:

HECOMP - Aplica reflexiones de Houscholder a la matriz WA.

Se le pasan los parametros:

MDIM - dimension déclarada para los renglones de A.
M - nimero de renglones de A.
N+1 - nimero de columnas de A.

WA - entrada - matriz a reducir

salida - matriz reducida e informacion sobre la reduccion
1] - entrada - soslayar

salida - informacion sobre la reduccion
HOLVE - calcula la solucién de minimos cuadrados de sistemas sobre

determinados, encontrando 1a X que minimiza [lWA % - Hb ||

Se le pasan los parametros:

MDIM, M, N, A, U, resultados de HECOMP

. b - vector de dimensién m



4)

5)

6)

entrada - b = (yla ey .ym) )
salida - primeras n+l componentes = la solucidn

X = (ag 5 ouvs a; )3 Gltimas m- (n+l) componentes

it

residual transformado.

Se calcula

2= [z ol (LA* ;5 x,) - ¥:)2 ]
PR i R%D Y

n+l
donde L(AE ; xi) = T a%¥¢.(x;) es la aproximacién correspondien-
jop 973

k
te a los pesos w?, cees W

Para kR >1 :
si | °i - c§_1| < TOL ,
parar las iteraciones e ir a SALIDA

en caso contrario ir a 6)

Si k=1: ir directamente a 6)
Si CONT1 = CRITER, hacer CONT1=0
Si el ndmero de w? # 0 es mayor que n+l,

6a) Aplicar el primer criterio de aceleracidn:

w; =0 si

n *
(iflwi (.Y-i - I:(Ak H xi))z

lys - L(AT x.)IS ~
J 273 max |y; - L(AZ 3 x5) |
X:eX*
i
paraj =1, ..., my X'= (xl, cees Xo)

Si ninguna se hizo igual a cero en esta aplicacion del cri

terio,ir a 6b); en caso contrario ir a 7).

44,
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8)

6b) Aplicar el segundo criterio de aceleracidn:

kR .
;=0
wj si

y: - LAY 5 x:) = min ly, - LAY 5 x.)
lJ k J X,iEX'l 1 (3 1 l

donde
Xt = {xieX: m? # 0}

ira 7)

Si al empezar el paso 6,CONT] # CRITER o el nimero de

w? # 0 no es mayor que n+l, irdirectamente a 8).

Se actualiza la informacidn manejada de tal forma que los pun-
tos (xi, yi), correspondientes a los pesos m? que se hicieron
iguales a cero, ya no participen en los siguientes calculos;

tambiénlse actualiza el valor de m (# de puntos dados), el cual

es ahora

m - (# de pesos w% que se igualaron a cero en la Gltima apli-

cacion de los criterios)

Se calculan los nuevos pesos m?+1 como

k
Sl Y [L(AR: x4) - v |
R B s xg) - y?
j=1 J R * 7 J

. ir a 2).

45..
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SALIDA

?untos dados (xi, yi), i=l, ..., m

Valor calculado L(A*; xi) en cada punto x;

Error de la aproximacidn en cada punto Yi - L(A%; xi)

Error miximo, |y - LA™; x.) le

Coeficientes a: del polinomio aproximante

Pesos finales w3 diferentes de cero

Nimero total de iteraciones



5.1

" que correspor

RESULTADOS Y

RESULTADOS

CONCLUSIONES

En esta seccign se presentan resultados numéricos de aproximacién

uniforme obtenidos con el programa LAWSON, el cual es la realizacién

por medio de

Los ejemplos

un programa de computadora del algoritmo de Lawson,

que se muestran han sido obtenidos de articulos referen

tes a la apraximacion uniforme.

En cada caso
error absolut
iteraciones ¢

polinomio apry

En el capitul
obtenida con
de X; a pesa
aproximacion

lo contrario

se muestran los puntos dados, los valores calculados, el
o en cada punto, el error maximo Optimo, el nimero de

on el que se logrd la convergencia, los coeficientes del
oximante, asi como los pesos finales diferentes de cero

den a los puntos en donde se alcanza el error maximo.

o 3 se menciona que la aproximacidn uniforme L({A*; x)
el algoritmo de Lawson es vdlida s6lo en un subconjunto
~ de esto, se ha observado [ 6] que en la prictica la
obtenida s1 es vdlida en todo el conjunto X, ocurriendo

muy rara vez. Realmente esto G1timo sucede cuando se ha

k . - R ‘os
ce un peso “i::o bajo condiciones diferentes a las especificadas en

los criterio$ de aceleracion de la convergencia.

do una aprox

Uno de estos

Ejemplo 5.1

Tinomial de brden 2

Por ejemplo, cuan-
macidén L(A; x) interpola a alguno de los puntos dados.

casos se muestra en el ejemplo 4.

Lel

Este ejemplo corresponde a una aproximacidon po-

con ¢o(x) = 1 y ¢;(x) = x. La aproximacidn es

47,



sobre cinco puntos dados (x;, ¥;). Como se observa (Fig 5.1) el
error maximo se alcanza en tres de los seis puntos dados. En la Ta-
bla I se muestran los resultados obtenidos sin utilizar criterios de

aceleracidn, mientras que en la Tabla II se muestran los resultados
obtenidos con los dos criterios de aceleracion mencionados anterior-
mente (Cap. 3). En el primer caso se pard la iteracidn cuando

*

k -
¢ ~ error max < .001

Como se observa en 1a Tabla I, para
error max

el primer caso se requieren 29 iteraciones, mientras que para el se-

gundo, linicamente 6 {Tabla 1I).

*
k = m R - . 2 1/2
[+ [izl mi (fi L(Ah’ xi)) ]

48,
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* ERROR MAXIMO
* PUNTOS DADOS

FIG 5.1

P(x)=1.5-0.5x



izks 7598
X%k RES UL TADGOS XXk

X RO L(ArX) FOX)=LCAIX)
0.,000000 1.520000 1,500000 0.020000
1,000000 1.025000 1,000000 0.025000
2,000000 0.475000 0.500000 ~0.025000
3.000000 0.010000 ~04,000000 0.010000
4,000000 -0,475000 -0.500000 0.025000
5,000000 -1.005000 -1,000000 -0.005000
ERROR MAXINMD = 0.025000 ITERACIONES = 29

1
1
;ll.
1
1
;e;|
1
1
1
T
1

. e

%k C O EF ICIENTES %kx

Al 0) = 1.500000
Al 1) = =0.500000

_*** FESOS FINALES DIFERENTES DE CERO kX

W¢ 2) = ,3IIIIIEH00
W¢ 3) = +S500000E+00
W S) = +166667E+00

«8 PT=0.3 I0=0.1

TABLA 1

50. .
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RJUNNING 5340

kkk R ES UL T ADOB KKK

X FX) L(ArX) F(X)=-L(AFX)
II 0.000000 1.520000 1.500000 0.020000
"2 1.000000 1,025000 1,000000 0.,025000
13l 2,000000 0,475000 0,500000 ~D,025000
4 3,000000 ° 0,010000 0,000000 0.010000

4,000000 ~0,475000 -0,500000 0.025000
5.000000 ~1.,005000 -1,000000 ~0.005000

"ERROR MAXINO = 0.025000 ITERACIONES = 6

aC 0)
AC 1)

1.,500000
~-0,500000

nn

5
l X%k COEF I CIENTES KKK

%kk PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO *%X

l Wwe 2)

= ,333333E+00
W¢ 3) = +500000E+00
W( 5) = +166467E+00

E|37 3 PT=0.2 10=0.2

i

TABLA II



Ejemplo 5.2 [9] Este ejemplo (Fig 5.2) corresponde a una aproxima
cion utilizando funciones aproximantes de orden 3; las funciones ¢j

son ¢y{x) = 1/x, ¢;(x) =1 y ¢,(x) = x. La aproximacion es en es-
.te caso sobre diez puntos dados y el error mdximo se alcanza en cuatro

de los puntos dados, como se muestra en la Tabla III.

52,



2.2
2.0
18 L
16 |-

1.4 L

1.0 —

53.

[ )
L(A;x)=2. 736(31(-)4-0.612+0.027x

*- ERROR MAXIMO
+ PUNTOS DADOS

Iy

Fig

5.2

10 12



i
1
f’_’_:l
1
1
J

T

mlNG 8157

X

2.000000

© 3.000000

4.000000
5.000000
6.000000
7.,000000
8.,000000
2.000000

10.000000

11.000000

ERROR MAXIMO =

¥kk COEF ICIENTES kkx

KKk PESOS FINALES

%K RESULTADOS Rkk_

F(X)

2.,057500
1.580000
1.403700
1.3105

1.252500
1.212900
1.184000
1.162100
1.144800
1.1309200

ac 0)
Al 1)
AC 2)

Buan

We 1)
Wwe 20
Wwe 5
W10

Han e

1.0 PT=0.3 10=0.2

0.024108

LCALX) F(X)-LCA X)
2.033392 0.024108
1.604108 -0.024108
1.402858 0.,000842
1.,2922822 0.,017678
1.228392 0.024108
1.120023 0.022877
1,167943 0,016057
1.156721 0.005379
1.,153101 ~0.,008301
1.155008 -0.024108

ITERACIONES = &

2.736407
0.611621
0.026784

+178571E4+00
+401786E+00
«321429E400
+?82143E-01

TABLA

I11

DIFERENTES DE CERO XXX

54.
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Ejemplo 5.3 En este caso {Fig 5.3) se presentan los resultados

obtenidos bajo las siguientes condicjones:

i) Corrida del programa utilizando sdlamente un criterio de acele

racidén, el de Rice [ 6 ]. Los resuitados se muestran en la Ta

bla 1V.

ii) Corrida del programa utilizando los dos criterios de aceleracion

mencionados en el capitulo 3. Los resultados se muestran en la

Tabla V.,

El niimerc de iteraciones requeridas para cada caso fue de 50 y 14,

respectivamente. En este ejemplo la funcidn aproximante fue un poli

nomio d¢ grado 5 sobre 19 puntos dados.



2.2

2.0

1.8

1.4

1.2

1.0

L L{A;x)=5.18-2.79x + 0.82x2 - 0.12x3 + 0.009x" - 0.0002x5

ERROR MAXIMO
PUNTQS DADOS

e

FIG 5.3

10

*

*

56.
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NNING 7725

l %Kk RESULTATILDOS kK
. l X F(X) LCArX) F(X)-L (A X)
I 2. 000000 2,057500 2.044340 0.013160
2.500000 1.746000 1.759140 -0.013140
] 3. 000000 1.580000 1,574147 0.003953
! l 3.500000 1,475700 1.462540 0.013160
] 4.000000 1,403700 1.393112 0.010588
] 4.500000 1,351000 1.349263 0.001737
y I 5.000000 1.310500 1.318120 —-0.007620
] 5.500000 1,278500 1.291630 -0,013130
3 6+000000 1,252500 1.265660 -0.013160
b 4+500000 1,231000 1.239090 ~0,008090
! ' 7000000 1,212900 1,212913 -0,000013
b 74500000 1.197400 1,189329 0.008071
3 8.000000 1.184000 1.170840 0.013140
5 I 8.500000 1,172400 1.159351 0.013049
5% 9,000000 1.162100 1,155264 0.004836
A 94500000 1.153000 1.156572 -0.,003572
7 l 10.000000 1.144800 1.157940 ~0.013160
B 10.500000 1.137500 1.149898 -0.012398
P 11 .000000 1.130900 1.117740 0.013160
: l ERROR MAXIMO = 0.,013160 ITERACIONES = 50
l ¥kk COEF ICIENTES kkx
- AC 0) = 5.,176176
l A 1) = ~2.787944
; fn¢ 2) = 0.819002
g A 3) = ~0,120303
I v Al 4) = 0.008636
. AC §) = -0,000241
l %%k PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO XXX
i l WC 1) = ,144791E400
e W( ) = 305821E400
W( 4) = ,228102E400
I : W( 9) = ,134035E+00
;. W(13) = .105303E400
WC17) = ,601441E-01

WL1e)

=l +218039E-01
T=M124.3 PT=1,0 I0=0.1

! l 4 TABLA IV



UNNINO T30

¥k RES UL TADOS %kxk

I X F(X) LCA»X)
2,000000 2,057500 2,044340
2.500000 1.746000 1.759160
3,000000 1.580000 1.576147
2, 500000 1.475700 1.462540
4,000000 1.403700 1.393112
4.500000 1.351000 1,349263
3.000000 1.310500 1.318120
5.500000 1.278500 1.291630
. 000000 1.252500 1.265660
6.500000 1.231000 1.239090
7.000000 1.212900 1,212913
7.500000 1.197400 1.189329
8. 000000 1.184000 1.170840
8.500000 1.172400 1.159351
9000000 1.162100 1.155264
9. 500000 1.153000 1.156572

10. 000000 1.144800 1.157960

10.500000 1,137500 1.149898

11,000000 1.130900 1.117740

ERROR MAXIMO =  0.013160

X¥k COEF ICIENTES %Kk

AC 0) = 5.176176
AL 1) =  =-2,787944
Al 2) = 0.819002
AC 3) = =-0.120303
AC 4) = 0.008636
AC 5) =  -0,000241

F(X)=L (A X)

0013160
~0.013160
0.0903853
0.013160
0.0210588
0.001737
=0.007620
~0.013130
-0.013160
~0.,008090
-0.000013
0.0908071
0.013160
0.0130497
0.006836
=0,003572
-0.013160
-0.012398
0.013160

ITERACIONES = .14

éj.1:17.9 PT=0,5 10=0,2

W(¢
W¢
We
W(
Wl
Wt
Wl

¥kk FESOS FINALES DIFERENTES DE CERO XXX

1) = ,144791E400
2) = ,303821E+00
4) = ,228102E+00
9) = +134035E+00
3) = +105303E+00
7) = +601441E-01
9) = +218039E-01

TABLA V

8.



Ejemplo 5.4 [4] Este ejemplo corresponde a uno de los casos ra-
ros en los que la aproximacion que se obtiene en un primer intento no
corresponde a la aproximacion uniforme sobre todo el conjunto X,

sino que es valida en un subconjunto de X. Esta aproximaciGn se ob-

tiene utilizando un polinomio de grado 1 sobre cinco puntos dados.

En el primer intento (Fig 5.4) la aproximacién obtenida es vdlida sb-
lo en el subconjunto { (0,0), (1,10), (2,1), (3,1)}, obtenida utili-
zando conio pesos iniciales wy = 1/m, para i =1, ..., m. Sin embar
go, en un segundo intento (Fig 5.5) se obtiene la funcién aproximante
que es valida en todo el conjunto X, utilizando como pesos inciales

w; = 0.25, w, = 0.375, w,=0, w, =0.125 y wg = 0.25, obtenidos

aplicando el teorema 3.6 .
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L(A;x)=4.833 +

6
4
2 |
® . °
! !
2 "
X % *x

* ERROR MAXIMO
« PUNTOS DADOS

FIG 5.4

1
*5)(

60.




ING 4702

k¥ FESOS FINALES

¥k R E 8

AC 0)
AC 1)

uu

We 1)
We 20
We 4)

o

_'5.5 PT=0.2 I0=0.2

ULTATDIOS ¥kxk

4.,833333
0.,333333

+333333E4+00
+S500000E+00
+1668667E400

TABLA VI

X F(X) LCArX) F(X)=LCAFX)
0.000000 0,000000 4.833333 -4.833333
1.000000 10.,000000 S5.166667 4.833333
2.000000 1.000000 5.500000 -4,.500000
3.,000000 1.000000 5.833323 -4.833333
64500000 0.000000 7.000000 =7.000000
ERROR MAXIMO = 7.000000 ITERACIONES =

Xkk COEF I CIENTES Xkx

DIFERENTES DE CERO XXX

61, -



L(A;x) = 5

10 —
8 ——
~6 B
4 1
2
°
]
0 2
* *

* ERROR MAXIMO
« PUNTOS DADOS

F16 5.5
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N'ING 5304

=r5.9 PT=0.2 10=0,2

Xkk R ES UL TADOS %xkx

X F¢X) LCArX) FOXI=L (AR XD
0.,000000 0.000000 5.,000000 ~3.000000
1,000000 10.000000 5.000000 5.000000
2.,000000 1.000000 J.000000 =4.000000

. 3+000000 1.000000 S5.000000 =4.000000
6.500000 0.000000 5. 000000 -5.000000
ERROR MAXIMO = 9.000000 ITERACIONES = O

¥k COEF ICIENTES %Xk

A¢ 0) = 5.000000
AC 1) = -0.,000000

%% PESOS FINALES DIFERENTES DE CERO XXX

we 12
We 2)
We 5

+423077E+00
+500000E+00
769231E-01

nau

TABLA VII



5.2

- 'tq.

CONCLUSIONES

Como se ha mencionado en los capitulos anteriores, la principal
ventaja del algoritmo de Lawson es su facil realizacion por medio
de un programa de computadora, por ser basicamente aproximaciones

de minimos cuadrados pesados.

Aungue en la teoria no estd garantizada la convergencia a una fun-
cion aproximante valida en todo el conjunto X, en la practica esto
i1timo es lo que normalmente sucede, 1o cual hace atractivo el mé-
todo. Finalmente, en el apéndice se muestra el listado del progra-

ma LAWSON y el diagrama de flujo correspondiente, en la Fig 5.6 .
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65.

| Lectura DE DATOS |

|SE INICIALIZAN VARIABLES | SE_CALCULAN NUEVOS PESOS w; |
- CONT- = CONT + 1

K CONTL = CONTI + 1

ISE FORMA EL SISTEMA WAx=Wb |
SE RESUELVE EL SISTEMA
WAx=Wb (HECOMP Y HOLVE)

CRITERIOS DE
| sE cacua o | ACELERACION

§

| coumi=o0 |

RESULTADGOS

FIG 6.6 Diagrama de flujo del programa LAWSON



[17
[27
[3]
[4]
(57
[6]
[71

i

Lo]
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APENDICE

LISTADO DE COMPUTADORA DEL PROGRAMA LAWSON



N 68.
100 $RESET FREE
200 FILE 5=DATO0S UNIT=DISKy RECORD
300 FILE “&AL;UHI'I =REMOTE y RECORLIS &
******##*#***‘k«**k***?k****?"**********ﬁwk***‘#********‘k*k****x******’k*

400 C
lsoo c % X
400 C % LAWSON X
700 C X et X
900 € X x
905 € % X
21000 C % ESTE FROGRAMA CALCULA LA AFROXIMACION UNIFORME A UNA *
21100 € % FUNCION DISCRETA COMO UN LIMITE DE APROXIMACIONES DE MI - X
1200 € % NIMOS CUADRALOS FESADOS (ALGORITMO DE LAWSON). X
<1300 € X% X
11400 C % CADIA AFROXIMACION DE MINIMOS CUADRALIOS FESADDS SE CALCULA X
1500 € % RESOLVIENDO UN SISTEHA LINEAL SORREDETERMINADO AX = R EN X
#1600 C % EL SENTIDO DE MINIMOS CUADRADOS FOR MEDIO DE REFLEXIONES x
11700 © % DE HOUSEHOLDER (SUERUTINAS "HECOMF® Y *HOLVE®), X
1800 € % ' %
11900 € % X
51905 € % ENERO, 1983 : FERNANDD ANGELES 3
21?210 € x X
2000 € KORKKARKI KKK KKK KKK KA KK KA KK IR KKK A 3K 0K oK ok oK K 30K 3K KK Kok sk K K Kk ok 3k ok kK
-2010 €
;2100 DOUBLE PRECISION A(30,10)y U(30)s B(30)» X(30)r S(30)
2105 DOUBLE PRECISION W(30)» Y(30), SIGMKL .
2200 DOUBLE FRECISION X1<30)r Y1(30)» C(30), UMIN, UMAX, SIGMAK
32300 DOURLE PRECISION VLAMED, SUMAL, XC» TOL
Iz:sso INTEGER V1(30)s CRITER» CONT, CONT1
2355 €
. 22360 © k¥ E NTRADA XKk .
22365 ©
l:moo c
n2500 C N = ORDEN DE LA FUNCION APROXIMANTE
22600 C
2700 C M = NUMERO DE PUNTOS DADOS
12800 ©
12802 C TOL = TOLERANCIA PARA ACEFTAR COMVERGENCIA
2804 C ( ERROR ARSOLUTO)
2806 C
.2808 C ITMAX = NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES FERMITIDAS
S2810 C
l2812 c CRITER = INDICA CADA CUANTAS ITERACIONES SE
w2814 C DEREN APLICAR CRITERIOS DE ACELERACION
s2816 C
lzeie C INDICA ~ SI INIDICA = O LOS PESOS INICIALES SON
12820 C IGUALES A 1.0
12822 € INDICA = 1 LOS FESOS SE FROFORCIONAN
2824 C EXTERNAMENTE
.2826 c
12828 €
= 2900 READ(Sy/)My Ny TOLs ITMAX» CRITERy INDICA
000 READCS» /) (XKCI)y I=1yM)
#3100 REALC(S»y/)(YC(TYy I=1,M)
23102 C
3104 € INICIALIZACION DE VARIARLES
106 C
23110 SIGHAK = 0.0
120 SIGHKL = 0.0
5130 CONT1 = 0O
3140 CONT = 0

-

3200 MO = M
‘Eoo 1o 10 T=1yM
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3500 YLC(I) = YD)
‘_lgéoo 10 CONTINUE 69
BBsto D0 18 I=1sM :
13620 VI(I) = I
3630 18 CONTINUE
lz“/oo NFL = N
3705 NF2 = N + 1
| 23800 NL =N~ 1
900 €
‘Waooo C LOS FESOS INICIALES SON IGUALES A 1.0 SI INDICA = 0
114100 €
WAL05 IF(INDICA JEQ., 1) GO TO 1S5
200 DO 40 I=1yM
. 14300 W(I) = 1.0
4400 40 CONTINUE
psoo GO TO 4%
Mss02 C
14504 C SE LEEN LOS FESOS INICIALES SI INDICA = 1
506 C :
W50 15 READ(Sy /) (W(I)y I=1sM) i
4700 45 Mif =
705 CONT1 = CONTL + 1
: '4710 CONT = CONT + 1
w4800 C
24900 C SE FORMA LA MATRIZ *WA' DEL SISTEMA WAX = WR
5000 C
15100 N0 S0 I=1sM
1115200 ACIr1) = DSQRTCWCIN)
300 D0 50 J=2,NF1
5400 ACIrd) = X(I) % ACI,J-1)
" U5500 50 CONTINUE
| @400 €
-5700 cC SE FORMA EL VECTOR *Wh* DEL SISTEMA WAX = WE
5800 C
15900 69 DO 70 I=1,M
- Jooo B(I) = DSQRT(WC(I)) X Y(I)
B5100 70 CONTINUE
| 16200 €
gs300 C SE AFLICAN REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER A LA MATRIZ *UA®
400 C
96500 CALL HECOMP(30,MyNF1yAsU)
400 C
lE?OO C SE AFLICAN REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER A EL VECTOR *WB*®
Moo ¢ Y SE CALCULA LA SOLUCION *X*
6805 CALL HOLVE(30sMsNF1vAIUsE)
oo c
W7000 ¢ CALCULO DE ABS(L(AYX) - F(X))» L(A»X) FUNCION AFROXIMANTE
17200 C
7300 DO 105 I=1,M
| .tqoo S(I) = B(NPL)
L1 N7500 00 105 J=1,N1
1 47400 S(I) = S(I) % X(I) + R(NP1-J)
| "émo 105 CONTINUE
‘W00 0o 110 I=i.M
{:17900 8(I) = DABS(Y(I) - S(I))
~JH000 110 CONTINUE
| B100 SUMAL = 0,0
18200 SUMA2 = 0,0
w8210 SIGMK1 = SIGMAK
"ézzzo SIGMAK = 0,0
- .B230 C©
S 48240 C SE CALCULA SIGMAK¥%2
i l2s0 ©
;- EE260 DO 135 I=1sM
- i8270 SIGHMAK = SIGMAK + W(I) % (SCI) ¥k 2.0)




=251y L399 UUNTINUE

3285 IF(SIGMAK LE. .000001 .OR. SIGMAK .LE. TOL) GO TO 878
"oz IFC(CONT EQ. 1) 60 TO 17 ) 70
04 IF(DABS(SIGMAK - SIGMK1) JLE. TOL) GO TO 678 : .
~8410 €
,‘Q?zo c CRITERIO FARA TERMINAR DE ACUERDO AL NUMERO DE ITERACIONES
30 ¢
L8440 17 IF(CONT ,GE, ITMAX) GO TO 878
8500 C
:ig.oo € CRITERIO FARA AFLICAR ACELERACION DE CONVERGENCIA
‘00 C
8800 IF(CONT1 .LE. CRITER) GO TO 145
BoOS CONT1 =0
‘300 ¢C
{9400 € SE CALCULA_ EL VALOR MINIMD DIE ABS(L(AsX) - F(X)
RE00 ©
Ewoo UMIN = 8(1)
9700 K=2
9800 II = 1
‘Moo 112 IF(UMIN .LE. S<{K)) GO TO 114
10000 II = K
110100 UMIN = S(K)
‘0200 114 K = K + 1
gﬁzoo IF(K .LE. M) GO TO 112
10310 C
10320 C SE CALCULA EL VALOR MAXIMO DE ABS(LCArX) - F(X)
:iEF3O c
WoA00 UMAX = S5(1)
10500 K= 2
JPP500 . 120 IF(UMAX .GT., SCK)) GO TO 125
‘700 UMAX = S(K)
10BOO0 125 K = K + 1
o810 IF(K LE. M) GO TO 120
F)aoo VLAMBD = SIGHAK / UMAX ,
iT1700 €
'iliaoo c SE AFLICA EL PRIMER CRITERIO PARA ACELERAR LA CONVERGENCIA
P00 © :
B1910 IF(M LE. NP2) GO TO 145
‘12000 00 140 I=1,MM
WR100 IF(S(I) JLE. VLAMED) W(I) = 0,0
R200 IF(W(IY EQ, 0.0) M = M = 1
112300 140 CONTINUE
‘2400 C
';tzsoo c SI NINGUNA W(I>=0.0 DESFUES DE APLICAR EL PRIMER CRITERIO
P2600 C SE AFLICA UN SEGUNDO CRITERIOD
42700 C
:‘gaoo IF(M NE. MM) GO TO 136
2810 IF(M JLE. NF2) GO TO 145
112900 W(II) = 0.0
5000 - M=M -1
100 134 CONTL = O
115500 139 K = 1
= 0

54600 NCONT
700

c
15800 C SE ACTUALIZAN LOS INDICES
15900 € :
:igooo 141 IF(W(K)Y .6BT. 0.0) GO TO 143
‘W5100 NCONT = NCONT + 1
16200 NCONTL1 = MM ~ NCONT
3;300 IF(K .6T. NCONT1) GO TO 145 _
Ws100 DO 142 I=K,yNCONT1 .
‘16500 WY = Wereld
54600 X(I) = XCI+1)
1F7oo YCI) = Y(I4L)
L6800 . S(I) = S(I+1)

BT UE UICID) = UICTHdD




<17000
7100
7200
17300

7400
B 7500
".7600

117700
7800
W7900
118000
8100
8200
"18300

8305
8405
Maa10

218415

8420
M sa23
.18425
le43o
WBa3s
18440
18445
.9450

8455
118460
P84S

8470
~18475
i 8480
‘8485
8490
118495

8500

8505
118510
@ e515
Wss70
118575

o1 8580
8585
| 8590

118600
8700
8800

18900
|7000
9100

-19200

ol 9205

’l921o

o300

119310
9320
9330

19400

95
!9600
£19700
19800
.‘9900
Moooo
220100

aoh

o0

Oo0n
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GO TO 141

143 K = K + 1 ’ 71.
IF (K +EQ. M+1) GO TO 145

GO TO 141
CALCULO DE LOS NUEVODS FES0S W(I)

145 DO 1392 I=1sM
SUMAL = SUMAL1 + WD) % S5(XI)
152 CONTINUE
DO 155 I=1.M
WD) = (WCI) % SCI)) / SUMAL
155 CONTINUE
GO TO 45

IMPRESION DE RESULTADOS

878 WRITE(&,200)
WRITE(6,300)
00 138 I=1,MO
S(I) = B(NF1)
D0 137 J=1,N1
S(I) = B(I) X XI(I) + B(NPL - )
137 CONTINUE
ERROR = Y1(I> - S(I)
WRITE(62500) IyX1(I)>y Y1(I)r S(I)» ERROR
138 CONTINUE
WRITE(67600)UMAXy CONT
WRITE(6:400)
D0 144 I=1,NP1
IN =1 - 1
WRITE(4,700) INs, B(I)
144 CONTINUE
WRITE(&,800)
DO 160 I = 1sNP2
ITI = ViIKI)
WRITE(6,500) IIls W(I)
160 CONTINUE
RETURN

%% FORMATOS DE ESCRITURA  X¥X

150 FORMAT(/»,10F12,6)
200 FORMAT(20Xy"Xk%x R E S UL T AD O S Xkk*///)
300 FORMAT(8Xy® X N FCXD frt LCArPX) "y
X® FCX)-LCAX) “v//)
400 FORMAT(//710Xy*%%k CO E F I C I ENTE S XX%"¢//)
S00 FORMAT(2XyI224F13.67)
600 FORMAT(//9Xy "ERROR MAXIMO =*,F12,4s5Xy "ITERACIONES ='y13//)

700 FORMAT(/s15X»" A("»125%) = *,F12.6)
800 FORMAT(//sSX» "Xk FES 08 FINhLFS DIFERENTES DE CERO XX%*»//)
P00 FORMAT(/»15X2" W("yI2 ="yE12.8)

END

kX S UB RUTINAGSG XkK

SUBROUTINE HECOMF(MDIMsM/NrArU)
INTEGER MDIMsMoN

REALX8 ACMOIMs NI sUM)

REAL%8 ALFHA»BETA» GAMMA» SQRT

HOUSEHOLDER REDUCTION OF RECTANGULAR MATRIX TO UPPER
TRIANGULAR FORM, USE WITH HOLVE FOR LEAST-SQUARE
SOLUTIONS OF OQUERDETERMINED SYSTEMS.
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L3
120300 € MOIM= DECLARED KOW UIMENSION OF A
20400 C M = NUMEER OF ROWS OF A , 72
| 0500 € N = NUMBER OF COLUMNS OF A .
220600 C A = M-BY-N MATRIX WITH M.>.N
220700 C INFUT $ N
,laosoo c MATRIX TO EE RELUCED
/M20900 C OUTPUT
| 221000 € REDUCED MATRIX AND INFORMATION AROUT REDUCTION
'B21100 € U = M-VECTOR
w1200 C INFUT ¢
121300 € IGNORED
§21400 C OUTFPUT
21500 C INFORMATION ABOUT REDUCTION
~21400 €
21700 C FIND REFLECTION WHICH ZEROES A(IsK)r I= K+lreesoessesrM
"eiaoo c A )
21900 DO 6 K= 1sN
122000 ALFHA= 0,0
2100 o 1 I= KeM
2200 UCI)= A(IIK)
123300 ALFHA= ALPHA+UCI)IXUCI)
‘gm22400 1 CONTINUE
2500 ALPHA= DSART(ALPHA)
22600 IF(UCK) W LT.0.0) ALPHA= -ALPHA
122700 UCK) = UCK) +ALPHA
-‘Ezaoo EETA= ALFHAKUCK)
22500 A(KyK)= ~ALPHA
1123000 IF(BETA.EQ.,0.0.0R.K.EQ.,N) GO TO &
3100 C
23200 € AFFLY REFLECTION TO REMAINING COLUMNS OF A
. :23300 KPi= K+1
223400 00 4 J= KP1,N
3500 GAMMA= 0.0
323600 00 2 I= KyM :
:23700 . BAMMA= GAMMA+UCI)XA(IsJ)
.23800 2 CONTINUE
23900 GAMMA= GAMMA/BETA )
$24000 D0 3 I= KoM
24100 ACTs )= AT J)~GAMMAXUCI)
Bzaz00 3 CONTINUE
124300 4 CONTINUE
224400 6 CONTINUE
If-MSOO RETURN
W24600 C
S24700 C TRIAMGULAR RESULT STORED IN ACIrJ)s I.LE.J
24800 C  VECTORS DEFINING REFLECTIONS STORED IN U AND REST OF A
24900 END
185000 SUBRRQUTINE HOLVECMDIMsMrNrA»UrE)
g§°5100 INTEGER MOIMsMrN
25200 REALXS8 ACMDIM NI »U(M) yB(M)
25300 REALX8 BETArGAMMAYT
225400 C .
lzssoo c
125600 € LEAST~SQUARE SOLUTION OF OVERDETERMINED SYSTEMS
~25700 € FIND X THAT MINIMIZES NORM(AXX~E)
P25800 C
W25900 C  MDIMrMsNrArUs RESULTS FROM HECOMP
1426000 € EB= M-VECTOR
26100 C INFUT ¢
26200 € . RIGHT HAND SIDE
2126300 C OUTFUT?! FIRST N COMPONENTS = THE SOLUTION» X
124400 C. LAST M—N COMFONENTS= TRANSFORMED RESIDUAL
l:zésoo € DIVISION BY ZERO IMFLIES A NOT OF FULL RANK
26600 C
326700 € APPLY REFEECTIONS TO B
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|:269oo ’ DO 3 K= 1N

127000 T= A(KIK) 73
127100 HETNA= ~U(K)YXRAC(KrK) :
|;27200 . ACKYKY= UCK)

127300 GAlMA= 0.0

"R7400 00 1 I=KsM

r27soo , GAMMA= GAMMA+ACIYKIXEB(I)

127600 1 CONT INUE
i CANMA= GAMMA/BETA
DO 2 I= KrM
B(I)= E(I)-GAMMAXA(I»K)
2 CONTINUE
. ACKeKd= T
l;zezoo 3  CONTINUE

L 228300 C ’

‘128400 € BACK SUBSTITUTION

I;zasoo D0 5 KB= 1sN

L 28400 {= N+1-KB

128700 B(K)= EB(K)/ZA(KK)
28800 IF(K.EQ.1) GO TO 5
I:ze9oo KMl= K-1

$: 29000 DO 4 I= 1sKM1
229100 B(I)= B(I)-ACI KI%B(K)
L 29200 4 CONTINUE

129300 5 CONTINUE

129400 RETURN

129500 END
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