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CAPITULO UNO~ 

INTRODUCCION 



1, INTRODUCCION · 

El ~ncipúut.te ••• 110 &e dMct.ee.ntalL.fa, 6.Í... •• ifl 

encuen:tlut que. 110 .Ue11e lo& pJteNtequ..ú..{,to& nec.eAa

tU..06 pCVt.a lee1t. lo& ~equ..ú..{;to6, P. Ha1mo6, 

Todo muttdo, 6abc. lo que M wia. cUJtva, lra&ta aquel 

que Ita Mtucü.ado 6u6.tcie1tte6 ~:a.tC'Jn¡f.t.(c.a,~ ~a. U!!:_ 

ga1t a con6u11ci<'.lt-~e pon. una ca.nUdad .úuuune."Utbte 

de po.&-t.blu exccpc.ione.&. F. Kte.út. 

Durante las últi~as décadas, la oatecótica aplicada y la inge

niería se han dirigido en for~a ascendente hacia la resoluci6n 

de proble~as de la teoría de control, progranaci6n dinó~ica, 

teoría de infornaci6n y teoría de p~rturbaciones cediante la 

aplicación de cétodos variacionales. Esta tend€r.ci~ he sido 

motivada pricera~ente por lo significativo que us caracterizar 

una solución óptica y por la repetida denostración de ~ue ta

les problenas pueden ser for~ulados y analizados na~e~dtica~en 
te de wanera realista. 

El estudio de la teoría de opti~ización en e~pacios ~e funcio

nes, como un tópico independiente debe, por supuesto, ser con

siderada coco una rana de la catemótica aplicada y co~o tal, 
esta debe ser conforaada por varias areas de la nate~ética pura 

por su unificación, r.or su forcalisco y por sus fundacentos ge

nerales. Una de tales areas de particular relevancia, lo es sin 

duda el an~lisis funcional. 

El propósito de esto tesis es el de presentar los ~leoentos ne

cesarios del análisis funcional para dar un trataniento lo sufá 

cienteaente aoderno a la teoría de optiaizoci6n en espacios de 

funciones, de hecho,. a los r:iétodos variacionales y a través de 

este enfoque relacionar estos con la teoría de control, puesto 

que los oétodos variacionales son centrales para el entendiaien 

to de esta dltica. Así, como el de pres~ntar la relaci6n que 



en muchas situaciones surge entre la teoría de control y la pr~ 

grarnaci6n dinnmica y finalmente discutir sobre al~unas aplicaci~ 

nes de los métodos variacionales a la estadística. 

Mucho de la teoría clásica de opti~izaci6n en espacios de ~unci~ 

nes, ha sido motivada esencialmente po~ probler:ias resultantes de 

sister:ias físicos. En el siglo XVII, !-/e'.•:ton tratuba de seleccio

nar la coraza de un barco, de tal manera que la resistencia que 

ofreciera el agua fuera ::.fnima r:iediante el plantearüento de un 

problema variacional. 

La investieación de una trayectoria r.tínir:io para un ~6vil que de

be mantenerse en contacto sobre una superficie detercinada, es 

un problema ya de antiguo ilustrado, tal problena es tratado taB 

bién por los cétodos veriacionales y su interds no es solaconte 

hist6rico puesto que cada vez con r:iás frecuencia el matemático 

y el ingeniero se encuentran en presencia de probleDas de opti

mización, cuyo estudio revela que son de esta naturaleza o sipi

lares, los cuales hnn sido rcexr::ir..irn:idos, •2xter:didos, al,::::unas V!:, 

ces redescubiertos y aplicados a problecas que tienen origenes 

completanente diferentes que aquellos tenÍ8n por su te~p~ano d~ 

sarrollo. 

A cenera de cotivaci6n se ~resenta la siguiente serie de s~tua

ciones de algunas de las oúltiples aplicaciones de los r.iétodos 

variacionales. 
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Ejemplo. 1.1.l (Pozo retrolero). Una compañía tiene localizado un 

yacimiento petrolífero, con una capacidad e, que se supone conoci 

da. Se desea deter~inar un programa de extracci6n a largo plazo, 

tal que maximice el beneficio total descontado. 

El probleoa puede ser formuladQ como sigue: 

Se desea encontrar una funci6n Riemann-integrable sobre [o,co), 
f, que representa la cantidad extraída, tal que maximice 

~~ F(f(t))g(t)dt, 

sujeto a 

)~ f(t)dt~c ; f'( t) ~o, 

La funci6n F(f), representa el beneficio asociado con la 

cantidad extraída f=f(t), esta funci6n puede considerarse cc~o 

estrictamente c6ncava, y creciente sobre [O,oo), con F(O)=O, supo

nemos también que F~c 1 [o,m). La función g=g(t) representa el fac

tor de descuento, y puede ser supuesta continua, positiva y estriE 

tamente decreciente hacia O, e integrable sobre [0,T). 
Primero, considere~os el problema con la restricción adicional de 

que, fEC
0
[0,rj =[feC[o,T:; f(O)=f(T)=O) y f(t)=O para t~T, con T un 

tiempo positivo fijo. Definamos ahora, una norma sobre C[O,TJ mediB~ 

te 11 fll=r:ióx \:[( t)I. 
O.!.tfT 

Consi1ere~os la funcional 

J(f,p)=S6 F(f(t))g(t)dt+p(c-~6 f(t)dt), 

en donde p es el multiplicador de Lagrange asociado a la restric

ci6n ~~ f(t)dt~c • En este caso busca~os (f0 ,p0 ), tal .que 

mín máx J(f,p)=J(f
0

,p
0
). 

p~o .f¡,o 

Sea hEC
0

[0,T} y consideremos la diferencia 

J( f+h, p
0
)-J( f, p

0
) = )6 (F( (f+h(t))-F( f( t))) g(t}dt-::p0 )'6 h(t) dt 

Por el teorema de Toylor, t-ehemos que 
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J(f+h,p0 )-J(f,p0 )=~6 Ffh(t)g(t)dt-p0~5 h(t)dt+o(llhll) 

=L(:f,p
0

)(h.)+o(llhll), 

en donde 

L( f,pc{'h) =~5 ( F fg( t )-p
0 

)h( t )dt 

y o(llhll) es un infinitésimo dé orden superior al primero en llhl\. 

Si f
0 

maximiza a J(f,p
0

), debemos tener nece~¿ri~mente que 
:,·;: .· 

L(f
0
,p

0
)(h)=O para toda hE.C

0
[0,T]. ··•· · ··· ·. 

Notamos prir.iero que L(f0 ,p0 )(h) define ~~~.i'~~i()~Elf fi.~¡a~ so-
bre el conjunto C

0
[0,T], esto es ;;·t~ . . ·····.······ ····· .... 

L(f 
0

, P
0

) ( ah1 + bh 2 ) =aL( f 
0

, p
0

) (h
1 

)+ bL(f 
0 
,p~)(h2)·• ~~~~;~6.:~o· a,béR y 

para todo h 1 ,h2ec
0
[0,T]. 

Ahora bien, para l\hl\ suficientemente pequeña, el signo de la 

expresi6n J(f
0
+h,p

0
)-J(f

0
,p

0
) coincide con el signo de L(f

0
,p

0
)(h). 

Supongamos ahora que por el contrarío L(f
0

,p
0
)(h

0
)F0 para algún 

h
0

€. C
0 

[o ,T], entonces para valores de c)O suficíenter.iente pequefios 

-cL(f
0

,p
0

)(h
0

)=L(f
0

,p
0
)(-ch

0
) 

así 

J(f
0
-ch

0
,p

0
)-J(f

0
,p

0
)=-cL(f

0
,p

0
)(h

0
)+o(c) 

de donde se implica que J(f
0
-ch6 ,p

0
)-J(f

0
,p

0
) puede cambiar de 

signo para valores de C>O suficientemente pequeños y por lo tanto 

de llch
0

11, pero esto es i1:1posible, puesto que por hipótesis 

J(f0+h,p0 )-J(f 0 ,p 0 )~0 para toda llhll suficienteoente pequeña, lo 

cual contradice el hecho de que J(f,p
0

) tenga un máxino en f
0

• 

La condici6n L(f
0

,p
0

)(h)=O para toda hEC
0
[0,Tl, equivale a que 

Ff(f(t))g(t)-p
0

=0 sobre f
0

, 

en eí'ecto supongamos que (F fr.;( t )-p
0
t? para alc;ún t

0
, entonc,es de

bido a la continuidad de (.E' fg( t )-p~~;0°se tiene que {F:fg(·~·)"':'.~~~r° en 
algún subintervalo [t1 ,t2Jde [0,T], sea ... · 0 

t
( t-t1 )( t

2
-t) si t E. [t

1
, t

2
J. 

h(t)= 
O si tE[O,T1-[t1 ,t2J. 
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entonces heC
0

[0,T] y 

~~(Ff(f(t))g(t)-p0 )h(t)dt)O 
lo cual contradice el hecho de que L(f

0
,p

0
):o. 

Por lo tanto si f
0 

rnaximiza a J(f,p
0

) '·entonces 

~f(f(t))g(t)-pJ\r=f =O. 
o 

Por consiguiente tenemos que f
0
=f

0
(t) y p

0 
satisfacen para toda 

tE:[O,T], 

f
0
(t)::o; p

0
::o; ~6f0 (t)dt=c; (Ff{f(t))g(t)-p

0
)1f=f =O. 

o 
Puesto que Fr es continua y estrictamente decreciente, ya que F 
es cóncava y creciente, esta tiene una inversa Ff1 la cual es co~ 
tinua y estrictacente decreciente, entonces f

0
(t)=F-1 (p

0
/g(t)), 

tE[O,T] la cual es decreciente puesto que p
0
/t:;(t) es creciente. 

Se sigue ~ue si f
0 

maximiza a J(f,p
0
), f

0 
debe tener la forma 

{

F;(p
0
/g( t)), 06t~t 0 f

0
(t)= 

O , t
0
étfT. 

En esta soluci6n podernos tener t
0
=T, si t 0~T con el propósito de 

mantener continuidad en la solución, debemos tener que 

F'fl{po/g(to))=O 

y por lo ti:mto 

F 

g \ .Fr······ 
.. ~.·:~ 

t t 
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Definnmos ahora 

claramente la función K es continua y l~~ K(t0 )=0, t~% K(t
0

)=co. 

Por lo tanto, podemos escoger t
0 

talque K(t
0

)=c. ·Por consiguie.!! 

te si t <T, tenemos la solución o 

{

}!, f 1 ( F f ( o ) g ( t o ) I g (t ) ) ' 
f

0
(t)= 

o ' 

O~tft o 
t ~t~T. o 

~j~IDP]Q. 1.1.2 (Probleca de asignación del granjero). 

.6 

Un granjero produce un sólo cultivo, digamos trigo. Después de la 

cosech~ debe almncenarlo o venderlo y rcinvertirlo comprando iie

rra adicional y equipo para incrementBr su producción. El granje

ro desea maximizar la cantidad total almacenada durante un tieopo T~ 

Sean: r 1 (t)=producci6n total en el .tiempo t, 

r 2 (t)=cantidad invertida en el tiempo t y 

r3 (t)=al~acenamiento en el tiempo t, 

pongamos: 

d dtf1 (t)=f2 (t), tE[O,T]; 

1'
2
(t)+f

3
(t)=f1 (t), tdO,T]; 

f1 (t),f 2 (t),f 3 (t)~O, te[O,T]; f 1 (0);>0. 

El granjero desea operar de tal formad.e maximizar 
·,·;--·>::., -'"· ---:;, '--. ,· 

Íe
6
st: ~:~::~roa puede ser Oxpfe~~i~~:m~fet~~ente en. térninos de 

r 2 ( t) como sigue: . ·.· .. /'}<' ··•··· e\ 
maximizar S ~ ( ~ 6r2(slds~r2'(t;t)!~i'.ª~;t~~r6T( .. 

. ;-'._-~ ' .. : .:::<:~;-~:~ ~-.:_ '--"--~::_'--

sujeto a 



Finalmente planteamos el problema anterior como un problema de 

control óptimo, sea u(t) la tasa de producción que es reinver

tida al tiempo t. El problema es entonces descrito por: 

maximizar s~(l-u(t))fl(t)dt 
sujeto a 

. gtf
1
(t)=u(t)f1 (t), O~u(t)~l, f 1 (t):!.O, tE[O,T], f 1 (0)>0. 

Este problema se resolverá en la secci6n3~4 util,izando el 

principio del máximo de Pontryagin. 

Eje_!!!plo. 1.1.3 
Consideremos el problema de ~cotar interiormente la funcional 

J(f)=)~f(x)dF(x), F(x) eil. un~. filnc:ión mon6tona creciente conocida, 

sujeto a 

S~xdF(x)=m1 ,f~x2 dF(x)=m2>0, 
fe.V, 

Una función f pertenece a V, si satisface: 

(i). fEC3[o,oo). 
(ii). f(x) es acotada inferior y superiormente por ciertas fun

ciones del tipo a 1 x+a 2 x2 para toda xe.[O,co). 

(iii). f(x)/x es estrictamente convexa para toda ~>0. 

Por ejemplo, la función f(x)=l-ebx; x~O; b>O pertenece a J, la 

función f(x)=e-x, x30 no pertenece a V puesto que no satisface 

la condición (iii). 

Probleoas de este tipo se resolverán en la sección 3. 6. ut'ilizan

do el teorema de Hqhn-Banach. 

o 
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-
Ejemolo. 1.1.4 En el estudio de la teoría de información se prese~ 
tan los siguientes problemas vsriacionales: 

(I) Maxir:iizar J(f)=- )cof'(x)lnf(x)dx 
. t o . 

suJe o a IX> l)J< >r .... , .• 
f(x)=o, x>O; ~f(x)dx=l; .~xr(:¡c)a,x?°m>O, 

O ·. O. ··'. ·: 

y 
(J¡ . 

(II) Maxir.:izar J(f)=-) f(x)ln.f(x)dx 
sujeto a ·a¡ a> a> 

.f(x)=o, xe(-m,m); )_~lx)dx=l; L:2r(x)dx=s 2 , s>O. 

Problemas de este tipo serán discutidos y resueltos en el trans
curso de la sección 3.8 • Se verá que la solución da (I) corres
ponde a la funci6n de densidad de probabilidad exponencial 

f(x)=m-1 exp~x/~), x>O, m>O, 

y la soluci6n de (II) corresponde 
probabilidad Gaussiana 

o 

( l) 

de.densidad de 

( 11) 

' l "-)2 Í(L):; _l __ e - 'Z S 

fo ifiif s 
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EjeEEl.2• 1.1.5 ·Sea el estado de un sistema dinámico descrito por 

f(t) en el tiempo t, O~tfT. Supongamos que el sistema es contro

lado por u(t) y que la ecuación que eobierna al sistema es 

f'(t)=af(t)+u(t) 06tfT, a=cte>O, 

en donde 

f' (t)=~tf(t)' 
y considere los siguientes restricciones (condiciones de fronte 

ra) 
Caso l. Sobre el estado inicial del sistema 

f(O)=c 1 . 

Caso 2. Sobre los estados inicial y_ final. de-1._<s.i~stema 

f(O)=c 1 , f(T)=c 2 
Suponeamos finalmente que una 

está dada por la funcional 

J(f,u)=~~(f2 (t)+u2 (t))dt 
en donde 

~. • ' - : •• : ,· <' ' • • • • ' - - • 

medida de:ia~ ~~~iüaci6n del sister.la 

fe(c1 [0,'l] ,11rn=rr.axlf(t)I +maxlf'(t)I ), u,f"€(PC[O,T] ,llull=t:1axlu(t)I 
tu:o;rJ ·ulo,TJ · · t1tto,•·= 

y c1 [o ,T] , PC [O,T] denotan el· espacio de funciones con derivada 

continua sobre [O ,TJ y el espacio de funciones continuas por pe-. 

dazos sobre (o,Tj con las normas asociadas correspondientes, ~e~ 

pectivanente. 

Nuestro objetivo es encontrar un control u(t) tal que minimice a 

la funcional J(f,u) sujeto al conjunto de restricciones antes me~ 

cionadas. ~n otras palabras, deseamos resolver el problema de en

contrar un control u
0
(t) tal qu~ 

J(f,u
0

)=oin J(f,u) 

sujeto a 

f' (t)==af(t)+u(t), 06t~T, a=cte:;>O, 

f(O)=c 1 , f(T)=c 2 
fisC 1 [O,T]; f" ,ue:PC [O,T], 
con las respectivas normas asociadas. 

9 



Aunque el prop6aito de esta tesis es el de mostrar las técnicas de 

soluci6n a problemas de este tipo, proporcionamos anticipadamente 

una olternativa para resolver este problema, pora el1o, procedamos 

como sigue: 

A modo de simplificar cálculos posteriores denotemos al integrando 

de la funcional J(.f,u) .por G(.f,,u)=f2 (t)+u2 (t), O~t~'I.'. 
Ahora bien, tomemos heC1 [o,T]ílC

0
[0,T], es decir, h.:c 1 [o,T] y h de 

soporte compacto sobre [O,T] (h(O)=h(T)=O) e incremen~enos f a 
f+h. 

Por otra parte, notamos que u(t)=f'(t)-af(t), O~t6T y esta rela

ción define una única función u=u(f), por consir,uiente 

J(f,u)=J(f), G(f,u(f))=P(f,f')=f2 (t)+(f'(t)-af(t))~ De esta 

10 

manera, es claro que Fec 2 (Q), Q una regi6n que contiene a (f,f') 

Calculemos la diferencia J(f+h)-J(f) empleando el teorema de Taylor 

J(f+h)-J(f)=~~(F(f+h,f'+h')-F(f,f'))dt 

=~~(Ff(f,f' )h(t)+Ff 1 (f,f')h'(t))dt 

+i~~(Fff(f+Bh,f'+9h')h2 (t)+2Fff'{f+Bh,f'+Bhi)h(t)h' (t) 

+Ff'f'(f+6h,f 1 +8h')h 12 (t))dt, 

en donde 6E (o, 1), 

es claro que existe un M>O, tal que 

M~IFffl ,IFff'l ,IFf'f'I para toda t~[O,T), entonces 

1-~~~( F f f( :f+6!:, f' +Bh' ) h 2 ( t) +2F ff, ( f•9h, f' +9h' )+F f 'f' (f~ffh, f 1 +9h' ) 

h 12 (t))dt1~ ~!;iTllh11 2= o(llhll), 

en cor.s~cuencia 

J ( f+h )-J ( f) = ~~ ( F f ( f, f' )h( t\1-:E'f-/C,f; 1f' '.)h';C"t;) ).°"~ ~¡. Úú~l}) • 

:; ;::; :: ( f): 1~( ~ r~,¡:f L~~~~~,~:t~~i'~:~.~L~%~E~~~~f '§;;te~:~. ) ) h( • ) d t 

=~6<F rtr,r/)í~f~i:\1,.f · ))W<ii)~~:~~ '~(11 iiU )·, 



denotemos 

L(f,u)(h)=~~(Ff(f,f')-~tFf' (f,f'))h(t)dt. 

Observarnos que L(f,u){h) es una funcional lineal sobre c1 ~,T]íl 
C

0
[0,T], es decir, 

L(f,u)(a 1h 1+a 2h2 )=a 1L(f,u)(h1~+a2L(S,u)(h2 ) pa~a todo a1 ,a 2e~ y 

hl,h2E.C 1 [o,T](\Co[o,T]. 
NotGmos q_1.ie por definici6n lo(llhll) l/llhll -7 O cuando llhll ~ O, es de

cir o( \\h \1) es un in.fini tés) mo de orden superior el pritiero con ::-eE 

p·ecto de llhll. r.ic!;-'.;rer.ios ahora r;ue si u
0

=u
0
(t) minimiza n J(f,u), 

entonces I,(f
0

,u
0

;1J¡)=Op8ra tocin hr:.c 11:0,•r)nc
0

[0,TJ, en efecto, dado 

que o(l\hl\) es un Jnfinitésüw de orden sup~r"ior ol primero en llhll, 

para ll h 11 suficientemente pcquefia, el si i:no de la expresión 

J(f +h,u )-J(f ,u ) coincide con el nieno de L(f ,u )(h). Suaon~E o o o o . o o . --
mos que por el contrario L(f

0
,u

0
)(h)/O para nlgún h

0
E..C

1 [o,T1ÍI 

C
0
[0,T], entonces para valores de c)O suficientcrnentc peque~os 

se tiene que 

L(f
0

,u
0
)(-ch

0
)=-cL(f

0
,u

0
)(h

0
) 

asf, 

J ( f 
0 
-ch

0
, u

0 
)-J ( f 

0
, u

0
) =-cL( f 

0 
·, u

0
) ( h

0
) +o {e llh

0
\I) 

=-cL(f
0

,u
0
)(h

0
)+o(c), 

entonces J(f -ch ,u )-J(f ,u ) ouede c2obiar de signo para v~lo o oo oo· -
res de e arbitrarim:iente pef!ueños y por lo tanto de cllh

0
1\ 1 pero 

esto es i~posible, puesto que por ~ip6tesis J(f,u) posee un ci
nimo en u, es decir J(f +h,u )-J(f ,u )~O nora toda llh\I suficien 

o o o ºº. -
ternente pequeña. Por lo tanto 1(.f

0
,u

0
)(h'¡=Opara toda h~Cl[O,TJn 

C 0 ~,T]. En otras palabras, si u
0 

oinimiza J(f,u) necesaria~ente 

L(f
0

,u
0

):o, 

notamos que estn condición equivale a 

I~<Fr(f,f' )-~tFf, (f,f' ))h(t)dt=O para todn hEC
1 

[O,T]ílC
0

[0,T] 
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y puesto que 

Ff(f,f' )-:hPr, (f,f' )=Fr(.f,f' )-Fff' (f,f' )f'-F.r•r• (:f,f' )f" 

es una .funci6n continua por pedazos en [O,T], veamos que 'L(f
0

,u
0

)(h)=O 

para toda hE.C1[0,TJnc
0

[0,T] implica que 

Ff(f,f' )-~tFf 1 (f,f' )=O sobre la trayectoria 6ptirna, 

en efecto, supongamos que por el contrario 

(Ff(f,f'')-~tFf,(f,f'))l>O en algún punto t
0
e.[O,T], entonces 

f•fo 

(Ff(f,f'' )-~tFf, (f,f'))l)O sohre aleún intervalo que contiene a t
0

, 
r.ro 

digamos [t1 ,t2], y defim:ir.ios 

h(t)= {<t-t1 )(t2-t) te[t1 ,t2] 
O t€.[O,T]-[t1 ,t2]. 

es claro que heC
0

[0,T]nc1[o,T] y 

~~(Ff(f,f' )-~tFf' (f,f' n!h( t))O 
1f:f0 

lo que contradice nuestra hipótesis. 

Ahora bien, considerer.ios a la funcional J(f,u) que evalúe al si.§ 
tema. ~ara el caso 2, se tiene que 

J ( f, u)= ~6 ( :r2 ( t ) + ( f' ( t) -a f ( t) ) 2 ) d t 

=~6((l+a2 )f2 (t)+f' 2 (t))dt-,2a~6 ;f,'(t)f~(t)d~c . 

=J~((l+a2 )f2 (t)+f 12 (t))dt+a(c~-c~}: 
entonces 

Ff(f,:f' )-~tFf,(f,f')=O sobre la trayectoria óptirna 

equivale a 

f"(t)-(l+a 2 )f(t)=O sobre 1':i 'j;rayectoria óptimG! 

Sea b2 =(l+a 2 ), y co~sidereoos el operador diferencial D:C 1 [0,T]4 
PC [O,T], D(f)=f 11 -b2f, b>O, si f(t)=ert, entonces :U(ert)=r2ert_b2 • 

·ert=(r2-b2 )ert, si D(ert)=O, se debe tener (r2-b2 )=(r+b)(r-b)=O, 
de donde r=b,-b, en consecuencia, tenemos que la solución gene
ral de la ecuaci6n diferencial de segur.do orden f 11 -b2f=0 

( bt -bt ' es f
0 

t):k1 e +k2 e , ~l y k 2 son determinados para el caso 2 
-k k _, bT k -bT por º1- l+ 2 Y c2-Kle + 2e 



así que 

entonces 

[~~}[~bT . !-bj [ :~' 

[:;l{:::T ~~ ][:~ 
y puesto q_ue 

"~] ·=e~bT_ebT;!o si T,fo 
concluimos que la soluci6n e~ ~riicia: 
Finalmente, denos a f

0 
un incremento f

0
+h con h(O)=h(T)=O, en 

donde, como se sabe f satisface la ecuaci6n . o 
d Ff(f,f')-dtFf 1 (f,f' )=O. 

Observamos ta~bi6n que 

(f
0
+h)(O)=c1 , (.f

0
+h)(T)=c 2 

y hagamos 1!1 siruiente consideración sobre J(f
0
+h,u

0
) 

J(f 0+h,u 0 )=~6(b2 (f 0 (t)+h(t)) 2 +(f~(t)+h' (t)) 2 )dt + e(c~-c~) 

pero 

=)6Cb2f~(t)+f~(t))dt + a(ci-c~) +~~(b2h2 (t)+n• 2 (t))dt 
+2)6Cb2f

0
(t)h(t)+fb(t)h'(t))dt 

=J(f0 ,u0 )+}~Cb2h2 (t)+h 12 (t))dt 

+2)6Cb2f
0
(t)h(t)+f¿(t)h'(t))dt, 

o :6~~(b2h2 (t)+h• 2 (t))dt ~Tb 2llhll 2 = o(llhll) para todo h~c 1[o,T]n 
c

0
[o,T], 

además 
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~~(b2 f0 (t)h(t)+f~(t)h'(t))dt~(~0 )h(t)dt=-0 

por consiguiente 

J(f
0
+h,u

0
)-J(f

0
,u

0
)=o(llhl\)=:o para· toda heC 1 [0,T]nc 0 [0,'l~ 



de donde 

J(f'0+h,u0 )~J(f0 ,u0 ) para toda hEC 1 [o,T]ílC
0

[0,T], 

el mínimo de J(f,u) es alcanzado cuando h(t)=O pera toda te[O,T). 

El caso 1 y otras situaciones especiales pueden discutirse de IDE 
nera análdga. 

Consideremos ahora, la analogía del problema anterior para el ca

so discreto, con el prop6sito de introducir el concepto de ecua

ci6n funcionel de recursividad, así. como el de presentar las téc

nicas que la programaci6n dinámica proporciona para encontrar so

luciones aproximadas. 

Ejemplo. 1.1.6 En lugar de determinar funciones fEC 1 [0,T] y 

UEPC[O,~, supongamos que es posible considerar valores de~ y u, 

fk=f(tk), uk=(tk)' k=O,l, ••• ,N , 

en los puntos 

O=t
0
<t1<t 2 ( ••• <tN=T, 

en donde 

tk=kh , k=O,l, ••• ,N y h=T/N. 

Supongamos que el sistema puede ser descrito por el conjunto dis

creto de variables f=(f
0

, ••• ,fN) y supongamos que el sistema es 

gobernado por las ecuaciones de diferencias 

h(fk+l'fk)=afk+uk K=O,l, ••• ,N-1 
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con la condición de frontera f
0
=c, en donde el vector u=(u

0
,u1 , ••• , 

uN) denota las variables de control. 

En lugar de resolver el problema 

ruin J(f,u)= ~~(f 2 (t)+u2(t))~t 
u -

sujeto a 

f''(t)=af(t)+u(t), O~t!ó:T, a=cté)O 

f'(O)=c 1 , f(T)=c 2 

f'eC1 [o,T] ; f",uE.PC[O,TJ. 



desea~os resolver el problema 

min J(f,u)= Lk~O (f~+u~)h 
u 

sujeto a 

fk+l=fk+(afk+uk)h, k=O,l, ••• ,N-1, 

f 0 =c, Ek~uk~ük, fkE.Sk (Sk un conjunto conocido) 

Ek'uk valores conocidos. 

Observamos que el valor de fk~~\ ~~~()"a1f()~{~ad~ por fk+l-fk. 
h 

Para resolver este probl~ma,:i:"~-f:&J~~z~~rn;s la función 
. ~- "> ::-:; ~,.,-, ,_., 

GN(c)=mín J(f,u). 
u 

Notemos que si u=O, 

J(f,O)=hc
2 2:,k~O (l+ah) 2~ 

puesto que 

fk+l=(Í+ah)fk+huk' k=O,l, ••• ,N 

y " 2 . ·.··. k . . k 
fk=(l+ah)fk_ 1=(l+ah) fk_ 2= ••• ={l+~.h) r 0 :::(l+ah) c. 

Observamos que en general 

GN(c)=mín J(f,u) 
u 
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define recursividad. Supongamos que u
0 

ha •id6 detercinado, entonces 

r 1=(l+ah)f
0

+hu
0
=(l+ah)c+hu

0 

en consecuencia 

J(f,u)=hc2+hu~+ L k~l (f~+u~)h 
luego 

GN_1 Cr1 )=mín 2:k~1 (f~+uk2 )h, r 1=(l+ah)c+hu
0

, 
(u,. .• un\ 

entonces 

G~( c )=m~n {C hc 2+hu~ )+GN-l ( ( l+ah )c+hu
0 

l} 
n 

De esta manera el problema de minimizaci6n de J(f,u) en N+l v~riQ 

bles ha sido reducido a resolver N+l problemas de una variable. 

La última ecuaci6n es conocida corno ecuación funcional de recurs1 

vidad de Bellman e introduce las técnicas de la progrnmaci6n dini 

mica para resolver problemas de optimización del tipo descrito. 
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2.ESPACIOS DE FUNCIONES· 

2.1 INTRODUCCION. 

Lo& Matemáüc.o& 6011 e.orno .f.o& F1Lru1c.e.6e.!i: Toda..6 la6 

co6a6 que. M.te.d leh cUc.e. ia& tlulduc.eu a 6u pllopio 

.lenguaje., IJ en oc.M.ioniw, algu11M de ~a,~ c.o&M p~ 

11.ec.en. 6eJt c.ompf.e.tameru:e d.i6e1te1Lt~. J. W. Goe:tltc.. 

M:.!:.t&~&.f,M,M~ <t,ll;,~~,11;&.i?i:&,tz~&.t.!!.!!!: .~,'J:ll&-':<i.!l:~,41:&,t 

En el presente capitulo se establecen los fundanentos y conceptos 

básicos del an6lisis funcional necesarios para dar un ~rata:~iento 
lo sui'icienteriente ::ioderno a los nétodos variacionales y a la te_g 

ría de control. El desarrollo del oisao se da cono sigue: En la 

secci6n 2.2 se introduce la noción de función y se ~resentan los 

conceptos fundanentales de la t~oría de conjuntos. En los seccio

nes 2.3 y 2.4 se discuten las propiedades de los espacios linea

les, álgebras, espacios oétricos y espacios lineales =étricos. 

Hacemos énfasis en la sccciln 2.4 sobre la propiedad de los zspa

cios lineales aétricos de poseer una conpletaci6n. A ;~rtir de 

.las propiedades anteriores, crencos una faoilia de je:iniciones 

útiles en el estudio de espacios topol6r,icos y espacios lineales 

topol6Gicos que se discuten el la secci6n sicuiente, 2.5. Dentro· 

de la teoría de opti::iizaci6n en espacios de funcio~es el estudio 

de tales espacios es inportante. Por ejemplo, coopacijad es una 

propiedad topológica y en ocasiones se desea opti~iz~r una funci~ 

nal continua cuyas restricciones forman un conjunto co~pacto, Y 

como se sabe, dsta alcanza su 6ptioo dentro de dicho o~njunto. 

A través de la secci6n 2.6 se establecen las propieda~es de'los 

espacios lineales normados, en donde se da especial ~oportancia 

al teorema de Hahn-Banach y a sus corolarios, ya que per~iten la 

mejor aplica~i6n de los principios de la teoría de cpt~~izaci6n 
en espacios de funciones en situaciones verdadera~ente co~plica

das, tales situaciones surgen en una extensa clase de problemas 
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de optimizaci6n al considerar la noci6n abstracta de integral 

como una funcional definida sobre algún espacio de funciones y 

sujeta a ciertao reotricciones. Es en esta secci6n, en donde 

también se estudian los espacios y álgebras de Eanach, que día 

a día, cobran ~ayor inter6s en el campo de la matem6tica apli

cada. Final~ente en la secci6n 2.7 se estudiEn los eopacios li 
neales con un producto interior, dando especial importancia a 

los espacios de Uilbert y a operadores adjuntos que actuan so

bre ellos, puesto que en una gran variedad de problemas de 6p

timizaci6n en eopacios de funciones lao restriccioneo i~puestas 

por ecuaciones, sean diferenciales, integrales, natriciales, 

etc., pueden ser representadas por operadores lineales. La res~ 

lución de tales problemas, casi invariabler~ente, llama a la con 

sideración de un operador asociado, el adjunto. La ra~ón de ha

cer estoes queru1oc2siones los operadores adjuntos proporcionan 

un mecanismo conveniente para describir relaciones de' ortogona

lidad y dualidad, las cuales permiten todo análisis de optimiz~ 

ción. 
La causa de llevar a cabo este exhaustivo estudio sobre espacios 

de funciones, es la siguiente: A primera vista se podría pen

sar que la teoría de espacios lineales normados es lo suficien

temente amplia para abastecer todas las necesidades del análi

sis funcional. Sin embarG0 1 en el espacio de funciones ir.finit~ 

mente diferenciables definidas sobre algún intervalo cerrado, 

la topología natural no se puede definir nediante alguna norma 

y esto obliea a estudiar los espacios topológicos no normados, 

siendo estos tan importantes, que aleunos de ellos representan 
la generalización de los espacios lineales normados nuoerables. 
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Desde el comienzo de la matemática moderna. Los conceptos funda

mentales sobre los cuales descansa la esencia toda del análisis, ya 

sea matem6tico o funcional, son los conceptos de función y limi

te de una sucesión infinita. Dentro del estudio de estos campos 

estos conceptos aparecen cas~ invariablemente ya sea implícita 

o explícitamente. 

En el estudio de cualquier rama de las matem~ticas, sea an6lisis, 

áleebre o geometría, resulta útil emplear la notaci6n y la termi

nología de la teoría de conjuntos. Esta teoríe, ha tenido una prg 

funda influencia en el dese~rollo de ln mate~dtic8 moderna. Hg 

unificado muchas ideas aparentemente inconexas y ha contribu~do e 

reducir gran n6rnero de conceptos matem~tlcos ~ nus fun~amcntos l~ 

eicos por un método elegante y sistemetico. Por fortuna, las no

ciones básicas de la teoría son un nqmero reducido y familiari

zarse con ellas resulta muy sencillo, por lo que se suponen dadas 
de antemano. 

En esti:.1 sección se introdu.ce el. c.once!)to de funci6n, y a partir 

de la secci6n 2.4 se discutird el concepto de límite de una suce

si6n infinita. 

Definición. 2.2.1 Dire~os que F es une funci6n de un con~unto X 

a un conjunto Y, lo cual denotaremos por: F:X ~Y, o bien por: 

f ~ F(f) con feX y F(f)EY. Sj F es una regla, le cual asigne e e~ 

de f€X un único F(f)EY, con frecuencia F es llarnnde también un ~e 

peo o una aplicaci6n de X en Y. 

Si ACX, BCY y F:X ~Y, se define F(A)={gEY 

F(f)=e1, y F-1 (B)=(feX ; F(f)EB). 

existe feX tal oue 

Definición. 2.2.2 Una funci6n Fes llamada inyectiva;.,sipara on

da geF(X) existe a lo más un feX, tal qu~ F(f}~e~ 

Una función F es llamada supr:::iyectiva, si F(X)=Y~ 

Una funci6n F inyectiva y suprayectiva, es llamada biyectiva. 

19 



Dentro del tratamiento axiomático del conjunto de nómeros reales, 

R, se introduce el axioma del supremo, debido a que alGunos sub

conjuntos de 1R no vacíos están acotados superio:I'r.icnte, pero no 

poseen un elemento máximo. Para ellos darnos un concepto que sus

tituye al de máximo, el supremo. 

Un ndmero S es llamado el supremo de un conjunto no vacío, X, el 

cual es acotado superiormente, si S es la mínima cota superior 

de X, equivalentemente S es el supremo de un conjunto X?fJ acota

do superiormente, si para toda E)O existe un x
0

eX, tal que 

x
0
>S- E • 

Obviamente, el supremo de un conjunto XI~ acotado superiormente 

es único. Ahora establecemos el sif,uiente axioma en fil: Todo con

junto no vacío X acotado superiormente posee supremo. Insistimos 

en que el supremo de un conjunto X, no necesarianente pertenece 

a X. 

Finalmente, a través de los siguientes enunciados hacemos un ra

zonamiento muy sencillo, que será utilizado con mucha frecuencia 

en este capitulo y el siguiente. 

Proposici6n. 2.2.3 Sean F,H:Y ~fil+, funciones de V a:m+, tales 

que si f~V, f?O, entonces H(f)~O y existe una constante C~O, tal 

que F(f)!'.:CH(f) para. toda fe.V, si S'=;:iin{C ; F(f)~CH(f) para toda 

f~V} y S=sup{F(f)/H(f) ; fEV, f~O}. Entonces S'=S. 

Prueba~ Por definición, para toda e>O, existe gE.V, g/=O, tal que 

F(g)/H(g))S- E , esto it:lplica que para toda E>O 

CH(g)~F(g)>(S-E)H(g) 

para aquellas C's tales que F(g)~CH(g), entonces se tiene que 

C>S-E, en particular S'>S- E., de donde s·~s. vea1::1os ahora que 

la desigualdad S'~S es imposible. Sea E>O tal que S'-S=2E>O, 

entonces para toda ft:.V, fiO._ 

S'-~)S~F(f)/H(f), 
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de donde, para toda fe.V, #O, H(f)S'>H(f)(S'-E)/F(f) y esto sig
nifica CI.Ue S' no es el elemento mínimo del conjun'to {e ; F(Í)~Cil(f) 
para toda fe.V, fpO}.En consecuencia se tiene que S'=S. 



Corolario. 2.2.4 Sean F,H:V ~~+,funciones de V a R+, tales que 

si feV, f/O, entonces H(f)/O y existe una constante C~O, tal que 

F(f)~CH(f) paro toda fEV. Sean D={F(f)/H(f) ; f~V, f/O}, S=supD 
y M una cota superior de D. Si existe un ge:v gf-0, tal c;.ue 

F(e)/H(c;)=r.í •. Er..tonces S=M 

Prueba: Dado que F(f )/H(f)~hl para toda feV, fl-0, se tiene que 

S~Ll puesto que por dcrinici6n de supremo, S es la minina cota 

superior. Si además existe un c;eV, c;IO para el cu~l se satisfa

ce F(g)/H(g)=~. en particular ce ~endr6 que 
S~F( g )/H( e)=I.:, 

es decir S~Ll. En consecuencia S=M. 

A continuaci6n se presentan y discuten los con:cep;tósde relaci6n 

de equ~valencia y orden parcial. ' - ~ ··' 

Una relaci6n R sobre un conjunto subconj'µrito Rdel 

producto cartesiano X><-X; si (f ,g)eR direciti~ qG.e f:'/est'a' ~~iaÓionQ 
o - :.· ,, - - ' ---· ,, • ,·:.:: ";-ó.,',~-" 

do con g. ·;. :~·~·\t>t.:<• 
.:¡' 

~nici6n. 2.2.5 Una relación Res lÍamad.~d.~.equivalencia, si 

para todo r,g,heX, se 

(i). (f,f)e.R. 

(ii). (f,g)e.R implica (g,f)e:R~ 

(iii). (f,g)E.R y (,:;,h)ER implica (.f,h)~R. 

El conjunto de elementos en X, que están relacionados a un fEX 

dado, es llamado la clase de equivalenciri de f y es frecuente

mente denotado por [f] = {gex ; ( f, g) eR }. 

Eje~. 2.2.6 Sea X= C[a, b}, el conjunto de funciones continuas 

de1·inidas sobre el intervalo cerrado (a, b), decimos ciue ( f~g')E:R 

si y s6lo si 1·( x
0 

)=g(x
0

) para un x
0 

fijo en el interv<i1o [a, b1. 
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Proposici6n. ~.2.7 Sea R una relación de equivalencia sobre un con

junto X. Entonces cada feX pertenece a una 6nica clase de equivDlc~cia. 

Demostraci6n: Supongamos que fe[g] y fE[h], es decir (f,g)e}( y (!"h) 

E.R, entonces (¿;,f)¿R y (f,h)EH, asf (g,h)ER. Luego f<:0[f,] y (g,h)ER 

implica (f,c,)ER y (¿;,h)ER, entonces (1',h)ER, esto es f¿ [h]; "ior ta!! 

to [g]C[h] . De m~mera an~loga se prueba que [h]C(G] , así. lr:j =[h] • 

"REfiniEi6n. 2.2.8 Una relación R sobre un conjunto no vacio X 
que scitisf;;ice las propiedades (i) y (iii),además de que si (f,g)fR,(f,h) 

ER implica f=g, es llamada un or.den porcial y es usual denotar 

f~g en lugar de (f,g)~R. 

. . -

Ej ecplo. 2. 2. 9 Sea X=C[a, bJ, definimos un orden parcial "- esta

bleciendo que f<g si y solo s:I. f(x)~g(x) para todo ~üta;bl~ . ' . . 

Hemos usado la palabra"parcial"en la definición anterior debido 

a que dos elementos de X no siempre satisfacen o que f~g o g<f, 

(ejemplo anterior). 

Definición. 2.2.10 Un conjunto X es totalcente ordenado, si para 

todo f,g€X se cumple o que f~g 6 g.J,.:f. 

Ejemplo. 2.2.11 Sea X={f ; f(x)=ax, ae.[O,aJ), x.:(0,11}, definiI:.os 

un orden total <. sobre X estableciendo que: f~g si y sólo si 

f(x0 )~g(x0 ) para un valor fijo x
0
e(O,l] • 

Observa~os que si X es un conjunto totalmente ordenado bajo ~ y 

YCX, entonces Y es también un conjunto totalnent¿ ordenado bajo~. 

Definición 2.2.12 Si X es un conjunto parcialmente ordenado 

bajo< y YCX, un elemento fE.X es llamado cota superi.or para Y 

si g~f pera todo geY. 

Es importante observar que la existencia de un tal f depende de 

la naturaleza de los conjuntos X y Y. 

~efinici6n. 2.2.13 Si X es un conjunto parcialmente ordenado 

bajo< , decimos que f es un elemento maximul de X si no existe 

gEX tal que g~f y f<g. 



De nuevo hacem~s notar que la existencia de un tal f depende de 

la naturaleza del conjunto X, notamos adem&s, que un elemento 

maximal no necesariamente es una cota superior. 

Ejemplos. 2.2.14 Sea X el conjunto del ejemplo 2.2.9, es claro 

que X no posee elementos maxirnales. 
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Sea X un conjunto y consideremos su conjunto poten6i~ P(X), defi

nimos un orden parcial~ sobre P(X), estableciendo que si A,BeP(X) 
entonces A~B si y s6lo si ACB. El dnico elemento maxical de P(X) 

es X. 

Dependiendo del punto de partida, el lema de Zorn es o una supo

sición básica de la teoría de conjuntos o es derivada de otras 

suposiciones básicas (este es equivalente al axioma de elección). 

Tomaremos el lema de Zorn y el resto de la teoría de conjuntos 

está dada. Estamos especialmente interesados en la aplicaci6n 

explícita del lema de Zorn, en la demostración dél teorema de 

Hahn-Banach. 

!eorema. 2.2.15 (Lema de Zorn.): Sea X un conjunto no vacío 

parcialmente ordenado bajo ~. tal que todo subc~njun~c total~en 

te ordenado tiene una cota superior en X. Entonces C9da sub
conjunto totalmente ordenado tiene una cota superior que es tam

bién un elemento maximal de X. 

2.3 ESPACIO~ LIN3ALES Y ALG~BRAS • 

.P.,gJl-.!!1.QlQD· 2.3.1 Un conjunto X es llamado un espacio lineal so

bre el campo IR; si teneoos dos .funciones + :X"X ~ :X. Y • :LR><X -7 X 

las cuales satisfacen las siguientes condiciones par9 todo f,e, 
hE:X y a, bé.IR: 

(i). 1'+g=g+f. 

lii). lT+g)+h=r+(g+h). 

(iii). Existe un OeX tal que 1·+0=f para todo .feX. 

(iv). Para todo 1~X existe un ~feX tal que-f+(-f)=O. 

(v) •. a(f+g)=af+ag. 

(vi). (a+b)f=af+bf. 

(vii). a(bf)=(ab)f. 

(viii). l·f=f para todo féX. 
Llamaremos a+ adición y •multiplicación por escalares. 



Si además tenemos una funci6n •:XxX -7 X que denota1:1os por: •(f,g) 

~ f·g=fg, la cual satisface para todo f,g,heX y aeR: 
(ix). (fg)h=f(gh). 
(x). X tiene un elemento unidad e, tal que ef=re=f. 
(xi). (f+g)h=fh+gh, f(g+h)=fg+fh. ······ .. 

~:i~~ ~e a:~!~~~=~)::! ( ~g ~~rma un álge b>:•, .~·.~~'1j~i·ci6n se satisfJ> 

ce que: 
(xiii). fg=gf para todo f,geX. 
Entonces X es llamado un álgebra conmutativa.• . 

Definición. 2.3.2 Si X es un espacio cuyos elementos son funciones. 
Por adición, multiplicación por escalares y producto entre elemen
tos de X, entenderemos (f+g)(x)=f(x)+g(x), (ai)(x)=af(x) y (f·g)(x) 
=f(x)·g(x), respectivamente, y nos referiremos a ellas comQ opera
ciones usuales entre funciones. 

Jtj,~mplo. 2.3.3 Sea X=C la,b), el espacio de todas las funciones co~ 

tinuas definidas sobre el intervalo [a,b), entonces con las opera
ciones usuales entre funciones, X forma un álgebra con~utativa. 

Ejemolo. 2.3.4 Sea X=Cn[a,b],· el espacio de todas las funciones 
continuas que tienen derivada continua hasta el orden n inclusi~e, 
y que est6n definidas sobre el intervalo [a,b). Entonces con las 
operaciones usuales entre funciones, X forca un espacio lineal. 

Sea~ una función mor.6tonamente creciente sobre [a,bl (puesto oue 
~(a) y ~(b) son finitos, se sigue que la funci6n Q es acotada sobre 
[a,b]'). Si P es una p~rtici6n de [a,b1, esto es, un conjunto fini
to de puntos x ,x1 , ... ,x, donde a=x ~x16 ••• 6x =b, corresoondiendo o n o n -
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a cada p¡:irtición P de [a,b), escribicos .6.c<i=e<(x)-:i.(::-:i-l), i=l, ·. ,n. 
Para cualquier función f la cual es acotada sobre (a,b) poniendo 

U(P,f,C()=Li~l ;,\i.6.cii y L(P,f,ot)=Li~l mi.Ó.Cl'i en donde t~nemos que 
Mi =sup {f(x) ; xi-l!:x!:xJ y mi =ínf { f( x) ; xi_1 fx6x¡}, definimos 
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~~ f(x)dci(x)=inf U(P,f,ci) y ~ f(x)d~(x)=sup L(P,f,~), en donde el 
p - p 

ínfimo y el Sl¿Jlremo son tomndos sobre todas las particiones posibles 

de (a,b]. Si ~~ f(x)do1(x) y _G: f(x)d~(x) son ieuales, denotamos es

te valor común por )~ f(x)d~(x). Esta es llamada la inteeral de 

Stiel tjes de la función f con respecto de~ , sobre [::i, bj • Si 

5~ f(x)d~(x) existe diremos que f es inteerable con respecto de~ 
en el sentido de Rie~ann. Tenemos las si~uientes propiedades: 

. Si f,g son inteerables con respecto de~ en el sentido de Hiemann, 

entonces )~<c 1f(x)+c 2g(x))d~(x)=c1 ~~ f(x)da(x)+c 2 )~ e(x)d~(x); 
f(x)~g(x) sobre [a,bJ implica)~ f(x)do:(x):!':);' g(x)d-:x(x). 

Eje!!!l!.lQ. 2.3.5 Sea X=SP( (p,b) ,dO:(x)), el conjunto consistente de 

todas las funciones f definidas sobre el intervalo '['.J, b] , tales 

que la integral de Stieltjes con respecto de~. ((b ~(x~Pd~(x))l/p Ja 
existe. Vernos que si r,gesP([a,bJ,do((x)), entonces f+gióSP([a,l::], 

d«(x)). Puesto que lf(x)+g(x)l11~2P( lf(x)IP-t¡g(x)jP) y que si m:!R, en

tonces af~SP( [.a,b),do1(x)) siempre que feSP( ~".?,b},d«(x)). Por lo 

tanto X forma un espacio lineal sobre m. 

Definición. 2.3.6 Sea X un espacio linenl y sea Y un subconjunto de 

X, se dice entonces que Y es un subespacio lineal de X si s~tisfa

cei que: 

(i). f,geY implica f+geY. 

(ii). Si aEITT y fEY implica afEY. 

(iii). O de X es también un elemento de Y. 

Diremos tar:ibién que el conjunto Y constituye una subálgebra de un 

álgebra X, si Y es un subespacio lineal de X, y si adecás, Y·es un 

álgebra como un subcor.junto de X. 

EjemJ21.Q. 2.3,7 Sea X=C [a,b], el espacio de funciones continuas 

sobre [a,b]. Sea Y=tfeX;f(a)=f(b)=O), entonces con las oper~ciones 

usuales el espacio Y constituye una subálgebra de X. Este espacio 

es conocido como el espacio de funciones continuas sobre ~,b] 

de soporte compacto, y es denotado por C
0
[a, bl. 

filernplo. 2.3.8 Sea X=Cn[a,b) y sea Y=(fe:X;f(k)(a)=f(k)(b)=O, 

k=O,l, ... ,p},p~n, entonces con las operaciones usuales entre funciones 



Y forma un sube.spacio lineal de X, y es denotado por c;?[a, b]. 

Teorema. 2. 3. 9 Sea X un espacio lineal y sea fy ~1c1~1 una familia 

de subespacios lineales de X, donde I es una familia qe :Índices. 

Entonces (\ Yo1 es un subespacio lineal de X. 
oiE:I. 

Ejem12lo. 2.3.10 Sea Y =Cn[a,bl', entonces si Y es el ,~b:~fü~to 
n .... 

todas las funciones infinitamente diferenciables, tenemos que 

Y= (\y , y Y es un subespacio lineal de e [a, b). 
n.1 n 

de 

~~finici6n. 2.3.11 Dos espacios lineales Z,Y se llaman isomorfos 

si existe una funci6n biyectiva F:X ~ Y, tel que, para todo f,gEX 

y a€R se satisface que: 

(i). 'F(f+g)=F(f)+F(g). 

(ii). F(af)=aF(f) • 
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. Considere~os a C [a,b] y .l!':C[a,bJ ~ C(a,b) definida por F(f)=f(x)g
0

(x), 

g
0

(x)EC :a,,bJ es una funci6n fija. Sntonces F es un isomorfismo del 

espacio C \:a, b] en sí misoo. 

Definici6n. 2.3.12 Sea X un espacio lineal sobre R. Un subconjunto 

C de X, es lla.1:1ado convexo si cf+(T-c)ge.C siempre que f,geC y ce:[0,11. 

Ejem.E1_Q. 2.3.13 Sea X=C[n,bJ,n·e1~conjunt6~de funciones continuas 

sobre [a,b), y sea C={f; lf(x)l~.lparatoda xe[a,b)}• 3ste conju.!} 
to es convexo. 

Proposición. 2.3.14 La intersección a~bitraria de conjuntos convexos 

es de nuevo un conjunto convexo. Efectivamente, sean f ,g.;,Í\C;1,, luego 
olE ! 

si CE.t0 1 ll tene1:1os que cf+(l-c)g pertenece a Ce( para toda dEl y, por 

consiguiente' a n ce(. 
«El 

Definición. 2.3.15 Sea Y un subespacio de un espa~io lineal X y 

consideremos la relación de equivalencia entre eleaentos de X; 

(f,g)ER si y sólo si f-géY. El conjunto de todas las clases de 

equivalencia se llamará espacio cociente de X según Y, que fre

cuentemente se denota por X/Y. 



Las operaciones de adición y multiplicación por escalares en el 
espacio cociente se introducen de manera natural; si [f] y [g)f 
X/Y, entonces (f] + [g] = [f+g] , a [1] = ~f] , es fl:1cil ver que X/Y es 
un espacio lineal. 

Sea X un espacio lineal sobre.ffi, sean Y y Z subespacios de X. 
Se define la suma de Y y Z como el subconjunto de X que consta 
de todas las sumas f+g con féY y géZ. Se denota esta suna por 
Y+Z, y es claro que este subconjunto es un subespacio lineal de X. 
Se dice que un espacio lineal X es suma directa de los subespacios 
Y y z, y se denota por Y© Z, si para todo eleoento f~X, existen 
elementos únicos gEY y h~Z tales ~ue f=g+h. 

PropQ~ici6n. 2.3.16 Sea X un espacio lineal sobre R, y sean Y y Z 
subespacios lineales de X. Si X=Y+Z y YílZ=(O). Entonces X es la 
suma directa de Y y z. 

Supongamos que X y Y son espgcios lineales arbitrarios sobre ffi. 
Considerenos el producto cartesiano XxY, si (f1 ,g1 ),(f2 ,~2 )~Xx~. 
Defininos la adición de tales elementos y el producto po~ un es
calar atffi cono sigue: (f1 ,g1 )+(f2 ,g2)=(f1+f2 ,g1+g2), a(f1,g1)= 
(af1 ,ag1 ). Obviamente el producto cartesiano de dos espacios li
neales sobre un mismo campo, ffi, es otra vez un espacio lineal SQ 

bre tR. 

En el estudio de la teoria de espacios lineales de dimensi6n in
finita, al igual que en los espacios de dimensi6n finita,también 
se establecen los conceptos de combinación lineal~ dependencia e 
independencia lineal entre elementos. 

Definici6n. 2.3.17 Sea X un espacio lirieaL.Y" f1 ~r.2 ,.~:.;rnE.~. 
Sean a1 ,a 2 , ••• ,anE!R. Una combinación lineal.de f{'~f~~;~~.,fiX 
es una expresión del tipo a 1 f 1+a2r 2+ ••• +anfn. . 
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Hacemos notar que el conjunto de todas las combinaciones lineales 

de fl,f 2 , ••• ,fn€X, X un espacio lineal, es un subespacio de x. 

~nici6n. 2.3.18 Sea r 1 ,r2 , ••• ,fn€X, X un espacio lineal. 

Se dice que estos elementos son linealmente dependientes sobre ffi 

si existen elementos a 1 ,a 2 , ••• ,anEQ( no todos iguales a o, tales 

que a 1f 1 +a 2f 2+ ···+anfn=O. Si ~o e~isten tales números, se dice 

entonces cue f 1 ,r2 , ••• ,fn son linealmente independientes. ·r-;n otr 9 s 

palabras, r 1 ,f2 , •.• ,fn~X son lineBlmente independientes si y s6lo 

si satisfacen la condición: Siempre que a 1 ,a
2

, ..• ,a~ffi y son tales 

que a 1 f" 1+a 2f 2+ ···+anfn=O, entonces ak=O para todfi k=l,2, ••• ,n. 

E . t 2t nt r 
~.E.1.Q. 2.3.19 Las funciones e ,e , ••• ,e e.e ~n,c] son lineal-
mente independientes. 

ProEQ§~~ión. 2.3.20 Sean r 1 ,r2 , ••• ,fnEX, X un espacio lineal. 

Si r1 ,r2 , .•• ,fn~X son linealmente independientes, entonces dos 

combinaciones lineales de estos elementos son iguales. 

Un conjunto infinito de elementos f,g,h, ••• de un espacio lineal X 

se llama linealmente independiente, cuando todo subconjunto finito 

suyo es linealmente independiente, y si en X se puede determinar 
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un conjunto infinito tal que .cualouier suhco!'ljunto finito sea linea]: 

mente independiente, se dice que X es un espacio de dimensión infin1 
ta. Por ejemplo, el espacio C[a,b] de funciones continuas tiene dimen 

si6n infinita al considerar el ejemplo 2.3.19. 

2.4 ESPACIOS ~2TRICOS. 

Defi!!.!E..!ón. 2 . .i..1 Un espacio métrico es un par (?-.!,d), formado por 

un conjunto no vacío M y una funci6n d:MX!r! -? !R+- llamad.a lllétr:l.ca, con 1as 
siguientes propiedades para todo f,g,heM: 

(i). d(f,í')=O. 

(ii). ffg implica d(f,g)>O. 

(iii). d(f,g)=d(g,f). 

(iv). d(f,g)~d(f,h)+d(h,g). 

Si la función d satisí'Eice sólo (i), (iii) y (iv), entonces d es 

llamada una pseudométrica. 
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Ejem..1210. 2,4,2 Sea M=Cl\s,b), se de.fine 
dln-)t;:g)=~k~Omaxlf(k)(x)-g{k)(x)l, L - -..uo.1~1 
La propiedad liv) se desprende de la desifualdad 
max!f(k)(x)-g(k)lx)I!: maxl1·(k)(x)I+ maxlg k)(x)I, (k=O, ... ,n), 
X(,(l!\,bl ~!C~¡bJ <f.t .. b) 

al sustituir .f-h por r y g-h por g. ' 

Obviamente se puede definir inductivamente una ~étrica para 
cn+l[a,b]mediante la métrica d(n) de Cn[a,b], debido a que 
cn+l[a,bJCCnfo,bl. En e.fecto. sean f,gE:Cn+l(.a,b], entonces 

. ¡ .tn+l)( ) (n-t-1)( >I ( ) d(n+l)lí ,g)= max 1 x -g x + ªCn) f,g . 
... t ... ~1 

Consideremos ahora el espacio sP(~,~~~(x)) que ya fue vistó con 

anterioridad, para definir una pseudowétrica sobre este espacio 
es necesario establecer los sibuiente teoremas. 

!~Q!.'§!!l§. 2. 4.) ( Desigualdod de HBlder) Si p y q son tales que 

p- 1+q-1 =1 con l<p,q<cn, y si f€.SP( [a,b] ,do.(xJJ y geSq( (a,b),di<(x)). 
Entonces fgeS 1 ( (.a, b], dcA( x)) y 
~~ l.f(:x)g{x)/d<\(x) ~( ~~ lf(x~Pdc1.(x) )l/p\ )~ lglx)fldo:(x)) 1/q, 

·Demostración: Consideremos en el plano xy la curva dada po~ 
y=xP-l, entonces x=yq-l si p-1+q-1 =1 y considerecos la siguiente 

·a a > X 

grá~ica con a,b~O. 

Entonces si sg xp-ldx y s~ yq-ldy representan las areas de la.fun
ción y sobre el eje x y de la 1·unci6n x sobre el eje y, entonces 
para todo a, b!:!!O, se tiene )g xp-ldx + 5~ yq-ldy ~ ab , e!'l donde 
p-1+q-1 =1 y l<p,qcoo, ahora bien, esto equivale a que (a PJ/p + 

(bq)/q~ab, sustit~y8ndo c por p-1 , ac por a y bl-c por b tenemos 
ca+(l-c)b~acb(l-c1, O<c<l. 

::iupongm:10s ( )~ lf(x)IPdc<.(x) )l/p=Ap=l y ( S~ fg(x)lqdc\(x) )l/q=A ,=l, y 

si a= lf(x)IP, b= lg(x)l~ obtt:nernos c lf(x)IP+(l-c) le(:i:t~ lr(x)i(x)I; 
e integrando tenemos que ~=lf(x)g(x~d~lx)~cA +(1-c)A =l, desp~6s p q 
al sustituir f(x)/AP por rlx) y glx)/Aq por g(x) concluirnos la 
demostraci6n. 

- ,,1 



1~~.!!!2· 2.4.4· (Desigualdad de Minko\•1ski) Si f,cE.SP( [e,b] ,d<t(x)). 

Entonces f+geSP( [a, b] ,dc((x)) y 

( ~~ lf (x)+g (x)lpdcl ( xJ) l/p!f( 5~ lf(x~PdiX (x)) l/P+( )~ jg( x¡IP:!O:(x)) l/p. 

Demostraci6n; Puesto que iftx)+g(x)IP ~ 2P( lflxJIP + lg(x)jP) es vá

lida par<:1 todo p>l, tenemos que f+ge.SP( (.a, bl ,dCl.\.x)) sieopre ('Ue 

f ,gE.SP( (a, b1, dc((x)). 
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Por otra parte !f(x)+g(x)jP ~ ~f(x)-tg(x)JP-1 1f(x~+ lf(x)-..g(x)¡P-1 ¡g(x)I, 

e integrando obtenecos: 

r~ lf (X) +g( X )IPclct \.X) 6 J~ 1 f (X) +g\. X )jP-l Ir ( x)/de'.( X)+ 5~ Ir ( x.)+g( x)IP-l lg( X)! 

dc((x). 

Aplic8ndo ahora la desigualdad de HBlder o los su~9r.:os del lodo 

derecho obtenemos: 

)~ lf(x)+g(x.)f-1\f\xJla.c<(x)f(}~ lflx)+g(x)IPdo((x) )l/q( )~ lft x)!Pde( (x) )l/p 

{~ if (X) +g ( xJIP-\;( x)ldc( (X) 6(ra lf (X )+g( X )jPdC( (X) ) l/q( ); !g' X )!Pct~ (X)) l/; 

puesto que p=(p-l)q siempre que p-1+q-1 =1. Entonces 

~~ 1 f( x)+g(x)jPac1,( x) q i~ Ir( x) +g( x)!Pdo\( x)) l/ q( ( )~ 1 f ( x)l,:ic:(( x)) l¡ P+ 

~~ 1 g(x)IPao.(x)) l/p), con lo que concluir::os ln der::iost:::-::::ci6n. 

Si f, gESP( (_2., bl, ar;1..( x)) se define una pseudornétric<J so!::re este 

espacio cono si~ue: 

d( f ,g)=( s~ lf(x)~g(x)jPd<i\(x) )l/p. 

La propiedod (iv) se desprende del teorei;ia 2.4~4 sus-vituyendo f-h 

por f y g-h por g. 

Prouos_ición. 2.4.5 Si (M,d) es un espacio métrico ce!: d:I.rxM ~ H+, 

entonces se puede construir a partir de la métrica <l, una métrica 

d' pélra el espacio M tal que d' :MxM ~ ~,l). 

La decostraci6n es obvia a partir de ~a siguiente de!inici6n de d' 

d'{f,~)=--:;;d~(-=:f+J_:;¿.i;r.J-..)___,_. Notar::ios que Q:!:d'(f,g)<.l para todo f,ger.I. 
l+d~f,13) 

Ahora trataremos sobre la construcci6n de métricas ~ara el pro

ducto cartesiano de una colección finita de es-;:iacios ~ét:ricos. 

Dada unn colección finita de espacios métricos l (!.'.k' dk)}~1 se 

pueden construir métricn s para el· producto cnrtesümo r.!= R Mk, a 



partir de la coiecci6n de m6tricas {aklk~l cor.io sigue: Si f::: 

(f1 , ••• ,fn)' g=(~1 , ..• ,gn)EM, una manera n8tural de co~struir una 

métrica d pgra M, es que: d(f,g)=2=k~l dk(fk,gk). 
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Ahora bien, si consideramos a (d1 (f1 ,g1 ), .•. ,dn(fn,gn)) como un 

punto de un espacio euclídeo, entonces definir.ios d(f ,g) como la 

distancia del punto al origen,. esto es: d(f,g)=[Lk~l dk(fk,p:k) 2] 1/~ 

métrico. !!., 

a, b>O ( .. tal es 

~~finiE.iQD· 2.t.8 Una métrica d sobre un espacio ~étrico lineal 

M, es. llamada invariante bajo traslaciones, si d(f+h,g+h)=d(f,g) 
para todo f,g,hEM. 

~osiEión. 2.4.9 Si d es una métrica invariante bajo traslacio

nes sobre un espacio nétrico lineal M. Entonces d(nf,O)~nd(f ,O) 

para todo fELl y p8ra toda n=l,2, ••• 

La demostración se sigue de la desigualdad 

d(nf,0)~2='k~l d(kf,(k-l)f)=nd(f,O). 

Una sucesi6n infinita de elementos de un espacio M, ·es una funci6n 

del conjunto de n~~eros naturales en U. 
A partir de esta definici6n, una sucesión infinita será desi¿rnada 

por una letra como f, y los valores particulares por: f(l),f(2), .•• 

Sin embargo la notación con subíndices es usada con mayor frecueD 

cia, esto es, r 1 ,r2 , .•• ; La sucesión como conjunto es usualmante 

denotada por {fn)~1 • 

J;!efi!!_ici6n. 2.4..10 Una sucesi6n de eler.ientos frn)~=l de un espacio 

métrico (M,d), se dice que converge a un ele~ento feK, si d(fn 1 f) 
~O cuando n ~a:i, o bien aue lím d(f ,f)=O. Frecuente~ente este 

d .. n-HD n 
hecho· se den o ta por fn -; f cuando n 7 ro o· por lím fn = f. 

ll~CD 



Definición. 2.4.11 Una sucesión de elementos {rn}no;,,l de un es
pacio métrico (~,d), es llamada una sucesión de Cauchy si para 

todo E>O , existe un N tal que para n,m>N implica d(fn,fm)<E. 

Es usual denotar este hecho por d(fn,fm) ~O cuando n,c -~ co. 

Proposici6n. 2.4.12 El límite de una sucesión convergente en 
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_un espacio métrico tI1~,d) es (mi90. Dem. Si d(fn,g) ~O y d(rn,h) 7 O 

cuando n ->co, entonces d(g,h)6d(g,fn)+d(fn,h) 70 cuando n -too. así g=h. 

Proposición. 2.4.13 Cualquier sucesión convergente en un espacio rn.Q 
trico (M,d) es de Cauchy. Dem. Si d(fn,f) ~ O y d(fm,f) ' O cuando 

n,m .¡en, entonces d(fn,fm)~d(fn,f)+d(i',f'm) 7 O cuando n,m -tCD· 

El recíproco de la proposición anterior no es cierto. Sea U=Q 

y d(x,y)=lx-yl, sea x*eK=!R/Q y fxn)~=1cQ tal que xn ~ x•, entonces 

(:xn)-~1 es de Cauchy en <¡¡ pero no converge a nlgún y en ~-
Puesto que si x ~ y en ~ entonces x 7 y en~. entonces x*=Y· n n 
Por contrnpuesta de la proposición 2.4.13 obtenecos la siguiente: 

Proposición. 2.4.14 Si en un espacio métrico (M,d) una sucesión 

{fn1n=l no es de Cauchy, entonces la sucesión no es convergente 

en (M,d). 

Ejernnlo. 2.4.15 Sea M=C [O,l), sea d(f',g)=rnax lf(x)-g{x)I y consi.de-
- - - - - . )ltt.a, bJ 

remos la sucesión de funciones defini.da por: ·1 !f\ 
{

O si o=x=l/(2n+l). . _ 1 ¡. fn 
2n( 2n+l)x-2n si 1/( 2n+l)6x61/(2n). 1 

f (x)= -2n(2n-l)x+2n si l/(2n)6x~J./(2n-l). ~ · n l.J...'l 
O si l/(2n-l)~x~l. . _ 'l.Ml '2n Z'ñ-1 

Es fácil ver que si n~m, entonces d(fn,fm)=l, por lo que {rn~:=l 
no es una sucesión de Cauchy con esta~m~trica: por lo tanto esta 

sucesi6n no converge en el espacio. 

:~;,:~:1~~;(~~~~~) 1 ::.una sucesión co!:~B7:e,f;;¿~tS:J~~j~~trica 
-· 

Definici6n. 2.4.16 Un e~pacio métrico e_n ~i;cua:l.>-€'.6d'.i~ticesi6n 
de Cauchy converge es llamado un espacio ~~~;icci;_ (itici~l.~to. 
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Teore~. 2.4.17 Sea M=C[a,b], con la m6trica d(.f,c)=rnaxlf(x)-g{x)I. 
.. . . >t((a,b] 

Entonces (l•i,d) es un espacio m6tr1co cor.ipleto. 

Demostraci6n: Sea f:r l. ~1cr.1 una sucesj.Ón de Cauchv. Entonces, nn-n ln- • . 
ra cualauier x fijo en [él,bJ, i.f (x)-f (x)I ~d(f ,f') ~O cu<'ndo • n m n m -, · 
n,m ~co, así \rn(x)}~ 1 es unn nucesi6n de Cauchy de números rea-

les. Puesto que los reales son compJetos, para cada x existe un 

número, f(x), con fn(x) -1 f(x) ·cuando n -too. Dado e:'/ O, encontramos 

N, tal que n,m>D inplica d(fn,.fm)~E • Entonces 

lf(x)-.f,~(x)i"' r.rnx lím lfn(x)-fH(x)/~ r.iax suplf (x)-f}1 (x)I= 
J )t((~,b) I\~ c:o -~ •E.[ll,bl n~,•l n ·' 

sup d(f ,f )~E • 
n'l}N n r:i 
Así, si podenos der:iostrar que f~C fa,b1, entonces podemos concluir 

que d(fn,f) -1 O cuando fn 7 f en C [a,h}. Para esto vamos a demos

trar que " el lí~ite uniforme de funciones continuas es una funci6n 

continua~ Fijarnos xe[a,~ y E70. Querernos encontrar S10 tal que 

lx-yfd implica lf(x)-f(y)ll.E. Escojemos n tal que d(fr.,f)<E/3, 

puesto que fn es continua, escojemos b)Ü tal que lx-yj~& implica 

lfn(x)-fn(y)j<o/3. Entonces lx-yll.cS i!!!plica que 

lf(x)-f(y) 1 ~ lf(x)-fn(x)I +I f
0

(x)-fn(y)I +I fn(y)-f(y)l<é/3+ o/3+ o/3=€. 

Así f es·continua. 

Qorolario. 2.4..18 Sea lr1=CnCa,h1, con la oétrica d(f,g)=~~R(li'(k)(x) 
-7kTCx)l1. Entonces (J.'i,d) es un espacio uétrico cor.ipleto. · 

La demostración se sigue de que .fE. Cn[a,b) si, y sólo si .f(k)e 

C(a,b") para cada k (k=O, ••• n). 

_!j~mnlo. 2.t.19 Sea M=C [-1,1) con la métrica d(.f,g)=CLI1f(x)-g(x)l
2 

dx) 17'2':" Este espacio es llacado, el espacio de f'unciones c'ontinuas 

sobre ~1,1] con métrica cuadrdtica. Entonces (M,d~ no es un espa

cio métrico co1:1pleto. En efecto, considerer.ios la s~cesión de .fun

ciones definidas en el intervalo (-1, 11 por: 

{ 

-1 si -16x6-l/n. 

fn(x)= n

1

x si -1/nfx~l/n. 

si l/n~x~l. 



Esta sucesión es de Cauchy, puesto que 
( 1 2 
}-1lí,n(x)-f"m(x)I dx (4/r:iin(r:J,n), entonces 

d(fn.,f0 )=( ~-i lfn(x)-fr:i(x)l 2dx) 1/ 2 ( 2/(min(m,n))l/2. 

Sin embargo esta sucesión no converge a ninguna funci6n continua 
sobre bl, l) • 
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Definición. 2.4.20 Una funcion F de un espacio metrico(Mi,dl) 

a otro, (M 2 ,a 2 ), es llamadaóont.imia en el punto f, si F{f) ~iF(f) 
cuando f n º~ f. i'·-····· · · ' · n 

~iemol_Q. 2.4.21 Sea M1 =!•!~=:clo'.,~1f y a 1 (f,g)=max lf(x)-g(x)I • 
d 2 (f,g)=\61r(x)-g(x)ldx; Deesta'manera·la f~~1Ji6n identidad de 

(Ml'dl) a (Jt:2 ,a. 2 ) es continua, puesto que }6 lr(x)-g(x) ldx ~ 
maxlf(x)-e(x)¡. 
XHO,~] 

Defi!!icit5r.. 2.4.22 Una funci6n F biyectiva de (M1 ,d1 ) a (M
2

,a
2

) 

la cual preserva métrica, esto es, a2(F(f),?{g))=d1 (!,g), es :la

mada una isometria, y los espacios (M1 ,d1 ), (~2 ,~ 2 ) son llaoaóos 

isor:iétricos. Obviar:iente una isometria F es una funci6'4 continua. 

~j~,!!!Elo. 2.4.23 Sea (M,d) un espacio nétrico lineal, tal que d 

es invariante be~o traslacion~s. Así, si F:M ~ M ; ?(f)=f+h 

con h fijo, ento~ces d(F(f),F(g))=d(f+h,g+h)=d(f,g), entonces 

la función F es ~na isometría del espacio en sí ois=c. 

Defin_!ci6n. 2.4.24 Sea (lr!,d) un espacio métrico. Un subconjunto 

Y de M es llenado denso, si todo fE~ es límite de .ele=entos de Y. 

Ejer:rolo. 2.4.25 El conjunto ae· ·polinomios con coeficientes racio

m1les definidos en el intervalo t.~, b] ; PQ(a,b) es de:iso en C (a, b}, 

en ln métrica d(f,g)=;:iaxlf(x)-g(x)¡. 
· J1:et:i.1bl 

Q~f1.!:!ici6n. 2.4. 26 Sea (!.í,d) un espacio rnétrico,. lTn es~acip nétri

co (M*,d*) se llama completación del espacio i:rétric:o (!'•!;d), si: 

(i). (M,d) es un subespacio de (111*,d*). 

(ii). El conjunto Mes denso en M*. 



~~~- 2.4.27 De acuerdo con el ejemplo 2.4.25. El espacio 

C[a,b] es la completaci6n del espacio de polino~ios con coeficien 

tes racionales P~[ª.' b), en la, métrica d(.f,g)=rr.ax lf{x)-¡;(x)I. -
1'(.[<l,1:>) 
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~~ma. 2.4.28 Todo espacio métrico (M,d) posee una cor:ipletación, 

Y esta completaci6n es única salvo isooetrias que t~ansformnn los 
puntos de ~ en si mismos. 

Demostración: 

Unicidad: Veacos que existe una isonetría F:(M*,d•) ~ (~*~,d**) 
donde (M*,d*) y (M**,d**) son completaciones del espaaio (M,d), 
tales que: 

(i). F(i')=.f para todo fE:!~, así d'*(f,e)=d**(f,F(g)) 

(ii). Si F(f*)=f** y F(g*)=e*'*, entonces 

d*(.f*,g*)=d**(F(f*),F(g*))=d**(f**,g**). 

Dem.( i)'. Sea f*E.!·~, puesto que !.~ es denso en !.!•, e:-:iste una sucesión 

{f'n1~=1c:,!, tal que f n -7 f4 en lD I!létrica d• cuando n 7cn, además 

puesto gue {fn1ri=1CJ.lC!.'.** y dado que r,!u es timbiér.. co::ipleto, {fn} ;;=l 
converge en M'** a un punto f** en la métrica d**· EE obvio que f** 

no depende de la elección de la sucesión [rnl;1 • Sea F(f'" )=f"*• y 

de esta ~anere ee claro que F(f")=f" para todo reu, ~aesto que si 

{fn1~1 converge a un f"el.1, en'tonces f=f* =f**. 

Dem.(ii). Sea fn ~ f* y gn ~ g* cu~ndo n ~oo en la =§trica d* 

sobre el espacio~·, y fn ~ f**, gn ~ g** cuándo ti ~ro en la m~tri

ca d** sobre el espacio~*·. Entonces 

d*(fn,f*) 7 O, d*(gn,e*) + O cuando n ~oo, de esta =~nern 

\d*(fn,gn)-d*(f*,g*)l~\d*(fn,gn)-d*(gn,f*)l+\d*(gn,f•)-d*(f*,g*) 1 

!: d*(f ,f"*)+d*(g ,g*) -7. O cuando n 7a:i. n n 
De donde lim d*(f ,g )=d*(f*,g*). 

n~co n n 
De nanera anéloea se prueba que 

d**(f**,g**). Entonces 

d*(f*,g*)=lírn d*(f ,g )=lira d(fn,gn)=lím d**(fn,g~)=d•*(f**,g**). n_, CP n n n .y CP <l.-> CIJ •• • 

Sea (M,d) un espG:cio métrico y sea X el conjunto de sucesiones de 

Cauchy en (M,d), definimos unG: relaci6n de equivalencia en X, cono 

sigue: ((f"t _1 ,(f'1 _1 )eR si y s6lo si lím d(fn,fn')=O. nJn- n n- n->co 
Definimos el espacio (M*,d*) como el espacio de todas las clases 

de equivalencias, definiendo la m~trica d* como sigue: 



Sean [tfn1;o=i) y tf~nl:=lJ dos clases de equivalenciu, sean {fn1~=l 
~[lfn1~=1\ Y t&n1~=1 E Llgnl~=11 · Pongm:ios d*( \Jfn1~=1°1 jlenl;=l]) 
= lfo d(fn,gn). 

h->CD 
Para denostrar que la función d* esta bien derinida, debemos ver: 

(iii). 11~ d(f ,gn) existe. 
ri .. oo n 

(iv). d* no depende de la elecc.i6n de {fn"'J~=l€[{~:n1~1l y de 

lgn1~=1E[Ü~n~~=11 ' esto es, si {rn1~=1 ' lf~ln~l t::'\Jfn1~1l Y 
lgnl2'=l ,{g~1i1{=1E [lgn1~=ll , entonces~,;~ d(i"n,gn)=~~mCPd(f~,gI-i)· 

JJem. (iii). Puesto que la sucesiones .\!n) g'=l y ll.gnl~=l son de 
Cauchy y 

\d(.fn,gn)-d(.fm,gm)\ 6 ld(fn,gn)-d(gn,fm)l + )d(gn,fm)-d(fm,gc)\ 

. ~ d(fn,fm)+d(gn,gm) -'>O cuando n,m ?e.o· 
JJe donde la sucesión {a(fn,gnD~=l de números reales es de Cauchy, 
y por lo tanto tiene un límite. 

J)em.(iv). Sean {:rn)g>=1 ,(fI-i}~=lELlfn1~=~ Y {g0)~=1J[s~)~1€[~nl~1) 
y como 

\d(fn,gn)-d(f~,g~)\6 ld(fn,gn)-d(~,f~)\+ \d(gn,f~)-d(f~,g~)\ 
fo d(.fn,fI-i)+d(gn,g~) .,. O cuando n -=t co. 

Puesto que ( [fnl g.'=l' {f~1:=l )4SR y ( (gn}g'=l' lg~1~l )'2.R, así 
lí.m d(fn,gn)=lím d(.f' ,e;'). 
~.,. tt. "., cv n n 
DefiniIJos una isor.ietría F:(M,d) ~ (f.1*,d*) si a cada punto fEM 

le hacenos corresponder la clase de equivalencia de sucesiones 

de Cauchy convergentes a f, de acuerdo a la relación de equivale!! 

cia antes definida. Puesto que si fn 7 f y f~ ~ f en la métrica d 1 

1 d ( f n, f~) \ = )d ( f n, r~) -d (f' ~, f) + d ( f :i, f) \ 

6 \d(fn,f~)-d(f~,f)} + \d(.1:i,.r)\ 
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~ d(fn,f)+d(f:i,r) -;, O cuando n ~en. 

Así F(f)= [Lrn]i;'=ll y d(f,t;)=d*(F(:f),F(g))=d*( ({:rn1~=11 • (tgnl~=ll ). 
En lo que sit;ue identificar:ios a (11I,d) con su imagen F( (M, d)) y 

por lo tonto como un subconjunto de (M*,d*) y a d* como una exte_!! 

si6n de d, esto es, d=d* en (hl,d). Finalmente demostraremos que 

el espacio (r.I*, d*) es cocpletaci6n del espácio (M, d), para esto 

es necesario demostrar que: 



lv). Mes denso en M*. 

(vi). El espacio lLl*,d*) es completo. 

Dem.(v). Sea \.fn'\:=1t.r*=(lfn1i%:JE-lI·i*,d*) •. Puesto que {.rri1~=l es 
de Cauchy d* lfn,f

0
) ~ O cuando n,m ~co. En donde heoos id.enti1'i

cado a fn y fm con las clasesde equivalencia de sucesiones de 

Cauchy convergentes o fn y fm respectivamente para cada n y m, 

así tendremos que d*(f ,f*)=lfr:i ·a·tf ,f ) ~O cuando n ~~. 
n m'>a:> n m 

Dem.(vi). ObservanoE que el espacio (M*,d*) ha sido construido de 

tal m2nera que toda sucesión de C<Juchy {fn1 :=lC(I.!,d) converge en 

(11*,d*) a un punto, n saber, <Jl punto \.lfn~~=iJ.deter::-.ir.ado por la 

sucesi6n {_fnJ~=l · Ader:i9s, puesto que (l.1,d) es denso en (!,: ... ,d*), 

para toda sucesi6n de Cauchy lr~}~=1c(M* ,d*) es posible construir 

una sucesión equivt::lente ~.1'n}~1c.(M,d) de Cauchy, poniendo 

d*(.f~,rn)<.1/n. Entonces Vn1~=l converge a un punto f*di<l*,d*); 
por lo t~mto d*(f~,fn) 7 O y d-M(fn,f*) 7 O cuando n .;.=o, esto 

implica oue d*(f*,f .. ) ~ d*(i"',f) + d*"(f ,.f*) 7 O cuando n '°'°• - n n n n 
lo que concluye la demostraci6n. 

Definici6n. 2. L. 29 Sea (I,1, d) un espacio métrico: 

(i). El conjunto U; re?r., d(f,g)<r¡ es llamado la.bola abierta 

B(f,r), de radio r y centro en .el punto g. 

(ii). Un conjunto OC!t es llaciado abierto, si para todó .f'€0 exis

te r>O tal que B(f,r)cO • 

. (iii). Un conjunto NCM es llamado una vecindad de 

a~ para algún r>O. 

(iv). Sea ECM. Un punto f' es llamado un punto l!oite de E, si pera 

todo r>O B( f, r )n (E- {f1),i )1, esto es·, f es un punto Hoi te de E, si 

E contiene puntos distintos de f' arbitrariamente cercanos a f'. 

(v). Un conjunto FCLl es llamado cerrad6, si F contiene todos sus 

puntos lir.!i te. 

(vi). Si GCM, fE.G es llaI!mdo un punto .interior de G, sLG .es, una 

vecind8d de f. 
- .··_.'\" .. ',.':.·.·-:.:_: 

. ' 

- - = ·. :.~-.:\~-~-_!i\~-- ~-- ----~ ~ ' 

Es import8nte mencionar los sicrnientes resultados del ariálisis 
~ . ... . . 

elecental, puesto que de ellos será tomada direct~::ienteuna f'ami

lia conpleta de definiciones, para el estudio de espacios topol6-

gicos. 
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Teorena. 2.4.30 Sea (M,d) un espacio métrico: 

( i). Un conjunto O es abierto si y sólo si :,!-O es cerrado. 

(ii). Toda vecindad N es un conjunto abierto. 

(iii). Si fes un punto límite de un conjunto E, entonces toda 

vecindad de f contiene infinidad de puntos de E. 
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( iv). Para cualquier colección lO~ 1,Ll. de conjuntos abfer-:tos, se tie-
ne que Uoc1. es abierto. · > 

«~1 -
(v). Para cualquier colección l~\ude conjuntos ~er~~dos, se t~ene 
que n F.1. es cerrado. 

«u 
(vi). Para cualquier colección finita {G1 , •.. ,Gn1 de cónjuntos 
abiertos se tiene que f\Gk es ;1bierto. 

K'"l 

(vii). Para cualquier colección finita {F1 , ••• ,Fn1 de conjuntos 

cerrados, se tiene que ~Fk es cerrado. 

Demostraci6n~ (i). Primero suponga~os que :u-O es cerrado. Sea fEO, 

entonces f~M-0, y f no es punto líoite de U-O. Por lo tanto exis

te una vecindad N de f tal que (!1~-0)ílN=~, esto es, fe:NCO, así f 

es un punto interior de O, y dado que fEO es arbitrario, tenemos 

que O es abierto. 

Ahora suponganos que O es abierto, y sea f un punto límite de N-0, 
entonces toda vecindad de f contiene puntos de N-0, así que f no 

es un punto interior de O, y. puesto que O es abierto fE:N-0 y, por 

consiguiente como f es arbitrario, N-0 contiene todos sus puntos 

límite y por lo tanto N-0 es cerrado. 

(ii). Sea N=[g; d(f,g).c:r1) una vecindad de f, y sea geN. Entonces 

existe r 2?0 tal que d(f ,g)=r1-r2 • Para todos los puntos h tales 

que d(g,h)¿r2 , tenemos que d(f,h)~d(f,e)+d(g,h)<r1-r2+r2=r1 , así 

que hEN, y por lo tanto g es un punto interior de N, puesto que 

g~~h ; d(g,h).c:r 2)CN. 
(iii). Supongamos que existe una vecindad N de f la cual contiene 

s6lo un número finito de puntos de E distintos de f. Sean g1•··•Bn 

eN0E dichos puntos, y pongamos r=min(d(f,gk)"J~O. Entonces el con-
'l'l'>!.n 

junto (g ; d( f ,g)~r} no contiene puntos de E difcn~ntes de f, de 

donde f no es un punto limite de E. Esta contradicción concluye la 

demostración. 
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{iv). Sea fe Uo<1., entonces para algún oet:I, ft.O.._ con o,;-abierto, lu_e 
a((.l 

go existe r;>O tal que ft.B(f,r)co~c.Uo~, así U Oo1 es un conjunto abier 
"' w(l ~ ~el 

t~ puesto que todos sus puntos son puntos interiores. 

(v). La demostración se sigue de que r1:-UOo1=nU.1-0~) y del inciso (i). 
I'\ • ol(l c.<¡¡1 

(vi). Sea rtl\G,K, entonces fEGk pf)ra k=l, ••. ,n, y dado que ceda Gk 
K:.J. • 

es un conjunto abierto, existen r 1 ,r2 , ••. ,rk tales que feB(f,rk) 

para k=l,. .. ,n, así f..:B(f,r:lin(rk))C~Gk. 
l! t<.\n • Kq , n n 

(vii). La demostracion se sigue de que !.í-1\Gk=UO:-Gk) y del inciso 
( i ) • K•1. l<~l 

A través de la definición 2.4.20 se había definido continuidad 

de una función F de un espacio 1:1étrico (M1 ,d 1 ) a un esp!lcio T:!étri

co (~ 2 ,d 2 ) en téroinos de sucesiones, debido a que no se habían 

introducido los conceptos de conjuntos abiertos y cerrados en un 

espacio oétrico (M,d). Ahora darenos una definici6n equivalente en 

~érninos de distancias, que después traduc~remos a térninos de bo

las. Una función F:(M1 ,d 1 ) ~ (M2 ,d 2 ) es lla~ada continua en el pun

to f€M1 , si para todo E:)Q, existe una Ó)Ü tal C!Ue d 2 (F(f),i<'(p:))<€ 

sienpre que d 1 (f,g)<&. Si Fes continua en todo punto de un snl::co_!} 

junto A de r.i1 , decioos entonces que F es continuo en A. -Zsto;i defin,i 

ci6n rerleja la idea intuitiva de que puntos cerc~nos de f son ca

peados en puntos cercanos de F(f), esto puede ser establecido en 

términos de bolas. Una funci6n F es continua en el punto feM1 si Y 

sólo si para toda ~~O, existe Ó>O tal que F(B1 (f, ó))cB2 (F(f),E), 

donde B1 (f, .S) y B2 (F(i') ,e) son bolas abierte.s en r111 y M2 , respecti

vamente. 

~!!!-ª• 2.4.31 Una fu..."lci6n F de un espacio métrico (Ml'dl) a un 

espacio métrico (M
2

,d
2

) es continua en M1 si y s6lo si para todo 

conjunto abierto OcM2 , F-1 (o)cM1 es abierto, esto es, la imagen 

inversa de cualquier conjunto abierto OCM2 es un conjunto ::.:ibierto. 



Demostración: Supongamos que Fes continua sobre M
1

• Sea O un co!! 

junto abierto en M2 y sea f un punto arbitrario de F-1 (o), proba

remos que fes un punto interior de F-1 (0). Sea g=F(T), puesto que 

O es abierto tenemos que B2 (g,e)c0 para alcún E)O. Ya que F es 

continua en f, existe un Ó>O tal que F(B1 (f,b))cB
2

(g,E)CO, por lo 

tanto fEBl(f,ó)CF- 1 (F(Bl(f,ó)))CF-1 (B2(g,~))cF-1 (o), de donde f 

es un punto interior de F-1 (0), por lo tanto P-1 (0) es abierto. 

Inversa~ente, supongamos que F-1 (0) es abierto pnra todo abierto 

ocr.12 • Sea i'E:I.11 y sea g=P(i'). Probaremos que F es continua en el 

punto f. Para todo E)Ü la bola B2 (g,E) es abierta en ~?' así 

F-1 CB2 (g,E)) es abierta en M1 • Ahora bien, feF- 1 (B 2 (e,~)) así 

existe un Ó>O tal que B1 (:r,ó)cF-1 (B2 (g,e)) de donde F(E
1
(f,ó))C 

B2 (g,E), y dado que fEi.11 es un punto arbitrario, tene::ios que F 
es continua en M1 • 

Corolario. 2.4.32 Una función F de un espscio oétrico (:,:l'dl) a un 

espacio métrico (M2 ,d 2 ) es continua en M1 si y s6lo si para todo 

conjunto cerrado CC!l[ 2 , 1"-1 ( C) es un conjunto cerrado. 

La demostración se sigue del teorema anterior, puesto que un con~ 

junto es cerrado si y sólo si su complemento es abierto y F-1 (Eº)= 
(F-1 (E))c para todo Echl

2
• 

Definición. 2. 4. 33 Por una cubierta abierta de un conjtinto' 0 E de un 

espacio cétrico (M,d), entenderemos una colección [o ... "}"~ 1 \.fe subco!! 

juntos abiertos de (M,d) tales que ECUO~. 
c<«I 
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Definición. 2.4.34 Un subconjunto E de un espacio mdtrico (M,d) es 

llamado coopacto, si toda cubierta abierta de E contiene una sub

cubierta finita. Mes explícitamente, si {Gc11c1H es una cubierta abie,E 

ta de E, ECUGoe., entonces existe un núcero finito de índices <>'1 , •• , 
"'~l 

cCn tales que ECGc(
1
U ···UGo1.n· 

Teorema. 2.4.35 

(i). Subconjuntos compactos de espacioa métricos son cerrados. 

(ii). Subconjuntos cerrados de conjunto3 compactos son compactos. 
La demostración de este teorema es esenci8l~~r.te la misma de la 

proposici6n 2.5.29 de la sección siguiente. 



2.5 ESPACIOS TOPOLOGICOS. 

Definici6n. 2.5.1 Un espacio topol6gico es un conjunto S junto con 

una f'amilia distinguida de subconjuntos 7 llamados conjuntos abie.!: 

tos, con las siguientes propiedades: 

(i). res cerrado bajo intersecciones finitaf;·es~~,~~s si A,Be.7, 
entonces AnBET. <, ·'·· 

.:;~;io··~~··, (ii). -:r- es cerrado bnjo uniones arbitrarias, 

donde I es una .fé:lmilia de índices, entonc~s 
(iii). f5EJ"' y SE:T. 

ÜAc1e7. 
cc'E:I · .. 

-::res llamada una topología para S, denotaremos un es:;:acio topol6-
gico como (S,7). 

~~mplo. 2.5.2 Todo espacio métrico (r.t,d), es un espacio topol6gJ: 
co. Los conjuntos abiertos son aquellos conjuntos, ;;e:.;, con la 

propiedad de que: para todo fEN existe r)O tal que {g ; d(f,e:)<r} 

CN. En el caso en que la topología 'J sea inducida FOr una métrica 
diremos que 7 y d son compatibles. 

Definici6n. 2.5.3 Un espacio topol6gico se llama ~etr~zable cuan
do su topología, puede ser introducida mediante una cétrica. 

Definici6n. 2.5.4 Un subconjunto C de un espacio topol6gico (S,T) 
es llamado cerrado si y· s6lo si su ~omplemento S-C es abierto~ 

Pronosici6n. 2.5.5 Sea (S,7) un espacio topol6gico: 

(i). Los conjuntos 1> y S son cerrados. 
( ii). La intersección arbitraria de .cerrados e.s de nuevo un conjun 

· .. ·..: 

~~i~~~r~~o ~rii6n finita de cerrados es de. n~i';}, ·~l'l' c¿~súri-to cerrado. 

La udemostraci6n se sigue de la Def. 2. 5.4 ·/A~~:,'q~~( .::;' •. 
S- Ac1, = (\ ( S-A,,_) , S-(\ Ar;;.= U ( S-At(). ''"· ;.);:·,. · .. :.,. '.;'F ;.· ¡; ··· 

c(E.I ~el cf<;:'l ciE:l '·'''";'';'~.·t;>eé•_;cc·' , . .,,.,.+ .... 

La far:lilia de todas las topologías sobrell~;c\)~'jqnt;ovS{~s ordena

da parcialmente en forma natural 71~72 sí·g~.--~·~.i;o'~-i ./1s·:r2. y dir~ 
mas que 7 1 es una topología más débil que °f2~;:~(e~ iér::lino ·más dé

bil significa que l:lñs sucesiones convergen en 7:1 que en 7 2 ). 
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Proposici6n. 2.5.6 La intersección arbitraria de topologías de un 

conjunto cualquiera S, es una topolocía de S, y esta topoloiía es 

la topología más débil de S. Efectivamente, es claro que S,%~f\To. 
c({."l "' 

Adern~s cada familia'~ es cerrada respecto a uniones arbitrarias e 

intersecciones finitas; de aqui se deduce que nT"' también posee 
n. Q~ 

esta propiedad. Y 7o(c:r'3 para toda ~e.I. 
"''1 

Definición. 2.5.7 Una familia BCTes llamada una base si y s6lo si 
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cualquier A€.T es de la forma A=UB"", para alguna subfamilia {B 1 CB. 
c(~J "<Jq,¡ 

E,jemplo. 2.5.8 Las bolas en un espacio métrico (!,:,a) son una base. 

Ahora daremos una familia completa de definiciones tocadas directa

mente de las propiedades de los espacios métricos. 

Definición. 2.5.9 Un conjunto N es llamado una vecindad de un punto 

fe:S, S un espacio topol6gico, si existe un abierto O tal que fEOCN. 

Notamos que las vecindades así definidas no necesariamente son con

juntos abiertos, para evitar confusiones, nos referire~os explícitQ 

~ente a vecindades abiertas, o vecindades cerradas dentro del estu

dio de los espacios topológicos, según sea el caso. 

Definición. 2.5.10 Una familia X de subconjuntos de un espacio top~ 

16gico (S,T), es llamada una base de vecindades en el punto f, si 

cada NeX es una vecindad de f, y si dada cualquier vecinded M de f, 

existe una NeX, tal que NCM. Equivalentemente X es una base de ve

cindades en f, si y s6lo si ( M ; NC!f. para algún N1;X°'r es la far:iilia 

de todas las vecindades de f. 

Ejet:Jplo. 2.5.11 En un espacio métrico (M,d) las bolas cerradas de rg 

dio positivo con centro en f, son una base de vecindades en f. 

Definición. 2.5.12 Sea A un subconjunto de un espacio topológico 

(S,T). La cerradura de A, deno~ada por X, es el míni~o conjunto 

cerrado que contiene a A. El interior de A, denotado por A0
, es el 

más grande conjunto abierto contenido en A. La frontera de A, deno

tada por aA, es el conjunto Ji..-Aº=Xn (s-A). Así X es la intersecci6n 

de todos los cerrados ~ue contienen a A y Aº es la uni6n de todos los 

subcon.juntos abiertos de A. Vemos que fe.A si y ·s6lo si toda vecindad 

de f intersecta a A. 
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Definici6n. 2.5.13 Sea (s1 , T 1 ) y (s 2 ,:r 2 ) dos espacios topol6gi-

cos. Una función F:(Sl'T 1 ) ~ (s 2,;2 ) es llamada continua si F-1 (A)<:. 

T1 es abierto para todo abierto AET2 ; esto es, la imagen inversa de to 

do conjunto abierto es taobién un conjunto abierto. Si adem~s F(B)E 

:r2 es abierto para cada abierto B~T1 , Fes llamada bicontinua. 

Una biyecci6n bicontinua es llamada un homeomorfismo. 

Ejemplo. 2.5.14 Los intervalos'(-ro,ro) y (-1,l) son homeomorfos 

bajo x t-7 x/(l+x 2 ), es obvio que (-co,c:o) y (-1,1) no son isométricos 

en la métrica usual, de hecho, sólo uno de ellos es completo. Esto 

muestra que la completaci6n no es una noción topológica. 

Definición. 2.5.15 Sea K una familia de funciones de un conjunto 

X a un espacio topológico (S,T). La topología K-débil sobre X es la 

topología más débil, para la cual todas las funciones E¿_K son con

tinuas. 

Ejemnlo. 2.5.16 Consideremos e [a, b]. La topología de convergencia 

puntual sobre e 'l.a 'bJ ' es la topología débil dada por la familia de 

funciones f ~ f(x). Esto es, pera cada xe[a,~, sea Ex(f)=f(x) así 

las Ex(·) son funciones de e [a,b) a~. la topología de convergen

cia puntuol sobre e [a, b] es tnl que fn -7 f si y s6lo si fn(x) -t 

f(x) para cada xe.[a,b]. 

Definición. 2.5.17 

(i). Un espacio topológico es llamado un T1-espacio si y sólo si 

parn toda f,g con f~g, existe un conjunto abierto O con g~O y flO. 
(ii). Un espacio topológico es llamndo un T2-espacio o Hausdorff 

si y sólo si para todo f,g con f~g, existen conjuntos abiertos 

o1 y o2 tnles que 1".;;01 y gE.0 2 con 0{\0 2=>'.'· 
(iii). Un espacio topológico es llamado regular o un T3-espacio 

si y s6lo si es un T1-espacio y para todo f y C un conjunto cerrado, 

con ff$:.C, existen conjuntos abiertos o1 y o2 tales que fe.01 , cco 2 Y 

o1no 2=fi. 
(iv). Un espacio topol6gico es llamado normal o un T4-espacio 

si y sólo si este es un T1 -espacio y para todo c 1 ,c 2 , conjuntos 

cerrados, tales que c 1nc2 =~, existen conjuntos abiertos o1 Y o2 , 

tales que c1co1 y c 2co 2 con 0{102 ='1· 



Observamos que ·un espacio topológico S es un T
1

-espacio si y s6lo 

si el conjunto {f} es cerrado para cada f. En efecto, si cada [fr 

es cerrado, y f,gES con f/g, entonces S-{f) es abierto y g€0=S-{f) 

Y f~O, inversamente, cada.g~S-{f) esta contenido en un abierto o 
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tal que gt_OgcS-(f). Así S-(f)=UOg es abierto, luego [f} es cerr~do. 
Obviamente: g 

Proposici6n. 2.5.18 T
4

9 T
3

::}T2 9 T
1

• 

Definición. 2.5. 19 
(i). Un espacio topológico (S,7) es llamado separable si y sólo si 
S tiene un subconjunto denso nuoerable. 

( ii). Se dice que un espacio topol6gico (S ('.T) satis:face. el primer 

axioma de numerabilidad si y s6lo si cada punto ftS, tiene una b_g 
se de vecindades numerable. 

(iii). Se dice que un espacio topológico (S,7) satisface ~ei segun 

do axioma de numerabilidad si y sólo si S tiene una base numerable. 

Proposición. 2.5.20 

(i). Todo espacio topológico (S,T) cuya topología Tes compatible con 

una cétrica d satisface el primer axioma de numerabilidad. 

(ii). Un espacio topológico (S,T) cuya topología 7 es compatible con 

una métrica d satisface el segundo axioma de nu~erabilidad si y sólo 

si este es separable. 

(iii). Cualquier espacio topológico (S,T) que satisface el segundo 

axioma de numerabilidad es separable. 

Dem.(i). A cada punto fES le asignamos la familia nuoerable de bolas 

cerradas de radio ~/n con n,rn en el conjunto de números naturales 

y centro en el punto f, denotadas por B(f,rn/n). Es inmediato que 

esta familia constituye una base de vecindades numerable en f, pue~ 

to que cada E(f,m/n) es una vecindad cerrada de f, y dada cualquier 

vecindad N de f, existe una vecindad cerrada B(:f,r.i/n.) tal que J3(f,m/n) 

CN. 
Dem.(ii). Supongamos que {Gn):=l es una base numerable de S. Tomemos 

de cada Gn un punto arbitrario gn. El conjunto {gn) ~=l es denso en S, 

ya que, de lo contrario el conjunto abierto S-( {gn'\ ~l) no contendría 

ningún punto de ten1~=l y esto no puede ocurrir, pueGto que 

S-( {gn) _g; 1 ) es unión de determinados conjuntos del sistema {Gnl ~=l" 
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Inversamente, ~ea [F.nin=l un subconjunto denso numerable de s y con 

sideremos la familia numerable constituida por las bolas abiertas 

de la forma B(gn,l/m), donde n,m recorren todos los valores natura

les. Claramente esta familia forma una base numerable de s. 
Definición. 2.5.21 Un espacio topológico (S,T) es llamado un espa

cio de Lindelof, si toda cubierta abierta de S contiene una subcu

bierta abierta numerable de S~ 

Pr~osición. 2.5.22 Todo espacio topológico (S,7) que satisface el 

segundo axioma de nurnerabilidad es un espacio de Lindelof. 

Demostración: Sea [Gn)~1 una base numerable de S, de cada Gn tom~ 
mos un gn Brbi trario, c:;oo hernos visto fgn) ~=l es un subconjunto 
denso numerable de S. Sea {O~dEluna cubierta abierta de s. Enton

ces para cada gn tomaoos cualq~ier O~ tal que gnEÜ~ , que denota

mos por ºn· Veamos que (Onl~=l cubre a S. En efec~o, supongamos 

que _{On1~1 no cubre a S, entonces el abierto S-~~n no contendría 

ningún gn' lo que contradice el hecho de que [gn1 gi=l es denso en s. 

Un espacio topológico (S,"'J) es llamado disconexo si y sólo si este 

contiene un subconjunto propio no vacío, el cual es a la vez atie~ 

to y cerrado; equivalente~ente. Un espacio topológico es llamado 

conexo si y sólo si no existen dos subconjuntos de S abiertos, aj~ 

nos y no vacíos tales que su unión es ic,ual a S. 
Sea F una función continua suprayectiva de un espacio topol6gico 

conexo (Sl' 7 1 ) a un espacio topológico (s 2 , 7 2 ). Entonces s2 es 

conexo. Efectivamente, supongamos que s 2 es disconexo, entonces exi~ 

ten o1 y o2 abiertos, sjenos y no vacíos tales que s2=o1uo2 • Enton

ces F-1 (o1 ) y F-1 (o2 ) son abiertos y ajenos en s 1 , y dado que F es 

suprayP,ctiva, entonces taobién F-1 co1 ), F-1 (02 ) son no vacíos. 

Sea (S,T) un espacio topológico y sea ACS. La topología relativa SE 

bre A es la familia de conjuntos 7A=t0r\A OET}. Un subconjunto BCA 
es llamado abierto relativo de A si BETA y es lla~sdo cerrado relat~ 

vo de A si A-B~7A. 
Si (s 1 ,71 ), (s 2 ,T 2 ) son dos espacios topol6gicos definimos una topE 

logía sobre el producto s1xs 2 , tomando como una base la colecci6n 

de todos los conjuntos de la forma o1xo 2 , donde o 1~71 y 0 2E72 • 

Esta topología es llamada la topología producto para s1~s2 • 



~ici6n. 2.5.23 Un sistema dirigido es un conjunto de Índices I 

junto con un orden el cual sa tis1'ace: 

(i). Si ol,~tI, entonces existe Jl"I tal que «J,'/ J (!>J..'/. 

(ii). ~es un orden parcial. 

Dareuos ahora unn generalización de la noción de sucesión. 

~~f!D1cii1l· 2.5.24 Una red en un espacio topológico (S,7), es una 

funci6n del sister:m dirigido a S; denotamos esto por {fo<lwcl' 

.Qefinici6n. 2.5.25 Una red e!J. un espacio topológico (S,?"),.se di

ce que converge a un punto f€S, denotado r~~ f si para cunlq~ier 

vecindad !lf de :f existe @>El tal que i'o(E":N si o1;-~. 

~~· 2.5.26 ~ea A un subconjunto de un espacio topológico 

(S,'J). Zntonces un punto f está en la cerradura de A si y sólo si 

existe una red f!·.,¡t1cl, tal que fo<-'t f. 

Demostración: Primero venos que X es el conjunto de puntos f tales 

que cualquier vecindad de f contiene un punto de A.' Este conjunto 

I es el mínimo conjunto cerrado que contiene a A y su complecento 

es el L1ÓS ¡;rnncie conjun-:;o abierto c:ue no contiene pun~.os de A. 

Ahora supong2:Jos que fo( -1 f donde cada f•E A. 7~ntonces cw:ilquier 

vecindad de f contiene algdn f~ y por lo tanto alg6n punto de A, 
esto es, f es un punto licite de A, así f~I. Inversamente, suvon 

ga1:1os que fEA. Seu I la colección de vecindades de f con el orden 

N1-<.N 2 si y sólo si N1:JN2 • Para cada l;EI. Sea .fN un pun-::o en Amr. 

Entonces Ü'N) NE:I es una red y .í'N -1 f. 

Proposici6n. 2.5.27 Seas un espacio de Hf}usdorff• Zntonces unn 

red lf. ... }d,I en s tiene a lo más un Hmi te; esto es,'csi :f'~ ~ f :r 
f"'7 g. Entonces f=g. 
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Demostrnci6n: Suponga~os que f?g, y que f~ ~ f, f"'~ g, entonces 

para cualesquier vecindades Nf y Ng de f y g,respectivnmente, exi~ 

ten ~y ~'E;l tales que, i'o(~Nf siempre que ""'!13 y .f~eNg siempre que 
01"?'~ 1 • Si Y= max(13,~•), entonces f.¡eNf y f"€.Ne si d.)'J'Y este hecho d~ 



muestra que Nf~Ngl-~ para cualesquier vecindndes de f y g con frg, 
lo que contradice que S es un espacio de Hausdorff. 

Definición. 2.5.28 Un espacio topol6GiCo es llamado coopacto, si 

toda cubierta abierta del espacio tiene una subcubierta finita. 

M5s explícitamente, si S es un espacio topol6cico y {G~~ues una 

cubierta abierta de s; entonées existe un número fir.ito de ir.di

ces o<1 , ... ,o(n tal que SCGo1 1U···UGo1n.• 

Prouosici6n. 2.5.29 ---·------
(i). Un subconjunto cerrado de un espacio topológico compacto es 

coopacto. 

(ii). Un subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es ce

rrado. 
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Demostraci6n: Sea S compacto, Fes, cerrado y U una cutierta abierta 

de F. Entonces UU(S-F) es una cubierta abierta de S, y por lo tanto 

S tiene uno. st:.bcubierta finita (S-F,01 , •• ol·rl • Entonces los conjll!! 

tos {o1 , •• , ON '\ cubren P, así U tiene una st:.bc: .. lbie::-ta finita. 

Supongemos ahora que S es Hausdorff y Z un subcon:t:.~~o co~pacto de 

S, mostrare;~os que S-K es abierto, de donde concluire=os que K es 

cerrado. Sea fES-r:, ya que ses !iausdor..'.'f pnru cada geK, ex:isten 

conjuntos 2biertos Og y Ng ajenos con g.:::'g ·.,r fEN
6

• I.os conjuntos 

{Og ; geK1 forr.11m una cubierta abierta de r:, como X es c:n:1pacto 

existe una subcolecci6n finitu lo 1 , •. ,0 ~r"\ la cua:::.. cubre a K. Ji.. g g. 
Sea N=!. \Ngi • Entonces ;.; es un coniunt'.J a.ue contiene a f y es aje-

1=1 .. 
no a cualquier Og;. ?uesto que KC.ÜO . , H es ajeno con K y así 

.... 1•1 gi 
f'E:NCS-K, de donde f es un punto interior de S-K, y cooo f es un-

pun";;o arbitrario se sigue que S-K es abierto; por lo tente K es 

cerrado. 

Definici6n. 2.5.30 Supongamos q_ue -:r-es una topología. sob.re.:un es-
_;"';_, 

pacio lineal X tal que: . . >e ... :) · } 

(i). Todo punto f-<:X es un conjunto cerrado:_;·· ~;;,~¡; -"~' :<'::;. 
( ii). La operaciones del espacio lineal son con~l.~üh~'Lc§if f~spec-
to a -r. -.~~=~·-',~;~:,;<. 

Bajo estas condiciones ]"es llamada una 

y X es un espacio lineal topológico. 
topología li~eril sobre X, 



Decir que la adición de elementos de X es continua, con respecto 

a T siBnifica que +:XxX ~X, (f,g) ~ f+g es continua, esto ~s, si V 
es una vecindad de f+g, entonces existirán Vf y Vg tales que 

v 1.+v gcv donde V f+v g::: { f+g ; fe.V f y r,€.V e 1 . 
Similarmente, la suposici6n de.que la multiplicación por escalares 

es continua con respecto a -r significa que la función ·:~~X ~X 

(a,f) ~ af es continua,esto es,siV es una vecindad de af, entonces 

par8 ¡;¡lgún r;>O y ol¡;una vecind2d W de f tenei::os oue b'!:c.v sieupre 

que \b-a\<r· 

Sea C cn[a, b) el espacio de funciones infini taoente diferencia bles 

definidas sobre [a, b] • Dei'inir.ios una topologia en C''O[a, b] por me

dio del siguiente sister.ia de vecindades abiertas de cero. Cada 

una de estas vecindades N e. se deterr.iinan por los núoeros n y e n, 
y consta de todas las funciones f que verifican las desigualda-
des lf(k)(x)l<E par8 tod8 x¿[.'.J,b] y k=-0,1, ••• ,n. Así cc:o[a,bl es 

un espacio lineal topológico. 

Definici6n. ~.S.31 Una base local de un espacio topol6gico lineal 
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es una colección B de vecindaµes abiertas de O (cero) tal que toda v~ 

cindad abierta cte O contiene un eler.iento de B. Los conjuntos abi~E 

tos de X son aquellos que son uniones de traslaciones de elementos 

de B. 

Sea (X,T) un espacio topológico lineal. La noción de sucesión de 

Cauchy puede ser definida sin hacer referencia a r.iétricas sobre X, 

de le siguiente manera. Fijaoos una b8se local B para T, una suc~ 

ción (fnl ~=1cx es entonces llamsda de Cauchy si para todo V~B co

rresponde un N tal que fn-fm~V si n,m7N. 

Supong~mos ahora que (X,T) es un espacio top0l6gico lineal cuya 

topología ~ es co~patible con una métrica invariante bajo trasla

ciones d, y ya que tener.ios que una sucesión es T-Cauchy si y só

lo si es d-Cauchy, puesto que las d-bolas de radio positivo 

centradas en el origen forman una base local para Ty 
d(fn,fm)=d(fn-fm,fm-fm)=d(fn-fm,O). De donde se desprende la si

guiente proposición. 



Proposici6n. 2.5.32 Si (X,7) es un espacio lineal topol6gico tal 

que su topología 'J es compatible con una métrica d invariante bajo 

traslaciones. Entonces una sucesión en X es 7-Cauchy si y s6lo si 
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es d-Cauchy.(La dern. se sigue de que d(fn-~m'O)=d(fn,fm):o si n.~~m) 

Proposición. 2.5.33 Todo espacio topol6gico (X,7) tal que su topo-

logía 7 es compatible con una métrica d es tU1 T4-espacio o normal. 

Demostraci6n: Sean Y,Z dos subconjuntos de X cerrados de intersec

ci6n vacía. Todo punto fEY tiene una vecindad Nf que es ajen~ con 

Z y por consiguiente está a una distancia positiva rf de z. De la 

misma forma todo g¿Z esta a una distancia positiva r de Y. Consi-g 
derernos los conjuntos abiertos UB(f,~·rr), UB(g,-lfr ) que contienen 

!cY St.7- g 
a Y y Z respectivnnente, y veamos que la intersecci6n de estos coD 

juntos es vacío. SuponGamos que hEB(f,~rf)(IB(g,~rg). En este caso 

existe ~n punto vEY, tal que d(v,h)<irf' y en Z un punto w tal que 

d(w,h)<~r . Podernos suponer sin p€rdida de generalidad que r /r~. 
g g -

Entonces d(v,w)~d(v,h)+d(h,w)<~rr+trg<rg' es decir veB(w,rf) lo 

que contradice a la forma en que se definió rg. Lo que concluye 

nuestra afirrnaci6n. 

Corolario. 2.5.34 Todo espacio topol6gico (X,7) tal que su topolo-

gía 'l es compatible con una métrica d es un T 2-especio o de Hausdorff. 

Todo subespacio de un espacio métrico es por sí mismo un espacio mé
trico y por esto también posee la propiedad de norDalidad. 

·2 .6 ESPACIOS NORMA.DOS. 
,,,· 

Definición. 2.6.1 Un espacio lihe~lo/n.ormá'do, es un espacio lineal 

V sobre R y una func i 6n 11 • ll d e~.y)'~:,'füfü'..'j~},LAue ,~a~~. to~() f •~g~V Y a elR 

satisface que: 

( i) • 11 r 11 ~o. 

(ii). 11f11 =O si y s6lo si 

(iii). 11 aí'll =lal•llfll. 

(iv). 11 f+gll f.llfll+ll gll. 

La funci6n 11·11 es llamada una norma para V. 
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Denotar.ion un espocio linc;;il nor1:iudo por (V ,11·!!). 

~..i~.!!!.21:.Q· 2.6.2 ::.:ce e ~1,b], definirnos llfll1=l:1:1X. lf(x)i o llfd?"()~' l:'(:;i,.!;.;, 
···~(; ... _.. MM ' c. 

en~oncen (C \}i,b],:1·'11 ), (C[o,nj ,11·112 ) f'On e~N'CÚlc Jincolcn no:r::i::::::is. 

Dcrinición. 2.6.3 Una tronsformacjÓn lineol acotcdD {opcrsdor lineal 

acot~ido) ne un espaci.o lineal norrnado (v 1 ,!l·I~) n ~Jtro (v 2 ,ll·I~), en 

uno funci6n T:V1 ~ v2 lo cunl satiofocc par~ to~o ~.c~v1 ~ ~,t¿~ 

que: 

( i) . T ( !J f + b ¿~) "'ª '..:.' ( f) + bT ( r;) • 

(ii). Existe C~O tal que llT(f)ll 2~ C !lfi1
1 

p!!r!l todo r.:v
1

• 

El mínimo de tales C's, es llamndo lo norr.ia de 'i', dcnot;Jds 1111 ll. 

Así 11 Tll=,rrYi~il "l'(f)ll =>;:~~ 1111 (;)!1/ll fil, puesto que :1 T(f)!i/ !lf!l.c: 
11'r(i/11:f11 )11 y por dcfini.ción de suprer.!o, tcn.:;r.i:is que p~r'" to:3s 

O·O exi5tc r;t:'1 1 tnl que ll 'l'(g)ll/11 .Sll>ll'~'ll-¿ :e~«;: ::..::::plic;::..:::.:e ¡:o:r-:: ~'.) 

~..i~Sill• ~.6.4 f)cn Y=Cl:;,b] :: :::en llfll '"r:18:( lf(x):, d •_:V -7 V; 

'.L'(f):o.f(x)c
0

(x) donde rr
0

(x) es unn funcil~~';.:ij':.1 ,:11 e ~u,b) • .!:.ntoi:cc::: 

T es un operoJor lineal acotado de V en a! cis~c. En efecto, ea 

cl:Jro? es lineol y que H T(.f);l~ll f\111.::.JI ps-r~ ·"-::de;.:-:.'!, r;i :'f,o, c!1-

to!1c.¿::; 11 'i'( f)ll/ 11 i' 11 ~ 11 t.:
0

11 , • lueco 11 '.'.' 11 ~ '.I .:;¿:. Por otrfi parte, 

tomemos f(x)::l paro todn x.::':'c.:,b-J, asi w~·(f)ll ~ ilfi!l¿:;o(x)\ e;: v~J.~

da poro f(:x)=l y paro x~~c,bj, luego 11 Tll~iiT(f)l:íil rtl ~l,'.;0 (x}I 

es v!'.ilida pera toda XE(n,bj, ento11ces ilTIPi!f:0li; Por lo queli'J'll-=:f.:~Í. 

Observamos que cualquier espacio lineal norr.wdo (V ,11·11) es un eLpD

cio 1ine:Jl ::iltrko, definiendo d(f,f')=llf'-gliv· !)e donde tcner~or; 

les nociones de convergencia, cor.iplctación y coctinuidnd en espa

cios lincnles nor::indos :.r, por consiguiente ( 'l, 11·11) ce tar:1bi·2n un 

espncio lincnl topolÓGico, donde sólo se conservan, cono se sabe 

18s nociones de .·onvergcncio y cor.tinuidnd. 

Ahor3 d~r0~0~ un& facilia co::ipletn de definiciones y ;1roposiciona~, 

tenerlas directnmcnte de lan propiedades de e~pecios ::iftricos. 

Definici6n. 2.6.5 Una sucesi6n rf '· co 1 en u•. asp· ecio lincnl.no.:r::in
c n- n= 

do V, se dice que converge a un eleocnto f en ~1 espacio V, si da-

do E.>O, existe una H tal que para toda n)N tenemos 11 :fn-fll~E. 

r l. ?J 11•1\ Í r Denotare~os que f 1 ·_1 convergen f en V por fn ~fo por 1 n •n=f. 
- n n- n~u::i 



Frecw.:ntc:1.1cnte este hecho ue dt:notu po:r: 11 f n-1' 11 -:, O cuando n -:· '·• 

l'rono!üci6n. 2.6.G En un cnp'.Jc.io l.i.nc,)l norr.iodo (V, ll·l\) el lfrd-tc 

de uno sucesión es único, De1:i. ~i !Ir -,··11 ~O y ilf -hli 7 O cu;::;ndo n · n 
n 7cx1, entonces llg-hll ~ llr:;-f 11+ llf -hll? O cmmdo n ?<x.J. as.í r:;=h. n n 
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Definición. 2.6.7 Un8 sucesión en un espacio lineal nor1~ado (V,11·11) 

se ll'lrnn de Cauchy, si d::ido E'>O, existe un ?! ·tal que .r~r:'.! todo 

n,r.1;>l'J t0nc:::on 11fn-f1:111< E. Precuenter:icnte, este hecho se denota po:r-

11 fn-fm ll ~O cuando n,m ~to. 

I'ronosici6n. 2.6.B En un espacio lineal normado (V,11·11), cualquier 

sucesión convergente es de Cauchy. Der:i. Si 11 f -f 11 7 O y 11 f,.,-f il-} O 
n '" 

cuando n,r.i -)ro, entonces 11.f -r 11 :!': 111' -f 11+ lli'-f..,11 ~U c• .. wndo i:,r:: 7(¡_-, n n n ~ 

Definición. 2.6.9 Sea (V, 11· ll) un cspocio lineal norr:i3do. ;n cc-:~.iunto 

{e ; 11f-c11 "=r} es llor.io.::Jo un'.' bolo cerrada con ccnt:·o en ~ y rmlio r. 

:::i conjunto [e ; 11g--f11 <r} es ll1rn~:lo une bole eticrtti con centro en 

r :,r réldtv r. 

Definición. 2.G.10 Sea C un subconjunto de un eopacio lineal nor~o

doV, Ces lla::i:Jdo un conjunto convexo si cf'+(l-c)ge.C sic:::pre q,ue 

f', [.EC ";,' c f [0, l] • 

Por ln prop~Gici6n 2.3.14 sobe~os que la inter~ecci6n nr~itrerio de 

conjuntos convexos es de nuevo un conjunto convexo. 

Al consideror l~ Def. 2.5.12. s-e puede ver que eº es tnr.ibi6n un c~n 
junto convexo siempre que C lo sea, puesto que c 0...:c y si. c .;:(O, 1\ , 

entonces cc 0 +(1-c)c"::c y ceº, (1-c)cº son abiertos, lue,·o tnr.,'ici·';n 
~. " lo es su sur:w y co::io todo abierto de C pertenece a C ",ue tiene U· convexo, 

1'ronosj_ci6r.. 2.6.11 En un especio lineal norr.iudo (Y ,ll • 11) las bolas 

son convexas. 

De~ostraci6n: Sea E(g,r) une bola abierta de radio r y centro e~ g, 

cn"'...Jnc..;s <Ji f,h.=.B(c;,r), llJ':....g1l<r y llh:..;gllá, así llcf;.(l-:c)11-gil = 

11cf+(l-c)h-cg-(1-c)gll:fUcf-cgll+11(1-c)h-:(l-c)gll= c llf-gll+ 

(l-c) ll h-gil<.cr+(l-c)r=r. 

Definición. ;¿.6.12 Direr:ios que un espacio lineal normado (V,\1·11) 

es conplcto, si éste es completo como un espacio métrico en la 

~nétrica indu~ida. 



EI:~!~:!;;i<:i_!!!J• 2.h.1·~ Si (V,11•11) "S un <'Sf''1Cio l:i!F!'1l norr.::ir'lo, cn-

torcí):: V t. i".!nr::: u11·' C'orr:il! ,~+9<'i:'in ~01:10 un •);";f•'J<'i o r:·~t.rir:-o. 

J,<¡ cil'l!IO'.ll,f':Jci6n ::1· r,ir•ue rJel 1;PQTCT'.''1 ?,4.;.J)j ,'..' rJe qUr> rJ(fi[:)=il!.'-••11 

es 11n•1 rn•':tricr:i n'''::r::;J. pnr.'1 f'~~p'1cios lincnl 0 n no~·r.'Jrlos. 
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'.!_'.~.2I.'.2!2~· f'.6.14 ("corem'J rlc l:::i t:rnn8fo:rm·::!ci0n J~nen) 'lCDt:.:idn). 

Suponor·1r1n¡; riue ~· ·'•' unn tran!'l f'0rr~ncj 6n 1 i.?:i:nl 0('ot.nc1r. O·" 11n r;spr>c-~ o 

1.iner>I 11:.Y"r'~'ld'1 (\ .. , IH\) '1 1w espacio linenl norr:;rido c:Jr1r·.1cto (V?,11·11?). 

Ent.on0r!~ 'J' ptier1 P '''-'r extenrlir1::i en for~n 11nic8, n ur.n trnn8forr:i2c'.:Ín 

linr>'1] ·1r,ot2rl8 (t"'!' lri r:1inn'1 cot::i), 'l", d"? ln. conrilet<:ci6n i'le (v1 , 

\1·11 1 ) " ('! :i ,11-11:) • 
Dcr:iostr~1c:i6n: S0:: '-'i 1a co:npJ0t'1ci6n ele VJ. l'orP: C!Jd<J flV]', exin7.r: 

. 11·111 . 
nnn n11.~.~f1i(in nr. .. :.':~ento!..' ffn1?:~Jcv 1 con fn -7 r 0n2ndo n ~O). l•ue~ 

to oun Ir¡ e.u) <'•····:er;re, c~,t!J ~-;uo<>r:i6n es ele r:2:.lch•:, P!O{ d!'.'do f)r'i, 
t nJn=. - · 

rodC!'.lP;1 c-ncontrq:· ': t<;] .'.'lle ~<lré: n,r.i;>~! ll1!J]jr.<7 il f!":-:',..,11 ~E/C,supongE_ 

mos ':llo' •.;·dstP. ¡¡·· e tJJl '!P'? llT( h) 11 ~e I! hll p<!Jr! t.oriv h,;.''1 • C:n'!:o~1':'S8 

11 'i'( f' '-":'( t' ) 11 '(f' -f,.,)!I~ ~ !I '' llllfn-.f 11 "-C 11 {'n-.'.',.., ~I LE .lo ("l-'1] n ".' z n ... '- .. !:1 .1 .. . . l. 
~·r11r~b·'.,.¡,·:i10 ['J.'( f 11 '-: .~·~ 1 "º rl<:? C,:1ioi:y en V 2 • !':i.,~t:) r!t:c v 2 ics ~o;:irilc~.~1 
'J'(fn) -;>"~'.~ara ,,¡··ín f:E.V;~· !'on13<?I.1:)s "'.''(f)=:g. Dcb·:>!".los ver q•J.e <:.>!'t<i 

rlcfittici6n "?f: in>.·'.".?ll'.:U.ent<: 00. lt:t 8UCeni6n fn -) f cler·:Uln • .P<irD Pf:-

-t.o l'1U!'~~!\,'""1l!':Of.l <'!ll·· :·!1 "> f" ;;' r~? f Cll8nrJo l1 ~tu, cntonCi:?S lF.! fil.lee-

" i (, r • . -··' ~ r 1 -? .,. r1 ~ -~ rp ( {' ) ·~ ( f 1 ) r.1 ( f ) '" ! •' ' '¡ • [T' r ., 
·) '" 

1 
J. ~ .. ! ..:.. l ' l. ~· ' . • · • • .... ' _ ..... - ~- ' ... 1 ' • ] ' .... \ ~ ~: • ~ ' ... ? ., ' • • • r · :1 • ,,._ -

r<:: 8].--·:n '''"'-V. \' ·.:esto aueVescomn1cto,lír~ 1'(f')=r>:'=1im 'l'(f )=r~. :_., - ·>'· .. . n~: .. o n "' n-)..'l.J . r1 l, 

f\.der.1~~'~ ~-·es ;~,·:·1"1, puesto ouelll"(f)IL,=Ji1111':i(fn)ll,~1í::t. 8 !l:f' 11 1 :.-: 
~ n~oo ' n? .. •.• n 

• Li:i unJcidca oe desprended~ J? unicidgd del 1 i-C Jf1:i ·::;.' 11,=C 111· 
n-">·.1 n .... 

mi. te, ~:-.1.esto 0111· :~os definido ~·(f)=lí~ ~(f ), es obvio que T' n..,u., n as 

lin~al. 

I!.zf.l.!:!~.:::i2::. 2. i;. · ·· Un espac:i.o linef:!1 norl!lado completo, es llam<:do 

un es]-·;;cj.o de !•·.: ·~h. 

Ahora consideren:::' a T un O!)eri:idor o transformeci6n lineal ncotada 

(V~· ,i! · ·, • Den:1 t.· 

acotaC.::-~ 11e (V,. 
' norr.<J 2.'.'Jb!:'e ;:JJ\' .. 

·.'1 norm9do (V 1 , 11·1~.) a un ~sp•Jc:i.o linc<:il norm:.:rlo 

:~ el conjunto rle todos los operadores lincal~n 

·.) a (V 2 ,ll ·11 2 ) por j'.( V 1 , V 2), e introdµzcar:ios una 

. ) a efiniendo 



~~QI:~:!Jl!• 2.6.16 Si v 1 es U!1 (~~.,p'.lcio lincnJ norJ~"rlo y v:C
2 

e~ un e;; 

p 8 cjn linaal norr~,<Jrlo cor.1¡;.l1't:• ( <ll' B-'r.::ch). ~·:ntonC'en :t(v
1

,v
2

) c 0 

tornhi~n un eapacio de Ean~ch. 

Derno,:t.ración: l'ucr3to que cuulc~1t:iur eor1b.i.n:'r:jÓn lineal i'iriitE: de 

oper•"1:::ir.:;s li ne·; les .gco t.r;·1os, úH otr'J vez un opcrGrlor lir.e:::l u ere 

todo. ;!(V 1 ,"f?.) 00 ctn e~'1;'1cJo Ji l1f'ª l, er; f:Sci] v--r nue 11•11 es uno 

norr";: po1· ejc:~:r,lo la '10ni;:-w0 l,J·;d rlel "-rián,ruJ.o es :i:cor:-ad<: co1::0 
· " <.:e-n 1' .. , ,;-·f't;r 11 1· ~~•ore ... SJ.fTU'-• u u _ 1 ,.:;...::-c.{.\.•l' ;; , t..:.L,, ... 1 

•• , 

11
1 

,.. .,, ., ( • 11 11 ·' < j' • 11 11 "' . • · ¡· \ ,;: 1 -f-'.:, :' J ;' I [ 1 ) + 1 2 \ : 11 
11 TJ • :· 2 11 = sup - - -

1 
'.!". ''lln --=- .. --- · · r---

i.i-O 11 'lJ~:~lll llf'l'~}f)ll 11::.·1 
~ 1~~ "fil -'- ~~1¿~ lfTll""-- == 11'J'i11 + 11 'l\. 11 

Fara Jemostrar que~(v 1 ,1?) es co~nlcto, d0be~os probnr ruc si 

frp 1 ''' es ur.n ¿¡uct:si~r,, de C~n"c~1.\1 en ln no!'.·::i::; or_.H?!"'i=.:dor, c1'1-~t:nccs 'Vn)1: "l 
cxi.r::: un operflrior J.ir.enl ncot::ido '.J.', t•:l oue 11'.l'n-'i'11 ? O ct:ondo 

n 711' • Ver.J.os que 

IJ 'l\;' ;·)-Tr.i(f)IJ = 11 (?n-'l'r:i) (_~) 11 f ¡¡ ·~· 11 --L\:1 Jj i!.r:: 7 ü 
' · ... ·e p ..,..,.. ~·J,., ·"'<=V , ,, t ''""'' ·' ,..,., ( r'¡i :)) oe n ... 1 a __ e,,, ... ·. ~-- 1 , ~·· s le _,_ .... ,in \. ~n _ J n~<i. e~ de c~uct~ o~ V 

-.t, ,.,,. •' que V C"' CO"'nlntn •r ( f'\ ~o"""..,.."C " U"' ... "-··1!' .. ·.·:>."" •• '·,n u,........ :? ..., j;¡ • ...:.- .. ... !1 - J , ••• ·~-~.·.; ·~ - - ;;r_\'2. 

mor..: :,:·)=g. Veo!:'.:on Q.U·:? T .ce ur.. opf.::·~dor lln~~!l ·-·cGt~:':lo. !·ucsto r.~~Je 

111 11' ¡: -llT,Jll~ll'.i' -'.." 11 ? o CU!H::io i:,r:: ")O'), <:.o:! {li'2,,!Jl:.~,l e<' Ur.'l n ... n n .. . . .. 
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'-. 

suc1·:·'.0n de CsHch,\' d;::! núm;::rof1 r·::ulr:~ cuc convsrs::".'? 8 F.!L'tl!l ni.ii:,e::::·c ~. 

y 11·.cn(:f)I! -11'.i.'r:i(f)lll ~ JITr.(f)-'l\'.)Ci')ll .., () CU"!'!JC r.,r.: .,:i... ::JP. 

don.~:· llT(f)ll =lim 11 T (i')il !"::1 ír: ll 'i\"lllllfll :::C 11f11, asi 'l' eo U!'l o~~ 
n~co n '1-)CO •· 

·rrié\,·~· line~l acot2do. Deber'.'los 2hor:J f'.'.ostr<:r que Tn 7 '.!.' en la r.c•:::-?:i!:! 

opi·r .'.;,r. Puesto qut: 

11 ( :..:. ) ( :f)ll =líi::l11 7, -'.rn) ( f)IJ f=l ~~'. !J "-'rn-'fnJl llr 11 , si f/.ü tener:ios 
.1 l'l\?CX> .'.} • '"-lf.); • • 

JI\ . ~·~ )(:r)JI 
~- . 6 lim 11 '.!.' -T 11 .. : ll r>'l.,.:1.> rn n 

".°."~ ,., .. ::;r oanera lín ll 'i',..,-'l'
1
.!I ;;?~> cota 

tn ")rj,, ••• '-

ll 1,, •:) { f') ll / llfll y PU~fltO JU•J eo 18 

r:i~:: cot0 ::upc1·io~ t~..:n~r~:..~~~ .;u.~ 

11 ( 'l'-T ) ( f) 11 · .· .·· ··• 
ll 't'-·:·. '.l = ~up .n 6lír:1 11 T - 11' H 

uo 111 11 "'~~' · r.i .n 
ve<:.,·:: :iue 11 1' 11 =C, en ef,~cto 

1 ll 11'1' - e 1 !: l 11 '.l.' 11 - 11 '.i' 11 I + l 11 T 11 - e 1 · n n 
~llT-'.rnll + l11Tn11 - e¡~ O cu~rndo n ~º'· 



.!!~fl!!ici6n. 2.6.17 Una succ::ü6n de elencntos [fn}¡,,~~l c>n un r.~;1;~.ic:'.o 
line<:1l norr:iodo (V,11·11), e::; ll:o!r:wcln nl;::;olutamr:ntc sur:1d1lc, :Ji 
\' ~ 11 b] ' '\' ¡¡ • -Lin=illfnll < co, y es ar.i::ida :..;ur:w .e si L.;r.-l J H c:onv·~ru:o Cll'lnco 

N -') oo a un f€ V. 

Tcor~.!.:22· 2.6.16 Un csp'"lcio l::.r.eol norDado (V, 11·11) eri co:;.!~leto tii ~r 

s61o ai toda sucesi6n ~bsolutur:'lente sunable, es su~ab!e. 

Der.io0traci6n: Supon¿rm:io;:; Que (V, 11·11) es cor;.pleto, ~· se~ 

una sucesión nbsolutmncnte sur:i<ible, -:,•que l'i.>!.í, entonces 

ll¿'n~l fn - 2='/\ rnll ==l\Ln=\1 rnll ~ Ln=I~+lllfnll = 

12::~1 llfnll - ¿~~1 11 fnlll ~O cunndo ::,; .. ~ro, de donde la ~mee-
[¿ j·1 1 Q) si6n :.'..1 f .. _1 es de Caucl1J· en V, y por ser V completo, cst;o n- n ,__ 

converge a un ftV. 

Inversariente ~~por-.r:;w:ios que {f n \no;,l es una sucesi6n de C'.:~w!:r. 

5.¡ 

··~nt llC'"' l"'"'< ~-od "'ntn· k ..,.· ..._ ·; t"l ou I' f _f· 11~".":-: ,.,; "'~-.·.; ... o e~)"'-- " o" _ro • _x1s-.c , •. , , e 1- 11 -·~ "·- ,, •• ., ... , .. , __ , 
~ • !.1 r-· e:· -:,-: 1 e- ... ., ~ • ': ··.7 ~ :~,... r- e - ' : · .6 . .,,.., ( .... l. · 1' :':ll ~ • 

e..,COJ"-'•·'º"" J•- •. ..., t,;lt.;S '1,Ul. h, ~1>····· J,nc~nc-" ln .-,UCCSJ. -· \.:--··. ''··-· ..,_ 
L~ .f':• J'. .;. ••• •¡ .. -.¿. 

unn subsucesi6n de (f 1 CJ-' 1 • Sen "'i=f,.1 v r::, =f .. -.t'-- . - , ¿(;) e.::t2 :::8 

¿ :-: n= . -1f" .. :_ • "'.-é •· •• : .. ,.:-~; 
ne,...~ r:i ,... -~f' ~r 11 ~ 11 ""-2-.-<- e:.; ··>l • """"' ..... 1"' ...... ,... .... º 

-« :e=::: '::r.··-·11!';",. Gk .- ¡ _.._ '· • pV- • '··""" 

I,: 1~ 2 11LJ.:11 ~ 1101 11 + L~k~é 2-x+l = 11g1 11 + 1 <ro , de donde fr1: \~1 
es ab~olutaI:1'-.:!1te sur:,~blc. Zn~onces por hip6te~is [::,J ~·--· 2~ :-;~r:~c: l0, 

:-.. > ... -..!.. 

a sí °"'k~ 2 ~- = f,. 7 f nara alcún fE.'/, y como 11 .t"n-.f 11 ~l_i.::_1 ll:::n-.t' .. -_
1 
!I~ ~.. -_{ ... 1:f!! ... l"l,--).;_c ....... 

lím 11 f. 1 -f 11 -'> O cu2nci.o n -1 (.}}, e!'ltonci=s f
11 

-? :: ct<8ndo t: -? ::i~ n~r9. 
~~ro r~ • 
e l.3ún ft.V. 

J2.§finici6n. ~.6.1';) Dos norr:rns, 11 ·ll"l y ll·llz1 sobrf! un t.?~;pflcio 1.:.rica:!. 

norccdo V, son lle~edas equivalentes, si existen coLstantes posi

tiv8s C y C', tales que, para todo fEV, C llfll 16 i!.f!l 2fr C
1
ll fil::..: 

Definici6n. 2.6.21 U~~-trans~ormaci6n T entre dos espacios linc~les 
no~mndos T:(V1 ,11·111 ) 7 (v 2 ,ll·ll 2 ), es ll::ir:rnda conti.!1l19., ni 

) 
11-112 ( ) . 11· ll 

T(rn ~ T f siempre que fn ~1f. 



J,2 definición anterior se piwnc plnnteor en unn definición e•;uiv.'1-

lente en térr.'!inos de r.iódulon de continuid<id E y ó, como sir.ne: f.'" 0 

1;c(v1 ,11·111 ). lfn operodor lineal 'l':ZC(V 1 ,11·111 ) -'t (V¿ 1 ll·ll~,) es llarng 

do continuo en E, si pora tono E tv, ~xiste ÓXJ tnl o..ue para todo 

1',r;EE con 11f-g11<6 tenemos 11 'l'(.f)-'l'(r;)ll<f. 

'.1:.2~· 2.6.22 Sea T uno trensf'o:l1tn'Jci6n lineal (operador Úneal). 

T: (V. 1 11·11 1 ) ~ (V.~ 1 11• 1/ ,,) • Entonces lnn nit;ui1.mtes proposiciones son 
l e ~ 

equivalentes. 

(i). Tes continua en todo punto. 

(ii). Tes continua en un punto. 

(iii). T es acot2da. 
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Demostración: ( i) 9 (ii) es obvia. (ii) 9 (iii). Suponear~:on que T es 

continun en f. Entonceo e:d.otc un cl>O tal que 11'1'(¿;)-'l'(.f)11<.l parn 

todo gEV 1 t;:;l que 11 g-f ll<f;. rara cualr]uier he V 1 , por.r.;2::ioo w= >z h/ \: !1 ¡¡, 
dor.dc O<-tzd. Zntonc~s ( Í/11h11 )T(h)='r(w)=='i1 (\01+f)-'.!.'(f) y 

( 'l./llhl\)ll'l'(h)ll =ll'f(· ... ·+f)-'.l'íf)ll<l, p;esto rnc 11·,·:.,..f-fil=fl·::ll==/¿_d. 
-'l 

Consecuente1:iente, ll'.!'(h)ll·l.l¿ \lhll poro todo he.V 1 , ::.sf Tes ~··cot•'do. 

(iii)9(i). Suponr;at1on que Tes ncotado, esto ec, 12xi<Jtc C;>O te?l 

[!ue llT(h)ll :fCll hll para todo heV 1 • Entonce~ \l '.1.
1 {.f)-'l'(t:)ll =ll'r(f- )11 

~llTllllf-¡:;ll-::c11.r-r;ll<E: p::ir2 todo f,¿;ev 1 tr-ilcs r¡ue llf-Cil<~/c, Sic!} 

do f y s puntos arbitrarios teneDos que T es continuo en v1 . 
( ii).:::;. ( i). Sea T continuo en el punto fe'r 1 , ;; se8 e cu<.; l:·uiE:r p:1n

to de V1 , toocoos{en)xf'=l t8l r.ue Gr. 7 e CU8ndo n ?éo, entonces 
ll'.I.1 (gn)-'.!.1 (g)ll =ll'.r((g

11
-i:;)+.f)-1'(.f)ll , y como ¿'n ~e cuando n ~::...:, 

entonces gn-6 ? O cuando n -;>ce, por lo tanto (gn-g)+f 7 f cuando 
n ~CD. Por la continuidad de Ten .f tenemos que T((gn-g)+f) 7 T(.f) 

cuando n ~:x-. Por lo tanto 11 'l'( (gn-g)+.f)-T(f) 11 ? O cuando n -7>:, • 

Equivnlenternente 11 T(gn)-T(¡;) 11 -7 O cutmdo n -?en. 

fil.S.!Eltl.2· 2.6.23 El operador de diferenciaci6n puede ser consider<::

do cooo :.i:1 operador que actúa del espacio c1 [a, b) con ln i1orf.1a 

11f11 =r:iax lf(x)I + max l.f' (x)I en el espacio C [a, b]. En este caso el 
(!:t:.,•1 X!:tb,bl 

operador diferenciación es lineal y continuo y transforma todo el 
1 

espacio c-[8, b) en todo el espncio e (a, b). Ko resulta conveniente 

considerar el oper~dor diferencieci6n co~o un oper~dor el cual 



actúo de c1 [él 1 b1 en C(D,l>], YD que, é! pe:;c1r ele al.tener icn e:Jte en 

so tal operéldor continuo dcfinjdo sobre todo el c:Jp·:cio, c:;te 0 r,2 

réldor no se pu..:dc aplic'lr dos vccc::i n cu"1lquj_er funci6n de c 1 t-:;~~J. 
Es~~~ cómodo considerar el operudor de ~lferencl~cl6n en un esou 

cio 1.11.<cho rnfis reducido qua c1 [n,b), en el e:.:.p·"cio C(!.l[o,':)1 de fi..n-= 

cienes infinitamente difcrenciables cobre [a,h) cuy:i to~olo~!~ ~0 
' ¡' ·.' 1 dei'ine r.1edicnte un sistet1u nurnerublc de norm;:; 11f11 n"' ~!';~ 1i·"'(x 1 • 

El operador tli.ferenciación trant>forrna este eGJJ.:lCiu en aí r:llcr~o, 

odem~s es continuo aobre este eapacio. 

REfin]:;_2iÓ!!• 2.G.24 ~Tn opcréldor lincul ucotado 'l' de un esp<lcio li

neal norm1do (V 1 ,11·11 1 ) a un csµDcio line.ml norr.iado ('J¿,11·11¿), i.;s 

llamodo un iso~orfis~o, si este es uno biyccción, le cual 00 c~n

tinua y tiene inverse continua. Si est~ prcs~rvo norma eo lln~~de 

unn isor~etrí:::i. 

Ji2~E!?.l.Q• 2.G.c:> Su9on~'emon ciue dos norr.ms!l•ll 1 :; ll·li,., r;obr·~ i.;n ·::.:::;Q 
cio de Ben•:;ch V son e<11.dvnlentes, en'tonceo 19 .funr:.~ó:1 Li'.::1:l'.i•.d 

es u1~ isor:iorfis?::o de (V 1 ,11·~1 1 ) en (v 2 , 11·11;:). :.Jós conc:·;';"•::-1,~·r.e, 
.,"nl ··) 11~11 ·!"(.·.7(·)l ·1 il"ll _\'n ".,.,¡,.i.,.: 1 (·'1 

St!l ,=l,; ')•'-'' .l. i=~.:~?. .l. X ·' • :::-L.A:""G x'iri:.t:i' ,J.¡ • 

2efi~3.ci6n. 2.E.2t: 21 conjunto óe todfl~ l~s tTnno:·o:rr':~c:~r.e:-3 li:~~,~

les acotod~o de un espncio de Eannch V e ~. ~(V,~) co~ l~ no~~a 

111:,il=;~ii¿; li(f)I /1¡f!I, es denotado por (V"·, 11· 11) c. !.o!"·;·, :,· es :!l•l:::r::'o 

el espacio duBl de V. Los eler:iento.s de V' Eon lla:::::1;;s .:-·ir:c:i :J!';ol·::s 

linesles gcotndos sobre V. L:::i topología en v~, corres~on5iente a la 

norma introducida se llamo topología fue~te en V*. 
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~~.QJ2.Q!!.i.2i6n. 2.ú.27 El espacio cluE!l (Y*,11·11) d-a un e~;pa::lo linc,:. 

normado v, es un espacio de Banoch. (Le De~. se sigue del ~eo. ~.6.16~ 

r;~ernolos. 2.ó.28 Sea V=C(u,b), sti)a g una funci6n fija de 0(:,;,Ll .Y _ _..______ fb 
4 .. -" ·¡ ~ ( f) !'( '.··) .~( ·'',•a".,·' vt.::r.·,o~~ u~~"l -.:¡ ;,-~ , 'l n• ... q ¡ 'f.'Ol1[~~r:.os pr~r~: ~ca[! .:..E· , v = 8 - ~' ~ .-. - .... ....,,.... · .... ~ .... -· ~· · -

y ocot::d'.:!, entonces GE.('v"•,11·11). 
Sea V=Cn[s,b), se'Jn g 0 ,1~1 , ..• 1 t:":n funciones fijas <le C[a,Q.l par<i 

f en v defini~oo G(r)~l= g 0 (x)f(x)dx+~ g1 (x)~'(x)~x+···+. 
(b ª (x)f(n)(x)dx, vemos también que G es una funcional lineal 
J~ tJn 
y'"'acotnds, r.ue por lo tflnto Ge:(V*,11·11). 



A rnodo de dincusióri 'j": como antecedente parn lo dm:10~,tr::ci ón del 

TeorcmH de Representaci6n de Hicsz, consiclerer:ion lo:; !1.i:'uicntc::: 
resultDdos: 

Sea y un9 función definida sobre [n,hJ. Si P=-' ... ..-, ••• ,s 'l eB tmn 
• V n) 

portici6n de [o,b1, ponemos t\y(s)=.y(si)-;v(si-l), pr:.rn i"l,..,r.. 

Si c:xi.ste una const::!nte posiU.v'l C, tal cue ¿i~J i6
1
.v(n)I :'.:e 

P'Jro tod<is Jns pnrtlcioncn de [o,b], entoncu3 y es 1lnmi:idg d·? 
vnri ocién ncot:;de sobre b, h). 

Lfl!] funciones mon-Stonns sobre [n, b1 son de V'.!riéición acot::idn so

bre [:::i,bl, pue:Jto que si y es unn función creciente '\'.'.~ 1 i.6dr(s)I 
'\' n . , L11 - , 
L,i=l .6:y(s)=;;(h)-,y(nJ, pani el cono en oue :,res un:• i"unr:iór. 

decreciente bosto considerar que it.;:r(~:)I =-<\y(n). 

Lfl s funciones oue i:;ertencccn o c1 [a, b], son t01:ib.ién de V'Jriaci6n 

acotaoa sohre [:::, bl, puesto que pDrn ccdu ;,ri:C 1 b, t), 8::-:inte unn 

constante positiv:i e, tnl r.ue l;r'(:;)j".. e !J'J!'!J to'.:o 13(tf,r.}, :: 

\'.:JIL\y(s)I::'.: ,-,-;~ 1 ly'(t.)\~s,~C(b-a), üonde tiE[s.,_1 ,n.J. L 1 . _ L1- i . _ _ . . i 

Si unfl funci6n y es de voriacién acotnda cobre l'J,~], ent~nc~s y 

se puede expres~r co~o diferencio de dos funcjonc~ ~o~ót~ngs d~~i

ni d<:!s en fo,b]. ;~n erecto. Se2 :r de voriflcj6n occt:;j;.: sob:-c [a,r.1, 
y consid··rcmoa lns funcionen: 

+ (r si r)O. 
r = l O si r::'.:ü. 

+ """'\ n r. "·• <. --.. " y r-=írl-r, definir:ios G(s)=sup(L,i~ll.~iy(s~) y H(s)=st<r..(),1::1 
(t:.j::(s]-), doncle el supremo es tornado sobre tod;:;s la;_; pn·t.::.ciot:r.:s 

de [8,~. Claramente G y H son funciones con6tonas y coco y(s)-y(~) 

=G(s)-H(s), así y(s)=G(s)-(H(s)-:¡(a)), y puesto que ta:~.biér. i!(s)

y(a) es ~on6t0na, se concluye la validez del enunciado ~nterior. 

Si una función y es de vnriaci6n acotada sobre ~,b], entonces y 

es una integral indefinido. 

:·.!1 efecto. Supon~·ar.los que y es de variaci6n acotedF.J sobre ta, '::J), 
entonces por ln proposici6n anterior y(s)=y 1 ls)-y 2 (sj, donde les 

funciones Y; son !~C>nótornJs crecientes, así y' (s)=;li(~;)-:·¿:(s), d".: 

donde :;' ~ s) exi~te en C'.Jsi todo punto de [e, h1, ader:16s ¡ ~,' \ n )1 ,_: 

1 y i ( s ) l + 1 y 2 ( s ) 1 = ~' l ( s ) +y?. ( s ) y 1 Í ~ Y ' ( s) d si ~ ) ; 1 Y ' ( s ) 1 d s . "' ~' 1 ( b )+ 
y

2
(b)-y

1
(a)-y

2
(n), de donde y'(s) e::; integr~blc. Fonga1:1os 

y(s)=f: y'(s)ds + y(a) • 

. . ... .. . , ... ~ : 
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e·· 

1'.QQI::.Q:::J· 2.6.29 (Tcorcr:m de ll.cprcscntuci6n de Hi.e:;::'.). Sc:i }' ur.~! 

funcional lineal acotada definida en el espacio de funciones eco 

tedan oobre el intervalo [O,l] e inteGrabJcs en el sentido Je 

Hier:ienn, con ln norma 11f11 =r:wx 1 f( x) 1 , al cu:Jl dcnotnrer~o:.; nor 
X([O;l) • 

llH [0, 11. "Zntonces existe unu funciór. fije f:cLH LO, lj, tol que 

:i"(f):c:)G f(x)g(x)dx, fi:.JlHt0,11 y lll•'ll =\bli'(xjl d):. 

Ilc1~o::trnción: Sea C>O t•11 ,,ue 1 1''( f)\ !..C 11 f 11 pur~ to:1o r~J.;H( ~,, 1). 

Pare cu9lquicr si::(O,lJ, consi.dcrcr.io::.i lo runci6n c;:;ract'"!"Í:.>Uca °X
8

, 

entonces pere cada sE[O,D el v~lor F(J~> es un ndcero resl y(s), 

y esto define una funci6n sobre (ü, l] • Veumos primero que la fun

ci6n y es de variación acotado. Sea [s 1\ 1~ 0 una partici6n cual

quiera de [O, 11 . Entonces 
'\"' n \' r. 
Lúnl ly(si)-y(si-1)1 =¿_,i=l (:¡(<:ii)-y(si-l))~t;n(y(si)-~i(ai-1)) = 
L i =] ( F ( )'..si ) -F Cf'.. s ( i-1 ) ) ) sen ( y ( 8 i ) -:: ( si. -1 ) i = 

j:ec¿;1~1CY-'"i-Y-di-l) )s¡;n(y(si}-,nsi-J )) ~ 
\I F 11 \IJ'·:i~l <X..s.i.-~(i-1))\1 ,:,cll2-=i~1<1-s1--Y.sL-:i.))!I =e 
lo que ouestrs que lo función y es de vsrioci6n ocot~do cobre 

~,l], entoncr2s existe uno funci6n ocotud1; t.: definid:; en [O,Jl, 

tel que y(o)=~~ g(x)dx, ~si P(X~>=f~ G(x)X~Cx)dx, J coco toda 
funci6n simple es co~bin~ci6n lineal de funciones cer~ct~r!s

ticas. Si z=°"-~ 1 c .. -X-., entonces l•'(z).J 0
1 g(x);;(:·:)d:' .. Si:?8 f ur.!l 

L..11- .!.. si ) 
función ecotadu sobre ~.~ e intecrable en el sentido de Rie-

r.i8nn, entonces existe une sucesión [ zn)~"'l de funcioni::!G si 11pJ e;. 

definid8s sobre [0,1] teles aue z (x)-?> f(x) cuando n -t co nnrn . n . 
toda xE[O,l], y puesto que fes ~cotada en (0,11, entonces lu 

convergencia es uniforme, así \lf-z
1

11 =sunlf(x)-zn(x)\ ? O cuan~lo 
l K€[C,)J 

n -:}co. y IF(f)-P(z )\=IF(f-z )16 l\1''11\lf-z 11~ e 11 f-z 11.., o CUDn:lo 
n n(l n n 

n -Ho, ~sí F(f)=ln\~. I•'(zn)=¿J;~lo e(x)zn(x)dx, entoncss calcul[;nc1o 
1 r'(f)-)0 ¡:(x)f(x)dx1 

= jF(f)-F(zn)~¡~ c(x)zn(x)dx-~~ c(x)f(x)axl 
f !J:·'(f-zn) 1 +)0 le:(x)ldx(r.ip,~jf(;-:)-z (x)I) 

f 11 i" llllr-z
11

il +. íb i?(x)I á;;·'iü-znll n 

f, e l\f-znll +(f0 \.s(x)I dx)ll f-znll-? o cuando n ~w. Entonces 
F(i')=)6 i(x)g(x)dx ¡;oro .fEf,H.lo,l]. 

C· 

SS 



Ahorn venmos que 11 Fil==\; lr:(x)lch::. Pnro todo fd3HL0,1] 1 tener:ios 
.. 'l . , e 1 l . ( 1 

que !l"(l) l= \)o g(x)f( Y)d::\~ )() !r:tx)1;r(x) 1 dx!:( )O jc;(x)\ dx)r.'.~x.,lf(x)I 
·'l Xo:.O,"} 

=( \ 0 i7(x)\d~_!llf!I, si f',iO, entonces !I<(f)l/l!fll~ 

~~ 1 p:( x) 1 dx, ad \l:i'' 11 ~ )~ Jd x) ¡el::. 

Por otra p2rt~. tornenos f(x)=sFn(~(x)), clEramcnte esto funci6n 
es acotad~: ·::> jntegr::ible sohrc [_o, 1], entonces 
\F(f)I=~~ .g(:<)~,'.'"dt;(x))ci:·:=(:;~J· :,rr(x)i dx)li fil, su¡:'uento que 11f11=1. 

¡v '] • 'l 
8.sílli·'l\;;:lr-(f)l/!lfll=>;1r<x)Jd:-:, y ;;orlo tanto \IPll=\olt-:(x)ldx. 

Defi~ici6n. 2.6.:?0 Un!"! runcionnl no negativo p, definid!:! sobre un 
espacio lineal V, es llamado convexa, si satisface parq todo f,f~V 
~; cé!\:0,1"}: p(cf+(l-c)g)~q:(i')+(l-c)p(c;). 

:E;i_j~!:J~l:.Q• 2.6.31 Se>a V el con;iunto de los funciones acotadas sobre 
(8, b} y sea x

0 
un punto fijo en (p, bJ. J~ntonccs Px ( f)= \f( x

0
)1 en 

o 
una funcional convexa sobre V. 

~~i!n1E!§n. 2.6.32 Sea V un cspncjo lineal real, y seE V
0 
~n sub

espacio lineal suyo. Su~onEacoa ad0~6s, que sobre el subespacio 
V

0 
se define una funcicnel lineal G. Una funcional lineal P defi

nida sobre todo el espacio V, se ll~i~a extensión de la funcional 
G, cunndo l~(f)=G(f) o_'.J:::-a to'do f·~1 

e 'o· 

~~!:JQ· 2.6.33 Sea V un espacio lineol real, y sea V
0 

un subespacio 
lineal suyo. Supongamos adenés ~ue G es una funcional lineal defi
nida sobre V

0 
lo cual satisface G(f)~p(f) donde pes ur.a funcional 

convexa y fsV
0

• ~ntonces existe un ndnero real a tal que: 
sup(l/b(-p( f-tg) +G( f))) ~af:~1L0f'( l/h( p ( f+ bg )-G( f))) • 
b) o ,,7 
i..;;"''º t-éV;i 

Supongnnos que r 1 ,f 2~v 0 y b,c>O. ~ntonces 

cG(f1 )+bG(f2 )=G(cf1+bf 2 )=(c+b)G( 0~b f1+c~b f2 )~ 
(c+b)p(c~b- fl+c:b f2)=(c+b)p(c~b·(f1-bg)+c~b (f2+cg))~ 

'.. t . . , . c Il \ .L 1 - 'f;) +e!)\ 1 é:·r::: ~;) • 

Así, para todo ~1 ,r 2¿V 0 y b,c?O, tenemos 
l/b(-p(f1-bg)+G(r1 ))~1/c(p(f2+c~)-G(f2 )). 
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De donde existe un n~ccro u.t~l que 

sup(l/b(-p(f-b~)+G(f)))~a0ínf~l/b(p(f+bc)-G(f))). 
't.>Ci t~ 
{( ·lr,¡ f L \., 

!~E~· 2.6.3.¡ ('reorer:in de Hnhn-l'.nnnch). Sea V un c::;rmcio line;;;l 

real y seo !1 cino funci onol c::;nvcx'.J fini tn. t:upon;c[;J:1os que G es Url'.J 

fur:ci0n:::l linc.:r:l dc-finjd~ so1'!"C un su1)c·n1,scjo .li:-1c;·.;l V de v, 1 0 . n -

cuul sg~isfnce G(f)~~l~) pcrc to~o feV
0

• EntonccD cxisfc unn fun-
ci?nfll linGS:l !-", de.fin~.do :1obre todo V, r:ue s:;t2.::i1'::ce: 

~(f)~~(f).~srg todo fEV y ?(f)=G(f) para todo feV
0

• 
~e~ostrnc1on: S~pon~o:os ~ue V"~1, a~! exietc e~V tnl aue alV • _, . ~- o 
~en V. el cs;::::icio ?ener:;do r.:or V '.' ?. La nxten:::i6n a·c G " V c:e-,. . .. . " • . - e -
ró ll~r.,adn '; y ccts:: [;er:~ ·:.soeci1"·ic:,ri2 en cunnto rlcfjnfü:ios G '(.-), 

{! ~ • f :. 
puesto que todo el'"mento de V'" es de lo form2 f+lif.: con lx.~q y fe V 

0
, 

y G¡:-:(f+bc)=G\f)·"'·\(<:r). AhorD bien dt!l lt:mn onte~ior, dcr::.nir:ios 

G~(~)=e, y verifique~os quo l~ cxtqnni6n reoult0ntc aqtisfacc ~u~ 
u"'("') f¡,, ;·) "'"'l'" ~o']r· f;;.V 1·•1•'~ •-o "1.'C {'. .... ~ .... _ ... _. ..... ..., . ....,, ·-;::-'·'··-'-"' .. ~, 
E;i .. 1;,~ll/bí,:;:.tf+bg)-:;(fJ)JZl/l.:\.1;(f->bg)-ü\f')), irriµli.c<J rin:r':l. I'<:.V 0 j' h)n, 

i ~· .... 71 

G(f);b~'p(~+t~), o bien 

todo .f-t-l:~E.'/ ~' 
~· 

A~or~: E:Lb ~: 12 colecci6n 

G (;-t?)=Glf;-~G (~)~G~f)~bo~c(f+bF) pgro . . ¡ · .- -

0Í.·1Li <lUe G.,.(f')=G\f) pr-r!.! tod::i f.,,v
0

• 

de ~xtcnsic~es e 1c G laa cuolcs satiDf~-
ccn e(f)~p(!) sotre el subespocio donde e9t{n d~riniJns. Dcfini

i:;os un ordc:-, percinl < sobr!.? Z pcniendo ef',e, si c 2 c:;~::i defir.i

ds sobre ~n conjunto ~(3 ~rsnde que c 1 y c 1 (~)~e~(f) donde arnbos 

est<Ín definidas. Se2 :"e"! ·c.' un sutcon,iur.to totol1:-.cnt.:: oru0n0do de 
.. '"'Q,, • 

;; se~ v~ el euhespacio donJe e~ es definido. Dcfini~cs e ~obre 

Uvo( poniendo df)=e~(.f; si fr .. V.,., así pnra cadn sui:icon¿unto tot::,l 
><-I 
~c~tc ordecndo je ~, ce tiene uno cotu ~upcrio~. for el le~~ dR 

.Uorn, .!:; tiene un elemento ::ir:Jximal .é', dcfir.iüo ::rnbn~ .::li:::.:n conjun

~o V', el cuEl s~tisf8cc i(r;~p(i) par~ todo r~v·. ~~~ºV' debe 

ser toi..lo V, ¡.·G que de otr:J r.~;n•.!:-B: ·z.i p~ . .Hi1·_!·~ 0:·:t• . .:r,ci.~!"':.Je !l F·.( ~~ot~re 

un espucio r:1·~s t.:r:inde pJr un:~ 1ilr::cnsi6n c::H~o :->- hi:..:0 :. 1 :r.~~C!-~, !--·í_-Y'J 

esto contradice ~ue F es un elecento maxioal, de dond~ tenecoa 

que V' :o.V. A~i l~: -:?xtensi6n 1'' esta dcfi.nidf; ,;;n t.;od:2s P'-'rtcs. 
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pacio de V y G un clc~cnto de 

s:6n de G, lB cunl sntisfecc: 
V~. ~ntonccs cxinte FtV' una extcn 

1: •1< ¡1 - 1¡ ,, .; .. 'v,-· "···¡~· 

~ecoetraci6n: Considerando el tcor~ma antcri6r ~.6.34 y poniendo 
lP(!) ~ri(f)=ll G\l vJ! f!I V' en donde esta desi.qt~lrled •2s vf.l::cle t"" 

ra todo i:E."I, ;¡ si"f;éO, entonces lio'(f)l¡\\f\\ . .¡-:;¡\G\'.V!·' "SÍ llFliv.., 
L 'G:• . ., ¡ , l li"'ll ''(f''/'1 :!''' 'G('"') -' .. -f'. '1· - .1 ·~v~· ror o-~:Y-o -.neo, .r y-,._=.:..· 1 1 ¡, .¡=: J 1. ·, ... ¿~ v·n_.: 

da pn·r":::º toda 'lE.V 
0

, f/O, de donde :i l' ,i V*~ !i G ll V~'. l'or lo ta!lto 
I' 1 ¡· 11 '-,! F 1 v·•·= 1 G. V"". 

o 

Corol2Elg. 2.6.36 Sea g/=O un eleoento de un espacio lineDl norrnado 
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V • Entonces existe una funcional no nula F¿V~, tal que F(;)~ l!?;¡v• 
\1 2' ll V" 
Dernoetreci6n: Sea V

0 
el subespacio generado por el ele~ento z, y 

definir:w'°' G(8g)=c; 11 f \1 con a::cfü, entonces haci-.mrio uso del co:·ol2-
. t ...... ,... ,, 7;,'"- ...... o .. :"I,..,. .... o,..,.,, .... r ~ :. ... or. ;¡-,:1 - ·'"'"i1 ::.'~--ria [!n 0~10 ... t:..t.' • .,,,.; !-· c.~ .. ~~n e "•~k u.Lr • e"" .... r .. v .. - , ..z, ·.-: .... e-·· ..,t,n 

diendo G <.todo 11: ?ero co::io j.'(~-::/==G(·:i=;\;::;í\ en·¡ se "':ien·~ o:,¡e . '• ,. o 
i¡ ~ llv .. = p~p i~··(.:·//:lfll ~ ii•'(¿)i Íii g¡; =l, esto es il ¡; !1 ~;~==1, :.· d;;;d:) 
que !! ¡~ 11 ·'V ... ' es Ü:! ninir.i'l c:mst::inte e tr:l que '1',(h)! == e:. h .. para 

todn hEV, entonces se tiene.que '.I r'liv .... =1, puesto que ?(;-:-)=il¿ii 

en v;; Po::." lo t2:?:to ?(;;:;)=!'. F(i 11 .., ll r-11 ·r 

Sea I une f!!rülio de Índices, y supon::;anos oue pern c,;·cs :.·::. ! , ~!. 

es un espacio de Benach. Sea V=((f,,1dt.J; f,¡;:·:_,:•I:.:lfl!v-\:1::~. ::nto!} 
ces el espacio '! con 12 norr..a {:f.-<\-::¡ = L,1: f 11,/cs un e~r.acio de 

r • ., .:"" ·- '!' "'"" """ • 'T Eanach. l este espacio es ll2naao suna direcwa de loD espec~~s •. ~ 

es frecuenter:icnte denotado por V= ·.±:i V..J,. 
~:t! 

Sea V un espacio de Banach y !f: un subespacio cerrado de V. 
Si r.~~v definir:ios uno relnci5n je cruivalencia en~re 0lc~e~~os 

de V cono ni0ue: (f,1:);;,R si y s6lo si f-gé'.". Denot9~'..'ls D} cc.n~:;n'.":; 

de claoes de r:quiv2lenci:J nor ·¡1'! ..• ;1 cor.?~ !'lnte..;:; ciefini;.:os Ja ~.j"'._-

ci6n y r:1ul tiplicélc:i.6n por elementos de R de estas clas;;s cono si

gu~ a [f] +b[~ =(af~bgj. ne esta nnnera este espgcio es line~l. en 
donde l:l= lO). 
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Defini!30:J 11(i')11 V/:.,= f[}¿:~ llf-::: 11.,,. i odeno:; d<:Jr un9 intc!'!'!'Ct:Jc)~n 
un tCJr.to geo::iétricu du cstD dcfJ..njción !·GI'~l ~jlluc.;i.(!~ir noürt: r.1}·~. 

s2be::~os que er! todo c...:1;·_jcio lj_nc:1l ncl'::--.e:.Jo ·.¡ ¡,oüe:::o::1 r:~-!."inir ta~'J 

r;1étrice nt!turul poniendo d(f,;~~):.=. ilí'-1:-iII.;• i\:~~11."'.:- bir!:1, l~ ;~2.st~i:-·, 
cio de un punto feV a un conjunto~ ac p~edc d~finir co~o ~(f,~) 

= ~:-;;!: d(f,I:J)= ;in!.' llf-r1ll ..• 'Je .Jst~ r::::nero t'i(f,:.)= ll[fJ!:·r'•• _·s 
L1~,1.~. \ ... l~ :~· -. 

1
• 'V ·. . "" , 

1 
, , ~.. /t 

f!:e;iJ. VC;"" C1U" 11 L'J1I <.;'' U.r."'· "10·-r:-·:·1 • l't>'·' P''n•·;r:lo ·' 1-i'] 11 _,-, ~.-,.j, -- ... ... .._ ~ • - • .. • - • "· - ~· .J ..... •· • " , 1 L--. ' "'-/ /. ... .... .... ...: .•. , :-· . ..1... -

ca que fi')=I .. = [0j. :~n ~i'ecto, sen [r::n'; ~~l unn 3\1C'2$i:5n ci,; cl.;;;:;.-;p_to~ 

de V t81 que il f-r:i,,.1il:,-7 O cuonuo n -:-'.0, cntQncen li i'.! 11 -r.ir" ;¡ ~-~ 
.. J .. •• ' 

11 r~ -f 11,1+ lli'-:~1 • 11 ., ~ () cu<Jndo n,r.; _,.(..!; , ~si {r:. \ (<~ 1 e3 una sn-n .i • n, n-
ceai6n de Ceuchy en el enpecio ~:, y pue2to "ue ~ ce un subenpecio 
c:rrr;do, entonces :._ e::; un ::ucesp'.:lcio cor::nleto de V, puesto qne 

cnda Ducasi.6r: d.e CDL.tcl:~ .. ' de:;: tiene un 15~-:.tc ~~n V, -pero : .. (:,~ ¿;e~ 

te rr: r- · .._,,l 0\lC l"l -"' ¡~ C .•• ,.,.,,.;O n _,,,. ne-{ : ••• _,., :; .: 11¡ +·_,._ ¡I ' .. -•· ,,_,.,ve. .• ·n (" '-"'· .. '"J' ._,.,_ ;- ... ,,,,- ', ... r. 
· O cu!'l"rlio n · · · ,.."\,... .... ,., t.-.n•· '1·1 .:· , .. '1 --O ,.,~ .. o ~ ..... ,...-l-;C. '' ---/' ~.:... .... e .. ?'J., :.:v- .;...., i;.. "'e ..... -...;¡i •1 .. _., ...... -............ ::: ... - .. : .,t,~.:; 

Por lo tonto ~.(;=:.:=(o] • 

;l::?r~-!::; ··,; 
f =!:.;~ ~ : : 

j,a desi127u'Jldnd del tri8nr;u1o es probudn cono sirrue: 11 [:fl•[};:}!iv::."" 
i! [::.,.r-j ~!-,,·-"' r:~~;;. 11(:'.:·-."")-1:: 1: .• ~ '1.::--ir.i 11,1+ '.lp;--;·r:;:,,, en-:o"ces ' 

I .-. ,€_.... ·¡ ' ' 

rl,'!'lf. ll(f+r)-m llv es cot~ in.±:',erior del con.iun~~o de núr:ie:ros 
.i,~··:_ ·r" ll ..+. 'I __ .;. .. '"'""" ..,¡:-.,.' .,... { ""' [·. ~·- -• .., l + ¡~.4-~.:!""'. •· "'\ne.: 

1. f , .... ,1 ·¡ 1 f', ,,r:J . '.! Cv •. r.._ .•. , pe_ O ...,n •• -Ll ••• r .. 11 ~; !,., ... 1. 1 ~ -- 18 
• 1.iE,.tu lf , .J 

r.i~xir.m cota inferior de ente co:-ijunto, entonces r~l~~ \\ ( r~,<7)-!:1 1 L¡= 
{nf' :;lf-cn 11.,+ 11r:-~r.i11 u} .._.. -oor lan nro:;:iedt.:ñcs do. ín::.'ir:!o ten'}r.os f.lto e- ., ' <' • V J ' ' • 

q~,~ :r!;if- ~;if-~:U ¡¡ v+ 11;s-;rn11 v1 = fr.t; 11f-f;:"i11 . ..., + ir:1t; 11 !"--:,::: 11 v, :: d Eldo 
!!h.... me.•. r:lth• 

c:ue t9r.ibi6n -f~ne.:.~. tenernos que l!(f]+[f'] !lv;::~ ll[f'Jl\v;:.: + 11[1'.Jilv;:.:· 
L<.OJ rro!lied8d 11 [:"Jfj 11 •r¡--=a ll[f] li,1¡,- con a¡úJ es obvia. 

1 •• 1 ... 

~~- 2.6.)7 :Jea V un enpacio de Eunoch :/ sea •• ~ un subes-

pecio cerrsdo suyo, entonces el espacio cociente de V 
, . ,.,,. 

segun ~'L, 

V/~, es un espacio de Benach. 

;)c;:;ostr~c.:~t;: Se<! ;ír -,} O"> un8 sucesi6n ":lbsolatsr:i()nte nur:i'1bl~ L-- nJ n~,l 

en el e~pacio cociente V/~. ~sto sienifica que la serie: 
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.PF.lra cada n, escojmaos m c!.1 ·t.ul ouc ll 1~n-rn 11 L:¿ ínf' lf -mi!, r>nton 
n n mc:l'-1 n -

ces frn-r.in""\~=l es uni'l cuccs16n nbr:olutnr.icnte ::¡ur.inble en V. ~ea 

¿.., ·¡ 
1II ,, 11 11 ¿--, 'I)" e;=lÍi:. ::'. 1 ( f -r.i ) , critonces \ n~l [f'r1l -(r-:1 V¡i· ¿, n'.._l f -g-

N·'Hn ,n-- n n - '· - n 

Ln~l mn \1 ..:¡O cur-Jn(lo N ->ro. l~sto :irneb"l aue {[fnl 1nc.:;:'1 es uno 
sucesi6n sur:inbJe. T~ntonces por el teorema 2.ú.18, tener.ios que V/r.: 
es un espocio line0l norn0r10 conuleto. 

Z..ig~nlo. 2.6.38 Sea V=ClD,b] y r:.={r ; f(O)=O). i·~ntonces V/:.1= m. 

ll~fi!!l.21.2.!l· 2.6.39 Se~rn v1 y v2 espacios rlo Banach, 'I' un operador 
lineal acotedo de v1 n v2 • El operador arljunto de T, denotado por 
T', es el operodor lineal acot8do de v2 a Vi definido por 
T'(G(f))=G(T(f)) para torlo GEV2, y para todo f~V 1 • 

~g~~~· ~.6.40 Sean v1 y v2 dos espacios de Danach. Le función 
T-) 'l" es un isomorfismo isométrico de 'tU 1 ,v~,) l'.l ;;':(v~,,v;). 

Der.iostraci6n: La funci6n T ~ 7' es lineul, puesto que G(oT 1+T 2 )(f)= 
(aGT1+GT 2 )(~)=aGT 1 (f)+GT 2 (f)=aTiG(f)+T~G(f)=(eTiG+T~G)(f)=(aTi+T~;G(f), 
EL hecho de que T' ee acotado y que lo funcién es uno isoDatrie ce 

nir,ue '11?: 

11Tll""(V
1
,v

2
) = supliT(f)llv = sup ( sup IG('.i'\f))I) 

<.(.. llfll!.l . 2 llfll~l llC::.11'=1 
6.EV{ 

= sup ( sup l~''(G(f))I) = supll 1l11 Gll=ll'l11 ll-"(V"!i; y ... )• 
llG11!1 llfll.!-1 \\(,.11,!,.l e>. ¿• 1 c..e. v; c;.c. v; 

La segunda igualdad se obtiene de corolario al teorema de Hahn-
Banach 2.G.36. Haciendo IG(T(f))I = llG "v•.llT(f)llv donde GE:V2 es 

2 2 
no nula, entonces ll 1r(.r)llv =IG(T(f))l/llGll,así supllT(f)llv

2 2 llfllH 
= sup ( suplG(1'(f))I ). 

11 fu ~J. 11c,11~ i 
G.€. v.¿ 

Un espacio lineal nornado numerable es un espacio lineal V provisto 
de un sisteou nuacrable de normas 11 •ll equivalentes entre sí. Todo n 
espacio lincnl nu~cr~ble se convierte en un espacio lineal topol6-
g!co, si defini~os un sistema de vecindades abiertas de cero ~ _, n,-
cada una do las cuales esta definida por los nómeros n y e, y cons-
ta de los fEV tales que llfllf-E ,llf11 2 <¿, ..• ,llflln<E:. Vel:los t<Jr:ihién 
que un espacio lineal normado numerable sgtisface el primer axiorn8 
de nu~erabilidad haciendo que E tome los valores l,t, ••• ,l/n. Es 
~6s la topolo~ía puede ser introducida por una m6trice invariante 

c .. bajo traslac:.iones d(f,c;)=_I~~l 2-n(llf-glln/(l+llf-glln)), r.c~V. 
Como e,jer::plo tor.i'.1mos o c:r..[::i,b~ con J..:isnorrr:~sllflln==D8Y~~lr(K)(x)l1,11=0,l,2 •. 

~. -l \t¡J 
O~K!:n 



~~!:!2· 2.6.41 (Teorcr:in de F,::rn'JCh sobre el operador :i!l':cr:::.:>). 

Sea U un operador lincnl ocotndo, que cfcctó~ una tr2nsfor~nci6,¡ 

in~'ectivn de un espncio de E:Jn<:!ch v1 :::orrc un cspac·:o rlc I'.,.in'.1ch '!;:-· 

] . ¡-1 ;;:ntonces e. operador inverso t ce un operador ncotado. 

Dc~ostraci6n: Obs0rvor.ios prir.Jcro que, u-l es lineal, en efecto, bas 

t:1 cor.iprobar que se cur:1!ile l.:i igualdad 1.i- 1 (nf+l1,:>;)='1ll- 1 (f)+l:\J-1(,~).
}':11·8 esto, por:c;or:1os i.J(i'1 )=i' ;,r U(r:1 )=;-. "JcbHo i::; le .l:':iccili:lsi de~¡ 

Ulaf1+bg1 )=aU(f1 )+bU(g1 ), 

de acuerdo con la definición de operador inverso u-1 (f)=f1 y u-1 (G)=~l' 
el<' donde 

nr~ 1 ( f )+bu-1 ( g) =af 
1 

+bg
1 

=U-1 (u( ar 1 +bg1 )) =tr-1 ( nu ( i\ )+bU( .:-1 ) )= 

l!-'(nf+bc;). 

N~tnmos tar.ibión, que si U es un subconjunto denso de v2 • ~ntonccs 

· t.•.'.o eler~ento no nulo de V,,, puede e:-:;.iresn!"sc cor.;o: 

r :· 1 +f?+ ••• +f + ••• ,donde? e:.: y llf 11~(3/2n)!lfl!. • ~ n n n 
J ..... , ... t " t . " " 1 ,. . " , ó n r,. ) '.C o•""' ~ -; '"lt ('> • . ~ " - e . e ~ : .... e., o, con.., rllJ·~r.io.. n ,,i.;cc.,~ i:'"nl l1'-'l e .. ,~ ,_,_,., -.. · ~·:::1. · <' ·:: ·• 

f':<: .. , de tnl manera que llf'-f
1

11<;Jifll, lo cu?l t:s sic?;:pre ¡:onible yo. 

q;:,· eDto desi.r;ualdad define una bolo ;::ibiert8 de radio ~11.:'ll y centro 

c1: el punto f; li( f, '.: llfll), dentro de la ctwl dci:e c:-:L:tir un ele:-;e;:! 
t.· .fo Z:I, puesto que :.1 es un 'subconjunto denso de V2 , cocoj::mos f,.c: .. , 

,¡,· ::;:rncra que llf-f 
1
-r 

2
11 e: ( ·~) 2 11r11, er:. eenern l e:::;coja::ios 1'11 , tal que 

11:·-:·
1
-r

2
- ••• -I'nil'L\)nllfll. Tal selección es ::•os::blc, ;_;a que:.: es '1enso 

t·:·. v
2

, de acuerdo con esta selecci6n de elementos de;,¡, tener.ios 

li '.·-¿n~l f n 11 7 O cunndo n7m, 

,.,.:o es, la serie L~l .fn converge hacia f. :Estir.iel:lo.s ahora, las 

~-.. ·:·:1os de los elenentos fn: 

:·_: il = llf-f 1 +fllt: llf-f 1 11 + llfll ~itlffH;·ll f 11= ( 3/2) ILfH, · 

i: :·.'u= llf 2+f 1 -f+ .r-r 1 11~11r-1'i -.r 211+11r..;r1116;i-ur1f+frll.r/I =< 3/4>11.r11. 
:·. :::1l1:12nte 

:'} == llfn +fn-l + ••• +f1-.r+.r-r1-r2- ••• -fn_1 ll 

f llf-f 1- • • •• -fnll+llf-f 1- ••• -f n-lllt:( ·~)nllf H+( un-lll r 11=( 3/2n) 11 rll. 

<:·· c. 



Ahorn, considcremon en el c:_¡pac io V') Jo:::; CDn;jun Lar; r .. , , d 0:1cl" .. ,_ 
L ~ " 

consiste de cler:!entos fE.V 2 , triles que ::iotiafnccn ln dc:;lL:tt::h1:ld 

llU- 1 ftl~kllftl. 'J:odo c1er:icnt¿ riel enpocio V,.,, se cncucntr:::. en ~ürto 
,,, t' 

Ll~, es d~cir V,.,= U Llk. De acuerdo ol feore~a de Eoirc sobre ente-
-~ '- 1-:-::... • 

r,orias. Toc1o ccpa.cio r.Jétrico cor·plcto, no puede r<1prcncnt-:r:ic c.J-

í.lO la unión nur~crable de conjuntos nunc.'J elencos, cc decir, :ic C01} 

juntos que no son densos en ningunn bol:::.. J.uc;~o, :.:!l :c.-::r.:::; ~;:~::., ,;" 

los conjuntos kk' dicncoc Mn, es denao en uno tal~ obi~r~:::. ~<f 0 ,~). 
consideremos dentro de este bolo el conjunto S de puntos g, pare 

loo cuoleo se cu;'.lple ln desigualdad 0(b<.¡¡g-f
0
11<n<_E:, c:::ndc r

0
.,::

11
• 

Hago~os uno tra~aci6n de B(f0 ,E) ol ori~en, y dencter.Joc al conjunto 

to rc3ultonte de la traslación de S, co~o S
0

• ~rohc~o~ QUC en 5
0 

existe un conjunto denso l·1:·¡· Seü t;E.Snr,:n; or;:;onces ;_:-.f
0
.:S

0 
;i' se cw:; 

ple que 

liu-1 ( g-f 
0 

)11t=n(11g-f
0

11) ~n( llgll-llf 
0
11) 

=n( lli':-f +f 11+ 11.f 11)~n(11a.-f 11 +211.f 11 )=nllr:,-f 11 ( l+( 2 ll.f 1v·11 r:-f íi ',· ',·. ,. o o o ~ o o · · o o· - o 
!:n(llg-í

0
11(1+(21lf

0
11/b)). 
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La r:mcnitttd n(l+(211f 0ll/b)). no depende rlc g. 'ro~1c:~ios :!=l+(l"-(2•i.:.' 0 i:/t~) 
Entonces ~-fes y, como M ·es denso en s, ~M scrd denso en S~ c~n _ 1 o o n .. _, 
11 U -(g-f'

0
)1i ~:·Jllg-f 0 11. Consideremos un cler:iento .f no nulo en v2 , 

entonces sie:npre se puede escoger C!cr:t, tal que b<llcfll<o, es decir 

que cf.:.S
0

• Puesto que MN es denso en s
0

, se puede co::struir una s:i

cesi1n de elernentos fkeM .. , convergente hccia cf. ~ntonces la succ-
H 

si 6n l( 1/ e) f,} ~-l convere;e h2cü1 f. Es evidente que si f,_.¿ :,¡ __ , ento!:-
l'\. J\- ~ ~\ 

ces también ( 1/c)fke.M
11

, para todo c;!O, ce:R, p:..;cnto que 

l\u-1 (fk)ll6~ll\fkll implica 11u-1 ((1/c).fk)ll6N!i(líc)fk;1 p8r:1 c~O. 

Por co11si5uiente, MN es denso en v2-(o} y, por esto, tar.1bién lo es 

en v2. 
Considere~os un elemento no nulo feV?; entonces f puede exprcsgrse - ,_ 
cor..10: f=f1+f2+ ••• +fk+ ••• , siendo llfkll :f (3/2"") llfll, f:.~¿'.\· 

Considcre~os en v1 , la oeric fornada por las inócenes reciprocas 

de los elenentos fk' es decir, de los elenentos ek=U-1 (rk). Esto 

serie converge n un elemento g, ya que tiene lugar la desigualdad 



¡¡gkll=l\U-1 (fk)ll6Nllfkll=N(3/2k)llfll, pnr2 toda k, y si denotnr:ios lDs 

sumas parciales de Lk=l gk por sn, entonceo para n':> r~, tenemos 

11 sn-sr.111= llLk=~+l r::kl\ 6 Zk=~+1 1 1gkll~:m llf 1 1Lk=~+l ( ¿.) k 

L r ( 1 ) m -. n ( .: ) k -3h llfll :~ L; k=l :l -; O cuond o n ,r::1 7 cr., 
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E t 1 . 6 r ~. 'L d . 1 d 1 cer .. V n . "º '..n onces a sucesi n '\.ºnsn;,l e sumas parcia eo e a ., ic Lk=ll'k' ··-

una sucesi6n de Cauchy, por tonto lEl serie¿ k~l gk converge a 

un elemento geV 1 , adem~s · 

lle it6I:k~l !lgk!l.63!T llf ll=k~l (} )k=3Nllf 11. 

Cor:io la serie ¿:::k~l gk converge a un ele~elito g~V 1 , y U es un ope
rador cnntinuo, Ge tiene que U se puede aplicar f1 esta serie térr.;1_ 

no a término, ya que al denotar por sn=~k~lGk a la n-ésima suoa 

pnrcial de la serie ¿~1 gk' tenemos que si ~~g; sn=g. y U es un 

operador continuo 

lír.1(U(s ))=U(lim ~ ), 
li...)>CO n 11-)CO n 

entonces 

U(g)=llg1 +ur;2+ ••• =f1 +r2+ •••. 

de donde r,=U- 1 (f). Adem~s 

11 u-1 ( f)ll=llgllf3N llfll, 
y cor.-.o ci:;tn es um1 estimaci6ri yálid?·para .. cualquiér fFO, el operDdor 
lineal U-l, es un operEldOr iiri:~r~·aCc;Otado:.-.10 •. q{f~{cónclÜy·e lá dctr:O§ 

traci6n del Teorema. 

A continuación hElcemos un brev~ estudio, sobre álgebraE de Banach, 

como une extensi6n de espncios de Eenach, es decir, estructures qke 

ademós de ser espacios de Banach, satisfacen las siguientes pro~le

dades: llfgil6:llfl:11g¡¡ para todo f,g y la existencia de un eler.iento unJ; 

dad, tnl que, su norma es i~ual a uno. De igual nencra cxtendenos 

el concepto de homornorfismos a homornorfismos de carácter r~ultiplic2 
tivo. 



~cfi!!.:\.Ci6n. 2.6.42 Si V c::i un 61.'.cbro de ncuerdo con la def. 2.3.1, 
Y ai en adici6n V es un espacio de Hanach, cuyn norma satisfucc: 
(:i.). llfc;ll~llflll!r~ll pnro todo f,ct:'I. 

(ii). i':l elemento unidi:id e de V es tal que llcll= l. 
Entoncc::i V es llamada un ~lgebra d~ P~~:ch. 
Notemo8 que no se requiere que V sea conmutativo con respecto al 
proclucto. 

§j.s?!::.I!:!..~· 2.6.43 El espacio C [a,b) con las opernciones usualcG 
entre funciones y con la norma 11 f 11 = r:m;.; lf(x)I, es un álgebra 
de Jlanuch. xera.bl 

El~E~!g. 2.6.44 Sea V un espacio de Banach, entonces el álgebra 
~V,V) de todos los operadores lineales acotados sobre V con ln 
norma operador e~ un ~lgebra de Banoch. 

E~2E.2§iEi6n. 2.6~45 Sea V un E11rrehrn de fürnach, entonces lo r:ml

tiplicnci6n es una operación continua. 
Der.w:.;tr!Jción: 3upongar:ios que fn -7 f y fn ~ ~~ c1rnndo n 7co, ent8!.! 
cen f 1? -:fc:r=(f -r)g +f(f! -c.) -"'O cuando n --"'co. Equivalentei;¡entc n, n "' r. - n ·n - -, 7 

fnr:n -7 fg cu:<Jndo n -?<X> siempre que fn ~ i' ~' g
11 

...:i. g cuando n ~ro. 

1~~f:i!)1-_ci~!!· 2.6.46 Una func'i6n F de un úl,:;cbra de "Bunach v1 e un 
ál~cbr~ de Banach v2 , es llamada un ho~omorfismo si: 
(i). ¡.•(af+bG)=al•'(f)+bF(g) para todo f,ge:v 1 y a,b~H. 

(ii). F(i'g)=F(f)F(g) paro todo f,gEV1 • 

De~i~i~i2~· 2.6.47 Sea V un álgebre, sea fEV, el elemento fes 
llan~do ir.vertible si este tiene un inverso multiplicativo en V, 
e;;to e;:,, existe un elemento f-l€. V tal que r-lf=ff-1=e. 

f.!:.Q~Q_g::i_sl_6n. 2.6.48. Sea V un álf.ebra, sP-a fEV, si fes invertible, 
P.ntor.ces el inverso es único. 

l:!.Q..2.QE.ls:.:!:.ón. 2.fi.49 Si 1.t' es un homomorfismo sobre·unálgebr~ V.· 
~ntonces P(e)=l, y F(f)fO para todo f invertible en V. 
Demostraci6n: Sea geV tel que F(e)~O. Puesto que. F(g);F(ge)= 
F(~)F(e) se sigue ~ue F(e)=l. 
Si f es :invertible, entonces F(f)F(f-1 )=F(ff-1 )=F(e)=l, así que 
l!'( f')pO. 
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!~.Q!:Q!!):}· 2.6.50SuponBnrnos que V es un álgebra de Bnnélch, fEV, 

11 f 11 < l. Entonces 

(i). e-fes invertible. 

(ii). ll(e-f)-1 -e-rll== llr11 2/(1-llfll). 

(iii). 1 F(f)l<l para todo homomorfis~"? E-~re V. 
Demostraci6n: (i). l'uesto que llfnll ~ \lf lln< 1, los elementos 

g =e+f+f2+•••+fn forman una sucesi6n de Ceuchy en V, en efecto 
n \\ m+l n ll L supong:;;mos q_ue n)rn, entonces gn-e;rn 11 = 11 f + • ·· +f -
llrm+l¡¡ + .. ·+llrnll !:. \lfl\ 10+1 +···+ llflln -70 ctrnndo n,1:1 ?w. 

Y puesto que V es completo, entonces existe g€V téll que gn ~ g 

cuando n ~co, :r como adcmós fn.::, O cuando n -?W y gn(e-f)=e-fn+l 

=(e-f)gn' entonces la continuidad de la multiplicaci6n inplica 

que g es inverso de e-f, puesto que Gn(e-f)=(e-f)Gn ~ e cuando 

n -?ro. 
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(ii). Vemos que 11 g-e-fll=llf2+r3+ .. ·ll ~Ln~2 11r11n =llf11 2/(l-llf'll) 
( ")-1 pero g= e-.L • 

(iii). Sea a~ITT tel que la\~ 1, entoncea por (i) e-u-1 r es inver\i

ble y por la proposici6n 2.6.48 tcne1:1os nue l-a-1 F(f)=F(e)-a-1 F(f) 
=1''( e-s-1 f/.i.J. l,or lo tnnto i''( f),ta, entonces \ P( f) 1 <. 1 pera toa a f<:V 
tal que 11 f 11 ~ 1 y para todo P un horiomorfismo sobre V. 

2 • 7 ~§J:?A9-.rn§ .. QQ1L!!I:!_PRODUQT.Q_];I~T.l':!~IOR. 
~ef2~i~i2~· 2.7.1 Un espacio lineal V sobre el campo~. es lla~aao 
un espacio con un producto interior, si existe una función(·,·): 

v~v ~ ITT que satisface las siguientes condiciones para todo f,~,heV 

y aElrt: 

(i). (f,f)~O y (f,f)=O si y sólo si f=O. 

(ii). (f,g+h)=(f,g)+(f,h). 

(iii). (f,a~)=a(f,e). 

(iv). (f,g)=(g,f). 

Notamos que (ii), (iii) y (iv) implican que (f,ag+bh)=a(J,g)+b(f,h), 
(af,i;)=a(f,P").J,a función(-,·) es llamada un producto interior para v. 

E_jemnlo. 2.7.2 Sea V=C [a,b1 para f,ge.V definimos 
(f-;,)=(b f(x)g(x)dx. 

' ... .l Ja 

fil~Eilllo. 2.7.3 Sea V=Cnla,b] para f,gE.V definimos 

(f,r,)=\~ f(x)c;(x)dx+~ f'(x)¿::' (x)dx+ ... + Í~ f(n)(x)g(n)(x)dx. 



llEflE!l~1i.!> 2.7 •'i Dos <Üll:1cntoa J' y¿ de un env:ci.o con un riroduE 
to in-:;eri::ir V, :-;on llm:1aJos ortor;onuJ.c::;, Gi. i f,1>;)=ú. Una colecci6¡; 

{f ,) ue clcr:¡cnto:; de V es 11 <Jr:md:::i or· Lon~1rr-wJ, ai (f., r.) = ó . .• 
..L j .l .!. J 

l'or el DCrJCJ~to cienotnrernos llfll =((f,1')) 112 , vcrm:10u 1:16.J :idelonte 
que en !:;)f..;cto 11 • ll ·~n una nor1:n:i. 

Con lo que se concluye que tode funcional lineal ocotadn oobre 

C [a, b], ne puede cxpresflr como (·,e;) con una ún1cl'.l t:;EC (<:t, bl nl 

considerar el teorema 2.6.29 y el ejemplo 2.7.2. 

La ofirr:wción 2nterior se formalizar6 con el 1er.ia de Ric~·:z 2.7.1~; 

'.tEQE~~· 2. 7. 5 (Teorcr.10 de Pi t8goras). S•.m lfnl n~l t:n conj<.mto 
ortonormnl de un especia con un producto intt-rior .,! • Sntouceo pa-

ra todo feV, tenemos que 

11 "'11 ¿= '\' -' \( f f'I 2 + 11 .f-" N ~ Ln==l n' / !~n=l 

2-2~.Q,!,g.;:J:g. 2.7.6 {Desigualdad de Dessel). Sc8 ffn1n~l un conjun~o 
ortonor¡::al de un espacio con producto interj or V. :·:ntonces p'Jr:J 

toda f€. V. 

11f11..:~¿n~l \{fn,f)I 2
• 
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º.QLQl~rio. 2. 7. 7 (Desigualdad de Schw•1rz-Euniakovski) Sea V un t:rnpacio 

con producto interior, entonces i(f,g)l~l\fllllgll para.todo .f,g 'l. 

Denostraci6n: Si g=O la prueba es trivial, en otro caso el vector 

p./ 11 B"I! forr:ia él mismo un conjunto ortonorr~.al, osí huc:'..en..io u30 del 
c~rolario 2.7.6, tenemos oue 

llfll 2~l~i·,d11 g11)1 2=(f,~) 2/ll¡;J1 2 • 

Corol~r~o. ~.7.8 Todo espacio V con un nroducto 

~~;~~~~lin~:1l norr:wdo con llfll =((r,.f))i/2 • 

Denostraci6n: Sólo basta ver que la desigualdad 

si~ue de la dcsi8ualdad de Schwarz. 

interior, e,; un 

- -. , : .-

del tr_iangul9 se 

Este corolario muestra que se tiene una métrica natural d(f,g)= 

((f-g,f-g)) 112 • De esta manera, tenernos la nociones de convergen 

cía, cooplctación y densidad definidas pera espacios métricoa. 



Obnervomos que en un espacio llneol con un producto interior, V, 
la función ( ·,·) producto interior es continua. En efecto, supon

i::2mos que fn ~ f y r;n ~ e; cuondo n -:' w en el ~;cntido de c:.;nve!'i'.C_!:! 

cia en norco. Primero vcc~s que si f ~ f, entoncca nora E=l exje n . -
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te¡¡ tnl que p'lru j~,,; \U' 11-\Lt'\l~\lfn-fll<. 1, 1si \lf 11<1+\lfl\e:> v:~lidr-1 Dl' n n --
ra i-.;.~:. SeE! I.:=r:wx{llJ111,llf

2
11, •• ,\lfN1\,l+11f11.} lueco llfnl\~! .. pGra tod'..'! r.. 

Ahora bien l(fn,Gn)-(f,g)\ !: l(fn,r.n)+(fn,-c)I + l(fn,13)+(-f,g)I = \(fn•·'.':n-c)l 

+ l(fn-f,¡:;)j f\lfn\illf,n-131\Jllfn-fllligl\~!.:lle;n-¿;\l+llfn-fll!ICll-} O cu2ndo n ~-r, 

la segundo desicualdad es la de Schwnrz-Buniakovski. 

Defi~ici6n. 2.7.9 Un espacio con pruducto interior que eo comple~0 

::-~~-:6trica inducida por \lf-gll =( ( f-c, f-c)) 112, es llrn:icdo de Hil bert. 

]2~f}nis:i6!,!. 2. 7 .10 Dos cnpocios de HiJ.bert !11 y H2 , son llamodoD 

isor.10rfos, si existe un o¡:er::idor U:H1 -; H2 t<:.l que (U(f) ,U(g) ) 11 = 

(f,g)H parD todo f,~c:H 1 , el operador U es llamado unitario. , 2 

l ,. 
Sea (C[a,h])"'=H

1
=H

2 
y sen 'l' una matriz ortor,onal de 2,':2, dignr.ios, 

T tiene vectores fila (cose,scnB) y (-senB,cos8), así Tt=T-1 . Si 

f=(f1 ,r 2 ),g=(~ 1 ,g 2 )EH1 , dcfinir.ios (f,g)=ftT3; entonces (f,g)= 

ftTg=ft(T- 1T)T~=(ftTt)T(Tc)=(Tf)tT(Tg)=(Tf,Tg),T ea unitario • 

. L!:.Q.!2.Q§i,Q).6!!• 2.7.11 (Ley d-el poralclogrm!1o). Si f 1 f5éV, V un espa

cio con !;roducto interior. ':::;ntonces 
~ ? -

11 f ¡ g 11 (.'..,. 11 f -1;, 11 "=- 2 11 f 11 .:: + 2 11 {\ 11 ¿ • 

Adcr.::'is, si en u1: l~Spé!Cio linc·:l norr:iodo, V, t-:c satisface esta--i5ual

dod p9ro todo f 1 0~v, entonces V es también un espocio lineel con un 

pr-oducto in";erior, con ( f,¿i:)=!.( \lf+g11 2-11r-1;11 2 ). 

Ve~r.ios que esta condici6n es suficiente. Pera f=g tenemos (f,f)= 
- ( 2 2) ? :¡ 1121' 11 -11f-fll ::: 1:r:1~, este scró prccisancr. te aquel producto esc9-

lor ,,,~".? i;-idncr~ en el csrncio lineal no:rr.rndo V la nor1::a clefi.njdo en 

él. Ante todc, se ve inocdiat~ncnte que (f,e)=(e,f). Ahora bien, 

co:;sidere1:10s (.:··,_;,i1)-(f,h)-(c:,!:) y ver;1:Jos que c<>tn reluci6r. 13S lde.!] 

t:icc:::cr.tc cero, cr:to en, (f-,·,i:)-(f,h)-(r:,b)=O paro todo ¡-:',r,h2_v. 

l'ri rJcro :fr.~c =·v:::::oo '1 '.le •l((f' ~, h )-( f, h )-(e, h ))= l\f +c+ l: 112-11 f +g-hl 12-
? 2 0 2 

lif+hll' +llf-hll -ll.:-;1-hll~+-llc-hll • De :-::cuerdo con lu ley c]el porelelor:re-

mo tene1~0G qne l\f+r;·.-hl\ 2='."' 11f.,e:;11:2 +2 llgli 2 - llf+h-c; 112 y 11 f+¡:;-hll 2 =211f-hJl 2+ 
? ,., 

2 llgll~-llf-h-,<"ll~. Sus ti tuycndo estas expresiones en 4((f+{'. ,h)-( r ,h)-( ;~ ,h)) 
2 2 2 2 2 2 =11 f+g+hll -llf+g-hl\ -ll:f+hll + ilf-h 11 - l\g+hll + ltg-hll , tenemos que 

. ~ 2 ° ~ 2 ~ 
'i((r + 1-~, 11)-( r, h )-( ,~, 11 ))= - llf+h-í".1( +11 r-h-g11 .. 11r +h 11"' - 11r-1111c.-1rr;+h 11 + llr'.-hfl.::. 



l.JUc¿;a ~0::1!Jno.:1 J~ ~~:..i~~:r: r•·::~i_:J cie l.;..!s oon r~J._}t:.i:.;I!t.:!j qUü ne tlcnt!r. p-::1-

r<l"Í((f,c,h)-( '.',h)-( ·-,h)), tcncrr.o::; que 'J((f•:c,h)-(f,h)-(r;,h))=,\-( •\13;11-1r11 2t 
0 - ? ? ? •. ~ 2 ~ 

11 ¿;t h-:'¡ ¡"- )-:: ( 11 r;-lc·' ::· ¡¡~ .. · Jl¿-:;-h-f ¡¡-)-lit:' h 11-; lic;-!111·:::11,- t }il ( ... l!fll -1 lg-h !¡- -

!li'\l2 -::::_::..-hll 2 +1l1:-J·¡IJ;;_;=O P"Jr~i todo f,¡:;,h:;V. 

Considcrcr:ios 3hcir:.:., J.it:'r~, cucJlu:::uicro f y 1: .fijos la rel<:Ci.Ón 

(cf,gj-c(f.c), c::i·. c~:'.<, y vc::r::-:;:J o>.1<? e::t« rcl·:c.i!in e:: :.,len-:.j.cu::;.~n

t!: ~ero, :st•J es, (cf,c)-c('.',;-:)=0 pnr:; torio cdk, Ob!:ervi:;r:ios que 

(-f,c)~-(r,c). for e~o p~rE cu&lqulc~ entero n, tenc~os que 

(nf ,¿) =( s,:-~( r,) ( f·' f'+ ... +f), e)=r:":.'. r,) ( ( ;- , ¡;)+( f' ,c)-r ···+( f ,e))= n n1r,:-.( :-,) 

(.f,c)=n(f,r;). J,uer;o para r:i ";/ r¡ crite!"c:i con n/-0, oc tiene que, 

( ( r:/ n) f, t:: =;:1 ( ( l/ n) f, e)'"'' ( 1~/ n) n: ' ~ 1 n 1 l', e)"' ( 1::/n) ( :f, e) • I' ero gd er::-J s 

(cf',?~)-c(f,·.~) es unn función cv~:-!;ir(1--'~~ ·ic.. c. ~·Jr tnnto r;i 

((r.i/n)f,¿~)-(1:i/n)(:!:",f":)=O, entonces (c:f,F,)-c(f,e)=O pni:.: toda c;.}L 

b~:TI!l• 2.7.12 Seu H un espocio ae Hilbert. :.: un s11bespacio cerrodo 

de il, y s~pon¡:,:En!loz qu(: j~fl:. ":i.-..onccs existe en :.> un único ele::iento 

hEi•! tal oue :ínf JI :f-,n; 11 =- JI f-h 11 • . ¿ M . 
Der:iostración: 1. ;:iea d=:Ínf 11f-;~11 • See (gn1nn~l um1 sucesi6n de elemen 

gc.M . . 
tos de i» tal que il f-gn 11 7 d cuando n 7 o:> • Bntoncez 

2 . ~ 

11 1! -.·· 11 = 11\ e -n-c ,, -t,'· 11 ~ · t:.n "'l:l "'n .. ··;;¡ ? ., 

~211 i';n-f 11 {.,.+2 11 gl:l-1· !I ~- 11. -2.f'+i;n+gm 11 G 

=2 11gn-f11 2 --~ 11gm-f11 2- 411 f-(l/2Xgn-gr.i)ll 2 

f~ 11 b -:f 11 <:+2 11 (T -f li 2 -4d 2 
n "1:1 

2 ? . 
-72d +.::dL..-4a<'=v cuando 1.1,n ~w. 

La segunda igualdad se si~ue de la Ley del paralelogre~o (propo-
. . , t . ) 1 sJcion an erior ; a desi~ualdgd Be sicue del hecho ae que 

1/2(.:~n+grn)E.ii!, i::sf fsn1~=l es t:.na sucesión de C:.iuch:r y ,ya que M 
es cerr:~do, [gn}~;1 conver1;;e n un elt::m.¿nto h~i ... Así d=ll f-hll 
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e·· . 

! 1
1.H):;to que 11.f-gn11 ~ d Y 11 fén-h\\ ~ 0 Ctrnndo ll -?-C.O, ClltOl~CCS ;.;e tJc 

ne que 111'-h 11 6 11f-;~n11 + 11{~11 -h11 7 el cuCJndo n -; e.u. Ln un 1 ciriad se; 

obtiene como nicue, nuponr.nmos que gn 7 h .'! ¡~11 -?> j¡' cunndo n 7(,, • 

I·;ntonr.czll h-h 1 ll 6 Fh-gnll +11 b
11

-11'll ~O cucindo n ?t•J• lor lo ton
to h:.:h'. 

~!1..2E~!J~~· 2.7.13 ('r~ore1:is de :Proyección). Seo H un e!~r~ccio de ;:jl

bert. !1i un subecpaci.o cerrHdo. Entonccn todo f.sH _¡.,ui::d~ (~xrresc:rnQ 
en .fol'l:i<.J únic::i como f::;¿:.+b con h~¡,¡ y p;t:!1!.l.::;tw ; (·::,v)=O, vE:.:}. 
Demontraci6n: Sen .fei!, entonce~ por el lema anterior, 2.7.12, 

existe un único he!i; tol aue íni' 11 f--.·; 11::; 111'-h 11 • Del'lnj¡::os r-;=f-h, 
. 'Ntt'\ ' 

entoncr!s .f::;g+h. Sea VE.i.1 :¡ tüL Si d= 11.f-h11 "'lnf 11 i'-w 11 • en tonccs 
r. ¿ w~M -

pnrn toda te.lt, tene1:ios que cJ:::fl\.f-(!H-tv)ll:.: ll(J'-h 1 +1vll"-o: 

11 r;-tvll 2= llg 11 2-2(.'',tV)+t?li Vll;:.':::rJé'_¿t(;'.,V)+t~ livfl '":,lo CU:Jl . . ) 2 -
ir.1;;lic!:.! que -2t(g,v)+t<. 11v11 ~G pnri:i todo td:i, :: ... s!. -; t(e,v)=1j, y 

esto implica que fE~~. Le unicidad se sigue de que, ai f=c+h y 
r , .. 1 ¡~ · ; t ; ... ~ ..L ., .. ~ ~r t , ~ 1 
J.. =g' -t·h' , entonces h' -h=r:-s' , en tone es 11 - "'·'·, .1 -.1,,,... ;¡ :--n "',,_, 

g-~·e~L. Fero cloramente kn~i={O], de donde h'-h=O y ~-~'=0 
o equivalentemente h'=h y g=g'. 

DenotEremos por ~CH1 ,H2 ) e1 conjunto de transformaciones linea

les de un espacio de Hilbert H1 a otro H2 • 

R~.f.:l:!!iQión. 2.'7.14 El espacio '1.(H,IR)- es llamado e-1 espacio -dual 

del espacio de Hilbert H, y es denotado por tt•. Los elementos 

de H• son llamados .funcionales lineales continuos. 

Te.Q!:~:!!!Q· 2.7.15 (Lema de Riesz). Para cada TE.H.;;-, e:<iste un único 

gTeH, t<.Jl que 'l'(f):::(gT,f) para todo 1.'e.H, y llg'.!.' 11 n=ll'fll H.,.. 

Demostraci6n: Sea N el conjunto de los feH,tales 4ue T(f)=O, en

tonces por lo continuidad de T, N es un subenpocio cerrado. Si 

H=H. Entonces T(f)=O=(O,f) para ~oda feH. Ahora HU~on~n~os que N 

no es todo H. Entonces por el teorema de proyecci6~, 2,7,13 

existe un r
0
,iO, f 0e.~r!" Derinimos g'l1='l'(f

0
) 111'

0
11 -

2 r
0

• Va1:1os a ver.! 

ficar que ~? tiene las propiedades mencionadas arriba. 

Sea feN, entonces 'l'( f)=O=(g1,,r), además si i'=of 0 , entonces 
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T(f)='i'(nf' 0 )=a'L'(f )=o'l'(f )( 111: 11 - 2r ,f )=('l'(f )11 f 11 -21: Pf )== 
o o o o o o o o'- o 

(p,'L1 ,rif
0

). 

·Puesto que 18s funciones. T( ·) y (g,J,, ·) son lineales y coinciden 

sobre H y f 0 , ellas deben coincidir sobre el espacio ~cnsrodo 

por N y fo. l'cro n .'f fo r;cne?rnn ll, puesto QUP. todo eler.i()nto l':~lí 

puede ser expresado cor.io ~=(g-(~(e)/T(f ))f )+(T(g)/T(f ))f • o o o . o 
Así '.l'(f)=(g,r,f) parn todn fi:;H. Pora probur lo unicid8.d suponp:-

mos que 'J'(i')=(r;',f) pnrn toda fEl!, cntonce:;U 1;'-r::ll 2 ,=(r•- 1 :. 11 ,r;'-r,~) 
=(g' ,g'-g'.í.,)-(g,1,,g'-g'i'):.-:'l'(g'-r,,J')-'l'(p:'-G•.1•)=-=0, ;•sJ g~=f.·.i.'' -

J:'ara probnr que 11 T 11 I·P = 11 g1, llH , observamon que 

11T11 =~upl 'J'(f)I =sup l(g1,,qt:sup \1 f:,,.,\l \I fil= 11 f;rull • 
11r11f1 11f11n 11r11~1 ·' l. 

11 Tll =supl 11'(f)I ~IT(gT/11 GTll )l=(g1,,r.:.~J¡¡ g'L,11 )=llg1,!I. llf llfl . . 

De donde 11 'l' ll w= 11 gT \I H • 

Co,EEl.§.!:l..Q. 2. 7 .16 Sea b( ·, •) una funci6n de ~XH eriJR, ·u un es¡;a

cio de Hilbert. Si estél funci6n satisface para todo :f,g;h~E y e, '!::S 

(i). B(f,og+bh)=nD(f,g)+bB(f,h). 

(ii). J3(1::.f·~bg,h)=nB(f,h)+bE(.:;,h). 

(iii). IB(i'tt:r;)I ,,s Cll fllllg\l. 

Entonc('s existe una únic8 transi"or1:iaci6n lineal ncotada 'l' de ¡¡ 

a H, tal que E(f,g)=(T(f},g) pare todo f,¡;e!!. 

La norma de T es la minino constante C tal que (iii) es 

Demostr2ci6n: ?ijamo3 fEH. Entonces B(f, ·) en una funcjonel li-

neal continua, entonces por el tcorccE anterior, 2.7.15, 2xio~e 

heH tal que H(f,g)=(h,g) para toda gtíl. Definimos T(f)=h. ~si 
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para f,g,~O, IB(f,r;)l=i('11 (f),g)l!'.,llT(n111g11~11Tll1tr111t,11, de fo!'lde ll?l\fi;T11 :-: 

llBll~ ll3(f,r)\= l(T(f),dl \('"(_[__) .l:_)ly puesto que 11 1.rl!=suu{('r(.f),:~f\-, 
llfll.gi\ llfilllgll .1: !\fil t llg 11 . l\fU5J. 

\l 1rllf\\Bll. Por lo t<JntollBli=llTll. 11g"~ 1 

Tiefi~ici6n. 2.7.17 Sea H un espacio de Hilbert, T un operador 

lineal acotado de H en sí mismo, definimos T' un operador linc:'l 

acot::ido 1.le H" en sí r.iismo definido por T' (G(f))-=G(T( f)) para 

todo GEH*, feH. Sea F:H ~ H* la funci6n la cual asigna a cada 
geH, la funcional lineal acotada (g,•) en H*. Por el lema de 
Ricsz, 2.7.15, la funci6n F es une isometria supraycctiva. A~oro 

definimos un mnpeo T":H 7 H por T*=F-1T1 F. Bntonces T* satis~ace 
( f T( g)) :::( F( f))lT(['l)= F!!"l( T' r'( f)) ( g) =( F-1'11

' !!'( f), g) =( 'i'' ( f), g). 
t.. ' e- " · t d '1' T* es ll~mado el opcrudor adJUn o e • 



;Q~I.L!!J.E.i.2!!· 2.7.18 Un OJ>C~r:_:dor linc:1l ::icot:·ch '1' soli!'<: un,:--:,,,~. 

de !Ulbert H, es llm:ié:!d:J !>er:1iod,jtrnto Gi 'J".,T. 

l.!:.2.!2~ici6n. 2.7.19 Seg T un oper,:do~· ::n('[,:.;_ Dcctodo oocr •. L,:--, •::~-

pecio de Hilbert H, y sea '1' ... el operDdor ad,junto J'! '1ª. ;.;n:.0nct.:~-} 

(i). La función T rr 1.',. es un iSornoifior:10 ioor:iétrico etc :J.>;!!,:i) •.:n-

(ii). (TS)*=S*T*. 

( i i :i ) • ( T"" ) A ='L'. 

( iv). Si '.i.' tiene inveroa acotodn 'l'-l, entoncc:s •r• ti 11nc : •:·.r~·l'n'' ·· 

( 'L'·' )-1=( 'l'-1 )"". 

( v) • 11 r~ Til = il T 11 2 • 
Der~oPtroci6n: li<:i prueb::i dn l& parte (t), es esencl8lr:-:0ni·~ '"' :"!:-''."'.' 

que 19 del teorema 2.6 •• ~o. As!, 11 '.!' ll=sup{l('!'(f),r)l : llfll-!::l, 

11 ;:r 11 != J} =su n { 1 ( f , 'l' ' ( r; ) i 1 ; ll f 11 ~ 1 , 11 g 11 ~ l 1 ;..: e u n ( !! 'l'' ( 1 • ) 11 ; \". . · : ! ·~.1 ·. 

= 11 T· l\ ... !" o1:,vin::lcntc J.n ;~unci0n T r? 'i' .. en lin0~1 J. J.i'v.i.;G4..V ·~~ -~ 

las pruee9.s de los partes (.ji), (iii) y (iv) ~•on tr.ivi.<ilen. 

Ls pruebe ~e (v) es co~o sigue: 

11 T .. '.i.' 1 i = su p 1 ( 'l' >.J' ( f ) , 1') 1 = su p 1 ( 'P ( f ) , 'l' ( f) ) 1 = ~u p 11 'l' ( f) j 1 ~' =- ! 1 'i' ll ? • 
lifllf l llfll~l llfll~1 

.:!:!!:::iinJ_ci6:i:. 2.7.20 Sea H un cspE!cio de Hilbert y 'l'~'á:(H,i!), eJ ·::r;

pacio nulo y el rango de 1', denotados por H( 'l') y !i( '1'), respect:i v.:; 

mente son los conjuntos: U(T)={f ; T(f)=Ol, R(T)={~ ; T1fl=~ p0~u 
al¡:-ún f). 

Pronosición. 2.7.21 Supongamos que TEi(H,H), H un espacio de Hil-
~ •.r ' ' X ) - ( n1 ) J.. . • (" l ' .· · t n ).l. bert y T ... es el adjunto de '.1.1 .... ntonceo ~n·.1.1 • =rt ·.i. _y ¡.¡ .i.J=lt~.!.· ..• 

Dc~o~trnci6n: g1N(T~) ~i, y n6lo ai T*(~):::o si, y sdJo si 

(f,'.!"(c;))=O parn toda f si, y sólo si ('L'(f),r;)::O p'.lrn t:od'.'l i' !';J, 

y sólo si g~R(T).1... 
fEN(T) Di, y sólo si 'Úf)=O si, y sólo Si ('11(.f) ,g)='O uara to

do g si, y sólo si (1','r*(g) )=0 para todo g si, y sólo si ~.::R('r• ).l.. 



Eoses Ortonormales. 

Yri sabemos lo que si;:nifice. que un conjunto de vectores sea ortonor. 
mal, es importante extender lo noci6n de base ortonor~aJ ~til en el 

estudio de espu~~~- _ineales de dimensión finita, u eopacios linea

les con un producto interior cor.1pletos. Si S es un conjunto ortonor

mal en un espacio de Hilbert H y ning6n otro conjunto ortonormnl 

contiene a S corno un subconjunto propio, entonces S es llnmado una 

base ortonormal (o un sistema ortonormal coopleto) para H. 

f!..1~!2.!?1.Q·2.7.22 Sea H=cra,b] con el producto interior (f,g)=~~ f(x) 
g(x)dx. Entre diferentes bases ortogonales que se pueden seflalar 

para H es de importancia principal el siatecn trigonom6trico, co~-

t l f . j. ( 21lx) ( 2:rtx) ( 1 ) pues o por as unciones :i,cos n b-i) ,sen n b-a n= , .•. ,n • 
Sobre el proceso de ortonormalizaci6n s~ discutiró mós adelante. 
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Teg_Eernn. 2. 7. 23 Todo espacio de Hil bert H tiene un<:l base ortonor1.1al. 

Demostraci6n: Consideremos la colecci6n C de conjuntos ortonormelea 

en V. Ordenamos C por inclusi6n; esto es ~ 1~s 2 si s 1cs 2 , con esta 

definici6n de < , C es un conjunto parcialmente ordenado; e es t0~

bién un conjunto no vEcÍo, puesto que si rel!, el conjunto consisten

te s6lo de 1'/¡¡1·¡¡ , él r:iísmo es un conjunto ortonon:ml. ,\horn, oea 

(S,:\;:: cualquier subconjunt; totol:::iente (o lineolr~cnte) Ol'denado. 

I~ntonces U S" es un conjunto ortonormal el cual contiene a S ,.. pa-
"". 

ra toda 0:-=..I-; s asi U S<( es cota superior de fs,,.\,,.::· 'Puesto que to-
u'(! ! • 

do conjunto C totalnente ordenado tiene una cota superior, se si~ue 

del Lema de Zorn que C tiene un elemento maxinal; esto es un sistema 

ortonormal contenido no propiamente en cualquier otro sistema orto

normal. 
• 

El siguiente Teorema muestra que todo elemento de un espacio de 

Hilbert H puede ser expresado como una conbinaci6n lineal (posible

mente infinita) de elementos básicos, a similitud de como sucede 

en el caso de dimensi6n finita. 



Teorerna. 2.7.24 (Ricsz-Fisher). Sea H un espacio de llilbert y S= 

tr;\,,: una base ortonormal. Entonces pera ca~dn f.c,H, 

f= ,~( :f", f) fc1. y 11 fii 2= ,~1 1( f'"'-, .f)! 2 , es tu rel<Jciún es conoc:'..cln cor1a 
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la igunldad de ParsevaJ.: y los ( L,, f) !ie>n fn:cu•:ntL'1:1cnte conoc i:los 

como los coeficientes de Fourier de f con reapectn e la b2sc {r.~ ~ 

La i~ualdad de Parseval si~nifica que la GU~a del ludo dc1·echo e~~: 
vcrge indepcndicnter~ente del orrlen e f.,.H. Tnvcrse1~1.'ntc, si c,.,=(L,,f) 

~· ? ~ y .L •. :c_,¡··.::.a~, entonces .~.c,f.., convcrce o. un elL!:í'.Jnto de H. 
r<t.I -· ~-..~! ., - ' 

Demostraci6n: Ya hemos visto que para cualquier sutconjunto finito 

JCI tene1:ios que .L,i(f,, ,f)I 2 ~ilfll 2 (DcsiguaJdad de I:cssel). Ani. 
t>..'f..1 1 

(f«,f)IO para o lo n~s un conjunto nuncrable de ~·sen I los cuales 

son nu11erados de alguno r.-.anera co:.10: :1¡, •.. , :;n, ••• Adcr:iéc, ya que 

2=-121 l(f~. ,f)\ 2 es r:ionótona creciente;/ élCotada, ésto conver¡::e n un 
J J .-. r 

límite i"inito cunndo N .:,cn. Sea f =)'j_'.l (f0 • ,f)f., .• r:ntonces 
n'-f- J J 

para n)n, tenemos que 

llfn-frJ11
2= i\Zj=~+l (f«j ,f)f=:\1

2
= I:j=~1-+lj(f«,~ ,f)l 2· 

De donde rr l '.~ es uno sucesión de Cuuchy, V puesto que H es do ._ n,n-1 " 
Hilbc:?.'t, ésta converge a un elemento f':;. H. 

Observai:ios que 

(f-f' ,f«, )=lim {r-), .~ 1 (f"'-; ,f)1"-:>.: ,fd., )=(f,f.,;, )-(f,f,,., )=O. 
" r17ep '-'J- ': v J '< - _,, -

Y si o.¡. e>.~ para algún ), tenemos que 

(r-r• ,f,.,)=lfo(f-"'.~1 (fc.J' ,!")rt1.: ,r:J );,o • 
• , ~~w Í-tJ- 0 · 

De donde f-f' es ortogonal a todo f~e3, y puesto que S es un sistc~a 

o:.-to.-:;onal conpleto, debemos tener oue r-1· 1 =0, así f==lír:, '\"'""J.::l(f,,, ,f)f"J·. 
i-; "'" h·l"..( Lr - ..,, . 

Ademó s 

, '; L n ( 112 ( 2 '\' n 1( ")12)-lf!!2 '\'i(f, f)l2 O=lim¡;f- ._1 f"rt.¡ ,f)fc<. =li?:l llfll -¿_,.;_ 1 f.,.,.; ,J. -" n - J_. "·.1' • 
r.-1 :e J- u J n~:o v- <' -~E.:. · 

Con lo que se concluye la decostraci6n del Teorcme. 

Ahora describimos un procedimiento átil, para construir un conjunto 

o::.· t::morr::al a partir de una sucesi6n urt.j trnrio de vectores i~'.l q~cn

dici:tcs, llm:wdo el proceso de ortoi:;on'.1lizaciór. de Grn!:l-Schr~id t. 
Suponr,8mos que los vectores independientes g 1 ,g2 , •.•• son dados 

y dei'inimos 



. 
h =g _(hn-J'en)hn-l 

n n ( hn-1' hn-1) 
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Entonces el conjunto {h1/llhi.'\ ,h¡llh21\ , ••• ,hn/llhn\\ , ••• )es un conjunto 
·ortonormfll. 

Ejemplo.2.7.25 (Polinomios de Logrange). Los Polinonios de Lagran
ge, son obtenidos al aplicar el p=oceso de Grarn-Sch~idt a los fun
ciones l,x,x2 ,x3, ..• , definidas sobre el intervalo [O,~, con el 
producto interior (f,g)=)_i f(x)g(x)dx. 

(." 
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3, METODOS VARIACIONALES · 

Redw:c i 611 a.f ab!iu'tdo, e,!i u11a dr ea~ má!> fi.i11a6 a~ma!> 

ma-te111,H.<c.a.~. F!i u11 gambito 111,B 6út<- que c.uafq1ti.eJt 

gambUo de ajc.d'tcz: Un jugadoJt de ajedti.¡•z, µuede. 

061Leccf[ et Mc/1i~ic.<:o de wi peón o de a.tf[a pieza 

pa.f[a ob,te11e.Jt wia /.1<'!itci.6n 6at'(',~abú. Sú1 e.111ba1¡go, 

un matemático c•&·H'CC C?l'. juego. G. H. HMdlf. 

&.".-~&&&¿8;.~&,l!;,~,~.!:-~.l:';-~:,~&&&,~~:.!:c't&&/':3:&,~.~,~.'t.".:,l!'.<'l:&&.,'!:&& 

3.1 INTRODUCC!ON. 

En el transcurso del capitulo anterior, ~icntran oe decarrollaban 

los eler::entos del an~lisis funcional, frccncr,tcr.·,cntc ::e cc·:rniócr.1 

ron problemas de o~ti~izeci6~ de ~or~a r.in:~a, en loa cu~lco la 

dinr.·onibiJ.ir'igd dt:.:? uno vr::rieJnd de n~r:::!'.)G ~!if·-.?renten r·~D!~;. 1 "!'cior .. ~;l:s 

suficiente flexibilidad para ou estudio. Otro tipo de ;robJcc~c 
de aptj::~iz2ci6n i.:1 n espgcios de fiJl1Ci.0!1CG r¿ac ni.:r:icror, r3c :~~na~a 

c.·· 

na~ural fueron el teorema de Hahn-Bonach J el teorcna de proyec-
' , 

C'l0!1. 

En el presente capitulo, tr::::torer;.os con .funcionole2 de 1;n tipo 

copecüil: 1uncj.onnlcs re present""des por :'. ntc,_.Tralcs, cn:.:co inte

gr.and.os co.:'",tienen .ru::.cior.es co:;ocidas ;:crtcnecientcs o cl'.:(m es

pacio y ~ucho de 1:::: teoría del ca~ítulo anterior es de beneficio 
directo en el estudio de proble~es de cp~i~izcci6n que involucrsr. 
dichas funcionales, les cuales en ~eneral son no lineales. 

Rn el capftulo anterior, se discutieror. los conceptos do ~uncio

nal y operador lineal. Sin ecbar~o, ~uchos de los problemas que 

sur¿:en eü la teoría de CJ.f!ti1~,iz.'Jci6n en espacios d.: fL,r.ci0ncs ti_s 

nen n?1 c~2!·'5cte~ ~UE"~t8!!Cialr:-:c!""!te rio J.: ncal, le ~·ert1.:1: 1~\~1...:r~ ~ é2t~, 

de llec!~o, lon !~.ét8ó~s vartcc:i on8lP-s, lo3 cuales en ~~i.I. co~~tjU!it.·J 

constituyen una de las ramas principales del an¿lisis funcional 
no line~l. 
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El dcs8rrollo del prc!1c!'ltc c<::pftulo ~.-;e dr:! cor:i~) :;i:>:uc: En lo. scc

cj 6n ).2 '~º c::;tur1itJn los co:1ccpt:JD de lo t 0.::.n·L:i ele d:ifurenci:::i

c:i.Ón en c::p::cinc; de: .funcioncr:: Jinc:1lcs í;or;:;::1dos y su oplicuci6n 

en ln obter.ci.6n de condicioY:cr:: r.ecc·sc:rius y/o m:fici.cntcs de c_::s 

tremo de una funcionul no nccc~uri8rncntc lineal, en esto sccci~n 
se discutr,n nd0::i~ín los conci;ptos de .:\:.ncion8les liil:.ner•les :; c~_g 

dr6ticus cor:10 ur.u ¡:01,cr,.::liz'..lci:Sn de 12s .forr:ws ¡,iLineolcs :r cw·1-

dr6i;icus en c~~Ji<.:cios :1c '.!ir:icru;j 6n f'ir.i to.. Zn. l<J ::ccci6n ·5. 3 se 

desarrollan los ~6todos variacio~o.lcs c16sicos y 8US aplicacio

nes n lo ccc~nico y cco~etrie. Aqu! ~is~o se pl3r.teo. dc3de el 

problernn voriac:i.onal !~~s sir.iplc hrrnto eJ. wís r;cncr::lizndo "j' cos 

plcjo, estnbJ.ccicnrto p~rn c~da uno de ello~ co~~icioncs r.eccoa

riae y/o suficientes de cxtre~o. ~ero la cecci6n ~.4 el estudio 

de los m6to~os variecionnles cl6sicos es cc~tral p~ra el entcn

dir.:iento de r:uchos probJ er:-:1~.' de lo tC;or.f.c de control y .r,roccsos 

Ó!.>tir:1oc. Se plontc'.1 odc1:1:'i;; el ¡irobler::u de c::mtrol er1 el coco rr:s= 
nero.l y se l)!'cscr:tu cJ p::inci¡Jio del r.:Ú:·:ir::o co1~0 un conju:-.to de 

condiciones necesarias de extreno. Zr. 18 aección ::.~, f;C r.:resez; 

tn 18 rel,1ci6r1 c-.<c en :-:-.uch:rn s::. tuocione::; sur;e ¡;;ntre 18 te::rín 

de control y la programaci~n din~mica cua~do eo posible discre

ti z::ir. Se diacutc t8:.:bi~n aquí el proble:.:o b'.5.;,ico de le: ;':!.'or:ra:~ . .§. 

ción din6~icn, ~l principio de optic2Jidod y la relüci6n de 6ste 

con los r.iétodoo V8riocionales. En la secciln 3.6 se !)resentan r.>1 
gunas npli caciones del teorer:]u de fü::ih::-Banuch a 1;robler:ios de ti

po variacional. ?or últir.lo, en le sección 3.7 se dan olc;unas 

aplicaciones de los c6todos variocionelcs a le e~tadística, en 

particular a ln teoría de i:ifor1:wci6n sobre el principio de r.iáx_i 

t10. entropfa. 
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Un!! ve:~ 1ue ~-:eh~ v.i:~~.o la ut~]ifl~JrJ ~~·~~ t:r:~11JeQ!' un lt:nr:unj0 r,cor~~

trJ.co C!1 el cct1H1io de orc~r[}dorc::.; .~- :·unclcr.Dlcs lir.enle0, vLcn·io n 

cedól t1inci6n f co:::o un punto de r:J 1-Ll.n e,;¡rncio. :los inter-::so r.:irnr:J. 

En:tcr;dcr ·-.onte ut:ilirl:;rl l1~1cü:i lo tcor.::n de dlf-:::rcnc:i.nci6n nobrc cs

;:~cjo::; linc'::l.es norr:i'.Hlos, dentro del ,:::t¡1dio '1Cl nnóll::;i:: f11nc:io

n-:;l :r-:o lir.eBl. 

!:)~a (V,ll·L) un espacio 1.incol no!'·z:1ado, en lo qu·:: siruc !:(f;o::), Fil 

igu8l que antes, dcnot·ir6 a ln bolo :_;"r;je:::-tn de V, [h;l!f-n::<..,;)-, co::. 

centro en el riunto f¿ .. ./ .... , r-~cli0 i":'O. t.1'.~c~·v~~· os f~U'2 JI :1 t\(E. 

s6lo si i'+hEB(f;E), puesto que ilf-(.f-~h)H =llhit.:E. 

si y 

Todos les conjuntos ebicrtcs que oc traten ser6n ~olas, y rccorde

~os tacbién que las bolas son convexus, este hecho se e~rlcnr~ po~ 

2.:;J:_-;,.:l~C~- ~,:::. :- .2.1 Sc=1 (V ,ll · 11) u:-. ·::nr,.~:c ~e ~.:~_::·:.:~~l. nor·:::~~1~, .:==~·-(:~;-&; 

~1: ,·~:. .. ":::=::-~~~1nt~ ob:icrto de ·¡ :: i·':'JC .. l -?- '~i :....:-"¡~~ ft;nc~or~ol (no l':ccc:;·_::-

el ~~nto ~e0, si exicte unn fancio~Dl l~~~Dl ac~~oj~ 1~(:)~~[(1,~) 

='.'", tal c;ue p<Jra llhll<-:., F(;f+h)-F(:f)=.'.·'(:)(l:)-c(llhll), do::'>.: 0(11::111) 

;:.dr·nific;i c:·.ic l::i(llhil)\/lll:il"' '.Fi.f•i·::-:-'t :)-,::~'r;(:,) 11"::: 1 ! _,, :_! .-:;·_;:;r.1o 

l1hl! .- O,(o(llhli) es frecuentemente llm::ndo ~1n infinitésir::o de orden 

superior nl prir.iero respecto B li hli). dJ~( fXh)es llomad8 ls diferen

cüil de Fréchet de ::.o .!': . .mcjono1 :: ·~n ci. ·.;nto .:,:O. •.Jl\'i:,;::;;ntc ::s-
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te co~ccpto es locsl. ro~ lo ~~e es co~v~~icntc definir a una ~u~

cion~J ? co~o dife~e~ciablc -::n un co~ju~t~ OCV, si es ~i.:crencioble 
p::irn c2do fEO, esto en, pe1·0 coC.a fEO <?:dste di:'(f')-::7t'.('I ,í:\)=V'-·, t"l2. 

Observa~os que F s6lo está definida en B(f;e), sin eobareo, dF(f) 

está definida en todo V, en efecto sea heV, h~O,entonces 

:r+ 2 ~iillllEI'(f;E) puccto oue llf-(f+ 2 ~1h 11 h)ll=11 2 ~hllhll=1- <.E.. 

Si F es diferenciable en f, entonces 

l" ( f + 2 ~I h 11 h ) -.i? ( f ) = 2~Ih11 d 1'' ( f) ( h ) + o ( -!¿- E ) ' 

§.;íemplos. 3.2.2 Sea V=C [a, b] con la norma llhll=max lh(x)l , definimos 
- ( x~Co,b) 

c.·Y(f)=iJ: f 2 C,=;:)g
0

{x)dx, donde g
0

(x) es una funci6n fija en Cúi,b], 



entonces F(f+h)-F(f)=~: f(x)h(x)g0 (x)dx+~~~ h 2 (x)~0 (x)dx. A~emés 
tcnemo:-:: que exinte un 11':~0, t:-il que 11'.

0
( x)I !'.¡,; para touu x dn, h], 

nsi j~~: h2 (x)¡~ 0 (x),11.l-=!,}-(b-n)f.1llhll 2 =o(llhll), de donde r!i•(f)(h)·=~~ f(x). 

~ (x)h(x)dx, clnraccntc dV( r) es lineal y cono henos visto 
o 
llJF(f)ll:::~~1f(xrn 0 (:x.)lax, por lo que 1;urauifn t:::; auotauu. 

Vc~moa ahora otro cjc~plo. ~eo V=C~,~ con 

dcfini~os F(f)-~~~í~ K(x,y)f(x)f(y)d%~y. en 
J '-~) <._¡ 

y sotisf~1ce lo con<licjÓn 11:(::.:,;,-):.ol\(;t,x) po.rn todo (x,y):~ "[n,i'._]:,_~,b·;. 
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(b (b ( ) ( ) ( \ . (b :h .. ( ) ( ) ( ) Entonces F'(f+h)-1•'(fJ=)nJA. K x 1 2: f x h .)·,<lxrI~/+;",;:1 ;n t. x,,y h x h ;: dxdy, 

Ahora bien, snbcmos 4uc e:xietc un ;,¡¿,Q tal c:uc i}'.(;.;,y)l ::: .. p:1ru todn 

(x ,y)<: lu 'b] X[él 'b~!' o~[ 1 ;: \;;r~ i\(x ,y )h( X )h(.:;) d;~íiJI""!.:.:( b-!}) 21!hil?=o(! !~ :) ' 

entonces dF(f)(h)=J~~~ K(x,y)f(x)h(y)dxdy, y e~ cluro que ~P(f) es 

linefll, pi::ru ver c¡'.•e tu::ihién es ncot~d8 b::ist'J con::;idero:r Gnc 

ldP(f)(h)l=(llfll)~~~ IZ(x,;_;)ldxd,y}\ihil µara tod::i h--:V, :: dad~ q1_¡e 

ex·i.c:;~c un ::;::,o, t:..;l que ;f(x)I fe; ¡,::rt: todo zc ~fJ,bj, cnt:n1c;;:::i 

ldF(i')(h)!::: .. C(h-a) 2 !1hll p!lru todn h,:'/. ::;i tcnc::io::; que di'\C,\i1)=0 pfir& 

todo hsV =C ía, b'í, t,endr-et:ios e:n tone~.:;; o uc 'b;.: ( :._, . ) ::-( x) d:~-='.i :-'.1::-n to0.o - .. • JD ,_ • 

yE[a,bj. 

Notamos que (~ K(x,y)f(x)d:x=O en uno ecuación inte~r~l ho~a:enc~ 
.;(.,l . 

de I;'redholci de primera especie con mí:cleo K rcspec".,o n f. ClE::rar::iGnte 

la funcionnl 1l'(f)=--~(1 b J-:(x,y)fCx)d:x es linrrnl y uc::,tn.ln. ;,,'n:::: de .. a 
los soluciones c1-;,eDta ccu:lci6n pnrc; '2.'(f)-=-0, e8 Ja ru:,ci.ón i(x)=G pDr~ 

tod2 ~-:\: Ls, b). La rea puente.! a lé:! rj~c¡:unt~ de ~i exj.~1te r:;~trc:::o ~!'i. e~-

te punt~ y si existen otros puntos en los que es poo!ble ~n extreco 

obvia~entc depende de le formo del nJcleo K. 

Proposici6n. 3.2.3 Sea (V,11·11) un cspDcio linenl norr:wdo, O=B(f;-:) 

un conjunto abierto de V y F:O ~ R una funcional que es diferen

ciable en el sentido de Fréchet en el punto f¿O. Entonces dF(f) 

es única. 

De!!lostración: Suponcor.ios que ft-h-::.0, es decir 'I h 11<.:.:: y que 

l·' \ .i' + l!) -.1!' ( f ) =Ji ( t') l b)" o 
1 

( 11h11) = eí•' ( S) ( h) + o 2 ( 11h11 ) • 

Entoncen dl•'(f)(h)-eF(f)(h)==o 2 (11hll)-o1 (111111)=o(llhll), y pqr ~o tanto 

dF(f)(h)-e~(f)(h) es un infinit6simo de orden superior al primero 

respecto n 11 h IJ , y como ya sabemos, de acuerdo a la definición 3. 2 .1, 



cnto ::::~'.ntfJr.2 r:ir; \rlF(f)(h)-c;·'(f)(h)l/il!:i\-'? 1) ccnr:J::i'.,h'.i _.O. 

P;:ir;:i h/~J, teneí:Jo:-i (!Ue tri 7 O cu,1ndo t 7 O, cnt:::incr:;; ci frt!EO 

O=~ H rg 1 ~l P (i' ) ( t h ) - :d (.f') ( t h ) ! / 1 i t h ll = H i" ( l) ( b ) - e]•' ( r) ( h ) 1 /: : h • 
Por tnr,to rl:<'(r)(::)=eP(f)(n) pr<J toda hEV. 

'.r.Q..Q~~!:!Q• 3.2.4 Sea (V,ll·il) ur. c~1pncio JincEil norr:;•1·lo. 
li). Si ?:V~ ffi en una runci~nel constante, ai~~c~c, 2(~)=~ rrrs 

t~da f¿V, entonce~ d?(f)(h)=O p~ra ~odc h~V. 

(ii). Si F:V 7 8 es una funcional lineal continua (y por lo tanto 

ElCOtada), en~oncec d~(f)(h)=~(h) para toda h~V. 
Demcntrncl6n. (i). ,l~n, i i•'(.f+h)-P(f)-~ilílihli=).Ír:2_ i C-Cl/lfhll=O. 

, . r. , : ~> ' .. ,: i f, 1 ~" • 

( i i ) . lí :n 11" ( f..._ 11 ) -:F( f) - i·' ( h ) 1 / 11i1i1 =U rn i I•' \ f..._ .h ) - F ( .f.,_ h ) l / r h ii =O • 
11•.ll-) (; !¡1•11-> •) 
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Pr01~of;ici6r:. ~'i.2.5 Sea (·/,11·11) un e$p;:icio lir.!!al nor:::adc, O=B(fj-ó) un 

conjunto nbicrto de V y i1,:0CV ~ !It, G:O"~'! ~·IH dos -ftJ.nc::ar.sles dit~..;

renciablcs en eJ centido de Fr6chct en el punto f~O, e~t:nceo 

d(?~G)(f)(h)=~?(f)(h)+d~(f)(t) pnra todo heV. 
Lg dc~ostraci6n se siGUC de qu~ ci f+h~O, entonces 
1 ( y, G ) (r ... h ) - ( :: + r; ) ( f) - ( d ? (f ) ( h ) + rlG ( .f) ( h ) j I / :i:h L:: 

II·'(í'+h)-i(f)-dF(f)(!;)l/iinii+ 1 G(f+h)-G(f)-dG(f)(h)l/iihll.,;,. O cuenao 
llh!:., o. 

12.fli!:!i.cj6n. 3.2.6 Sc;:i (V,ll·ll) un espacio lineal no:-r:mdo, O=B(f;¿) un 
conjuntG abierto de V y F:OCV ..,a una funcional. CSe lla¡:¡a dife~e!': 

ciol de Got0aux de ln .funcional F en el punto f!O al l!cite 

l:l::! ( ¡.(!.'+th)-i·'(f')j/t== ~tF(I'+-l;h) lt=O' con f+th'=º· 
t~Q 

12:.Q~:c:!Sn. ).2.7 ~:en ('T,ll.''.) ur. csp;:icio lineal n::ir::i!l~o, C=E(.f;-:) c;r. 

conjunto abierto de V y l•':úCl ~ 1R una .;:~uncionnl. ¿;1 P es ciii'eren
cieble en el sentido de ~r6~het en el punto r~o, ~ntonces F es tes 
bién :'Jjf•?renci3ble en el centido de GatCJ1UX en el p 1lnto f-'0, 

r:iós cL"(;')\rlJ= .i-;r(_f-dh)j' •-r;• 
~ ,,. 1..-. 

DecontrDci6n; ~upo~so~os que .r~th¿O y que ~ es dif~rencieble en el 
sentido de Préchot, entancca F(r~th)-F(f)=JP(~)(th)•o(tb)=tdF(f)(h) 
+o(t11), entonces UU•th)-.i:o'(f))/t=cl?(f)(h)+to(th)/t)? di.'{f)(h) 

cuondo t 7 O, !"!SÍ ~ti·'( f+th) 1 t=J=rlP( f) ( h). 



lJcfin:cU1n. ).2.·S Sen (V,11·1') t;n cGpacio Jinccil norrnr~:lo. 3.:: dice 

que J:.:VX'f ~ fü CG \lffJ J"unci.onol bilinenl 8COt8dn, Si poro todo !', 

g,hEV y n,h~~ a~tisface ~uc: 

(i). J:(2f+h¡:,11)"'or(r,h) ... b:i~lc,h). 

(ii). B(f,~g~hh)=Dl(f,c)·tF(f,h). 

(Lii). Existe un núr:iero c~o tnl que l.I3(f,¡:)!~Ciif:1:'L"il !'nre todo f, 

Zl 1~ínir::o de toles C's en llnr.wdo ln norr~0 de f., r1c!10...,f!do ''.!'.'. 

lle esta r:wnera llBl!=~up \l'(f,f,) 1 /111f111t:;,l)=:-rn1:. IH(::,,·)I, ¡JUC(o'..o qi.;.~ 
l ... : 1.) ll: 11.1 1 ·111.:.1 

IB(f,c)l/(llflr11g1¡)= 1·(.r/11r11,r:/11c:1) , "J" pnrn toció -=-~·O exinten h 1 ,!: . .-~ 
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V tales que IB(h 1 ,h 2 )1/(l\hJtl 11r:~,li)/\\f" .. 1--:, c2to i:::¡;J:ic::: r.:.1c ;-"n·~ ~.~·i'1 

C."' 

E ~ r· · · · " .... " J • '• t" 1 e " " "' ' -:-o ( h • , ) ' • ( U-•' 1 t c.·; H •· • 1 '· 1· 11 i v € " : ~ -"· "' 2 -:.: ) • J • . .:.: 1 _, ., _ n 1 
1 

, r.1 · '-- • ..: .. u - . .. . . 1 , r. 2 , , ,,. _, - _ .. 1 . . .. :;: \ . - - ~ . . '-. •h • 

1 del-r." "C dc:f;nc '.,, ~.1° ) ( , ..• \_,.~ f ,. :-·,~e- ,·. ,.\ 
L. ..... v i,:J . ..:. ,1~1 -..12· .~,.._-1·-~1\~,.._ .. , ·::: ~,._,. 

Zs as! caco el especia de toJns lae fu~c~~n~l0D b!l!~~~lc~ D8~:~!~3 

re~os ~or ~cv~v.~). 

E,jcr.1]lo. 3.2.') Conniderer::os el ól¡:cbro de fü1r.uch V=-oC '.:;::,:-: con ln 

no:::-n:a llf:t=:::8::-:\f(x)I, defini:::os E(f,c;):::(b f(x)dx)dx, ~ivi-:::-ente XE(~ 1 b: )o -
B en una funcion8l bil:.neol. J\horc ;,·.;.--c.~:::o[J que !\I:i1=l~-n, ~r:. ~fec: ), 

para todo f,c;:.V toncno::i que ll"(.:',c,)16~~ if(x)t:(:-:)1 :J::.::;(t-e)li:·:--::i~ 
(b-o)llfli:ig:¡, si :~,cf-O, cn::onces IE(f,c)i/(l:r:: . .c:i)"="c~-s, lt<·2;;,~ll::::.,: 

b-n. Por ot:ra parte, si i'(x)=g(x)=l !:nra todc::? x-=:\.°'l,'.'J, m.-..:::::ccs 

IB(f,g;)I =(b-a)llflillgll, ad 11:.¡¡~IEU',?:)l/(H:fl:1:c:i)=b-a. For t~mto 1311 

=b-a. 

'2jer._:Qlo. 3.2.10 Sea V=:!;H [p,b), el c::r,:;cio consis'ter:te de todss 

les :funciones ~cotadas e integrables en el sentido de rtie~~nn so,.,. 
bre [s,bj, con la ne>~·r:1n l\f\t=r."1xlf(x)I, rlcfin:.r::os :!:'(.:'._',c:;)=\ 1~ !'(:d;:(>.) 

x.¡,··~ e- J _: 
h

0
(x)dx, donde h

0
(x) es une f~ri€i6n ~ija en ER~,b]. Zntonces ~ 

es une funcionol bilineel acotado, sEhernos aue pera ~oda f,ceV 
1 

·b r~ 
't': ( ,, - ) 1 ~ : !' ( \• ' - ( V \ 1 . }' ( V l : •> y f ( : "-' IJc ( •r \} ~ ,, ) 1 : •': .;; , '.:' i :: t : .. / ::; ' °'.; \"': -: .. :.:J ~)u.;- ··~t 1 ~~1 ~' ·~~,··:-· :~(l· ,-~·.1 ~o;·~~:i ···~· :··,... '.lro lr. !.!.·.~· •. !v ! ~;·r· 

n'"r.10 .... que IB(f,¿;.),/(.ifi\1Gil) .. 
1 

¡., (:-.) 1 °1x, lnto .• ce_. l,_1-. ,!. \ •. ), .... 
9 o i8 o 

Mientras que por otra parte si f(x)=l pera tode x¿[a,t]y gtx)= 
sc:n(h (x)), entoncen llf!l=ll::ll=l y IB(f,r;)l=d~lh (x)I dx)llfilllr.ii, ~sf 
llBll~ \~(f,g)I /(\1 fllllgll)=J~ lh

0
(x)I dx. Por tant~ 11~11= ~ lh

0
(x)I ax. 

e-



l?.~LL!.:J.ci<Í_!.!. ).2.::=.. :-.;c'.l (V,il·ll) un c:.q1'.JCio li1ll·:1l nc1·'.':,1do, y 1'-. 

J..(V'-"l ,J:·:), <1.ircr::o~ :;uc 'l' e;; tin'l fnnci.on::l c•.r::lr.·5tic--: :-.: '.'-·:: •.:n 

TI(r,·:), c:1to es, :.:(f)=l'.(f,f). Fn':! !'uncü:nnl c1«1<i!':'í:jc 0 :'e~' 11'.l

r:iadn d•:J'i.nldo !-O!':'...:.lv•J cd ':'( f))O ¡;~1rn to.iu f;t-0, :; é':1 11··.:::od::: "<1•?~· 

tcr:~cnl.e pouitiv<), si c:-iate ttn::-, conston':c C>O t::l r¡1:e T(!.)~CP!:':· 2-
p8rn Lodo 11".:V. 
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~i;;eI:inlo. 3.2.12 :~e:! V=C 1 [:J,b] con l~! 11orr.1s llfi!=r:nx \r~>.'¡·i - wr•x f1·~, tv); _.JJ,_____ ' - 1 •. "' 4 .. ' ~. , , ' 

entonccn T(f)=~~ ,9 1 (x)f 2 (x)12a
2
(x)f( x)f' (, )+n 3 (:<~)(r• (xi)··):~;:·;'· .ior.-

de a 1 (x),n~(x) :/ :':;(:x) con fur-,L:.i.oncs .fijas e~ c1 .. r;,b~:, CD uno !'t;i:

cionnJ cundr6tic~ gcatoda que se ol·tJenc ~- l~ funcion~l biline~J 

B ( f ' CT) "' )" ~ ( D 1 ( X) f \ : : >: ( X)+ 8?. ( X)( f ' ( X ) s ( X ) + f ( :-:) e 1 (x ) ) ..- a 3 ( X ) f 1 
( X) G 1 

( X )'::'h. 
Vc::;t100 ... 1ue 3 c;c :·.::.t~dn, nvb~r:ioc qt.te exir.:tc una :1~0, : .. ::.::-.~:x, ;¡!. ; 

1 ( )I L« ·"[" -..- i·-1? -..:"I <-' \;1/f • ., L(· •_. ;·,.,,. . ;,-:-ªi X -~, .• i, .x~ , ..... __ , - ,._,,,·:r, o .... J h.J\ ,t""JI - :i-é.11:.d~ittlGq e~ V-..::...;...1dc 

par n t. \J "':o .!" , g ":.:. ~¡ • 

r.';f'"'r>l•) ) ') , .,_ : . ., 'To:CJ ín L'l con ] "' "º'''""' ¡¡r·:_ ...... , ,., . ) - . , .... ·'' ... ·· 
:n ~~ne:~ '~ (;): ~~ .. :~ 

1 
~ x) r~ (' ~) :~ 

2 
(;) ( ¡.' ·~· x) )·) d;:·, -;\;~¿ ~" ~: ~ :: ;' -~: ·¿) ~:-) .. 

1 

non ft11:cionef:' f'i .: -¿: en C ... [a, l~J, O!·J un8 .:.':n:c:!.oi:@l c1.;.~,;rD:: ~o nc,_:t::Jr;. 
'h • ' f . 1 h . 1 . , ... o • ' ,. ' • l; ( ( ' que se o .. tienc el.·-ª .uncio~8 :i. inco_ :::co .. oüa :.\ .. ,::,=." n 1 x; 

f(.X){~(:-.)..:..n,(:.:)f' ·--.·~;'(x))dx. :-:~1 cloro que:: e~ cc.::tc.:J::, :;~:. : .. = 

rnax(: .. 1 ,:.:
2
): dor.1L· ::; 1 (x): :d.~1 y. :e 2 (x)i ~=:.'. 2 paro '.;odo; x--tc,lij,s::d. 

IB(i',c:)! ,;(b-r.i):.:1:.· :Gii pcr'.l todo f,r:;E.V. 

E.r.2Jl.2nici6n. 3.; ... :.~ 3can d(V,~((V,rtl)) :: }J(V,x 1l,L~), c11to?"!CG~1 a c~d~ 

TE··J (V,~~ "l ,8;) se J ;· . uede ront~ r en e orres po:r~ d Q1¡ ~.:. '::? u.~ t..":lc:~¿.r. !:o C t.~ 

B(V~V,8) ~cdient~ :(f,~)~(Tf)(~). 3sta corrcsponjcncj.o ec un isomor-

i'isr~o :.::-or.-.étric'' .:~· /...(V,;:_( 'l ,:,,)) en J?.(\".:.V ,.1\). 

Demostraci6n: En ::aro que esta ccrren?ondencia es lineal, en efecto, 
sea u-::i;:, :L

1
, T

2
c: .. ,:,~:~(V,;H)) y n1 , :n2-=l-(V;-..V,iii) tules que(~\(i')j(g)= 

B ( r ~) 1"' (f)'( ·' ·.; 1 '' rr-) cn 1"'nCc"'('.,·,• ,. .. , )("')"(~)-'~·" ("'·"' 'f\\:_-,_ 1 .- 'f_-., ! '.J.. ? - . ' : • ..: \ .!. t b f "V o.:> \t..;. • 1 .1_ 2 J. . , ' " - \ (",:. ..¡ J. .._ ) ,• .L :~ \ - .' / . ' .• · -

(a T 1 ( f) :. ( :? '<~ 2 ( f ))( : · =::: 1\ ( f , .''.) + B 2 ( f , r; ) = ( u i\ + B) ( f , :~ j • '-.i e'.): r;. s 1~ !; o: 'l :--~e: e 
esta co~respondc: :~3 es una isometria, pera todo f,g~V tcneccs que 
IB(f,,s); = \(1'fJ(::' ",Tf.l!Igil!'::llTlll!fllllgll, de donde llBl;{;:•.r:i. I'or rJtro lndo 
la epliceci6n g ~ ~~f)(g)=ll(f,g) es para cada f fijo una funcional 
lineal sobre V, c·.:'.: .. :mces llTlf)ll=nup \('l'f)(e)I =suµ IB(f,g)I ~l!Btlllf;I, as1 

111-,11!.1 ll>'l•!c.l 

llTll~llD'i\. Por tan:: 'ITll=llHll. Arlc1:1ás ·eata corrc,,;':'.;ndcncüi es suprayecti-

va. 
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Dcfinicic'111. :;.2·.l'.J ::>en Cv,li·il) un c:;p.:-2cio lineal no:r·m•.Hlo, !J==Jí(1·,) un 

conjunto ·ihicrto de V'./ I-':C-::..v..:;,. I\ Ur.é: funcional. :.ie dice que 1:: '.'tu• 

cional í•' <~:~ doo veces difcrencjoble en el ;;•rnto fcü, ::;i 1 ~:·.i~1 :.c t!l'.•J

funciorw1 line:Jl flCOt&dc :Lr( .f)e --:.•.V,;f\) ;; <mo ft.:.ncion:Jl cuadr6ticn 

ac::oté'.!do d',i·'(f)'-.l'.(Vrr,1.R), -';eles q1.tc si r+h.,,o, i"Cf·!:)-F(f)::od/(;-)(!:) .. 

d¿F(f')(ll,h)+o(llhlJ 2 ), do~1dc o(llhi!~') ni<r.ificD c:ue /u(llhii
0
):/' ¡_ .2"' 

1 ( ~ .'; ' ..... .., 
l" [-·l;,-i·'(h)-rJ.F(f)(h)-d~?,:';(h,L)i/ilhil .... o cwrndo ::1:'..:.. e, (i<d;·)(;_,l./ 

es llm:i:..id:i la diferencial segunda de Fréchct de le funclofüll / en 
el punto f¡:O. 

Jijer:inlo. 3.2.16 Sea V=C'.:°f.l 1 bJ con la non:ia ll.fl=r.rnx:f(x)', dcfinir.:os 

P(f)==~)~ r 2 (x)g
0

(x)dx, do::de g
0
(x) es uno .fun~f-¿~· 1 :.fi,ia ri: e·ª• b_:, 

entoncco i'(f+h)-i-'(f)= ~~ fíx)h(x)r;
0

(x)dx+i:J; h·(x)g0 (x)~x, 9qu:! 

obviaDentc dF(f)(h)=(~ f(~)g (x)h(x)dx y j2f(f)(h,h)=~ b t2(x)~ (x) 
(b ) ,_ o ~ ,~ '1 o 

dx, con lldi-'(f');i= 1;, !r(:x),:~-.:·:)i dx y :ld¿!'(f')>-< ~ ¡¿:
0

(x) id-~ .. 
.... c.; ... J c.,,;. 

Una de l~s partee cds cJ=~~radas del anGlioic funcion~l no lineal 

sen sin dudf! los r.iétodcis '.·sriocionnlcs, c<iyo estt~d:i.o eeer.cüilr.:er-.te 

tratD de lo búsqueda de c.:-::dicione.s necezflrias :;/o nu.:·icicr.tcc pa

ra que una funcional F dc:inida sobre ~n conjunto abierto de un es

pacio de ~~nech Dlc~nc. Ea 6ptimo en ~n ~unto :~o. ~·ora e~tar de 
acuerdo con la ter~inol:c~a de los r.:Gtodos variacionalcs un ó~ti~o 

ser6 lla~gJo un cxtre~o. 

Definici6n. 3.2.17 Sea (V, ·\!) un espacio Banach, O un subconjunto 

abierto de V y F:OC\' .:. ;:¡ :::1a funcional. Se dice que P tiene un ::::

nir.io (local o relativo) ~~ el punto f¿Q, cuando pera todos los r~b~ 

O, suficie~te~entc pr6xi~ . .:-s a r, se cu~ple le ~esicualdaj ~(f+h)

F(f)~O, e:::to es, existe<::: ntí.rnero D·O tal que I:'(f+h)-F(.f):)O se cw~ 

ple para -~,:.fo~ Lis f~b.n' :::les que ilf+h-~il=l:hii·~'=. 

De ~anera &~~}0~2 se ~~:!~e un ndxino. 

Te.22:.Q!l'.'l• :.;:.18 s.~n (V,'·.) un enpacio de Ennach, O:::O(f,E) un conjunto 

abierto de V y P:OCV ~~~na funcional diferenciable en el punto 

fEO .en el ~entido de Pr(·,':·.et. rora que }1 ulcance un extremo en el :;t.r: 

to feO es :nscesurio que ~:: .Hfercncial en ese :punto aea i¡:ual a cero 
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por:i t'Jtlo h, c:;to c:-i, .J:·'(f')(:i)=:O p2r:"} toJa hcV. 

Dcr:Jo;3tracl.Sn: ~U!'Onf;'Ji~Oo que .f+i!<'.0 1 entone.::::; F~l'·l:)-¡:(;·):cd1"(.::)(l:)·c 

o(l\hi1) 1 ·;¡ rrne cliC(i') (h
0
)/0 p~cro olgt'ln l~ 0 , •rntonc0;:; p'1r':! v:ilo!·es yc-:,L:::i 

su~icier1t~~r:icntc pe<}ucLan de :.J,f-U, si f',r::h
0

-::() ~-1 si dc~:~,·-·1::!"lr; ~ !:~~· !:_, 

entonce...; el ;:iip;no rl;: lo cxpresi6n io'(f'-th)-Hr)=üi·'(f')U~)·-0(:·1~··) cci~:
c.:.de con 'ü si..:-:no ele d/(f)(li). }'ero rh'(..'.') co un~ .f'ur:c::.~n..,J 1 in.:-!J:!. 
nn,... lo C"lC '''·'(·l'')("l1 )=<'•l'.·(,.'(11 ) ''•e -i~-nr-.rn O\'C ~~ .,._.~ ,.~:.·¡' ")(;, '·.: .- ... - .... .! .. , , ' - . o - - , .... ' ·o_, • _,, ... - ...... , . "" .. J J -· ..... · -·. • , • .•• ;.i 'r .. ' 

se tier:c r-ue ¡.i( ;-. .. l!)-i'(f) ruede tor:i!lr f'~l'o l1 9.::·b.i t:!''!~·i~::~::::-.t·~ ;:(.'.:He.·:. 

tanto valores poni.tivos, co1:10 nc¿:;:>U.v'.:>s, dq10ndicn:~o :el si.L,:;;:: de: :::, 

es rl ecir, no l;ucdc haber extremo •:n el ~·unto f.;,Q. 

~j~. 3.2.19 Se9 V=C \.e,b] 
J<'(f)~,~~ II(x,f(x))dx, donde !i 

con ln norr:io lihil=r:iax!h(x)I, :ic~ir.i::ios 
Xt-.[ 1,lJ 

es uno funci6n con dc~!vc<l8 ccntinue, 
entonces haciendo uso del Tcorene de Tnylor tenemos que F(f~h)-P(f)= 
~; ( H ( X ' f( X ) + h ( :;.: ) ) -H ( X ' f( Y. ) ) d X = ) ;; ~Ji ( X , .f ( :< ) ) h ( X ) d X.,. a (; i }~ l q: ;, ;:; ! la 

funcional Fes direrencieble en el pu~to f, con JF(!)(h)=\~ ~~(~,!(x)) 
h(::-:)d;.:. Si ~rn;;::me:'.los que d?(:')(h)=O poro toa!; h'.::'l, cn':onc~:~ ·~:.~~(x,f(:xí) 
=O. Esta ecuación deternina en ccncrnl, una curve en le c~~l la f~nciE 
nal P puede olcanzor un extreno. 

TeoremJ. 3. 2. 20 Sea (V ,11•11). un espacio de E:::nach, :: =h( f, E) un abierto 

de V y F:O:v 7~ une funcional con diferencial seg~nda continus de 
Fréchet en une vecindad NCO de f. Si este fµncional alcanza un ~!
nino en el punto fe~, entonces a2 F(f)(h,h)~O para toda h¿V. 
Demostraci6n: Supongaoos que f+he:l y que ?(f•h)-i(r)=dF(f)(h)~a~?(f) 

(h,h)+o(llh11 2 ), si F tiene un r.iínino en fE:i, entonces cfr'(f)(h)=O P"'r'' 
todo!~, de donde ?{.f-"h)-:'(f)=d 2I"(f)(h,h)+o(llhll

2 ). ::::t~ronc<:r..cc .:;!'!.:::>!'::;~u-:-
,, 

;;,..:...~~(~"\lfi ,l~ .)<Q l'!'\,.....!'1 ~l.,..l~n >1 v CO"~".l t"r"l't"~ torfr'i :-.,-4f": c•r- " •• , .. ,..,-l•""' .. ~\¡n \• _ - ... - · '-·o 4 
.. o, .. ..· ~ .... ;.: ...... ~-, 'l. • o· - ··· · ........ ~ - , · ·· .... ' .. · - ..... .:.. - ~ ·· 

• .~ ..., { ·- ', ( r: •· ~ \, ) - ~ :.: • ,_: ";; ( &- ) ( '1 i· ' ,- I ' - ·' f + ~ ... •• : • • "" ' -' e · t ~ ,, ~ •1 '.. ... " ·:J _,_,,·-··o,."' .. o ··- ::i .,_ r.o•·'o''"'' •·-· -'··o'=-"., ~· 1 .• ..:tia ,r.._..:; ·· ····-·0 1 

entonces existen ele~entos h parn n nrbitrarigr.i~ntc r0~ue~~, ~gr~ les 
? 

cuales ae cucplc ~ue a-p(~)(h,~)<0, ~ero el ci~no de !e ex0re2~~~ 
-::.:~-<=~:·-:·:.:~).~-~~.2~:-::-:·~::,!::'-'(1~}:!~2~ -::::--:!~"'".::.-:·~ c··:"t ·~1. ~-:.~~:::· ii; ¿t::~-:~: ~- ... 

:i FU ticier.-:.c:i~~nt..-:; p·2,.;_u~~Or3, c!1 ·i~ci.r, no !1CY r:ifr .. :i.wo er. :-e::;. 

TI e r.~n:i..~r~ ~n~loea se c0n:)ide:::-.~ el e~ :.:o ric un r.i1xir.io. 

C.'' 
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La condici6n d 2 P(r)(h,h)~O paru todo hes ncccs8rio pero no sufi

ciente pnrD r;nc 1m<J !'uncionril F:OCV ""IR tcr.c;'J un ní.ni.r:w, ol cor:t1·.:2_ 

rio de cono auccde en cJ. c0so en que V es un eapaci.o de <lincnsi6n 

finita. En efecto connldcrcmoa un ccpncio de Bonoch de dincnsión 

infini tn, rHr.m:.-:. .. , ;.;l cqJ~c:io <1e :i.:.lL .... ~;. ue sucesiones infir.i tr..:s de 
, 1 1 I' '.I ~ 1 1 t . . ( ) nu~cros rea es t2 en ~ue "=lxn<ro,con e proiuc ·o interior x,y = 

~r I • • 

"1' .. x y do>vlc x=<x '.·u.'! v=f·1 '\CD. Dcfininos lo funcional _1n=J"n n' ' 'n n=l ·" l.0 nSn=l 

.. , ( y ) = \-, :<- • 2¡ 3 \-, ,:. ., '~ 
x •• L,n=l ''n n - L.Jn=l "r. • 

Entonces en el punto O, la primera diferencial rle F en el sentido 

de Fréchet es ic:u0l a cero, esto es, ai h"'(hn~ n~1 ,dF\O)(h)=0 parn 

todo h, y la diferencial aeeunda de ? en el punto O, en el srnti~o 

de l"réchet a~'i·'(O)(L,h)=Ln:·l h~/n3 pnré! todo h, e~ decir a2 i•(O) 

representa uno runcion~l cuedr6tic2 def•nida positiva. Sic ccboreo, 

en el punto O no hay ~Inimo, ya que PlO)=O y F(O, •• ,l/n,O, ••• )= 

(l/n5)-(1/n4 )<0. Por ccnoifui0nte en cuol~uier vecindad del pun~o O 

exi~tcn nunto~ x pera 108 cu~lcs ?(x)<F(O). 

1~.2~· 3.2.21 5en (V,1 -::) ':ln cap<:icJo de B2nach, C=B(f,é) un conjunto 

abiurto de V y i?:CCV ~ lR un<.:i .!'uncion".ll con rliferenci:;:;l r..:p1n:k con"'.:i:-;:..:<: 

de Fr4ch•:t e~ uns. vcc:!.ndcd ~:co ñe f. 1Jn~ c:Jndici6n r-:uficic:;.,.~c f.'!J!'";; ~:.:e 

le funcional? alc~nce un r:ifni~o en el punto f¿~, dodo que dF(f)(h) 
" =O pare todo h, es que a~?(f) cea una funcional cuadrática fuerte~GD 

te positivo, esto en, existe una constante C)Q tal que d 2F(f)(h,h)~ 
C llh 11 2 

nDI'8 todo he.V. 

Der:iostroci6n: : .. upor.c~:n:ios que f.¡ne:'l' y que F(f+h)-i·(h)=d~·'(f) (h).¡· 

d 21"(1)(h,h)-t·olilhi12), si di"(f)(!i)=O poro todo !1, entonces Hf ... h)

F(f)=d2J..'(f)(h,r.)--o(llh\12). /,h:1ra tor.1em.os un ni':r:it::ro '2:70 lo cuficier.t~ 
r:iente pequeño tal que prn 11 hll<E se verifique f!UC lo( \lh11 2 )! <(C/2)1lnll2 , 

(Por continuidad. Dedo ~ existe <ó."10, tnl que j 01;
1~~~l - O l < ~ psrailh\I<~). 

-E-:-itonccs i~(.:'~·h)-t'(f)=-,d 2 P(f)(h,l-:.)+o(l\h\12 )1'(C/2)11hll2> 0 ,:c::.-a \lhl\<¿. :!'or 

t'.:mto l''(f"-h)-i:':f)<O por'!l\I h\\1_.,;, es decir la fur.cicn:Jl !o' tiene un 

Note q,ue la funcional cundrtítica a2J(O)(h,h )=). ~1h2/n3 no es fucl: 
ro 2 3 "-'!l- n 

ter.1ente posi tivn, puesto que '\"n-lhn/n ~c'<\'nc:?111.?. pDr8 tod;;i h implJ; 
2 -, 6-- L.,_ n 

ca ~~lhn(n~-c)~O parB todo h y esto o su vez implica que C=O. Bn 

efecto, si C> O, entonces por lo. propiedad Arquimediana ñ3-C<.O para 

n suficit:ntem-=nte r:rondc (n~~i). Sea hn-=O si n<!'! y hn=ñ\;i n?.:~r. 8sf 
">" (O - ? _::, 
L,,h1 n'"(n--·:::)<.O. ?orlo t:rnto C=:O 
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U~D. vez que hc~nc in~roaucido el concepto do di~~rcr:~i~l dn un~ fun 
c:i.or.nl definid8. s~l)re. un cnnju~:to nbter7.o de t;r:. 8c:.<.!c.:~, L:Jr:::~~lv, ce!} 

tra::~-:~::: r:.!~>:->~8 :--.. 'tJ.C!°:::rn ~tcr.c::6!1, al cr-"'~·t1,dio (le un tiI·O e:,: cciº~J. t.ic : .. t.t!¡ 

tipo elcance su extremo. 

Definici5~. 3.3.1 
(i). Sea V=S1t'.J,b] con la norr:,o llfli 1 =::::-n:l_f(x)l ... ::,~xl~f'(;.:};, ;} tu: cub-

- ) E( ,,\, '"'• ,,, 1 

con.ju:::. to 

ciono.l ~·' 

abierto de V y ?:Ocv • 8 une f~ncion9l. ~e dice ~uc le fun 
tiene un e:-:'trcr.10 débil en el runto f, si e;.:ictc un :ri.t~cer:> 

con ln r.o'!"':::(: 1!.:·1.~==!~.n~: 1 :'(:-:):, :) ~:~·~ .. ::::~~c~:·.~:~r:~c ~'tiG~ 
• ~ >e;.[' 1i -

to de V y ?:OCV ~ R une funcional. Se die~ Que le ~unci~n~l ? tiene 
~~ cxtrc~o fuerte en el punte r, ci cxio~c un n~~ero ~>O, tnl ~ue 
F( f+h)-:H f) ti.ene el m:i s1:io signo pnra todo f+ht:9 'tol quG llf"-h-.!'11 0 
= i:hll < ¿ • o 

liote que si J tiene un cxtreoo fuert~ en :t entonces ~xi~te un E>O, 

tnl que J(f)-J( r,) tiene el r.:ismo sic;no parn todo ~ tal que lli'-[.11
0
< ¿ ~ 

de donde f es extrer.io tar.bién para todo ~e:c 1 , tal q_ue llf-¡•ll1<E, ya 

que esta dcsi~~ualdad in: lica que llf-.::-\l<E. Así, todo extreno fuerte . o 
es ta~bién un extreno débil. 

J)efir.ici6n. 3.3.2 Una funci6n f definida sobi:e el intervalo. cerr3do 

[a' bJ es llar.iod ::i continu~ po.!" peca zos sobre ;[6 ;1'J ~i siiti'sr~óe que: 
.- -::~_-. · .... ,, ·;;~_-:,~ .. ;:·~L~-;:": ... ;~<Je~:·:_-.: 

- / "":< -:,: ··. (:'..). ~ :·:) ~~ ''t- -. 
( "") j.(r-: -"\' ... ') ;-i .. ~4ro• .. ~-,.... +. '",.. ... \.• "')·", 

:t:L • -'--"'+~ -~ "··-~., .. e t, '•O "ºª"' X-:: l>-' 1 O • ' 
x...:i,.x-~ • o _ . __ :_ 

(iii). lfr: f(x) existe para toda x .. .:.(a,bj. 
"~ x.:- o 

(iv). f(x)~es continu~ sobre (e,b). 

El conjunto consistente de todas las funciones continuas por pedo3os 

r.!?obre l)i,b] -~seré denot:;ido por 11C~):i,bJ. 
... ... .... 



J,cmn I. (3.3.3) :2i f~ El'C[r1,0J es unn funcj6n fij", v ::;i ------ o ~ 

)~ F\(x)h(x)rix==U ;,'.JI''J :..fJ:.h h~C 0 2:,h:, cntonc·::s ,~ 0 (:dco•; pa!·a t.o:i'.~ 
XE.~~1,b~. 

Der:10str1Jci6n: Suvrnr;arr.o~; que ¿:
0 

ea n:J nula nn olc;ún !'tmto ele ~:i,h.~, 

di?"_,aooG f!v_(x
0

)>0 p".lra Blr:ún x
0
.,,:-_a,b".::. ::ntonccs <~ (,. )>0 t'-~r" .,-1,·(¡· --,· _.. ·-a ... o .. -- ~- __ ...... ~ .. 

sul;ir,tcrvnlo [_;,: 1 ,x 2~=:-a,'r.~ QUC C0!1-:;:'..cr:c 8 x 0 . l'or.,··m:lOG !:(:·:>(x-:-:
1

)• 
·(. . ' p·:ir., ... r.- -.. Y. ~~ ,, ¡ .. t Y.)-"': r-nr-. X - :-.., h.... -.....,. .. ,,. "l"· .¡ .. ,.- .. ,,...t -, X-;-X) 0 '"' .. .,.,__:xl' ··;; ,. :\ · -. l"- "- .-::_.,.,_-_ .. ],.· .. 1 .......... c..,'· 
l.,:: ·-.- ""\ t•-:: , .. l ... :.~.,.,- (",_:,b,_ ("'';·-'-·'·"·l- ;.-::,,.. \ .... ,. ¡:·-~.·: ........ )'• i·· .... . 
1-=.., 

0 
'.."' , r,_.; • ··' • n e:... , D • , • :; ·-· - J Di:. 0 ,._ 1. \ ••• 1 1.. ·- J x:. 8 - . 1 • ·, •·• - ., 1 , •. ·' 2 - · J • • " . • -' • 

~stn contredicci6n p~ucbe el le~a. 

Corolnrio. 3.3.4 31 
1~-~~x)n(x)~o pnra 
)c.: v 

para todo XE[o,b], 

g
0
.¿J'C LD, bJ en un<.i fund 6n f:i j:1, :: n.:. 

te:dn h.0C? 1 [a,b:n::
0

:a,b:, entonces e
0

(x)=O 

Lo dcnostración es la ~icrnn del lc~a anterior exc~pto ~~~ defi~i~oo 
h(Ji.)=((x-x1 )(:x::;-x))n"·l pera xE}: 1 ,x'.J-:.:1 h(:x)"O p::ir<J X;óp,b'l-):1 ,:·.~0. 

J,cr:1n JI. (3.3.5) :::1 r élC ['1,r."'\ es una .f';;r:cl6r. fj ja, 'J si -":"T____ -·o - "" 
(w • (·.-Jh'(x)d'-'='J n""" to·Jo J··-"C ílJ l-1 "º'. 1-•~;: •. ~·- -...• ••.• , •• ,, .... e-"' );J ·o'•• ~ '.... . ......... ,,o > ·- o t. ',- .......... -· >~ .... , ~ .. J .._ ........ , .......... ~ ~-.:....· F, 

por;:i toda xE.~o,bJ, úonde e es uno co11:::.t'.lnte. 

DemoctraciGn: Sen e lo const~nta deflnidn por le con~~ci6n 
p . ( . ) \ ~ )" \ ) ·-)o~ Co x)-c dx=O J neL• 11(;\i<=J~(," 0 (~·,-c d/ 1 8GÍ r.-::0:: 0 ,_:;:,t~ :: !.'-::l.:·.·•··. 
eutom6tic~mente. En~?nces, por Llne pgrtc tena~oc que 
\ b ( -· ( X ' 1 } 1 ( .., ' • : ., _ \ O ~ í , '¡ \· 1 v -, ~ v ( }· ¡' • • ' ~- ¡' • \ -- • Jo t.

0 
J-c, 1 •. ,, ..... Jo 1.'::>'"' .: , •• ;c:,.-c ·'·· c;-.•. a, 1 -1,. 

~ientros que por otro parte, 
"b 'b ') 
~ 8 (g0 (x)-c)h'(x)dx=~ 8 (~0 (x)-c)'dx, se sigue entonces que ~~(x)-c=~ 
para tod9 X El~, bJ . 

L T ~ - ( 3 .. 6 ) " . e -p¡~ ~ b- _,. C •., "'i • • er.'J ... ~J.. .;;. .:ii r; 0-.~v ~ª• .. es Ltn;i .un ion •-J::?, y si 
(b--;:-_ rx···11 11 ív-'1 a-.-=oJ "''"'r'' +-od<> }.-0 1 ~;., h' con h"·-PC ··a bl .,,... ... :;"'""'" )~ .:. º\-' . \""' -· !-'{. .. ; ..... ~ ... '":. ... t.1,.1~-., ... ,,; - -: .. ~ ~ - ' ...... ,,- ... \,,,'_ .. _ 

¡;
0

(x)o:c
0

Tc 1x p:::.rn toda x-i.Cu,b':. 
D~r.iostr'."!ci6n: Sean c::i Y. c 1 de.fin:'..das ¡:::or las con5icionen 

~,~(z:;~1 (x)-c='-c 1 :x)dx=O, \~ dx~~(gc(~·)-c.)-c1 ::)d:.·=0,y s.c~i 
' 

La exist~ncia de c
0 

y c 1 se sinue de que . 

h' (x)=j~(g0 (y)-c 0-c 1y)dy=f:e0 (y)dy-c 0 (x-o)-(c1<2)~x~-e 2 ), y 

h( X)= (~dy (~ C:o( t )-c...,-c, t) dt= r~rlyr~!?:o( t) d t-c e"-:ª'- - a( X-'J) )-)Q l~ w - 1~ 1~ o ~ 



~l dctcroinantc de los coericientca e~ y c 1 nat6 daJo por 

((b-a)(b•a)/2)((b-a) 2/2)-(b-a)((h-a) 2 (b+2o)/6)=(~-a)d/l~~~-
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Por t~nto existen c
0 

y c 1 , definidoa por lns condiciones ~nteo ~cn

cion¡¡doo. 

J\horg h:i.t:n, por unB parte tencr:ton c;ue · .·· 

(b(!j (x)-c -c¡x)h"(x)dx:::Í~ e (x)h"(x)clx-co(h'(b)-ll'(o))-c, \)-~ xh"(x)•.:x 
)n o o }c;¡ o .~ " 

=-e: '..J (l; ' t b ) - h ' ( a ) ) - e 1 ( 1, h ' ( h ) - ri h ' ( a ) ) -i- e 1 ( h ( 11 ) - h ( n ) ) =O • 

Licntr'.:!n que por otrn porte, 
(l'(r- (·r)-c -e v)h"(x)<l·r=fl.it1.,.(v)-c -e x\ 2ñx::O "C a''"'t'"' :1~c 
} J-"l , '.' '' ... , , 0 1 '• • .L • ,. • ) ~l ' .. r-~ .,. • ' ~ 0 ] • I • .c. ' •- - ~... ,. 

~:~1 (;d-c 0 -c 1 x~"o pnr'-1 tod::: ;.e(i,l:J, ce ~ecir e
0

(x)=c
0

-;:: 1 :-:- !~t:r~ t:.:;,1 

x<::[a,b]. 

Q.Ql:Ql~jo, 3.3.7 Si g
0
e.PC[&,t:] es uno función fija,,:: :;i 

(~ g (:·:)h(n)(x)dx:::O 11nro todo h~C 1·r.-:- 1 >ro,b] con h{r.,.,;:¡::: [n,r-:'., 
J,_, O \-\ l ]r 0 1 1.-J. 
ccn e (x)=? ~-0 e, x·, esto es,s (x) es uc oolinocio ~e frado n-1. 

0 L-ll• ::v .1{ 0 .... 

La dcmostrnc1ón es por inducción s::bre n. 

l:$21-1Y· (3.3.8) Si .f:1 ,r:
0

e.PC[::i,b] con f\;.nci.o.!'lcs fijes,:; ~i 

)~C.:1 (x)h(:·:)-,-:0 (x)h'(x))dx=O pora todi:i ht.C 0 ['.l,l~ cJr-: h':::lC:fa,i::j, 

0nlonce::; :'."''El'C[:c,l:, ",,.•(x~~rr f.,.) r..,,....., +,.., 1·,., ver·,, l,l o - .J ":),º . , . ) ' .... t·' ... ...... .... "'- \ ::.¡ ,., - i..- ' .J • 

D~~ostraci6n: ~onconoa A(x)= }·= c1 (;)~y, e in~ecrondo por partes a 
f!:' t:1 (x)h(x)dx obtener.os riuc );r-1 (x)h(x)dx= 

' ( y) l• ( •· \ l 'b (b ·\' V) 11 1 '•• \ ·1 •• - (1: ' ' ., \ J• 1 ( •·\,:V "'" •· °'" ~ ,·"' ~: J\ ~ ...... • ':.r .• _,,. ~ \ ... 0 \ .. \,1 ... •·- -,,, ..i11.\.\¡ 0. \ ..... , ... ~R, t.:: ............. i_;_.:· .;. ..... 

(1. ' .. ' V)'.·! .. ~· ' . ' V) i ' ( .. \ \ . v- . ., '" •. ,.,,_ .... ~ M ,,. " í l: . ( .. ';.. (' · .. ; . . : . 
) Q ~c-1 \ •· .. \ ,\. -, C\ -·~~ .·., / <J •• -IJ I ~ -•)·~•-'-'v !."'-' ):: •·J. .•., . ., .'., ~- .. - j·• ,, 

f:'(:x\ctv .-le <~Onnc tix)l•' (•·'¡·L1·.·- ) ~ (x'¡h'ív\av ,. C"'tO -i•-r1ic~ C"'·(· - - I ... , '"- ~~ -\\ .. .¡. .. • ...... - ~ ~ .. 0 \"'"' _., J .... -•· .. • ..... '-- ~.1.~ 

f~U(x)-,:0 (x))h'(x)i·:=O y por el l.~::ia Ir tcner:-.oG que .':.'::,:)-i=:;
0

(x>·c, 

pera toda XE[a,b] y por lo tanto i:;;(x)==g1 (x) p8ra toda xE.\:n,F), en
fatizamos que la diferenciabilidad de c

0 
no había sido supucota de 

r·· 
- flntcr:i2.no. C· 
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Plflntear:io:::; nhor:_i, u11 problcr:J::i concrct.::i de los:::":~,¡~_;,, \'~-;riucionolc~e>. 

Sea F(x,f,G) um: r1111ci6n con priricro y :1ccunrl::i clcr\v:;d::i!"l p'.Tc-: 2 1cn 

continuas con rc::p1:cto !.l todos suo nrc;urr.cni.os sol>re ¡;] conjunto 

[8,b]XOXO', conz,L:i,l:J:,· O, ú' non clon conjuntos r;l·icrt,10 de 

dos e::;p=:icio::i de r·11ncioncs V, V', talco que f-=0-.. ·.v :¡ i:- ;•.V', cnto 

es F cC2( '" b·\,Q·11 ') ~· ...,_,.,_,,(.~·).-·el .. hl ' .,. •. t . .,.f , .. 
..... :.."' .J r, ., ) • Ul. ..L'=-U-..1.. '..;.. ,::: - ~,')' V_J J ....;~~· 1 ... J ;.JCC .1.~n con~:1-

( 
' l . . . cioncs de .front•:::r·. :'(8),,\, f 1:1:-c::.1 , ~1 J:t.l~c- ."•h~ - :~ c-r: m:o runcio-

n<il de ln f'ort:-:o .J( t')= íb r'(; . .,f,.f' )clx, dc:iennos encontrar una función: Ja 
para la cunl 18 funcional J tenr,fl un exi:rer:io débil. 

~'eorer:Jn. 3,3.9 Scu (V,li·li) el espacio de Banach con<:;t.ituido por 

el cspncio lineal V=oC 1 [ri, t~ con la norr.10 \\f:t=r:.px_ 'r(x)l +r.;p_x :_:• (.x)I 
1 '*-"" r.. n ·~ , 

J:O=ll(f,E.)CC [fl,h1 ~·.i·{ um:: funciomJl de 18 ~·orr:n ,-(r)~ ::'. /(;.,f,f')dx, 

donde 1-,, __ ,c 2 ( r ...... ,b_-J'",·o,·.",'), .. (~ ·)-c11·0 b., f' ()'C .. b·:' . i -- -~ ,, <.'=T~ l ,:: \... L<·' ·" :1 '"- .: _r:' ·-' "l. :f $0 t ..§ 

f'nce les condicion,·:; de frcntcrn f(e)=~A, f(b)=B. '.":ntoncon unn condi

ción necesnria p·,r~'. que lo runcional J tcnf;n un ex trer.io e:n t~"'ª 1·un
ción cl:=>-1::> f C" c·i-- f ~,.,.;,.r-"~"' lo c•c·1·'c'6·n (!::. -;-,.1,,~, 
-,, ~ r• '• - ! :.)j ~ I l ~ ~ .J ' L, .l L..l - '• ~ '-~ _.. " ,.. l. ·,.; ... .6 • •.- , -' •• ""' ... • • 

..s:.. ( . •' .- ' ) ·:: ( . ¡• f' ' ) ) o ·c,f X' .1. 1 .1. - ,y;: )]· t \ ~~ , • 1 f '-' • 
Der:iostruci6n: :1et·1,·~:~ a lo fun~i 6n ~ un incrc::-J~nto h, :~ 1'!!:-~ (, de t~l 

r::er,ero que para J''!: se oir;:rn :J:ctisfnc:'..er:.li.o lan condic::.oncs C.c .!:'ro1:

tera, entonces h(::'=h(b)=O,- cs~o es b.::::c 0 :~ 1 bj(\C 1 ~n,b:'.'.E(O,=), en la ter 

r.linolo,;ía de lo::; ::·.~-.odoo v'.1ri:::cionnles :.~n'.J tnl .:.-:mcif.r-1 !~ es llnr:::::do 

unn función admisi '::le, entnnce::i calculando lo diferencia .:( f+h )-J ( i') 

tener:;s Que J(f-+-h--.-(f)=); ~;,.:,x,f-h,¡''···l:')-J.-'\:,,,.,i'')).~:x, se '""-··~ne 
del te~re~e de T~~::r que 
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h adr:üniblc en C,[D,i'3nc 1 ['1,h](\B(0,~), cntoncc:"J 
( b { cfr' ( • ,.. f 1 \ •] ( ,, :; ·;::.:_: { ., r f' 1 ) \• t ( v ) ) ,¡ y ,,, C ¡,., >• !' ' ".·I ., I · ,. ¡¡ ,., { " ; {• 1 ,-. 
J::}'~ .... ,~~":,_¡, )! \.· ... - J~., .... ·., .. , .. ··- \4• ~·~· • - ...... \•-'\•-- ............ ·~ ..... , 

per[_i into··~:r·nr:rlo ;1c;,!· p·~:-t•?3 el sc:-ur.do SlH'.1:1ntio doJ : r:~ . .-:;·-~ond'.) "~an~.::-:"~ 

(b -d!· '•" 1'¡.11 .. )-1,•- ?.¡.' '··· f f'•\1 (-·) lh (!; J (J.::.. ... \\ ( '. q lJ e \ . . , ·'- 1 f, f ) . i \ .•. • .... - ¡;.f 1 \ « , t, , 1' .·. '· - \., -1 .. ·¡" 1 , ·'- t J', •· ¡ 1 i: \ :·. : -'.1 X 
jf) (Jl . e: •,, - . 1 /, ~ .... 

=\~ ~-:;d1:; 1 (:<,f,f' ))h(:x)dx, osí 
J:= .. u ... OJ.. 

\b( ~_:_f1~(:x,f,f 1 )+r~ .. ( :¿!..f;•1 (x,f,f' };>ii(x):.i:x=O pe.ro. todo h '.::·lr::L:.ibl.:, 11..:c:;o 
)a CJ 0.1-.. u 

por el leme I se 

la exis~encia de lo derivado se ai~ue 1el ~e~g 

Lo curv9s integrales de lo ecuaci6n de Zulc~ son lla~adas curven 
extremoles. Claramente eota ccuaci6n 1~fe~nncj~: q~ ~~ 

Y !:1 ('UD s}_ ;,· - ;~~ - ;,l ;,""' tf + H1 f t .J. ·¡ ~\ - o -4 n ""C'O - ; ~ dx· f' . r-- f' fl - - f'f' ! xf·-· r- , en~o .et;.., sur: 
dependen de dos const8ntcs arbitrorics, le~ cualcB oon 
das de las condiciones ~e fr?ntcre f(s)~A, f(h)=E. 
Le e~~~c~6n de ~uler pr~p=rciona une co~i~ci6n nsc~sgrin ~ore un 

tencie?. de U!'l c:, .. trer:¡o r;e dc~err.tin~ f~cc 1.(cn~~r::·::~~c ::Jr :::::: C"J!"!.;c"te:r:-.~.:, 

tic8s d~~ el !;roblc:::n. :~i en t=::lct': C~[;as s6:o e:·~is~'= ~.r.u ~:.L'_'vn (::·.:.::~1 

~~l l~ cual setisf1ce las cbnd~ciones d~ r~a~t~~~ ~el rr0bl~~~. 

?ara uno funcional J:C 1 ~,b] ~ R de la for~a J(f)=¡~?~~ ,f,f')d~ . . '-' 
La ecueci6n de ~uler es en general una ecuaci5n diferencial de sc

~und o orden. ?ero puede ser que psro una curva dsdn la funcional 
ten~e un extre~o y dicha ~urva no seo dos veces difercnciable y 

sin e~bsre~, sa~isface la ecuaci6n de Zu!cr, co~o lo cuestrn el 
siguiente ejecplo. 

l 1 ·. :; 

;:;_j_g_Jrlo. 3.3.10 9~:rnsiderer:-.os lR funcicnnl J(.f)=~-l f'-(?x-f 1 )·c.x, 
de! .. .2:·~:.G.~ s0b::·e '.:!.!.[-1,lj, .:f(indc ln.::i -cc.r/,.!lcionc-t~ .~Je :~:!'"~~:::-~·~1'- e:-;">~:: 

dadas por ~(-1)=0, f(l)=l. 
:::1 r.:i:r..:.r~o de :'..'.1 :t:uncional J 

p~ ra l.S! ft;.nc i ón 
\ o s.; -1~-,~o 

f=f(x)=l x2 oi O~x~l. 

es 

·]. 

icunl n cero J éote 

-l 



:::stJr;:fo.ce l<:i ccu'.lc.Ji!1 d·~ ::u1.cr. r-:n efecto, ·¡u :;\.<·~ e¡, '::.::e c:::;o 
') ') . 

F { :-~ , f , f ' ) == .!"' r.. ( 2 :-: - f ' ) :. , :.r d l' e 3 t o G e ~L! .. r: 1 ~ e '~ ne 2. 'J ~ !.":: ~: ~ :_ :: ~'t. ~ 
,, ,._ 

F =- 2 ., .. ( ''x- f'' ) ' f ~ . -· ' 
:• - r¡.r• ( .,. .,., ) .. 1f,-~-r::...o .·X-i 

[ 1 ,] ]" ~tJr""4·i"'·1·~1·1 ...... -.¿._, """· ' .c .. ;., .~ ··- '.• ,. ... '..,; .... de :f(:-:) 

l~ convie:rte ··;:i t!.:1~ iCen-:idnd. 

Te~. 3.3.11 Supongamos que .fl':O=l3(f,é)CC 1 G'l,b.: y o_ue snti:::fn

cc Je ecueci6n d·.: Euler Fr-~xF'r,=O. :~ntoncen si r:::.c:.'( :r_,,b:J.'~'(.1 1 
), 

C;cC 1 fo,b") y f'é0'c.Cl'e,b1, f,,,f(x) tiene une se::~mdn dcriv<":d'.'.l cor:"·:i.

nua en todo3 los puntos (x,f(x)) en donde Pf'f'(~,f,f')fv. 
Denostr2ci6n: Supongsoos que f+.::.f'€0, calculemos le dif~renci~ 

'"'r:r 1 ""1.•'r 1 lx+A'·.,1'+·"'',_,., __ ,,:f 1 ) .. ( f f') 1 ., (v ... ;.;.f..x .•_;;..,.,~ ·'•-•~<' 1"'' ...l , u.r WJ. _... -r;:, x,, =l!.Xrf'x"4 .. ·-- .. ,_ .... ,...i,_,_ ... -..... / 

ee[O,~ , A~ore dividecos asto diferencie cnt~c Lx, y c~noid~~:~~o 

el lfnitc cuend~ Ox ~O d~ l~ e~pr~a!6r =o~~l~on~e, rs! obtc~~~== 

9-t 

~etc l!c~te ~xiste, ~u2~~0 q~~ Fr, tic~0 1triv~~e co~ ~e~r~~to ~ ~ 

Je SC~·::!.'J O C;)n lr; C~L~sc.:-::r. (l·-: -· .. - •·1' ur- n•"'t) Q_ 1 ":..... '-}' • P_or hipÓ-· - .~ .... ~-, J- _lA r,i;~\-fti-i" -

tcsin l~~ ~r::::undQs deri"iCrl~~ r5.e F t":C'n co~:-+;intt1!?, y dcbid~ a la 

~·' /. O " - - ~ ~ r· - a 'l -~ f' f ',. ' .... , ":: ... J. t.; .. ·.~ ~p .... t; f" ( x) 

~~:?: 1 -}'r'=O es posible encontr"Jr un~ expreoi6n por!; f", y de eEt8 

C 
.• exrrest6n ef' clf1ro n_ue f" es conti nue si Fr, r,;60 ,puesto que 

C· 



i'\ho:r-;J in-:JicorCJ:lOS D.lf~UnOG c::;~;:1~ CCpCC~.~J.c;,;, f~!~ .).:_"in jt... J·: r-('~:· .. r.~:~. 

de ·:.·:ulcr puede ner rcduc:'..da e i.ln<J ccu'1c·:_6r, ü::;'crcr.::.:.'1: ',: ¡:;·!::: _ 

c7"':-1 c:r., ~, p.Jr lo ton~;~ cun ~~01·.:o~:ar.c-~ pu·=:~cr: s~: ;:;~·~;..::-·i ~r.-~ ........ _ 

~s~te o~ t{r~jnoa do in~e~r'1lcn. 

, 
.QQ~_!.!. (3.3.12) St~a J:s·-- ~,b~ ~ fR ~Jrtf~ .:~.:r.oio!:~·.l t:_-:: .L'J : .... 1Y .. :.·:; 

Z(~)=~~F(~:,f')dx, u-: '.~:.;r.dc F(x,:!"') t!...:nc i:-;·-::.:~:r" 'J rcc:.:-."'.·, ·~::~··,_,. ::·s 

C~ntinuas para to-~02 s1..:s r::r¿:u~cr.::os, et: c:--:c C~0:'· 1~~ 2;~·t">:':~ér: -:~ 
.. d -.. ....... .. -1=.1JJ.er ~Js ~:.:.:11 f,=O, entonces l'f':':~, ~)onne C cr: u~~ e;~r .. st·~~·1~~::. ::!:7.:J t:~ 

ung ecueci6n diferencial de ~ri~~r or~en J.o cuql no c~!:~'.~n~ e~. 

resolvicndolo pnre f' 

C !i ~ C T-:- ( 3 • -;;: • 1 ~ ) Se~ tT • C l :-~. b'"' ~ 11~ l~ !1" f'u r '"" .; ,., ....... ' ', ,~ ,..,, i .. ~ r'"' •• .... .-
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-.:::...:;. __ .:,..::.:. • "" _,,,, - • l. , •.; , • "" ••• - l...,_,,,_,_.,, . ..., ........ --- --... -&.!T .. : 

J(f'),,,j~:T(:',i'' )d;:, en don<le l-'(t, f') t:ie!'l.e !'!"i::10!"u ;; :.:·:~·: .. :::»: ~c!':.·:~ .. '.::s 

continu::s con respecto a todos sus arcu~cntos, entoncoc 

Fr-~xI·'r•=Pr-l~í''ff'-Fr•r•f'! y r.iultiplicnr,do !JOr ,., , ::ir:t •. n-::::;::is (!_i.l•-' 

F f''-(!_;., 'f'=P f' F r• 2 '? ,~·~· 11 - 0 ("' f''·' ) r ax·r• / f - f':f - r•r•- - -0;:: -- ·r; : 
de donde la ecuación de Euler se co:-.vierte en ~.) ?-.t"' 'i<'r• )=O, 
entonces F-f'Fr 1 =C, donde C es unm constante. 

En el si5uiente caso la ecuacl6n de Euler tor-a la .foroade una 
ecmJci6n algebraica, cuyns soluciones consisten de un·~ 6,,u11t'.rs cm·vas 

f=f(x). 

Caso III. (3.3.14) Sea J:C1 [a,bJ ~IR una funcional de la forr.la 
J(f)=~=F(x,f)dx, en donde F(x,f) tiene princra y se5unda dcri7~d~~ 
continuas con respecto a todos sus argu~entos, en este co~o le 
ecuoci6n de ~uler toma la forma Ff(x,~)=0, oue eo una ecu~c~6~ ~1-
gebraic~ cuyao soluciones son une o rnés curvac. 

En una gran variedad de proble~as encontraremos funcionales de la 
forme J(f)=j(bg(x,f)(l+f 12 )112dx, la cual se analiza en el siguiente a 
caso. 



Q~_l_,Y. (º5.:5.l'..i) Se'} J:c
1

f[J,hj ~,;,un":! funcümul ele l!l fo:·no 

1-l(I')==~;;.r~( .. ,f)(J+r•; )::dx, 1.:n donde 1~ ~~u1~~i:S1: ·:(:·.,r) tJcnc JJ!·ir::c!·c: 

Y r~cl..:Lu;d:·1 ·Jr:1·j v~:doa cont.inuun c~Hi re~J!-,ecto 2 toi: .JC r:a1:~ Dr.:~~u::icnto:~, 

en c~;te co~o lé! ecu<.:ciún de ::;ul•c!' pt•.c-Je 0er tru1i,:o.!or::.·¡d·: ,2n 

Ji·' el ";Jje ? '· d ? ~ 
;:i f- .:;;:;( ~I, ) =e .r ( :-: , f) (1 + .r' '·) :.: _ dx ( r; (x , .f) f' ( l ·;- f' · ) - '· ) 

( 
') J.. ,... ~ ? ., . =t"r x,f)fl1-.r 1 '·;'::_a (-. f,-.:•:-.,..~•""1 -c_,.,. ('· f'),~' .. (l···'•'·'-:: " \ .. .1x ... ' . ,... - r~_, f .... ' . ..... , .l. J 

-ec x ,r).r" e i+f' 2r":s1 2 

= ( l + i' .. I 2 ) -·b· ( af· ( X f ) - ;:r ( v f ) -(' 1 - e,• ( V ;• ) r ll ( 1 + f 1 2 '1 -1 \) ·- ,.._, 
c..~ - ' .. ·x .... ' ... ~.I .... , .. • . . . ¿ - 1.1 , 

es decir, gf(x,.f)-gx(:x,f)f'-i:;(x,f)f"(l+f' 2 )-l=O. 

Eje!!!lli· 3.3.16 (Probler:ia de J.a Braquistocrono) Uno de los pri;:;e

ros probler.rn.s que ir:ipuh1aron el desarrollo de los r:-ktc·dos 'lfl!•i!.;c:i_Q 
nsJ.es ea el siruiente: Una partícula se r.iucve baj0 18 influencio 
de 19 ergvcded a lo larGO de un2 curvu que u~e un punto dgdo ~ con 
un punto dado B, descamoo encontrar una curva tal que el tie~po 
que tome la partícula de jr de A a B aea mi~i~o. 
~ea m la ces3 de la pnrticula y sea v su velocidad, J ~ le cc~s~s~ 

te~(! cravit:ici6n. La ley de.con~crvec.i6~ de ln (!!:Cl'¿~·.f:i ··ia 
~r:1v.::-!:1e;f=O, ei:.tonces v=(2t;f)''. ó ;)t=(2.:~.f)·, dondes .:?s la dista:-:cia 
viajoda en el tiempo t, el tiempo tor:iado es obtenido de dt"-,(ds) . .'v, 
en donde ds ea el elemento de arco recorrido en el tienpo dt. Sea A 
represent9do por x=O y B=f(b) 
tonado, el cual es función de 

:> -'·· 'b ( b (J. + f ' .. ) :: . 
J(f)=)o (ds)/v=j 0 \ 2p:f¡·nªx 

para x=b. Zntoncea el tiec~o total 
la trayectoria f(x), est5 dgdo p~r 

, en donde hemos usado la f6rcula 

(~~) 2 =1+(~~) 2 • :n problema es entonces encontrar una !.'~11-::i.ón •lif•;

rencinblc iefinida sobre [O,b] ~ue ~ini~ice a la ~u_~c~on~l ~. 

C~serv~Gos que ~n este 

. ? ~ 

.., ,. ,, ( l•·f' ~):.; .. ,.. ,, 
caso .. tx, ... ,1 )= --r,~-f· 1·:-:--- ' •• "!l ... : 

\ i:...b-

entonces una condici6n necesar:i.a para que una función i sea extre:

~o es que snti~faga la ccuaci6n de Euler, asi 

f ' (~ c!....( 0 ~' ))-·1g+'.)Jrf'+?l' f"-f"Gz]' -f'd ( 2 1". )=ª-(F-f' ~)=O entonces 
'?f-dX 2\fl - í);~ ~'-f of' Of' Ux d1° 1 dX OJ. t 

1 

c··:r'-í''~~ 1 ::C, t'.onde Ces una conntante, así 



] . 
ó (f(l+r• 2 ))-··~=c·-~, uni f'=((C'-f)/f)': 

.. (l f . e • .;.. d e • ) '· ( l)~ x_( 1)-~ o uicn clx= y - ' entonces CIT.'- i: - ' htigar.ios ln sus ti tucj ,5n 

,., 
f=C'sen'v1 ~, e integrando obtenemos que 

x=tC 1 \(1-cos0)d9, puesto que ncn 20/2<(1-c:-isEJ), de donde 
.) 

x=2,C'(O-scne)+c1 y f=~C'(l-cose), y dado que la curvn !}'.i~te 
origen,C 1 =0, frecuentemente se utiJi~JJ J:=y.C' cs deterr:ü:·.01a 

La curva así definida param6tricaucnte es una cicloide. 

:1 e~ 
... ~ ~ •, "t"• ;' .,, . 

Ahora consideremos el siguiente razonacicnto qu~ s!rue ~~a l!nco 
completamente diferente, prir.iero aproximanos lo trnycctorio f=f(x) 
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por unn serie de secl:lentos de rec~8 que dividen la distancia de e~! 
da en partes iguales, como lo muestra lo figura. o-E:;=>·- ;.: 

r-~~--- -·· _____ ._ 
f ¡-f;---------· 

La velocidad de la partícula es supuesta constcnte n trc,te de c~da 
seG~~nto de reota. Considerecos ahora la ley de rcfrncci5~ de s~ell 
sene/v ~sen8' /v' =con~tante. í-:süi eR un::i condición p!lra que la tr;:;~·e_s: 

toria de tiempo mínimo cruce una discontinuidad. To~anjo el lí~!tc 
cuando estos sermentos se hµcen cada ve~ mós pequeños, ini"eri=os 
que la curva estará dada por scn0/l2gf}"'=conotonte, cntonc;;s 

<;ene ~QQ.Y .... ( ( '2) )-;, 1 • Yf:' - =C e 'i{• -=C o sec'l''VT' =C, envonces f l+f ~=e' de don:.ie 

, ..l. ;. 2 df e• _.; .. 
f =<rc2-l) , y poniendo C'=l/C obtenemos dx=(y-1) ~,que es 

el resultado previamente obtenido por medio de la Ecueci6n de 
Euler. 
Hacemos notar tumbi~n que en nuestro primer razonemicnto parti~os 
de una condición necesaria, y a pesar de esto, obtuvimos la soluci6n 
completa del problema, y que en nuestro scgunüo rozonemien~o se 

planteó una sucesión de problemas (P nl y se di.6 su rcnpecti V::! :-,:ict~~>i ón 
de soluc; ones {S ' • Bn este caso, si F -)P " S-7S se tiene nue S n2 ;·.o - nf · . n ., n · -
luci6n de F. ~n general lo anterior no es v61ido. En efecto, sc8 Pn: 
Deter1üne.r la lon.""itud de la escalera E mostrada abajo. Asi Sn:-lonr:( _ _, n 

E )=a+b. Sin embarGo, si los escalones se inrrementan sin límite y 

n á - l' S ( 2 b
2

)'.- ~ se hacen cada vez m s pequenos im n= a + ~. b 
n~ro •• "I· . En : \ n '!C~~1ir.'!~) 

···:si 
1 ~ 



2..i.S:'.:!.!!lo. j.3.17 (;~1 problcr.m de la superficie de rov::i.lucj(in de 

1rea r::.tnlt:!~). 

De entre todas l:is curvos los cuales unen dos pun~cs dsjoc (~,A) 

y (b,Il), deseacos encontrar una, lo cual genere le su~erficic de 
área LlÍn~~a ~uondo esto rota so~re el eje ~. 

Es bien conocitlo, que el dreo de una superficie de revoluci6n ~e
nerl!do al hacer ·::--ot:.:r ln curve f=f(x);::,c,r-:c 1 -a,ci·, ~.:it.rc .:1 •~je x 

viene d~cta por la funciongl 
J(1)=2nj~ f(l+r• 2 )úax. 

Puesto que el inte¡;rando no depende exolici tm::ent·:? de :~. Le ectta-
6 

') _: 
ci n de Eulcr tiene ln for~a P-f'Fr 1 =C. en donde ~(x,f,f')=2~f(l+f'')C 
(Ceso II y problema anterior), esto do que 

tcncr:ios .: ue x+C' =C r.irc cos!1 & 6 

x+C' f=C cosh(-C-) • Los valores de lus constantes art:. :rc::-ir:s e ;¡ e' 

son d~terninados por las dondiciones f(a)=A y f(h)=E. 
La curvo asi definido es un~ catenaria. 

Considerenos ahora el siguiente razona~:.cnto. 
J~l nor:ib:::-e de catenaria proviene del hecl:o de que t.:.!:~ c<::ci;nn ou:J::-:::1-

dida de sus dos extremos adopte la for~a de esta c~r~a. ~o curias~ 

que la misna curva surja en una aplicaci6n fíoica cc:~~lctsnente ui

ferente. Una r~~ícula de jab6n li~itoda ~or dos circul8G ~n el es

pacio ~ue estan en planos paralelos y con sus cen:r=z ~oh:::-~ ln ~is
r.:o. pcrpGndicul•.'r a los planos, tiene lri forr.:a de ~::::: 2;;.;cr·'.':!~lr: ·.lo 

revolución obtenida al hocer girar la catenaria ~:rededor del eje x, 

Considere~os la siguiente figura: 



, . 
r;:1n1r:10, 

en c:1d•:o r1unto ele lo flU!~'!1·fLcie hé1 de :.:cr mínir:1n (co1:10 ·:n 1.2 peJl 

e u 1 :~ d e .i 8 b 6 n) • 'l' o r~ e 1:1 :..i::; p r i r:i ero un r 1 r.1; 1 • v '1 f' o b r r• l D ~ :~ : e: r !' :i L'. :i e , 

tnl que f;u proyeccLín c:ité oobrc el (~je x, y sen (x,;¡) ~.t.· punto 

3rl;i Lrr,rio co1.Jrc l:::i curvo, y (x 0 ,y 0 ) es el punto r.1{0 L" j;) ;;obre l :1 

curv:1, 8ntonces :~~hro el oct~:::cnto r: dctt.::rr.tin~1do ror lf;.J pu~t:o~ 

(X •r)" (' ·1) ~c-~l~"I' LJ'•'s fu~ ... ··n~ ,.n ~at1i'J'•·r1'0 •~ •·-,r·,.•r., r• •o'" O ,y "'" •J ""- • - "-"'-'"' - ". 4~ • -'···' '"-' .. o-'v·I .l 

con!::tnntc en el punt.o r.J'ÍS liDjo de 1-.i curvo, ln ter;n:i·)r. '.i' ;;r: Gl 
punto (x,y) en la dlrecci6n de ln t~n~entc y el p~no Gs del uc~

mcnto s deter~inado por los puntos (x
0

,y
0

) y (x,y), cr. 1ond~ G c2 

el peso cspccíI'ico lincDl del negmento de curva s, cnto~ces 

TcosB=H y Tsen9=Gs, aaí ton8=G1~o y dado que lo tcnsi6~ ~ as consten 
G J ' 

te ponemos H=5, entonces 

di' 1 d?..f 1 dr:J 1(1 r·•2)i n• tlf t e d2 f .... 1 
ax"'é 8 ' Y tlx: =¿: dx=c +.L • 01 ctx=p, en onc s ex~ '\:-;.; • <:is 

1 ) -·\ -dv·-( ,_,, .. ) ~ e .. - - ,, ' 

e intesrandc obtcn~mos 
v C' .y+C' "(5+ c=nrc senh p o p=senh'. (; .~' dad.o .:iuc 

df n=-• dx 
x-•C '· inter;rondo de nuevo tenernos que f=Ccoch (e-¡. 

~ste resultado coincide con el resultAdo previamente oh~e~ido. 

La superficie de revolución obtenida al hacer girar la catenaria 
alrededor del eje x es llamada catenoide. 

Como antes, hace~os notar, que en nuestro primer razonamiento 
parti~os de unn condición necesaria ltle extremo), y s~n embarco, 

se obtuvo la solución completa del problema, y que en el se~un

do ro~ona~tcnto se hizo uso de un hecho físico. 

D9 



Hasta aquí, se han consi~crado funcion21en cuyo ~o~inio de ~~r!

ni.ciün consiste en un conjunto <Jbicrt:-1 U<' -:•l,r:JJ! •':::r'.'cio <l!: fuucicJ 

nes de urn:i variable ]nrlcpencl:i.entc, l!fl decir cu1'\''.l8. :-:n r:;uch,J:-; r'l'é' . -
blemoD, d:: c:~bor¿:c, ~e cncucntr;in func]onnlcs rlcfini(lor; :10i:n•,: rnn-

ciones de varios v<:?riahles Inr10pcndicntcs, rl].::·.r::nt,, nobrc ~'t•Pcr

:f'icies. En lo q_ue sir;ue, tale::; })robler.i718 de carñc-:;er mlllt.idj;:wn

sional, sor6n considerados en detalle. 

lllll 

Planteamos ahora, el problema varincional anterior pare una función 

F(x,y,f,g,h) .con primera y segundo derivadas parciales continuas 

con l'especto a todos sus arGur:ientos sobre el conjt<nto ::.:>:o·:o•, 
en donde (x,y)¿Q.::'.R2 , Q un conjunto cerro.do~· conexo:¡ O, e• 

dos conjuntos obicrtos de dos er';pucios de funciones V, '.f', teles 

que f-:.o·:..v y (r;,h)~oC:c (Q) ;,c(0) = (cC;)) 2 , e;;to er-, :F.;C;'.( ~->.O~\'~;•;. 
Si f: S-2.:, '.H, f~O=B(f,~)cc 1 (~/.) y sstil~:f'c:cc los condicionen de fronte

ra f(:r.,y):..:\v(x,:1), (Y.,/)¿(\: .. ,c:i.en 11o '.'/ un8 :uncjór. c:nocid~1. Si J:O== 

E(f,~)::.c 1 (i'L) .:, .H es umi runcionSol de lD i'or:::Q J(f):..: ·,-.r, .í.:lx,;;,::,rx,;:·.) 
'ri f 

dxdy, deseamos encontrar une runci6n f para la cual lci funcional i 
alconce un extre=o (débil). 

b~l,;2. ·5 • 3 • 18 ~~ i eº¿_ e {r2 ~ ·: 8 i; :i ~ f· ~ r. '.:! 2. ~- r: :- j_ j ~·' rJ 8 ;:.~? •1 )G f. D :.: ~ ·~ .. ) ~~~: ~: ~- ~ ·') 

. ..,.,.."'.''· •• r''.))'·~·:~ :. ,,.· (( '" r-.· .,\\·(·, __ \ -1-v,1·:::=') rr~·~ +;:i·i:- :--:.:-·' ... · •. : .... , . . ,·' 

... ... -:;.1..-·.1 .. ' -6~ ,.,_ ... , .. • ~ ... J).s¿:·a·-·'·~· 1·· .• , . .,..;,~.·~·"·,~ - ¡ .. ·:;«'-'-· 

~C 0 ((¿; ~::8 sl co:-.~uv::o .-1~ :"\~nc:.o~¡r.:•~ f!cf'.~r~: ·:i:::B -:~1 :. __ -~~..:.·· :: .. ~~:·~':::; :~~~~ c1:,.:

lo1: ·):.1 ~~,: .. · f"r~z:~-~"!"!J ·.'"!cS'l.::, ·~!':-:':r:c·:.-: ~0 {:(,~.r)=") : .. r:~~ ¿~,..'J~ :. (>. ,::~.-:::'": ... 
n .4.. • I ,...,, ,. C - ,.,_ ~ .- 0 ¡"'·-. ., ~· ·.~.·,i, !1,_•_.··~-~ .. ~ • • ~'"'.).~·: •. • .. :~, .~ .'.-_\ ! _1e:::c!J ... r8c:. . .;~"'l: ;.):~j:OYi¿~!!'.OS C..z•..l. üc ~o.J !... -l~ ... - - ~ - - --

el ; .. ,,.,,.,..,.,, -~ ('' ··· '>O r·;r" !1:i.r-ú:--, ,':.;
0

,:.:
0
'EU, c"i·,:n:ccn _;-; 0 : :.,:·)>'.; .. ..... ----~~'·o --0•·-·0 1 ,-~ • - • • 

P ara elruna bola ccrroda r({x ,y ) ,E)= ~(x,y) ;(x-:x...,)¿+(;,·-y,.J 2
=éc:·_. a o - .., ... 

conteni~lo en .:;l, con ce!'1tro en el Jiunto (x0 ,~: 0 ) :; .r·:.:a:..o "' .. ,·.fr .• ;-.,~::::_-:::: __ 

h(x,y)=O para todo (x,y)en-B(~x0 ,y 0 ),e), y h(~,y)=((x-~ 0 )~ ... ~y-y 0 )'-E")¿ 
~ • f ) E.. -- I ( ) •• ) ,.., ' .. 1 ,..._ •:-¡ -'• ~ r I" r· C :') ·· • -' ·- ,.. ,..' _¡, .• C ·-.r·· , - ., · •· " 1 .... ·- :: -:; ~: r12r::.1 ..;en O \.X,2 -·\ ,:-:

0
,;,_;

0 
,-: , ~~~~ ! ·~~ "'".J'-.:.: • .. :.:i_t ......... :..;. ... ~ .. :... ........ :.,...;..; -. ••. .: 

... ~ -"-1--.... ..,' l,• .. ¡-r-il,,...,,(, .... ¡.-·) '!'~.- ... -. • ..,~--, 
rtJ.C!.O!lt:"~ ,1.1.: !Jr;: .. :., CD 1 ... C'G.:. .. 1":.v \JC.J ,·,.- .... ,.~ ... • •.- ...... :. --:·,,, 



(" 

Teorc.!l:l· ·5.:;.1q Sen (V,1!·11) cl.e~pr:Jcio de B:n1·"ch con~t.ituido pQr 

el c::;¡wci o li ncnl V=CJ (::~), :\(.~H' un con;j1u1to C•?JT"d o ;/ conr~:'.O, con 

lu norra<:i ll.fllcc¡1<ix lf(;.:,y)l ->r.iQX lf.,(:.:,y)[ ·w"'x ir. (;.:,;:)i, v J;i)"'L(f,,:.)_: 1 '·'t'~,.-:,1, tJJ'.~j~_,~,~ ,/, IM ,'.•. • • .;.' ~ 

C (:;¿).., H un::• funcional de J.:1 "'or·r~o J(í)=. /(~ .• ;¡,r,~·.,,r,,)J~:rJ:,:, 
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r) 1 1' "' •• I 

en clonrle }'el'<-( 0.YQXO') f'cfl,...-P(1' c)r·(•.1r,~,) •: fr J' )-'n•·c'í· .)··et":,) ci:i 
••V UO o ,, ' - - ',,._~ ... ,.~ ·-,,/ ,.l,• Lt \~"' •• .... ~ \ • \~",,,, _._ 

f so~,i:rnfuce lu conrlici6n de fronter¡¡ f'(; .. ,:,·)""'·::~·x,'.'.·), e:.iii (:;,y) ··"·~ 
siendo ·:1 uno funci6n conocida. >-:ntoncn::: uno co1:.1ici6n n"r.c·s'.:!r.'..:: 

poréJ que: lo f'unci onol J nlc:•mcc un ex treno en una fur:c:! ón t1 <Jc!::i 
.... 9F ,' , ·:·' ' . I ·-p \ 

f, es o,ue f nutisfntefl ln cc 1.iación de r,uler .-1.- ·l.·· l-·.·1 -,.··=O. ,.., o .. , ·l .. ' - '.. . ·. •' ''-y 

Der:ion a lo funci6n f un incremento h, 11 h 11 ( ¿ , ci e tal n<incra (!Ue 

parD f+h se sieo aaticfecicndo la condici6n de frontera, entonces 

h(x,y),.,o poro toda (x,y)..:;:~:,?., esto en, ~~-:C 1 (,-:):1 C:-i(...}" F(O,.¿), 

Calcule~on ohoro la diferencia 

Ahora biun,us~ndo el Tcorc~~ de Green i~c~~c~ ~~~ 

J(r(F. h 4·F h_ )'1 vdJ":.:; r¡~(L('.:- ~,)- 2.."' ..,.-,.:?__(·: 1,1_ · ._. : '»).·:_.· .. ·.' .• ·.· 
) -t v ~ Y,....... .) '•~• .. /" ~· .. -(" ••/·,;-¡·· -r ·••, ···' ~ ..... n -- x ... ~ :r f!. r; .. ·. ... x or. - :' '~, - ~, ·.\· · ~: 

=J;r)·1J.-("' h'; ... L(";;l 1'))d"'d.,.._r\ÍCa,.-;;i .... L..., '1···'··.·1 •• • ÓX • f ·c1·y L f . -"• J "X- ,. . ~,_,. _,. •. ·.• -'· ••• 
,.. ., " J .., ,_ -r ::J. - .• 
.\/.., ~. J St. .... .: 

==)l''r hd~r-i•'r hdx-~f <$xr'r -E;-Ff' )hdxd;;, y pnc::;to que h~:·.,;y)c·.O 
o.2 X J $(. X ,./ y 

paro toda (x,y)e.'d.Q, tenemos f!UC 

~~(Pr hx+Ff h,1 )dxdy=-íf (~ i".- +}..Fr )l,r):~a:r, cntonc0s 
,.., X "~ J ~X •x ~J •• 
'"' • J S!. • .) 

dJ( f)( h l==}Í (1<' r- ~? ~. -~p ±:., )h( x,;¡ )dxdy, y um:: c::mrlJci:Sn n::cc;:;::.ri~ 
~ . X J . 

p'Jr') '..~'.t::? 1.~ ·f~i.~~ir:-·r:.!:l c.T t'::r.I"""~ l.L"l ;:-.~-~~~C!~'.:·"J· '.::!1 r:-1. !•'.l!'.~··~ f :· .. ~ <:""n 

r.18 

b!:! d8l teorcrn'.:!, 

C· 



k'...i..2E!.I?l2· ~~. 3. 20 :jupcrfici.cs minimns (rrohlr~~1:::i de l'lutcriu) 

De entre tod<JG ]Jl:J GUJiCrf'it::ic~· w:iramctrj ;~:;r1n::; J•Ol' !!'. :·: .:;)·.,( :: ,,¡,n :-:,;:)) 
tD1cro que L1 '1].f .. rcnc.i.':'l r.l!I cu ir.21cct.Lvn ( t1al con:dc.~-;';r,, '-'·' Goc;
ci<ln cor:io r•.':~ulm·td:::id), ,]oi;rlr~ (~ • .'f)¿~7.,Qun conjunto cc:!"r•)'ic :: con€:o:o . .., 
dcsc:1::;on cr.contrDr f'"f(x,;;), f•:C" ;~).) qLt.c minimice o la fu:1c:it::::l 

,T(f), \).~ lti';•r;)~dxdy. 
l'rii:iero vcr:1os que el ÓI'<?'.l de unn rottperf'Jcic rc::ul'.'l", c'"l:. "!.•: :-.•::'::: .·:,-~ 

~r:c.:6n !1( .. ,.J)=-(x,t . ./,r(.;:,:,,.)), ~~e ¡ic ...... intJ c::);:;o el !1Ü~H.:::·c ~: ...... -.._:_:."~~· 

q 11:: :.;:I \l:bdy. Los coci'iciLntcs de ln ririrner::i for1::n c~rn:1r!:tico:i .fn:-
J. S> :X 'J' 
dur.~er:tal cntf.ín dfCdO~ p::ir E"'(!lx,llx), .:·=(:¡x,Ey) :r G::{E;:';::.') :; ::l'>;;c~·-

2 2 " ·) ~ 
VU!:lOG QUC? llI!x>:Ii)l ·+(llx,Hy) ~11Hxll.:.!11Tyll~. l'or lo tm;to l\::;;q.~yll=.(-:G-:",,;)". 

•) .... 
,\sí ::>(H..,,H.{)=(l,O,:f)•(l,O,f . .)=1..-f:;, l·'""f.J., :: G=l-'·f~, er:"t.:rnc<:s 

,J ( i') = ) \ li~:/ ~¡ )1 d xd~r= H. ( '.·:G-F 2 ) :. :; zd Y'"'": (,z l + i';;:. r!~) .;: dxd:; • •. 
,\~. Si. :-.:. ' 

En este CDso la ccuaci6n de ~ulcr tiene la for~~ 
') ~ 

.,. (11-1~'-) ~r -r ~· .¡f (l+f''-)-O ·~•., · ,.,..: '.- •·· "·· -"·v .... · ,. -.:. X.,.- .. r- ~· · •!,, ..•. - , c.;.:_1 ....... ,,e •:" ..... .L, ... .f., ~--C •. .: 
-· .. o. J 4 .: .... ..Y -.• .J .1 .. 

viene drdn ;;::ir lD f6ri:~ul:.i. 

r,:::: ~~ r~- 2·1;1: ·r J_~ 

2 ( '.!:G -i·":) 

:-:= ( ~: .... ''.' 
./ .. . 

esto implica que la curvatura ~edio de le euperfici9 ccie ~ininice 

a J debe ~er L:~u·-11 <i cero. 7.n izco:::etr!:'J di!<:rer:.cial t~les superfi-

y 

Mencions1:.o:::i aquí, el ;::robler:Q de !)i::-ichl9t, el cu¡;;¡l cb~siste en ::iin,i 
-( ') " 

niz,,,r\1(.::"''.,..f.::}J.xdv suj~to a f=-r: en;JJ2.C; conocida,~::.:'.e :rep:i6n). :.n 
4 

•• ..a. X :I ... , 
ecuaci6n de Bulcr Lagrange del problcca variacional es fxx+gyy=O, 

la cual es cono~ida cooo ecuación de Loplace y cuyas soluciones non 

funciones ar~6nic2s. 



Generalización del problcrnn vuriocjonal. 

Seu 1''(x,f,r_:1 , .. .,;_-n) ur.', fu1:ci:'.'1n con J1rin-::ro y sc;;1rnd~1 dcrivLl<in;:; 

p')rci<Jles continu<:i:-: con rc:niccto a todo:> flUa ·n·r~urncntos no1irc el 

conjunto [¿,Y[)'f.0'' en donrlc x00 (;.:], ••• ,:; ).~.,->::1-:n, ~,--:. t<ll conjunto ce-
- n 

rrndo y conexo y D, O'aon dos conjunto;:; abjcrtos de dos carncioa 

de :funciones V, V', tnlcfl qu<J f::_Or~y y (;:,, ••• ,[:n)E0 1 :.:.('.;(f'n) 11
, 

2 ¿ 1 

ento ea :¡.·,~e ( ;)::.0:1.0•). ;-a f: :;-'¿""> ~'., f.::O=i:.(.:',¿)CCi(~,¿) y :>'lt:u:fec1': 

la conc1 ici6n de frontera .f( x) =·::( x)' XE )~;,sjencio -.·: una f'Lmción 

conocida. Si J:O=D(f,~)cc 1 (Q) ~ n es una funcional de la for~e 
,J ( f) = ) ••• ( i•' ( x , r , ( f , f v , ••• , f. ) ) d x 1 ••• d x "" ( ••• ( í l·' ( x , .f , r:r ad ( f) ) rl :x 

1 )í¿ X:. • ., :zr. n J .J·_ • 
•• • dxn' entonces deseamos encontrar una función i, par8 lo cual 

la :funcional J alcance un e~trcrno (débil). 

Le1:m. 3. 3. 21 :Ci. ,, 
0

r:..C ((¿) es una función fij<.i, donde u r~s un conjun

to cerrfldO y cono: o de !Hn t y si ( ••• r ~ ( x)h( X )rlxl ••• Jx =O G.:'.!~n) 
1 ) bo n 

para todn hE.C (Q)(1C
0

(Q), entonces ·"'::i(Y.)-::0 !larn todo Y.i:_~~. 
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LE! der:iostraci6n no es cnencinlr.:cntc di!"}rcntc ü ln del L~T•D 3.;.i.16. 

!~~· :"i.3.22 :Je<:: (".',11·11) el cs¡wcio de li:Jnach c.)n::;1;~_:.u.'.do !-'Or 

el espacio lineal V=C 1 (Q), ~C'.Rn un conjunLo cernido y ccncxo, con 

18 norna !ifl>)\n· nax 1.f. (::;)\ :' J:Q=;'(i',E..)CC 1 (!'::) -=:.:!luna ~u:.c:i:--.r.'.:l 
de la forr:w J(i);:c~ .. :r~~F(;.i~-f,::rnd(.f))ax1 ••• axn,en don~le i·'¿C 2 ( ~;'.(Q'.cJ'), 
fE.0=li(f,E)cC 1 (&¿) :1 r:n1d(f)~0 1E(C(Q))n, sir s2tiafnce b c":Jnclición 

de .frontera f(~)=w(i), ie~Q, siendo w una función conocida. ~nton

ces une condición necesuria paro que lo .funcional J ulcance un 

extre~o nara una .funci6n dada f, es que f satisfeeo lo ecuaci6n de 
al"- \' n ::i oI•' 

Euler ar Gk=l ~(ar ) =O. 
K X)( 

Der::o~tl'8(;:!.6~:: Se:; 1ic;:~{Q;n:: 0 (.Q)í\ B(O,e), calculcndo lo c1iferencin LJ 

y haciendo uso del te~~~~~ d~ Taylor, encontranos que 

~'r·1-' _,_,.,_( ( 1-1. "h '"'"'·1'-r'+·-~ .. -1(¡·)' -:-( .. _,. .~.--.1':-\''·' · .. u,-·- .. )-~\2-,¡·· )•••)._Q.\..:\.:,_-- t:.: .. -\\,.J.J ~_- ...... , ... ,- •• .,,..,_, .. __ ~ • -.'~ ···~ ·•;:••• 

• •• _( ( 1 "" '-L1;i h + ,F h )-i.., ,., a'" en~on~-~ c:,.,l..,,,,..,.,.._,.., ... - .•• - . .,. .... ,.. ·~ •••• -f .. ''*·1(,,1/~"')••• ·""' - \, .... ~...., ·- ..... l.A..!.."""'-·''"} J J ' • .< l -'n. c.. 1, 
. ,- "'" X¡ Xn · ~ } · ., \ .. .í (Ff lJ + ••• +F:f h )dx1 dx2 : •• dx = .•• (j;jl'f h)+ ••• +; .. (i"r l1))d:x 1 ux2 J )r. X Xi " Xn n n "' 1 x "xr. X - , -

'2;C. .. 1 ·- ..... n '""to l ~ t\. 

d 1 '(º"' + +º"' )hd d • • • x - J ••• 1 (J- x f . • • • 0-J! f x 1 • • • • xn 
n Js~ x~ Xi x,.. Xn 



Ahoro bien, considcrenos la si~uientc gcncrnlización del 

de Gouss 

( .. J_t S-(li'f h)+ ••• +;.\;(Fr· h))dx1 dx 2 ••• dxn= 
) ) '/ e X l. • cJ • • n X 

u j ) .. l. J .. 

5 \,. ( l' h d X¡, I' . ax,~ . s . . . . , f dri , .••• + , :f n dn 7.º 

1 O·l 
tcorcmn 

'2.\?. Xi X,_ 

es unitario y normal exterior a 
de a~n , oSl es la frontera de Q 

::2. un subconjunto Ctorr:ido y cor cxo 
y dS el elemento difarnncinJ ~~ 

supcrf'icie. 

Una extensa discusi6n de esta generalizaci6n al teorema de G~uus, 
pertenece, de hecho al Calculo ~xterior. Sin 8~bargo, esto disc~ 
si6n no la damos aquí, y sólo tornaremos cate resultado. 
Y puesto que h(x)==O para todo x.::. o.0., tener:ion que 

( ••• ((li'f hx+ ••. +Ff hx)dx 1 ax 2 ••• dxn==\···ir<)-::Yr ...... +,:,·pf )h:J:x1 dx? •• dx, 
) J r. X ., , ' ~ , "l • X - n 

o\G ·1. - x,., . ..e. xl r. Xr, 
t ( ( r '";l ·~ en onces c1J(f) h)=) ... \ (Fc:>.F,.. - ... -T?f )hdx,dx 0 ••• dx , 

,S'., ,, ·~,X~ .X,. X,_ l. '· n 
una condición necesaria paro que la funcional J ten~e e~t~Eco en 

•' 1 
1 t !... "' 1 ':r)(") o t .. • ~ · ... 1 e-e ·1·c < \,...?:,~ -e pun ·o es que t.u \ n == parD ouo .1 ac:.11.01 o e cr: · ... ,. 0 .. , 1 ~' ·-• •"·· 

Luego por el leJ:Ja anterior ( . .,, • ..,, • l8), tenemos que l? - \" .. ' n '~ ( :~? LO. .. .. '•-" /. ··-1 ... " , 

lo que concluye la prueba del tcorena. 
(..!. _¡n.- ... A~~ ... ~J.X:: 

Existen, por supueato, ouchas otras clasca ~e¡.r~~l~~ns variocic
nales. Plonteamoa ahora el problema anterior con µuntos fir:~lee 

variables para el siguiente caso particular: De c~tre todas laE 

funciones (curvos) definidas sobre una bol8 abiert~ O==~(f,~) c~

yos puntos finales est~n sobre las dos rcctqs vert!coles x=o ~ 

x=b, deseacos encontrar una funci6n f, pero la cual la funcione] 
F:Occl~.2,h: .;. TI de la f::>rr.ia J(f)=í~ F(x,f',f')dx ~1c•rnce un 1!vtr 0 ~'.':, 

2 J~ 
en donde 1''e:C ([8 1 b]X0>'.0'), con x;;:n,b·jy O, 0' dos conjunt~)S ".!l::i;'r-

tos tales que fE:OCC 1 Ia 1 bJ y f'EO'CC[a,b). 

Coo0n:~·,~0s c2lculon:lo lo diferencinJ ;JJ( ::-) de 1.··1 fnncio:c,,ll J ,;;:·:.

mero notar:-.os que 

~=J(i'+h)-J(f)=(Jb(í"(x:f+h,~'+h' )~~'(x,f:~·)·)·ax, en donde f+}:¿(), es a 
decir, llhll< E. 

~.Usando el t~oremo de Taylor para extender el integrando, tener.ion que 



lOS 

~~(l''rh1I~r,h')dx+o(llhll), r:n donde, co!Y1 ;;ntr·r: \lh1l=.\J','X.!h(xil •_r::'}xl)i'(x.)! 
J\ --·\/,; / .. -=. i. •. :.:; 

y o(lihll) eo un Jni'in]té:;jrrJO r]c orrlen ~•upcrior 81 ~ll'irnc~ro I'(;;!lpcci;o 

de lihl\. l·or tanto 

dJ(r)(h)=~:(Ffh+Fr,h')dx. 
Obnerv,i1~r>s que por l::i mitur<:llez~ del probler:in, h no neccsertrr:icnte 

ae anulo en los puntos finales o y b, e inteernndo por portes el 

Gcgun:lo Sv.r:mndo del :intcc:rando de d,J(f)(h) tcn,i'!'"r.:oo <~lle 

(b., l'(·)d "'h( )¡x=b \bd., h( )a t 
} 8 .rf, 1 .1: x=1•r• x ix==n -J::i clxi·r· x x, en ·oncen 

dJ( f)( h)= ~~( F f-~->?r• )h( x)rlx+i·'r, ( x, f', f') 1 x=b h( b)-Fr, ( x ,f ,:f') 1 x=a h( !J). 

Considercr:!os primero funci::mcs h.:::c 1 ¡:a,b)ílC
0

[!J,b]nB(O,<:), es decir h(8)= 

h(b)=O, entonces l<i CC.'Tl:lici:'ín rJ<T( f')(h)-..,0 rnro +.ori"J h-:c 1 :-a,h!i\C~[9,bJ;I 
B ( ,.. ) . 1 . F d ., O 1 • • ' -f' • ' ,, 0,E. -, ir.ip.1c8 'r-a:-xi'r•= .• ·uesto oue si un" f1mc1on -=t\x; es e:-:-

trcr:1r1l cor:ip~r8~18 con l Gn CUY'"l!Jn nrlr~:~ fiiblcs cor. !Jtlnto~ V8~itJblca, ~~.::! 

toncca f=f(x) es extrc~ol c~~psrada ccn l~s cur~~~ ~d~isit1.cc e:~ 

¡¡ u.n to;:¡ :::· i ; os f' ( n ) = ;1 •. • r ( b) .= n : ,., "o "' , r = f' ( ): ) •. "' ¡'.., + r ,, , .. "'1 ( i:- ( ;.• - L : \ i IX i '-·· 
.. •. - .. ,• ... • ..... ..-~ "-~· .. '· - • •', ~~·" -··•-.... -,)~"'; .. '!. i.4· .. ~:·•.' •. ·-··~ 

=C,ln condici6n cJ,J(f)(h)=O par<J todo hsC 1 l"a,bJ.~.E(O,::) tomn la i'or::-.'.'! 

Ff,(x,f,f' )\x~b h(b)-Pf 1 (x,!,f' llx~a h(a)=O, y puesto nue hes 2rbi

trnrin, se sir;uc •iue Ff 1 (x,f,f')lx=a=O :: l~.f,(x,f,f')lx=b=O. 

Así, p8r~ resolver el problc~e con punten fin9lea vryriables , debe

mos encontrar primero una Eoluci6n ccneral de l" ecuaciSn de ~uler 

l·'r-ihFr, =0, y entonces usnr los condiciones Fr, lx=a:'O y Fr, j x=t"'º 
para a~terminar los valoren de lee const~r.tes or~itrarias. 

]j~~n~· 3.3.23 (Una v~riante del problcm8 de la braquistocrona). 
Partiendo del punto (O,O) una partícula se dc~iza aobre una curva 
que e~t1 en un plano vertical. Se busca la c~rva tal que la par

tícula alcanzo le línea vertical x=b (tjO) en u~ tie~po ~!ni~o. 
Como ya se había visto en el problema 3.3.16. La solución ~cneral 
de la correspondiente ecuación de Euler conniste de la familia de 

cicloid~o x=~C'(a-acnB), f=~C'(l-cos0) {f=y). IDra detcr~in~r C', 

usamos la condición 
f' Fr,= 2 ~ =0 para x=b , entonces f'=O pera x=b, es decir 

(2er(1+r• )):..! -

' f(b)=O, se sirue riue i-C'=b,ht ;¡ por lo tanto x=(b/:n:)(e-sene), 

f=( b/?t) ( 1-cose). 



condicioneo subsidiariDs. 

bler:ie veriociom:!l, en donde. corn:ide!'ar.;o~ ir.te,::rs;.-5::..:i de:. "':i¡:o 

''(x,f,;:Tad(f)) en ionde x.;::;¿,cT:r. ".í :¿C 2 \ J¿-;-:.:}"\J' ), f":. 0J==:;~:.·,.~~ :: 
'" · d(f)c0 ..... 1C 1Q))n l> · l.., , .. ,..,., il+-11-\' n ,..,.,. . .,. if 1 ::=j· ¿•.:·· 1·. ·.' c,rel -1. \~ 1 .SIJO c. no_ ... " .. _.-.:::_,;·:::(¡:¡~_-::·~~··,--• .c.)• 

1 Oti 

Ss conven~entc ahora, cenereli~~r ~: ~robler::: 'lsiri~ciJr.s:, 2n ~Jr.

de la runcional J esté definida sobre el~1n ~s~scio ie ii=sn~!~n ~. 

Sea F(:x,f1 , ... ,fr.'r;1 , ... ,,-:;n) unfl fu:nci6n c::in ¡:rir::t:r-·o::; 2C2.:~~:.dfl dt:r_! 

vedas parciales continuas con respecto o todos sus sr;~=2~~os sotr-2 

el conjunto ro, b]XOX.0' , en donde 0 'J Ü' so:n dos COG~u=::o.: sbierto.s 

Je don cspo('io.: d:; funciones V ;¡ 'f', tsle::: .~.u~ (f;, .•. ,:, :;-::'.::'; :· 

( ) 
' t ~ 2 ( ~ - · Q r ) ' 11 · ,... ..... ,.... ·\·: 1 \--., ~- 'i ro 1' 

g 1 , ... gn EO:.V, esto es .r<=.C l'.:l,bJXOX, ,si .l! 1 , ••• ,_r.:.J.i=~'.·:::l1'-~:":: 

en donde fk~vK. \un esp'0ci.o de :::o mi ch, fk: ['.:', bj _, iR ( :-::::., ••• ::i 

Sü n~ti~f~c~~ ]~s CCni~~~~ncs 1c [r~n~~r~ f.(3)=~~· f~\( = 

(k=l, ... ,n), y s~ ~:O~ 2 ;s.~~3 funci~n8l d2 la ror~~ 

S( f 1 ' • • • 'i'11 )= ~~l~( x, f l'. •., f n, fi, .... , f i'.i)dx, entone en dE2P.'c~.'.l:; enco:r,
trnr un vector ( f 1 ,: 2 , ••• , fn), p<:irf! el cug.l la funcior"'.Jl J -:i lcr: :ice: 

un extremo (débi~, entendiendo por esto que (f1 ,r2 , ••• ,fn} ~s cxtre-

c~·mal con respecto a la nor1:1.a ll(f1 , ... ,f )ll=Í\~,(¡:¡ax/f,_(x)I +t1sxJf.'(x)i 
(.. n ~i;{-.._ x ..... I o~ o.'\.. A-!"';~,· ,·:. 

21 consider2r lfl d\~fi.nici6n 3.3.1. ' .. ,. 



Teo1·r;.;'1. ).3.25 :3cr1 (V,11·11) el C':~pr:cio de I''1noch con::;t.:tu:!r1o por 
-1---: • l' 1 v--("lr, t' )n con,,, fiA":J!°l 11('' 1' )11-~1 n e espucJ.o inea - ...... ~..J, 1

..: ' -·:.... --~~ r. ~ 1
· 1' · · ·' n -- l_,k=l 

11r 1 11=\·'k~l (r~p.x.lf, (x)l+r:i:.:ixJf,'_(x)I) y J:O"'J:((r 1 , ... ,f
11

),¿).,, IR 1Jnr:i 
'- ¡__, ___ ''·'-'·" _ •. ¡,.,,,.,_ (v 

·'''-~\rnciono.l de lu for::.r.; J(.fp ... ,.fn)=.h Hx,f1 , ••• ,rn,fi,····f~)a)·, 
- - ., c 2 ( r: b·1 ··o'"O') ("' f )-oc(C 1 "'"' b-'n (1·• ;'•' en aona.e .i'E le,:..;"·.·, , l. 1 , ... , n ~ - l--, Ji, 1 , ... ,~.n¡-:. 

O'c.(C["8 ,bJ)n, s). el vector (f1 , ••• ,fn) s¡it)sface ln ccnclición c1e 

.fronter::i 1\_(:.:i)"'A,' r,_(b)=B,. (k=1, •. ,n), Znt.onces Ur..8 conc11c16n 
·- r. t. ,._ 

necesorin p::irD que ln funcional J alconce un extrer:io en un VüC-

tor dado (r1 , ••• ,fn)' es que este vector suLisf~ca las ecuaciones 

de Euler 

F.f -;hl·'r• =O (k=l, ••• ,n). 
k }: 
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Demostraci6n: Demos nl vector (f1 , ••• ,fn) un incre~ento (h1 , ••• ,hn), 

ll(h
1

, •••. ,hn)ll<E , de tal r:ianern que oe i:Ji¡:rnn sr:tisf1::1ci.endo las con

diciones de frontera, entonces ( h 1 , • •. 1 hn )-:':( C
0 
~D, t-::; )ní.~C:1 ·a, hJ )ni\ 

B( (O, ••• ,O),-::), entonces cnlcul::;n'..lo la di~··:rencin J( f' 1 +h 1 , ••• , !'r_+i!n) 

-J( f 1 , ••. , .fn) y t:.s<Jnd o el tcorc1:rn de '.i.'''yl:- !· tcner.ios que 

J ( :f 1 +h1 , ••• , f n + hn )-J ( .f 1 , ••• , f n) = ~~ L :.t~ 1: U 11·1;.:- l" f Y. h~:) ch: 4 o ( 11 t h 1 , ••• hn) 1 t ) • 

l' 1 t + d -, ( ,, ~ ) ( h } ) i b 1 11 ( " · -, · • ) · or .o nn .o 1• ,_ 1 , ••• , 1 n. 1 , ••• , 1n = J<JL}:=J l· 1~n~=-J.' f,; º:r ox. 
La conclici6n neces;:iria " 

dJ( ,, "')('· · )-o 'c1 1 )~(e ~ b"')n'(c1 i- "-,)n., .J..11•••.J..n I. •. l, ... ,nn - ' 111•••1·ln .. '= o~!".J, _; \t LDt._,;.J t1 

E((O, ••• ,O),E) ir:iplica que (b (?fh,_-i',,,h.')dx=O (~t=l, ••• ,n), puesto 
_}a r~ •r: r... 

que todos los increr.ientos hk(x) son independientes, entonces d~ 

acuerdo con el teorer:ia 3,3,9 tcncr.ios el siguiente sister::n de cc:i.8-

ciones de :Suler 1''r -~xF f' =O ( }:=l, ••• , n). -
!: k 

a Oboervanos que Ff -=:Fr 1 =0 (k=l, ••• ,n) es un sistema den ecuaciones 
k ux k 

diferenci8lcs de secundo orden, y su soluci6n general contjcnc 2n 

constantes arbitrarias, las cuales son determinadas de las condicio

nes de frontera ~ (a)=Ak y ~ (b)=Bk. 
X K , 

.2_.1er.in1.o. ~-i.3.26 (Propogaci6n ae lo lu:> en un r.ienio no hono~-cneo) 

Suponear:ios o_ue el espacio de tres diL-:cnoioncs está ocupado por 

un r.icdio ópticamente no homogcneo, tal que la velocidad de propa

gaci6n de la luz v(x,r1 ,r2 ) en cada punto es función de las coorde

nadas del punto (x,f1 ,f2 ). 
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De 2ctwrdo al prjncipio de l•'crrJ:,t, l:: Ju:: v:i.n;i~1 rlc un ):unto a ::it!·o 

n travc!::i de lo tr8,yl'ctorin r;nra ln c:;~1l el Li•.!l:.po <le tránci to e::; 

mínimo. Si la curvo ~uc une loe punt~s A y D ea copccific8da por lns 

ccuociom-:s 1 1 :::f1 (x), f 2=r 2 (x), el tic:npo 9ut.: t:::rfi l<:i ln7. p'.Jr'ó! tren-
. . r b . , e e:.) .,- - ( s1tar sobre le curva ce i~ual a t=J 0 ¡l+~i-+f~ -;v x,r 1 ,~ 2 )dx, y 

el Gj ste1Jo de ccuacionc::i de :~ulcr po~·n eat!-l funoionol es 

' .-, ... l 2 d f' •) ') ~ :·v (l-1-r•'-+f~c):!v- 1-(-:(1+r~"-.,.f!"")-:.:)=O, 
cf1 l - dx v ~ -

~v ( l+f' 2+f' 2 )"~v- 2·"ª- (-f2 ( i+-r• 2+r• 2 )-~·)=0 
C'f?. ~ 2 ·ax v ~.i 2 · • 

Y eot<:Js son l<.rn ecuaciones diferencinlco pora lD curvn o través de 

la cual la luz se propaga. 

~~oolo. 3.3.27 (Geod~sicas). 
- Las geod6sic3s repreaentan uno de los cecpoo de intc~6o on el e~t~
dio de la ?CO~ctria dif~rencial. 

Supongo~os ~~e t~nc~oa una superficie S copcci~ic~da por !~ ~er~~c
trización H=H(fy,f2 ). La curva de cenar lon~itud so~re S que conecta 

dos puntea de S, en lla~ado la fiCod62!ca que conectn len doo r~n~oo. 

Clsranentc las ccu3cioncs paro las ~~od~niccs de S son l~s ecuaciones 
de Bulcr par~ loo corrcspondicnteo ~roble~ss vnriacion~les. 
Ssbcnos que lo ~on~itud de Drco de una curva parac6t?·iznda 

por H(t)=(f1 (t),f2(t)) corrcsponjie~te a loo vnlorcs t
0 

y t
1 

es 

igual a o(t)=~~1!1H'(t)lldt=5;~(:1'(t),:-!;(t)){-dt 

_ít1(rr f''+H f' r -"•+r· f')1!-at-'--t:.-c·1 "')f• 2 ·2c·1 'i }-f'•-f'• ·( 11 ,_, ¡--· 2 )·'~rlt - Jt ·r-~ f ?' 1f.Ll ' 1J ') - 't~ l f' .. f' 1 T J.,,,.,_ _._1-2"f" .. f.'''·' -1 ( l o ¡_ ... 2.. .... 1 :t. t.;. ) o .l -l .. .l J...2. ~ J...""; .. 

si r~cordanos que los coeficientes de la prinera forna funda~e~~al 

de la auperficie esté11 dados por '2:::(.::f',!l_r), ~':c:(::,.,¡¡.f) y G=(ilf,:;
1
_.), 

- ¡ l -i ;¡_ ,__ 7. 

entonces s(t)==~i~Efi2+2Ffif!::~G.f22)~-dt, tendremos así q_ue 

J ( 1, f' ) - • t-.. , . ; •• ' 2 ·) ..... - 1 "'' "· ' ,. ' ::? ,:. ... 1 . --1 • - 2 -~~ ~-1 .,.~,Á 1 Á 2 v.i. 2 1u~, y as ccu~ciones de ~uler prr8 en•• 
funcional son dctcrcinadas corno sigue: · 

Primero denatc~os a ~(r1 ,r2 )=Efi 2 +2Ffifb+Gf~ 2 , entonces 

C" e-



"' ""' 2 21' 1·' f' G .,. ' 2 
~fLl + 'r 1 2 + f,L2 

'l l 

~ f 12 ?~ f'f' +G r• 2 
,, f2 1 ~ d fi _ _l 2 ~i -~- - d 

.l. d t 
y¡:: 

2(Bf:l_+P.f;2) 
-----)=O 

.\. 
w~ 

_,_ .... , t•-
E!..i.2!:.!.l!l2• 3.3.28 Dese::_¡mos encontrar las ¡;eodésicns de t:n cilin:Jy-o 
c.i.rcular, H(O,z)=(ncosG,ascnO,z). En este caso Jos cosficientes 
de la pri~era for~a fundamental del cilindro son E=a 2 , F=O, G=l. 
Las r,eodésicas del cilindro circular tienen las ecu~cioncs (de 
Euler) 
' ,,2'-l, 
o._ (--'"'-~----)-O dt ~ 2 2 ~ - 1 

(a''8' ·+z' )'' 
)=0 , es decir 

a 2e• • 
2 ., 2 =C 1 , 9 z 2 2 :;\'. =C 2 • Dividiendo ln ~e,::1.md<0 e:::u'::lci6r. 

(a e• "+z' f'J- (a~e· +z' )~ 

1U9 

t ] . bt d z 1 1 . ' d ... . . en re .n pr1t1era o encr:ios ae=c 1 , a so uciun ,e cs ... 0 ecuscio~, es 

z=:::1 G+c 2 , la cu;:il re-prssenta un01 famill.!:.i de hci°l:i ces de dos paru'
metrus sobre el cilindro (acos0,aecn0,c 1e+c

2
). 

~l conce~to de geodésica puede ser definido no ~6lo par8 supcrr!
cies, sino ta~bién para va~iedadcs de dicensioncs superiores. 

En lo que sigue considerorer:ios une Gcnerolizgci5n 80bre el orden 
de las derivados involucradas en lo for~a de la func!onal. 
Sea F(x,r,~1 ,g 2 , ..• ,fn) una funci6n con pri~cro y segunda derivod~s 
parciales continuas con respe~to a todos sus argur:ientos sobre el 
conjunto ~o,151)'.01'0 l'.···XO, endondeOk. (k=•.J, ••• ,n) son conjuntes ... ~ r.. n-1 o 
abiertos de n+l esp:Jcios de funciones, V~ (k=U, ••• ,n), tales que 

f"'00 :.::.Vn :r .f\:"'ºn-k CVll·K (k=l..,n), esto es FsC 2( ·_8,li.;·.0 11 \Cn-J_.,_, ••• X J
0

). 

Si ft:Cn [::i, b-J y satisface las condiciones de frontera f( k) (a )=Ak, 

f~k)(b)"-'D:.,. (k=O, ••• ,n-1), conside!'ando la norr:ial\f11=V,,.~c mn,:;.i::·_. 
( i..) ·- _¡n.. . '-'=· ,\ ¡ 

i•' c.,\'X)' ., .,; J•º)-7'\'". -)-'Cn,-~ b} ''J) C" Ul'"' ('unciono:-il a·e l"' ·.,o.-r .. 
1 .J- .,. · J V.J.. •' ..... ,- ..... .l.,'::•- .\..~l, 7 \ V ...... • - ..... ·-J.. -

t1a J(f):::; ~'(x,f,f
0

' ,f 11 , ••• ,f(n))dx, ento1,ces desca!!los encontrar 
una func 6n f, para la cual la funcional J alc~nce un extremo. 
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!.QQ.!:~· 3.).2') Sen (V,11·\I) el 0opncio de f'.nn:;ch con:d,.iL11ido J•U'' 
r. ..... ~ ··-•1 1 -, ~<·' r. ., .. ,.,' ,.( :.- ~ ( .. ' ~l C!3J.".lC:io ljiwnl '/-:C" '};,•: con L" nor ... ~ 1 111.,. ~ .. 011 /•.:···.!. ,·./I, 

• ~ .t.. ) ,-· -. ti -. . ' ,) - . .. . ., 'l .. ... •• ~. ~:-·'. :, •. ; ( : ' ; t .,1 . • • 
J ·ºnº'J,(" '"'·'-e L·', (:i] - ~- ... n .. ~Ul1ClOJ ... l oc l .. "'' r. •. _, ,, 'i' Jn ' ( ~. 1 r. 
f " ,..(n)\1 .. 'n rio¡·Jr> .,,_C.-(,..·i hl"O "Ü ' '0) f' •1,-('r1 •. • • . , ••• , _._ / r "' , t~ .. ,. 1 ( ,.. 1 ",; 1...., , ~ ' :1 ". 1 , • • • • . , ~ _ '"'Í L . .. , . , r . , 

f (k).O ccn-l:r,. b' (··, n) '/ f ~~ti<·1····cP l·i con·J1'c1'6·1 d~ f "1 . "'· n _ K l~' , , J , K " " , • • , . "" • - •• ·. ·. · • - r ·~ . r n.. ; Pro 

f ( k) 1 , ) -/· ,.. \ k) ( ..... ) _..., 1 , ·-O l ) ';' t ,. . , · · 1 'º -·}:'... "-·Lk ,r::- , ••• ,n- • .,n once~ una conr,1c1c·~ ncc~ 

sr;ri!J pi:rD que lu funcion'.'l '-T r::.lc:::nce un cxtre::10 por<J un·J .!'cir:ci(r: 

d~d~ f, e:J <iue f s:·~ti ~fnpt: l~ 1~cu·- 1 cl~r: de :~t.:ler 
., r1 , c1'2 ., ( ,n (:•· •. , 
1'r-¿Y.1'r,.,..dx 2 .t!r 11 - ···"' -l; dx·~fr.f 0 · 

Der:iostrnci6n: De::ios ¡:¡ lo funci6n f un .:.ncrement.o h, ilhl!.:o:., de tul 

~anero que poro f+h se sic~n sntlsf2ciendo las condiciones de rrcn 
t, · t.,..." h(k)( )-O h(l:)(b)-0 ('-O 1) 0 t·.., ·-~ r• .r.r.-'. -.. -,_., erd' en r) .. t.8., ... a -~ ' ¿¡. - K- ' •. 'n- ' Co '~~ V..::.J .. ~vo.~..-..!. ·:' .... j 
i\Cn[o,bJ (\'.:\0,E). "Entonc...;s ci;lci;l~rnd:) l.D difu•cncü:: ,:(;'1!1)-,:(f) j' 

haciendo uso del teorema de Tcylor, obtene~oa que 

J ( f + h) -J ( f '1 - í b ( F ( -r .- ... ¡. f"' • 1' ' <'" ... h " t· ( r: ) .,, i1 ( n ) ) - :;- ( v r r' ,. " - ~;) J., J.. . i' .. . '.;.. . ' ' ... '.... . ._ ... ,. .. ' .., '.j_ "!' •· ' •••• ' 

f ( 11 ) ) ) d (b ( ..., • ·' l • ., • ·• -- • : "· ) • ( 1 l 1) r l • x=)
9 

1.':- .. 1+..:.'r,:1 ~rf 1,n + ........ J_'fcr .. n JX +o 111. ~.·o:- o '".flr.:.c 

dJ(f')(h)= ,,:~ (.V\.h+P11 h 1 +1:r 11 h 11 + ••• +i·'r:•h'·')ax + 

LueGO una condición necessrio paro que ln f~ncional J tange ~~ 

extre;:10 en una func:..6n 5n1o :',c5que dJ(f)(h)=O parn tod=i h-::C~~~:._8,"1·, 
nc\1'0,h]rTI(O,;;:o) (h 8drJisibte), esto Cf'. 

fb(F h+P h'"-'•' l1"+ +"' ···h'~: )d...-=0 e '.i-:tc1~rnndo ¡·or J2 f f' "'f'' ...... -;_"' ... t1' l.... ' 

tidamentc y usnndo las condiciones ric frontera, encontr~moa que 

(b ("' d .... Q: ';;' +( l)n an ji' 'J· 1 x)dx-O luec·o n.;Or el Ler:H1 J<°I L.,.-,,x ... f' .... jx 2 Lf!!-••o - •]:;:t,• r·~·Í' •\• - • '·' 
- ... '" . ' ,; '- . · n dn 

I se tiene que 1"f-~xFf,+dx~l·'111 - ••• +(-1) rJx'·Ff1n;=O. 
a .. .i: ., d n 

fa"¡ existencia de les derivodes dxl f' 1 ,ixz. .r f" • • •ifXr.1i':folse a:i.JJUe fOr 
un Drcumcnto similar al dal Leme IV. 

lfostn 2cit~~, 1,:510 her.!os t::-Dtf:ido con :iro~·le::ieo variacionalco, en ,;,:;!} 

de la cl¡¡:;e de funciones ~H;m:i::i:iblea ni:c:1nhn cc1JccificD(h por cor.·ii 

cio11es inpue0tas sobre los :;untos fjn~:it:'O de lns CllrvDn. '-:Jin ,~~·1 ... ·~.: 

go, muchas aplicaciones de los M~tod~~ VAriacionalea nos llevan o 

problemas •=n los c1rnles no o6lo h~y co::dicioncs de frontera, ::ii.no 

condiciones de tipos completamente diferentes, conocidas cono ººE 
dicionea oubcidiorino o reotriccioncs ~ue son impuc::itas oobre las 

curvas (funciones) admisiblca. 
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J'~n ln dcl"inici=~n ~.2.1 hnb_~~Jr".OD cstoi:lccLlo que uw1 :':;r.cjon'.11 ,J ,Je 

finid2 en un conjunto aticrto OC/, V un espoc~o liiw::J norr:mdo, c 0 
di:ferencü;blc en el nentirlo de ~"r~cl:et en el punto f, si existe ttr.;:i 

funcional .L1ne[°Jl ocototlo d,J(f)E.! 1·=~(V,!h), tnl que Jt~·1h)-,f(r)= 

dJ(:f)(h)+o(\\hll), en rhnde f+hE.0, A la func:ionol nc·Jtud2 dJ(r) eva

luacla en he-:'!, a,J(:f)(h), se le llnr:16 la di~·crcnciéll de '.·'réchet de 

la :f;;nc::.onol J en el punto f<;,.V, frr::cuentcr.icntc J.,, f1.n,·-ton•:l ocat2-

da dJ(f) es lln~eda lo derivQda de fr(chct en lu funcion~l J nn r. 
Ahorn i:;eneraliznr:!oS esta dc1"inici6n a tnrnsfo1·1accionen rl<"!fj.nidan 

en un conjunto abierto O de un espncio de fümnch (V1 , \\.1; 1 ) en 

un espacio de Tinnach (V 2 ,11•11 2 ). 

Dcfinici6n. 3,3.30 :iea Tuna trono:rorr.iaci6n de v 1 en V2 , V1 y V2 
espnci:Js de Bnnach. 3i para 1' 1"ijo en O y pnra toda he.V1 existe une 

transforcacj6n dT(r)(h)~Y 2 la cual es lineal y acotada para todo he 

vl, tal riue 

l\T(i"+h)-'i'(i")-d'l'(:f)(h)il ::O. lf¡,~ 
llhl\-70 llhl\ 

Entonces la transformoci6n T es llamoda difcrenciable en el ~entido 
de i·'réchet en fE.V

1
, dT( f) (11) es lla1:1ado la di.!'ercr:ci€•1 de :¡;-réchct 5c 

la transfor~aci6n '.!' en f y aT(f) es lln~rda le derivadn de Fr6chct 

de la trecsrormaci6n T en f. 

~l objetivo de extender este definici6n, es el de probar e! teorccu 

generalizado de la funci6n inverna, que nos scró útil para estable
cer la existencia de multiplicadores de Legrange. 

~!!2:ci6n :? • 3. 31 Sea 'l' u.na transi'or1:mc:'..6n c:-n derivada contimw de 

~r6chet en un conjunto abierto O de un eopacio de Donech v1 en Lln 

espacio <le ~anach v2 , si feO es tal que dT(f) es un mapeo suprayec

t:1-vo de ·¡ 1 en V 2 el punto f es llar.iado un punto rcc;1üar de la tr·1n_§ 

fo:t.'r.J"1ci6n T. 

E,jeB_2lo. 3. 3. 32 Sea lo trarisfor1riaci6n T:OcJRn :.+ ffim, ix~tR-~ es: un punto 

regular si la 1:10triz Jacobiáll.a de T tiene rangom. 
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},r,r.:::i 3.3.33 ('J'eo!·er:1'l Generalizndo del vnlor r.JCdio). ~)en 'l' una tr::n2 
formación dl.ferenciul:lc de l·'r•~chct definida en un con,1unto abierto 

O, de un enpocio rje Bonuch v1 en un copoclo de .Eon8ch v
2

, y supong_g 

oos que f+cheO ~era todo e, Q(c~l. ictonccs 

lll'(f+h)-T(f)li~lli:ll oup llc1'~'(f1h)il. 
1<C<0 

De::iostrcci6n: 'l''.::.::e::,cJs Gi=.v;,<f.<Vri,t::J tnl que llGllll'l~(f+h)-'J'(i"Jll = 
'- '-

' G ( 'l' ( f + h) - 'l.' ( f) ) 1 ' e¡, 1: u s ! ·:.: () i f j_ e :1 q 1l e G es l' 1 i ne G do e o n '.:.' ( f d1) - :r \ n ' 
tnl f:.rnc:~on'11 i:r.eo1 contin1w cxüite, c:cnDiderer::os el corolnrio al 

teorcr.m de llohn-:-~nnoch 2.C.;sG, si '.r(r+h)-'.i'(f)fO entonces ex:i.ste G 

er. v2 tal que G(I(i'-;h)-'.J'(f) )~,llGl!ll'.J'(f+h)-'l'\f)ll. 

Def'inor:ios la función v: [O, l] -? li~ couo v( c) =G(T ( f+ch)), entonces por 

tlei'inici6n 
'( )-lí· G('l'(f-'-Ch+ilch))-G('í'(Hch)) 

v c - ~-:.;'o e.e 

=lí~ G{7(r-ch~~ch)-T(f+ch)) 
t...· • .:;.'> lYJ 

_,.., 1 ." '.i' ( f·· ch+ .'.lch )-'~( .r+ch)) __ ,.. ( ª- T( f+ch+Lich' 1 ) =e( dT( f .... ch)(h)) 
-v\ d->a D.r. -v a-:; , .üc=O· . • 

Yu 1ue T es difcr~nciablc en el ncntido de ?r~chet, untonccs por le 

propos.J.ci6n 3.2.·~ T es tombi6n difcrcnciable en el sentido de Gateaux, 

notonos ta~bi6n ~ue si G¿V~, entonces G es uno funcionol lineal y 

continua. 

Ahora bien, por ~1 taorc~o del valor cedio pera funciones reales de 

verioble real, ~enernos que 

v(l)-v(O)=v' (c
0

:, lzc
0
(0, y por t8nto 

G(~(f-,h))-G( 1.ru;>G(dT(1·+c 0h)(h)), l<c
0
<0, así. 

IG( T ( f+h)-J.' (f) )1 = IJ( dT ( i'-;·c
0
h) ( h)) 1 ~ ITGll lldT( f+c

0
h )11 llhll, 1<.c

0
(0, y cono 

escor;ir::os G al:.::t'Eda con T(f-rh)-í'(f) tenemos q_ue 

llGlll\T(f+h)-1'(1")1 =llGllllhlllltl'l'(f+c h)ll , l<c <O, por consiguiente o o 
11'.i.'(f+h)-'l'(f)l\!°=L;: .i!d'i'(f-;·c

0
h)ll, l<c

0
<0, de donde 

llT(f+h)-T(!')l\f\lU sup 11 dT(f+ch)li. 
O<.C<). 

.!'.r~o:-:d ~" (·_:. :. • ·=. '4 ~len 'l' unn trnnsf'orl:lación dos veceo di.fc!·er.ci.a":.;le 

en el :..;entl.do ,¡,, io'réchet •1efinidn en un conjunto abierto O de un es

pacio de B:.macl: ·;1 en un espnclo de Banach v;., y supone.;er:1os que 
- ¿ 

(,•• 

f+cheO uara tod5 e, O~c6l. Entonces 

llT(f+h)-~'l'(i')-d'l'(r')(h)li<!:·~·llh11 2 sup ll a2
T(f+ch)ll 

O<C<.l 



113 

18 de::rostr;;;ción es untílo ·a fJ 12 del 2.-cms .'.:!r.tcr~or, to1:1c:r:do ~ ulinc:-i 

dn con 'l'(i'+h)-T(f)-d'l'(í')(h) .Y e1:1plcs:ndo el ·.1.'core:::;J de 'i.':,ylor pnra 

extender vll)-v(O)=v'(O)+~v"(c), C<c(l. 

_feo~.Q· 3.3.35 ('.í.'eorer~s Gener0li:rndo de la i''unci6n Inversa). 

Sea f
0 

un punto recular de la trnnsror~nci6n T, la cu~l nnpea un ¿s
pscio de :Bonach 7 1 en u.n er.!;::?c:io :1c .Fenacl: 'T 2 • ;~r.~.onces ex:'..::ite <J.n:: 

vecindad N del ounto g
0

=T(f ), es decir un~ b~ln centrada en~, 7 
f;

0 
• O - O • 

una constante K>O ti;l t:ue la ecuaci6n 1'(f)=e; tiene soluci6n para t.Q 

do g€;;e;' y la solución s'.Jt:i.::ifoce llf-1'
0

11 ~!\llc;-¿;011. 
De~ostr~ci6n: Sea L 0=(h~V1 ; dT(f

0
)(h)=O], puesto Q~c L

0 
es un subes

p2cio cerrado, yé!. q_ue t 0 contiene tocio;:; sus pimtos de ac~ir.:'. l':'c:'.ón, 
en efecto, sea 1.- un "U"I.,_o de · 1 c"~ul··c'6n de' e•·"~, ... ,,., •. c· .. .,1~·t~e.,. .. 1

0 
~ •" • -;. .. ~ .. ;;.' _...; ... ..,.,

0
, 1l..,V.ia...,-..U ·~,.t... '-!"..l..._ 

vecindad de h
0 

{h; llh
0
-hll<E} 

c ~ n ti P ne ·1.,.. ., in f j n ' ,, .,, ..i a e " ·:y" ~ "' rl ,.., • S ,., ~ -:: ! i. '=' -...; - •• :.. . - .. - ....... .:- .... ~ !"' l'.. "" .... ·~ .. ~ ... .. .. o . ._ ~.: - \ ... o ' ·- ¡ -

, dado o_:.:e l'.(h0 ,(::) •2n un c'..'n~~:nt'..' cor::exo tcr~c:::".:$ c,·1e 

h ne !='Uede expres~r coz:::-, cor!1·jn:;ci~r. lir10~l cor:"_. .. c::~:n de cl~~:-.er .. ~t:s -:e 
I·(h -)n~ en"o.,..'c" 11--;, (1 "'•1 1- ~, =: 1 ';- -\~.~ ··-' ,, o'~ ~Qt ,.1,,, .. .1.L.: V 5 ... ,.1'1 ... -u¡ .. 2' -~1t··2- .... \ . .l.Qt~J.l-"of '-..J~ 

ciT(f0 )(h0 )=td~(f 0 )(h1 )+,l-t)dT(f0 )(h2 )=0 de dc~dc !~~ 0 • ~~ego 8i co~ 

side:rar el 
un us¡.mcio 

'.iT(f )(f), o 

·~r"'OrC·"'1 2 6 ~7 +enC.,....."'Q ""'UC ,-i1 e'"11.-··c.:,.. ··.r~c-}µv-•c ~~ :- C"' .J...,,; ,.e;.; • • ,/ f _, !,J....,,;:) ..,., •r..- .~_.'- ..:..-..) !_...._¡ -.. _..¡.._¡,,, f 1/ _
0 

...., 

de fürnacll. De.:'inir::os nn opcnidor :.r:,'¡/.:..
0 

-7 "i 2 ; ::([f]):.: 

en dor-.. ;Je (,f] ~e: bt.n l:; clr:-:sc rlc c"l.~:::c:--.~~·J~ C 1:!U~"lS.lentes ~ 

f ,_/,a-ulo "í ·~1 "nCr"'·do~ :· "St"' h" '~ ''"f''r' '4 " •'"·e,_-,.., , ... e .-.; ~ •· = .... ....,, -o·~ ..... ; (,;..;; - ...... u "--'-1:..!•.1. ...&t.:: .............. .J, ::·l ... ~ .. -.,¡~~, ~-. -1, .... 2-

\:f), entonces dT(f
0

)(h1 ;:u((f])=d.I'(i"
0

)(!,2 ), es dec:.!', eL~r.:en';os c-;•.,¡1: 

valentes entre s~ sen mG;endos ce cler.ien~os :.Jénticoc en v2 , o~v:.e

r.iente U es un oci-.,.,,dor ·'n""l ~o" l·- l'n°'"'l' ;~,1· de ,.;-,r··' ""'"'r.·b 4 h·,-. ., . ... ... ! ...:: .... c..;: - - ... e:.. :-· ... ~ - ... '- - .,_ ... ·...: ..... .:. \ .... O J ' !Je.;. • .:. ...., - .... ,,_ 

es un operador continuo, puc:;to c.ue d'-'lf'
0

) es con't:..n:.;.a c.r. 't1 • ".::l op~ 

r~do:r U es inyectivo, e:: efecto, supon¿;a:::os '..'( [.r1') )=U( [f;:)), en-::on-
a·n(~ )(f) '""(f )t,.) , d'"'(f ., •. ,. ) "' - o ..•. -· ........ ~ ó ces .... .1.

0 1 =e-
0 

,_.::, :1si ~· 
0

Ji- 1 -"' 2 =u, l.Ue_~ ... 1-. 2 -:.u
0

=l\._¡ 

[f1-f21=l.O} 6 [.:1)-\::r)<o], e!'!tonces Ui1=[f2], y por últii:w ü es 

Un c~er:'dO..,. "UD.,..""CCt.;v- "'l'C"'tO '"C rVi'(1·) "'"' "'''-""""CC+'i•,,., "" ,... .. ,., ... l:-' - - ·~ ... - -- .! - ..., ' .;4 \ ~ ' l.' . ... o ~ .... 1 o.J .• ~ .:._. - - ... ~ - • - ' .; - • ~ i,..( -

f ., ... un ounto .,.c .. ul,.,r '' , " t"'"n'- ~c"'-"'C 4 <n -, o e; Q .. • - f.... ~ .. t.: ..!.. .:.. - : .... w.... - ... -~· .... ...... - • 

J·or el ·..:.·eo1·e1:::::: Ce ~!.::nac;: si)C!·t.: el op8rrJ1.:.or"" J.ni.t,;!·so 2. (.) . ..!.l. 31 op~r_g 

dor U tiene invc!'sa con:inue. Recorde~os taubi6n que ~or el Ieore~a 

2.6.22, en espacios lin~~les nornedos cont:..nuidad de u~ operador 

cquivc::le a su acotaci61~, por lo tanto existe :.;::o tal que llu-1 (g)ll~ 
r.: llell p:::: ra todo r.;E.V 2 • 



Dnd11 gt.V 2 nuficicnter:iente próxi1:ia o ,- 0 pró:dr~.o en el f.lcnt:'.do de 

12 norn~ en v2 ), conntruirnos unu cuccsi6n de clc~cnton de V~L , 

{ 
- o 

\:_f;r¡lj ~=l y ln correspondiente ::;uccsi6n {f'n1;:{~ 1 con f 11E[f,), tal c1uc 
f •·f' conver,,.,e n la solución 'l'(J')==,rr • .!f"!ré.l ¡~r=.V., .r· , :'en f E.[0]=;. o n n ~ .. r_ o o 
y di:ii"innr::or; lns .sucesiones [rr r)} ~J=l y [ rnr;=l rcc1..<r:Jivn::;ente por 

~·rJ -[fn-~ = u-1 (g-'.i'(f
0
+fn_1 ), y de lo clu::;e [f!ll csco:,E::::oo rn tal 

que llfn-fn_ 111~2ll[:i'nJ-[i-n_iJ/I, lo cv.ul co pos'ble puesto (cUe 

11 [fn1-[i' i)/I = fof llf-fn 1 11, entonces 
n- ft:Cfh1 -

211 [f ] - [r iJ 11 > ínr 11.r-rn 111. :Luego 
n n- fE. [f,,J -

[ri} == u-1 ([é-T( f 
0
+fn-l) )+u-:.1u( [fn_11) 

== u-l(!J-T( i'o+t'n-1 )·1·U( [1·h-lj ) ) 

= u-1 (c-T(f +f 1 )+dT(f )(1" 1 )), eicilarocnte tenecoo que o n- o n-
[f 11_1] = u-1 (e-T(f

0
·1.fn_ 2 )+d'.i'(f

0
)(fn_ 2 )), de donde 

114 

[rn1-[fn-l] = u-l(g-~{fo+fn-l)+d'l'(.fo)(fn-1) )-u-1 <r:-'i'(fo""fr.-2!•·d'!.'(fo)(:~,.-2 
+d'l'( .fo) ( .fn-2)) 

=-U-1 (T(f 0+fn-l~-T(f 0+.fn_ 2 )-dT(f 0 ){fn-l-fn_2 )), así 

tomando ft=tfn_1+(1-t)fn_2 con O~t~l y a.plicendo el Le~a 3.3,33, 
tenenos que 

11 [fnl - [.rn_11ll~11 u- 11111.rn_1-.rn_2 11o~tfi11 d'.i.'(f 0 +ft)-dT(i' 0 )/I 

~ M 11fn_1-r n-2 11 oW~1ll dT ( f 0 +.f t)-dT ( f 0 )11, 
y puesto que por definici6n d~(f 0 ) es una transforcaci6n lineal 
cor.tinua en f

0
• Dado ~>O, existe Ó)Q tnl que 

llaT(1' 0+ft)-d1'(f 0 )1l<.~ para ll1"tll<S, sier.ipre que ll1·n-lll<.& ~r llfr.-211<..S, 

puesto que ilftll~tlli'n-lll+(l-t)ll.fn- 2 11 <tS-'-(1-tH=cS. · -. 
Asi 11 [1· 1 - [f 1] l\ 6:,; \1 f 1-f 2 11. Adez:ás, habíar.:os cs.cozido .. fn· E. [f..,l, 

nJ n- . n- n- ·· · · . . '" 
tal que 11.fn-fn-lll f211 [rn] - [.rn_:iJ 11 ~2.:: .. llfn-l-fn_2 1l y p_era. ~>e su.ficicnt_2 

llf -:f 1 11 ~:, lif 1-f ?11 • Y dudo que n n- - n- n-_ 
2 llF-11~--" ',H~;2;·.:11"-"-:: 11, se sic;ue que \ º ºO _, - O '-' 

quciio, se tiene que 11.f 111<. bS, 1lr;~ 

e-

~. nro 11 !'T'-0" 11 sufic:.er.te!:;s-nte ~e-v..... 1., :::-io .. 



llr11iz·1ó, llr?-r11;~Lllr111<.(f!);
1

ó, ilr 3 -r 2 11=}:ir 2-r 1 !1~(,~) 2 ilr~J.::.(~) 3 ¿, .... 
!Ir -f 111<(1)n- ó, entonces n n-
í / f ll=J!r1+(r2-f1 )+ ... +(f -.f 1 )11~llr 111+ 11 ~· -r111-1 •••• +/l:f -rn 1 11 n n ~- . ~ n -

!'.,(1+;+(::) 2+ ••• +(b) 11-1 )1!r 11i!'.'.2:·r 11/<~ pu·a todo nE:J, de donde 

11 f n -f n- lll ~-1 llr n-l-f n-2"-!';: ( llf n-lll + 11fn-2 !1) < f,( 2 S) =S. 

!Ir -f 1 1i~iil!f 1-f ¿-11 es vúiidn paro toü:i n, -;i n n- n- n-. 
n;n:1 1 

íl f r:i-:f nll :f lifm-f m+lll+ llf1:i+l -f r.i+ 2 ll+ ••• + !lf n-2-f n-lll +\l f n-l -fn:I 

~( (-} )m+c-ur:i+l+ ••• + c-un-2+ <-i:) n-1) 11 f lil 

(( _:o.. )m(l ~ (.l.)2 ( t )n-r:i-l)P f ll ..!(' )l:'l(l i ( - )n)ll ll = ,::¡· +-,·..+· 2 + • • •_+ 1f ~I l - ::.: + :.::·+ • • • + }.:, f l 
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=(-})r.J(Lk~O 0)k)llr11\ -7 O cunndo n,r.i -7'".f,, For tanto 11'1 suce

sión f fnh~º=l es de Cauchy, y cor:io v1 ec de Bon::.ich, tcner:ios que c~tn 

sucesi6n converge_? un cle~ento f en v1 , correspondiendo o este hecho 
l ., í~.fl-.. 1. 1 . f e sucesicnl~ n !n=l converge a a clase ac , ~uento que 

i\~f 1-[f ~\!=ínf H f-f PfJf -f \\_,.O cuando n,r.i-¡ Y,1 ; c~to ec·':~f ·'"¡.)~" 
~ n m ,-;;::.:,::. m • n r:i '- • n - ~ n:-:1 

es tó!mbtén une ronccni6:r. de Cmichv, .v ~\'e..,to cu.-. V !y e"' DO.,. el,~,,...,_ J !-' • ,, • - ., 1 1 , o "' . • ' .. -
rema 2.6.37 un espacio rtc E?nach, ya que 1

0 
es un subespacio cerrado 

de v 1 , la succr:ión ;[f,..l~, _1 cor.ver~:c a una eles.:? [fJ·:::·.r,/:.~, y es cl1! 
• "- 1.1. , n- ........ ..., 

ro que r~:::rJ, puesto que los representantes de [i'n] tienden a f, así 
[f -f 1:=-l"f -~- 1f 1)=u-1 (r+T(f -+f 

1
)), entonces to::.nndo el lfr:!te n n- • n ~n- ~ o n-

cuando n 7' (l), tcne1:ios [O] =t:-1 ( r;+T ( f ..,ootf)), en donde recoYdar;.os que 12 .., 
transfo~maci6n T tiene derivada continua de Fr6chet en una vec!~j~d 

O del punto f
0

, f
0 

un punto regular de T, entonces T es continua en 

i' 
0 
+f

21 
para n suficiente1:1er.te .r.:rande, o equivDlenter.:cntc p::ira f 

0
+f r.~ O. 

De donde 

T(f 0 -f)=ey ll.fil6 2llf1\lif411U-1llllg-p;
0
ll64Mllg_gu\I, tor.m.ndo K=4M se tiene 

que ll(f+f0 )-f
0

11=K llg-g
0

11, lo oue concluye 12 prueba del teorer:1a. 
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VJ.f; n '·'''jl'.li en to rl el l' .ro bJ er~:! Is or:cr i r~.6 t ~ i c o. 

:;r!a r·(x,:',;::;) un función con pri1Jer2 y scc;undo derivodnu p8rci'.:lc::. 

r:ontinuos con re:;pecto g touos ~u¡; é;rc;tmcntor; sobre el conjunto 

['l,li:J.OX0', con xE.[a,bJ y O, O' doe conjun~o:.:i nl;:i.crton de dos cs
p8cjo:; de funciones V, V', talen que f-:O:.V j' r;;,.Q•_·¡•, esto c;1 

i•'-"C;.( \¡~,l.'110/.0'), 0i f~C\n,b),llfl!=:~.2xlf(x)i -11:1¡¡x.lf'(':)I f<oO==H(f,.;;) 
• - •.;. '.'"_ -'I ,- '; ·...:·.:...~ ,, t ! 

v s~~i~f~ce las condiciones de frontc~a ~(~)=A, f(b)~n, ~ es tcl ~uc 

;.ora uno !'uncjonn1 K(f)=)~ G(x,f,f' )dx conocida torne. un v2lor fij; 

·~. ;.:(r)=.-.', Si J:occ1 [:1,b] .;. G\ e::i una funci.onnl de Jo formi J(f)= 

~~ V(x,f,f')dx, deseamos enc?ntrar entoncus una funcl6n para Ja 

c~a1 la :uncionel J tenga un extremo. 

'.!.'eor .. r:•n. 5.3.36 Sea (V, 11·11) el espacio de Br:inach forr~<-do por el 
------- 1 
esnnc~io ":.ineal V=C [EJ,b] con la n::>r!!!'! llfl:=r:i~:x[f(x)/ +r:ig_x!f' (x)I, 

. l >·Ec~,f,; """'''''- (b 
K,J:tl :-(·:,,::.)ce [2,b"J ~ lR don funcior.2:lcs del') formi ·Hn= h G(x, 

f,f•)dx :: J(f)=); P(x,f,f')dx, en dor.dc !-'.,F-::C
2

( (2,bJxO;·:o•), ::-:::~n,b) 
O=F(f',•,'·-:-~ 1 ~o,bj, r•.;;.o•cc[:-.:,b], si: sot:'..nf"1 Ce lcin canriicio~es (re.§ 

tric'<•io1:<·s) f(a)=A, :f(b)=B y r~(f)=~~ G(x,f,f')dx='·ci ;/si :f::-f(x) 

es ,·\ t.r,·:::·:1 de J pero no de K, ent,or.ce:' r::-~i!:te uno cor;nt,,nte !~·, 

t 8 1 •!llL' :: es extrer:ial de la funcional J+pt:, y por lo i;Dnto f 

s 8 t ¡ :: !'::.·,· la ectwci6n dife:r'.enci<:il 

F ,¡ .. ·,(G c.!_G )-O r-:1\ 1
' r• ·: f-dx f' - · 

DerrH':'Lr::.:-i6n: Supongar:ioo que J tiene un extremo para f=f(x) sujet!=.i 

a· ): 1:: c~·::Jiciones f(a)=A, f(b)=B y K(f)=~~ G(x,f,f')dx=Q, secn x 1 ,x2 
Ef?,l•] :·n~:~:>s arbitrarios. Entonces deoos a f=f(x) un increncnto h 1 (x) 

+h¡\s), ~~donde h1 (x)~O en una vecindad Nx.de x 1 y h 1 (x)=O en 

[e,l•\-N':\; .Y h 2 (x);fü en una vecindad Hx
2

de x; y h 2 (x)=O en ['J,bj-l!x~. 
Si ¡ 1 ,\-::1 (x)+h2 (x), !J hll<.E, entonceo de acuerdo con la definidón 

3.3 .. ·,¡, :·,,nemos que 

J( fil!\_;,:·)=~~ l:x=xl 6. «' 1+g~1 x=x
2 

AG'2+o( llh 11)~ e11 donde 

6.crj_ ):t: ;::Zx)dx y DS=J~ h 2 (x)ax. 

Adc:-i!{:. :·.n· una parte tenemos que K(.f+h)-K(f)=O,·mieritras (!uepor 
nK 1 a·· . ·· .. •· .·. · ··.· ·. 

otr:> ¡•:: :·: :- K ( f+h)-K ( f') =di' lx=xl 6trl +a~· ix=x26.o'2+0(11 hll ) ' . 
· aK¡ :rec<ll::1 i .~.-.:-cr.ios x 2 tal que df x=x IO, tal punto existe, puesto que 

c··pol' l: \ ¡-.'-:1:.1 s:G• f=f( x) no es extre6a1 de la funcional K, entonc;s 



!lli 1 
f).rs; _ ( Q.f x=x, (·· ( 111 11 ~·, 

2-- t'l!\ - ··1'º 1 J. 

oflx=x2. 

entonces sust:i 1 11'"'rl'l0 p en 
tenemos que 
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<Y¡ -· 
:1 ponr.::or:1oa p=- ~-{ti x-.<-¿ 

a1· x=x, 

,J(f+h)-J(f)=~~I x=x
1 

l\O'l~~}j x=x~ i\ir2+o( llhli) 

J(f.,h)-J(f)=(~-·1.: +i/Ki )/:;.f' 1+o(llh!~\, puesto o.ue las derivados 
a.1. 1x x 

1 
'df lx=x1 ' ' 

s6lo est&n ev2J.u,·d·~s en x=x,, :r el incremento de 11 co1::pcnnnci6n 11 h,,(x) 
.J. " 

es tomado auto~6LicDmente el co~sideror la condición K(f~h)-K(f)=O, 

A , (dJI dl: 1 ) !\. d ( T ••)1 >.(fl t 1 t l' 1 si df x=x1-tpdf ;.:c·xl w\1=ar .,-p. x=x1/...).J1 represer: n 8 pDr e inen 

de J(:f+h)-J(f), y pncnt.o C!UC ur.<:: condi.ci.6n neces<;ria pe'!'e un extremo 

es que esta part~ lineal sea identicamcnte cero (parn toda h ad~isi-

ble), y ya oue ~;~ no es cero, puesto que h 1 (x)/O en una vecind3d 

de x 1 , tenemos quu 

dd,_(J+pK)I.,=- .. =0 con x 1 ar'bitr:-,:·io en)i,b] 
..L •• "'·1 

,::¡ 

así df(J+pK)=O. Lo que 

concluye l<J der.io:;tr<;ci6n rlel ~¿oreml. 

E .. 1.~mnl.Q. 3. 3. 37 ( l 'ro ble mi In o ;·ai1:1étric o) • 

De entre todas l'.10 curvP-n ae ::::a lo:-.!2'itud dcterr:iin;;da q en el ser-.1_ 

plano superior 01112 ¡rns,;;n ~ .tr:~•·Js de J.os puntos (-a,O) y (f!,0), dcee§_ 

r.1os cncontr::?r un<'-, t::il (JU e j~;:·.: :.i con el ir:terv10;lo l:-a, <:>] encierre el 

área rnés ~rande. ~ntonccs bus:J~os una función f=f(x) para le cu~l 

la integr~l s_:fd\ torne el v~::~ m~s ~r?n~e !JDible, sujeta a las 

coi.diciones :fl-,:;):::~'\a)=O, K(~'=« ~(l+f'cf"dx=Q. J-e:: 
( 2 1 

Consitlerer::os pri::i.;ro 11 lo intc -!'Bl J(f)+1;K(f)= .J_~(f+p(l+f' )~)ax, 

entonces la corrt.l~pondientc ¡;,''.c;:ci6n de Euler es 
d f' f' . 

l+Pax (l+:·•2)i=O l;) cual jmpli::: que x+p (l+f'2)~-=C 1 , 

entonces 
df Y-C . · .. < .··· .. ·. ax= ~p<!-(x.:.c 1·)2-)l¿ •SBperando \':~:·isbles e integ;-9ndo tene!!!os que 

i' +C 2= )( p 2-( x-c 1 ) 2 ; -{! (x-c
1 

)dx"'. :· 2-(x-C1 )?)f.- Pór•To tanto 
2 2 - - . . - >.;<,, --:· 

(x-C1 ) +(I'-c2 ) =r.-::. 'i,os v:Jlo:·:,, de c 1 ,~_c 2 .;y,pson deterr:ünados de 
los condiciones f,~)=f(-3)=0 y ~(f)=Q~ E~ta ~cueci6~ represento 
una fanilia de cí~culos. 



Gcnert1J.i:rnmos inr:icdll:!tmncnte el problEH:1'1 .:>l"tcrior 1:1 .:.·uncionuJ.cn 

que dependen de vnrios funciones de un~ vuriablc ind•'lpEndieni.c 

suj et::; s o cond i.ci oncu subsicl ü:riñs. 

'.l'eorel:la. 3. 3. )3 Sea t V, ll ·11 )· el NlD8cio de 1'~'.Jn'.: ch forr:¡acio ¡;ur el 

;;pa~~~ linerü V=(C 1 [u,b))n, con ia norrrrn ll(r1 , •• ,f
11
)/j=')\:. !i'' ;' 

-, n . ._, .. J .•• 

11 s 

=> i'=l(mn.!.f(x)I +r.inxlf'(x)/) y J,}:J, .• ,:-:\:U=F(t.fJ'ºº'fr),¿) ~·'I\ 
.'-J ... -C" • f" ( . .. ) .. h ., ( , ... J •• t ... 1 • ~ 

s+l ..1..unc1onales de la ~orr:ia J f,, .. •"-n = ~1· x,f1 , .. ,i 11 ,~ , •• ,~ .1G~ •• 
( b ... • J•: 

K.t:r1 , •• ,f )=\rG.(:x,f:
1

, •• ,f ,r1•, •• ,f_'.,)dx (j=l, •• ,o), en :ionde J n Jt..0 .; n ,, 

FEC 2 (~i:::,h]:<OX0') y GjEC 2 ( [",b]XOi'.Ü') par·a j:l, .. ,s, ~' (f1 , .. ,fn)¿ 

Gc(C 1 í:a,bJ)n, U}•···f~)E:O'C(C ['1,b]) 11
, si el vector (:'1 , .. ,fn) 

sntisf<ice las condiciones (rcr;triccioneo) f. (g)=A1 , f .. (b).,.,5k 
s": ":' ¡·. " 

(k=l, •• ,n) y K.(f1 , •• ,f )=\hG.(x,f1 , •• ,f ,f]' , •• ,:r;,)nx:::." :;;;=1, .• ,:-), 
.J n ~D ,l n . .. ,J 

en donde los valoreo Qj son vnlor~s ~ijos p~r~ j=1 , •• ,s , y 

si el vector (~1 , .• ,fn) en cxtrc~A~ de la :unci~nnl J ~e~c ~o j0 

las i'unciongles K j ( j=l, •• , s), entonces cxi~t;:r, :::; -~élr-.s-:"'n"t'"s -;:: " ( ~-<' .. / 
( par~~etros), f'rccuentcr.tentc llnmados r:iul ti!'lic;::lorcn ~e :.J'.".t';!"D;~~ ·.-;:, 
teles que el vector (f1 ,.~,fn) es extrc~nl de ln fun~~OP~~ 

J+\' ._sl p.l~., y por lo tant.o el vector (f1 , •• ,fn) satisface el L·::i= J J 
sisteca de ecuaciones diferenciele~ 0~ ~uler) 

-e ., v s d e_ "' s ~k(HL,.j=l pjG,i)- dx(~f}:(F+Lj=l pjGj))=O (k=l, •• n). 

La demo2traci6n de este teorema no es csencialr:iente diferente 

a la del ~eorema 3.3.30. 

las 2n constantes que aparecen en la solución dei sistena 

de ecu2cion0s diferenciales ( de Euler) y los valores de los 
á C ... ( it· l' · e d ·..,eor~,.,-" "'"'n (]e•e.,..,...;_ fl par muros Pi····Ps nu_ lt) icaaor s e L-.. _ ..... ,_e,.-,,. ·- -···-

nades de las ~o~diciones ~e.fr~nte~a fk(a)=Ak' f~~=)=_Ek (k=l, •• ,n) 
y de las cond1c1ones subs1d1ar1as Kk(f1 , •• ,fn)= )a~j(x,f1 ,L.,fn, 
fi, .. ,f~)dx=~j (j=l, •• s). 

Consideramos shoro., un problems de 'tipo diferente. El problemn 

variacional con condiciones subsidi~rias~~i~iiris, como se plantea 

en el siguiente teorema. 

e--

\ 
1 
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Tcoremn. 3.3.39 Sea (V,ll•ll) el esrrncio de B::;r.~ch formodo Por ·~J ------ 1 ,_, . . 
espncjo lineal V=(C [a,b] )~, con l:i norr:io ll(f1 ,f

2
)il=ii;-

1
¡,-;;;r.?.¡¡'" 

r.!ª x Ir 1 ( x ) 1 + r.1 n x 1 r] ( x ) 1 + r:i o x 1 r ;) x ll + 1'.l IJ x l r ; ( x ) 1 y ,1 : o = !' ( ( :· 1 , :- . .) , "' ) , 
ht'>,t.) ~<.ln,.>.~ - IC(\,'r) - ,o:¡_,,l·) '- (h '-
Res una .funcion:::il de ln 1·orm1 ,T(f1 ,J·. '~ .· l"(:·.,f, ,.f.,,r

1
• ,:·•)ch:, 

2 ' l j<:;J - .J.. (. '· 

en donde 1".:,C ( [EJ,b]xoxo•), (f1 ,r2 )EOC(C [o,ol)", tq .. r¿).:.:.C' 

(C ~,b]) 2 , si el vector (f1 ,r 0 ) sutis.face las con~icio~es de ,_ 
frontera I 1 (a)=A1 ,r1 (h)=B1 ,r2 (o)=A 2 y ~ 2 (b)=E¿ ¡, l? co~~ic~6n 
subsidiaria finito, de gue los curvar ad~i~~tleR ~ctd~ ~~b~c ln 

f · · e· ( ,. r ) o ·· -e 1 ( ,.. b' · o .. <)' ) • ., ·· J super ic1e , x,;. 1 , 2 = , con i.r"'- ~·:,;X ,, .} Gf!'J:!\ no se f:ln't '111 

simultDnem:iente en todos loo puntos sobre Jn rrnr,erfic'ir:, ." ,; -'-. ..:.e:--e 

un extremo para la curva f 1 =r1 (x), f 2=f2 ,x). Entonces exis!e una 
:funcj.ón p(x) de1'inida en [n,b], tnl oue r1 =r1 (x), ~.,=:f',(x) .-::s sz-:r.f 

mal de lo funcional íb(F+o(x)G)dx y cor lo ~ante r1 :~ 1 lx), ~~=~"(x) .'la • - . . ' ::. 
satisface el sistema de ecuaciones diferenciales (de Euler) 

Ff+pGf -}r'r·=O, Ff +pGf -~-1'',.,=0· 
1 1 X l 2 e X Á2 

Demostración: Supongarrn::i que J tiene Un evt1·e-o ~a~~ r -~ '~) ... ,.. . !' - • 'O. - l. - - l .. -· ' 
f 2=f'2 (x), y sea x1E.[a,b]. ··:ntonces der~ris a f 1 (x) ui: ~::cr":.1€;.t:-i 

h1 (x) y a f 2(z) un incrc~ento h2 (x), en donde t 1(x) y h 2(x) son 
no nulas sólo en unn vecindad l\x::. de x1 , si ll(h1 ,h2 )H<.o:: , •2ntor.c0~ 

J((f'1,f2)+(h1,h2))-J(f1,f2}=~Jf 1::: b.<l+dd~ lx:::" [_.~2+o(ll(hl,:'))'.:) _ a 1 ! x x1 . Á 2 . . °": . . 
+o(ll(O,h2 )!1), en donde [H"1 =)~ h1 (:x)dx y .t.s=\~ n 2 ~x;dx, ~der:1'5s ze 

requiere que G(x,:r1+h1 ,r2+h2 )=0, y por lo tanto 

0= ~~( G( X 1f1 +hl 'f 2+h2 )-G (X 1f1' f 2) )rlx= ~¡¡X~ G f llll "-G f /2' d.x..-o <11 ( hl. e )ll ) 
+o(ll(0,112 )11)=(G,. 1 _ D.rr 1+Gf I,._ 6.rr 2 ).;o(ll(h1 ,0)il),o(ll(O,h.)1!) • 

.t. 1 X-Xl 2 .. -Xl ~ 

La dltirna igualdad se debe al teorema del valor ned~o para i~tecr~
les, en donde reconsideramos a x1~[a,b) con esta ~ropieded. 

Observarnos tambidn que la existencia de curvas ed~isibles f'1 (x)·~ 1 (x~ 
:f2 (x)+h2 (x) en una vecind8d O de la curve f 1=r 1 (x), f2 =~2(x), 

que satisfagan la condición G(x,f1+h1 ,r2+h
2

)=0, se sicue del 
Teorema de la funci6n implícita: Si la ecuación G(x,r1 ,r?)=O, ti~ 

1 . -ne una soluci6n para (x1 ,:r1 ,r2 ), y si GEC (N), N un8 vecindad 
de (x1 ,f1,f) 1 NCO y si Gf

2 
(x1 ,r 1 ,f2 )~0, entonces G(x,r1 ,i'2 )=0 

define una 6nica función f 2 (x,:r1 ) la cual es c1 (hl), W una vec1ndad 



de (x1 ,r1 ). (Podemos también hacer este planteamiento parn 

Gf (x1,f1,f2)/0). 
1 

Así, si Gf (x,f1 (x) ,f2 (x))f-O en una vecindad del punto x1 , N • 
2 x, 

Es posible cambiar la curva f 1=f1(x.) por r 1+h1 =Cf1+h1 )(x) en ;stn 

vecindnd y entonces determinar r 2 (x)+h2(x) a partir de la rel~~i6n 
r 2 (x)+h2(x)=f2(x,f1 (x)+h1 (x)). 

Ahora bien, por hipótesis, 6 Gr
1
lx=xl 

Si Gr 1 -x f-0, entonces a partir de 
2 X- 1 . . .. · . .. 

O==( Gf 1 x-x D.o- 1 +Gf \ x-x 6G"2 )+o( ll(h1 , O) ll)+o(ll( 0 1 h¿)lf), tener.ios 
1 -1 2 -1 ... ·•····.··• · .. · ... · ... ·.· 

Gf\x-x · ~ . . · 
.b>ir2=-( r¡ - l. Í).Q'l +o( ll(hl ,0)11)), entonces Sllsti:tuyendo en 

f 2 x=x 1 . . . . .· . . .. · 

J ( (f l' f 2) +( hl' h2) )-J( f' 1'f2)=~i-l \ x=x1 6~ l +~~ 21 x=x2 llti'2-..o( 11011' O) !I) 

+o( 11( O ,h2 ) ID, tenemos que 
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G 
J ( ( f 1' f 2) + ( 111 'h2) )-J ( f l' 1" 2) =( ~~1 1 x=x

1
- (.~ ~ Jf 2)\ x=x- ) D.. (l"l .. 0 ( 11 ( i:l, O) 11) • 

• ~2. J 

puesto que el incremento de "cornpensaci6n" h 2 (x) es tor:iado autor.i¿tic.f: 
mente el considerar la co~dici6n O=~:(G(x,f 1 +h1 ,r 2+h 2 )-G(x,f~ ,f?))dx. 

El primer sumado del lado derecho constituye la p&rte lineal 

de J((f1 ,r2 )+(h1 ,h2 ))-J(f1 ,r2 ). 

Puesto que una condición necesaria para un extreco es que esta 
parte lineal sea id~ntica~ente cero para toda (h1 ,hi admisible, 
y puesto que Aa-1;c y x1 es arbi trtirio, tenernos que 

F d F r -ax f' 2 2 
Gf 

2 

sobre la curva f 1=f1(x), f' 2=f'2(x), el valor cor.iún de estos radios 
(cocientes) es alguna funci6n de :x, la ·cual denotnr.ioo por p(x). 

•> Lb que bonéiuye la demostración del teo'!'ema~ 
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El Problcoa Veriacional con puntos finales variables. 
Considerer:ios la funcional J(f)=~yP(x,f,f' )<lx, en rtonde 
0=B(f,E:)CC.L(\'),f'E0'CC(V), C' una bola "'bid·tn. 

? 
F t C ·- ( V X O XO ' ) , 

Supongamos que los puntos finales de las curvas para las cuales la 
funcion2l J es deflnida pueden r:iovcrse en forr:ia "arbitraria". 
Si J est~ definida para las curvas f=f(x) y f+h=(f+h)(x), defini
mos la distancia entre estas curvas por 
d*(f,f+h)=max\f-(f+h)I +mnx if'-(f'+h' )1 + d(P

0
,Q )+d(P1 ,Q

1
) 

:¡.,¿V xr;_v o ' 
as:í, hncie:1do d.(f,f+h)=\lf-(f-d1)11.)i-=llhll+d(l'

0
,Q

0
)+d(P1 ,Q 1 ), en donde 

lihll es la norr~a usual en c1 (V) y des 18 distancia euclici<Jna, en 
donde P

0
, Q

0 
representan los puntos finales derechos, P1 , Q1 rcpr~ 

senton los puntos finales izquierdos de las curvas f=f(x) y f+h= 
(f+h)(x), respectivamente. En GCnerol las funciones f=f(x) y f+h= 
(f+h)(x) son definidas sobre diferentes intervalos I e I', así 
pera que a.(f,f+h) tenga sentido, extendemos f y f+h a un intervalo 
que contenga I e I', dieamos, v~IUI'. 

Si Po=(xo,yo)' P1=<x1,Y1)' Qo=(xo+l'..xo,yo+t;so) Y Q1=<x1+~xl,yl+~yl), Y 
si I= [x ,x11 e I' = [x -1-iix ,x1+Clx,'], cor:io lo r:i~1estra la figuro, entonces o o o ~ 

V=[x
0

,x1+1x1l Y. extendemos line2lr:1ente a f=f(x), co¡;¡o el se¡;mento 
de recta que p&rte del punto c~<i_ • .f(xl)) con pendiente f'(xl) sobre 
el intervalo ~ 1 ,x 1+Ax 11, de manera análoga se extiende f+h sobre 
el intervalo [x , :x +6x l. ,.., ___....-; G.i 

o o O' ~ : 
-- • f.t-h o ..! 1 : r,! .... - : 
ip~.: 
~ r.: , 
! 1 : : 

~o X 0 +t.Y.0 X:i. x 1 ..- 6x: 
Entonces usando el teorema de Taylor al calcular J(f+h)PJ(f) 

tenemos que 
J(f+h)-J(f)=(xt~x•Flx,f+h,f'+h' )d:x-\Xi.F(x,f,f' )dx= 

~x.;ux 0 JX 0 

)~~ ( Fl X' f+h,f' +h 1 )-.l!'(x ,f, .f') )dx+ )~ AX1 F(x,f+h, f' +h') dx 

-)~tl\xoF(x,f+h,f'+h' )ax. - _ -

= ~~: ( i"fh+F f, h' ) dx+F ( )(' f~f' )·lx=x~b. x1 -F (x, _f ,f' >Jx=x0li~_o!~(ll 1111*) 

= )~: ( Fr-~xF f' )h(x)dx+F lx=x
1
t.x1+F f' h 1 J<:;;x

1
-E1I x=x

0
i:x:6--F:f', hlx~xo +o (11 hll* ), 
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en donde el térr:iino que contcnío h' lw aido intcr:rr:d'J por 
De lr2 fir:uro es cloro our_~ h(x )o=b.y +f'(:, )L:-; +:J(IJ!Ji/ ), . . o o o o .• 
h ( x 1 ):.: f,y _¡ - f' ( x 

1
) Lx

1 
+o ( 11h11, ) • 

Observouoa también que de acuerdo e la ri~urc t(x)rG en •y t-! •. L ·a· _,.._o' 
x 1+Lx~ y h(x)=O en otra pgrte antas de ser extendida f-h, y que 

la funcional J no sólo dcp1nrle rle f nino t~~bi6n de P~ y ? 1 , osi 
'X .. ¡ .... . 

dJ(f,1'1 , 1 •• ! 1 )(h,.ó.:x 0 ,.~xl,/::.y 0 ,~\Y] )="x
1
(Fr-"

0
-:-:x/{., )f.(x)dx+I;,,, i v=·· /.:1 ~· 

- .... o .J. ..... .., "• ..,.\]. -1 

(F-:í''r• f') 1x==x/~·x1-Fr,1 x=xrf.Y o-( i''-l·'1• f') 1 x=x
0
D.xo' 

en donde remarcamos que le dif'erencisl de la funcional J es defi
nida como una expresión la cual es lineal en h y su derivada, y en 
,,.,. ~ ~ 1'Y 1'Y .._.,._o t 1"""· l ' - o ' ..... 1 . 

Obscrva~os adem6s que para el caso pDrticuler on que los curv~s 

est6n restringidas a tener sua puntos finales sobre la~ ~ectes VC! 

tic2les x=x, x=:x.1 , tenei:-;os nue !:.x =~'-x,=0. kien°'.:r8s c;uc f:l:'St el 
Q Q L 

cnso del ~robleua variacionnl con puntos fijos, tcnecos ~x0~1x 1 =0 
y l~y o=~·:,· 1 =Ü • 

Este problc~a se generaliza pera funcionales ~lf1 , .• ,f~J: ~v=1x.~., 
"" ... .. ..i.. ...... 

f f' _,., )d d d -:\-C.::("xO O') "'" (" ,_ ) - ·, ~-(,....._ -"' .,_,- )•· .. , n' 1 , .. ,.1.n x, en on e J.·~ , ~ , n\ ... 1 , .. ,~n ,e,::._;_"" 1 ... :..,"'J 
( ,., f' )~o•c(" rn bJ )n 0'· .,,.., nnn-i,,r+o al-,4n1·•·n ~r,,-.n ... -1., .. ~~- .-,··n 

.l. 1 ' . . ' :n . c. l..· LCI , ' . ' ~- ,_, ' . .. •• ~ ~ ":,_. • ' ... ~ - " '-' '! • • ' < ... .1 . . .. 

(f1 , ••• ,rn) puede ser interpreta:ln ccr:w urno cu:i.v;:i en Hn+i, 

Tonamos increoentos fk+hk (k=l, ••• ,n) exte~di~OJ line~l~ente so
bre V, y P~(x0 ,y~ 1 ••• ,y~), P1=(x 1 ,y~, ..• ,yn) denotnn los puntos 
"i"n·,le 0 cºe ln curv<> (f ,. ) y Q- -(x _..,,., "º+·'-··º ··º+·\,.o) 
-'- "' .:.> , l. 

1 
""" 1 i · · · '~ n ' o - o · i..:v. o'·· l ~,¡ 1' · · · '¡• n --·.; n ' 

Q1=(x1+Lx1 ,y1 +D.y1 , .•• ,yn+f..y~...) denotan loo puntos finales de la 
curva (r1 +h1 , .. .,fn+hn), y aefinir:ios d*((f1 , ... ,fn),(r1+h1 , ••• , 

fn+hn))=d.,(fl'f1+h1 )+ ••• +d*(fn,fn+hn), ponemos d*( (f1 , .•• ,fn), 

( i"1 +h1 , • • • , f n +hn)) =11~f1 , ••• , fn )-(f 1 +h1 , ••• , f n +hn) 11*=111 t:1 , ••• ,hn )11 *. 
Entonces 

J ( ( f 1 , ••• , f n) -( h1 , ••• , hn) )-J ( r
1

, ••• , fn. ) = \~~·x.< 1 F ( x, f. +h1 .•.. ,,1'· .-+ h,, , 
, .. ," .-.º • • º ... > • : n "'"" 

f'+h' f• ... ·1• )dx-tx::.F.(x· r· ·· r··· r'·, .,., )a··-1 1, •.• , n·rn )x0 -· • '1'~··.'.11'1'"'"''-'-n J.-

~~: ( 11
' ( x, f' 1+h1 , ••• , f n +h n, f' i+h};, ,<, ~ , i'~H~_ri) -? (x ," :f 1 , ••• , fn, r i , ... , f ;

1
) ).ex 

+~~!Ax~?(x,r1+h1 , ••• ,fn+hn,fi¡hi,.!.,f~+h~)dx 
- ~~~ti.x0 E'(x,f1+h1 , ••• ,fn+hn,fi+hi, ••• ,r:i_+h~)dx •. 

<::· c. . 



123 

Usando el teore~a de ?8ylor, tenernos 
t.J=\~::. )',~JO'~ n, t2.-,!~,·.)~1x-F¡.,_xt.x 1 -F ix==x 6x

0
+o( 11(11 1 , .•• ,hn)il"") 

. x 0 ,_, K - 1 }: K - ',{ <· P• - • ::, O · 

=\)x:..°"·, ~l(Pf _dlxF.,.,, )h,_(x)dx-.I•' l:x==x Cixl+'\"'k~, l~.,.,. hk ¡' v"':x -F lx::.x frxo 
Y.o L K- k r J. k r. • 1 L., • - ~ )r • ~. ·1 O 

-[:,:~lFfkhk lx=x
0

, en d.onde los términos que contic:1cn hk_ hnn sido 

Daremos ahora una f6rcule ~ós concisa pare dJ. t 

Sef.l Pk"'l:'r, (k=l, ••• ,n) y suponf(~mos que el jacobiano 
k 

Gl( j.J 1 ' ••• ' p ) 
ó(f' r~ ==det(.i!'r•r•)¡6o. 

1 1 " .. 'n' jk, 

~ntonces podemos resolver localmente pk==Fr, pera r 1• , •.• ,f' corno 
}: n 

funciones de las varif.lbles x,f1 , ••• ,fn,p1 , ••. ,pn. Definimos una 
nueva función H=H(x,f1 , ••• ,f

11
,p1 , ••• ,pn) coco 

1{ '" \' n i· ' 'º ., "\' n "" ' d d 1 ., · f ' · t =-~+~k=l k'r:=-~+Lk==lJ.kPk' en on e as iunciones k solt vis as 
K 

como funciones de x,r1 , ••• ,fn,p1 , ••• ,pn. La funci6n Hes 11anade 
el Hamil toniuno correspondiente a la funcional J( f 1 , ••• ,f11 );~ Las 

cantidades x,r1 , .•• ,fn,pl'''"'Pn'H son llnczdas veriabl~~ can6ni-
cns, entonces . · 

dJ (l'l' • • • 'rn) 'l:' o ,Pl )( ( hl' • • • 'hn ),i:lxo ,6.xl 'D,y f,Lyj:' · · · ~t.y~.~y~)) 
=\~~Lk~l \1''rk-~xPk )hk( x)dx+ ¿k~lpk lx=x

1 
AY~-::¡ x=x

1 
::X~ ..... · ..... 

-'L:k~lPk\x=x AYfc+H\x=x bixo. 
o o 



Si J tiene un cxtrcno p~r~ el vector (f1 , ••• ,fn) conparado con 
todas ~ curvas admisibles, entonces J tiene un extre~o para 
(f1 , •.• ,fn) co~par0da con todas lea curvas con puntos fijos, 
de donde si (f1 , ••• ,:fn) es cxtrer:;ol, caLonces Ff -h:Fr,=0 (k=l, 
..• ,n). Entonces dJ tona la formo k k 

dJ ( ( f 1 , ••• , f n) , P 
0

, F 1 ) ( ( h 1 , ••• , hn) , óx 
0 

, l!..x 11 ~y~, D.y i , ... , ~' ~, t.\Y ~) = 

=Zk~l Pk 1 x=x
1 
AY~-H \ x=x

1
lxl - Lk~l P:<: \ x=x .b.y~+H lx=x /:..xo • 

. o o 

Ahora hien, si H=-F+"C""' 1 ~~ f,' pk' entonces por definición de H tene-¿_, C-..L X • 

mos que 

dH=-di'+"'L· l~lpkdi','+"""'k~ 1 f,'.dpk' asf. que 
t- .. l: L - t\. ~ 

dl·l- ª1'.'d ¿ n GJP ->f L n (Ji:""' df' ·'¿ n ar• L, n f' ·• 
·--;; · X- 'k--1 r.f « ,,- k-1 rfl k.,. k-lPk k+ k-1 '\r'·•Pi-• 

e,). • •• - o k r. -- O k ·- ' - -· r.. 
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Podr{~~o" n11orn rv•re~"~ ~ ~~· en - ~ •·• •• : C.: c.. ..; .. • t; V CJ - C..: _. ..i. t~ • 
av · pero ;?;f' =11, (k"l, ••• ,n), entonces 

'· K 

té::.·oinos de x,f1 , .•. ,!.'n,pl' •• • ,rnl 
los t6rminos que contienen d~k 

r. 

son c2nceledos, de donde 
·z,p '".' n o}' ) n 

dH=-:;clx-¡ v.:-l'·f' dfk+ k-l fkdpk, y por lo tonto 
t-X .i--1 .. - 1.;~ k ..._, ... - . 

"lf ~.,.., -n ""' .~-¡ o ~1· e'..:.:.. __ º--_1·. y ~ -f', 
~,' ... =-;:x ' t")L" - '"'·1· ')""" - tr• 
- • ~,.l k v l: ~!'k n 

En otras :;a labras F r y fk'· esten relacionadas por med_io de las derl: 
.l.k 

vadas porcinles del !Jar:iiltor.iano H, finalmente pode1:1os escribir lDs 
ecuaciones de Euler (Euler-L~grange) 

F -~ F =O (k l n) como fk dx fk = , ••• , · 

(k=l, •• -~ 1 n). 

~1-s:.!l22~· 3,3.~0 De entre tod~s 18G curvos diferenciables cuyos punto0 

finales Po :¡ 1'1 e::itán sobre dos cu1~vas dadiis v=v(x) y \V=w(x)' enconM 
trer una cur~a pera la cual la funcional J(f)=ÍxlF(x,f,f' )dx· ten~a 

jxo 
un extremo. 



Suponcnr.ios prir~cro c;uc l::i func:l onal J tiene un uxtrc::10 )':Jrn J." 

curvn f::f(x), entone¡;~·; f,·of'( x) C!' 0oluci6n :J lo 1:C\lf;C:! 6n -~"' 

correspondiente, y por lo tanto ~~i(Ff-~xPf)h(x)dx=O, y jJ 
o la forr.ia 

: .!J J. e r 

t.i'2nC 

dJ ( f' Po' Pl) ( h, t:>xo 't>x l '~·1'1 'l'·:r o) =Pr' 1x=x{-'Y1 ~ ( 2:-F f' f' ) 1 x=x l..'.:.;; J 

- I•' f 1 1 )'. X b.:r o -( 1~ -F -r 1 f ' ) \ X= X .1::>.x o ' 
. o - o 

la cufll se debe ~mular si J tiene nr ".'..""ttre1~.o pnrn f:-: f( :-: ) • 

De acuerdo a la fi~ura obscrvo~os oue a~ =(v'(x)+~ )~x , - . . o o o 
b:y1 =(w' (x)+E1 ).ci.x1 , en donde i::

0 
_,. O cunndo x

0 
...:.,. O y E) .J c:;.nr:,io 

~x1 ~o. Así la condici6n dJ(f,P
0

,P1 )=0 tor.ia ln for~a 

dJ(f,P ,P1 )(h,bx ,ox1 ,Ay ,Ay1 )=(Pf 1 w'+?-Ff 1 ~')I _ ~x1-o o o x-x, 
(F v'+F-F f' )!1 

~x =O -
f' f' x=x o • o 
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Y puesto que L;s incrH1entos Ax
0 

y b...'X. son independientes, •.:r.tonc:.os 1 

(F v'+F-F f')I =O (F w'+F-F -r•)J -·-=O f' f' X=X ' f' f' - x:::v o . --1 

ó (F+(v'-f' )}'r• )=O, (F+(w'-f' )Pr, )=O, 

estas condiciones de frontera son frecuente~ente llacades con~icio
nes de trannversulidad. 

f 

Ejenulo. 5.3.41 De entre todas las curvas diferenciebles cuyos 7~~

tos finales F
0 

y P1 est~n sobre dos curvas dadas v=v(x) y w=w(x), 
dcsear.:os encontror uno CU!'V::l aue sea eY.trer.ml de la fur.c-5.o;!';'ll 
J(-f')="Xif(X v';Í 1 ~f 12 )~dX • - . ::-:. '.. .. - . 
Para cs~e coso las condiciones de transversalided tienen une ers~ien 
cio psr~icula:r~c!'1tc simple. ne hecha en ente cqso · 

0 ~ 2 1 
F~ 1 =f(x,y)f' (l+f'~)-~=f'F(l+f' )- , 

J. 
-. . . 

2sf que l::io co:-idiciones de transversalidod tienen 1-a"fo:r¡;,8 

F+(v'-f')Fr,= (l+f'v' )F=O, F+(w'-f' )F ,= (l+f'w')F~o, 
l+r• 2 f l+f• 2 

lo cual ir.ipl ica •'Ue f' =(-v' )-l en el punto final iz.·uierdo, r.iicntrar, 
que f'=(-w' )-len el punto final derecho. 
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~cr:ip1o. 3.3.42 Dcscnr.ios encontrar 12 curv:::i de r.en:::·:· 101; -.!_tud <!ue 

conecto n dos punto r1odos (a,f,) ::· (h,i'.). 

Zn este cnso dcscDr.ios r.1ni~1zor la funcionol 

?,l ::ib2eUvo de este ejercicio en ilustrar el c::ipleo :i<::l !l•'1:Llto.;i:1 

no. 

Consideremos lo funcional J(f)=~~?(x,f,~~dx, y ~onra~os p=~r• (x,f,I'') 

y H(x,f,p)=-F+pf', suy¡onp:0r.:os ~ue ?f' f'rO, entor.ce:::i :"' e:1 •1;¡;;; rur.
cl6n da x,f,p. ~ntonces se i~tro~uce la si~uiente r~~cionnl 
J(f,p)=~:(-H(~,f,f' )+pf' )dx, en 1onde f y p con vis:~s co~o varia

bles independientes. Lea ecuaciones de ~ulcr p2re 1c funcionEl 
J(f,p) son 

-~-dª-?""'o, -~+ªa-f=o, eder::ós a'H=-~dx-~l'f" df+:f' dp, entor_c{!s ~~=f', 
OJ.. X dP .• o.. o . <'h' 

y ¡;orlo t!:rnto -H+p~~=F-pf'+pf'=I•', entonces loa func)onflles J(1~) ,· 

J(f,p) tienen extremos rere las ciscas curvos. 
Re:~resnr.do ahorn a nut~stro f!'Oi:leri•·, cri:·irtr>l encon-:;~r,::-.c=i ~:ue 

p=F:r 1 =i''(l+f12 )-i 6 p 2=r• 2 (l+r• 2 )-1 , de donde r· 2 =p 2 (1-~ 2 :- 1 , 
el Hnmiltonieno este dado por 

2J. 2 2·1 2J. ?·!-ei E-=-(l+i'' )Z"+f' (l+f 1 )-l..!-=-(l+f' )-:¡=-(1-p .. )"' s 

p=C, e constante, y 

df (l!I 2 - 1- .·· .· 
cfx= ii)=p(l-p ) l..!, entonces f=C 1 x+c 2 • 

Extremales con esou~nas --~ 

Conaiderenos el ejemplo 3.3.36, en donde se desea encontrar una 
curva que une dos puntos dedos (a,A) y (b,B) la cual Ge~era la 
superficie de 6rea nínina cuando 6sta se rote alrededor del eje x. 
Es claro que si A y B son suficiente~ente peque~os conpere~os co~ 
b-a, la solución del problena est6 doda por le curve sxtre=el coc 
esauinas AnhB, coro se ruestre en la fi~ura. 

Este extrer:i,;i 1 consiste de tres sc¡:nen~os de lineo ( i: '.)S ·.•,.·~··'.::e·~ 1 ·'..-, 

y uno horizontol) y puede ser incluÍdo en le clase de funciones 
FC ~,b] (el espacio de funciones continuas por pedazos dei':nidao 
sobre [e,b]). 

Torrwndo en cuenta las conoide-raciones anteriores., plante.anos el 
c·sieuiente pr'.=.;blm:in vsri.acionD1.. 
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11'! entre todns lns runcionc~ r:n PC \.:rJ, l'] :~ne nr1cr:i60 s;::;tisf::iccn 

L .. 11cr dcrivnd:::i co:--.-::nu'l •::cr:pt.'.:l 1.·:,r;i.bli.::::1«:1te c·r :"'],-(¡.,, ... ,,to e(~ ~'l) 
• • . ~ •.••• ~ ···-· ·~:(1_....., 1' 

l:i:: cuolcs sotisfnccn 1'.lc CD!1iiicioncn de fronter:1 f(u)=,\, f(l·)==B, 

rl<:::eor.ion enc.mtr'.':r nn::J .función .f :rora ln CtV·Jl lD f"nncionnl 

,!( r)=J~ F(x,f,f' )dx t·:r;¿~"' un •'::-.trci:io c'lébi1, 1!!1 cbnde P'ÓC2( [8,c]xO XO~) 
Y l' .. r'"'( r. 1·1yo ., O'' ''.-~' f' )--· 1 r ., f'I e v ·'e_, LC•)JC 'e ;,·e·.:)\ i:a,cJ'<::~1., LO,C;, '~<l-C''.:<;;::)~, O¿ U!'"'.8 hol8 ''l·ic_E 

\:1 ele C [a,c] con ce::tro ·.:n f', concid.::r'.lCior...:~1 ~n.'-!1ot'8s se hnccn !;&:ra 

l'\r¡. ,,1 • :-::s cl0ro ou.:: sobre· C':do uno de Jos .'.r.ti.::rv8los Í'l,c] '/ [c,b] 
t.:·• 7 L • ._ "' 

1:1 funci6n p~ra lo cu~1 J alc~nz:::i un cxtrc~o debe setisfnccr lo ecuo-
.{ ~ l ., d ., o e • • T 1 e .1 lll de i.:.u. cr i• f-dx:· f' == • ons1c:ercmos ::! u c::>r.:o :::; our:ie de non fun-

c i on2les ,J1 ";/ J 2 , 
'1:: .. re '"b 

.i(r)==j::: F(:,,f,f')fl):"")n ?(x,f,:f')dx+)c ?(:;,f,f')dx:J
1
(f)+J

2
(:r) y 

e· Jculel:"\O~J ]::'G r1.if-·:·t.:?r.cin1ec dJ1 (f) 2f dJ?(!') de les fun:·ion"'lCS Jl 

Y J 2 seperudooontc. :os puntos :f~nolc$ p8rn X=8 1 ~==t sor. fijos y 

btrncnr:ws d~rn pcda:::s de 1¡;¡ f\:nci6n f::f( :-.) \!UC se unen coi;-!:inu!!r.rcnte 

en x=c, en donde 1.~: !~~tnte> pr:-r~! e~ e:¡~;,_ :.:·::e ;;:;oc!e r::ove!"se arhitrr:j~jD-

r::o;;tc, en t.-1:1ceo 

dJ 1 (i') ( h, .\:, 1'6.yl) =".-':-• \ x:-:c-oti.::l + ( F-Ff' f' ) 1 x:-:c-o"..x1' 
.; T I "" \ ( l A • '"! ' . ·: . t " ... ( "' 7.' ,. ' ' • ~ --,, < 2 \ o. ¡ \ 1 1 "'X l , 1~, l / .. · ,• t ¡· . • ,, 1 · · - - .~ • - ' : ._, _._ l • 

. - x=c+O ~ ·~=CTO 

l'' cor, Ji<' :.~n d·: e;,' f=f(:~) ~ie!) cont:.n::o en x=c i::iplice 
. ·( ,..•. dT i •·); l T ( r'"''' ·r n~,. 1 O +o,..""o •.~t.'\..lJ= ... t..1]\~, ·f.-tr1 ... -1..)_..., ~v ... - y,..,. ... ,; 

(i·'r•l x:c-1.'-Pf' C=.:.-<)~yl+((:~-f'F:-,) lx:::c-o""CP-f'I<'r•) lx=c+O)Axi=0 • 

y ye que ~x1 y Ax: Pon arb~trsrios te~ecos que 
l" 1 ,, 1 ("' f'íi' )l -(:c "''";•· )1 f' x=c-n'";• f' x::c· ,'' "' - • f' . x=c-0-- - - .. - f' x=c+O • 

i::stas c01;,i icionc" .:::: est:uina son ller::a:ics la::; condiciones de 

Condicion.~tl nccc:.'--:·:.Ds de e:xtre::io co:u:iider:;m•Jo la diferenciul o.:;c,unda 

1'..S.QES:i.· ·~.3.43 (::::~:rnñe.er Sea (V,ll·ll) el ei:~:·ncio de Ban::ich forma-
.. .,,·_ .,•;....,..-~,,l ,,_,,l-,_ .. ~-; ;-.................. 1·.· .. ,,,...._..,~·~-.-¡ \\f\\- .. rv\"':..._)\ ··~!l"" oc ncr .. ~ 1 -.:Drincl.-'- .. ··--""-°'. -,~ ""'"',e,_. - - •·--· .. _ -r.:;:; .. 1 ,.. ~i..,.x ., ~ : _ _ . _ 1 'lLo,n') .-.i:~ ., ••• ~.'.] 

[f'(x)i, ,,. ,T:O=h(:" • .:}..:C \:a,b]_+'.:! rn:o fu~:cionol de 18 fo::-1::0 J(f)= 

\~ P(x,r,r•)ax, e':.: ,!onde P¡:_:C'( tr1,C:J:-<.O''O'), '.)"'r(f,E)CC 1 f8,b} y f'EO' 

Cé [a, bJ t ll' Ul\t1 l·,·::1 Dbi.;rtll, ::::i f S'.1 tisf''CC lEH1 COn:liciones de f!'Ol1-

tera f(;i) ,A, f( 1·' -:-. Entonces una condición necesaria pnra que la 

funcion:1 ·¡ .1. ti•nr::· :::1 t.1ínino µara la cu:-vo f=f( x) es que la desir;ual-

a·.·:(J .... ' '" ~.- \""··'"i.-n•' •··n toa.·~"" i~"' ·-.u .. tci,.. .. ohrc la curvo f==f'x)· - ~ I't 1•! ~ ~•• ', ~ - ·-· - .. .._ •J..J V.;:) J- •• '- ") ~~· ~· \ • 

J. ' 
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Dcr::ostrnción: Sen hE.C [n, b]nc1 1: o, b] tal que llhl!<:~.,- cfllculcn 
o . • ".· 

do J(f+h)-J(f) y haciendo uso del teorema de Taylo~ tenemos que 

J(f·h) J(f)-(b("' ., l')-1 •• t.fb,-;, h2 ·2F 'h'.._., ... (-h'·) 2 )d (l'hl1 2 ) t- - -JO .cf1l+l'f' 1 uX-1:.:j 8 \lf:f t- ff'n -.rf'f' - X+O 1 , 

As i d 
2 

J ( f) ( h ; h) =}) ~ ( F f fh 2 
+ 2F f f, hh' + P f, f, ( h' ) 

2
) d:<. 

Notanos adem6s auc 
;o,.,., hh'd 2u. h 2 \h (b d (2F . )hd 2fh(d..,, · )l 2 d. 2íb.,, "l '' )ndff' .x= tff' a-)n dx 'rr•n x=- )a áX.rf'f' 1 x- )a.rf'f 1 ' 1•1 G): 

lo cuDl ir.:plica que )~2F f, f' hh' dx_=- ~~( ~xF f' f' )h
2

dx, ento::'lces 

lrncicndo R1 =R 1 ( x) =·iF f' f' y H2=R 2 (x) =·N F ff -~xF ff')' tener:ios que 

a 2J(f)(h,h)=~:cn1 h• 2+R 2h 2 )dx. 
Sabemos que si una función h(x) tone valores pe~ueEos en [D,b], si su ~~ 

rivada h' (x) tor.m valores peque?:on en [o, bl. J:ir: err.'t::Jrgo, el i::1V•:J:rso 

. no eu v6lido. ~oto i~plico que R
1

h• 2 jueca un pnpel p!c¿ominante en 
? ') 

d~J(f), en el sentido de que R
1
h•- pue~e ser ~ucho ~66 ~rD~je q~e 

R h 2 ,, no .,.ucr1 e c-ocr ::i·,cl r"''~~., ,, u 0 \J'o r.uc R l 2 r;e '50!'"J1'; se pued~ 2 .... ..!.-' '..\ q •• \\ .10 ... ·~ ~ p1~ . ...... ·: ~2.l t ... -

esperar que R1 (x) deter~ine si d 2J(f) toca velorcs cor: un s6lo EiE 
no o con ncbos. Ahora prGcisD~os este er~ucento. 

Una condición necesaria nara r.ue la funcional euDdr6tica 

d 2J(f)(h,h)= ~;:.R 1h,?+H 2;: 2 )dx -definid¡:¡ p<::ra !~EC 0 [n,l~:--.c 1 Ca,t] ses 

no negativa, es que H 1 (x)~O pnra todo x'°i;:a,b], y en consecuencia 

Ff'f'~O, entonces haciendo uso del-Teore~a 3.2.20 concluire~os lo 

demostraci6n del teoreca. 

Ahora bien, supOnf;8i!lOS c.ue Rl (xo)"-0 paro algún XOE. re' b]' di;er:ios 
R

1
(x

0
)=2b, b<O, pera algún x

0
t:\:a,b], entonces puesto (1Ue R1 (x) es 

una función continua sobre [n, b] e:xiste un C)Ü tal o_ue R1 (x)<.-b 

para xe[xCl-c,):
0
+c). Ahora con~trui1:1os h(x)€C

0
t8,b]PC 1 [a,bJ co1::0 

l 
2-' .. X ) 

S en (~,.., ) x -e!':·,!':·.- +e c · ' ~ ~. '·o • h(x)= ' V 

O ,x-:.fb,n1 -~x 0-c,x0+cJ. 
Er: tonces (~ ( R1h' 2+~.~!: 2 ) dx=J:'c~º !~ 1 ~C 2cosF x~x.~ \rnn~ :<~X?))) 2cx _ 

Je.o • .~ e e ·.. - . 

+(x+c R ~e 4,'IT\x-;.:.,,),,i _(x+c .,º ·!!...2 n21.2 (x-x ))dx+fx;+-c_·R _"en4(1f(x-x· ),,.1x. 
)x'-c 2·' n \ e ¡~x-- )xº-c 1'1 c2 se " e • jx':.c \2"" e ¡-º o ., o 

<.-( 2bTC)/c )+2:1:0, en donde l·í=r:mx\R 2 ( x)\, pnra e suficientemente pe::ue-
- a~x~b 

~o -((2bIT)/c)+2~c<O. 3ato prueba el teorema. 
(•• e-



J)iscutirer:1os 8horn, sobre ln existencio de e;:trc1:1os i'loc:.;les cons"i
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TeQ~· 3.3.44 3uponc:i::io:J que ?(x,f,.1') es tnl que 1"r:.C 2 ( [:J,b)i.::):\O') 
(f,f' )-::.0X.0' u:1 conjunto obicrto y con·.rcxo, :r ':uc !:' en unD fun~:i(in 

convexg, ;~ro x en ~,b1. Sen f ung funci6~ 8jciniblc auc s~~isfoce 
la ecu<:ci6n de Euler-L'.2¿:rnn¿;c correspor.'.lic:.tc. ::ntoncGs J.o :unci ,··n~11 
J(f)=~b P(x,f,f' )dx tie:.c un ~in!~o global • 

.... 8 

i:leoostr::;ci6n: Seo 1-+h cualquier otro l-U.'1C:.!.5r: ::;•i¡~isi ble' h--. e o [a' b](\ 
C

1
[!J, b). Y puesto q_'..lc F es cor:.vexsi, tene:::os qu·~ 

F(x,f+h,f'+h)~?(x,f,f')+~7f+h'Pr, entonces intc~rando n~bos parteo 
de la dccieualdnd tenecos que , 

J(f+h)~J(f)+~~(Ffh+v'r,h' )dx=J(f).._\b(Ff+:f:Jr, )!:dx, :1 J)Uosto que f 
c.;: .1El . " ...... 

sfltisfnce lsi ecm1ci6n de ?,uler se tiene qi..:e Ff-¿xF f' =O, pcr t~ nto 

.J(f+h)~J(f) ~ara toda f+h nd=isible, puesto que f+h ero ertitreria. 

El ceso en c:ue F es une .f~~nci6n cor.cava :l f..- t.:ene \.tn c:::íxi::.o /'"lol::.;l 

se si~ue por un razonaoiento an~lo€o ~l :ec-re~~ on~erior. 

!~~· 3.3.45 Dujo las !üp6tesis acl Tecrer.:~ anterior (;,3.3"7). 
Si F es extrictm:iente convexn en (f,r') sc:·re :>:<0 1

, ent'Jnces la 
función f=f(x) obtenida n ~or~ir de lo cc~~ci~~ de ~uler e~ l~!cs. 
Demostración: Suponganos que f=f(x) no es ~nics y que existe ct~s 
función G=g(x) tul que caxiciza a lo func!~nal J. 
Ahora sea h(x)=cf(x)-'-(l-c)g(x), cerO,l), es c:oro que h sgtisface 
tarnbi6n le ccugci6n de Euler, y puesto que lE :uncion F es estric
tomente convexn, tenenos que 
F(x,h.h' )<ci(x,f,f')+(l-c)F(x,G,g' ), inte[r~n!o a~bos ledos de la 
desigualdsd tenemos que J(h)<cJ(f)+\1-c)J.~) 6 J(h){J(f) lo que 
contradice el hecho de que J(f) fuera cír.i~o. 

se ha reducido a un rrobl~ma que envuelve ~~~~cion~s diferu~~~~l~: .. 
Sin embarCTo, esto no es siecpre efectivo, r~neralne~tc ce Guy 
complic8do, e<;peci:ilr.iente CU":r.do r.:-n~l t<Jr. ·::1~·::.::is variables indepen
dientes obteniendo de esta cenera ecuocio&es Jiferenciales parciales. 
Por lo oue es necesario buscar r.ié~odos vo~::.~c::.onales de un tipo dif~ 

C.. - c. . 
rente, con'.1cidos cor.:o r:i.'?todos :'lirectos. 
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ConsirJ(;rci:ios el prolllcr:1D ele cncontror f'l r~fni:::D ele uno func::.cn.:::1 

J definido cobre un conjunto cbit:rto O de un espoci'J llne'Jl n:ir:~:.:io 

V, en donde los elei~c::ntos del conjunto O :-:::in l]''r.Ldo::; ft:ncionc:-~ 

adr.;isibles. l'ern que el pro~·ler.·::2 tcnc:i sentido, su:)::i:-::-::r-.o,:; i:uc 

existen :funciones r;E.0 par2 los cuf1lec oc s~·tisf::.1cc- '""'l~c ¿((·:-)<.+ -. _. 

y r.ins aún que :r~.{ J(f)=r.l>-co, entonces ~or dcfir::'.c::.6:1 ,:.; :::, o:·5:>t~ 

una sucesión inri'ni t::.: de funciones [fn171~1' llnr::ods u:-.·; .::;:¡cc~:l(ir: 
r.iinir.ii2ontc, t~l ~ue lí~ J(f )=r.i. 

·· n-'>::o n 
Si la succsi6n frn1 n~l tiene un líi:i te ,, en el sen~i:Jo de l.o na'!'r::s 

en V, y si J(G)=lír.i J(f ), es decir J(lir.l fr1 )=li~ J(~ ), entonces 
n7= n r.~x r .. , :t: n 

JCs:)=m y g es ln soluci~n del probler~n vCJriocional. : .. ~h; <Jd°n, 1•2s 
funciones de la succsi6n ~in!~i~ante p1 cden ser connider9das co~o 
soluciones eproxi~adas del proble~a vorincional. 
Así, p2r2 resolver un proble~a veriocional dsdo, por ~~todoe direc-
tos, d ebc1:-1os: 

(i). Construir una 0 uce~ 1 6n -in1~1?antn 11<- 7 (~ '-{·~ T'P\--) v u ...... '··"-~··- ......... - ',.,."7'¡,'COc.; ... n'-:·~·;:: l..,-,- ... ,. 

( · ·) I' b {r 1 t · , ... .,.... i~, · t - ,,.., ".>., C"í':~~,¡-~ :;,...,. ·i .. "':1 ....,.~:'";"r~-ii • :·o nr que f _ 1 icn" 1. ••• ..:.r..i e, e., e.L ~---·~-·.·v ·- co ... -. 
n n- 11°11v 

ecncia en la norr.ia de V, fn ~ ~· 
(iii).rrobar que J(g)=lim J(fn). 

n?ro 

;;;.;iQ9.:!2l2.· 3.3.46 Consideret1;s lD funcional J(f}=)_} :-: 2.:.'':?cix, 'i!'": 

donde f debe satisfacer las condiciones de ~rontera f(-l)=-1, 
f(l)=l. 
Obviamente la funcional J to~a sólo valorea positivos, aJe=~s 
ípf J(f)=O. Zscoj2r:ios la sucesión 
n=l,2, ••• , xe.(-1,1]. :Sn efecto 

~ )- ere ~~n nx ~ini~izante _n(x - -~-r-c~~.,-~-
i.:.! ~sn r, 

2 2 
J(f )=( 1 n X dX r < 

n )-l (are tan n)¿(l+n2x 2 ) 2 
l ( l __ d-'":x-

( ar c tan n)~ )-l l+n~x 2 
2 

n 8l"'C 

~ O cuando n7 ro. Sin enbarf;o, la s"ucesi6n [f n1 ~l no converge en 
el sentido de lo norr:in llfll=r.mx lf(x)I en la clase de funciones con~i-
,....,,..,C""... C"'!'.'t •. "'-"l'.'lf" ~.r- ~~r:11Jl-i t')r-.. ..._, __ , ··ue ""·- .,i.., ,_cen J,_.,., con .. 1c_on-._, de fr~nto:ra. 

En concluni6n, cate eje~plo r.!UcstrD que existe una sucesión ~i~i1-i
zante para un problenn vsriacional dado, y sin e~bargo, la suceai6n 
lfn1~=l no converge en el sentirlo de ls norr.ia usual de C[-:>,bj. 

e·· 



Hecordcr:ios riuc umi ftmci:-.m:il J e:::; lJ '.'r:Wdu continuc; en un :--t;:1 to .c.:.; 

O, O un conjunto nbicrto de un eGp'.;cio lineal nor;:rndo v, ,,:i. p<.:ro 
todoE>O, existe bO t'Jl que llf-gll<.~, fEO,implico JJ(.f)-J(r.;)l<.E• 
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Def'l:!.!J:.Qi6n. 3.3.47 Um:i funcional J es llomnda ncr::icontinuo inferio,t 
mente en el punto geO, O un subconjunto abierto de un cspncio linesl 
nor1:,9do V, si para todo tó70, existe Ól'O t~;;l oue 11:'.'--r-; 11<';, ft:,Cl i::;r:lica . . ) . 
J ( f ) -J ( i_- ) ) - E • 

De ~encre análoe~ se define una funcional ser:iicontinue superiorccnte, 
al considerar J(f)-J(G)<E. 

~~E.21.Q• 3.3.48 Considerumos lo funcional J(f);J~ (l+r• 2 )~dx, 
denotemos L(C);J(f) lo longitud de la curve e definida po~ le funci6n 
f, denotemos tambidn por C o lo recta que une los puntos (a,f(o)) y 
(b,f(b)) • ~fatonccs J es ser:licontinuo inferiorr..cntc en f, _puesto 

c:ue si unn sucesión fcn\~~~l de curvns cor.vcr;;e n e, entonces la 
sucesión de lon,n;itudes {L(Cn)1~ 1 debe o;:ro:-i1J'Jrse rl :.(::) :· ::"1·.:dcr: 

ser cucho n~s grandes si lEo curves en otcilan lo 8Uficiente. 

~_g.2~· 3.3.49 Si {fnl~:L en unB succsi6n r~.inir~,i;::ante de la fun~i.2 
nal J, con una función límite g, y si la funcional J es seGiconti&ua 
inferion'.ente en r., entonces J( r::);lím J( f ) • 

-· · n-.>o:i n 
DemostrBci6n: for una parte tener~os que por definición de ínfino 
J(g)~lfr1 J(f );Í!:.f J(f). 

n-) 00 n -
~ientras oue por ~tro lodo, puesto que J es sernicontinua in~erior-
mente en g, tene~os J(fn)-J(g)>-e, si n es suficientecente ~rande, 
entonces J(r;)flí::: J\f )+E o J(g)~lfo J(fn) oueoto oue E)Ü es ar':::.i-

r.?co n n-;>oo - • 

traria, así J(g)~líc J(f) y J(g)~lío J(f ). Por tanto J(e)=lÍc J(fn). 
n~ro n o..;. ro n n-;.~L 

Ahora describimos el método de Ritz, uno de los métodos directos 
m~s co~unes. Supongamos que la funcional J esta definida en ~lp6n 
con¿unto obiertc O do funciones admisiblus de un esi~c10 ltncol 
norcado V, y suponGo~os adem~s que J tiene un mínl~o p~ra f y 0=7. 

Sea Ú'n1~ 1 unD sucesión de funciones en V.~' sea Vn eJ.·nul~e}~!ocin 

lineal n-dií;;ensioirnl e;enerado por las primeras n funcionec; de {1-::nJ~l' 



esto en Vn=~F;r~=8 1 i: 1 + ••• +nnr:n' nkc:.R (k=l, ••• ,n)}. -;;;nt.onces soorc 
C8dD suhcsp8C10 V'1 la .:_~uncionnl J induce l::i función :ir· n v·;rj:'t~lf':J 

U(1-1 1 , ... ,a
11

)=J('.1 1r: 1+, •••• ,a
11

c;n), ef;cojDL'lOS '"ii•••i'-'
11 

d':'.' tol m::incra 

r•uc :c•J r:inir.iicc J(n1 :·1 -r ••• +n !': ) , denotando cJ r~.ínir.io T'Or ::i , " e• - n n - n ·1 ~ 

eleDento de Vn p2r8 el cual J toma el ~ínico por ~n' c~to en m
11

= 
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J(fn). Claramente lo auceni6n mn es no creciente, pu~~~o s110 cu[l

quier combinación lineal de g 1 , ••• ,~n es eutor4ticn~ents ~n2 co~l~

naci6n lj_neul de c-11 ... ,en'::".n+l' pues v 11cvn+l :r· r.ir!•-l""'-(i'11 + 1 )~ 
J(n1 g

1
+·• ·+:::

11
·0n+O·Cn+l)=J(n1 g 1+···+angn) Y por dcfin:Lci6::'1 de fnti 

~o, ~e tiene que m11 ~ 1 ~Mn• 

J)efin~ C":i6n. 3. 3. 50 Uno sucesi6n ._{o; i 1 es llar:wd~ c~:::~lcta en el 
-------~- ·~nin= · 
cq-18Cio lineal norf.1Bdo V, si dvdo cuol<;uier f-E.V y E>O, .;::i.ste u.ns 

coubinoci6n lineal a 1 g 1+ ••• +a g tal gue lf(a 1 g 1+ ••• ..-n ::-,..,)-fll<E, er. n n -· r. .. 
donde é=E(n). 

!.Z.Q!'.f2.§• 3. 3 .51 3::_ una funcional J en continun ( co. ti~~'-'"' s!": la r_::>~

ra:J iie V), ~,r si ln :mcesi6n {gn\~=l en co~¡:-letn, entonces ~f~ :::n:: 

r.i, e~ donde n=icf J(f). 
í 

Dc~o~treci6r.: ~~do E>O, sea g tal q~e J(~)<r.:+E, t~l.: eziste pgrg 
cn::::lquier E>O por definición de ínfi;;o. ?ncsto r.ue J ci: c:intinm: 

\J(i')-._l(¡:;)l<E denpre que llf-gll<.b=Ht:). :::c'.1 a,c1+ ••• -~"\-'·~ '.tr:::i co:·_cj_ 
.l . • • •• 

n~ci6r: line<!l tnl "Ue ll(a 1 ;r
1

+ ••• +a ·"'. )-<: 11< á tol co;~:bir.·cciór. 1-in•.:21 . - r.· n -
existe yara n sufici<;.;ntcr:ie!'lte i;:r:ll:de, :-'<«.:sto :!ue por ::-.i ?":Ótesis 
le succsi6n {.~n~~=l es cor.ipleta- en cl t:<>;':,cio. Se2 f-:: lfl co::_~1im:ci6n 

lineal pare la cun~ J alcanza su DÍnino, ~~tonces e ~~-=J(f )~ .. n 
J(e 1 ~1 + •••• anr

11
)<J(G)+E(m+2ey puesto n~c E>O es erbitreria tener.ios 

oue ~ír:i J(f )=lín r.i =m. 
- .!'~-)-oo n r.7 cr:. n 

Y4ne~mente describir:ios el cétodo de difcr~ncias finitas. 

Consideremos el probler.ia de encontr:1r ::!~ l·xtrer:io de 18 funcional 
J(-~)_(l: "'(Y f f' \.;y f(9)-' "(b)-~-:-: ,.,.,, .. -,,,,ie ''Cr ~rr· '~· 10 v.--.. - --jn - _., .. 1 ..... , -.ci.., _ -·-, 1.. .... ~. :. .. ·-' •. ~1.t·'· ···-· !· .... '-

el problcMo <le encontrar un sxtrernc Je l~ ~unci6n de ~ ?~riebleD, 

que se o1itiene cor:io sigue: :=ri!:'lero .~iv.'...~:.:~os [a, b] en n-1 ;:iubintcr

valoo iru91Rs introduciendo los nuc:~a x =~,x 1 , ••• ,xn,~ 1 =b, 6x 1= • : n~ i+ 
xi+1--xi, (i=0,1-, ••• ,n), y reer.iplacc::os lo :·unci6n f=f(x) por la lí-

.nea po-1ir:onal con vértices (x
0

,y
0

),(x1 ,:::', ••• ,(xn+l'::n-.-l)' en do.!} 

de y
0

=A ;r Yr.._
11

=H, ñcnoter:ios vi=flx.:_),(:.=_',l ••• ,n). :'.:n"::o:iceo la fu_!} 



cionEll J puede ser aproximad~ uor la s11:w 

J(vl, •.• ,vn)=I:i~O l"(xi,vj, vi.¡l-vi),~xi+l' 
Llxi+l 

la cual es una función de n varinblcs. Si paro cada n, ea po~LbJr 

encontrar una línea polieonel ··•"''-' nini.r.1icc e J(v 1 , ••• ,vn), ol-tc!} 

dremos una sucesión de soluciones aproximadas al problc~a varinci~ 

mil original. 
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Bjem~lo. 3.3.52 Consideremos el problema de la braquistocrona, que 

consiste en determinar la trayectoria que describe una particula 

al moverse de un punto dado a otro cuando está sujeta al efecto de 

la gravedad. A través del ejemplo 3.3.16 esto problema fue plante§ 

do como sigue: Minimizar 

_.;1, íb . l 1 + r · 1 

J(f)=( 2g) ~Jo 'IJ -y-·ux 

sujeto a 

f(O)=A,.f(b)=D, fi;.C 1 [o,b] y f"ePC[O,b]. 

Empleando el método de diferencias finitas encontra~os que la fun
cional J se tranu.forma en una función de N veriebles y presenta el 

siguiente Elspecto: ~ 

1 11-1 (fk+l-.fkJ .L 
J ( f 1 ' ••• , f N) = ( 2 g) -·:.i L k= 1 ( 1 + :f h 2 - )2 . h ; 

k 

Para calcular las derivocles parciales de J, notamos que fk apare

ce justamente en dos t6rminos de J, luego 

..., J ':> h2 ( .f 2 1 2 . ) 2 • º- =~ <( + 1.-+l-.fk) )-:.i+(h +(fk-1 k-l )i.1') 
Q .f k d 1 k f -----,,:f~---=--"'--

k k-1 
después de algunos manipulaciones algebraicas encontramos que 



cuando h ~O el nómero de puntos de la partici6n se incre~ent~ 

sin límite, obviamente cuando h ~ O el primer aumando de ln ~1-

tima ex~:Jsi6n tiende a cero, puesto que es una cantidad de or
den h, el segundo sumando se anula por si mismo coi:io ur.a dife

rencia de dos térir.inos idénticoo. En General la exprcsi6n <letcr 

minnda en el pri~or sumando 
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es distinta de cero. Sabemos que una condición necesaria de extre

mo es que 

. 'OJ of =O para toda k (k=l, •.• ,N), 
k 

lim(h-2(fk+l-~~~) + 
h-)Q f!2 ( i] 1/2 

(fkl1+ ~t:tl-f~ ) 

lo cual implica que 

f" -------:l + _f.l±f' 2) --'---·=O 
(f'(l+f'' 2> r:.r 2f(f(l+f• 2 ))1! 

6 

2ff'f"+f'(l+f 12 ) 
:t =O 

2 (f(l+f' 2 >r:~· 
equivalentemente 

de donde 
J.. 

f'=<1-1) 2 

si ade~ás h 7 O, entonces 
2 ( 2 

h + ff+l-fk) 
h _ ) =O , 

2f k(r k [ h2+ (~f.±1-rklJ /12 

expresión que es id€ntica a la obtenida en el ejemplo 3.3.16. 

e-



3 .4 Ii:r:TODOS V.t.HIACION/\.J,TIS Y 'l'":OHIA DF. CONTHOL. 

El estudio de los n~todos variacionales es central pnra el enten 

di~iento de muchos problemas de la teoría de rroceooe óptimos y 

de la teoría de control. 

Antes de entrar a la discusi6n y forrnaliznci6n de estas teorías, 

considernmos de importancia mencionar unos cuantos cjeDplos es

pecialmente seleccionados de la ~coría de control, con la fina

lidad de entender algunos de los conceptos con los que esta teQ 

ríe trata n manera de r.iotivaci611. 

EjemElo. 3.4.1 (Bellman) Sea el estado de un sistema d~$Crito 

por f(t) en el tiempo t, O~t~T, y sea u(t) un control del sio-

tema. Supongamos que la ecuaci6n del co~portamiento de: sis

tema estú dada por f'(t)=af(t)•u(t), a=cte, en donde 

f'' ( t)=~tf( t), y consideremos los siguientes casos de estudio 

Caso l. ftO)=c. 

Caso 2. f(O)=c1 y f(T)=c 2 • 

En el caso 1, tener.ios restringido el estad6 inicial~~~ientres 
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que para el caso 2. tanto el este do inicial 'cono el ±'ir.al si:.:nre~trh:,Sir..bs 
Suponganos también, que una ~edida de evaluaci6n del sistema 

es dada por la funcional 

J(f,u)=5~ (f2 (t)+u2(t))dt. 

e-.· e-

Sistema 

f(t) 

Control 

u(t) 

-·----·--,,..._..,... Salida 

-~/ 



Connideremos ahora, el espacio de Banoch forr::8do ror el capacio 
lineal c 1 [0,'l']XC[O,'l~J, con la norr:ia ll(f,u)ll=l1fll1:11111, en donde 
llfll ea ln norr:in usual de c1 [o,T], llfll=r:in_x. 1.:f(t)\-;.r:mx\f'(t)J 

h·.'l• 1 1 .1 t '· [rJ.i .! J' 
llUll es J.3 IlOI'l:'lO U:.:W"l de C [0,'J'] t flull=r.:'lX \¡;( t)!. . 

t' [·,, ": J 

Nuestro objetivo es ohorn, encontrar un control u( t) n.1e rinjr::J.cc 
J(f,u). Suponconos que la clase de p2re~ ~j~inil•lea de funcione8 
es un nubcor:j11nto abierto de c1 [0,'l':XC:O,T]. concUci6n neces:;;iria 
de extrer:w puede cc:r obtcn:ido a porti~ de J.:Jn cc:wci:'.'nct~ .10 :~'.llcr

Legrangc correspondientes, si este~ ecuaciones difercncinles tic-
nen una soluci6n ónice, y esta conduce e un 
dremos resuelto cor:ipletar:iente el probler:iQ. 

, . 
r:l1?11T~O t en~.oncos 

Ahora bien, sustituye~do u(t)=f'(t)-af(t) en J(f,u) tencr:ios 
r~ 2 ~ 

J(f ,u)=50Cr (t)+(f' (t)-af(t))~)dt= 

~~ ((l+a 2 )r 2 (t)+f• 2 (t))dt-2o~~ f(t)f'(t)dt= 

~~ ((l+a 2 )r 2 (t)+r• 2 (t))dt+a(cf-c~),(co~sidernndo el ceso 2 ). 

En este caso tene~oa le niruiente ecu~ci6n de Zulcr-:nrrnnge 

f"(t)-(l-ta 2 )f(t)=O. 

ten-

.• .·.· .. bt···. -bt 
La solución general tiene le forma f(~)=~1e · +k2e , en donde 

en el caso ? t:or, ... 

dando .·.[kkil =f '"~~~ ; .. '.·.·•.-...•. 11!.f.: .... . cª ... 12'.J1 · ~j b;e · · ' · J -
y puesto que 

[ 

-bT 
det _:bT 
úntca. 

Ahora suponeanos que danos un incremento f+h a la fun?i6n f para 
la cuel u es extremal de J, con h(O)=O, h(T)=O, en donde coco se 
sabe f satisface la ecuación de Euler correspondiente, notaoos 
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tambi6n que (f+h)(O)=c1 y (f+h)(T)=c 2 • 
Consideremos J(f+h,u) con el control extrernel de J(f,u), entonces 

J(f+h,u)=)6 (b2 (:r(t)+h(t)) 2 +(f'(t)+h'(t))dt+a(ci-c~)= 
~~ (b 2r 2 (t)+r• 2 (t))dt+a(c~-c~)+~~ (b

2 h2 (t)+h'
2
(t))dt+ 

2~~ (b2f(t)h(t)+f' (t)h' (t) )dt 

=J(f,u)+~~ (b2h2 (t)+h' 2 (t))dt+2~~ (b
2f(t)h(t)+f'(t)h'{t))dt, 

pero 
~T (b2h 2 (t)+h• 2 (t))dt~b2max h 2 (t)+rnex h 12 (t)fb2~ex ~2(~)¿b2mex h 12(t) 

Ü Xf;(0,1 J XE (o, 1) l'-ECC.,T J x 1:.;:: u, l J 

puesto que b2=(l+a 2 ), así 

\~ ( b 2h 2 ( t )+h 1 2 ( t)) d t~b 2 ilh 2 11 !:b 2 llh11 2=0 ( 11 ( h, O) 11) = 1 o ( 11 ( h, O)!!) 1 =O, 

entonces J ( f + h, u) -J ( .f , u ) = 2 \ 'g ( b 2 f ( t ) h ( t ) + .f' ( t ) h' ( t ) )d t +o ( 11 01 , O) 11) , 

de esta manera la parte lineal de J(f+h,u)-J(f,u) est3 conntituide 
por la inteerol de la derecha, por tonto la diferencial de Fréchet 
de la funcionnl J, dJ(.f,u)E;i(V,!R), en donde V:::C 1 [0 1 '.r·1xc:0,T.J,es dade por 

dJ(f,u)(h,0)=2~~ (b 2f(t)h(t)+f' (t)h'(t))dt, e interren~o ~or partes 
tenemos 

)'g e b 2 fe t) h ( t ) +f. e t ) h • e t ) ) dt = ( :f. , t ) he t ) ) 16 -rn e f .. e t ) _ b 2 f, t ) ) he t) ª t • 

y una condición necesaria de extremo es que dJ(f,u)(h,O)=O para todo 
(h,O) ednisi~le, luego 
J(f+h,u)-J(f,u)=o(ll(h,O)ll)~o. y por t::rnto J(f+h,u)-J(.f,u)~O, esí 
J(i'+h,u)~J(f,u) p8r<.J todo (h,O) admfrible, :-·por lo tanto el control 
u para el cual J es extrem~ nininiza n la ~uncional J, o bien, 
observa~os que le se~unda diferencial de ?r¿chet de la funcional J 
esta dada por a2J(f,u)((h,O) ,(h,O))=~~ (b 2h2(t)-h' (t))dt, a2J(f,u)e 
B( vxv ,!R);'::f( V' l.( V ,IR)) 1 en donde V=C 1 [O.!.'] :--e [J ,T]. . 
Así J(f+h 1 u;-J(f,u)=dJ(í',u)(!1,0)+d 2J(:,u)(\~:,O),(h,O)), oi f 
es la función para 13 cw.:l u es extrcr:i:;l de la funcional J, t-enemos 
que d 2J(f,u)((!i,O),(h,0))~0 pr,ra toda lh,O) admisible es un_a condi
ci6n necesaria de mínimo. 
La ieualdad en J(f+h,u)~J(.f,u) para el control u que rainimiia ~ J, 
se obtiene para h( t) =0 pera toda tE.[0, '1'1 • :Je esta manera, hemos 
probado la existencü1 y unicicJaQ. de la $Oluc.t6n, r:iostrando cual es 
~sta. El caso 1 y otras s~tuaciones cspccisles pueden discutirse 
de manera semejante. 



Planteaniento del Problema. 
En muchos casos, encontrar al r~~imcn operante 6ptimo para u~ sis
tema (digamos, un sistema físico), con un criterio conveniente de 
optimaJ.i.dad, nos conduce al siguiente proble1:w rnut.:1:i6tico. 
Supong,;oos que el estado de un sistema es c8recterizndo por n nií

meros reales r 1 (t),f2(t), ••• ,fn(t), los cuales for~an el vector 
f(t)=(f

1
(t), ••• ,rn(t))e!Hn, y supo11pmos que el est8do del ::il.ster.iE! 

varia con el tiempo en la forma descrita por el sistema de ecuaci2 

nes diferenciales 

dfk 
d t == F k ( f 1 ( t ) , • • • , f n ( t ) , u1 ( t ) , • • • , um ( t ) ) ( k= 1 , • , • , n ) , 
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en donde los nómeros reales u(t)=(u1 (t), ••• ,u (t)) for~an un vector m 
perteneciente a una regi6n de "control" fija .RcRr::, 0.. un con,junto 
cerrado y conexo, y las funciones Fk(f(t) ,u(t))EOC(OY..íl.), O un sub

conjunto abierto de !Rn, J' uj(t)'e:.PC[0,'1'] (conjunto de funciones con
tinuas por pedazos) (j=l, ••• ,m). 
Ahora supon~a~os que la funci6n vectorial de variable real u(t), 
Q6t~T, es lln~nda la funci6n de control. Bl agregado U(u(t) ,O,~,f(O)) 
consistente de la runci6n de control u(t), el intervalo ~,Tl y f(O) un 
valor inicial, seró llaoaao un proceso de control, así todo proc~so 
tiene asociado una trayectoria, esto es una solución de 

df 
·a.tk =Fk(f1 (t), ••• ,fn(t),u1 (t), ••• ,um(t)) (k=l, ••• ,n), 

Ah.ora, ¡;c'.1 l<'(f1 (t), ••• ,fn(t),u1 (t), ••• ,um(t)l.,.,una funci6n la cu8l es 
definidn, jur.to con sus derivadas parciales ~~ (k=l, ••• ,n) pera to-
do (f(t),u(t))é.OX.Q.. k 
A ·todo f'l'C'Ce!:o de control U, le asignamos el número J(U)=)6 F(f,u)dt, 
esto es J es una funcional definida sobre el conjunto de procesos 
de con·tro1. ·,y. Entonces un proceso de control U*e.\'/ es óptimo (mínir.:o) 

si la d~$i~u~ldad JlU*)~J(U) se verifica para toda u~~ tal que lle
va el pun1o f(O) a un punto f(T), es decir, tal que la correspon
diente tr~yectoria óptima f*(tJ satisface f*(TJ=f(T). Por une tra
yectoria Sptioa entenderemos, aquella trayectoria correspondiente 

al procc$O de control óptimo. 
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Nuestro objetivo es encontrar condiciones necesarias paro coracteri 

zar a los procesos de control 6ptino y a los trayectorias óptimas, 

es i~portante puntualizar que en el estudio de tales procesos, 

estos son esp~cificados de antcr:wno ( uEQ., Q conocido). 

Un caso especial importante del problema de control óptimo, corres

ponde a la situaci6n en ~ue J(U) se reduce a una inteRral de la far 
(T -

ma J(U)=jo dt, la cual representa el tiempo de ir de un punto f(O) 

al punto r(T). En este caso optimalidad significa tomar el tie~po 

mini~o de ir de f(O) a f(T). 

Reluci6n con los ~étodos Variacionales Clásicos. 

El probler:w de control óptimo está íntir:ii:.Jmente ligado a ciertos pr.Q 

blcmas tradicionales de los métodos veriacionales. De hecho la 

integral~~ F(f,u)dt=~~ F(f1 , ..• ,fn,u1 , .•. ,ua)dt puede se viste co
mo una funcional dependiente de n+o funciones, es decir, una funcig 
nal definida sobre alguna clase de curvas en Rn+n+l. Y ~uesto que 

las funciones f 1 , ..• ,fn,u1 , ... ,um est6n conectadas por oedio de las 

ecuaciones 

dfk 
dt :::Pk(f1 , ••• ,fn,u1 , ••• ,~) (k=l, ••• ,n), 

y ya que las condiciones de'frontera son equivalentes a los re~ueri

mientos de ~ue la trayectoria óptima deseada conience en el punto 

f(O) y termine en el punto f(T), los punto finales de las curvas 

admisibles estan en el espacio Rn+m+\ estos han de estar sobre dos hipe~ 
plenos de dimcnsi6n m+l, determinados por los valores fijos 

(f1 (0),f2 (o), ..• ,fn(O)) y (f1 (T),f2 (T), ••• ,fn(T)). 

De esta manera vemos que el problema de control óptimo es una varien 

te de el problena de encontrar un mínimo sujeto a condiciones subsi

diarias. El problema de control óptimo tiene una característica esp~ 

cial que consiste en especificar de antemano una clase definida de 

procesos de control admisibles, en .donde las funciones u 1 (t), ••• , 

un(t) toman valores en una rer;ión fija QcrHn, pero en eeneral no 

se requiere que 8e~n continuas. 

e·· C-
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Se puede mostrar que el problecn vcriacional en donde oc conside

ran funcionales de la forma J(f1 , •.• ,f )=í'01' l"(f1 , ••• ,r ,.f'~, ••• r•)dt 
n ) n J. ' n' 

en donde el integrando no depende explfcitaacnte de t, es un c 8 co 

particular del problema de control óptimo. Para ver esto oupon~n

rnos que de entre todas las curvas que pasan o través de dos punt~~ 

fijos (f1(o), ••• ,fn(O)) y (f1 (T), ..• ,fn(T)), desearnos ~nc~~tror 

una curva f(t)=(f1(t), •• ; 1 fn(t)) para la cual la funcion2} 

J(f1 , ... ,fn)=~~ F(f1 , ..• ,fn,fi•····f~)dt alcance un ~!nimo, enton
ceo basto escribir F(f1 , ... ,fn 1 u 1 , ..• ,u ), en donde r:~1~=v. (}:=l, .• ,n) n a v .r: 

Condiciones necesarias para optimalidad. 

Para encontrar condiciones necesarias de optinalid~d para un pro-

ceso de control y su correspondiente trayectoria, complementanos 

el sistema de ecuaciones difercncialeo g~Y·::::f.\(1 ,u) [;,::l, ••• ,n) ccn 
la ecuación diferencial extra ~=F(f,u). Al misr.io ticr.ipo comµler.".C!:! 

tamos las condiciones inicüiles fk(O)=ck' c. valores dadas, (k=1, •• ,n) 
• K 

con la condición extra g(O)=O. 

Por convenier.cia, introducinos la funci6n vectori~l (n~l)-dimensional 

de variable real r(t)=(g(t),fl(t), ••• ,fn(t)). 

Es claro que si U es un p~oceso de control adoisible y si ?=r(t) 

es solución del sistema g{i1'=Fk(f,u) (k=l, .•• ,n), ~=F(f,u) co!'rf?S

pondiente al proceso de control U y a las condiciones iniciales 

fk(O)=ck (k=l, •.. ,n), g(O)=O, entonces 

J(U)=~6 F(f,u)dt=g(T)-g(O)=g(T). 
Así, el problema de control óptimo puede ser establecido como si~ue: 

Deseaoos encontrar el proceso de control admisible U para el cual 

la solución r(t) del sistena ~=Fk(f,u) (k=l, ••• ,n), ~=F(f,u), 
la cual también satisface las condiciones iniciales fk(O)=ck 

g(O)=O, tenga el minimo valor posible de g(T). 
Ahora, ademós de las variables g,f1 , ..• ,f

0
, introduciaos nuevas 

variables vg,v
1

, .•• ,v01 las cuales satisfacen el siguiente siste~a 

de ecuaciones diferenciales 

_1 n dv. Li 
dt =- k=l 

cW(f u) 
V - ' V k (Jg g 



La introducción del sistema v~,v1 , ••. ,vn tiene la si~uiente inter
pretación geonótrica: Consideremos el espacio vectorial V' de pun
tos !=(g,f1 , ... ,fn). Sea Tuna funcional lineal acotada definida 
sobre este espacio. ZntonceG por el Teoreoa de Representación de 
Riesz, existe un único punto v=(vg,v1 , .•. ,vn), tal que T(r)=(v,T) 
para toda r en V', en donde(·,·) denota el producto escolar usual, 
esto es (v,r)=\'k~lvkf, ..-v g. Inversamente cualq_uier producto esca-¿_,_ ,K g 
lar define una funcional lineal sobre V', considerenos el conjunto 
de todos los vectores v, denotado por V11

, el cual es isonorfo el 
espacio dual (V' )*='f(V' ,IR), el espacio V11 es frecuentemente llama
do el espacio conjugado a V' , si definir.ios 11v11=1~g l{_~tf?tendremos 
entonces un isomorfisno isométrico de V'' en (V')*, en efecto la 
correspondencia v ~ Tv es lineal, puesto que si aER, entonces 

T (f)+aTv (l')=(v1 ,1')+(av2 ,I)=(v1+av2· ,!)=Tv +av (1') para .toda r¡:;V', 
vl 2 · ·· · l · 2 

oder:iós 
llT 11 =qup \T (1')1 ~ \T (v /llvll)\ = (v,v /llVll) =llVll1 Y 

V llill!,1 V V 

llT 11 =s.up l'r C:O\ =s_µ.p 1 (v,I')I ~su:pllvllll1'll=llvll, por tanto llTvll=llvll. 
v 11:: 11!:1 v llfll!:l ntn.!:l ·. 
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Es usual llamar al vector (v g'vl, ••• ,vJ1 . el vector conjugado a 

~,r1 , ... ,fn). En el espacio ~e vectores (vg,v1 , •. ~,v0 ) conjugado a 
el espacio de vectores (g r

1
, ••• ,f ), consideramos el hiperplano 

Lk~lvkfk+vgg=C=cte. que pasa a tr~vés del punto (O,f1 (o), .•. ,fn(O)) 
=(O,c

1
, ... ,en). entonces el sistema de ecuaciones diferenciales 

con;:¡ugadas 

av i ___ L n oF'F\ s I 'u) _ aF.~ :r 1 u.·.). ·,j ..... 
k 1 '¿)f vk :r • (i,;,,l, ••.. ,n), dt = i i g 

dv<~-""' n oF~ (f,u) v tJF(:f,u) 
Jt --¿_, k=l '¿lg k - 'Jg . V g 1 

describe 18 traslación de este hiperplano a través de las trayec
torias correspondientes a las sol~ciones del sistema de ecuaciones 

diferencüiles ~~lt=l\(f,u) (k=l, ••• ,n), ~=F(u,v). 



Pare dilucidar o~s sobre esta interprctaci6n, conaidcro~oa el 8 !

guiente caso particular, en el cual tenemos el sintc~a de ccu 8 cin

nes diferenciales ~~=G(:f,u) y ~=F(:f,u), con las condiciorn~s in:i

ciales g(O)=O, f(O)=O. Sean v v v las veriatles con4uppd~s n B ·· ,_ G " V f.'I ....... - ;o ,j 

r, y consideremos el hipcrpleno vf+v~rr=C que pana a través del ~un 

to (e(O),f(OD=lO,c), derivan~o con r~snccto a t tene~os que 

luego derivando parcialmente pri~ero con respecto a f, y luego con 
respecto a g obtenenos 

dv d 
dt+vG1 +vgFr=O y~ +vG +v F =O, o equivalentemente g g g 

dv dv 
n=-vG cv il f y ff =-vG g-v gF g 

y este es el sistema de ecuaciones diferenciales conju~adas. 

Sea v(t)=(vg(t),v1 (t), ••• ,vn(t)) definir.ios la sif';uiente f11nci6n 

H'(v,f,u)=Lk~l vkFk+v
6

F, entonces podcr:ios escribir las ecn~cion'Z)s 
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di' ( ) ( ) ·air dvy,_ E n ol"1df.~'.) v 'éffl:',u) v 
dtl<=Fk f,u k=l, ••• ,n, .rt,=F(f,u) y nt:·-- k-l " k---:~-f'--· ª" UI .- 0-'-j d-1 R 

( . ) dv '\\ n dF"rt(f,u) '2F(1",u) 
i=l, ••• ,n, dl'=-wk=l Jg vk--;(}g---vg, en la forr.rn 

dv ~H' (' ) dv,., (.lH' y cít =-~ 1 K=l 1 •• , 1 n 1 a-t;'"'·=- 0g , 

Estas ecuaciones presen~an cierta similitud, en el uso de varia~les 

canónicas par8 el sistema de ecuaciones de Ettler, corresponiiieYJtes 

al problema variacionol en <londe tratamos funcionales de la for~a 

J(f1 , ••• ,fn)=~! F(x,f1 , •.• ,fn,fl, ••• ,f~)dx. Sin ernbarr,o, estas 
tienen un significado diferente, puesto que para el caso en donde 

J(f1 , •.• ,fn)=~! F(x,f1 , •.• ,fn,ri,···if~)dx el ndmero de ecuaciones 
canónicas es ieual al n6mero de funciones desconocioas, ~ient~89 q11~ 

en el problema de control aparecen edem~s funciones desconor.i~~s 

u1 , ... ,un. De hecho para emplear variables canónicas en las ecu~c~o

nes correspondientes al problema de control, debemos habl8r de la 

función H(v,f)=sup H'(v,f,u). 
"J.i:~, 



El Principio del Mínimo de PontryaGin. 

El Principio dclmínimo proporciona un conjunto de condiciones ne

cesarias p~ra problemas de control, en las cuales el control u(t) 

es restringido a pertenecer a un conjunto dndo. ~n cstn sección 

desarrollaremos el principio de mínimo desde un punto de vista 

abstracto e~pleando el concepto de operador adjunto. 
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Sean V 1 y V 2 dos espacios lineales nor::w.d os, :t J ( f, u) una funci onnl 

(eficienci0definida sobre v1xv 2 , y consideremos unn restricción 

de la forma K(f,u)=O, donde K es un rnapeo de v1xv 2 en v1 • La trun~ 

formaci6n K describe un sistema de ecuaciones, y puede representar 
un conjunto de ecuaciones, ye sean diferenciales, inte~rales, de difg 

rencias, etc. 

Supongamos que K(f,u)=O define una única función ir.plícita f=f(u), 

además supongamos que J y K son difcrenciables en el sent~do de 

Fréchet con respecto al argucento f, y que les derivadas parciales 

Kf,y Jf son continuE:s sobre v 1YV 2 • Finali:lente suponer.10s que 11:! .fu.!} 

ci6n i~plícita f(u) satisface la condición de Lipschi~z 

11 f(u)-f(v)il ~ J,r;¡¡u-v 11. 

El problena de control co~siste en encontrar (f,u) que rnininicen 

J(f,u) de tal nancra que se.satisfagan las restricciones K(f,u)=O 

y ue~, en donde~ es un conjunto fijo de v 2 . Puesto que f os de

ter~inada en forme única a partir de u, es bien entend)do que 

(J(f,u))(u)=J(f(u),u) o si se prefiere ~ue J(u)=J(f(u),u) • 

.Ahora considere:r.ios la funcional (el Lag!'angiano) de nuestro probl~ 

ma de opti~ización bajo restricci6nes 

L(f,u,p*)=p~K(f,u)+J(f,u), fe.V 1 , u~v 2 , 

en ·:1onde p"' es el multiplicador de Lagrange asociado con ,ta rest1'iE 

ci6n del problema de optimizaci6n. 

Pro-Posici6n. 3.4.2 Para cualquier ue.O.. sea p* ;una ~oÍti~{6* de la 

ecuación 
p*Kr(f(u) ,u)+Jf(f(u) ,u)=O~ ···· 

Entonces para toda ve.Q. , · 

.J (u)-J( v)=L(f( u), u,p* )-L(:f( u) ,v, p* )+o(I\ u-v 11). 



Demostración: Por definición 

J(u)-J(v)=J(f(u),u)-J(f(v),v) 

=J(f(u),u)-J(f(u),v)+J(f(u),v)-J(f(v),v) 

=J(f(u) ,u)-J(f(u) ,v)+Jr(f(v) ,v)(f(u)-f(v) )+o(llf(u)-f(v)ll) 

=J(f(u),u)-J(f(u),v)+Jf(f(u),u)(f(u)-f{v)) 

+ ( J f ( f ( V ) t V ) -.¡.( f ( U ) t U ) ){ f ( U ) - f ( V ) ) + O ( 11 f ( U ) - f ( Y )11 ) 

Observamos que 

i ( J f ( f ( V ) ' V ) -J f ( f ( u ) ' u ) ) ( f ( u ) - f ( V ) ) 1 / 11 u-vil 

6IJ (f(v) v)-J (f(u) u)l llf(u)-f(v~I 
f ' f ' 11u-v11 

~IJr(f(v),v)-Jf(f(u),u)I M 7 O cuando ll(f(v),v).:_(f(.u)-,Ú)ll;~O 

debido a la continuidad de Jf" Pero cuando 11 v-ull7 Ose tiene que 
ll(f(v) ,v)-(f(u) ,u)ll 7 O, en efecto, ya que - · · 

ll(f(v) ,v)-(f(u) ,u)ll =max 11 f(v)-f(u)ll +max 11 v-ull~1~11~-~tl+~ax llv-ull, 
O~t.'1' 01't¿1' ·. .·. 0!..1;!-.'l' 

de donde 

J f ( f ( V ) ' V ) -J f ( f ( u ) ' u ) )( f ( u ) - f ( V ) ) =o ( 11v-u11 L . 

Además, al considerar o(llf(u)-f(v)ll), tenemos 

llo(l!f(u)-f(v)ll )ll ¿ llo(llf(_ti)-f(v)ll )_ 11 
n11u-v11 - llflu)-i'(v)U ~ O cuando llf(u)-f(v)ll ~ O, 

pero cuando 11u-v11 ? O, se tiene que 11 f(u)-f(v)ll 7 O por la con

dici6n de Lipschitz, por lo tanto 

llo(llf(u)-f(v)ll)ll~ O cuando l"llu-vll ·.:...O en:tonces 
t·lllu-v 11 1 • -, ' 

o( llf ( u)-f( v) 11 )=-o (;111u-v11) =o(ll u-vll). 

Por consiguiente . _ ·.·_. << \ ___ .· _ _ _ · 
J( u)-J ( v) :::J(f (u) , u)-J ( f( u) ,v)i_~~(f~'.~ hu)Cf,(~)~r( v)}ro(ll u-vll). 

De la misma forma ,¿.~:;:) ':L. ~ ,L<i: 
O:::K( f (u)' u)-K ( f( u)' V )+Kf ( f( tl)·,¡i{ci~:~ll'.);~t4~I>~f·f~1i~-;~1[r~ .. 

':. - -.·_-· -· .·-~·: ·_ .... - > . ·. :,- ·_ ::-~ 

Después de oul tiplicar ésta ú1ti'lria''-expf-é"sf6~ porcp* f'y sumarla 
a la expresi6n para J(u)-J(-v), al ·ripli?~rlri l1ÍpÓtesis 

p*Kf(f(u),u)+Jf(f(u),u)=O, en consecuencia 

r .. J(u)-J(v)=L(f(u) ,u,p+)-L(.f(u) ,v,p*)+o(ll u-vi\). - ... ~ . 
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La importancia de la proposici6n anterior, radica en lo sir,uiente: 

Proporciona una forma de determinar un cambio en J debido a un ca~ 

bio en u, sin reevaluar la función J~nlícita f=f(u). 

1'.fil!l.Q• 3.4.3 (Bellman-Gron\'/all). Sea c~O una constante. Sean f(t) 
y g(t) elementos de PC[O,T], supongamos que g(t)~O para toda t-s 

[O, T]. Si 

f(t)~c+i6 f(s)g(s)ds para toda tE[0 1.TJ, .·······•· .. •· 
f(t)~c expq¿ g(s)ds) para toda terb,T}~>·.,x 
Demostración: Denotemos por F( t) =c+.)6 f'(~)~C~)~~ •; entonces 

"·' .'':.r ·'~·. :, :_..~:. ·;:-.. ~- :<<~-- '.·.:'-, 
f( t)~J.'( t)' <) :·· ··{¿~ 

y dado que g(t)exp(-~~ g(s)ds)~.9·,Fj~:;~~~~~\~/: .. 
f ( t)g( t) expC-)6 g( s) ds )~F( t) g(~).~XJ>;(~)~¿··~·~~}~'s)~·· 

,· ._; .• · -.;.,.,_-"";O:-',f;c:-{¡; '°'~ ·-<~.~-:0;_:_..0c;~-';o .~·. ·- :~·, "·}l- ·-· ,~--~:':_·; ';, .• 

Observamos que 

F(t)exp(-~6 g(s)ds)fF(O)=c para toda te[O,T], es decir 

f(t)fF(t)~c expC)¿ g(s)ds) para toda tE[O,T]. 

Lo que concluye la demostración del lema. 
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Lema.3.4.4 Sean f y u 6ptimos para el problema 
minimizar J(f,u)=~~ F(~,f' ,u)dt 
sujeto a 
:f' (t)=G(f,u), f(O)=c 1 , f(T)=c 2 , u(t)e.QC:PC [O,T]. 
en donde f€C 1 [0,T]. 
Suponemnos que 
Ff'f'(f,f' ,u)IO y f=f(u) 

y definamos el Hamiltoniano 
H(f,u,p)= F(f,f' ,u)+pf'. 
Entonces la ecuaci6n de Euler-Lagrange asociada al problema 
anterior en la forma canónica corresponde a las ecuaciones 

Hr=-~ , Hp=~~ • 

Demostración: Si la trayectoria f
0
=f

0
(u

0
) es 6ptima, entonces 

sobre ella se satisface que 

Fjf,f' ,u)-~tFf' (f ,f' ,u)=O. 

Ahora si f' es vista como una 
mos-p=Fr 1 (f,f' ,u) tenemos. que 

nueva i'unci6n.·~=;·-,·.ysi defini-
\ -- ' 

-~~Ff'f'(f,f' ,u)IO, entonc&s localmente :f'=f'(f,u,p), luego si 

las funciones f y p non vistas como variables independientes y 
f' como una función de f y p, la ecuacion de Euler-Lagrange se 
transforma en las ecuaciones 
df dp 
dt=f'' -p=Fr,' Ff~dt=O. 

Ahora bien si introducimos la función 
H ( :f, u, p) = F ( f, f' , u)+ pG ( f, u) • 
Las nuevas variables f,u,p y H son conocidas como variables ca
n6nicas, luego al calcular la diferencial de H encontramos que 

(. 

dH=Frdf+Fr,df'+G(f,u)dp+pdG(f,u) 

=F:rdf-pdf'+G(f,u)dp+pdf' 

=F:rdf+G(f,u)np, 
de donde 
H:r=F:r y Hp=G(f,u)=f' 
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en otras palabras las cantidades Ff y f' est~n relacionadas por 
laa derivadas parciales de H. 
Finalmente, los ecuaciones de Euler-La~range asociadas al pro
ble~a planteado se convierten en 

df dn 
H = - ' Hr=-a-t ' p dt 
lo que 3e deseaba de~ostrar. 

Teorema. 3,4.5 (Principio de Pontryagin). Sean f
0 

y u
0 

6ptimos 
para el probler:ia 
minimizar J(f,u)=~~ F(f,u)dt, 
sujeto a f' (t)=G(f,u), f(O)=c, u(t)e.Q.CPC[O,T], 
en donde fE.c 1 [o,T] y la funci6n F satisface la condición de 

Lipschitz 
IF(f,u)-i!"(h,v)I ~¡.;( 1.1'-hl+ lu-v 1). 
F y G con derivadas perc~ales continuas de Frich~t con~~~spec~o 
del urgu?:it:nto f. 

Sea p la solución de la ecuación 
-p'(t)=F~•plt)G~, p(O)=O, o(T)=O 

~ ~ . 
en donde las derivadas parciales son evaluadas a lo largo de la 
trayectoria 6:tica. Defina~os ahora el Hamiltoniano 

li(f,u,p,t)= F(f,u)+p(t)G(f,u). 

Entonces para todo tEfO,T}, 
H(f0 (t),u0 (t),p(t))~H(f 0 (t),u(t),p(t)) para todo ue..Q. 

Demostración: Tor:;er:ios V 1 =C 1 [O ,T] con la nort:1a llfll=r:ia:-c lf( t) 1 + 
te(·,,1) 

.R~~}f' (t)j y V2=FC [O,T] con la norma llull=f1{:~~71u(t)I. 
Defin"11:1os 

K(f,u)=f(t)-f(0)-55 G(f(s),u(s))ds, 

J(f,u)=Í~ F(f,u)dt. 

Si f y fTh ccrreaponden a u y u+v, respectivamente en [Cr,u); 
K(f,u)=O}y ai h(O)=O, entonces 
O=(f(t)-r(O))+h(t)-~ F(f+h,u+v)ds 

=5~ F(f,u)ds+h(t)-J~ F(f+h,u+v)ds, 
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así. 

h(t)=j~(F(f+h,u+v)-F{f,u))ds, 

luego al aplicar el Lema 3.4.3 tenemos 

lh(t)l~f61F(f+h,u+v)-l~(f,u)lds,f)~ M( lh(s)hlv(s)I )ds~'.i:l.'.et!il!lvll 
para toda te. [o, •rJ , por tanto al tomar K~T!iieTlíl, se verii·icri c~ue 

lhlt)l~T!1ietM~TI.ieT!fi~K para toda te[O,T], entonces lihl'.=!:i:v:,. 

En consecuencia la transforcaci6n K(f ,u) satisface la condición 

de Lipschit~ requerida en la proposición 3.4.3 ~ue más adelante 
será usada, si f 

0
=í'

0
( u

0
) es 6ptimo (trayectoria 6¡. tima), enton

ces por la definición 3.3.24 y por los resultados ~ue de ella se 

desprenden, tenemos que 

Jf+pKf=(Ff-~tFf,+pGr-hGr, )=O sobre la trayectoria ó¡:.tima, 
d pero G=f', lueeo Gf 1 =l, entonces cftGr 1 =0, así 

d 
Jf+pKr=(Ff-dtFf,+pGr)=O, 

introduciendo la variable can6nica -p=Fr,, tenemos q~e 

-p'(t)=Fr+p(t)Gf' sobre la. trayectoria 6ptima, 

También por el Lema 3.3.4 , si considerarnos la ecuac~Sn de Zuler
Lagrange en la forma canónica asociada al probleca ~lanteado, c~n 

variables canónicas f,p y H tenemos que 

-p'(t)=Hr=Fr+p(t)Gf es válida sobre la trayectoria óptima 

Por otra parte la funcional J~ H(f ,u,p)dt satisface 

)6 H(f,u,p)dt=L(i',u,p)-s~ f(t)p'{t)dt, en efecto 

rn H(f,u,p)dt=)~ p(t)G(f,u)dt+S~ F(f,u)dt .. 

=p(t)~~G(f(s) ,u(s))dsl6 -\¿(~~G(f(s),u(s))ds)p' (t)dt 

+J(f,u) 
fT [t . •. 

=- ) o ( j aG ( f ( s) ' u ( s) ) d s ) p ' l t) d t+J ( f 'u) 
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1 ·: H(f,u,p,t)dt=rn< tf(O)-r(t) )+(f(t)-r(o)-~6 G(f(s) ,u(s) )ds)). 

•P'(t)dt+J(f,u) 

=~6(.f(O)-f(t))p' (t)dt+J~ K(f,u)p'{t)dt+J(I,u) 

=f(O)~~ p'(t)dt+~~ f(t)p' (t)dt+p(t)~(f,u) 

-S6 p(t)gtK(f,u)dt+J(f,u) 

=Í~ f(t)p'(t)dt+p(t)K(f,u)+J(f,u) 

,,,;._,sto que p( O) =p( T) =0 y 

.:-~:-:(f,u)=f' (t)-G(f,u)=O para toda tE.[0,T], 

;c~o~~ f(t)p' (t)dt no depende explícitamen~e ~e u, entonces p~r 
:~ proposici6n 3.4.2 , tenemos que 

.::
0

)-J(u)=L(f
0

,u
0

,p)-L(.f,u,p)+o(llu-u
0
11) 

=~~ H(.f0 ,u0 ,p,t)dt-~~ H(f,u,p,t)dt+o(ttu-uJ ), 

! '':-a probar que 

: . .f 0 (t),u0 (t),p(t))~H(f:i(t),u(t),p(t)) para todo tE[O,'l'.] y para 

'.: :'.! UEQ. Supongamos que por el contrario existen té CO,T] Y 

:': -.2 tales que 

::,.:.~(t 0 ) ,u
0

( t
0

) ,p(t
0

)))H(f(t
0

) ,ü(t
0

) ,p(t
0

)), 

; ~r:sto que uEFC [O,T], f,peC 1 [o,T] y F,GE C[O,T] 1 tenemcs que 

!'.'=.PC[O,T], entonces existe un subintervalo [t1 ,t2Jc[o,1') que 
.... :,.:.tiene a t

0 
y E>O tales que 

·:·(t),u0 ~t),p(t)-H(f(t),ü(t),p(t)~€ para toda te.[t1 ,til 

_;_,,:.l ahora, v(t)EPC[O,T] definida por· 

_
1

. t)={~0 (t) te:[O,T]- [t1 ,t2),. 

u(t) t~[t1 ,t 2], 
·- 1. tonces 

... ºJo )-J (V)=~~ ( H ( f( t) , uº ( t) 1 p( t) )-H ( f ( t) 'V ( t) 'p ( t) ) ) d t+ o ( 11 u-11011) 
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)~~:E. d t+o (11 u-udl) =E( t 2-t1 ) tTr-!o;,l u( t )-u0 ( d=E( t 2-t1 ) +o ( t 2-t1 ) 
~i t 1 7 t 2 , entonces J(u ))J(v), lo que contradice la optimalidad 

e·· e- o 
:;:: uo. 



Discusión sobre el principio de Pontri8gin. 
En princjpio, se h2bía planteudo el problema de 

mini~izcr J(U)=~~ F(f,u)dt, U=[u(t),O,T,f(O)=c} 
sujeto a 
f(O)=c, f' (t)=G(f,u), u(t)E.r2, 1·;:c1 [o,T], 
y F,G con derivadas parciales continuas con respecto ~el ~rcu

mento 1'. 

Despu6s la función gec 1 [o,T]~al que 
g' (t)=:i:•'(f,u), g(O)=O y J(U)=g(T), 
fue introducida, asimismo las funciones conjugedns v~ y 
fuer6n definidas 1.1ediante las relaciones 

V 
g 

que fueron obtenidas 1.1ediante la treslaci6n del ~~r~~~:~~o 

gv -1 fv ,.=cte g ... 

a través de las soluciones de 
i'' {t)=G(f,u) y g' (t)=P(f,u). 
Si defini~os el Haoiltoniano 

H(vg,vf,f ,u)=vcF+vfG' 
para el cual 
H =F=g'(t) , H =G=f'(t), Vg v_. 

á H =F v +G vr=-at<v ), g g g g g 

d 
Hr=Frvg+Grvr=-at<vr), 

entonces Si V =l y Vf=p(t) g 
tenernos 

para toda te[O,T], 

ecuación que corresponde a Tacondici6n pedida en el ~ccir1::1.1"! 

3.4.4. 
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§..i~E1.:2· 3.4.ó (J>roblcrna de o.siQ;nación del gronjcro). 

Un ;,;ron,jero pro:;uce un sólo cultivo, die;mnos, trlr:o. :ic:.::~1ués i.e 

la cos8cho debe almacenarlo o venderlo y reinvertirlo cooprando 

tierra adicional y equipo para incrementar su producción. El rr~~ 

jero deaes ~nximizar la cantidad total almaccn~da al tie~po T. 

De acu~rdo con el planteamiento de este problema en Gl cje~plo 

l.l.4. Si u(t) ea la tasa de producción que e~ re!nv0r~!dn el 

tiempo t. El problema es entonces descrito por: 

maxi~izar J(f,u)=~~(l-u(t))f(t)dt 

sujeto a 

d atf(t)=u(t)f(t), O~u(t)~l, f(t)~O, f(O)>O, 

en donde r(t) es la producci6n al tiempo t. 
Usando el Teorema 3.4.4 tenemos que 

F(f,u)=(l-u(t))f(t), G(f,u)=u(t)f(t). 

Una ~ol~ción ó~tima r
0

,u
0 

y p debe satisfacer 

-p' lt)=Fr+p(~)~f equivalentemente que 

-p' (t)=u
0
(t)(p(t)-l)+l 

y debe ser tal que ~aximice el Hamiltoniano 

H(f,u,p)=F+p(t)G que equivale a 

H ( f, u, p) ::of 
0 

( t) u
0 

( t) ( p( t )-1) +:: 
0 

( t) 

puesto que f'.'(t)~O para toda tE.(O,T] debemos tc.nerque 

Íl. si p( t)~l, 
u ( t) =~ 

0 Lº si y(tJ<.1, 

puesto que p(T)=O, se tiene qu.e u: (T):::o, .. ádernás integrando la 
·O· . .ce ..•. ·· .. ·, ., .· .,,,, 

expresi6n . . . . . ·. > ~·· , ¡;i 
-9 1 (t)=u (t)(';l(t)-1)+1 sobre··eL·interv~l~··[T.:;.t,T] 1.'bO, 

,,) .. '.·\" "' .. , ··---· . ; -

Vt::!:lOS i..1ue 

-S~-tP' (t)dt=~-t(u0 (t)(p(t)-1)+l)Cit;. 
lo cual i~plica que 

e-
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p(T-t)=j~-t u
0
(t)(p(t)-l)dt+t 

si t=l, entonces 

p(T-1)=~~-l u0 (t)(plt)-l)dt+l~l 
entonces u

0
(T-l)=l. Veamos que el control 6ptimo u

0
(t) quede de

terr.Jinado por 

{

l si Oft::T-1, 
u (t)= 

o O si T-1<t~T. 
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En efecto, si u
0

(t)=O en el intervalo [T-1,T], entonces p(T-1)=1 y 

\T fT 
-JT-lp' (t)dt=jT-ldt, 

de donde 

p'(t)=-1 (p(t)=-t+T) en el intervalo[T-1,T), esto es p(t) es 

una función no creciente sobre [T-1,T], asi 

p(t)<p(T-1)=1 para toda tE(T-1,T]. 

Si u
0
(t)=l en el intervalo [O,T-1), entonce$ 

-s~-1p·(t)dt=~6- 1 p(t)dt, 

de donde -p' (t)=p(t) sobre el intervalo [O,T'.""1},si se ha de sati.§ 
facer que p(T-1)=1, entonce~ . ·· 

p(t)=e'I'-le-t en el intervnlo [O,T-1] y dado que p(.t) es una fur.c' bi 
no creciente sobre el intervalo (O,T-1), ·· 

p(t)>p(T-1)=1 pnra toda tE[O,T-1). Por lo-tanto. 

{

eT-le-t si Oft~T-1, 
p(t)= 

-t+T si T-l~t6T, 

En consecuencia, el granjero no debe almacenar reinvi~tiendo 

toda la producción de O a T-1 y almacenar toda la producci6n 

de T-1 hasta T. 
p(t) 

l 

T-1 T . T-1 T 



3. 5 METODOS VARIACIOHAT1ES y PROGRt.r.1AC ro:; DTHAMTC,\ 
---~~--~-~~------------~~-------~-~-· 

En la sección anterior se discutieron aleunos ejeMplos de li:i t 9 '.:l 

ría de C'Jntrol y se indicaron al~unc3 técnjcas parn re~~lve~1 09 • 

La teoría de la programación dindrnica ha probado ~u eficiencia rn 
la resolución de una extensa clase de probleman de la '"orf~ de 
control en situaciones más o menos complicndas. 
Supon~ar.os que un sistema rlinó~ico es estudiado a t~'JVÓ9 ~e va
rios estados y que el sfstema es caracteri~edo en cual~uier 1ie~ 
po t por ciertas variables de estado. En cadi:i e!Jt;;i·:l'J es !l'.'l:JibJ,; 

esco¡;;er un número de decisione:::i que transforman n J 'J:J v;;~1 a'i·le'.". 
de estado, en donde ademés suponemos que el pnsado dc1 Gicteme 
no influye en la deterninación de acciones futur'Ja, ~1 ~~tuJio 

de tales procesos con técnicas proporcionadas por ~a p~ogrameciór 
din!Sr.ic:J ser'.1 nue,:tro ob,jetivo. Los procesos !:Dn c:::·-~~-~i-:;·!0s ~.'.'ls

ta que se 0rtimiza cierta función (objetivo) de l~~ ~~~!stle~ d~ 

estRdo, tol función representa un criteri: de c~~l~~~:'~ ~0] ~~: 

t~~~, Pl ~roblona es entonces encontrar unn se~ue~:~1 de ~cc~~i1 
nes 6pti~o~ sobre los estados, tal secuencia de Jec~si~~~s es ll2 
c~da una ro1!tica 6µti~a. Para la solución de tnlc2 rrr~:0~~8 0~ 

nece::iario el principio de o-ptimalidad, t}stablcci.do ;:e~ =~11:-i'Jn, 

este princ.'..;·io consiste en lo siguiente: Una !1olí tic'" é.;·t.i:-t~ •,;i,2 

ne la proricJad de que cualesquiera que sean el cs~ado J le de
cisión ini~i~les, las decisiones restantes deben conJtit~ir una 

política ó;·~ima. ,..,, 
Antes de cn:rar a la formalización de la teoría de la profraca
ci6n diná~i~a, consideramos de gran utilidad hacer ~ención a 
algón rro~l~~a que surja de una aplicación de ln t~or!a de con
trol, en d0~Je sea posible aproximar una solución por ~~filo de 
~6cnicbs ~0 la Programación dinámica, asi como el de fnnilieri
~nrse con nl~unos de los conceptos ~ue esta teoría ~gneja. 

En el ejer.:¡'lo 3.4.1 de la secci6z1. an.terior fue plr::nte::!da ;;l si

guiente pr~~lerna: 
Considere~~ª un sisterna descrito por"la funci6n de estados f(t) 
e.n el ·t-ier::r.:> t, O!!:t~T, y sea u(t) un control del sistema. Supon-
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gamos que la ecuaci6n que describe la evolución del siotc~~ cotá 

dada por f'(t)=nf(t)+u(t), O=t=T, a=cte O y conaidorcooa ahor~ cu 

analogía para el c::iso discreto en el sicuicnte e j e:~.plo. 

Ejemplo. 3.5.1 Consideremos un sistema descrito por un conjunto 

discreto de variables f=ff ,f1 , ••• ,IM) y ~obernado por las ecuacio o .. 
nes de diferencias 

fk+l=afk+uk k=O,l, •• ,H-1 

con f
0

=c, en donde el vector u=(u
0

,u1 , •• ,uN) denota los varinbles 

de control del sistema. 

Supongamos que la funci6n 

dada por 

JN(f ,u)=~k~O(f~+u~). 
Supongamos ~ue estamos 

que la funci6n criterio sea 

Introduzc0mos la función 

G1~(c)=min J~(f,u). u . 
Notar.ios nye si uk=O k=O,l, •• ,N', entonces l~s fks pueden :::er fóci,1 

mente determinaa~s, puesto que 
2 2 2 2 2 2k 2 2k 2 fk=a f,. 1 =a (a f, 2)::: .•• =a .f =a c , 

~- K- O 

de donde 

( ) '\' N 2k 2 2'V H 2k 
JN f,O =~k=O a c =c LJk=O a • 

Notamos que en eeneral GN(c)=min JN(f,u) define recursividad. 
Si u ha sido determinado, entonces r1=ac+u~, por consiguiente 

o 2. 2 . ¿; N ¿. 2 ) . I N ( 2 2) JN(f,u)=(c TU )T k-l(f, Tuk) y G.1_ 1 (f1 =min k=l f~+uk , o - K J,; \Jl,,.,\I"' ... .... • 

pero G~_1 Cf1 )=GM_ 1 (ac+u ), por consiguiente 
. . { 2 ··2 o 

GN(c)=min (c +u0 )+GN_1 (ac+u
0
)}. 

Uo 

Observamos que la minimización de J sobre un vector de dimensión 
I 

N, ha sido reducido a N problemas de c~rácter unidiMensionol. 

La óltima ecuacj6n establecida es conocida como la ~cu~ci6n fun

cional de recursiviñad de Bell~an. 

e·.· e-
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El problema básico de la programaci6n dinámica. 

Considere el sistema din~mico de parámetro discreto 

fi+l=gi(fi,ui), i=l, •• ,N 

donde fi se denomina la variable de estado (i.e., resume toda la 

inforrnaci6n del sistema dinámico) en el tiempo i y se supone que 

fi~Si (Si conocido). Asímisno, ui se denomina la variable de de

cisi6n y se supone tnr:ibién que uie.Ci (c 1 conocido). r,a función p:i 

es llamada la funci6n de transformación de estados y permite de

terminar el estado en que se encuentra el sistema en el tiempo 

i+l dado que se conoce el estado inicial en el tiempo i y que se 

efectu6 la decisi6n ui. 

Dado un estado inicial f
0 

cisiones P=(ui,u2•···•uÑ) 

se desea determinar la política de de

tal que minimice (o maximice) 

'\"' 1.¡ 
J(fl'ºº'fN,fN+l'ul'ºº'uH)=~i~l 
sistema), 

sujeto a 

fi+l=gi(fi,ui) i=l, •. ,N 

fi~si ; ui~ci i=l, •• ,~ (Si y ci conocidos) 

en donde las funciones gi y F1 son conocidas. 

Una descripción escuer.iática del desarrollo del sistemacdin,ár.:ii<::o 

de parámetro discreto con su correspondiente proces6 de evalua

ci 6n se nuestra en la siguiente figura 

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 

FN 

/~.--1--
'-----·-------'.:=::::-::-_->< ¿ ... ~--.... 

\, / 
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Una explicaci6n de la manera en que se toman las decisiones, se 

transforman los estados y se evalúan las decisiones, se tiene a 

continuación: 

Etapa l. El decisor observa el estado inicial r 1 y basado en es

ta informaci6n efectúa la decisi6n u 1 (que debería escribirse 

u1 Cr1 )). Como resultado de ésto se obtiene el estado r 2 de acueE 

do a la transformaci6n f 2=g1 (r1 ,u1 ) y el correspondiente valor 

asociado a tales estados y decisiones, denotado 

F l ( f l' f 2 , u 1 ) • 

Etapa k. El decisor observa el estado fk y basado en esta infor

mación toma la decisión uk. Entonces la transformaci6n gk(fk,uk) 

proporciona el nuevo estado fk+l y se contabiliza el correspon

diente valor 

Fk(fk,rk+l'uk) • 

Etapa N. El decisor observa el estado fN.y- efectúa la decisi6n 

ull. Se obtiene el nuevo estado fN+l y el co~respondiente costo 

o beneficio FN(fN,fN+l'uN). 
Lo que se desea en este proceso de decisiones secuenciales es 

determinar la p8litica P=(ui,u2,···,uÑ) que minimice la suma tE 

tal de los valores Fi(fi,fi+l'ui) de cada etapa, esto es, 

JCr1, •• ,rN,rN+1•u1,·· ,uN)=Li~1 Fi(ri,ri+l'ui) • 

Una manera de resolver el problema de N etapas de decisi6n es 

proceder a descomponerlo en N problemas cuya soluci6n es equiv~ 

lente al problema orieinal. A grandes rasgos lo que se·pretende 

es resolver la última etapa y usar dichos resultados para resol 

ver la penúltima etapa y asi sucesivamente. Este proceso es ju~ 

tificado mediante el siguiente Teorema. 

Teorema. 3.5.2 (Principio de Optimalidad de Bellmari)~ 

Toda subpolitica. P'=(ui_,ui+l'"""'uj) ext:raida_~e ~'.~~,~~2~}j1,.c'a Ó.E 

tima P=(ui,u2, ••• ,u~), es óptima de fi a fj. 
Demostración: Que la subpoli ti ca P' =( ut, ••• , uj) sea· 6~'~ima. sig

nifica que 
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min J(:f., •• ,:f.,f.+1 ,u., •• ,u.)=J(f
1
., •• ,f.,f.+l'u~, •• ,u~) 

l J J 1 J J J l J 
sujeto a 

fk+l=gk(fk,uk) k=i, ••• ,j 

fk€Sk; UkECk k=i, •.• ,j. 

Suponr,ar.ios que por el contrario, que la subpolítica p'::(ul!, •• ,Lt"*:) 
1 J 

no es óptima, entonces existiría Uria subpolí tic<.J de f i a f j que 

tuviera un valor menor y seria posible mejorar P=(ui,···•u¡) 
reemplazando la parte {ut•···•uj} por esta nueva subpolítica, 
lo que contradice el hecho de que P sea una política óptima. 

Hagamos las siguientes observaciones con respecto a los métodos 

variacionales. Consideremos una funcional de la forma 

J(f)=J~ F(x,f,f' )dx 

sujeta a 

:f(a)=A; f(b)=B; res (S un subcórijunto abierto de c1 [a,b] ) 

Fe:C 2 (R); (f,f' )e.R. 

Aquí, como ya se sabe, cada curva es asignada a cierto número. 

Dividamos el intervalo [a,b1 en n+l partes iguales, por r.iedio de 

los puntos 

a=x0 ,x1 , ••• ,xn-l'xn=b, 
reemplacemos a la curva f=f(x) por la línea poligonal con vértices 

(a,A), (x1 ,f(x1 )), ••• , (xn_1 ,r(xn_1 )), (xn,f(xJ)=(b,B) 

y aproximemos la funcional J por la suma 

J(fl, •• ,fn)=.L:~:i F(xi,fi,(fi-fi-1)/h), 

en donde f
1
.=f(x.), h=x.-x. 1 • 

1 J. J.-

Ahora bien la funcional J(f)=J~ F(x,f ,f',)dx tiene la propiedad de 

"localizaci6n 11
, es decir, si dividimos la curva f=f(x) y c~lcula

mos el valor de la funcional para cada una de las partes, la sur.ia 

de los valores de la funcional de estas partes es igual al valor 

de la funcional si consideramos toda la curva, entonces ~l npro

ximarnos a la funcional por líneas poligonales esta propiedad d~be 

ser heredada. 
<:·· e-
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De acuerrJo a la. propiedad de "localizé:!ción". Si~, e~~ LXi.n~:--c, ,:e c. 

entonce::; al dividir f en dos parten, di¡:or.io::;, c'n ei : un:,,·, y-,c. 
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a<c<b, tener.ion nue r¡ es (a, c'] 
r;io de JI ¡c, b] • Esto r,uedc ser 

CXtrCr:JO de ,j l:a 
1 

CJ ,'í fi ~'~ '(•: P:: C~·. '.. r'\;

plantendo rr,1o forr.~nlr;:i.::!1te CL'1 .• ;:,.' !:i~;.~ 1 , .. :: 

De entre todos las funciones frC 1 (a,bJn~-C~u,h} (·iL .. :1:~.c·:: :'..:'." 1 :.:.:, ~ 
excepto en x==c), lan cuDles satinf!lcen lo:; cond.icic:~';n ~e ;'r.;::·.~~ .. ·-: 

f(a)=A ; f(b)=l3, 

deseamos encontrar una funci6n para la cual la :unc~on~l 

J(f)=(b F(x,f,f')dx )e 

tenga un cxtreno débil. E~ ~1aro que sobre coda uno <le los i~~~r
valos [e,c] y [c,b] la funci6n para la cual ,j t!cn.:: ~;~ 1"':-:t:-c;r.o 

débil, debe satisfacer la ecuac5 :Sn de 7•:1110r-Laz."To:-igc 

Al igunl que antes esta pr')piedad debe ~cr h0rc,:::d;: ~1'1!'•! •:t·r::x'.

r:iaciones por medio de "l.fneas poligonales, en concor•c'l;;H'.c:..u c0:1 e: 
principio de optimalidad (o por lo menos con uno de ouo ror~~s). 

Ahora bien, regresando a nuestra uiscuoión sohrc el :·robJe~n b~

sico de lg procrarnaci6n dinónica y a le for~a en ~ua ;D~c ce ~o

solveria. Específicamente el procedimiento que o~ r~ali~a ~s co
rno sigue: 

En la ~ltina etapa la decisi6n uN depende ~nica~ente del vec~or 

de estados f.,=( f._, , f 1,t... , ••• ,f.T ) y p!!ra cada valor ( coi::non.:mtc) 
-4 .::.¡ .... ¿ .L't5 

de f~ lo que se desea es deteroinar u~ t!ll que reeu~lva el pro-
bler:ia 

G¡-¡ (i'i·:-) =min { I•':{( f li, f N+ l 'U:N) 

donde 

u .. TéC_N} .!.1 J. . , 

L .. 1 =~~ •. (Lr,U-:). Aquí se supone que GN(f1~_) cs·un volo'r, fi:¡Jta .1 
_, "1'º .. " ... .;.1 .. 

que existe la decisi6n uÑ óptima. , .. i -·~· 

En la et8.pa K-1, las decisiones (u¡¡,u¡¡_y) c{u.~;.5:~i'I'~l:!l:Í.ce~ depen
den únicamente del vector de estados fN-l" Dichas decisiones serán 
óptimas si resuelven el problema 



GN-J ( f:J-1) = (~·~-r t l'N-1 ( f!-1-1' f¡~ 'uN-1 )-1 PN ( fN '.f!i+l' Ur¡ l} 
sujeto a i 

i=N-1,N. 

Sin enbargo, esta funci6n objetivo es equivGlentc s 

C.\:-1 ( f :1-1) =~in {F :f-1 ( fll-1 'f :;• uff-1) 
N-l 

=min {F 1 (f., 1 ,:r~,,Ui,r 1 ) n- !-.- ,., •• -
uH-1 

y se observa que la solución de la etapa N-1 es equiv<:li:ntr. a r_:2 

solver un probler:m de una s6la decisión (u., 1 ) y oue 1:.cno tro:-.-1 _·2 
l1-

m2 incorpora 10'3 valores óptitios asociados con los cs~c;c e~ ::,. 

calculados en la etapa N. 
En ~encral, para la etapa k donde k=l,2, •••• ,~-1, J~~ ~0~ic!c~~~ 

a rc<Jlizar (i.;.,_,u. 1 , ••• ,u .. ) dependen únicr.nente del·:::<:".: ... :: 'e,:;_::¡ 
r. .l{+ ;, 

t"1d0s fK. Dichan decisiones sedin órtir:ias si rer;u"_·;-::" -:·! :-:·-:i·:.~.::: 

r.: ( f ) - . f ·;· ( "' "' ·) · "\'"' N "' ( -f f ) 1 
"l\: x -l~~"1 'L¡k J.k' ... k+l'ul~.,. L.ii=k+l ~i i' i+l'ui 1 

sujeto a 

f.+ 1 =,.:-.(f.,u.) ; f.e.S. ; u.E;Ci i=k,k+l, •.• ,N. 
). -i J. J. J. J. l. -

3in enbargo, li;i .funci6n objetivo es equivalente a 

Gk(fk)=I:!in L·l·',_(f,_,f 1r+l'uk) + rain L i=~+l Fi(fi,fi+l'1.t::_)":. 
• U "- A ·• U• . .n. • 

k J. 

=u~n lI<'k(fk,!"k+l'uk) + Gk+l(!"k+l)}, 
k 
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de donde la solución de la etapa k es equivalente n ~csolver un 

probler:1a de una sóla decisión ( uk) y dicho probler.i!J : : ~o "r:ora ! '.):: 

v~lores óptimos asociadof3 con los estedos fk+l celc1ll:'r!oo en le 

ct.·Jrr:J. k-1. 
Como resultado dfr esta·discusión se t~ene la siguiente pr0~o~i

ci6n. 



Pr.Q.!!.2.:ll:c:~'5n. 3.5.) J,.'1 pol.ftica de rlcci:c~iór .Y el v:::lor de h ftd;<::;:;, 

objetivo 6ptimon asociados con el problenu b~oico de lo nro?r~n1-
ci6n din6~ica u~edcn obtenerse co~o sigue: 

GN(fN)=~in {FJ(fN,fN+l'uN)} 
H 

GK(fK)=~in [1<\(f'k,fk+l'uk) + Gk+J.(fk+1>} 
k 

en donde lc==l,2, ••• ,?-T-1. I,a primera relcJción se dt:no:~inu c:."lr.:"ii.ci61~ 

de frontera y la segunda relación se den~rainu ecuaciones recursi
vas de la programaci6n dinámica. El vector de decisiones l·=(u~ , •. , 
u~) que resuelve las relaciones antes rnencionad~s es le scluci6n 
6ptirna del problc~a b6sico y G1 (r1 ) el corrcspo~dienLe valor 6~~~ 

~o, es decir minJ(f1 , •.• ,fN,fN+l'u1 , .•. ,uH)=G1 (f1 ) sujc~o a 

r 1~ 1=ei(fi,u 1 ) i=l, ••• ,N 

f ~ S • · EC i'= i ' ui i i=l, ••• ,N. 

Aproximaciones Discretas. 
Si deseanos hacer uso de computadoras digitales en la detercine
ción de solucionen numéricas a problemas voriacior.ales, el siuuien 
te m~todo hace uso de las t¿cnicas de la ~rogre~eci6n iin6~ica ~a

ra aproximar tales soluciones. 

En lugnr de seleccionar una funci6n f=f(t) definida sobre el inte~ 
valo [O,T], supongacos que es permitido escoger valores ie f(t) 

f, =f(t,) k=O,l, .•• ,N 
.K K 

en los puntos 

0<.t
0

<.t 1 < ••• <.t 1~, 

en donde 
tk=kh, k=O,l, ..• ,N y h=T/N, 

y en lugar de ~ini~izar 

J(f)=~6 F(t,f,f')dt 

sujeto a 
f'(t)=G(t,f,f'), f(O)=c 

)(10 
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uupongamos que doseBmos minimizar la suma finita 

J(fl' ••• ,fN)=L~:6 F(k11,1·k/k+~-fk)h 
sujeto a 
f

0
=c, fk+l=fk+G(hk,fk~fk+~-fk)h, k=O,l,~ •• ,N-1. 

Pencamos ahora ·· 

€'.;¡ .(f.)=rninÍ'\"':k¡:::~ F(kh,fk,Ík+l-fk)h}·, 
- -J J r. lL -J h 

entonces enJgeneral gN-j(f j) define recursividad, eo decir 

gN(c)=r:ii:n [FCo,c,i'~-c)h+gN-l(c+G(o,r0 ,f1~fo)h)}, 
o 

gN_ 1 (f1 )=m;n [F(h,f1 ,f2~fl)h+gN_2 Cf2 )}, etc. 
1 

Ejer:mlo. 3.5.4 Considere el.probler:m de :::inir.,izar l~ funcionDl 

J( f)= ~6r2 ( t) dt 

sujeta a las restricciones R -? 
H(f)=56r{t)dt=b)0; f(t)~O; fe(L2 [o,T] t llfU=J~ lr(t)l2d1f). 

En este caso el Laerangianq estt dado por 
F(f)=f2(t)+cf(t), 
donde c es el ~ultiplicador de LEgrange asociado a la restricci6n 
del problcr:1a variacional y este es tal que c~O. 
Si f minimiza a J sujeta a las restricciones dadas, entonces 
d(J+cH)(f)=O, equivalentemente F~=O, lo cual conduce a que f(t) ... 
=-c/2 y c se determina a partir de la relación 

~~-c/2dt=b ó -c/2=1/T, 
entonces f(t)=b/T. te[O,T]. 
Vear:ios nhora c:.ue efectivm:iente f(t)=b/T es tal o.ue r..1r,1::aza a J 

sujeta a las restricciones dadas. Una c'ondición suficiente de r:!Í-.., 
nimo es que 18 diferencial segunde de ?réchet d~(J~cH) s~a fuort2 
mente positiva. Prir:iero notamos que el La,srangia!lo F~C:;¡(~-:n, ;¿ uno 
regi6n que contiene a f, luego 

d 2 
< J+cH) ( f, f) =b-rnF ff( f ( t) )h

2 ( t) dt=56h2 ( t )dt=Jlhf para toda hE-L2t:o ,T], 



..., 
es decir, la funcional cuadrática d~(J+cH) es fuerteoente uositi 

~ -
va. 

Suponga ahora que en lugar de determinar. una función fe-:1 2 [O ,T] 

que i::inioice al problema anterior, ~s posibl~ considerar valores 

fk' k=l, •.• ,N dados por 

f, =f(tk), t,=hk, k=l, ••• ,N; y h=T/N>O 
K K . . 

de tal manera que sean soluc!6n del probleoa 

minimizar J(fl' ••• ,fN)=Ik~lf~h 
sujeto a 

Lk!lfk=b/h; fk;>,.O, k=l, ••• ,N •. 

Observe prioero que determinar el oínimo de J(f1 , ... ,r3 ) sujeto 

a las restricciones dadas, es equivalente a deter~inar el oínino 

de Lk~lf~ sujeto a las restricciones dadas puesto que !1=T/N>O. 
Empleando tócnicas de lo prograrnaci6n dinámica, definicos las 

ecuaciones recursivas 

Jk( bk-1 )=r::in [ f~ + Jk+l ( bk-1-fk) ; 06.fé=bk-l} 

donde 

bk=(b/h)-r1-· • ·-fk=bk-l-fk' k=l, ••• ,N; b 0 =b/h; bl'i=O. 

La condición de frontera en" este caso es J,1+- ( u)=O 1:.ara todo u. 
J.' .l. • 

Ahora bien, se puede 
2 

bN-k-1 
JN-k(bN-k-1)= k+l 

probar por inducción que las relaciones 

son válidas para toda keN. 

Así para k=~r-1 

J 1 (b 0 )=J1 (b/h)=b
2
/(Th) y fi=b/(~)4bí'T 

de la i::isoa r.ianera para k=:N-2,>ten'~'fu'()~ que 

r2= ~:_1,; e e b/h )-f*) ¡ < N-1) = b/~ .• ·.~é >\~A' .. ~ . '· 
. -. ·. ' ' 

en li-1 pasos obtendrenos la s~lu~:i.6n 

fi=· .. =fN=b/T. 

Empleando ahora el método de diferencias finitas para resolver 
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el problema anterior se hace el siguiente planteamiento. Se desea 

resolver el probler:ia de minimizar la función J :IR!·I -Y lR definida por 



J(rl' ..• ,rN)=Lk~of~ 
sujeta a las restricciones 

Lk~lfk=b/h; rk~o. k=l, ••• ,N. 

El Lagran0inno de la función real de vari~ble vectorial J suje

ta a las restricciones dadas, est6 drido por 

en consecuencia 

fk=b/T, k=l, ••• ,~l 
-- --

y una condici6n sufi6iente de mínim6 es que la matriz sioétrica 

. 
ft af 2 

N. 

sea definida positiva, es decir 

( (~l' • • • 'gN) ,d
2
F( f l' •º•'fu)( gl' • ·'· ,gH)J = 

(d F(f1 , ••• ,fN)(r;1 , ••• ,gN),(¡;l' ••• ,gli))>O para todo (c;1 , ••• ,gN)_¡éo 

pero 
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o2F a2F , ar of =O, ~~=2, k,m=l, ••• ,& 

enkco~secuenc~a, la matriz d2FCf1 , ••• ,fN) es definida poaitiva. 

Finalmente,observe que el problema anterior se puede plontear co~o 

el problema de control (discretizado). 

¡,¡inirüzar J(u1 , .•• ,uN+l)=Lk~1(uk-uk+l) 2, 
sujeto a 

Q!.:uk-uk+l=fk' k=l, ••• ,N; uN+l=O; u 1=b/h , 
puesto que .. . ..... 

0=uN+1 =uN-rr.r=u11_1-< rN-1 +fN)=. ~ ·=:~1-zk~1f:k=b/h- Lk~l fk 
y como antes fk=b/T, k=l, ••• ,N,y los controles Óptimos son 

u~=(b/T)(N-(k-1)), k=l, •••• ,N+i •. 

3.6 J.!ETODOS VAH.IACIONALES Y EL TEOREMA DE HAHN-BAN,\CH. 

Una vez que se han introducido los conceptos de funcional y c~n

vexidad a trav6s del capítulo 2. Considerarnos ahora, la noci6n 

abstracta de integral como una funcional lineal definida sobre 

algún espacio de funciones. Toca ahora su turno a la formulación 

de algunas aplicaciones der teorema de Hahn-Banach para la deteE 

minaci6n de soluciones a problemas de tipo variacional. 

Consideremos el problema de acotar inferiormente la funcional 

J(f)=)~ f(x)dF(x), P(x) una funci6n conocida, monótona c~eciente 
y acotada en [o,ro), sujeta a las condiciones 

~: xdF(x)=m1 , ~: x 2 dF(x)=m2)0, m2-mf>O 

y fE.V, 

en donde el conjunto V es definido como sigue: 
l.. . . 

Una función f pertenece a V, si satisfaci~:~ 
(i). fEC 3[o,m). 

( ii). f( x) es acotada inferior y superiotn1k?l-t;:e;~o:r,piertas funci.Q. .., 
nes del tipo a 1 x+a 2x"" para toda xe[O, oo). . .. . e•. 

(iii). f(x)/x es estrictamente convexa para toda X}O. 

e-
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Por ejemplo, la función f(x)=l-ebx; x~O; b>O pertenece a V, la 
función f(x)=e-x, x~O no pertenece a V puesto que no oatisface 
la condición (iii). 

Sea V 
0 

el conjunto de funciones de la fprl!la · g{x)=a1 x+a2x2 defirii 

d8s sobre [O,<X>). 

Sea G(g)=a1¡;¡1+a 2r.t 2 definida para geV0 y sea 

p(f)=ínf G(e), féV. 
f~g 

Observamos que: 
V es un espacio lineal, en efecto, si r1 ,f

2
ev, entonces existen 

funciones tales que las desigualdades 

a 1x+a 2x2~r1 (x)~a 3 x+a4x2 , b1x+b2x2 ~r2 (x)~b3x+b4x2 
son válidas pera x~O, entonces la desigualdad 

(a 1+b1 )x+(a 2+b 2 )x2 6(f1+r2 )(x)~(a 3+b2 )x+(a 4+b4 )x2 
es v~lide pera x~O. Si f 1 (x)/x y r 2 tx)/x son funciones convexos, 
entonces si CELO, l] 

r 1 (cx+(l-c)y)/(cx+tl-c)#cf1 (x)/x + (1-c)J\(y)/y, 

r 2 (cx+(l-c)y)/(cx+(l-c)#cf2"(x)/x + (l-c)f2(y)/r, 

lo cual ir:lplica que 

(f1+f2)(cx+(l-c)y)/(cx+(l-c)#c(f1+f'2)(x)/x + c1:..c)(f1+:f2)(y)/y, 

esto es la función (f1+r2 )(x)/x es también una función con11exa. 
Ademés V

0 
es obviD~ente un subespacio lineal de V. 

Es claro ta¡;¡bién que 

p(61:)=ap(f) para toda fE.V, a;::::i, 

y p(f1+f 2 )~p(f 1 )+p(f2 ) para toda r1 ,r2~V, 
puesto a_ue si fl'r 2ev, g 1 ,h2e.v

0
, f'i:~i y,f26h2' entonces 

' ,t ;-

f1 +f2E.V, gl+h2E.Vo' f1+f2~g1+h2 y.• •• ~3 / 
p(f1+f2)= ínf G(g+h)~G(g+h)=G(g)~G(h). 

(fl +f 2=r,+h} •· .....•.••..•. · 

que r1+f'2 ~g+h y puesto que p(f1 )+p(f2 ) es la máxima cota inferior 
C"·· e-



:. ! -,~:.li:nto ,\l' números G(g)+G(h) para los cuales r 1+r 2!:g+h 

.· .. ':., entonct'9 
,! 

observa que si f,geV
0 

y 

. , ., ' .• , x2 
X ·• i. •···. ' <.. 

g(x)=b1x+b2x 2 y f6g, entonces inteerando ambos 

• •1·: 1:1 de ln J¿sigualdad se tiene que 

·1. °' ' ' :rnr\x)+a 2 ~: x2 dFlx)!:b1 ~: xdF(x)+b2~=x2aF(x),. 

,; . :· ¡ "' 1 r: 1 +a 2r.: ./b1m1 +b2m2=G(g), 

~··:·o ¡.:, :·) es la m6xir:m cota inferior del conjunto de núi:ieros 

.; '·) !'11:·n :os cuales f~g, entonces 

,; . ~} '·'.', :·¡ ;1:-:i todo fEV 
0

• 

:.:: .. •:r:11••(';.i~r:cia V 
0

, V, G y p satisfacen las condiciones del 't.?ore

:::1. ll•' 1;:1:.:l-::'::l:JCh 2.6.34. Construirer:ios la extensi6n R de G r.ie.;. 

,; . :ir.'.•· :u :::xi:::izaci6n de G( g) pare. gEV 
0

• 

: .. ·:11: ,'.··:,,y :'e.'/ tales que g~f, entonces 

.. • · ... ''" x2 ~f'(x) ' • .... .. . • • • •• ¡;,¡, ... t 

¡·":· 1::: .'·~n::'..:; la funci6n f(x)/x es estrictanente convexo para 

Y. ·u. i vr c·J:::;'..17,uiente para maxirnizor G,· consideraoos sólo aque

' :.,;.,: :·lll;,~" ;)l:'"s ge.V 
0 

para las cuales g( x)/x es tangente ·a f(x)/x 
.; .. :, .. .'.:· ~ ... :.:::; X;>O. 

f'(x)/x 

a1 
.... ~ '~ .. ' (' ... ·. ' .::.. ª1 (c)+a2 (c)xes tangente a f(x)/x en c, debenos 

• ., .. ·i • .... t ) ·. · · .. ; · · · '"~ ·e J c=f' (e /e. 
- . 

(:..:.._: 1,. _:\~:_e_;,;:~;· ( c)/c-f( c)/c 2 • 
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resolviendo estas ecuaciones con reupecto a a 1 (c) y a 2 (c), encon 
tramos que 

a 1 (c)=(-cf' (c)+2f(c))/c, 

a 2 (c)=(cf'(c)-f(c))/c2 • 

Entonces 

G(a1 (c)x+a2 (c)x2 )=a1 (c)m1 +a 2 (c)m2 
=c-2((-c2r•(c)+2cf(c))m1+(cf' (c)-f(c))m~). . ~ 

Ahora para obtener la extensi6n H de G maximizamos la expresión 
anterior con respecto a c. Derivando G con respecto a c dos ve
ces y simplificando encontramos que 

G' =-c3 (m1 c-m2 ) ( c 2f 11 ( c )-2cf' (e )+21·( e)), 

G"=-c4 [cm1 ( c
2r 11 

( c )-2ci'' (e )+2f( e)) + ( m1 c-m2 ){ c3f"'( e )-3c 2 f 11 (e)+ 

+6cf' (c)-6f(c)]. 

Si hacemos G'=O, obtene~os c=m2/m1 y notamos que para esto valor 
G"<O, en consecuencia G tiene un máximo para c=m2/m1 para feV, 
tal que g~f eEV • 

o 2 
Sea H(f)=sup G(g)=(m1 /m2 )f(!!12/m1 ) para to9.a fEV, observ~cos tam-

g!,f 

bién que O<mf/1:1 2<1. 
Ahora veamos que J(f)6p(f) nara toda fE.V. En efecto;·~not0.6os 0prJ: 
mero que J( f) es una funcio~al lineal para toda fEY, tarnl:Ú6n no-

-.: ··:-~ ;, . 

tamos que paro 1·E. V, existen g
1

, g
2

e.V 
0 

.. ,;·;;·· ·~; 

2 2 g 1 (x)=a1x+a 2x 6f(x)~b1x+b2x =g2(x), 

integrando a1:1bos lndos de la desieualdad,encon~rarnós que 

~=( a1 x+a 2x 2 )dF( x )~ r:f( x )dF( x) 6r:( b1x+b2x2)d~(x),· .. 
equivalentemente 

ª1m1+a2rn2~J(f)~b1m1+b2m21 

de donde J(f) existe para fe.V. Tomemos fe.V y geV
0 

tales que f~g, 
es decir 

f(x)~g(x)=a1x~a 2x2 , entonces 
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J(f)~J(g)=~:(a1x+a 2x2 )dF(x)=a 1m1+a2m2=G(g), 
pero 

p(f)=inf G(g) para feV, 
f~g 

por lo tanto 

J(f)~p(f) para fEV, 

puesto que p(f) es la máxima cota inferior del conjuntci de nOme
ros G(g) para los cuales f~g, g~V 0 • 

Finalmente, si f~V, gEV
0 

y ~f, entonces 

G(g)=J(g)~J(f), 

luego 

J{f)~sup G(g)==H(f), 
g6f 

•'•,''"e 

puesto que sup G(g) es la mínima cota superior del cor.junto de 
g~f '. <· ·.· ........ ·.. . . 

números G( g) que sati~facen g!!Ef, g,~Yo< En.·consecuencia 

J(f)~{m~/m2)f(m2/m1) para toda rtv. 

;. 7 METODOS VARIACIONALES Y TEORIA DE I!'FOR!i!.ACIO!~. 

Considere un espacio de probabilidad (Q,A,P(•)), donde;~ es un 

espacio ouestral, A una o--álgebra de eventos de D y P( ·) una ID.f: 

dida de probabilidad sobre A. Sea X una variable aleatoria defi 

nida en .0. , la cual tiene funci6n de densidad de prob8bilidad 

f(x). Se define le entropía o inform5ci6n de Shannon H(X) de la 

variable aleatoria X como 

H(X)==- ~Í-(x)lnf(x)dx=-E(lnf(x)), 
-ro 

donde E(r) es la esperanza matemética de la variable 0leatoria r. 

El principio de máxima entropía de Shannon, proporciona un métQ 

do general de inferencia sobre una función de densidad de probQ 

bilidad desconocida, le cual debe además satisfacer un conjunto 

de restricciones en términos de valores esperados. El principio 

(;.• e-
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de máxi1:1.a entropía, establece que de todas las densidades a priori 
que satisfacen las restricciones, se debe de escoger la funci6n de 
densidad a posteriori f, de tal manera que la entropía H(X) sea n~xá 
na, esto es, 

-~~( x) lnf ( x) dx=1:1.axf:-EC lng( x)~=maxH;c x) lng( x) dx} , 
-a; g g -w 

adenás de que las restricciones impuestas sean satisfechas. 
El principio de mdxima entropía resuelve el siguiente ~roble~a: Si 

se desea asic,nar de manera justa una función de densidad de prob~
bilidad f(x) a una variable aleatoria X cuando sólo se conocen los 
valores E(X) y/o E(X2 ), se debe tocar f(x) de tal canera que la eE 
tropía H(X) sea ra~xima y se satisfagan las restricciones 

f(x)O:!oO, xd-cn,oo); Í~(x)dx=l; E(X)= r:f(x)dx=m 
J.ro -~ 

y/Ó 

E( x2 ) =) : 2r( x) dx=s 2 • 
-oo 

Ejemnloo 3.7.1 Considere el problema variacional 
Maxinizar J(f)=-~

00

f(x)lnf(x)dx 
sujeto a (J) 

0 
ai 

f(x)~O, x>O; ) f(x)dx=l; ) xf(x)dx=m;;>O. 
o o 

En este caso el Lagrangiano del problema variacional e~tá ~~do por 
F(f)=-f(x)lnf(x)+c1f(x)+c 2xf(x), 
donde c1 y c 2 son los cultiplicadores de Lagrange .asociados.a las 
restricciones dadas. Si f maxir:iiza a. J sujeta a Tas restricciones 
dadas, entonces Ff=O, lo cual conduce a que 

f(x)=Ce 0
zX. con C=ec•1 • 

Los valores de e y c 2 son obtenidos a partir.>de :las ecuaciones 

)

00

ce02x dx=l y í'Dcxeci'lC dx=r.i 
o )o 

En este caso C>O nuesto aue eci.-l)Q y c 2<.0, yatjue encaso contrE_ . roo C¡'l': • • . - I 
rio ) Ce ax)c:o. Haciendo c 2=-a., a:;;.O, _tenem.os que 

(co 
0 
-ax ~ 00 -ax -1 -1 l=) Ce dx=C/a 6 C=a, y m= axe dx=a 6 a=m 

o -a> -

en consecuencia 

f(x)=m- 1exp(-x/m) , X)O, m~O, 
esta funci6n es conocida cor:io funci6n de densidad de probabilidad 
c.·xponencial. ~-

J 



~j~r.inlo. 3.7.2 Co~sidere el probler.ia variacional 
Ma~i¡:¡izar J( f)=- ~-!( x )lnf(x) dx 
SUJeto a ~ "' 
f(x)~O, XE(-ro,ro); ~-~(x)dx=l; ).;2f(x)dx=s 2 , s)O. 

En este caso el Lagrangiano del problema variecional está dado 
por 

2 F(f)=-f(x)lnf(x)+c1f(x)+c 2x f(x), 

donde c1 y c2 son los r.iultiplicadores de Lagrange asociados a 
las restricciones dadas •. Si f maximiza a J sujeta a les restri~ 
cienes dadas, entonces Fr=O, lo cual implica que 

c x 2 c-1 f(x)=Ce < con C=e i • 

Los valo:res de C y c 2 son obtenidos a partir de las ecuaciones 
( 

00 c x2 (°' 2 c x2 2 
)_ Ce 2 dx=l y )_~x e z. dx=s 

w - -- C-'l· ' -- --- - - -
Observar.ios primero que C>O puesto que C=e 1_ )0 y ._c 2_· <_ 9 ____ ,_--__ y_ a_ q. ue 
en caso contra:rio ("'cec2:x

2
dx)co. Haciendo c2=..:.a 2 , a)o·, téne1:1os 

( lD 2 2 J_.., • 
1::::) ce-a xd:x=Cñf/a 5 C=a¡{5f ---

·.J:> 

y 
(o:> 2 2 . -

s 2= )_
00

(a;Vmx2e-a xdx=ta-2 6'a2=tsi~ 

en consecuencia 

f(x)~~ 8exp(-i(x/s) 2),·x~(..,oo,co); S/'0, 

esta función es conocida éomo función de densidad de probabili
dad normal o Gaussiana. 
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