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ln!rodu::...-ióo 

INTRODUCCION 

El objetivo del presente trabajo es el estudio de los diferentes algoritmos empleados para el cálculo 

de la transformada de Fourier discreta (TFD) así como la teoría matemática que los sustenta. Ader:iás, 

se propondrán aquí algunas mejoras a tales algoritmos e incluso se dará una implementación de ellos. 

El trabajo se ha dividido en ocho capítulos y un apéndice. En el primer capítulo se dará la definición 

de lo que es una transformada de Fourier discreta y a continuación se hará una revisión del algoritmo 

clásico de CooleyTuckey conocido como FIT, para el cual se propondrá una versión recursiva. 

En el capítulo dos se verá que bajo ciertas condiciones es posible realizar el cálculo de 

transformadas de orden grande en términos de transformadas de órdenes pequeños. Por tanto, se 

concluirá al final de este capítulo que los algoritmos modernos para el cálculo de la transformada 

estarán basados en algoritmos eficientes para el cálculo de transformadas de órdenes pequeños. 

Los capítulos tres y cuatro, serán dedicados al estudio de la teoría matemática que permite el 

desarrollo de algoritmos eficientes para el cálculo de transformadas de orden pequeño. 

En el capítulo cinco se presentará una de las partes más importantes de este trabajo, ya que se 

llevará a la práctica la teoría vista en los capítulos tres y cuatro, con el desarrollo de un algoritmo 

eficiente para el cálculo de la transformada de orden 13. 

En el capítulo seis se resumirán los algoritmos eficientes, ya existentes, para el cálculo de 

transformadas de orden pequerio. 

En el capítulo siete se verá de qué manera se emplean los algoritmos eficientes que calculan 

transformadas de orden pequeño, para el desarrollo de algoritmos eficientes en el cálculo de 

transformadas de órdenes grandes. 

En el capítulo ocho se darán las conclusiones del presente trabajo y se comentarán las diferencias 

entre los algoritmos que aquí se exponen. 

Finalmente, en el apéndice, se llevará a la práctica la teoría de los capítulos anteriores, presentando 

un programa en Pascal, basado en el algoritmo de anidamiento. 



l. REVISION DEL ALGORITMO FFf CLASICO DE COOLEY 
TUCKEY 

El objetivo de este primer capítulo es presentar la definición de una transformada de Fourier 
discreta (TFD). Además, se hará notar que el cálculo directo de una TFD, en general, es un problema 

que requiere de un esfuerzo computacional considerable, por esta razón el desarrollo de algoritmos 

eficientes para su cálculo es fundamental. Debido a esto se incluirá el algoritmo clásico de 

Coo/ey Tuckey , que es uno de los primeros que se emplearon para el cálculo eficiente de la TFD. 

Asimismo propondremos una versión recursiva de este algoritmo. 

1.1. La Transformada de Fouricr Discreta (TFD) 

Usualmente cuando se tiene una función o señal periódica en el tiempo F(t) de periodo P, resulta 

útil para su análisis, representar a esta función como la suma de senoidales de diferentes frecuencias. 

A tal representación de la función F(t) se le conoce como representación de Fourier y está dada por 

"' 
F<1> = ¿ C(k> e imk11P 

k =-co (1.1.1 

donde 

C(k) = ~ f~ F(t) e -iilt k r!P dt 
(1.1.: 

A los valores C(k) se les conocen como los coeficientes de Fourier de Ja función F(t) y como se 

puede observar, C(k) es el peso con que contribuye la senoidal de frecuencia k (e i2Jrkt!P) para la 

representación de Fourier de F(I). 
Cuando F(r) resulta ser una función elemental, el cálculo de C(k) se reduce a resolver y evaluar 

una integral sencilla. Sin embargo, en la práctica es comun que F(r) sea una función complicada o 

algo aún más comunes que sólo se cuente con algunos valores discretos de la función F(r), los cuales 

podrían ser el resultado de una serie de mediciones a intervalos de tiempo regulares de un fenómeno 

particular. Cuando este es el caso Jo que se hace es obtener un valor aproximado de C(k). 

Denotemos como Zo,Z1,Z2, ... ,Zn, ... ,ZN -1 a los N valores tomados de F(r), dentro del período P, a 

los tiempos O,T,2T, ... ,nT, ... ,(N - l)T respectivamente. Donde T=P/N es el intervalo regular de 

tiempo empleado entre muestra y muestra. 

Página l·l 



F(t} 

Ze 

Capítulo uno 

OT T ZT 3T CN-3lT CH-ZlT CH-l>T 

Figura l. Obrc11ció11 de los N 1•a/ores Zn a paflir de F(t) segtín la relación 2 0 = F(11T) con 
n = 0,1,. .. ,N - ly T=P/N. 

De esta manera es posible obtener un valor aproximado de C(k) si se sustituye en 1.1.2, la integral 
por una sumatoria, el periodo P por NT, t por nTy F(t) por z,, de lo cual se obtiene 

N-1 

C(k) "' Zk = _!_ ¿ Zn e -i2;r k n TINT T 
NTn=O (l.U 

Una expresión más sencilla para Zi. se logra si se define a la N-ésima raíz de la unidad e - iZ:r.IN 

como wN = e-¡ inls y de esta manera, Zk estaría dada por 

N-1 
"" 1 k n 
Zk = N L Znws 

n=O (l.U 

A la expresión 1.1.4 se le conoce como la Transformada de Foun'er Discreta (TFD) de orden N del 

vector Z = ( Zo,Z1, .. .:.tZ:-1-1). Algo que es importante hacer resaltar de la expresiór;._ 1.1.4 es,... que la 

sucesión de valores Zk (k = ... - 2, - 1,0, 1,2, ... ) es una sucesión N periódica, es decir z, +N = Zk, esto 

se debe a que wM'+N)n = wÍI', de ahí que será suficiente con efectuar el cálculo de Zk para 

k = O, 1, ... ,N - l. A continuación se dan algunas otras propiedades importantes de las raíces de la 

unidad w~, I = O, 1,. .. ,N - 1. 

1 ) 

2) 

3) 

4) 

<k+N) k k kModN 
WN = w:-i y por tanto w:-; = w:-¡ 

k 
W~m = Wm 

w'i:o + / = - w~m l = 0,1,. .. ,m - 1 

N-1 { L w &<n-r) _ O sin .,,. r 
n = 0 - N sin= r (!.!.! 



Capítulo uno 

Si se multiplica porwskr (r = ... -2,- 1,0,1,2, ... ), a ambos lados de la expresión 1.1.4 y se efectúa la 

suma para k= 0.1,. . .,N - 1 

N-1,._ N-I N-1 N-I N-1 

Z -k r 1 z k n -k r "' z 1 k(n -r) ¿ k w N = 2: (N L n w :.; ) w N = ::_ n <¡:¡ 2: w N ) 

k=O k=O 11=0 n-0 k=O 

y por la propiedad 4 de 1.1.5 se tiene que 

N-1 
" -k n 

Zn=2:ZkwN 
k=O rt.t 

Como se puede observar esta última igualdad expresa la manera de obtener el cálculo aproximado 
de la Tranformada de Fourier inversa. Por eso a tal igualdad se le conoce como la Transformada 
lnver~ de Fourier Discreta (TIFO). De esta forma se establece, que si dos sucesiones N periódicas 
Zn y Zk con n.k = 0, 1, ... ,N - !, están relacionadas mediante 1.1.4 y l. 1.7, entonces estas sucesiones 

forman lo que se llama un par de tranformadas de Fourier discretas. 
La siguiente definición de la TDF en términos matriciales será de gran utilidad en lo sucesivo para 

el desarrollo de algoritmos eficientes para su cálculo 

Definición [6]: Dado el vector Z E C" definimos a la TFD de Z como el vector Z e CN que >e 

obtiene de 

dode la matriz W N queda definida por 

WN= {w~ 1} k,l= 0,1,. .. ,N- 1 

con WN = e -i2Jr:IN 

Algunas propiedades importantes de la matriz W:-; son las siguientes 

1 ) 

2) 
WI= WN 
-- 1 Ws=Ws 

donde w?; y es la matriz transpuesta de Ws y Ws es su matriz conjugada. 

11.l.' 
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Capítulo uno 

Por otro lado el procedimiento de la figura 3 permite la obtención del vector transformado i, este 
procedimiento, como se puede apreciar, es la codificación directa en p,¿1·rn/ de la expresión 1.1.5, 

donde se esta considerando al arreglo w[l,m] como global. 

Procedure Calcula_TFD(ze:arreglo; Var Zs:arreglo; N:integer); 

Var 
k, 1, kl : lnteger; 

Be gin 
For k: =O To N-1 Do Begin 

Zs[k,1): =O; 
Zs[k,2) : = O; 
For 1: =O To N-1 Do Begin 

k1: = (k•I) Mod N; 

Zs[k,l]: = Zs[k,1) + Ze[i,1]•w[kl, 1) - Ze[i,2]•w[kl,2]; 
Zs[k,2): = Zs[k,2) + Ze[i,2]•w[kl, 1) + Ze[i,J]•w[kl,2] 

End; 

Zs[k, !) : = Zs[k, 1]/N; 

Zs[k,2): = Zs[k,2]/N; 
End 

End; 

{ wtl = w~ModN} 

{calculo de Z} 

Figura 3. Procedimiento para el cálculo de la TFD. 

Interpretación computacional: Procedimientos semejantes al expuesto en la figura 3, permiten el 
cálculo de la transformada de Foun'er discreta. Sin embargo, un análisis detallado de éste revela que 
si se desea realizar una TFD de orden N, (es decir el vector de entrada Zn consta de N valores; 
n=O,l, .. .,N - 1) entonces el número de multiplicaciones complejas que se tendrían que realizar sería 

N2, de lo cual se concluye que el tiempo de procesamiento que requiere una computadora para el 

cálculo de una TFD de orden N es proporcional a N2
• Esto, como se puede inferir un serio obstáculo, 

pues aún con las altas velocidades de cálculo de los equipos de computo moderno, se requerirla de 
un tiempo excesivo para el cálculo de una TFD cuando el orden N es grande. Por esta razón se buscó 
el desarrollo de algoritmos alternativos para el cálculo de la TFD. Uno de los primeros desarrollos 
en este sentido fue el algoritmo llamado Fa.st Foun'er Trasform (FFT) propuesto por JolmW.Tuckey 
y JamesW.Cooleyen 1965 [5], tal algoritmo permite que el tiempo de procesamiento que requiere una 
computadora para el cálculo de una TFD de orden N sea proporcional a (N 12) Log2 (Nl4) + !, lo 
cual significa un ahorro considerable si se compara con el algoritmo original. 
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( 

\V,,, \V,,, l (\V,,, 

\V,,,Dm -\VmDm = O 
o l ('"' (,,, l 
\Vm 0111 -Om 

donde 1111 es la matriz identidad de orden 111. 

Una notación aún mús sencilla se logra si se emplea el producto de Kronecker o tensorial de du; 

matrices A = {a; j} y B = {fi; j} definido como 

a11B a12B 
a21B a22B 

a111B a112B 

a1,,,B 
a2mB 

a,,mB 

Empleando este producto es posible reescribir a P2m \V2m como 

donde 

( 

L,, 
H2m = 

0 
y 

de esta manera el cálculo de una tranformada de orden N = 2m puede efectuarse según 

en donde la matriz P fm es tal que P !m P2m = I2m, ahora bien, el vector columna 

O l (L" Im l 
Dm L,, -L,, z 

¡LJ.f, 

P~ginJ l· -



Capitulo uno 

1.4. Versión recursiva del algoritmo FFf 

Un algoritmo rápido (FIT) para el cálculo de la TFD se establece, si se aplica de manera recursiva 

la idea expuesta en la sección anterior, cuando el orden N de una TFD es una potencia de 2. 

Concretamente supóngase que el orden N de una TFD es de la forma zk (k = 1,2, ... ). Entonces el 

cálculo de Z = -t Pf (Iz 0 Wr~ Hi' (W2 0 Ir~ Z puede llevarse a cabo en partes, 
2 

efectuándose primeramente el cálculo de Hi' (W2 0 I2•-~ Z el cual puede ser realizado, basándose 

en 1.3.10, mediante el siguiente algoritmo, con el que además se logra que el resultado quede en el 

mismo vector Z. 

Calculo de Him (W2 0 Im) Z 

1.- tem ..... Zind 

Zind ..... tem + Zirrd + m 

Zind + m ..... tem - Zmd + m 

2.- Para l = 1,2,. . .,m- 1 

tem ... Zind+I 

Zind + / .... tem + Zind + m + I 

Zind + m + / ..... wt1 
( tem - Zind + m + /) 

donde m = 2k -t, ind = O y j = l. Con el algoritmo anterior se tiene apenas una parte de el cálculo, 

pues como se indica en 1.3. II es necesario ahora calcular dos transformadas de orden zt -t; una 

transformada para el vector ( zo, Z1, .. ., , Zm-1) y Ja otra para el vector ( Zm, Zm+l, .. ., , Z21n-1 ). 

Ahora bien, si m > 1 entonces estas transformadas pueden ser realizadas en base a Ja siguiente 

expresión 

Zmd 

Zürd+l 

Zmd+m-1 

ind= O,m 

(1.4.IJ 

donde P2'-
1es la matriz de permutación que reaordena los renglones de la matriz Wi'-1 en pares e 

impares. En cuanto a la matriz h/-1esta es de la forma 

Página 1-9 



Proccdure FFf(Var Z:arreglo; N, ind, j:integer); 

Var 

xr, xi : Real; 

1, ji, m : Integer; 

Be gin 

m: = dim Shr 1; 

xr: = Z[ind, l); 
xi : = Z[ind,2]; 

Z[ind, l] : = xr + Z[ind + m, l]; 

Z[ind,2] : = xi + Z(ind + m,2]; 

Z[ind + m, l]: = xr - Z[ind + m, !]; 
Z[ind + m,2]: = xi - Z[ind + m.2]; 

ji:= O; 
For l : = 1 To m-1 Do 

Be gin 

xr: = Z[ind + 1, 1]; 
xi : = Z[ind + 1,2]; 

Z[ind+l,1] := xr + Z[ind+m+l,l]; 

Z[ind + 1,2] : = xi + Z[ind + m + 1,2]; 

xr:= xr-Z[ind+m+l,lj; 

xi : == xi - Z[ind + m + 1,2]; 

jl: = ji + j; 

Z[ind + m + 1,1]: = xr•w[jl,l) - xi•w[jl,2]; 

Z[ind+m+l,2] := xi•w[jl,l] + xr•w[jl,2] 

End 

Ifm > 1 Then 
Be gin 

j: = j sw l; 
FFT(Z, m. ind, j); 
FFT(Z, m. ind+m,j) 

End 
End; 

{ m .. N12} 

{ multiplicación por w 0 
} 

{calcula las sumas } 

{y multiplicaciones} 

{ restantes. } 

{ Zurd+l + Zind+m+l} 

{ o)
1 

( Zind+I + Zind+m+/) } 

{ ¿ es necesario calcular } 

{ otras dos transformadas ? } 

u- 2j} 
{ calcula dos TFD de orden m } 

Figura 4. Procedimiento para la FFT. 

Capítulo uno 

Es importante enfatizar que después de la ejecución del procedimiento anterior, es necesario 

reordenar las ent~adas del vector resultante lo cual es indicado en 1.4.1 por las matrices PF..,., 
r = O, l, ... ,k - l. Este reordenamiento que ha de realizarse sobre el vector resultante se conoce como 

reversión binaria y será estudiado en la siguiente sección. 

Página l·l 1 



Capítulo uno 

Interpretación computacional: El número de multiplicaciones necesarias para el cálculo de una 
TDF de orden N si se emplea el algoritmo FFT, puede ser determinado si se observa el paso 2 del 
algoritmo recursivo, el cual indica que para cada paso recursivo del algoritmo se efectúan m- 1 

multiplicaciones complejas, donde m es la mitad de la dimensión de la TFD en turno. Esto quiere 

decir que para llevar a cabo el dllculo de una TFD de orden N = zk (k = 1,2, ... ), se efectuarán f-I 
multiplicaciones complejas en el primer nivel de recursividad de el algoritmo, y dado que el paso 3 

indica que se realice, si es necesario, dos TFD de orden t- 1, entonces 2(1-2-1) multiplicaciones 
complejas, serán las que se efectuen en el segundo nivel de recursividad. Y así sucesivamente por 

cada nivel de recursividad r (r = 1,2,. .. ,k- 1) se efectuarán i- 1(f-r - 1) multiplicaciones complejas. 
Por tanto el número total de multiplicaciones complejas necesarias para el cálculo de una TFD de 

orden N = t (k = 1,2, ... ) estará dado por 

1.5. Reversión binaria 

El algoritmo rápido FFf, desarrollado en la sección previa se fundamentó en la propiedad de la 

matriz WN = 2m, la cual al ser multiplicada por la matriz de permutación P2n1, que reordena sus 

renglones en pares e impares, da una matriz producto P21n W2m que puede ser expresada en términos 

de la matriz Wm como se muestra a continuación 

TI Wm Wm l W2n1 = P2n1 
WmDm -WmDm (l.5.1 

Este reordenamiento que hace posible reducir casi a la mitad el número de multiplicaciones 
complejas necesarias para el cálculo de una de una TFD de orden N = 2111, también es el responsable 
de que sea necesario reordenar, en fgrma inv~rsa al modo en que se h~o con los_,(englone! de la 

matriz Wun, las entradas del vector Z = P2m Z para obtener el vector Z, es decir Z = PTm Z. 

I'\ 1 1 T W Z Z = -? W2m Z = -
2 

P2n1 Pan un 
L.m 111 (I.5.: 
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" 
El orden en que quedan las entradas del vector Z = Ps Z, con respecto al vector ordenado Z es 

el siguiente 

Z¡ = Zp1 (i) i = 0,1, ... N - 1 

donde P¡ : {O, 1, ... J/ - 1} ... {O, 1, ... ,N - 1} es una función de permutación definida como 

p . {2 i 
l(I) = Pl(i-N12)+1 

i = 0,1,2, ... ,N/2- 1 
i = Nl2,N12+ l, ... ,N - 1 (l.S.~ 

Ahora bien y de acuerdo al principio de recursividad en el que se basó el algoritmo FIT, cuando 

el orden N de una TFD es de la forma 2k (k = 1,2, ... ), la función P2 : {0,1, ... ,N - l} ... 

{ 0, 1, ... ,N - 1} definida como 

l 
4 i 

P2(i) = P2(i-Nl4)+2 
P2(i-N 12)+ 1 

i = O, l,2, ... ,N14- 1 
i = N14,Nl4+ l, ... ,N12- 1 
i = N12,N12+ l, ... ,N - 1 (1.5.! 

" " permite relacionar en forma sencilla, según 1.5.6, el vector Z con el vector Z = Diag(Pi'-~Pi' Z 

(donde P 2' = P:-<) que se obtiene como resultado de aplicar en forma recursiva dos veces el algoritmo 

FIT. 

i = 0,1, ... ,N - 1 (l.S.6 

De esta manera la función P.A_-1: {O, l, ... ,N -_l} .... {O, 1, ... ,N - 1} dada por l.~7 relaciona, según 

1.5.8, las entradas del vector Z con el vector Z = Diag( P 2') · · · Diag( Pi'-1) P2' Z que se obtiene al 
finalizar el último (k - 1) paso recursivo del algoritmo FIT. 

Pk-t(i) J ~k-l(i- t)+N/2 
= Pk-t(i-2)+Nl4 

lPk~t(Í-N/2)+1 

i =o 
i = 1 
i = 2,3 

i = N12,N12+ l, ... ,N - 1 {1..5.1 
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i = O, J, ... ,N - 1 

Una manera alternativa de definir a la función Pk-1 es la siguiente 

Pk-1(0) = O 

Pk-1(1) = 2k-l 

Pk-1(2) = O+ zk-2 

Pk-1(3) = 2k-l + t-2 

Pk-1(4) = O+ O+ i-3 

Pk-1<N - l) = zk-1 + t-2 + zk-3 + ... + 1 

Capflulo uno 

¡IS.31 

Si es estudiada con cuidado la definición de Pk-1 dada en 1.5.9, se hallará que por medio de esta 
función se obtiene el número que resulta de realizar una representación binaria revertida de su 

argumento i (i = O, 1, ... ,N - 1). Es decir, supóngase que N = 24 = 16 y que se desea evaluar P3(5). 

como la representación en binario a 4 dígitos de 5 es 0101, entonces al ser éstos revertidos se obtiene 
el número binario 1010 que corresponde a el número 10 en decimal, por lo tanto se tiene que 
P3(S) = 10. 

Una característica final de la función Pk-1 es que su función inversa Pi°21 es ella misma, es decir 

Pk-1(Pk-1(i)) = i i = 0,1,. .. ,N - 1 ¡1.5.10) 

Esto se desprende del hecho de que si es revertido dos veces un número binario se obtiene como 
resultado el mismo número. Por lo tanto y a partir de 1.5.8 se obtiene que 

i = 0,1, ... ,N - 1 (1.5.11) 

La ecuación anterior junto con 1.5.9 expresa UJ:!.a manera mediante la cual es posible obtener en 

forma ordenada de las entradas del vector Z. De esta forma un algoritmo que realice el 
reordenamiento las entradas del vector, que resulta de aplicar el algoritmo FFT, está basado a su vez 
en la función Pk-1, la cual puede ser fácilmente programada, como se muestra en el procedimiento 

de la figura 5, empleando sólo sumas y corrimientos de bits (funciones Shr y Shl) debido a la manera 
en que se definió en 1.5.9. 
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Procedure Reordena_e_Imprime_Z(Z: vector: N: Integer); 

Type 

TP = Array[O .. dim_max] Of Integer; 

Var 

P:TP; 

i, j, k, fac, des : lnteger; 

Be gin 
k: = Round(Ln(N)/Ln(2)); 

P[O) :=O; 
Writeln(Z(P[O), 1 )/N ,Z[P(0),2)/N); 

For i : = 1 To k Do Begin 

{calcula k } 
{ PH(Ü) = 0 } 

{ imprime la primera entrada } 

fac: = N Shr i; {fac = Nl'Í} 
des:= N Shr (k-i + !); 

For j: = O To des-! Do Begin 

P[des+j] := PLiJ + fac; { =PH(j) + Nd} 
Writeln(Z[P[des + j], 1]/N,Z[P[des + j],2]/N) { impresión en orden } 

End 

End 

End; 

"' Figura 5. Procedimiento para el reordenamiento e impresión de las entradas del 1•ector Z 

Capitulo uno 
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Capilulo dos 

2. ALGORITMO DE GOOD 

En este capítulo se verá que cuando el orden de una transformada es el producto de primos relativos 
(o el producto de potencias de primos), entonces el cálculo de la transformada puede ser realizado 
en términos de pequeñas transformadas cuyos órdenes correspondan a los factores en que se 
descompuso el orden de la transformada original. Por tanto, el desarrollo de algoritmos eficientes 
para el cálculo de la transformada, estarán basados a su vez en el desarrollo de algoritmos eficientes 
para el cálculo de transformadas de órdenes pequeños. 

El algoritmo que se presenta en este capítulo, está basado en la descomposición de Ja matriz WN 
en términos de matrices pequeñas W N; cuyos órdenes N; son los factores, primos relativos, de N. La 

descomposición de la matriz WN se logra luego de realizar ciertos reordenamientos de sus renglones 

y columnas los cuales están basados en el teorema Chino del residuo (TCR) y una variante de éste 
conocido como representación entera ruritiana (RER). Estos teoremas, como se recordará (al menos 
el TCR), permiten determinar a un entero en términos de sus residuos módulo un conjunto de enteros 
que sean primos relativos entre sí. 

2.1. Teorema Chino del residuo y representación entera ruritiana 

Antes de enunciar el teorema Chino del residuo, es conveniente presentar un ejemplo sencillo 
relacionado con el teorema. 

Supóngase que se están estudiando tres fenómenos naturales F1, Fz y F3, los cuales se sabe son 

cíclicos con periodos de P1 = 3, P2 = 4 y P3 = 5 años respectivamente, se sabe también cuanto tiempo 

ha transcurrido, para cada uno de los fenómenos, desde que se presentó cada uno por última vez, 
siendo estos tiempos Jos siguientes 

Hace Ti = 1 año que se presentó por última vez F¡ 

Hace Ti = 3 años que se presentó por última vez Fz 
Hace T3 = O años que se presentó por última vez F3 

Pregunta: lEs posible, en base a estos datos, determinar el tiempo T que ha transcurrido desde la 
í1ltima vez en que ocurrieron estos tres fenómenos simultáneamente?. La respuesta es afirmativa y 
la manera en que se obtiene la solución es la siguiente: 

Concretamente, lo que se está buscando es un número entero T que cumpla con lo siguiente 

T;= TModP; i = 1,2,3 
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Dado que los números enteros P1, P2 y f3 son primos relativos entre sí, entonces es claro que el 

número T que cumpla con la igualdad anterior deberá ser mayor o igual a cero, pero estrictame::e 
menor a P = P1 · Pz · P3 = 60, pues si fuera mayor o igual a P entonces aunque fuera cierto que h:::ce 

un tiempo Tocurrieron simultáneamente los tres fenómenos, esta ocurrencia no sería la ultima. 

Ahora bien, es fácil comprobar que los números K1 = ( P1P1 )2 
= 400, Kz = ( P1P2 )2 = 2~5 y 

K3 = ( P/P3 )4 = 20736 tienen la siguiente propiedad 

K¡ Mod Pj = dij ij = 1,2,3 

donde o es la delta de Kro11ecker. Por tanto el número 

-
T= [ K1·T1+ K1·T2+ K3·T3] 

es tal que 

Ti= TModP; i = 1,2,3 

Pero como ya se dijo, se tiene que cumplir que O :;; a < P, por lo que entonces 

T= TModP 

De esta manera, al emplear Jos valores de K1, Kz, K3. Ti, Ti y T3 se llega a que T = 1075 y por lo 

tanto, finalmente, se tiene que la última vez en que ocurrieron los tres fenómenos simultáneamente 
fue hace 

T = 55 mios 

Teorema Chino del residuo para enteros (TCR): Sea N =Ni· N2· ... · NL, con (Ni, Nj) = 1, i ~ j y 
dados a;, O :;; a¡ < N;, entonces existe un entero único a con O :;; a < N tal que 

a;= aMod N¡ i = 1,2, ... ,L 1!.l.I 

donde a está determinado por 
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L ( N) 'f'(N,) 
a=(.¿ a¡ N· ]Mod N 

1=1 1 

y 'P es Ja función fi de Euler, la cual asocia a cada entero positivo n el número de enteros positivos 

primos relativos con n y menores a n, es decir 

'P(n ) = 

L 1 con (1, n ) = 1 
O< / < n 

sí 11 = 

sí 11 > 
(2.1.! 

La función 'P de Euler tiene varias propiedades importantes, entre las cuales se han considerado 
como de mayor interés para este trabajo las siguientes [3] 

1) ¿ 'PU) = N donde FN = {i: i 1 N, i> o } (Teorema de Gauss [3]) 
iEFN 

2) si (a , N) = t entonces a'{>(.N) Mod N = 1 (Teorema de Euler [3]) 

3) SeaN =N1·N2· .. .-NL con (Ni,Nj) = 1,i., j, ij = 1,2, .. .,L, entonces 

( 

N) 'f'(N¡) 
N¡ Mod Nj = ó¡j i = 1,2, ... ,L 

Representación entera ruritiana (RER): Sea N =Nt · Nz· .... N¿, con (Ni, Nj) = 1, i., j y dados 

a¡, Os a; < N;, entonces existe un entero único a con O s a < N tal que 

(2.1.• ( ) 

'f'(N¡) - 1 

a¡ = [a :¡ ] Mod N; i = 1,2, .. .,L 

donde a queda determinado por 

a = (. ~ a; (~)] .Mod N 
1=1 1 (2.1.~ 
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La demostración de estos resultados no se dará aquí {3]. Sin embargo, é>tos pueden ser obtenidos 
fácilmente si se emplea la tercera propiednd de la función 'f' de E11/er. 

El TCR, al igual que la RER, permiten establecer una función biyectiva entre cada entero a, 
Os a < N = N1 ·Ni-. .. · NL. (Ni, Nj) = 1 y sus L residuos módulo cada uno de los factores de N, por 
ejemplo para el TCR se puede establecer la siguiente función P.v: ZN .... Z,y1 x Z,v2x · · · x ZNL 

PN 
a < - - - - - - - - - - - - > a1, ai, .. ., aL (2.1.7 

con 

a¡= a Mod N¡ i = 1,2, ... .L 

L N 'P(N¡) 

a= (. 2: a¡ (M) ] Mod N 
1 = 1 1 (l.1.8 

En cuanto a la RER se establece la siguiente función biyectiva Q,v: ZN .... ZN1 x Z,v2x · · · x ZsL 

a < - - - - - QN_ - - - - > a1, a2, .. ., aL (l.1.9 

con 

( 
N) 'f'(N¡) - l 

a¡= [a N¡ J /'.fod N¡ i = 1,2,. .. ,L 

a = (. ~ a¡ (~. ) J Mod N 
1 = 1 1 (l.1.10 

Estas representaciones de un entero a, O s a < Na través de los L residuos módulo cada uno de 
los factores de N, pueden verse como transformaciones que asocian a cada valor unidimensional a , 
O s a < N, un vector L-dimensional (a 1,ai, .. .,aL). Por tanto, como se verá en la sección 2.3., a través 
de estas transformaciones es posible expresar una TFD unidimensional en términos de una TFD 
multidimensional. Pero antes de eso se dará la definición de una TFD bidimensional y 
multidimensional. 



Capítulo dos 

2.2. TFD bidimensional y multidimcnsional 

La definición de una transformada bidimensional es una extensión directa de la definición dada en 
el capítulo anterior de la TFD unidimensional, sólo que ahora la transformada en lugar de operar 
sobre arreglos unidimensionales (vectores) actuará sobre arreglos bidimensionales (matrices). 

Definición de TFD bid imcnsional: La transformada bidimensional de u na matriz 

Z = { Zi,n} e c'11x C"' es una matriz Z = {~.¡}E C:-;'x C:-;' dada por 

k= o,1, ... ,N1-1 j= o,1, ... ,N2-1 

dondeN= Ni·N2 y WN= e-iZn!N. 

Es posible, de manera semejante a como se hizo en el capítulo anterior, dar una definición de la 
transformada bidimensional en términos matriciales. Sin embargo, esto no parece tan evidente a 

primera vista, pues hay que recordar que ahora tanto Z como Z ya no son vectores sino matrices. Una 
manera de solucionar el problema es definiendo una función biyectiva que permita maperar matrices 
en vectores. Una función con estas características es la función lexicográfica A2 la cual opera sobre 

el espacio de matrices de ordenN1x Nzcon coeficientes complejos al espacio de los vectores de orden 

Ni· Nz con coeficientes complejos ( A2: c="1x C:-;' ... C:-;1 ·N:) mediante la siguiente regla 

con k = O, l, ... ,N1 - 1,j = O, l, ... ,N2 - 1, I = O, l , ... ,N1 ·Ni - 1 y donde el vector B = {pi} se determina 

a través de 

/3 k·M.+i = ª k.i (l..l..J 

Por ejemplo, supóngase que A es una matriz de orden 3 x 4, entonces el vector B de orden 12 estará 
dado por la siguiente igualdad 
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{JO f3t (32 (33 l [llU,U lllJ,l ao, 
(34 {Js (36 (31 = at,o a1,1 a1, 
(Js (39 {Jw (311 a2,o a2, t a2, 

Empleando la función lexicográfica A2 se pueuen construir vectores X y X u partir Je lus m:.itrices 

Z y Z como sigue 

~=A2 (~) 
X=A2 (Z) 

N·N2 + 11 = Z1,11 

"' Xt:-iv2 + j = Zk,j 12.2.:. 

con/, k = O, l, ... ,N1 - l, 11,j = O, l, ... ,N2 - l. De esta manera, al reescribir la ecuación 2.2.J empleando 

éstos vectores se tiene que 

,....., N¡ - 1 Ni - 1 

X 1 " k I "" . J. 11 X k·N2 + ¡ = N .LJ w:-;, .LJ w-S, t·N2 + n 
I =O 11 =O 12.:u. 

Ahora bien, si se definen los sigientes bloques de vectores 

~ = ( X1-:.:,.X1-s,+1, ... ,X,.:-;,+:-;,-1) I = O,l, ... ,N1 - 1 

Xk = ( Xk-:-;,,Xk-s:+i. ... ,Xk :-;,+:-;,-1) k = O,l, ... ,N1 - 1 t2.1.: 

y dado que WN2 = {u;{!~ }. j, 11 =O, l, ... ,N2 - 1, entonces 2.2.6 puede ser escrita en términos de la 

siguiente suma vectorial 

,...., N¡ -1 

Xk i ..., ktW x1 = N .LJ W:-!, :-;, 
f=O 

k = o.1 •... ,N1 - 1 

la cual a su vez peude ser reescrita en los siguientes términos 



(\Jpitulu J,1, 

xº wR, \\\, xº + <oR, Ws, X1 + ... + wR, \\\, x-"i - 1 

X1 1 w~, Ws, Xº + w~, Ws, X1 + ... + w~;i -1 
\\':.,-, X'"1 - 1 

N 
XN¡-1 o \\' xº Ni - 1 \V xi 1 Ni - 1 >

2 \V xNi - 1 
Ws1 S: " + WN1 S: " + · · · + W~¡ S: • , .. 

y en términos del producto de una matriz y un vector por bloques 

xº wR, Ws, wR, \\'s, ... wR, \\\, xº 
xi 1 wR,Ws, w.~, Ws, ... w~;1 - 1 W:-;, xi 

=-¡¡ 
xN1-l 

wR, W:-;, wffi - 1 \V:-;, ... wW1 - i l\v:-;, 
xNi-1 

11.:: 

Por tanto, si se emplea el producto tensorial en la ecuación anterior se llega a la siguiente expresión 
matricial para el cálculo de la transformada bidimensional 

t?.1.i 

en donde se debe recordar que 

/\ 

Zk,j = 'Xi.:·N2 + j (?.: .• 

conl,k = O,l,. .. ,N1 - 1,n,j = O,l,. .. ,N2 - !_: 
Es importante enfatizar que el vector X en la ecuación anterior no debe interpretarse como l:i 

transformada unidimensional del vector X, pues de lo contrario esto implicaría que 

\VN1 ·Ni= \V Ni© \VN2 lo cual no es necesariamente cierto en general. No obstante, como se verá er. 

Ja sección 2.3, Si se emplea en Jugar de Ja función lexicográfica Á2: CN'XCN'-+ CN¡·N: funcione> 

biyectivas PN, QN: c=-1xc=-2 -+ Cs,·N: construidas en base al TCR y a la RER, será posible expres~~ 

a la matriz \V Ni ·Ni en términos del producto tensorial W,v1 © Ws2 y por consiguiente se establecer~ 

un puente, hayado por Good 1958, entre la transformada unidimensional y la transformad2 
bidimensional, generalizandose posteriormente esta idea también para la transformad:.: 
multidimensional. 

P~gin3 ~- -
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Definición de TFD multidimcnsional: La transformada L dimensional de un arreglo 
~ ~ ~ ZA ~ ~ N Z E C 1X C 'x ... XC' Les Uíl arreglo E C 1 XC' 'x .. , X C L dado por 

NL-1 

L z (111, 112., ... ,nL) 
fil= o 

dondeN=: N1·N2· ... ·NL,w = e-ih!Nyn¡,k¡= 0,1, ... ,N¡,i= 0,1, .. .,L. 

De forma semejante a como se procedió en la transformada bidimensional, se definirá en este caso 
la función biyectiva AL: cN1x cN'x ... X C'L ... cNi·No ... 'IL 

con 11¡ = 0,1, ... ,N¡ - l, i = O, l, ... ,N - l. 

En base a esta función AL se construyen los vectores X, X E c:-<i ·Ni ... :"L 

con n¡, k¡ = O, l, ... ,N¡ - 1, i = O, 1, ... ,N - l. 

Por tanto al proceder de una manera semejante a como se hizo para el caso de la transformada 
bidimensional, se llega a la siguiente representación matricial para la transformada L dimensional 

"' donde los vectores X y X estan relacionados con los arreglos Z y Za través de la ecuación 2.2. 15. 
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!3as:1dos en el TCR y en la RER es posihle construir matrices de permutacic'Jn P,v y Q \'que 

reordenen los renglones y las colunm:is de la matriz \Vx de tul manera que la matriz resultante'"" 

el producto tt'nsorial de matrices \\'x, , siempre y .:uando se tenga que ,\' =,\'¡ -,\'~· ... .,\·L. 

(.V;, 1\j) = 1, i ;r j, ij = 1,2, .. .,L, es decir P.v W,\' Q.\' = \\'.v1 0 \V.\'2 0 · · · 0 W,\'1. 

Por ejemplo, supóngase que N =N¡ · N2 con (N1, S~) = I. entonces empleando el TCR, se 

construye la rmllriz de permutación P,v que permutará el renglón R = N11 + J, 1 = O, l, .... .\'2 - l. 

J =O, l,. .. ,N¡ - 1 de la matriz W,v a la posición 

( 
N ) 'f'(Ni J ( N ) 'f'(Ni) 

<1- +1- >~ 
N1 N2 ' 1.! .. ' 

en donde < x >s denota x Mod N. De manera más sencilla se tiene que la matriz P,v permut:irá lu> 

renglones R. O:;; R < N, de la matriz \\',v mediante la siguiente regla 

R=N1l+l<------!:!-----> <1 ..!__ +I - >~ p (V )'f'(N¡) (N )'f'(N2) 

N¡ Nz 1?.;: 

con I =O, l, .. .,N2 - 1, J = 0, l, .. .,N¡ - l. De manera semejante, empleundo la RER, la matriz Q.'. 

permutará las columnas C, O:;; C < N, de la matriz \\',v como sigue 

C = N1K + L <-----º'"/-----> < L (N) + K (!!_) >:-; 
N1 Nz 1!.;.:. 

con K =O, l,. .. ,N2 - 1, L = 0,1, ... ,N¡ - l. Por tanto, siguiendo con el ejemplo se tiene que 

(~.;. 
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y al realizar el producto< [J·Nz'f'(Ni) +!·Ni 'f'{;\'z )](L·N2 + KN¡J> N 

= { W 
< J L N N 'f!.N¡) + l K N \''(<Ni» · } N 2 • ¡1 N 

(2.J.f 

( 
N) 'f'(N¡) 

como w~ = wN,, w~' = wN, y< N; > :-;, = óij entonces 

P W Q { J-.: IK} { JNW } N N N = w N; · w N¡ = w N; Ni (2.J.f 

conJ,L = 0,1, ... ,Ni - 1, l,K = O,l, ... ,N2 - 1 y empleando el producto tensorial se llega a 

(2.J." 

2.4. Algoritmo de Good 

El resultado del ejemplo de la sección anterior puede ser generalizado como sigue 
Si N=N1·N2· ... ·NL, con (N;,Nj) = 1, i;ej, ij= 1,2, .. .,L entonces existen matrices de 

permutación PNy QN tales que 

(2.4.I 

Eficiencia computacional: La ecuación anterior constituye el algoritmo de Good. Como se ve este 
algoritmo permite expresar una transformada unidimensional en términos de una transformada 
multidimensional. Por tanto, empleando este algoritmo el cálculo de una transformada de orden 
N =N1 ·N2· ... · NL, (Ni,Nj) = 1 puede ser realizado como sigue 

(2.4.: 

es decir, el cálculo de esta transformada puede ser realizado en términos del cálculo de 
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3. TFD DE ORDEN N pk COMO UNA CONVOLUCION 
CICLICA 

En este capí1ulo la atención se centrará en el problema del cálculo de Z = ~ \Vp'Z con P un primo 

impar. La impresión que da a primera vista este problema, es que no es posible optimizar el cúlculu 
de la trnnsformada si su orden es primo o una potencia de un primo impar, pues es evidente que no 
son aplicables las técnicas empleadas para el desarrollo del algoritmo de CoolcyTuckey en este caso. 
Sin embargo, basados en una idea original de Rader 1968, se verá que es posible realizar el cálculo 
de la transformada en términos de una convolución cíclica si su orden es un primo o una potencia de 
un primo mayor que dos. Ahora bien, podría cuestionarse el objeto de expresar a lu transformada en 
términos de una convolución cíclica, debido a que ;iparentemente el cálculo de !::is convolucione,; 
requiere de tanto o más esfuerzo computacional del que se requiere para re:ilizar las transformadas. 
La razón de esto es que en la actualidad se cuenta con ;i!goritmos muy eficientes para el cálculo 1.k 
convoluciones cíclicas de ciertos órdenes, los cuales se han obtenido basados en nuevas herramienws 
matemáticus que serán estudiadas en detalle en el capítulo siguiente. 

3.1. Convolución cíclica. 

La convolución cíclica de orden N entre dos vectores complejos g, h de dimensión N es otro vector 

y que se denota como y = g*h cuyas componentes son 

N-1 
y¡ = ¿ g11 /¡¡ - 11 i = 0,1,. .. ,N - 1 

11 =o ¡l.1 

donde los índices deberán interpretarse módulo N, es decir 

h¡ - n = h¡ - n + N 1.1.1. 

con 

Y = (yo ,y1, ... ,y:-; - 1)' 

g = (go , gl , ... , g:-; - 1 ) 
1 

h= (ho,h1, ... ,hN-1)
1 
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3.2. Teorema de la convolución. 

Si se definen a los vectores Y, G y H como 

donde 

Y= (Yo,Y1, ... ,YN-1)
1 =WsY 

G= (Go,G1,. .. ,GN-1)
1

= Wsg 
H = (Ho,H1, ... ,HN-1)

1 
= Wsh 

N-1 
Yk = ¿ y¡w~ 

j =o 
k = 0,1, ... N- 1 

de manera análoga para Gk y Hk, entonces como y= g • h, se tiene que 

N- IN- 1 

Yk = }: L gn h¡ - n w ~ 
j=On=O 

Ahora bien, si se intercambia el orden de las sumatorias 

y se define l = j - n 

N-1 N-1 

Yk = ¿ gn L h¡- n w~ 
n=Oj=O 

N-1 N-1-n 
Yk = ¿ gn L h¡w~(I +n) 

n=O l=-n 

CapClulo lres 

(l.2.1 

(J.l.l 

(J.l.Jo 

(J.l~ 

(J.l.S, 

pasando el término w k ", a la primera sumatoria y dado que el vector h, es N periódico se tiene 

N-1 N-1 

Yk = ¿ gn w ~· L h¡ w ~1 = Gk Hk 
n=O /=O (J.l.6 
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c~ritulutrc; 

El rcsuliado anterior es conocido como el teorema de la convolución, que establece que la 

1ransfnrmada de la convolución cíclica de dos vectores es igual al producto de sus tra11sforn1ada1;, e' 

decir si y= g • h c111onccs 

1.l.!.":'1 

donde o es el producto de Hadamar, con lo cual se quiere decir que el producto G o H debe 

efectuarse elemento por elemento de los vectores G y H, es decir 

G o J-I = (Go Ha, G1 Hi, ... , G.v· - i HN- ¡) 1 

1J.!.x, 

3.3. TFD de orden N = P vía una convolución cíclica. 

El siguiente teorema algebraico [l] es de gran utilidad pues como se verá en base a este es posible 
tratar a una transformada de orden P, con P primo impar, en términos de una convolución cíclica de 
orden?- 1 

Teorema [1]: sea Zp = { 0,1,. . .,P - 1) el grupo de los enteros módulo P, con P primo impar. 

entonces el grupo C(P) = { 1,2, .. .,P - 1 ) es un grupo cíclico multiplicativo módulo P y por 
consiguiente deberá existir un a E G(P) generador del grupo, es decir 

G(P)=j<am>p) 

G(P) = {<a-m>p} m=0,1,. ... P-2 

1.\.J.1 

Este resultado fue empleado por primera vez por Rader 1968 (4] para expresar una transformad:.i 
de orden primo en términos de una convolución cíclica mediante la siguiente técnica 

El cálculo de una transformada de orden P (P primo impar) se realiza con base en la siguiente 
ecuación 

P1ig.in:1,-;··'°' 



Capl!ulo tre-~ 

k = 0,1, ... ,P- 1 
(J.J.: 

Jo cual claramente puede ser realizado en partes 

k = 1,2, ... ,P- 1 
(J.3.. 

Ahora bien, como G(P) es un grupo ciclico multiplicativo módulo P, entonces existe a E G(P) 

generador del grupo, y por tanto para cada k,j E G(P) existen n, m E {0,1, ... ,P - 2} tales que 

k = <an>p 

j= <a-m>p 

De esta manera, el cálculo de Ík con k = 1,2, ... ,P - 1 puede ser realizado según 

1 ( P - 2 n-m ) =p Zo+"i w~ 4,-m 
m =O 

11 = 0,1, ... ,P - 2 

(J.J .• 

(J.J 

donde los términosan,a -m yan - m deberán ser tomados módulo P. Como< ap - 1> r = 1, entonces 

se tiene que 

o-m+p-t 
<a >p 

Wp (3.J 
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Capitul .. ir:; 

y por tanto la sumatoria 

- P-"!. o-m 

Zan = L (JJ ~ Za -m l = 0,1, ... ,P - 2 
m =O .. u.:-

corresponde a una convolución cíclica de orden P - l, entre los vectores 

donde nuevamente los términos aªlgo deberán ser tomados módulo P. 

De esta forma hemos visto que es posible realiznr el cálculo de una TFD de orden P > 2 con P 
primo, en términos de una convolución cíclica de orden P - l. 

Para ejemplificar lo anterior se exprcsar;í el cálculo de una transformada de orden 13 en términos 
de una convolución cíclica de orden 12. En este caso el grupo cíclico G(P) es 

G(P = 13) = { 1,2, ... , 12} un generadora de G(l3) es a = 2 y los vectores w y Z son 

z = (z. ,Z, ,Z .. ,Z, ,Z. ,Z11 ,Z,, ,Z. ,Z, ,Z, ,Z. ,z,r 1J .. llJ 

Entonces el cálculo de la transformada de orden 13 puede ser realizado a través de la siguient.: 
convolución cíclica 

¡J.lll 

donde 

(Z. ,Z, .z. ,Z, ,Z, ,Z, ,Z,, .z" .z. ,Z, .z" ,Z,)1 

1.lJ.l l 



C'apilulo 11e5 

y por lo que entonces 

k = 1,2, ... ,P - 1 
1J . .l.I: 

3.4. TFD de orden N = r" vía una convolución cíclica 

El resultado de la sección anterior, puede ser generalizado en el caso en que el orden N de l;.i 

transformada sea una potencia de P, es decir N = I' con P un primo impar. Sólo que ahora lo; 

elementos de G(I') serán todos aquellos enteros menores a I' que sean primos relativos con P, e,; 

decir G(I') = {11 : O $ 11 < I' , (n , P) = 1} 

Teorema [1]: sea z'fo = { 0,1, ... ,P" - 1} el grupo de los enteros módulo P', con P primo imp;.ir, 

entonces el grupo G(P') = {11 : O $ 11 < P', (n, P) = 1) es un grupo cíclico multiplicativo módulo 

P' y por consiguiente deberá existir un a E G(P') generador del grupo, es decir 

G(I') = { <am >r'} 

m = 0,1, .. .,I'- 1(P- 2) -1 

t-1 

1 = <aP (P - 1 »r• tJA.I 

De manera semejante a 3.3.8 y en base a G(P') y C: se determina una convolución cíclica de orden 

P' - 1 (P - 1) entre los vectores 

W= 
o , 1 •'cr-1)-1 t 

( ª' '" ª' ª' ) Wp ,Wp , Wp , ••• , Wp 

Z = (z O z -I z -! z -P\P-1)+1)/ a , a t a t ••• , a 1J . .; 

PáginJ ~.(, 



Por tanlll, parte del cálculo tle Ju transformada de orden r. se realiza en términos de la Clllll'Oluci:,~ 
cíclie:.i de l:.i forma 3.3.10 y el dkulo restante, que involucra a los rc:nglones y columr.> 

O,P,'!.f',. ... (P' - 1 - l)P de la matriz \\'p', que no lwn sido tornados en cul'nt;1, queda en término> l'.c 

dos TFD's de orden P' -1, las cuales a su vez, pueden ser obtenidas en términos de convolucior.c

cíclicas. Es decir, para ~alcular la transformada de orden P' se realiza primero la convolución cícl:.:;i 

entre los vectores¡;; y Z definidos en 3.4.'!. lo cual da lugar al vector Z. 

posteriormente, es necesario calcular directamente los elementos z,, 0 cor. 

11 E A = {O, 1,2,. .. ,P' - 1 - 1} del vector transformado i. que corresponden a los renglones de l:i matriz 

\Vpk que no se han incluido en la convolución cíclica 3.4.3. Para tales elementos es neces¡irio realiz:ir 

el siguiente cálculo 

k /\, p - l 

Z - J_ " p n j Z· Pn - ...k L... (J)I'' ¡ 
r j=O 

pk - 1 
1 . z 

= ...k 2.: w~ 1.-1 j 
r j=O 

n EA 
1.J . .¡ 

Ahora bien, como los índicesj corren para los valores O,!,. .. ,?< - 1 entonces para cada una de esta' 

j existen enteros r E A y e E B = {O, l ,. .. ,P - 1} tales que j = r + e r -1 y por tanto 

Z/\. 1 n(r+cP•-I) Z •-1 
Pn = ...k L L Wr•-1 (r+cP ) 

r· rEA e E B 

1 " n r ,, Z · t-1 = ...k L... (J)p t-1 L... ( r + cP ) 
r· rEA cEB 

11 EA 
¡J.~ 

pero como \Vpl<- 1 = { w~'.- 1 }, n ,r E A, entonces la igualdad anterior puede ser tratada en término< 

de una transformada de orden¡}< - 1 la cual, como ya se dijo, puede a su vez ser obtenida en término; 

de una convolución cíclica. 

En cuanto a las columnas de la matriz \\'pk que fueron omitidas en la convolución cíclica 3..1.3. e; 
necesario realizar el siguiente cálculo 

Pcigin;.i .1. -



Capitul111:~' 

Y -" kriz -"' k¡ z i..-~ Wpl Pj - L, Wp,-1 PJ 
jEA jEA 

k = O, l , ... ,P' - 1 
.. U.f,, 

la cual pucJe ser !ralada en lérminos de una segunJa 1ransformada Je orJen p'< - 1 e igual que i:J 

anlerior esla puede ser c:ílculada en base a una convolución cíclica. 

Finalmenle, para los elementos Z,., 11 E !0.1,. . .,P' - 1) - A, del vec1or transformado i, que no bn 

sido oblenidas, se realiza el siguiente cálculo 

11 E {0,1,. . .,P' - i}-A 
1.l-1.':' 

Para ejemplificar Jo anlerior, considerese el cálculo de una 1ransformada de orden N = 32 = 9. En 

este caso se t_!:ne que G(P' = 9) = ¡ 1,2,4,5,7,8) y un generador a de G(9) es a = 2 y por ta1110 :os 

vectores w y Z son 

Z = ( Z, , Z,, Z,, Z, , Z .. Z, r 1J.·Ui 

con los cuales se determina el vector Zen base a Ja siguiente convolución cíclica de orden 6 

Z, w'w'w'w'w'w' z. 
z w'w'w'w'w'w' z, 
z. w 4 a/w1 a/w1 w8 z, 
z. w'w'w'w'w'w' z. 
z w'w'w'w'w'w' z. 
Z, a/w1 w 8 w-4a/w 1 

Z, ¡.\.~.') 

A continuación se procede a calcular aparte Jos elementos Zo, by ZG del vector transformado Z 

PfiginJ :;.s 



Capítulo tres 

z. 
z. 

[f] 
111111111 

z, 
z, 

1 lw 3 w"lw 3 u/lw 3
w

6 z. - 9 
lw'w~lw 6 w 3 lw 6 wl z. 

z. 
z, 
z. (l..t.l(' 

en donde se ha utilizado w en lugar de w9 para simplificar la notación. Dado que w~ = w3, entonces 
el cálculo anterior puede ser expresado en términos de una TFD de orden 3 

[f.] 111 [Z.+ Z,+ z.l 
; = -§- 1 w: w ¡ Z, + Z, + Z, 
Z. 1,, Z,+Z,+Z. 

W3W3 (l.4.11 

Ahora bien, para las columnas O, 3 y 6 de la matriz \V9, que no han sido consideradas, se realiza el 

siguiente cálculo 

111 
Y. 1 ) ' w w 
Y, 1 ' ) y, w w 

y) 111 

[~] y, 1 ) ' w w 

y, 1 ' ) w w y, 
111 y, 

y, 1 ) ' w w 

1 ' ) w w (l.U: 

lo cual puede ser expresado en términos de una segunda transformada de orden 3 
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[

Y. 
Y, 
Y, 

Y, 
Y, 
y, [

Y, 
= Y, 

Y, 

111 

[ ~ z. 

Por tanto el cálculo de la transformada de orden 9 se concluye con 

i, Y,+ Z, 
~ Y,+ Z, 
Z, l Y,+ Z, 
i, = 9 Y,+ Z, 
i, Y,+ Z, 
i. Y,+ Z, 

Capitulo Ltcs 

(H.141 

Ya que es posible realizar una transformada de orden N = P', P primo impar, en términos de 
convoluciones cíclicas, lo que interesa ahora es encontrar una manera de realizar las convoluciones 
cíclicas económicamente, lo cual será el tema del capítulo siguiente. 

Es importante aclarar que existen algoritmos eficientes para el cálculo de transformadas de órdenes 

21, 22, 23 y 24
, pero el desarrollo de tales algoritmos no se basa en las ideas expuestas en este capítulo, 

sino más bien en la simetría que presentan los elementos de la matriz Wp\ cuando Pes 2. Para 

mayores detalles de estos algoritmos consultar el capítulo seis. 
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C:1pí1 ulo ru;Jlru 

4. CALCULO ECONOMICO DE CONVOLUCION CICLICA 

En este capítulo se estudiar::í la teoría matemática que permitirá desarrollar algoritmos eficientes 
para el dlculo de las convoluciones cíclicas. Para ello se mostrará primero, en la sección uno de este 
capítulo, que el problema de el cálculo de la convolución cíclica puede ;iwc11rse en términos de un 
producto polinomial. Por esta razón la siguiente sección será dedicada a la teoría de polinomios. L:is 
dos últimas secciones del capítulo serán dedicadas en buena parte a mostrar en base a ejemplos como 
se emplea la 1coría de las secciones uno y dos par;i desarrollar algoritmos óptimos para el dlculo de 
la transformada. 

4.1. Cálculo de una convolución cíclica corno el producto de dos polinomios. 

En el capítulo anterior se mostró que el teorema de la convolución permite relacionar a 1:1 
transformada de la convolución cíclica de orden N 

Y = ~\'O, )'l , ... , )'.'i - 1 ) 
1 = g * h (~.l. 

de los vectores g y h 

g = (go , gl , ... , gN - I ) 
1 

h= (ho,h1,. . .,h.-;-1)
1 

y lu-n=l¡¡-11+N (~.1. 

con la transformada individual de cada uno de estos vectores, mediante l;i siguiente expresión 

(~.I 

donde O es el producto de Hadamar y Y, G, H son las transformaciones de Fowier de los vectores 

y, g y h definidas como 



Y= (Yo,Y1,. .. ,YN-1)
1 =W:-;y 

G= (Go,G1, ... ,c ..... •-1) 1
= W:-;g 

H= (Ho,H1,. .. ,HN-1)
1 =W:-;h 

o de manera equivalente, los elementos de los vectores Y, G y H se definen como 

N-1 
Yk = L YjW~ 

j =o 
k = 0,1,. .. ,N- 1 

Capítulo cuatro 

(4.l.4 

(4.1.~ 

de igual modo para Gk y Hk. Ahora bien, es posible reescribir Yk, Gk y Hk en términos de los valores 

de ciertos polinomios en z cuando z = w~, como por ejemplo 

N-1 1 
Y ( z ) = :¿ y¡z j en donde Y ( z ) z = w k = Yk 

j=O (4.l.6 

análogo para G(z) y H(z ). De esta manera el producto Gk Hk, puede verse como el producto de los 

polinomios 

Y(z) = G(z) H(z) 

y como los polinomios G(z ) y H(z ) son polinomios de grado N - l, entonces el polinomio Y(z) es 

de la forma 

Y- - - - 2 - 2N-l 
(Z) = yo + y¡ Z + Y2 Z + ... + Y2 N -¡ Z (4.1.8 

dado que z N = 1, z s +. = z •para z = w ~y como Y(z ) es un polinomio de grado N - 1, entonces 

Y(z)=yo+YN+ [y~+y~-1]z+ ... + [Y~-2+Y~N-2]zN- 2 +y~-1zN-I (4.1.9 

pero el término derecho de la igualdad anterior resulta ser 
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Capítulo cuatro 

Y (z) Mocl (z N - 1) (4.1.10 

por tanto 

Y(z) = G(z)H(z)Mod(z'- 1) (4.1.11 

donde ahora los coeficientes y;, i = 0,1, .. .,N - 1, del polinomio Y(z) resultan ser los elementos del 

vector y, que se obtiene al realizar la convolución cíclica g • h. 

De esta manera, es posible analizar el problema de la convolucíón en términos del producto de dos 
polinomios. La ventaja de ver problema de esta manera, radica en que ahora es posible emplear la 

teoría de polinomios para tratar de reducir el cálculo necesario con el fin de obtener los coeficientes 
del polinomio G(z )H (z ) M od (z ' - 1). 

4.2. Teorema Chino del Residuo para Polinomios 

Una manera de obtener los coeficientes del producto polinomial G(z )H (z) M od (z N - 1) es 

mediante la interpolación de Lagrange de G(z )H (z ) . Otra alternativa es mediante el Teorema Chino 
del Residuo para Polinomios (TCRP), que como se verá, más adelante, permite descomponer el 
producto anterior en productos más sencillos de calcular. Antes de esto se darán algunas definiciones 
y resultados relacionados con Ja teoría de polinomios 

Anillo de polinomios: Sea F un campo, el conjunto fl:] de todos los polinomios con coeficientes 
enF, constituye un anillo de polinomios sobre el campoF con las operaciones de suma y multiplicación 

usuales entre polinomios. 

Un polinomio P(z ) sobre el campo Fes una expresión matemática de la forma 

s P(z)=po+p1z+ ... +psz· 

(4.2.1 

donde el símbolo z es una indeterminante y los coeficientes po ,p1 ,. . .,pN son elementos del campo 

F. El polinomio nulo P(z ) = o es aquel cuyos coeficientes p¡ son todos cero. 
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1, p (;: ) < - - - p (Z ) 

Q (Z ) < - :: - Q (Z) 

2. Mientras Q (z J ., O e~ctúe _ 
2.1. ~ (z ) < - - - 1:_ (z ) Mod Q (z ) 

2.2.~(Z) <---Q_(z) 

2.3. Q (Z ) < - - - R (Z) 

3. El máximo cornun divisor de P(z ) y Q(z ) es: aP (z ) 

donde a es el elemento del campo F talque el polinomio aP(z ) sea mónico. 

Capílulo cuauo 

Una relación para los polinomios primos relatirns: Sean Q1(z) y Q2(z) dos polinomios primos 
relativos sobre F, entonces existen polinomios S1(z) y S2(z) tales que 

S¡(z)ModQj(Z) = á¡j i,j = 1,2 

tales polinomios SI(z) y S2(z ), pueden ser obtenidos empleando el algoritmo de Euclides para 

polinomios. 
Por ejemplo 

Q1 (Z ) = z2 + Z + 1 

Q2 (Z) = Z - 1 

( Q1 (z ) , Q2 (z ) ) = 1 

Empleando el algoritmo de Euclides se llega a 

3 = Ql (Z ) - ( Z + 2 ) Q2 (Z) = QI (Z ) - C (Z )Q2 (z ) 

de lo cual se desprende que 

C (Z )Q2 (Z) .Mod Ql (Z) = - 3 
Q¡ (Z) .Mod Q2 (Z) = 3 

(4.2.5 

(4.2.6 

(4.2.7 
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Capítulo Clültro 

y los polinomios S¡ (z ) satisfacen 

S¡ (z l Qj (z > = o¡ j i,j = 1,2, ... ,k (.(.?.l 

La demostración de este teorema es muy sencilla y se hará en tres pasos 

Primer paso; la solución es única, supóngase que existe una segunda solución Yo(z ). Entonces 

Y(z ) M od Q ¡ (z ) = Yo(z ) Mod Q¡ (z) así que Q¡ (z) 1 [ Y(z ) - }'o(z) ], para toda i = 1,2, ... ,.k, dado 

que los polinomios Q¡ (z) son primos relativos, se tiene que Q(z ) 1 [ Y(z ) - Yo(z ) ], esto implica que 

Y(z) = Yo(z) Mod Q(z) y Grad (Yo(z )) > Grad (Y(z )), lo cual contradice la aseveración de que la 

solución tiene grado menor que N. Por tanto la solución es únic::_ 

Segundo paso:...la construcción de los polinomios S; (z ), sea Q¡ (z) = Q(z) / Q¡ (z), esto implica 

que Q; (Z) y Q¡ (z) son primos r:_!ativos, por tanto existe un po1inomio S; (z) tal que 

S¡(z)ModQ¡(z) = 1 y S¡(z)ModQ¡(z) =O. Pero si S¡(z)i'rfodQ¡(z) =O implica que 

Q¡ (z) 1 S; (z)' es decir S¡ (Z) es de la forma S¡ (z) = C¡ (z) n Q¡ (Z) para algún polinomio C¡ (Z ), 
j ;t j 

de lo cual se desprende que S; (z ) Mod Q¡(z ) = o con i., j. 
k 

Tercer paso; [ 2: Y; (z )S;(z)] Mod Q(z) es el polinomio Y(z) que se busca, dado que 
i = 1 

k 

S¡ (Z) Mod Q¡ (Z ) = o¡ j entonces, claramente [ ¿ Y¡ (Z )S; (Z) l Mod Q¡ (Z) = Y; (z ). 
; = 1 

Polinomios ciclotómicos [2]: La ecuación zN"' 1 tiene como N soluciones sobre el campo de los 

complejos 

w m = e·i 2J!m/N m = 0,1, ... ,N - 1 

donde wm es la m-ésima raíz de la unidad. Por tanto; 

Por ejemplo, 

N-1 
zN-l=íl (z-wm) 

m =O 

z'-1= (z-1) (z+ 1) (z-i) (z+i) 

(U.t< 

(4.2.t· 

(UI 
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Capítulo cuatro 

L1 mayoría de los factores(: - w
11

\ m = O, l, . .,N - 1, de z" - 1, son polinomios con coeficientes 
en el cnmpo de los complejos. Sin embargo, siempre es posible encontrar una factorización del 
polinomio z' - 1 sobre el campo de los enteros. Esto se hace de la siguiente manera 

z N - 1 = Il Q I (Z ) 

/EFs 
Fs= {l:l IN,/>O} 

En donde los polinomios Q¡(z ) son polinomios con coeficientes en los enteros, denominados 

polinomios ciclotómicos, los cuales se obtienen a su vez como 

Q¡ (Z ) = !l ( Z - w ki) 
k1 EE1 

donde los conjuntos E¡ están dados por 

Et= {o} 
E¡= { kl: k¡ = r ( ~) , O< r < I y (r, I) = 1} 

Por ejemplo, para z" - 1 se tiene 

Fi2 = { 1,2,3,4,6,12} 

Q¡ (Z) = Z - 1 Qz (z) = Z + 1 Q3 {Z) = z2 + Z + 1 

/E FN 

Q4 (z) = z2 + 1 Q6 (z) = z2 - z + 1 Q12 (z) = z4 - z
2 + 1 

(Ul8l 

(U.19) 

z 12 
- 1 = ( z - 1) ( z + 1) ( z2 + z + 1) ( z2 + 1) ( z2 

- z + 1) ( z 4 
- z

2 
+ 1) ¡u.zoi 

Los polinomios ciclotómicos además tienen las siguientes propiedades [2]: 

1) Los coeficientes de Q¡(z) son todos enteros. 
2) (Q/(z ), Qm(z )) = 1, ¡,. m, sobre el campo de los números racionales. 

3) Grad (Ql(z )) = cp (/ ). 
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Capflulo cualro 

Solución de G(z )H (z) l\f od (z s - l) a través del TCRP: Como ya se vióz s - 1, puede factorizarse 
como el producto de polinomios ciclotómicos Q; (:) sobre el campo de los racionales 

Z N - J = f1 Q Í (Z ) 

iEFN 

Ahora bien, por el TCRP, el polinomio Y(z ) = G (z )H (z ) .\f od (zN - 1) puede ser hallado por 

donde 

y 

y (Z) = [. ¿ Y; (Z ) S; (Z ) ] Mod ( z N - 1 ) 
1EFN 

Y¡ (z) = G¡ (z) H¡ (z) Mod Q; (z) 

G; (z ) = G (z ) Mod Q¡ (z ) 

H (z ) = H; (z ) Mod Q¡ (z ) 

S;(z)ModQj(Z) = ó¡j 

(~.2.i; 

(4.2.2: 

Observacion : A primera vista, pareciera que obtener Jos coeficientes del polinomio Y(z ), con 
ayuda del TCRP requiere de más cálculos que si se obtuviera directamente del producto 

G(z )H(z ) M od (zN - 1). Sin embargo, Jos polinomios S; (z ) no dependen en lo absoluto de Jos 
polinomios G(z) y H(z ), por esta razón pueden ser precalculados. Por otro lado, para Ja obtención 
de los polinomios G¡ (z) y H; (z) sólo se requieren sumas y además si el polinomio H(z ) es fijado 
con anterioridad, entonces al igual que Jos polinomios S; (z ), Jos polinomios H; (z) pueden ser 
precalculados. Ahora bien, Ja obtención de Jos polinomios Y; (z) depende de los productos 

G; (z )H¡ (z ), Jo que es muy semejante a lo que pasa con el polinomio Y(z ) , que se encuentra en 
términos del producto G(z )H(z) . Sin embargo, dado que el grado de Jos polinomios G; (z) y 
H; (z) es Grad (Q; (z )) - !, que por Jo general es mucho menor al grado de Jos polinomios G(z) y 

H(z ), entonces de aquí que la obtención de los polinomios Y; (z) sea realizada de una manera más 
sencilla. Finalmente, una vez que se tienen los polinomios Y; (z) y S; (z) los coeficientes deseados 
del polinomio Y(z ) , estarán en términos de combinaciones lineales de los coeficientes de Jos 
polinomios Y; (z). 
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Capítulo cu.mo 

4.3. Factorización S C T 

El objetivo de esta sección será mostrar que mediante el empleo de la teoría descrita en el capítulo 

anterior y en las Jos últimas secciones de éste, es posible desarrollar algoritmos eficientes para el 

cálculo de las convoluciones cíclicas de orden pequeño, estos algoritmos, como ya se comentó en el 

capitulo tres, se emplearán a su vez para el desarrollo de algoritmos eficientes para el cálculo de 

transformadas de orden pequeño. 
También se verá en esta sección que es posible hallar una representación matricial de la forma 

A 

Z'"1-SCTZ N (4.3.1 

para cada uno de los algoritmos eficientes que calculan transformadas pequeñas de orden N = / 

(P, primo impar), donde Tes una matriz de orden M x N, cuyos elementos son enteros muy pequeños, 

por lo general ceros, unos o menos unos, la cual indica una serie de sumas (sumas de entrada) que 

involucran a los elementos del vector Z. La matriz Ces una matriz diagonal de orden M x M, cuyos 

elementos son puramente reales o imaginarias, por medio de esta matriz se indican todas las 

multiplicaciones que se han de realizar para el cálculo de la transformada pequeña. Por otro lado, la 

matriz S de orden N x Mes muy semejante a la matriz T, donde se indican también una serie de 

sumas (sumas de salida). El objetivo de tal representación matricial, es que esta puede ser manipulada 

con poderosas herramientas matriciales que permitin1n llegar al los algoritmos de anidamiento y 
factor primo que serán estudiados en el capítulo siete. 

Cálculo economico de una com·olución ciclica de orden 4: Para mostrar la técnica que se emplea 

para expresar una TFD en términos matriciales de la forma 4.3.1, considérese como ejemplo la 

transformada de orden S. Dado que en este caso, el orden N de la transformada es de la fonna 

N = P = 5, entonces, como ya se vió, su cálculo puede llevarse a cabo en términos de una convolución 

cíclica de orden 4 

3 
y¡= L gn hi-n 

n=O 
i = 0,1,2,3 

la cual puede obtenerse en base al siguiente producto polinomial 

Y(z) = G (z )H (Z) Mod ( z' - 1) 

(4.3.: 

(O.; 
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Capílulo cual!o 

con 

Y ( z ) = yo + y¡ z + Y2 z2 + Y3 z3 

2 3 G(z)=go+g¡z+giz +g3Z 

H <z ) = ho + h 1 z + h2 z2 + h3 z3 
(U.• 

Ahora bien, el polinomio (z 
4 

- l) es expresado como el producto de polinomios ciclotómicos 

(z'-1) = (z-1) (z+ !) (z2+ 1) =QI(z)Q2(z)Q4(z) 

Por tanto, siguiendo la idea del TCRP es necesario calcular 

G¡ (z) = G (z) Mod ( z - 1) = gD 
= go + g1 + g2 + g3 

G2.(z)=G(z)Mod(z+ 1) =gO 

= go - g1 + g2 - g3 

G4 (z) = G (z) Mod ( z2 + 1) = g3 + g1 z 

= go - g2 + (g1 - g3) z 

(·U..< 

(4..li 

análogamente para H¡(Z }, H2(Z) y H4(Z ). Para la obtención de los polinomios Y¡ (Z) se realizan 

los siguientes productos 

Y1 (Z) = G¡ (Z )H¡ (Z) Mod ( z - 1) = ya = ga ha 

Y2 (z) = G2 (z )fü (z ) Mod ( z + 1) = YO = gO hO 

Y4 (z) = G4 (z )H4 (z) Mod ( z2 + Q = y~ + yÍ z 

= ga1ia- g1/11 + (ca1i1 + g11i3) z (4..l." 

De esta manera, la obtención de los polinomios Y¡(Z) y Y2(Z) requiere de una multiplicación cada 

uno 

m¡ = goho =yo 
m2 = gOhO =YO (4...U 
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Capítulo cuatro 

y en términos de los productos m; 

1 
Y(z) = ¡[ (m1+1112+ 2 (1113-1114)) + (1111-m2+ 2 (m3+ 111s)) 

Por lo que entonces 

(mi+ 1112 - 2 (1113 - 1114) ) + (111i - 1112 - 2 (m3 + ms) ) J 

~~ -¡~-~ ~-¿ ~1 
.Y2 - 1 1- 1 1 o 
Y.3 1- 1- 1 O- 1 

1 
¡mi 

1 
4m2 

1 
21113 

1 
z-m4 

1 
z-m3 

(4.J.14• 

(0.ISJ 

Combinando la expresión anterior con la encontrada para el vector m se tiene la siguiente expresión 

matricial 

l1¡3 
4 

o o o o 

"l ( 1 1 1- 1 o 
o ±110 o o o 1 1 1 1 go 

1-1 1-1 
Yl _ 1- 1 1 O 1 o o .!1ig o o 1 1-1-1 

gi 
.Y2 - 1 1-1 1 o 2 o 1 0-1 

g2 

Y.3 1-1-1 0-1 o o o 1 g 4 o 1 0-1 o g3 2<h +h1) 

o o o o 1 4 g 
2<'1i -h ) 

(U.l6t 

la cual, corno se observa, es parecida a 4.3.1 
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Capítulo cuatro 

Cálculo eficiente de una transformada de orden 5: Ahora que ya se cuenta con el algoritmo óptimo 
para el cálculo de la convolución cíclica de orden 4, se empleará éste para desarrollar un algoritmo 
óptimo para la transformada de orden 5 

El cálculo directo de la transformada de orden 5 se realiza como sigue 

A 

~ o o o o o z, 
"' "' "' "' "' Z, 

1 
w0 w 1 w 2 w 3 w' Z, 

A o 1 • 1 l 

~ =s- "'"' "' "' "' Z, 
o l 1 • l 

~ "' "' "' "' "' Z, 
o • l ! 1 z. "' "' "' "' "' z. (0.17 

Expresado este producto matricial en términos de una convolución cíclica de orden 4, empleando 
como generador de G(S ) a a = 2, se tiene que 

t 
" "] z. w w w w 

t 1 
2 1 J ,, Z, w w w w 

t =s- ' 2 1 J z. (J) w w (J) 

J ' 2 1 Z, w w w w Z, (O.U 

por lo que entonces 

f.= t(Z,+ Z,+ Z,+ Z,+ Z,) 
A 1 -z. = 5 (Zo + z.) k = 1,2,3,4 

(4.J.I' 

Ahora bien, la convolución cíclica 4.3.18 puede calcularse en base a 4.3.16 si se definen los vectores 

y, g y h de la siguiente manera 

Y= (>'O.y1,j'2,y:3)'= (i1.z2.z4,z3/ 

g t t = (go,g1,gi,g3) = (Z1,Z3,Z4,Z2) 

h ( )/ ( 1 2 4 2)' = ho, h 1 , h2, /z3 = "' , "' , "' , "' 

y por tanto la diagonal de la matriz e estará dada por los siguientes valores 

(4.J.l 
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11 = ZI + Z4 (2 = Z3 + Z2 

IJ = Z) - Z4 14 = ZJ - Z2 

IS=/¡+ 12 

mo = 1 ( zo + ts) 

m¡ = (e¡ - 1) IS 

m2 = c2 (t1 - 12) m3 = c3 (tJ + 14) 

m4 = c4 14 ms = cs 13 

s¡ = mo + m1 si= s¡ + 1112 s3 = m3 - m4 

s4 = s¡ - 1112 ss = m3 + ms 

Zo = mo Z1 = s2 + s3 Zz = s4 + ms 

Z3 = s4 - ss Z4 = si - s3 

Capítulo C1Llllo 

En donde el factor 115 ha sido omitido por simplicidad. Como puede observarse, este algoritmo 

permite calcular una transformada de orden S a un costo de 17 adiciones complejas y tan sólo S 

multiplicaciones semicomplejas (es decir 1 O multiplicaciones reales), pues los elementos de la matriz 

C son puramente reales o imaginarias lo cual se debe a que los elemen1os se obtienen como suma o 

diferencia de conjugados. 

B) Como se habrá notado, la elección de las multiplicaciones m3, 1114 y ms en el desarrollo anterior, 

ha sido un tanto rebuscada, de hecho el polinomio 

(U.25} 

puede verse como el resultado de la multiplicacfon de dos numeras complejos cuando la variable z 
es su bstitiuda por i, es decir 

[U.26) 

Por tanto, con las elecciones escogidas anteriormente para m3, m4 y ms, es posible realizar una 

multiplicación compleja a un costo de 3 multiplicaciones y S adiciones reales en lugar de las 4 
multiplicaciones y 2 adiciones que normalmente suelen realizarse. Otra elección alternativa para 

m3, m4 y ms podría ser 

Página .!-16 



m3 = h~gj 
1114 = hlgÍ 
ms = (1i~ + 111) (~ + gJ) 

Capítulo cuatro 

(0.l' 

la cual, al igual que la eleccíon original, sólo requiere de 3 multiplicaciones y 5 adiciones para 

determinar los coeficientes y3 y A. Sin embargo, dado que el vector hes fijado, entonces, con la 

elección inicial, las adiciones que involucran a m4 y ms pueden ser precalculadas, ahorrándose así una 

adición con respecto a la anterior elección. Es claro entonces, por todo esto, que Ja elección de las 

multiplicaciones m; es un tanto arbitraria debido a que uno busca Ja opción más eficiente. No obstante 

en la siguiente sección de este capítulo se verá cómo encontrar el número mínimo de multiplicaciones 

necesarias para determinar a los polinomios Y; (Z) y de qué manera construir tales polinomios con 

este núnimo de multiplicaciones. 

4.4. Algoritmo de Toom Cook y teorema de Winograd 

En algún momento a lo largo del desarrollo que se lleva a cabo para encontrar la representación 

matricial S C T para el cálculo de una transformada pequeña, es necesario determinar los 

coeficientes de los polinomios Y; (z ), Jos cuales se hallan en términos de los productos G; (z )H; (z ). 

Dado que los polinomios G¡ (z ) y H¡ (z ) se obtienen a partir de los polinomios ciclotómicos Q¡ (z ), 

j E FN 

G; (z) = G (z ) Mod Q; (z) 

H; (z) = H (z) Mod Q; (z) 

y como el grado de tales polinomios es 

Grad (Q;(z)) = 'P (i) ='Pi 

entonces es claro que 

Grad ( G¡ (z) ) = Grad ( H¡ (z) ) = 'Pi - 1 

y por tanto 

(4.4.1 

(4.4.' 
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Capítulo cuatro 

De esta manera el polinomio Y¡ (z ) = G¡ (z )Ji¡ (z )flfod Q¡ (z) puede ser hallado empleando la 

fórmula de interpolación de Lagrange, evaluando el polinomio G; (z ¡H; (z) en 2 'l'i - 1 puntos {aj} 
diferentes, es decir 

m} = G¡ (aj) H¡ (aj) 

2'{'i - 1 

Y; (z ) = :¿ mj lj (z ) 
j = 1 

Y; (z ) = Y¡ (z ) Mod Q; (z ) 

j • k = 1,2, ... .,2 'Pi - 1 

(U.5 

en donde es claro, se eligen para aj valores Jo más sencillo posible, quizá enteros muy pequeños. Los 

productos m} = G¡ (aj )H; (aj) pueden ser expresados matricialmente si se emplea el producto de 

Hadamard 

con 

y 

m i I • • • )' 
= lm'1,m~ 0 .. .,m~'P;-l 

hi ( . . . )' = hb • h1
1 ..... /J!p¡ - 1 

i ( . . . ) 1 g = gb • g\ ..... K'Pi - 1 

a¡ 2 a¡ 

a~ 

(4.4.f. 

(4.4: 

Como el vector hes fijado, entonces el vector T h; puede ser precalculado y expresado en términos 
de la matriz diagonal 
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Capítulo cuat10 

con lo que se tiene que 

(H.I 

Ahora bien, como 

2<p¡ - 1 

Yi (z) = [ . ¿ mJ lj (z) J Mod Qi (z) 
J = 1 (4.4.1 

entonces Jos coeficientes yj, i E FN, j = O, 1, .. .,\l'i - 1, de los polinomios Yi (Z) se encontrarán en 

términos de combinaciones lineales de los elementos de los vectores mi, es decir, para cada vector 

mi hay Una matriz Si de orden \Pi X 2 \Pi - J ta] que 

con 

Yi=Simi 
Yi=SiCiTigi 

(4.4.1 

(4.4.! 

En donde los elementos de las matrices Si y T serán números racionales si números racionales son 

escogidos para los valores de a¡,j = 1,2, ... ,2 <pi - !. 

Por ejemplo, para el desarrollo del algoritmo óptimo para el cálculo de una convolución cíclica de 
orden 4, en la sección anterior, fue necesario realizar el siguiente producto 

Y4(z) = G4(z)H4(z)Mod (z2+ 1) (4.4,' 
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Capí1ulo cua110 

donde 

Y4 (Z ) = y~ + .viz 
G4 (z ) = ¡;'8 + g1z 

/í4 (z) = lzB + hl z tH.IS 

Ahora bien, como Grad(G4 (z )lí4 (z)) = 2, entonces será necesario interpolar a G4 (z )lí4 (z ¡en 
3 puntos distintos, los cuales pudieran sera 1 = - l,a2 = Oya3 = l. Con esta elección para los puntos 

de interpolación se tendría que el vector de multiplicaciones m 4, dado a través de 4.4.10, sería 

4 ¡m:l ¡~-h; m = m, = o 
m; O 

o º][1-1)(') h' o 1 o g, 
o o ~ + h: 1 1 g; 

y al emplear estas multiplicaciones en la fórmula general de Lagrange 4.4.11 

• z ( z + 1) • ( z + 1) ( z - 1) • z ( z - 1) 
G4 (Z )/{4 (Z) = m, (1) cf+Tl + m, (1) ( - 1) + mo (- 1) (- 1 - 1) 

Por tanto el polinomio Y4 ( z) estará dado en términos de los productos m1 como sigue 

Y4 (z) = G4 (z )H 4 (z) Mod ( z2 + 1) 
=~(mi-~)z2+2m;-t(mi+~) =Y.z+Y. 

y en términos matriciales 

= (- 112 
-112 

2 
o 

2 
o 1 2) [m;l -1~2 :1 

(4.4.16 

(4.4.11 

(4.4.1~ 

(4.4.1 

Ahora bien, si el polinomio H4 ( z) es fijo y G4 ( z) es variable, entonces es conveniente precalcular 

las constantes 
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Capí1ulo cualro 

Teorema de Winograd: El número mínimo de multiplicaciones requeridas para calcular 

N Y (Z) = G (: ) H ( z ) M od (: ' - 1) 

es 

2N-k 

dondek es el número de de factores irreducibles Qi ( z) sobre el campo de los racionales del polinomio 

(z N - l) 

Es importante hacer énfacis sobre el papel que juega el campo de los racionales en el teorema 

anterior, pues al tomar como campo a los racionales se está asegurando que los coeficientes de los 

polinomios Qi ( z) sean todos racionales (de hecho son todos enteros), evitándose de esta manera el 

trato con los coeficientes sobre el campo de los complejos, cuya aritmética requiere de un mayor 

esfuerzo computacional que la aritmética racional. 

Teniendo en cuenta el algoritmo de Toom Cook, la demostración de este teorema es muy sencilla. 

Como ya se vió, el cálculo de Jos polinomios Yi (z ), empleando Ja fórmula general de LLigrange, 
requiere de 2 'Pi - 1 multiplicaciones para cada polinomio y dado que existen k = # FN polinomios 

Y;(z), entonces el número total de multiplicaciones necesarias para obtener 

G(z )H(z )M od (z N - 1) es 

T = ¿ 2 'Pi - 1 
iEFN 

= 2 ¿ 'Pi - k 
iEFN 

Ahora bien, una propiedad de Ja función 'P de Euler es 

por tanto 

L'f'(Í)=N 
iEFN 

T=2N-k 

(.f.Ué 

c~.u· 
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Capítulo cuatto 

Por ejemplo, para desarrollar un algoritmo óptimo para la transformada de orden 13, es necesario 

calcular G(z )11(: ).\fod (: " - 1). Por lo que el teorema anterior predíce que se requieren de 

2 ( 12) - 6"' 18 multiplicacíones parn su cálculo. Sin embargo, como se verá empleando este mismo 

ejemplo, el alcanzar este mínimo de multiplicaciones en ocasiones repercute de manera negativa en 

la matriz S cuyos elementos pudieran quedar constituidas por enteros no tan pequeños como se 

quisiera y en consecuencia se complicaría el cálculo para las sumas de salida. 
Para el desarrollo de un algoritmo óptimo para el cálculo de una transformada de orden 13 se 

requiere calcular, como anteriormente se expuso, el polinomio Y(:) = G(z )H(z )Mod (z " - 1). En 

esta ocasión el polinomio (z " - 1) es factorizado en términos de los polinomios ciclotómicos 

z12
- l:o (z- 1) (z+ 1) (z2 +z+ 1) (z2 + 1) (z2 -z+ i) (z4 -z2 + 1) 

\ 

"' Q¡ (Z ) Q2 (Z) Q3 (Z ) Q4 (Z ) Q6 (Z) Q12 (;:) cu.zq 

A partir de estos polinomios se obtienen los polinomios G; (z) = G(z )Mod Q;(z) y 

Hí (z) = H(z ).\fod Q ¡ (z), i E F12 = { 1,2,3,4,6, 12} (donde se empleará una notación semejante a la 

empleada en la sección anterior) 

G1 (Z) = gÚ 
(h (Z) = g0 
~ (Z ) = gd + gt Z 

G4 {Z ) = ~ + gf z 

G6 (z ) = ~ + gY z 

G12 (z} = gl/ + gj2 z + gF z2 + g:\2 z 3 

de igual modo se procede para los polinomios H; (z ). Ahora se procede a calcular los polinomios 

Y¡ (Z ) = G; (z )H; (z )Mod Q; (z ) 

Y 1 (z ) = yo "' gD hÓ 

Y4 (z) = yg + yÍz = g3h3- gÍ hÍ + (g~hÍ + gl h3) z 

Y6 (Z) = y8 + yY z = g8h8 - gY hY + (gShY + gY h8 + gY hY) z 

______ .. __ . 
rtr~ 

. __ .....,..,,,.._... ----...... \,·..,,...._ 

---
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Capfl ulo cuatro 

720H12(z) G12(:) = (m12 - 611113+IS111p - 2011115 + IS m16 - 6m17 - 11118) z6 + 

(-311112+ 12m13- 15m14+ 011115+ 15m16- 1211117+ 3m1s) z5 + 

(-5m12+ 6011113- 195nz14+ 28011115- 195nn6+ 6011117- 5m1s) z4 + 

(1511112- 12011113+ 195m14+ Om15- 195m16+ 12011117- 5m1s) z3 + 

(411112 - 54 m13 + 540m14 - 98011115 + 54011116 - 54 m17 + 4 mis) z2 + 

(-12m12- !0811113 - 540m14 + Om15 + 540m16 - l08m17 + 12m1s) z + 720 (H.l-l 

con 

111j = G12 (aj) H12 (aj) a¡ E {- 3,- 2,- 1,0, 1,2,3} j = 12,13,. .. .,18 

Por tanto, al interpolar G12(z JH12(z) se logra el mínimo de multiplicaciones, pero como se puede 
apreciar, los coeficientes de las multiplicaciones mj, aunque enteros, son muy grandes lo cual 

repercutiría negativamente en la matriz de sumas de salida S. Una alternativa para la solución del 
problema anterior es emplear algunas multiplicaciones más de las que indica el algoritmo de 
Toom Cook, por ejemplo 

m16 = (gl2 + g!2) (1il2 + 1i!2) 11117 = (g12 
+ gf) ( hF + 1d2

) mis= (gl,2 + gl2) ( hÓ2 + hl2) 

m19 = (go2 
+ gF) (1ió2 

+ 1iF) m20 = (go2 
+ gl2) ( 1ió2 

+ 1if) 11121 = (gl2 + g12
) ( 1il2 + ~~l 

con las cuales, ahora el polinomio Y12(z) quedará determinado como sigue 
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Capflulo cualn' 

Y12(z)= (11112+111u-m14-11116) + 

(11114 + 1111s - 11112 - 11113 + 11115 - 11111) z + 

(m16 - 11112 - lllt5 + 11119) z2 
+ 

(m11 - 11112 - 11113 + 11120 + m21 - 2m14 - 2m15) z
3 + 

(~.~ .. ' 

De esta forma, se han empleado 3 multiplicaciones más de lo establecido por el algoritmo de 

Toom Cook, pero corno se observa los coeficientes del polinomio Y12(z} se encuentran expresado~ 

en términos de las multiplicaciones de una manera mucho más sencilla de lo que se tení2 

anteriormente. 

Por todo lo anterior, es pues importante aclarar que el algoritmo de Toom Cook, da una maner2 

de llegar a la factorización S C T empleando un mínimo de multiplicaciones. Sin embargo, en 12 

práctica uno trata de alcanzar este mínimo de la manera más óptima, desde el punto de vist2 

computacional, consiguiéndose esto, muchas veces, sin necesidad de interpolar. 
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el cálculo de la transformada se realiza en téÍminos de 

11 

Yi = ¿ g11 /¡¡ - n 
11 =O 

.... 1 12 
Zo= - ¿; zj 

13j =o 

i = /3 (Zo +Yo) 

Z = /3 (Za+ Y1) 

Capflulo cinco 

Como ya se sabe, los valores y¡ de la convolución cíclica serán los coeficientes del polinomio 

con 

Y (Z) = G(z )H(z) M od (z 
12 

- 1) 

11 

Y(z) =. LYjZj 
¡=O 

11 

G(z) =. L gjzj 
¡=O 

11 . 

H(z) =.'i.hjz1 

¡=O 

El polinomio (z 12 
- l) es factorizado en términos de los polinomios ciclotómicos 

z 12 
- 1 = ( z - 1) ( z + 1) ( z2 + z + 1) ( z2 + 1) ( z2 - z + 1) ( z4 

- z2 
+ 1) 

(S.. 

= Qi (z) Q2 (z) Q3 (z) Q4 (z) Q6 (z) Q12 (z) (S." 
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Cap!!ulo cinco 

Ahora bien, siguiendo la ide<i del TCRP es necesario calcul<ir para cada i E F12 = { 1,2,3,4,6, 12} los 
polinomios G¡ (z) = G(z) Mod Qi (Z) y H¡ (z) = H(z) Mod Qi (:) 

G1 (z) = G {z l Mod (z - l) = gO 
= go + g1 + g2 + g3 + g4 + gs + g6 + g? + gs + g9 + g10 + g11 

G2 (z ) = G (z ) Mod ( z + 1 ) = gO 
= go - gJ. + g2 - g3 + g4 - g5 + g6 - g7 + g8 - g9 + g10 - gll 

G3 (z ) = G (z ) Mod ( z2 + z + 1 ) = gd + gf z 

(go - g2 + g3 - g5 + g6 - g8 + g9 - 811) + 

(g1 - 82 + 84 - 85 + g-¡ - ga + 810 - 811 ) z 

G4 (z ) = G (z ) Mod ( z2 + 1 ) = 8g + gÍ z 

= (80 - g2 + 84 - 86 + g8 - 810) + (81 - g3 + g5 - g7 + g9 - gll) z 

G6 (z ) = G (z ) Mod ( z2 
- z + 1 ) = g~ + 81 z 

= (80 - g2 - g3 + gs + 86 - gs - g9 + 811) + 

(81 + gz - 84 - gs + g-¡ + gs - 810 - gu) z 

G12(z)= G(z)Mod(z4 -z2 + i) =g02 +8l2z+gFz2+812z3 

(80 - 84 - 86 + 810) + (g1 - 85 - 87 + 811) z + 

(6'2 + 84 - gs - 810) z
2 + (83 + gs - fJ9 - 81!) z

3 
(5.8 

análogamente para los polinomios H; (z ), i e F12 = { 1,2,3,4,6, 12 }. Las ecuaciones que involucran a 
Jos coeficientes de los pólinomios G¡ (z ) son las que determinarán las sumas de entrada, es decir 

determinarán a la matriz T. 
Ahora se procede a calcular los polinomios Y¡ (z) = G¡ (z )Hi (z )Mod Qi (z ), i E F1'2., lo cual dará 

lugar a la matriz e de multiplicaciones 

Página 5·3 



CapHulo cinco 

Y¡(z) =yO=gOhO 

Y2 (z ) = yO = gO hO 

Y6 (z) = yS + yYz = gSJzS- g1hY + (gBhh gYhS + gYhY) z 

Y12 (Z ) = yÓ2 + y)2 z + _v22 z2 + y_!2 z3 

= (802 1it? - 8!21zf - 8F Ji12 
- g.\2 hl2 - g.\2 1d2) + 

( g32 h12 + g!2 ho2 
- gf 1zj2 

- g.\2 1d2
) z + 

(g02 hF + g!21zF + g12 ho2+gl21zf + g12 1iF + g.\21zF) z2 + 

(b,¿2 ,d2 + gl2 hP + .ir121zl2+g.\21zó2 + g12 hf + g.\21z12) z3 (S.9) 

Nótese que los polinomios Y1(z) y Y2(z) requieren de una multiplicación cada uno 

m¡ = goho =yo 
1112 = goho =yo 

mientras que los polinomios Y3(z ), Y4(z) y Y6(Z) requieren tres multiplicaciones cada uno 

m3 = go1zo 
~ = m3- 1114 

1114 =gthf m5 = (gt - go) (1zo - 1ii) 
yf = 1115 - m3 

m6 = g3h3 
y3 = m6 - n11 

1111 =g1 h1 ms = (g3 + g1) (1z3 + 1z1) 
A= 1113- 1116- 1111 

m9=g$1i$ m10 =gY hY m11 = (gá + gY) (Ji$+ hY) 
yS = m9 - m10 yY = 11111 - 1119 

(5.10¡ 

(5.11 
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y de manera matricial 

m1 

ITI2 1 1 1 1 l 1 1 l 
ITIJ 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 - l 1 -1 
111¡ 1 o -1 1 o -1 1 o -1 l o -1 
ms o 1 - 1 o 1 -1 o 1 - l o l -1 
IJl(, -1 1 o -1 l o -1 1 o -1 1 o go 

m1 1 o -1 o 1 o -1 o 1 0-1 o g1 
o 1 o -1 o 1 0-1 o l 0-1 gz 

IJ1g 1 1 - 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 ~ ITI9 1 o - 1 - l o 1 l o -1 -1 o 1 
mio o 1 1 o -1 -1 o 1 1 o -1 -1 

gi 

ffitt =e l l 0-1 -1 o 1 l o -1 -1 o gs 

tn12 1 o o o -1 o -1 o o o 1 o g6 

tn13 
o 1 o o o -1 o -1 o o o 1 g1 
o o 1 o 1 o o o -1 o -1 o gs 

lll14 o o o 1 o 1 o o o - 1 o -1 g9 
lll15 o 1 o 1 o o o -1 o -1 o o 
lllt6 o o 1 1 1 l o 0-1-1-1-1 

g10 

lllt? l 1 o 0-1-1-1-1 o o 1 1 
gtt 

lllts 1 o 1 o o o -1 o -1 o o o 
lllt9 

1 o o 1 - 1 l -1 o o - 1 1 - 1 
o 1 o 1 -1 o -1 - 1 o -1 1 

lll20 

m21 (5.14 

donde los coeficientes e¡, i = 1,2,. . .,21 son los coeficientes precalculados de Ja matríz diagonal C, los 

cuales se obtienen a partir de Ja definición del vector h dada en 5.3 y de las ecuaciones 5.10-5.12, 
obteniéndose para en este caso 

ct = (Cos¡1 + Cos2 µ + Cos3 ¡1 + Cos4 Jl + Cos5 µ + Cos6 p )16 

c2= (Cos¡1 - Cos2p + Cos3p + Cos4¡1 - Cos5µ - Cos6¡1 )16 

c3 = (Cos¡1 - Cos4 µ + Cos5 µ - Cos6 /l )16 

c4 = (Cos2 µ + Cos3 ¡1 - Cos4 /1 - Cos6 µ )16 

es= (Cos¡1 - Cos2 /1 - Cos3 ¡1 + Cos5 p )16 

C6= i(- Sen¡1 - St•113¡1 + Sc114¡1 )16 

c7= i(- Sen2p - Sen511 - Sen611 )16 

es= i(- Senµ -Sen2¡1 - Scr13¡1 + Scn4µ - Scn5¡1 - Scr16¡1 )/6 

C9 = (COS/I - Cos4 /1 - Cos5 ¡1 + Cos611 )16 

cio= (Cos211 - Cos3¡¡ + Cos411 - Cos611 )16 

Cll = (Cos¡1 + Cos2 µ - Cos3 ¡1 - Cos5 ¡1 )16 

Cl2= i(- Se11¡1 + Sen3¡1 )16 

c13 = i (- Sen2p + Se116 ¡1 )16 

Página 5-6 



Cl4 = i ( - Sen3 ¡i - Sen4 ¡1 )16 
c¡5 = (SenS 11 - Se116 ¡1 )16 

c16= i(- Sen2¡i + SenS¡i )16 

c11= i(- Sen3p - Sen4¡i + Sen511 - Sen6µ )16 

CIS = i(- Se11¡1 - Sc112¡1 + Scn3¡1 + Sc116¡1 )16 

c¡9= i(- Se11¡1 - Sc114¡1 )16 
co= Í(- Se11¡1 + Scn3¡1 + Scn5¡i - Sc116¡1 )16 
c21 = i ( - Sen211 - Sen3 /l - Sen4 ¡1 + Scn6 ¡1 )/6 

Capflulo cinco 

(S.I! 

con¡1 = 2n113. Por tanto los coeficientes de los polinomios Y; (z ) estarán dados a través del siguiente 

producto matricial 

fil¡ 

filz 

fil) 

fil4 

yb fils 

' 1 o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o fil6 yo 
lo o 1 o o o o o o o o o o o o o o o o o o o fil1 

rl o o 1 -1 o o o o o o o o o o o o o o o o o fils 

y~ 
o o -1 o 1 o o o o o o o o o o o o o o o o fil9 
o o o o o 1 -1 o o o o o o o o o o o o o o 

fil10 
y~ o o o 00-1-11 o o o o o o o o o o o o o 
1o o o o o o o o o 1 -1 o o o o o o o o o o o fil¡¡ 

rl o o o o o o o o -1 o 1 o o o o o o o o o o fil12 

o o o o o o o o o o o 1 1 - 1 0-1 o o o o o fil13 
yb2 o o o o o o o o o o 0-1-1 1 1 0-11000 fil¡4 

yF o o o o o o o o o o o -1 o 0-1 1 o o 1 o o fil1s 
y12 o o o o o o o o o o 0-1-1-2-2 o 1 o o 1 1 

fil16 
yj2 fil11 

fil1s 

fil¡9 

filzo 

filz1 (S.16 

Ahora bien, una vez que se cuenta con los coeficientes de los polinomios Y¡ (z ), i E F12. la 

determinación del polinomio Y(z ) se realiza según 

Y (z) = [ Y1 (z) S1 (z) + Y2 (z) Sz (z) + Y3 (z) S3 (z) + Y4 (z) S4 (z ) + 
Y6 (z) S6 (z) + Y12 (z) S12 (z) J Mod (z u - 1) (S.17 
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en donde los polinomios S¡ (z ), i E F12 son tales que S; (z) Moci Q¡ (z) = o;¡, i,j E F12. Estos 
polinomios se encuentran a partir del algoritmo de Euclides para polinomios y para este caso se tiene 
que 

S¡ (z) = ( 1 - z + z2 
- z3 + z4 

- z5 + z6 
- z7 + z8 

- :.
9 + z10 

- z11 
)112 

S2 {z) = ( 1 + z + z2 
+ z3 + z4 

+ z5 + z6 
+ z7 

+ z8 + z9 
+ z10 + z11 )112 

S3 (z ) = ( 2 - z - z2 + 2 z3 
- z 4 

- z5 + 2 ·:6 - z 7 
- z8 + 2 z9 

- z 10 
- z 11 

)/ 12 

S.i(z)= (2- 2z2 + 2z4
- 2z6 + 2z8

- 2z 10 )112 

S6 (z) = ( 2 + z - z2 
- 2 z3 

- z 4 + z5 + 2 z6 + z 7 
- z8 

- 2 z9 
- z !O + z 11 )112 

S12{z) = (4 + 2z2
- 2z4

- 4z6 - 2z8 + 2z10 )112 (5.11· 

Por lo que entonces, al resolver la ecuación 5.17 en términos de los polinomios Y; (z) y S; (z) y 

depués de pasar la constante 1112, que nparece en los polinomios S¡ (z ), a In matriz C (por esta razón. 

en 5.15 lns entradas Cj de In matriz e aparece el factor 116), se tiene que Jos coeficientes del polinomio 

Y (z ) estarán dados en base al siguiente producto matricial 

Yo yó 
1 1 2-1 2 o 2 1 4 o 2 o , 

Y1 Yo 
Y2 

1 -1 - l 2 o 2 1 2 o 4 o 2 io l 1-1-1-2 0-1 1 2 o 4 o 
YJ 1 -1 2-1 0-2-2-1 o 2 o 4 rl 
Y4 1 1 - 1 2 2 0-1-2-2 o 2 o Yo 
Ys 1-1-1-1 o 2 1 - 1 0-2 o 2 r: 
Y6 1 1 2-1-2 o 2 l -4 0-2 o to 
y, 1 -1 -1 2 0-2 1 2 0-4 0-2 ti 
Ys 

l 1 - 1 -1 2 o - l 1 -2 0-4 o yó2 l -1 2-1 o 2-2-1 0-2 0-4 
Y9 l 1 -1 2 -2 0-1-2 2 0-2 o yl2 
Y10 1-1-1-1 0-2 1 - 1 o 2 0-2 yF 
Y11 y~2 (S.191 

Finalmente, la ecuación anterior junto con la ecuación 5.4 determinarán las entradas del vector 

transformado Z. 
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6. ALGORITMOS OPTIMOS PARA EL CALCULO DE TFD's 
PEQUEÑAS 

En este capítulo se presentarán los algoritmos óptimos ya existentes para el cálculo de 
transformadas pequeñas [3]. El algoritmo que se presenta en este capítulo para el cálculo de la 
transformada de orden 13 fue uno de los resultados obtenidos en este trabajo. 

Algoritmo para la transformada de orden 2; ¡1 = 2n12 

ma = 1 ( zo + z1) m t = 1 (za - z1 ) 

Za= mo Z1 = mi 

Algoritmo para la transformada de orden 3; I' = 2n13 

11 = Zl + Z2 

mo = 1 (zo + 11) mt = (Co5p - 1) 11 m2 = i Sen11 (z2 - z1) 

5t=mo+m1 

Zo = ma Z1 = 51 + m2 Z2 = 51 - 1112 

Algoritmo para la transformada de orden 4; I' = 2n14 

11 = ZO + Z2 12 = Zl + Z3 

ma = 1 ( 11 + 12) m 1 = 1 ( 11 - 12) m2 = 1 ( zo - z2) m3 = i ( z3 - zt) 

Zo = mo Zt = m2 + m3 Z2 = m1 Z3 = m2 - m3 

Algoritmo para la transformada de orden 5; I' = 2 n 15 

11 = Zl + Z4 12 = Z3 + Z2 13 = Zl - Z4 14 = Z3 - Z2 IS = 11 + 12 

mo = 1 (za+ is) 1 
ml = [ 2 (Ca5¡t + Cos2¡1) - 1] 15 

1 
m2 = 2 (Cos¡1 - Cos2¡1) (11 - 12) m3 = - i Senp (13 + 14) 

Página 6-1 



Capl!uloseis 

m4 = - i (Sen11 + Sen2¡1) 14 ms = i (Se11¡1 - Scn2p) 13 

Sl = mo + m¡ S2 =SI+ m2 S3 = 1113 - 1114 S4 =SI - m2 S5 = /113 + /115 

Zo = mo Z1 = s2 + s3 Zz = s4 + ms iJ = s4 - ss Z4 = s2 - s3 

Algoritmo para la transformada de orden 7; /1 = 2n:17 

11 = Zl + Z6 12 = Z2 + Z5 13 = Z3 + Z4 14 = 1! + 12 + 14 

15 = ZI - Z6 16 = Z2 - Z5 17 = Z4 - Z3 

1110 = 1 ( zo + 14 ) 

1 
1111 = [ 3 ( Cosµ + Cos2µ + Cos3¡1 ) - 1 J 14 

1 
1112 = 3 (2Cos¡1 - Cos2p - Cos3p) (11 - 13) 

1 
1113 = 3 ( Cos/I - 2Cos2¡1 + Cos3µ ) (13 - 12) 

1 
m4 = 3 ( Cos¡1 + Cos2/I - 2Cos3p ) (12 - 11) 

ms = -i t (Senµ +Sen2µ -Se113p ) (1s+t6+ 17) 

m? = it (Se11¡1 - 2Sen2µ - Sen3¡,) (16- n) ms = i t (Sen¡¡ + Sen 2¡i + 2Sen3µ) (1s - 16) 

s¡ = 1110 +mi s2 = s¡ + m2 + m3 s3 = s¡ - m2 - m4 s4 = s¡ - 1113 + m.¡ 

ss = ms + m6 + m1 s6 = ms - m6 - ms s1 = ms - m1 + ms 

Algoritmo para la transformada de orden 8; /1 = 2n:18 

ti = zo + z4 12 = z2 + Z6 t3 = z¡ + zs 14 = z¡ - z5 

15 = Z3 + Z7 16 = Z3 - Z? 17 = t¡ + 12 IS = /3 + IS 

mo=l(t1+1s) m1=l(11-1s) m2=l(t1-12) m3=l(zo-z4) 

Página 6-2 



Capflulo seis 

m4 = Cos1• (14 - 16) ms = i (ts - 13) 1116 = i ( Z6 - z2) nn = - i Sen11 (14 + 16) 

Sl = lll3 + m4 S2 = mJ - 1114 SJ = 1116 + tn7 S4 = 1116 - 1117 

Za = mo Zt = 5¡ + 53 Z2 = 1112 + m4 2.1 = s2 - 54 

Z4 = m1 Zs = 52 + 54 Z6 = m2 - ms f¡ = 5¡ - s3 

Algorilmo para la lransformada de orden 9; 1• = 2 :r 19 

/¡ = ZI + ZS 12 = Z2 + Z7 13 = Z3 + Z6 (4 = Z4 + ZS 15 = /¡ + 12 + /4 

16 = Zl - ZS t7 = Z7 - Z2 18 = Z3 - Z6 19 = Z4 - ZS 110 = 16 + 17 + 19 

mo = 1 ( zo + 13 + ts ) 
3 

1111 = 213 
1 

m1=-21s 

1 
m3 = 3 (2Cos¡i - Cos2µ - Cos4¡1) (n - 12) 

1 
1114 = 3 ( Cosp + Cos2¡1 - 2Cos4µ ) (12 - 14 / 

1 
ms = 3 (Cos¡i - 2Cos2µ + Cos4¡•) (14 - t¡) m6 = - i Sen311 t10 m7 = - i Sen3¡1 Is 

ms = i Sen11 (11 - 16) m9 = i Sen411 (11 - t9) m10 = i Sen2¡1 (t6 - 19) 

SI= mo + m2 + m2 s2 = s¡ - 1111 s3 = s1 + m2 s4 = s2 + 1113 + m4 ss = s2 - m4 + ms 

S6 = s2 - m3 - ms s7 = nn + ms + 1119 ss = nn - m9 + 11110 59 = m1 - ms - m10 

Zo = mo Z1 = s4 + s1 Zz = ss - ss 2J = s3 + m6 Z4 = s6 + s9 

Zs = S6 - s9 Z6 = s3 - m6 f¡ = ss + ss Zs = s4 - s1 

Algoritmo para la transformada de orden 13;11 = 2 :r/13 

/¡ = ZJ + Z9 + Z3 12 = Z7 + Zll + Z8 /3 = ZIO + Zl2 + Z4 /4 = ZS + Z6 + Z2 

Is = Zl + z12 16 = Z7 + Z6 17 = Z!O + Z3 ts = zs + zs 

19 = Z9 + Z4 /!Q = Zll + Z2 111 = Zl - Zl2 112 = Z7 - Z6 
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113=ZIO-Z3 114=Z5-Z8 t1s=z9-z4 1!6=Zll-Z2 

111 = 11 + 12 + 13 + 14 11s = n + 110 119 = 15 + 1s - 11s 120 = t6 + 19 - 11s 

121 = f¡ - 13 122 = 12 - 14 123 = 110 - 17 124 = 15 - 18 + 123 

125 = 16 - 19 - 123 126 = 111 - 115 127 = 112 - 116 128 = 113 + 115 129 = 1¡4 + 116 

mi= [i (CosJI + Cos2J1 + Cos3¡1 + Cos4¡1 + Cos5J1 + Cos6JI) - 1] 117 

1 
m2 = 6 (CoSJI - Cos2p + Cos3¡1 + Cos4¡1 - Cos5¡1 - Cos6J1) (11+12- 13- 14) 

1 
m3 = 6 ( Cos¡1 - Cos411 + Cos5 ¡1 - Cos6 !' ) 119 

1 
m4 = 6 (Cos2µ + Cos3" - Cos411 - Cos6") 120 

1 
ms= Ó (Cos¡1 - Cos2¡' - Cos3J1 + Cos5JI) (120- 119) 

. 1 s m6= 16(- en¡1 - Se113µ + Sen4JI) 121 

nn = i i ( -Sen2 ,, - Sen5 µ - Se116 ¡1 ) 122 

ms=ii(-Sen¡,-Sen2µ-Sen3µ+Se114J1-SenSµ-Se116¡') (121+t22) 

1 
mg = 6 ( COSJI - Cos4 µ - Cos5 JI + Cos6 ¡1) 124 

1 
m10 = 6 ( Cos2 µ - Cos3 ¡1 + Cos411 - Cos6 JI ) 125 

mu= i (Cosµ + Cos2µ - Cos3JI - CosSµ) (121+122) 
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. 1 s m12 = 1 ¡¡< - e11¡1 + s,•113 ¡1) 126 

. 1 s mn = i 6 ( - en211 + Sen611) 121 

m 14 = i-?; ( - Sen31• - Sen411 ) 12S 

1 
11115 = 6 (Sen5µ - Sen611) 129 

. 1 2 ( ) m16 = '6( - Sen 11 + Sen5¡1) 121 + 129 

11111= i-f;( - Sc113¡1 - Scn4¡1 + Sen5¡1 - Se116¡1) (t2S + t29) 

. 1 s ( ) mis= '6( - c11¡1 - St!rr2¡t + Sc113¡i + Se116¡1) 126 + 121 

. 1 s ( ) 11119 = 16 ( - en¡1 - Se114 ¡1) 12ó + t28 

. l s ( ) mio= 1(;( - en¡1 + Se113p + Se115¡1 - Sen6¡i) 126 + 129 

m21 = yi-f; ( - Sen2µ - Se11311 - Sen4 µ + Sen611 ) (t27 + 128) 

si= mo +mi s2 =si+ m1 s3 = s1 - m2 s4 = 1113 - m4 

S9 = S3 - S4 S10 = m10 + 1113 Sll = S5 + s10 s12 = S6 - SJO 

Sl3 = S1 - SlO Sl4 = S8 - SJO Sl5 = S9 - SIO S16 = S9 + Sll 

s11 = s7 +su sis= m9 - m10 s19 = mu - m9 s20 = sis+ sis 

s21 = SJ9 + S19 s22 = Sl9 + S20 S23 = SIS + s21 524 = S19 - 518 
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S25 = m6 - 1117 S25 = S25 + S25 S26 = 1118 - 1116 - 1117 S26 = S26 + S26 

S27 = 11112 + 11113 - 11114 S2S = llll5 - 11117 S29 = 11114 + 11115 

S30 = S27 - llll6 s30 = S30 + s30 SJI = mis - S27 + S2S s3¡ = s3¡ + S31 

s32 = 11116 + 111¡9 - 11112 - 11115 s32 = s32 + s32 

s33 = m17 + 11120 + 11121 - s21 - s29 - s29 - m¡4 s33 = s33 + s33 

SJ.t = S30 + S30 S35 = S31 + S31 S36 = S32 + S32 S37 = S33 - S33 

za= 1110 

ZJO = s11-s25-s23+s30-s32 Z11 = s16-s26+s23-s35-s33 Z12 = s12-s25+s22-s34+S32 

Nota: Se hace la aclaración de que es posible optimizar aún más las sumas de salida para este 
algoritmo, lo cual no fue hecho por razones de tiempo. 

Algoritmo para la transformada de orden 16;µ = 2 n/16 

t¡ = ZQ + ZS 12 = Z4 + Z2 t3 = Z2 + ZlO t4 = Z2 - ZJO 15 = Z6 + Z14 

16 = Z6 - Z14 t7 = Zl + Z9 ts = ZI - Z9 t9 = z3 + Zll /JO = ZJ - Zll 

tu= zs + z13 112 = z5 - z13 113 = z1 + z15 t14 = z1 - z1s 

t15 = 11 + 12 116 = 13 + 15 117 = 115 + 116 118 = 17 + 111 

119 = t7 - 111 120 = 19 + 113 /21 = 19 - 113 122 = 118 + 120 

l'J.3 = IS+ /14 124 = IS - 114 t25 = /JO+ 112 126 = /JO - t12 

mo = 1 (t17 + 122) 1111 = 1 (t17 - 122) m2 = 1 (115 - 116) m3 = 1 (t1 - 12) 
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m4 = l (zo - zs) m5 = Co52¡1 (119 - 121) m6 = Cos?¡1 (t4 - 16) 

m7 = Cos3¡1 (124 + 126) ms = (Co5¡1 + Cos311) 124 m9 = (Co5311 - Co5¡1) 126 

m1o=i(120-11s) m11=i(1s-t3) m12=i(z12-z4) 

m13 = - i Sen?¡1 (t19 + 121) 11114 = - i Se112;1 (t4 + 16) mis= - i Sen311 (t23 + 125) 

11116 = i (Sen311 - Sen¡1) 123 m11 = - i (Sen11 + Se113¡1) 125 

s1 = m3 + ms s2 = m3 - ms s3 =mu+ 11113 s4 = m13 - mu ss = 1114 + m6 

S6 = 1114 - m6 s1 = 1113 - m7 ss = 1119 - 1111 s9 = ms + m7 s10 = ms - m1 

s¡¡ = m6 + 1118 s12 = 1116 - ms s13 = m12 + m¡4 s14 = m12 - 11114 sis= 111¡5 + 11116 

SJ6 = nl15 - 11117 517 = Sl3 + 515 SJS = 513 - 515 s¡9 = Sl4 + Sl6 520 = Sl4 - S16 

Zo = mo Z1 = s9 + 5J7 Zz = s1 + s3 Z3 = 512 - 520 

Zi = m2 +mio is= s11 + s19 Z6 = sz + s4 2? = s10 - n8 

Za = 1111 Z9 = s10 + sis Zw = s2 - s4 Zu = su - 519 

Z12= m2- 11110 Z13 =su+ s20 Z¡4 =si - s3 Z15 = s9- s17 
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7. ALGORITMOS DE ANIDAMIENTO Y FACTOR PRIMO 

Tres son las ideas fundamentales que dan lugar a los nuevos algoritmos rápidos para el dkulo de 
laTFD: 

A) La descomposición de una transformada unidimensional en términos de una transformada 
mullidimensional (algoritmo de Good ). 

B) La conversión de una TFD a una convolución cíclica. 
C) La implementación de convoluciones cíclicas de órdenes pequeños con un mínimo de 

multiplicacones. 

Retomando a la idea del algoritmo de Good (ver capítulo dos), dada una transformada cuyo orden 
N puede ser descompuesto en términos de mñs de dos factores primos relativos, es decir 

N =Ni· N2 · ... · N1, (N;, N¡) = 1, i-' j entonces es posible hallar matrices de permutación P,v y Q.v 
tales que 

¡7.1 

Ahora bien, en los capítulos tres y cuatro se ha visto que si cada factor N;, i = 1,2, ... ,L, es de la forma 

N; =¡}<con P primo mayor que 2, entonces cada matriz \VN, puede ser reescrita en términos de 1:i 

factorización se T, es decir para cada matriz WN¡ existen matrices S.v¡, CN; y TN¡ tales que 

(7.? 

Combinando esta última igualdad con el algoritmo de Good se tiene que 

La ecuación anterior constituye el algoritmo de anidamiento o de Good. Como puede apreciar;;e 
el cálculo de la transformada, mediante este algoritmo, requiere que para cada factor, en el producto 
tensorial, se realicen sumas de entrada, productos y sumas de salida. Sin embargo, es posible 
concentrar todas las sumas de entrada, productos y sumas de salida si se toma en cuenta la siguiente 
propiedad del producto tensorial 
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(7.J 

donde A,B,C y D son matrices de órdenes Mix N¡, N¡ x N2, M3x N3 y N3X N4, respectivamente. 

Combinando esta propiedad con el algoritmo de anidamiento se llega a la siguiente ecuación 

PN W N QN = ( SN1 0 SN2 0 · · · 0 SNL) ( CN1 0 CN2 0 · · · 0 CNL) (TN1 0 TNz 0 · · · 0 TNL) 
(7.5 

la cual constituye el algoritmo del factor primo o de Winograd. 
La diferencia fundamental entre el algoritmo del anidamiento y el del factor primo es que en este 

último todas las multiplicaciones se encuentran concentradas en la matriz diagonal 

(7.6 

y por tanto esta matriz puede ser precalculada, consiguiéndose con esto una mayor rapidez para el 
cálculo de la transformada. Sin embargo, existen dos desventajas de este algoritmo con respecto al 
de anidamiento, pues por una parte es necesario almacenar la diagonal de la matriz 

( CN1 0 CN2 0 · · · 0 CNL) lo cual representará un gasto extra de memoria y por otra parte, las 

multiplicaciones innecesarias en el algoritmo de anidamiento (multiplicaciones por 1 y por i, ver 
capítulo seis) deberán ser consideradas como necesarias en la matriz precalculada 

( CN1 0 CN2 0 · · · 0 CNL) y por consiguiente la diagonal de esta matriz puede llegar a ser muy 

grande. 
En el apéndice de este trabajo se encuentra un programa en Pascal, el cual es una implementación 

del algoritmo de anidamiento. Este programa, aunque no es tan rápido como lo sería una 
implementación del algoritmo del factor primo, sí es aproximadamente un 30 % más rápido que un 
programa basado en el algoritmo de CooleyTuckey y por otro lado no requiere de tanta memoria para 
su ejecución, además a este programa se le ha incluído una rutina para el cálculo de la transformada 
de orden 13, lo cual permite calcular transformadas cuyos órdenes son de la forma 

(7.7• 
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con 

Ni E {1.2,4,8,16} 

N2E {1,3,9} 

N3 E {1,5} 

N4E {1,7} 

NsE {1,13} 

Capítulo siete 

(7.8 

De esta manera se cuenta con una mayor variedad en el orden de las transformadas, desde una 
transformada de orden 1, hasta una transformada de orden 16· 9· 5· 7· 13 = 65520, exactamente 120 
tipos diferentes de órdenes de transformadas, lo cual representa una mayor variedad de órdenes de 
transformadas que lo que se consigue con el algoritmo de CooleyTuckey. 
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8. CONCLUSIONES 

Por lo general el desarrollo de un algoritmo más eficiente que otro, desde un punto de vista de 
rapidez, repercute de manera directa en una mayor complejid;iJ del algoritmo y por consiguiente en 
un programa con un mayor código. Por tanto, al comparar el programa basado el algoritmo de 
Coo/ey Tuckey del capítulo uno y el programa basado en el algoritmo de anidamiento del apéndice, 
no deberá sorprender sus enormes diferencias en cuanto a complejidad y tamaño, pues como ya se 
ha visto la herramienta matemática empleada para los nuevos algoritmos de anidamiento y factor 
primo, es mucho mayor a la empleada en el algoritmo de Coo/ey Tuckey. 

Ahora bien, se resumirá en tres puntos principales las ventajas de los algoritmos de anidamiento y 
factor primo sobre el algoritmo clásico de Cooley Tuckey 

-Mayor rapidez 
-Mayor variedad en el orden de las transformadas 
-Mayor precisión 

8.1. Mayor rapidez 

Con respecto a la ganancia en rapidez de estos nuevos algoritmos sobre el algoritmo clásico de 
Coo/ey Tuckey, se han realizado corridas en una PS - 60 del programa basado en el algoritmo de 
anidamiento y el programa basado en el algoritmo de Cooley Tuckey y se ha observado que el primero 
es aproximadamente un 30 % más rápido que el segundo (ver tabla 8.1). Además se estima que una 
vez implementado el algoritmo del factor primo su tiempo de ejecución será aproximadamente un 
40 % más rápido que en el caso del programa basado en el algoritmo de Coo/ey Tuckey. 

Orden de la TFD Cooley Tuckey Algoritmo de anidamiento 
256 0.66 
260 0.49 
504 0.77 
512 1.54 

1024 3.40 
1040 2.25 

2048 7.47 
2184 5.43 

Tabla 8.1 comparatil-a de los tiempos (en segundos) de ejecución para los algon'tmos de 
Cooley Tuckey y anidamiento. 
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8.2. Mayor variedad en el orden de las transformadas 

En cuanto a la variedad del orden de las transformadas puede decirse que tomando en cuenta el 
algoritmo óptimo para el cálculo de la transformada de orden 13, desarrollado en el presente trabajo, 
los nuevos algoritmos permiten calcular hasta 120 diferentes tipos de órdenes de transformadas, desde 
una transformada de orden 1 hasta una transformada de orden 16·9·5·7·13= 65520 

(aproximadamente 216), pasando por todos aquellos órdenes N de transformadas que se obtienen 
como 

con 

N¡ E {1,2,4,8,16} 

N2 E {l,3,9} 

N3E {1,5} 

N4E {1,7} 

Ns E {t,13} 

(8.l..l' 

(8.2.i 

En cambio, ya que el algoritmo de Cooley Tuckey requiere que el orden de Ja transformada sea una 
potencia de 2 entonces, aunque no haya límite para el orden de la transformada, el espaciamiento 
entre el orden de una transformada y el siguiente aumenta a medida que se va eligiendo un orden 
mayor. 

8.3. Mayor precisión 

La mayor precisión de los nuevos algoritmos de anidamiento y factor primo sobre el algoritmo 
clásico de Cooley Tuckey, se debe a que estos nuevos algoritmos requieren menos operaciones de 
punto flotante, con lo cual se logra una menor pérdida de precisión, al calcular las transformadas, 
pues aunque los nuevos algoritmos requieren aproximadamente el mismo número de adiciones que 
el algoritmo de Cooley Tuckey, no sucede así con las multiplicaciones, en donde para transformadas 
de órdenes grandes se logra un ahorro de más de la mitad de las multiplicaciones. 

Por ejemplo, para calcular una transformada de orden 512 empleando el algoritmo de 
Cooley Tuckey se requieren de 

(
512 512 ) 7172 = 4 -zLogz-¡- + 1 mulliplicaciones reales 

(8.).1 
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Por otro lado, para calcular una transformada de orden 520 = 8· 5 · 13 empleando el algoritmo de 
anidamiento es necesario realizar 

65 = s. 13 
104=8·13 
40 = 8·5 

tramformadas de orden 8 
tnmsfomzadas de orden 5 

1r,1nsfomzadas de orden 13 (3..U 

y dado que una transformada de orden 8 requiere de 4 multiplicaciones reales (es decir, 2 

semicomplejas, si se recuerda que las entradas de la matriz C son puramente reales o imaginarias), 
una de orden 5 requiere de 10 multiplicaciones reales y una de orden 13 requiere de 42 
multiplicaciones reales, entonces el número total de multiplicaciones necesarias para calcular una 
transformada de orden 520 es 

2980 = 65 · 4 + 104 · 10 + 40 · 42 multiplicacio11es reales (8.l.J 

lo cual implica un ahorro de aproximadamente un 60 % de las multiplicaciones sobre el algoritmo de 
Cooley Tuckey. 

Como segundo ejemplo, considérese la función F(I) =SS en (21 )+ 2Cos (1) H +i (7Cos (51)+2), 

para la cual se han calculado TFD's (tabla 8.2) de órdenes 16, 16 y 13 empicando los algoritmos de 
Cooley Tuckey y de anidamiento. Como puede apreciarse en la siguiente tabla, con el algoritmo de 
anidamiento se logra una mayor precisión. 

Zk 

4 
s 

JO 
JI 
12 
13 
14 

IS 

Cooley Tuckey Anidamiento Anidamiento 
DFf orden 16 DFf orden 16 DFf orden 13 

Rc(Zk) Im(Zk) Re(Zk) Im(Zk J Re(Zk) 

4.00-.mxx:o:xl 2.~ 4 ,()XúX()j:X) 2.(1'.)J.X((f'.}YJ 4.~ 

1.000CI. 'OOOOXI ·O.OCO.."OXV:OO t.C((J((JOOX(J ·O.CIXXfXO:flJ 1.00COO'.XXXlO 
·O.OOOCOOOOCOO ·2.5(.((0:0X()I) ·O.~ ·2.50COO)JQOO .o.OC(OO')OOC() 
·O.OO:XX:OOOOOO ·O.Cl'.XXXJ(()))Jt ·O.OCOOY..«ro .o.oocoocoo:xi .O.OOOCDOOCOO 
O.OOOCQJOOOOO .Q.(X:fffflXXXXJ O.OOCf'~ .o.oocoocoo:xi ·O.OC'OOX«OO 
·O.OOOCOOOOOOO 3.SOCOOXWXJ .o.ocoooooooo 3.SOOX«XJOO .o. ro:xxxx.ooo 
o.ooocooooooo ·0.00C(K(.((001 0.Cl();)(>X<)OO'. .o. C«XXX:IXXJJ .o. OOX)X'(XXX) 

O.OOXlXJOOOOO ·O.CXYX«IXXXXJ O.OCO)Y..«ol ·O.OCXXXXXXJXJ 0.QOOC()O(XOO 
O.OOOCOOOOOOO O ():JQCD'X((() 1 O.OCOOXXXXXJ o. QOC()((()OC() o.rx= 
·0.00COO'.J()(XJ()! ·O.OCOXOXOO 1 ·0.00JCD':OOOO ·O.orxxxnXJOO 0.QOOC()O(XOO 
.o.ooocooooooo o .rx..«X:«XXXXJ o.m'XffX:XXXJ O.OOCO:<.xxXXJ o, QOOC()O(XOO 
O.OOOC()()'.)j()()Q 3.SOCOX.OXOO 0.(((l(Yj'.():X(J 3.SOOOCOXOO o. OOOCDOOCOO 
o .OCOO'.XICOOOO o.= O.fXX:XX<ffXlj O.OCWYffXXJ ! .QOOC()O(XOO 

·O.OOOCOOOOCOO .o.rx..o:OX<.001 O.OCif.OOXOO ·O.OOOCO:(.IX() 
-0.000COOOOCOO 2SOCiXfJX(j'j) ·0.fX.((0:00)1) 2.sooc<1:(.IX() 

0.9'n:lfli9999 -0.IX<XXOX«J 1 l.((OOOCOO)i) .Q.OOC((((I)()() 

Tabla 8.2 TFD 's de /a f1111ció11 F(t) = 5Scn(21 ) + 2Cos(t ) + 4 + i f7Cos(5t) + 2 \de 
órdenes 16, 16 y 13 empicando los algoritmos de Coo/cy Tucict;' y a11idamie1lro, 
donde Zj = F (Tj) con T = 2,;IN ,j = 0,1, ... ,1\'-1 yN =orden de la TFD. 

Im(Zk > 
2.0COXOOXIO 
0.()(((1')](()'.)(J 

·2.SOCOOXl(OO 
0.()'.X))X((O) 
.o. [((0000000 

3.5WXlOOOOO 
·0.[((0000000 
·0.[((0000000 
3.SOCOO)JQOO 
·0.[((0000000 

o .OOX'1JCOO'.Xl 
2.SOCOO)JQOO 

o. OOCOO'.XXXlO 
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(••···~·····•**••••••••·········••*******••·································) 
(. . ) 
(* IMPLrnB/ThCION DEL ALGORITm DE GOJD PARA EL CALCULO DE LA TFD •¡ 
(• •¡ 
( * Este pi-cgrarna obtiene 1 a transfonnada de F0urier discreta •) 
( • ( TFD l de una seña 1 cuyo orden sea de Ja f onna: •) 
(* *) 

(* N = Nl'N2'N3'N4'N5 •¡ 
(* donde: *) 
( • Nl t { 1. 2. 4. 8 .16 J •) 
(* N2 {1.3,9) *J 
(* N3 (1.5} *J 
(* N4 = (1,7} *) 
(* N5 {1.13) *) 
(* *) 
( * Esta versión corre adecuadamente en una compltadora PC-X'f •) 
(* siempre y cuando el on:len de Ja TFD no sea mayor a 5040. sin *) 
(* embargo es posible obtener TFD's de orden mayor en equi¡x.s *) 
(* de cómputo con mayor ca¡::-:icidad, simplemente mcdificarno el *) 
(* valor de Ja costante maxotf. *) 
(* *) 
( * Prcgramo: • ¡ 
(* •) 

(* Mat. Gerardo Vega H. Dpto. de Innovación y *) 
(* C'€sarrollo en Sistemas. *) 
(* D3SCA, UNAM. •) 
(* *) 
(******************'****************'***************************************) 
Program ArteFFT; 

uses 
l).')S; 

Const 
maxotfd = 5039; 
1 Mu! tipl icaciones para um. TFD de 
clf3 = -1.50000000000000000000; 
c2f3 0.86602540378443864677; 

{ maxirno orden de la TFD 
orden 3 } 

{ Multiplicaciones para una TFD de orden 5 ) 
clf5 -1.25000000000000000000; 
c2f5 0.55901699437494742410; 
c3f5 --0.95105651629515357211; 
c4f5 = -1.53884176858762670129; 
c5f5 0.36327126400268044294; 

16*9*7*5 ) 



< Multiplicaciones p;ira una 1TD de orden 16 ) 
r.lf16 ~ 0.70710678118654752440: 
c2f16 - 0.70'10678118654752440: 
c3f16 0.38268343236508977173: 
c4fl6 l.3065629t487637652786: 
r.5f16 : -0.54119610014619698440: 
c6f16 -o. 7071067 8118654752440: 
c7fl6 -0.7071067 8118654752440: 
c8fl6 -0.923879532511286~5613: 
c9f16 e 0.54119610014619698440: 
c10fl6 -1.306562ª6487637652785: 

Type 
vector = Array[O .. maxotfd,l .. 2] Of Real; 
indices = Array [0 .. maxotfdl Of Integer: 

Var 
x : vector: { sef'lal de entrada y de salida. 
tlr. t2r. t3t'. t4r. t5r. t6r. t7r. tBr. t9r, tl01·. { variables para las 
tllr.t12r.tl3r.t14r.t15r.tl6r,t17r.t18r.tl9r.t20r, { sWDas de entrada. 
t2lr. t22r. t23r. t24r. t25r. t26r. t27r. t28r. t29r, 
tli. t2i. t3i. t4i. t5i. t6i, t7i. t8i. t9i. tlOi, 
tlli,tl2i.tl3i.t14i.tl5i.tl6i,t17i,t18i,tl9i.t20i. 
t2li.t22i.t23i.t24i.t25i,t26i.t27i.t28i.t29i. 
mOr.mlr. m2r. m3r. m4r. m5r. m6r. m7r. mSr. m9r. variablt's para las 
m10r.mllr.m12r.m13r.m14r,ml5r.m16r.m17r.m18r.ml9r, multiplicaciones. 
m20r.m21r. 
mOi.mli, m2i. m3i. m4i, m5i. m6i, m7i, rn8i. m9i, 
m10i,mlli,ml2i,m13i .ml4i.ml5i,m16i,rnl7i,m18i.m19i, 
m20i.m2li. 
slr, s2r. s3r. s4r. s5r, s6r. s7r. sBr. s9r. slOr, variables p;ira las 
sllr,sl2r.sl3r,sl4r.s15r.sl6r,s17r,s18r,s19r.s20r, sumas de salida. 
s2lr,s22r.s23r,s24r.s25r.s26r,s27r,s2Br,s29r,s30r. 
s31r.s32r,s33r,s34r.s35r.s36r,s37r. 
sli. s2i. s3i, s4i. s5i. s6i. s7i. s8i. s9i. slOi, 
slli.sl2i.s13i,sl4i.s15i,sl6i.sl7i.sl8i,s19i.s20i. 
s21i.s22i.s23i,s24i.s25i,s26i.s27i.s28i,s29i,s30i, 
s31i,s32i,s33i,s34i.s35i.s36i.s37i 
iO. il. i2. i3, i4. i5, i6, i7, i8, i9. ilO. ill, 
i12. i13, j 14. i15, 
N, Nl, N2. N3. N4, NS. 
NMl, NM2, NM3, NM4. NM5. 
desp. otfd, i. j, jO 
pot 
hl. ml, sl, hundl, h2. m2. s2, hund2 

Real: 
índices para los 
reordena.mientas. 
orden de la TFD y 
sus factores. 
Integer; 
l.Dngint: 
Word: 



e•••••'••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••*) 
(. . ) 
(* Procedimiento que gener-a y reor-dena la sef'lal x de on:len N. *l 
(• El reonienarniento se realiza según una variante del teorema •¡ 
(* chino del residuo. •¡ 
( * • ) 
c···········································••w••·························••) 
Procedw-e Gen_Vector(Var x:vector; N:Integerl: 

v.:u· 
index 

t. coef 

irrlices: 

Real: 
il. i2. i3, i4. i5, j,k Integer: 

Begin 
j := O: 
k :=O: 
For i5 := 1 To NS Do 

Begin 
For i4 := 1 To N4 Do 

Begin 
For i3 := 1 To N3 Do 

Begin 
For i2 := 1 To N2 Do 

Eegin 
For il := 1 To Nl Do 

k 
Erd: 

k 
End; 

Begin 
If (k >= Nl Then k 
irrlex[kJ := j; 
j:=j+l; 
k := k + NMl 

End: 
k + NM2 

k + NM3 

k := k + NM4 
End: 

k :~ k + NM5 
End; 

coef := 2•Pi/N: 
For j := O To N - 1 Do 

Begin 

arreglo para el reordenamiento 
del vector x 

obtención del arreglo index 
según w1a variente de el 
teorema chino del residuo. 

k Mod N: 

NMl 

NM2 

NM3 

N / Nl 

N / N2 

N / N3 

N / N4 

N / NS 

NM4 

NM5 

genera y reordena la sef'lal de 
entrada. 

t = coef*j: 
x[ ndexUJ. l J 
x[ ndex[jJ .2) 

5*Sin(2*tl+2*Cos(t)+4: 
7*Cos(5*t)+2 

End 
End; 



(' 
(* 
(< 

PJ·ccedimiento que realiza N / 2 TFD's de orden 2 
*) 
*) . ) 

(•········································································••) 
PJ-·oc.;;dure n·amfonnada_de_on:lc'n_.2(Var x:vector: V01r desp: IntegerJ: 

Begin 
iO := O: 
For i := 1 To N Div 2 Do { realiza N / 2 TFD's de orden 2 

13egin 
il:=iO+l: 
tlr := x[iO,lJ; 
tli := x[i0.2]; 
x[iO.ll tlr + x[il.ll: 
X(i0,2) tli + X[il,2]: 
x{H,ll tlr - x[il,1]: 
x[il.2) tli - X[il,2]; 
iO := iO + 2 

En:i; 
desp 2 { desplasamiento para sig. TFD } 

Erd: 

(***************************************************************************) 
(. *) 

( • Procedimiento que rea 1 iza N / 3 TFD' s de orden 3 *) 
(* *) 
(*******************~*******************************************************} 

ProcedLU·e Transfomada_de_ orden_ 3 <Var x: vector; Var desp. NM: Integerl ; 
Begin 

otfd := 3*desp: 
jO := O: 
For i := 1 To N Div otfd Do { realiza N / 3 TFD's de orden 3 

Begin 
io := jO; 
Fer j := 1 To desp Do { realiza desp TFD's de orden 3 

Begin 
i1 := iO + desp; 
i2 := i1 + desp: 
tlr x[il.ll + x!i2,1J; sumas de entrada 
tli x!il.2] + x(i2.2J; 
mOr tlr + x[iO,lJ; multiplicaciones 
mOi tli + X{i0,2]; 
mlr clf3*tlr; 
mli clf3*tli: 
m2r c2f3*(x[il.2J - x[i2.2ll; 
m2i c2f3*(x[i2,ll - x[il.l)); 
slr mOr + mlr; { sumas de sal ida 
sli mOi + mli; 
x[iO,ll := mOr; 
x[i0.21 := mOi; 
xlil.l] := slr + m2r; 
x(il.2l := sli + m2i: 
x[i2,ll slr - rn2r; 
x[i2,2) sli - m2i: 
iO iO + 1 

En:i; 



_iO :- jO + otfd 
End: 

dt>Sp 
¡xit 
NM 

End: 

otfd; 
NM; 
(pot •¡:ot l Moo N 

sig. grupo de TFD's de Ord. 3 

desplasamiento p..'l.ra sig. TFD 

{ NM - ((N/N2l"O(N2Jl Mcd N 

Procedimiento que rea 1 i z,;i N / 4 TfD' s de orden 4 
. ) 
k) 

•) 

(***•·····································································••) 
Procedurt> 1'ransfonnada_de_on:len_4(Var x:vt>ctor; Var desp.NM:Integer); 

Begin 
iO : = O; 
For i : = 1 To N Di v 4 D::> { rea 1 iza N / 4 TFD' s de on:len 4 

Begin 
il iO + 1: 
i2 := il + l; 
i3 := i2 + l; 
tlr x[i0,1] + x[i2,1]: { sumas de entrada ) 
tli x[i0.2] + x[i2.2J: 
t2r X[il.l] + X[i3,l]; 
t2i X[il.2] + X[i3,2J; 
m2r x[iO.l] - x[i2.1J; { multiplicaciones ) 
rn2i x[i0.2] - x[i2,2); 
m3r x[il.2] - x[i3.2J; 
m3i x[i3.ll - x[il.1]: 
x[i0.1] := tlr + t2r; { sumas de salida 
X[iü,2] := tli + t2i: 
x[il.1) m2r + m3r: 
x[il.2] m2i + m3i; 
x[i2.1J tlr - t2r: 
x[i2. 2] tli - t2i; 
x[i3,1J m2r - m3r; 
x[i3.2] m2i - m3i: 
iO := iO + 4 

End; 
desp := 4: desplasamiento para sig. TFD ) 
pot NH; 
NM (pot •potl Mcd N { NH = ( (N/NlJ-~l(Nl)) Mcd N 

End; 

(***************************************************************************) 
(* •) 
(* Procedimiento que realiza N / 5 TFD's de orden 5 •) 
(* *) 
(***************************************************************************) 
Procedure Transformada_de_on:len_5(Var x:vector: Var desp.NM:Integerl: 

Begin 
otfd := 5*desp; 
jO :=O; 
For i := 1 To N Div otfd D::> { realiza N / 5 TFD's de orden 5 

Begin 
iO := jO; 



For j :Q 1 To desp Do { realiza desp TFD's de orden 5 
Begin 

il iO + desp; 
i2 := il + desp; 
i3 := i2 + desp; 
i4 := i3 + desp; 
tlr := x[il.11 + x[i4.ll: { sumas de entt·acta } 
tli := x[il.2] + x[i4.2J: 
t2r : = X [ i 2. 11 + :< [ i 3 .1] : 
t2i := x[i2.2J + x[i3,2]; 
t3r := :<[il.11 - x[i4.ll: 
t3i := X[il.2] - X[i4,2]; 
t4r := x[i3,1J - x[i2.ll: 
t4i := x[i3.2J - x[i2.2J: 
t5r := tlr + t2r: 
t5i := tli + t2i; 
mOr := x[iO,l] + t5r: { multiplicaciones } 
mOi := x[i0.2] + t5i; 
mlr := clf5*t5r: 
mli := clf5*t5i; 
m2r := c2f5*(tlr - t2rl: 
m2i := c2f5*(tli - t2il: 
m3r := -c3f5*(t3i + t4il: 
m3i := c3f5*(t3r + t4r): 
m4r := -c4f5*t4i 
m4i := c4f5*t4r 
m5r := -c5f5*t3i 
m5i := c5f5*t3r 
slr : = mOr + mlr { sumas de sal ida 
sli := mOi + mli 
s2r := slr + m2r 
s2i := sli + m2i 
s3r := m3r - m4r 
s3i := m3i - m4i 
s4r := slr - m2r 
s4i := sli - m2i 
s5r := m3r + m5r 
s5i := m3i + rn5i 
x[iO.ll := rnOr; 
x[i0.2] := rnOi: 
x[il.ll := s2r + s3r: 
x[il.2] := s2i + s3i: 
~:[.i<!.ll := s4r + s5r: 
x[i2,2J := s4i + s5i: 
x[i3.ll := s4r - s5r: 
x[i3,2l := s4i - s5i: 
X[i4.ll := s2r - s3r: 
x[i4.2l := s2i - s3i: 
iO := iO + 1 

Errl: 
jO := jO + otfd sig. grupo de TF'D's de Ord. 5 

Erd: 
desp := otfd; desplasamiento para sig. TFD 
pot := NM: 
pot := Cpot*potl Mod N: 
NM (pot *pot l Mod N { NM = ( (N/N3J "0(N3J J Mod N 

End; 



slr mOr +· mlr; 
sli mOi + mli; 
s:!r "" s1r + m2r + m3r; 
s2i ~ sl1 + m~1 i m31; 
5Jr ~ ~lr m21~ :n'~~-: 

s3i t:1 i - m·~1 - IDL11: 
s4r sl.r- -- m3r- -l- i:'.4r·; 
::;4i sl i rr.:'·i + m41: 
sS:r- mSr ~ mr::,1· +- :n71-: 
s5i ·- m5i 
sfü· m5r 
s6i r:1Si 
s7r - m5r 
s7i m5i 
x[iO .11 
x[iO. ::;¡ 
X [ i l. 11 
X[ il. 21 
X[ i2. l] 
x[i2. 21 
x[13. ll 

+ rr.6i ...- m71: 
- m6l- - m8r; 

m6i rrDi: 
- m7r + m8r; 
- m7i + mBi; 
mOr: 
rnüi: 
~.::~r + s5r: 
s2i + s5i; 
s3r + é'6r: 
s31 + s6i: 
s4r - s7r: 
s4i - s7i: :.;{ i3. 2] 

X{ :4.1] 
X[ i4. 2] 
X[ iS. 11 

'"' st1u- + ;37r : 
;: . .:.~i + 3/i; 

X[ i5, :::: 
x[i6.1] 
x[ i6. 21 

s3i - s6i: 
s2r - s5r: 
s2i - s5i; 

iO := iO + 1 
End: 

jQ : = jO + otfc1 
Errl; 

desp 
p::>t 
p:it 
pot: 
NM 

Dr.!: 

otfd: 
N!-1; 
( p::>t *pot) 
(¡:.<:•l'NMl 
( p::t .. ~-<)t) 

Mcd N: 
Mcd N; 
Mcd N 

{ S..llllas de salida 

sig. gn1pc> de TFD's de Ord. 7 

desplasamier.~o para sig. TFD 

{ NM ((tl/N4)"0(N4J) Mcd N 

(***~··············~·······•***********k************************4*~*********) 

(. . ) 
(* Procedimiento que realiza N / 8 TFLJ's de or.:len 8 •) 
(. *) 
(******•*********4***************••t•••·······~·······*•*•*k*kk*~***********) 

Procedure Tran.sfo:nna.da_de_orden_8(Vai· x:vectvr; Var desp,NM:Ir.tege:rJ; 
Begin 

jQ := Ü; 
For i 1foNDiv8 D:> { rea!iz,;1 N / 8 TFD's de orden 8 

&-qin 
i1 iü + l; 
i~ il + , . . , 
i3 i2 + 1; 
i4 i] + 1: 
i5 i4 + 1; 
i6 := i'S + l; 
i7 i6 + 1; 



tlr :- x(iO.ll + x(i4,ll 
tli ,- x[i0.2J + x[i4,2J 
t:r :ª x(i2,1J + x[í6,ll 
Ui :- >:[i2.2J + x[i6.2J 
t3r := :<fi1.ll + x[i5.1] 
t3i := x(il.2] + X(J5.2J 
t4r := x(il.ll - x[15,ll: 
t4i := x[il.2! - x[i5,2J: 
t5r := X(i3.1J + X[i7,1J; 
t5i := :<[i3.2] + x[i7,2J; 
t6r := x[i3.1] - x[i7.11: 
t6i := x[i3.2J - x[i7.2J: 
t7r := tlr + t2r 
t7i := tli + t2i 
t8r := t3r + t5r 
t8i := t3i + t5i 
m2r := tlr - t2r 
m2i := tli - t2i 
m3r := X[i0.1] - X[i4,1J: 
m3i := x!i0,2! - x(i4.2J: 
m4r := clf8•(t4r - t6r): 
m4i := clf8'(t4i - t6il: 
m5r := t3i - t5i: 
m5i : = t5r - t3i-: 
m6r := x(i2.2l - x[i6,2l: 
m6i := x[i6.1] - x[i2,1l: 
m7r := -c2f8*(t4i + t6il: 
m7i := c2f8'(t4r + t6r\: 
slr := m3r + m4r: 
sli := m3i + m4i: 
s2r := m3r - m4r: 
s2i := m3i - m4i: 
s3r := m6r + m7r; 
s3i := m6i + m7i; 
s4r := m6r - m7r: 
s4i := m6i - m7i: 
x[iO,ll := t7r + t8r: 
X[i0,2] := t7i + t8i; 
x[il,ll := slr + s3r: 
x[il.21 := sli + s3i: 
x[i2,ll := m2r + m5r: 
x[i2.2l := m2i + m5i: 
x[i3,ll := s2r - s4r: 
xti3,2J := s2i - s4i; 
x[i4,ll := t7r - t8r: 
x[i4,2J := t7i - t8i: 
x[i5,ll := s2r + s4r: 
x[i5,2J := s2i + s4i: 
x[i6,1J := m2r - mSr: 
x[i6,2J := m2i - nfü: 
:<(i7.1J := slr - s3r: 
x[i7,2J := sli - s3i: 
iO ·= iO + 8 

End; 

( sumas de entrada } 

{ multiplicaciones } 

{ swnas de salida 



(. 

( * 
(' 

desp 
¡:.:.t 
p....,t 
NH 

End; 

8; 
NM: 
( p:>t *p:-tl Mcd N; 
(p)t*p:-tl Mcd N { NM ((N/Nll.0(Nlll Mcd N 

Procedimientc que reali:::.a N / 9 TFD's de orden 9 
. ) . ) . ) 

(•••·······························~······~··········~····················*•) 
Procedure TH1rt3fonnada_::!e_ordt'n_9 (Var x:vector; Var desp,NM:Integer); 

Begin 
otfd := 9*rlesp; 
jO := O: 
For i := 1 To N Div otfd Do 

Begin 
{ realiza N / 9 TFD's de orden 9 

iü := jO; 
For j := 1 To d~p Do { reali:::.a desp TFD's de orden 9 

Begin 
il 
i2 
i3 
i4 
i5 
i6 
i7 
i8 
tlr 
tli 
t:X 

:= 

t2i 
t3r 
t3i 
t4r 
t4i 
t5r 
t5i 
t6r 
t6i 
t7r 
t7i 
t8r 
t8i 
t9r 
t9i 
tlür 
tlOi 
mor 
müi 
mlr 
mli 
m2r 
m2i 
m3r 
m3i 
m4r 
m4i 

iO + desp; 
i1 + desp; 
i2 + desp; 
i3 + desp; 
i4 + desp; 
i5 + desp; 
i6 + desp; 
i7 + desp; 

:= x[il.ll + x[i8,ll; 
:= x[il,21 + x[i8.2]; 
:= x[i2.ll + x[i7,l]; 

x[i2.2) + x[i7,2]; 
:= x[i3.1J + x[i6.ll; 
:= x[i3,2] + x[i6.2]; 
:= x[i4.1] + x[i5,ll; 
:= x[i4.2] + xli5,2]: 
:= tlr + t2r + t4r; 
:= tli + t2i + t4i; 
:= x[il.ll - x[i8,l]; 
:= x[il.2] - x[i8.2]; 
:=x[i7,l] -x[i2.l]; 
:= x[i7.2] - x[i2.2]; 
:= x[i3.l] - x[i6.l]; 
:= x[i3,2J - x[i6,2J; 
:= x[i4.ll - x[i5,l]; 
:= x[i4,2l - x[i5,2]; 
:= t6r + t7r + t9r: 
:= t6i + t7i + t9i: 
:= x[iO.l] + t3r + t5r: 
:= x[iü.2] + t3i + t5i; 
:= clf9*t3r; 
:= clf9*t3i: 
:= c2f9*t5r: 
:= c2f9*t5i: 
:= c3f9*(tlr - t2rl: 

c3f9*(tli - t2il 
c4f9•(t2r - t4rl 
c4f9*(t2i - t4il 

( SUJDas de entrada ) 

( multiplicaciones l 



{********•*****'*************************************************'**********) 
(. . ) 
(* Procedimiento que realiza N / 13 TFD's de orden 13 •) 
(. » 
{*****••·····················································'•*************} 
Proc>ó'dure Tt·ansfcnnada_de_orden_l3(Va.r x: vech,r; Var desp. NM: Integerl: 

&>gin 
otfd := 13*ctesp: 
jO := O: 
For i := 1 To N Div otfd Do 

&gin 
realiza N / 13 TFD's de orden 13 

iO := jO; 
For j := 1 To desp Co realiza desp TFD's de orden 13 

Eegin 
il 
i2 
i3 
i4 
i5 
i6 
i7 
i8 
i9 
ilO 
ill 
i12 
tlr 
tli 
t2r 
t2i 
t3r 
t3i 
t4r 
t4i 
t5r 
t5i 
t6r 
t6i 
t7r 
t7i 
t8r 
t8i 
t9r 
t9i 
tlOr 
tlOi 
tllr 
tlli 
t12r 
t12i 
t13r 
t13i 
t14r 
t14i 
t15r 
t15i 

iO + desp: 
il + desp: 
i2 + desp: 
i3 + desp: 
i4 + desp: 
i5 + desp: 
i6 + desp; 
i7 + desp: 
i8 + desp: 
i9 + desp: 
ilO + desp; 
ill + desp; 

:= x[il.1] + x[i9,ll + x[i3.l]; 
:= x(il.2] + x[i9,21 + xfi3.2J; 
:= x[i7.1J + x[ill,ll + x[i8,1J; 
:= x[i7.2] + x[ill.2] + xfi8.2J; 
:= x[ilO.lJ + x[i12.1J + x[i4,ll: 
:= x[il0.2] + xfil2,2J + x[i4,2J: 
:= x[i5,1J + x[i6,ll + x[i2.1J: 
:= x[i5.2J + x[i6.2J + x[i2.2J: 
:= x[il.1] + x[i12,ll: 
:= x[il,2] + x[i12.2J; 
:= x[i7, ll + x[i6.1J; 
:= x(i7.2] + x[i6,2]: 
:= x[ilO,ll + x[i3,lJ; 
:= x(i10,2J + x(i3.2J: 
:= x[i5.1J + x[i8,1J; 
:= x[i5.2J + x[i8,2J: 
:= x[i9,1J + x[i4,1J: 
:= x[i9.2J + x[i4,2J: 
:= x[ill.ll + x(i2.1]: 
:= x[ill.2] + x[i2,2J: 
:= x[il.11 - x[il2,ll: 
:= x(il.2] - x[i12.2l: 
:= x(i7.1J - x[i6,1J: 
:= x(i7,2J - x[i6,2J: 
:= x[ilO,ll - x[i3,ll; 
:= x[il0.2] - x[i3.2J: 
:= x[i5.1J - x[i8.ll: 
:= x[i5.2J - x[i8.2]; 
:= x[i9.1J - x[i4,l]; 
:= x[i9,2J - x[i4,2J; 

( sumas de entrada ) 



t16r 
t16i 
t.17r 
tl7i 
tl8r 
t18i 
t.19r 
t19i 
t20r 
t20i 
t2lr 
t2li 
t22r 
t22i 
t23r 
t23i 
t24r 
t24i 
t25r 
t25i 
t26r 
t26i 
t27r 
t27i 
t28r 
t28i 
t29r 
t29i 
mOr 
müi 
mlr 
rol i 
ID2r 
m2i 
ID3r 
m3i 
m4r 
m4i 
m5r 
m5i 
m6r 
m6i 
m7r 
m7i 
mSr 
m8i 
m9r 
m9i 
mlür 
mlüi 
mllr 
mlli 
m12r 
ml2i 
ml3r 
ml3i 

:- X(ill,lJ - X(i2.1J; 
:~ x[ill,2] - x[i2.2J: 
:- tlr + t2r + t3r + t4r: 
:= tli + t.21 + t3í + t4i: 
:= t7r + tlOr: 
:• t7í + tlOi: 
:= t5r + ter - tlBr: 
:= t5i + t8i - t18i; 
:= t6r + t9r - tlBr: 

t6i t t9i - tl8i; 
tlr - t3r: 

:= tli - t.3i: 
: = t2r - t4r: 
;= t2i - t4i; 
:= tlOr - t7r: 
:= tlOi - t7i; 
:= t5r - tBr + t23r; 
:= t5i - t8i + t23i; 
:= t6r - t9r - t23r: 
:= t6i - t9i - t23i; 
:= tllr - tl5r 
:= tlli - t15i 
: = t12r - tl6r 
:= tl2i - tl6i; 
:= tl3r + t15r: 
:= tl3i + t15i; 
:= tl4r + t16r: 
:= tl4i + tl6i: 
:= x[iO,lJ + tl7r: 
:= x[i0.2] + tl7i; 
:= clf13*tl7r: 
:= clf13*tl7i; 
:= c2fl3*(tlr+t3r-t2r-t4rJ; 
:= c2fl3*(tli+t3i-t2i-t4iJ; 
:= c3f13*tl9r; 
: = c3fl3*tl9i; 
:= c4f13•t20r: 
: = c4f13*t20i; 
:= c5fl3*(t20r-t19r); 
:= c5fl3*(t20i-tl9i); 
:= -c6fl3*t2li; 
:= c6fl3*t2lr; 
: = -c7f13•t22i; 
:= c7f13•t22r: 
:= -c8f13*(t21i + t22i); 
:= c8fl3*(t2lr + t22rJ; 
:= c9f13*t24r: 
: = c9fl3*t24i: 
:= cl0f13*t25r; 
: = cl0fl3* t25i; 
:= cllfl3*(t24r + t25r); 
:= cllfl3*(t24i + t25il: 
:= -c12fl3*t26i 
:= c12fl3*t26r 
:= -cl3f13*t27i 

c13fl3*t27r 

{ multiplicaciones l 



s2lr :• s19r + sl9r; 
s2li :• sl9i + sl91: 
s22r :- s19r + s20r: 
s22i :~ s19i + s20i: 
s231· : = sl8r • s21r: 
s23i :• s18i + s2li; 
s24r := sl9r - s18r: 
s24i := sl9i - slBi: 
s25r := m6r - m7r: 
s25i := m6i - m7i: 
s25r := s25r + s25r: 
s25i :& s25i + s25i; 
s26r := m8r - m6r - m7r: 
s26i := m8i - m6i - m7i; 
s26r := s26r + s26r; 
s26i := s26i + s26i: 
s27r := ml2r + m13r - ml4r: 
s27i := m12i + ml3i - ml4i: 
s28r := ml5r - ml7r; 
s28i := ml5i - ml7i: 
s29r := ml4r + m15r: 
s29i := ml4i + ml5i: 
s30r := s27r - ml6r; 
s30i := s27i - m16i: 
s31r : = -s27r + s28r + m18r; 
s31i := -s27i + s28i + ml8i: 
s32r := -m12r - m15r + m16r + ml9r; 
s32i := -ml2i - m15i + m16i + m19i: 
s33r := -s27r - s29r - s29r - m14r + m17r + rn20r + m2lr: 
s33i :- -s27i - s29i - s29i - m14i + m17i + m20i + m21i: 
s30r := s30r + s30r; 
s30i := s30i + s30i: 
s31r := s31r + s3lr; 
s31i ;= s31i + s3li: 
s32r := s32r + s32r: 
s32i := s32i + s32i: 
s33r := s33r + s33r: 
s33i := s33i + s33i; 
s34r : = s30r + s30r; 
s34i : = s30i + s30i: 
s35r := s31r + s31r: 
s35i := s3li ~ s3li: 
s36r := s32r + s32r: 
s36i := s32i + s32i: 
s37r := s33r + s33r: 
s37i := s33i + s33i; 
x[i0.11 := mür: 
x(i0.21 := müi: 
x[il.ll := sl2r + s25r + s22r + s34r + s32r: 
x[ il. 21 : = sl2i + s25i + s22i + s34i + s32i: 
x[i2,l] := s16r + s26r + s23r + s35r + s33r: 
x(i2.2l := sl6~ + s26i + s23i + s35i + s33i; 
x!i4,ll := s13r - s25r + s24r + s30r + s36r; 
x(i4,2l := sl3i - s25i + s24i + s30i + s36i: 
x[i8.ll := sl4r - s26r - s22r + s3lr + s37r; 
x(i8.2J := s14i - s26i - s22i + s3li + s37i: 



tlr :- x(iO. lJ + x[i8. ll: { sumas de entrada ) 
l1 i := X[i0.2J + ~:( iB. 2l; 
t2r := X [ i4. l J + x(i12.1J; 
t2i := >:[i4.2J + x[i12.2): 
l3r X( i2.1 J + x[ilO,lJ; 
t3i := X(l2.2J + x[il0.2J: 
t4r := x[i2.1J - x[ilO. lJ: 
t4i := :<( i2.2J - x[il0.21: 
t5r := x[i6.1J + x[i14.1J: 
t5i := x[i6.2J + x[il4.2): 
t6r := x[i6.1J - x[i14.ll: 
t6i := x[i6.2J - x[il4,2l; 
t7r := x(il.1) + x[i9.1J; 
t7i x[il.2] + x[i9,2J; 
t8r := x!il.lJ -x[i9.1J: 
t8i := x[il.2) - X[i9.2]: 
t9r := X(i3,1J + x[ill. ll: 
t9i := x[l3,2J + x[ill.21: 
tlür := x[i3.1J - x[ill.ll: 
tlOi := >:[i3.2] - x[ill,21: 
tllr := :<[i5.1J + 'il3, 1); 
tlli := X[i5.2) + .. é113.2); 
t12r := x[i5.1J - x[i13.l): 
t12i := x[iS.2) - x[il3.2J: 
t13r := X[i7.1) + X[i15,l); 
t1'3i := x[i7.2J + x[il5,2J: 
t14r := x[i7.1J - x[il5. ll: 
t14i := x[i7.2J - x[i15.2]; 
t15r := tlr + t2r 
t15i tli + t2i 
t16r t3r + t5r 
t16i t3:i + t5i; 
t17r := tl5r + t16r: 
t17i tl5i + t16i; 
t18r := t7r + tllr: 
tl8i t7i + tlli; 
t19r t7r - tllr: 
t19i t7i - tlli: 
t20r := t9r + t13r; 
t20i t9i + tl3i; 
t21r := t9r - t13r; 
t21i := t9i - t13i; 
t22r t18r + t20r: 
t22i := tlBi + t20i; 
t23r := t8r + t14r; 
t23i t8i + t14i: 
t24r := t8r - tl4r; 
t24i := t8i - tl4i; 
t25r := tlOr + t12r 
t25i tlüi + t12i 
t26r := t12r - tlOr 
t26i := t12i - tlOi 



X( i3. l] 
X( i3. 21 
X( i6.1J 
X[ i6. 2] 
X[ i 12.1] 
x(i12.2J 
x(i11.ll 
x(ill.21 
x[i9. l] 
x[i9. 21 
x[i5, 1J 
X(i5. 21 
x[ilO.ll 
x[il0.21 
x[i7. ll 
x[i7. 2] 
iO := iO 

End; 

sl7r + s25r - s23r - s30r + s32r: 
sl7i + s25i - s23i - s30i + s32i: 
s15r + s26r - s24r - s3lr + s33r; 
sl5i + s26i - s241 - s31i + s33i; 
sl2r - s25r + s22r - s34r - s32r; 
sl2i - s25i + s22i - s34i - s32i; 
sl6r - s26r + s23r - s35r - s33r: 
sl6i - s26i + s23i - s35i - s33i: 
sl3r + s25r + s24r - s30r - s36r: 
s13i + s25i + s24i - s30i - s36i: 
sl4r + s26r - s22r - s31r - s37r; 

:= sl4i + s26i - s22i - s3li - s37i; 
:= s17r - s25r - s23r + s30r - s32r; 
:= sl7i - s25i - s23i + s30i - s32i; 
:= sl5r - s26r - s24r + s31r - s33r; 
:= sl5i - s26i - s24i + s31i - s33i; 
+ 1 

jO := jO + otfd sig. grupo de TFD's de Ord. 13 
End: 

desp := otfd: desplasamiento para sig. TFD 
pot NM: 
pot (pot*pot) 
pot (pot*NMl 
pot (pot *pot) 
NM (pot*potl 

E:rl; 

Mod N: 
Mod N; 
Mod N; 
Mod N { NM ( (N/N5l ·0cNSJ l Mod N 

{*******************************************************I*******************) 
(. *) 

(* Procedimiento que realiza N / 16 TFD's de orden 16 *) 
(* *) 
(***************************************************************************) 
Procedure Transfonnada_de_orden_16(Var x:vector; Var desp.NM:Integer); 

Begin 
iO := O: 
For i 1 To N Div 16 I:b 

Begin 
il 
i2 
i3 
i4 
i5 
i6 
i7 
i8 
i9 
ilO 
ill 
il2 
i13 := 
i14 
i15 := 

iO + 1: 
il + l; 
i2 + l; 
i3 + l; 
i4 + l; 
i5 + 1: 
i6 + l; 
i7 + 1: 
i8 + 1: 
i9 + l; 
ilO + l; 
ill + l; 
il2 + 1; 
i13 + 1: 
i14 + l; 

( realiza N / 16 TFD's de orden 16 



m2r 
m:!i 
m3r 
m3i 
m4r 
rn4i 
m5r 
m5i 
m6r 
m6i 
m7r 
m7i 
mBr 
m8i 
m9r 
m9i 
mlOr 
mlOi 
mllr 
mlli 
m12r 
m12i 
m13r 
m13i 
m14r 
m14i 
m15r 
m15i 
m16r 
m16i 
m17r 
ml7i 
slr 
sli 
s2r 
s2i 
s3r 
s3i 
s4r 
s4i 
s5r 
s5i 
s6r 
s6i 
s7r 
s7i 
sBr 
s8i 
s9r 
s9i 
slOr 
slOi 
sllr 
slli 
s12r 
s12i 

:= tl5r - tl6r; 
:= t15i - t161: 

tlr - t2r: 
tli - t2i; 

:= x[iO.ll - x[i8,11; 
:= x[i0.2) - ~:[i8.2J: 
:= clf16*(t19r - t2lrl: 

clf16*(t19i - t2lil: 
:= c2f16*(t4r - t6rl: 

c2f16'(t4i - t6il; 
:= c3f16*(t24r + t26r); 
:= c3f16*(t24i + t26il: 
: = c4fl6*t24r; 
: = c4f16*t24i: 
:= c5f16*t26r: 
:= c5f16't26i: 
:= t18i - t20i; 
:= t20r - t18r: 
:= t3i - t5i; 
:= t5r - t3r: 
:= X[i4.2] - X[il2.2]; 
:= x[i12.ll - x[i4.1J: 
:= --c6f16• (t19i + t21il; 
:= c6f16' (t19r + t2lrl: 
:= --c7f16'(t4i + t6i); 
:= c7f16*(t4r + t6rl; 
:= --c8f16*(t23i + t25i); 
:= c8f16'(t23r + t25rl: 
: = --c9f16*t23i: 
:= c9f16*t23r; 
:= --c10f16*t25i: 
:= c10f16't25r; 
:= m3r + m5r: 
:= m3i + m5i: 
:= m3r - m5r: 
:= m3i - m5i: 
:= mllr + m13r: 
:~ mlli + m13i: 
:= m13r - mllr; 
: = ml 3i - mll i: 
:= m4r + m6r; 
:= m4i + m6i; 
:= m4r - m6r; 
:= m4i - m6i: 
:= mBr - m7r: 
:= m8i - m7i: 
:= m9r - m7r: 
:= m9i - m7i; 
:= s5r + s7r; 
:= s5i + s7i; 
:= s5r - s7r; 
:= s5i - s7i; 
:= s6r + s8r; 
:= s6i + s8i: 
:= s6r - sBr: 
:= s6i - s8i: 

! multiplicaciones ) 

{ sumas de salida ) 



s13r := m12r + m14r 
sl3i :ª m12i + m14i 
s14r :ª m12r - m14r 
s14i := ml2i - m14i: 
slSr := mlSr + m16r: 
slSi :~ mlSi + m16i: 
s16r := mlSr - ml7r: 
s16i := mlSi - m17i: 
s17r := s13r + slSr: 
s17i := sl3i + slS!; 
s18r := s13r - slSr: 
s18i := s13i - slSi: 
s19r := s14r + s16r: 
s19i := s14i + s16i; 
s20r := s14r - s16r; 
s20i s14i - s16i; 
x[iO.lJ := t17r + t22r: 
X[i0.2J := t17i + t22i; 
x[il.ll := s9r + s17r: 
x[il.2] := s9i + s17i; 
x[i2.1J := slr + s3r: 
x[i2.2J := sli + s3i: 
x[i3.1J := s12r - s20r: 
x[i3,2J := s12i - s20i: 
x[i4.ll := m2r + mlOr; 
x[i4.2l := m2i + mlOi; 
x[iS.ll := sllr + sl9r; 
x[i5.2J := slli + s19i: 
x [ i 6. 1] : = s2r + s4r: 
x[i6.2J := s2i + s4i: 
x[i7,l] := slOr - s18r: 
x[i7,2] := slOi - sl8i; 
x[i8,ll := t17r - t22r: 
x[i8,2l := t17i - t22i; 
x[i9,l] := slOr + s18r; 
x[i9,2J := slOi + s18i: 
x[ilO,l] := s2r - s4r; 
x[il0,21 := s2i - s4i: 
x[ill,l] := sllr - s19r: 
>:[ill.21 := slli - s19i: 
x[il2,l] := m2r - mlOr; 
x[il2,2l := m2i - mlOi; 
x[i13,1J := s12r + s20r: 
x[i13.2J := s12i + s20i; 
x[il4,1] := slr - s3r; 
x[i14.2J := sli - s3i: 
x[il5,l] := s9r - s17r; 
x[il5,2] := s9i - s17i; 
iO := iO + 16 

En:!: 
desp := 16: 
pot := NM: 
pot (pot•potl Mo:i N: 
pot (pot•potl Mod N: 
NM (pot•potl Mo:i N 

Errl; 

{ desplasamiento para sig. TFD } 

{ NM = ((N/N1)"0(Nlll Mcd N 



(••·······································································••) 
(* *) 
(* Proci:'dimiento que reali:::a el despliegue y el on:ienamiento de *) 
( • sa 1 ida de 1 vector x. Este ordenamiento se i-ea 1 i :::a según e 1 •) 
(* teorema chino del residuo. *) 
(. *) 

(**•·········································-····················*****'****) 
PJ·ocech.u-e Desp_ Vectc•r (Var :.:: vector: N: Integerl; 

Var 
index 
il.i::!.i3.i4.i5,j.f; 

irdices: 
U:>rg!nt; 

Begin 
j := O: 
k :=O: 
For i5 := 1 To N5 Do 

Begin 
For i4 := 1 To N4 Do 

Begin 

k 
Erd; 

For i3 := 1 To N3 Do 
Begin 

k 
Errl; 

For i2 := 1 To N2 Do 
Begin 

k 
Errl; 

For il := 1 To Nl Do 
Begin 

If (k >= N) Then k 
irdex[kJ j; 
j := j + l; 
k := k + NMl 

End; 
k k + NM2 

Errl; 
k + NM3 

k + NM4 

k + NM5 

For i := O To N - 1 Do 

obtención del arreglo index 
según el teorema chino del 
residuo 

k Mod N: 

NMl = C (N/Nl l '0<Nl l J Mod N 

{ NM2 ( (N/N2l '0(N2l) Mod N 

NM3 ( (N/N3) '0(N3)) Mod N ) 

NM4 = < <N/N4l -0cN4> J Mod N l 

NM5 = ( (N/N5l '0(N5l) Mod N ) 

Writeln(x [irdex[i J, l J/N: 20: 10. x[index[iJ. 2] /N: 20: 101 
End; 



ESTA TESIS rm O~BE 
( · · · · · · · ... " · · .. · .. · .. · · · · · · · · · · · · · · · .. · · · · · · · · .. · · S~iiR· · ilf" • ·tA · .. B1BUU1ECA • • • · · ·) 
(. 1 • ) 

( • Comir:;<.-:'1 pn:gr'il!l.:t p1·i nci p..1 l •) 
(. *) 
( .................. ,,, ••• "' ••• ' ••••••••• ' * •••• * ...................... * •••••• * •••• ** •• ) 
I3eq:in 

Writeln('Int1·ojuzca los factores Nl. N2. N3. N4 y NS que conforman el'); 
Wr:iteln( · orden de la trar.sfonnada de f·:•1.ll·ie1·: 'l: 
Writeln(' Nl=(l.2.4.8.16) N2=[1.3.9l N3=(1.5) N4=(1.7l NS=(l.13)'): 
Readln(Nl. N2. N3, N4, NS): { lectura de los factores de N 
If Not (Nl In [l.2,4.8.16)) Or { ¿ estan correctos los factores? 

Not (N2 In (l,3,9JJ Or 
Not (N3 In (1,5]) Or 
Not (N4 In 11. 7]) Or 
Not (NS In (l.13)) Then 
&gin 

Writeln('Error en los factores. ejecución finalizada'); 
Halt 

End: 
N := Nl*N2*N3*N4*N5: 
NMl N D:iv Nl; 
NM2 N Div N2; 
NM3 N Div N3: 
NM4 N Div N4; 
NM5 N D:iv NS; 
Gen Vector(x, Nl: 
desp := l; 
If Nl <> 1 Then 
Case Nl Of 

2 Transformada_de_on:ien_2 (:<. 
4 Transformada de orden 4 (x. 
8 Transformada-de-on:ien-8 (x. 
16 Transfonnada=de=onien=l6 (x. 

Eh:l; 
If N2 O 1 Then 
Case N2 Of 

N orden de la TFD. 
calculo de N/Nl. N/N2, N/N3. 
N/N4 y N/N5 que serán empleados 
en el reordenamiento de la sef'ial. 

genera y reon:iena el vector x. 
desplasamiento para la pr:im. TFD. 

desp): 
desp, NMl l; 
desp, NMl); 
desp, NMll 

3 Transformada de orde~ 3(x, desp. NM2); 
9 : Transformada=de=orden=9(:<. de-sp, NM2l 

End: 
If N3 = 5 Then Transfonnada_de_orden_S (x, desp. NM3); 
If N4 = 7 Theri Transfonnada_de_orden_7 (x, desp. NM4l; 
If N5 = 13 Then Transfonnada_de_orden_l3(x, desp, NM5) ; 
Desp_Vector(x, Nl { ordenamiento de salida y despliegue 

Erd. { de vector x. 
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