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PROLOGO 

La formación del matemático es .frecuentemente tan abstracta .que 

le impide el contacto con la gente que trabaja en otras ramas· de la ciencia y que 

necesita la colaboración de los matemáticos. Un reflejo de este hecho. es que las tesis 

profesionales, generalmente parten de un nivel bastante .abstracto y tienen como fina

lidad demostrar uno o más hechos aún más abstractos. 

Creemos que este aislamiento debe romperse. Es necesario tratar 

de ligarse con otros terrenos de la ciencia. Al mismo tiempo, hay que. tratar de. par

tir de problemas concretos y a partir de estos; desarrollar la teoría de fonna tal, que 

podamos apliearla a dichos problemas concretos. Al respecto, estamos. de acuerdo con 

Richard Courant cuando afirma que "Las teorías generales surgen de consideraciones 

sobre lo concreto y ellas carecen de sentido si no sirven pára. aclarar y ordenar preci

samente lo concreto. La. interacción entre generalidad y particularidad, deduceión y 

construcción, lógica e imaginación es la esencia profunda de las matemáticas vivas". 

Creemos también que !o concreto debe estar en la medida de lo posible, relacionando 

con la problemática local, con los problemas que se . plantean en .la práctica en este 

país. 



Este trabajo intenta recorrer este camino. Sin embargo, la misma 

formación del autor ha limitado el mismo trabajo e impedido lograr los objetivos 

deseados.· 

De acuerdo con esta concepción, en este trabajo, se pueden distin

guir dos estrncturas. La primera de ellas es la estructura general del trabajo. Se ha 

intentado partir de problemas concretos y llegar a la teoría de una manera natural, de· 

sarrollar esta y finalmente regresar a los problemas concretos. En el capítulo O se 

plantean, en términos de transformaciones lineales, ciertos problemas relacionados con 

ecuaciones diferenciales e integrales, en particular con ecuaciones diferenciales en la 

Física. Estos ~roblcmas motivan el estudio del Cálculo Operacional. En los siguientes 

capítulos se desarrolla la teoría para finalmente volver en el último capítulo a los pro

blemas del capítulo O. Ciertamente los problemas planteados en dicho· capitulo no son 

tan concretos como se hubiera deseado, pero al menos están relacionados eón problemas 

concretos. 

La segunda estructura es la del desarrollo de la teoría. Aquí tam

bién se ha procurado que los resultados. teóricos· aparezcan de una manera natural y 

que los temas tratados estén relacionados entre sí. Por ejemplo, el Cálculo ·Operacio· 

nal es tratado prirnerci en el i;aso finito y después en el caso general. Se ha tratado 

de ir de lo particular a lo general para luego regresar a casos· particulares. 

En el último capítulo se menciona que las soluciones de las ecua

ciones diferenciales obtenidas por medio del Cálculo OperaCional coinciden con las que 

se obtienen por medio del método de separación de variables. Esta coincidencia no es 

accidental. De hecho el método de separación de variables pu~de ser justificado y ge

neralizado con base en · 1as técnicas desarrolladas en .el presente trabajó. Lamentablemen· 

te, debido a una serie de limitaciones de distinta índole, no fue posible desarrollar. dicho 

tema en .este trabajo. Sin embargo, podemos citar que B. Friédman [4] ind.ica el cami· 

no a seguir para su desarrollo. 
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CAPITULO o ... INTRODUCCION 

1.1 Motivación 

. . 
Para motivar el presente trabajo veremos algunos ejemplos que plan-

tean un problema común. 

Ejemplo A: Una ecuación diferencial matricial 

El primer problema es encontrar una función ;(t) : (a, b] -+. Rº, ÚI que 

X Ax (l.!) 

con x(o) = x
0 

y donde A es una matriz con· elementos constantes .. 

Pára el caso escalar, se tendrá la. ecuacióú 

x ax 

. . .· 

donde x(o) x
0 

y .. a es una _constante real. En cste __ caso la solución viene dada_ ¡)or 
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Lo anterior sugiere la posibilidad de que la solución del caso gene

ral pueda expresarse de fon11 a pare cid a. F.sto es. de ia forma 

( 1.2) 

donde c1A debe ser un operador. Aquí el problema es ver sí es posible darle un. sen

tido a este operador de forma tal que (l.2) nos de efectivamente la solución de la 

ec (l.l ). 

Ejemplo B. La ecuación de calor 

Consideremos una barra cilíndrica de material homogéneo cuyos ex

tremos están colocados en x = O y x "" 1 (fig 1). Supongamos que el diámetro dt> 

la barra es lo suficientemente pL>qucño para que podamos conSiderar que la temperatu

ra en cada sección transversal dependa sólo de x; además supongamos que la tempera

tura inkial está dada por una función f(x); que la barra está colocada en un medio 

ambiente de temperatura O = O y que a través de los extremos rio hay flujo de calor. 

La temperatura úe la barra u (x, t) satisface la ecuación 

au 
ilt 

con condiciones a la fontera 

(l.3) 

3u au 
-·-.to. t)=-. -(!, t):;Q y u(x.o)= f(x) . 

. 3x ax 

' 
. . ' .. "':'_·_ ... _ ... :.,~------:- ... ----~- _·:.. ~.;..--:-·-·+ .. 

. \ l 

Fig 1. 

X 



En este ejemplo tenemos dos operadores: 
a 
3t 

y Aquí 

el problema es ver si es posible considerar a uno de estos operadores como constante, 

resolver la ecuación para el otro operador, e interpretando adecuadam.:nte el resultado, 

obkncr la solución del probkma original. Por ejemplo, si consideramos al operador 
32 

A = k --r como una constar.te, resolviendo la ecuación 
ax 

u' Au 

con u(x, o) f(x}, obtenemos 

u(x, t) e1A f(x) (IA) 

El problema es ver si se le puede dar un sentido a ctA de fonna 

tal que (l.4) sea la solución de (1.3). 

Ejemplo C. La cuerda vibrante , 
La ecuación 

a~ u 
--- c'1 .!Hl,. at 2 -

donde l.l es el Laplaciano, representa en generál l¡¡ ecuación de propagación de ondas. 

Como caso particular, consideremos una cuerda fija por sus extremos 

a -los puntos X = o y X = l. La cuerda es llevada a una posición dada por una fun

ción f(x), y soltada para que empiezc a vibrar (fig 2). La ecuación del movimiento de 

la cuerda viene dada por 

(I.5) 



con u(O, t) = u( i, t) 0~ O, u(x, O)= f(x l 

au 
y -·- (x, O) = O 

a1 

Igual que en el ejemplo anterior, 

tenemos dos operadores; de nuevo nos preguntamos 

si será posible encontrar la solución considerando 

4 

o 

Fig 2 

¡¡2 
un operador, digamos A "' c1 

--, , como constank y entonces resolver la ecuación ax· 

u" Au 

con u(x. 0) = f(x). La solución a esta ecuación vendría dada por 

u(x, t) cos(t ..j-A) f(x). (I.6) 

El problema es entonces ver si se le puede dar un sentido al opera

dor cos (t ..j-A) de fonna tal que (l.6) sea la solución de (1.5). 

Ejemplo D. Una ecuación integral 

Dada una función f(x), considéremos el problema. de encontrar u(x) 

satisfaciendo la ecuación integral 

u(x) = f(x) +A J
0

1 
K(x, t)u(t) dt. (1.7) 

Si denotamos por A al operador Af = g donde 

g(x) = f 1 

K(x, t) f(t) dt. 

º· 
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la ecuación integrnl 0.7) puedL· escribir>e como 

L1 ,.., f + X Au. 

o bien como· 

(l - XA) u f. 

Esto sugiere que la solución de (1.7) venga dada por 

(l.8) 

F.n este ejemplo, .el problema es ver si se le puede dar sentido apro

. piado a (I - XA)-1 para q~e {l.8) sea la soluciün de tL7). 

1.2 La formulación. del problema 

Los ejemplos anteriores plantt:an el problema de definir f(A) para 

alguna función f(x), donde A es una tmnsfonnación lineal. 

En el ejemplo (A), la función es f(x) ""'· e1x y A es una matriz. .En 

(B) la función es la misma, pero A es un operador diferencial. En los ejemplos(C) y 

(D), las funciones son f(x) "' .cos t .._¡::::::;¡ y f(x) = ( l - Xx)-L, ~espectivamente. 

Es importante hace notar que las funciones e1x y cos r.,¡-:::x-, para 

t fija, son analíticas y que la función f(x) = (1 - Xx)-l es una función raCional. 

El objetivo de este trabajo es estud lar algunas clases de operadores y 

de funciones ánalíticas para las cuales se puede definir flA). Esto es llamado Cálculo 

Operacional. 



CAPITULO l. CALC.ULO OPERACIONAL EN ESPACIOS VECTORIALES DE 
DIMENSION FINITA 

1.0 ·Introducción 

En este capítulo veremos como, dada una matriz cuadrada A, pode

mos encontrar una clase de funciones analíticas para las cuales se puede definir f(A). 

Así mismo veremos las propiedades de. esta expresión. 

Esto hará posible darle un sentido a e1A de tal manera que efectiva· 

mente, en el· ejemplo (A) de la introclucción, la expresión (l.2) sea solución de la ecua

. ción ·(l. 1 ). 

También es posible aplicar los resultados q~e se obtendrán en este 

capítulo a un caso particular del ejemplo (D) de la introducción, como haremos ver a 

·.continuación. 
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1.1 Un caso particular del ejemplo (O) 

En .In ecuación (! · t-A) u 0= f. el opernd or Af = g, donde 

g(x) ~· f 01 

K(x, t) f (t) dt, 

. est<i determinado por la función Kt:»,t) llamada el núcleo de A. Supongamos que el 

núcleo K(x, t) es separable (o degenerado), es decir, que K{x, t) es de la forma 

Entonces 

K(x, t) = l: a¡(X) b¡ (t) . 
¡. ¡ 

u(x) = f{x) + ;\ i.' a¡(X) j"1 
b¡(t) ú(Odt. 

. 1 ~1 o 

Para determinar u(x), sólo nos hace falta conocer las 

C¡ = f l b¡(t) u(t) dt, 
o 

l, ... , n. 

Sustituyendo en el integrando de e, el valor de u(x) se obtiene 

l .... , n, 

siendo 

. f l f¡ == . . b¡(t) f(t) dt : 
o . 

En llotación matrii:ial esto se puede escribir como 

C=f+;\KC 
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o bien cómo 

(J ;>..K¡ C '" f 

donde los vectores e y f tienen como componcnks J la, el y f¡. rcspcctivarnenll'., y 

K = (K .1. 
IJ 

Entonces en este caso el problema se rcJncc a cnrnntrar (1 ·· ;>..K)-1• 

Es decrr. a encontrar f{A), donde f(x) = ( 1 -- A.x)- 1 es una función racional. 

A continuación veremos cwíndo es posible definir Q(A) cuando Q(x) 

es una función racional. 

1.2 Definición de Q(A) cuando O(xl es racional 

En el caso particular de un polinoinío 

'clo.nde a
0

, a1, ... , ªn son números reaks, y A es una matriz con elerrÍent.os reales, 

podemos definir .un dificultad p(A) como 

Sí Q(xl = p(x)/q(x), con p(x) y q(x) polinomios: es natural definir 

Q(A) = p(A) q(A)-1, siempre y cuando q(Af1 exista. Antes de continuar, cabe 

··hacer una aclaración. También puede parecer natural definir Q(A) como QlAl = q(Ar1 plA), 

veremos que es lo mismo que p(A) q(A)-1 . En efecto como plA)q( A)== qC_A) p(A) ~- ya que 

plx) y q(x) son polinori1ios - tent!mos que p{A) = q(A) p(AY q(:\T1 y de aquí qm' 

qlAr1 plA) = p(A) q(Al-1 . 
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Vamos a· considerar a A como una matriz n x í1 coí1 elementos 

reales. Además consideraremos a A indistintamente como matriz y como transforma

ción lineal de R" en si mismo. 

Ahora considcremo~ el caso particular en que Q(x) "-' l/x. Po

demos definir Q(A) cuando A es invertible. Para el desarrollo posterior de la téoría, 

es conveniente caracterizar cuándo A es invertible desde un cierto punto de vista. 

Sea pues, A : R" '-' R" lineal. Puesto que las componentes de 

Ax dependen linealmente de las componen les de x, entoncc.s A es continua en R11 • 

El conjunto S = l x-e R" 11 ~ 1 = l} es cerrado y acotado en Rª y por consigulcn-
-

te la función 1 A x 1 alcanza su máximo y su mínimo en S. 

Definamos la norma de A como 

--
11A11 máx 1Ax1 

x ES 

Por consiguie.nte 1 A X 1 ,¡;; 11 A 11 1 X 1 para toda X é R". 

Por otro lado sea m = min 1 Ax 1 , entonces rn ;;, O y 
x es 

1Ax1 > m 1x1 para cualquier x e Rº. 

Si m > O, entonces A es inyectiva y por lo tanto invertible y A-1 

es lineal. Recíprocamente si A-1 existe. entonces llA-1 11 >O y IA-1y¡.;;;uA-1111YJ. 

para toda y e Rn _ Pero y = Ax y por lo tanto 

Entonces m ;;;. 1/ llA-1 11 > O. Esto lo podemos resumir t!n el síguiénte teorema~ 

\: 



10 

Teorema 1.1. A es invertible si y solo si 

m mín i A xi > O; x t S . 

Hemos así encontrado una condición necesaria y sufícienk para de

finir Q(A) cuando Q(x) = 1 /x. 

A continuación estudiaremos el caso e1: el que Q(x) = l /p(x), · p(x) 

un polinomio de primer. grado que por comodidad Jo supondremos de la fonna 

p(x) = a
0 

+ x. Entonces p(A) = a
0 

l + A. 

Por el teorema 1.1 sabemos que p(A) es invertible si y solo si 

m = mín ¡ p(A) x 1 > O, donde x E S. P·ero esto es equivalente a q~e a~ x + Ax i= O 

para toda x e S. 

Es de esperarsé que existan números a
0 

satisfaciendo la propiedad 

anterior. El preguntarse la existencia de estos números es equivalente a preguntarse si 

existen ilúmeros 'l... tales que Ax = 'l.. x para alguna x e S. 

-
Sean x 1 , x. 2 e S tales que Ax 1 = ./l. 1x 1 y Ax 2 

/l. 1 i= A. 2 entonces x 1 y x 2 son linealmente independientes, ya que si 

aplicando A a esta ecuadón obtenemos 

De estas ecuationes se sigue que a o. 
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Como la dimrnsión de R n e;, precisanwnt¡· n. n•.• pucd,· hahci rntis 

de n reales X tales que Ax ~ "A x p;ira alguna x ES y por ¡,, tanto habrá una- mfin.t· 

dad de números a., para los cuaks Ax ;O - a,, '( parn toda ¡¡ " S 

[)cfinan1os el espectro de A como o 
1
\A) '" j 'AL g , A .x ~ X x para 

alguna ;z € S f . A los elementos de o, l A) los llamaremos valores propios de A y a 

los vectores asociados vecton::s propios de A. El subíndice r indica que. u ,lA) es· un 

subconjunto de los números reales. 

La discusión anterior la podemos resumir en el siguiente teorema. 

Teorema 1.2. · p(A) a 1 + A es invertible si y solo si --a i o r (A) 

. . 

Corolario 1. p(A) a 1 :;. A es invertible si y solo si p(x) -:/= O para toda x e o,!A) 

Corolario. 2. i\ e a 
1 
(A) si y solo si i\ 1 - A no es. invertible. 

Consideremos ahora polinomios de la forma p(x) '" (i\
1 

.. x )(), 2 x). 

entonces p(A) = (i\
1

I - A) (i\ 2 1 A)"' (;\ 2 l - A) !X 1 l_ - A> Si:i. 1 l A y 

i\ 2 1 - A son invertible, es decir, si X 1 , f.. 1 ef a,tA), entonces p(A) es invertible. R~'

cíprocamente, si p(A) es invertible, también lo son X 1 1 - A y f..~ 1 - A, ya que si, 
- -· 

por ejemplo. (i\ 1 1 - A) x = O para alguna x * O. entonces p(A) x '= (i\ 2 1 - A) 

(i\ 1 I - A) x = O, lo que contradice la hipótesis de que p(A) es invertible. 

Resulta:, pues, que en este ca~o p(A) es invertible si y sólo si i\ 1, 

11. 2 ef a,(A): o cquivalentemenk, si p\x) * O para toda x f o,(A). 

p(x) 

De los razonamientos anteriores. resulta fácil ver que si 

n (i\¡ - x)ªi , entonces una condición necesaria y suficiente para que p(A) 
i!:l 
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sea invertible, es que p(x) * O para toúa x e o /A). 

Por lo que hemos visto, todo parece indh.ar que para cualquier po

linomio p(x) se tendrá que una condición necesari:? y suficknte para que p(A) seu i11-

vcrtiblc, es que p(x) * O para toda x e a, (A). Sin embargo este r~sultado es falso. 

Para ver esto, consideremos el polinomio p(x) = x• + 1. Evidentemente p(x) 1' O 

para todo real x. en particular para Jos elementos del espectro de cualquier transfor

mación lineal. Sea A d<1da por la matriz, que también denotaremos por A, 

entonces 

.. por Jo tanto p(A) = A2 · + I 

A 

A• 

o 
·-1 

-1 

o 

o 

o 
. ) = - I 

-J 

O y obviamente p(A) no es invertible.· 

Trataremos de ver a qüé se debe esta situación. Investiguemos pri

meramente el espectro de A. Supongamos que A x = ;>,. x para alguna x e S, entonces 

A2 x = A (A i) = ;\2 x, pero por otro lado A2 
-; = ·- ~. De aquí que ;\ 2 = - 1, 

o seu que;>,. = ±.i. En consecuencia u ,(A) = </>. Sin embargo, nótese que 1\ '-'· ± i son las raíces 

de p(;\), y si aceptamos la posibilidad de que A tenga valores propios complejos, tendremos que 

p(x) se anula en el espectro de A. Esto nos da Jugar a pensar que si aceptamos que A tenga valores 

propios complejos, entonces p(Ar1 existe si y solo si p(x) * O para toda x en el espectro de A. 
-

Pero para considerar que A tenga valores propios complejos debe tener sentido X. x con 

;>,. e C, ya que A x es un vcctcr eón coordenadas complejas, Jo que nos saca · autómá

tii:amentc: de Rn. 

Necesitamos entonces trabajar en un espacio vectorial sobre los com

plejos que cont~nga a Rº, por ejemplo en, o cualquier espacki vectorial sobre Jos co1n· 
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piejos de dimensión n. Trabajaremos nosotros con Cº. 

Sea pues A C:" _, C" lineal. y redefinamos l'I espectro de A: 

do.nde 

a(A) j X E C 1 A X X x para alguna x S ¡, 

n 
e e 

·Los resultados obtenidos para Rn siguen valiendo en este caso. 

Ahora sea p(x) un polincrnio con coeficientes complejos. Si Ax = Xx 

para alguna x e S, es evidente que p(A) x = p(:\) x y de ac¡uí que 

a (p(A)) :::i p (a(A)) = \ p{t.)I >. € a(A)} 

La otra contención es también válida, esto es, 

o(p(A) = P(o(A)). 

La demostración la veremos después en casos fl!ÚS generales. 

De lo anterior vemos que si p(:\) se anula en algún punto de a(A) ; 

entonces p(A) tendrá al cero como valor propio. y en consrcuencia no es invertible. 

Recíprocamente si p(A) no es invertible, entonces p(A) tiene al cero como valor propio, 

es,to es, p(X) = O para alguna X e a tA). Esto demuestra el siguiente tcOrema. 
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Teorema 1.3 p(A) es invertible si y Sólo si p(x) 1 O para toda x € o (A). 

Hemos logrado encontrar bajo qu<1 condiciones p(Af1 existe. Con 

esta caradcrizaci6n p0dcmos definir Q(A) tlonde ()(x) ,. p(x )/qLx) 

1.3 El caso en que f(z) es analítica 

La función racional f(z) = 1/1 - z es una función analítica para 

lzl < 1. En efecto, si lzl < l, se tiene que f(z) = 1 + z + ... + z" + ... Esto hace pensar quepo

damos definir, bajo algunas condiciones, f(A) skndo f(z) analítica. Por ejemplo, en 

el caso a~terior parece qUe si 11A11 < 1 podemos definir f(A) = I +A+ ... +Aº+.;. 

Pero esto lleva implícita la noción de convergencia de operadores la cual n() hemos defi

nido pero que ahora precisaremos. 

Sea 

L = { T : C" ~ en 1 T es lineal } . 

Este cortjunto es un espacio vectorial nonnado con la nonna dada por 

llTll= supl!Txll 
llxll= 1 

Además L es completo con la métrica inducida por esta nonna, 

Sea f(z) = };' ak zk para lzl < R. Necesitamos ver cuando . 
k=O 

• OQ 

-~ ak Ak converge en L. Sabemos que si m > n 
k=O 

., ·-·-· 
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Si. f(z) converge absolutamente para alguna z tal que 1 z 1 =- 11 A 11. entonces por la 

desigualdad anterior, fn(A) convergerá en L. Pero es sabido que f(z) converge .abso

lutamente para 1z1 ::;;: a R, donde O < a < 1, o sea qm' si 11 A 11 < R, la serie 
<XI 

I: a A n convurg~ en L. 
n=O · n 

f(A) 

Podemos entonces definir· 

k si 11A11 < R 
k•O 

-
Por otro lado, sea )..ea(A) y x e S tal que Ax -,._ x, entonces 

¡-,.,¡ !Axl~llAll 

esto es, a(A) está contenido en el círculo con centro en el origen y radio 11 A 11. En 

consecuencia, si f es analítica en un círculo de radio R y R > 11 A 11, podemos definir 

En este caso, el círculo de convergencia de f(z) contiene al espectro de A. 

Si f(z) es de tal· clase y si Ax X.x para alguna x e S obtenemos 

y tomando límites, 

f(A) x f (h) X 

. ES decir, u(f(A)) .=> f(u(A)). De nuevo, la otra contenció.n es válida, la demostra-

ción se hará en casos más generales. Como consecuencia de .esto se tiene que 
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Teorema 1.4. f(A) es invertible si y sólo si f!zl 4· O para toda z < a(A) 

Como un ejemplo, consideremos la función f( z) ' t>- · z)-1• esta 

función es analítica para 1 7.1 < 1 ft. 1 y 

por lo tanto 

f(A) = E ft."" An·l si IXl>llAll 
n•I 

Supongai11os que f(z) es analítica en un círculo de radio R > 11 Ali , y sea 

r una circunferenci~ con centro en el origen y radio r tal que 11 A 11 < r < R. Entonces 

para cualquier punto. z en CI interior el.e r, se tiene 

· f(z) l.rr i i f(O (~ - z)-
1 d~ 

Como 11 A 11 < 1 t 1 para cada ~ i: r, (~ - · A)-1 existe, y esto sugiere que se pueda de· 

finir f(A) por medio de la fónnula anterior. Es decir, como 

f(A) =~ J. f(O (~ - Ar1 d~. 
I' 

obteniendo así otra representación para f(A). Por supuesto, hay que precisar el signi-· 

• ficado de una integral de este tipo, cosa que haremos posterionnente. Este tipo de 

representación es particulannente útil, ya que no necesitamos conocer e_l desarrollo de 

f(z) para calcular flA). 

En capítulos posteriores haremos una recoristmcción . der cálculo ope

ra.cional en casos más generales. 
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1.4 Solución del ejemplo A 

Para cada t 

y el radio de convergencia es infinito. De aquí que podamos definir et A, ,;iendo A 

una matriz cuadrada, y 

tz t" · 
etA"' !+ tA+-- A2 + ... +-Aº+ ... 

2! · n! 

para toda t. De aquí que 

"" ~ 
n=O 

La cual es; en efecto, la solución de la ecuación diferencíal dada por 1.1. 

Esto nos hace ver que vamos por buen camino. En los siguientes 

capítulos se desarrollarán técnicas que nos permitirán resolver, vía Cá!Culo Operacional, 

los otros ejemplos. 
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CAPITULO 2. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT 

2,0 Introducción 

El objetivo de este capítulo es estudiar algunas propiedades de opera

dores en espacios de Hilbert. 

Primeramente haremos ver la necesidad de · trábajar con dicho tipo 

. de operadores. 

2.1 Motivación 

· 2.1.1 Un ·núcleo separable determina un operador cuyo rango es· de dimensión finita 

Tomamos .de nuevo eLejemplo (0) y en particular el caso en .que 

el operador A está detehninado por un núcleo separable, esto es, cüando 

K(X¡ t) 
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Sí g = Af entonces 

g(x) (2.1) 

donde 

1 

ªk Ío bk (t) f(t) .dt. 

'La ecuación ( 1.1) demuestra qul~ el rango de A es· de dimensión finita. Hemos visto 

que el ·problema dc- encontra; u tul que (l -- A A) u "' f se reduce, en e.sta situación, 

al problema matricial (! - A K) e = f. Sabemos también cuándo (l - A Kf1 existe. 

Existe una amplia clase de funciones K(x, t) que puedei1 aproximar

se por medio de núcleos separables. A continuación trataremos de aclarar qué funcio

nes tienen dichas propiedad es. 

2.1.2 Los espacios L2 

Consideremos los siguientes espacios, vestoriales 

. 1 

L2 (0, !) = { f: [O, l] -• C 1 f 0 1 f(x) 12 dx < "' } , 

L2 (~) = {K: [0,1] x [0,I]-+ C 1 f 1 J .. l I K(x,y)dxdy < 00 J, 
o o 

"donde n [O, 1] x [O, l) y la integración es en el sentido de Lebesgue. 

Veremos primero algunas propied:1des de L2 (0, 1) y después las 

generalizaremos a L 2 (n ). 

-¡:·· 
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Haciendo la convención de que f = g si 

r 1 f(x) - glx) 12 dx = o 
• o 

podemos definir · un producto escalar en L 2 (0, 1) dado por 

< f, g > = fo1 

f(x) g(x) dx. 

Esto irlduce una nonna en L2 (0, 1), a saber 

Se puede demostrar que con esta nomia L2 (O, 1) es completo. 

Las propiedades anteriores y las que se mencionana a· continuación 

aparecen nonnalmente en los .líbros de Análisis Matemático. 

tal que 

1) 

Existe una sucesión u1 , u2 , ..• , un, ... de. elementos de L2 (0, 1) 

si 

si 

2) Cualquier. f e L2 (O, 1) puede escribirse como 



siendo ak 

Esto es, 

< f. uk > Esto significa q ll<' 

11 f . 

JI lf(x) -
o 

21 

sí n .__. 00 

si n ·~-i. 00 

Un ejemplo de un conjunto tal es .J 2 sen rr x, .¡ 2 sen 2rr x .... , 

.J 2 sen n rr x, .... También el conjunto l, .J 2 cosrrx, .J 2 cos 211 x, ... , ../2 cos n ¡¡ x,. ... 

tiene las mismas propíedades. 

Un conjunto satisfaciendo ( 1) y t:n es llamado un sis km a orto normal 

completo. 

En general, un espacio· vectorial con un producto escalar y completo 

con la nomrn inducida por éste, es llamado un espacio de Hilbcrt. Si además el espacio 

posee un conjunto ortonormal completo se dice que es un espacio de Hilbert separable. 

Entonces L2 (0. 1) es un espacio de Hilbcrt separabk. 

Más generalmente, L2 (a, b). con - "" .,; a < b ~ 00 sigue siendo un 

. espacio de Hilbert. 

En L 2 en) también puede definirse un producto escalar, a saber, 

Ío
1 

f·o
1 

K1 (x, t) K2 (x, t) dx dt, 
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el cual induce una nonn11 

L2 tn t es también un espacio de l:lilberl separable. Cuando n es 

cualquier rectángulo en R1 
, aun si n 

separabk 

R2 , L, (H) sigue sil!ndo un espacio de Hilbert 

2.1.3 Todo elemento de L2 (n) determina un operador integral de L2. (O, 1) en sí mismo 

Sean n [O, I] x [O, IJ, K(x, t) en L2 (U), f(t) en L2 (0, 1) Y 

f
l ' 

gtx) = . 
0 

K(x, t) f (t) dt. (2.2) 

Pata cada X fija, K(x, t) se puede considerar en L2 (O, l) y entonces 

g < K (x, .), f > 

D~ aquí se sigue que 

!< K(x,.), f> 12 

y utilizando. l.a desigualdad .de Schwarz 

lg(x)I~ ,,;;;; { 1 K(x, t)j 2 dt J: jf(t)ll dt 

Entonces 



En consecuencia ge L2 (0, 1). Esto significa que 

donde Af = g, siendo 

g(x) = r K (x, t) f(t) dt 
o 
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En resumen: A es un operador lineal en un ·espacio de Hilbcrt y 

además, de (2,3), 

llAfll<llKll llfll (2.3) 

Es importante hacer notar que si K 1 (x, t) y K2 (x, t) están en 

L2 (f!)·, y A 1 , A2 son los respectivos operadores integrales. entonces K 1 + K 2 deter

mina un operador integral dado por A1 + A2 • Asf mismo, si a e C, K(x, t) está 

. · .. en L 2 (n) y A es el operad~r integral dctemlinado por K(x, t), entonces .aA es el. 

operador integral detem1inado por (aK) (x, t). 

Ahora sea 

L = {A: L2 (0, !)_,. L2 (0, 1) 1 Af = g. g dado por (2.2)} 

Este conjunto constituye un espacio vectorial y en él se puede defüJir una .nonna de la 

siguiente manera: 

llAll= inf{Ml!IAfll~ M.llflJ para toda feL2 (0,1)} 

,¡ 
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En particular, de (2.4), se sigue que 

11A11<;;11K11 (2.5) 

2.i.4 Todo operador integral en L2 (O, 1) puede ser aproximado por operadores con. 

núcleo separable 

Un hecho del que haremos uso, aunque no lo demostraremos es el 

siguiente [9}: Toda función K(x, t) en L 2(U) se puede escribir como 

K(x, t) 

Si 

la ecuación anterior nos .dice que K0 -> K, o lo que es lo mismo, que 11 Kn -K 11 ...... O. 

Si A y An son los operadores integrales determinados por K y Kn, respectivamente, 

entonces de (2.5) se sigue que 

11 A -· An 11 --+ O, n -> oo . 

. . 
Esto significa que A puede ser aproxima~o por operadores de rango de dimensión fini· 

tu, los cuales ya conocemos. 

Resumiendo: Todo A • L. puede ser aproximado por operadores cuyo 
,· . . 

rango es de. dimensión finita. Problemas en los que interviene un operador 'integral pue-

¡ 
t. 

. ( 
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den ser aproximados por operadores con núcleo degenerado, y problemas cn los quc 

intervienen este último tipo de operadores pueden ser reducidos a problemas matriciales. 

Hemos visto que el ejemplo (Dl puedl'. ser formulado en términos 

de operadorc> en cierto espacio de Hilbert. En esk caso el probh:m~ puede ser ata

cado, a final de cuentas, vía el caso matricial. Sin embargo existen operadores en 

espacios de Hilbert que no tienen las propiedades de los operadon:s estudiados en est:1 

sección. Esto lo haremos ver en las siguientes secciones. 

2.2 Espacios de Hilbert 

Hemos visto en el capitulo 1 la necesidad de trabajar con espacios 

vectoriales sobre el campo de los complejos. 

Sea H un espacio vectorial complejo. Un producto escalar en H es 

una función 

tal q~e 

<,> HxH--C 

1) < X, y > = < y, X > . 

3) < X, X > ;;. o y < X, X > = o si y solo si X = o. 

Este producto escalar induce una norma en H dada por 

1/z. 
11 X 11 = < X. X > 

1 

1 
! 
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Definición. Un espacio vectorial complejo 11 i:on un producto es· 

calar, el cual es completo con la norma inducid;i por did10 producto, es llamado un 

espacio de Hilbcrt compkjo. 

En forma análoga se pued1· definir el co1m·pto de espacio de Hilbcrl 

real. 

Ejemplo 1. Cº 

Ejemplo 2. 

lo en R2 . 

Ejemplo 3. 

donde x 

L2 (a, b), - 00 ..;; a < b .;; 00 • También L2 (S?) siendo n un rectángu-

11 = { { xn } e- e 1 n~I xn 1 2 < ?"' }· Aquí <x, y> 

l X0 } • Y = { Y n } · 

Los siguientes teoremas pueden ser demostrados sin dificultad siguien

. do técnicas ru linarias. 

Teorema 2.1. (Desigualdad de Schwarz). Para toda x, y eH, 

1 < X, Y > 1 ._.; 11 X 11 11 Y 11 • 

La igualdad vale si y solo si x, y son linealmente dependientes. 

Teorema 2.2. Si j x
11 
! -> x y { y

0 
! ..... y, entonces <x

11
, y

0
>....,. < x, y>. 

Definición. Un conjunto. X¡. X2. . • . } se dice que es lineal-

mente iridependente si ·. { x 1 , •.. , x
0 

f es linealmente independiente para toda n. 
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El conjunto se dicr que es ortogonal si < x,, x
1 
> = O para i * j. Si además 

< x1. X¡> = 1 para toda i. el conjunto se llamJ ortononnal. 
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Teorema 2.3. Un conjunto ortunormal j x 1 • x2 • 

te. Además 

es linealmente indcpcnd ien· 

Teorema 2.4. Si < x, y> = O, entonces 11 x + y 11 2 = 11 x 11 2 + 11 y 11 2
• 

Teorema 2.5. Sea j x1 , x2 , ..• } un conjunto ortononnal. 

converge si y solo si E 1 ªn 1
2 converge. En este caso 

n•l 

La serie k ªn xn 
n=I 

Teorema 2.6. Si j x1 , x2 , ••. } es un conjunto ortonomial y x e H, entonces 

E 1< x. xn > ¡2 ,e• 11 X 11
2 .... 

n•l 

t.11 igualdad se satisface si y solo si X = l: < x, x
11 

> xn. 
n•l 

Definición. Un conjunto orto normal l x 1 , x2 • '. • • } tal que 

p.irn toda x e H es llamado un conjunto ortononnal compkto. 

Definición. Un espacio de Hi!bert que contiene a un. conjunto nu· 

merable j x1• x2 •••• ¡ . el cual es ortononnal completo, es llamado un espacio de 

l lilbert separable . 

. ... · 
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En el presente trabajo sólo usaremos espacios de Hilbcrt separables. 

Un ejemplo típico de espacio separable es L2 (0. l ). Un ~'onjunto ortonormJI complc· 

to es el formado por las funciones un (x) = .,/ 2 sen n 11 x. 

Defmición. Un subconjunto Dc:H. e.l cual es un espacio vectorial, 

es llamado un subespacio de H. Si además D es cerrado se dice que es un subespa· 

cio cerrado de H. 

Definición. Una función f H -. C tal que 

i) f(ax + py) af(x) + ~f(y) para toda X, y€ H y toda a, p li e 

ii) 1f(x)1 -..;:; M 11 x 11 para algún real M. y para toda x e H, 

es llamada una funcional lineal acotada en H. El conjunto de funcionales lineales 

acotadas en H es denotado por H'. 

Teorema 2.7. f i: H' si y solo si existe un único vector y e H tal que f(x) = <x, y> 

para toda x e H . 

. 2.3 Algunas convenciones sobre operadores . lineales 

Definición; Una transfonnación A : De H -+ H, donde D es un 

subespacio de H, se dice que es un operador lineal si A(ax + ~y) = aAx + PAy 

para toda x, y e H y !oda a, ~e C. D es llamado el dominio de A. 

Definición. Al conjunto de .valores Ax, con x e D, lo llamaremos 

d rango de A y será denotado por R(A). Si S es un subconjunto de D, .al conjunto 

de puntos Ax con x e S lo denotaremos por A(S). 

-_; 

- ' 



Definición. Si existe un opcrndor lin~al B : R(A) -.H tal que 

AB = 10 y BA = JR(A l donde 10 e IR(Al denotan al operador identidad en D 

y R(A), respectivamente entonces se dice que A es invertible y su inverso es B = Aº1 

Convención. Puesto que únicamente trabajaremos con operadores 

lineales, a estas los llamaremos simplemente opcrndorcs. 

2.4 Operadores acotados 

En la sección 2.1 vimos que el operador integral 

dado por Af = g, donde 

g(x) = f: K(x, t). f(t) dt, 

tiene las siguientes propiedades: 

i) Existe M tal que 

11 Afll ..-:; M 11 fil (2.6) 

iil. A puede ser aproximado en nonna por operadores cuyo rango es de· 

dimensión finita. 

29 

Es inmediato que si un operador A : H ..... H (i.e., D = H) tiene 

la propiedad t2.6), entonces trilnfonna conjuntos acotados en conjuntos acotados, 
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Definición. Un operador A H --• H se dice que t:s acotatlo si 

existe M tul que 

11Ax11 ·...; M 11x11 

parn ·toda x di. Si A es acotado definimos la nonna de A como 

11 A 11 inf { M 1 11 Ax 11 .;; M 11 x 11 para toda x e H } . 

Teorema 2.8. Si A es acotado, entonces 

11 A Ji = sup U Ax 11 • 
llxll=l 

La demostración es inmediata. 

Notación. L(H) denotará al conunto de operadores acotados en H. 

Las propiedades más importantes de L(H) vienen dadas. por tos 

siguientes resultados. 

Teorema 2.9. L(H) es un espacio vectorial normado y completo. Además 

i) 11 A + B 11 ~ 11 A 11 + 11 B 11 , A, B e L(H) 

ii) 11 aA 11 = la 1 11A11 , a e C, A e L(H) 

ili) Si A, B e L · (H), entonces AB e L(H) y 

llABIJ<;;UAUllBll 
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Para la demostración de la primera afirmación del teorema nos re

mitiremos a [20). Las afirmaciones (i), (ii) y (iii) son consecuencias inmedi:ita de la 

definición de la nomia. 

Observación. Este teorema nos dice. en lenguaje algcbráico que 

L(H) es una álgebra nonnada. 

De la definición de operador acotado se sigue inmediatamente que 

todo operador acotado es continuo. El recíproco es también cierto: todo operador 

es continuo es acotado. Esto constituye un resultado clásico del Análisis Funcional. 

Teorema 2.10. Un operador A H -> H es acotado si y solo si es continuo. 

2.5 Operadores de dimensión finita· y operadores compactos 

Definición, A un operador A : H - H cuyo rango es de dimen

sión finita lo llamaremos operador de dimensión finita. 

Si recordamos que toda A : H - H es acotada cua,;do H es de 

dimensión finita, podemo5 pensar que cuando A es: de dimensión finita, A es acotado. 

Sin embargo esto no sucede como veremos a continuación. 

2,5.1 Un operador de dimensión finita no acotado. 

Sea A L2 (0, 1) - C dado .por 

A(O ~ f(I) 

¡ 
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El rango de A tiene dimensión 1. A es lineal, pero no es continuo como veremos 

a continuación. 

Sea 

fn (x) xn ' 

entonces 

11fn11 2 J
I . 

o x2n dx 
2n + l ' 

1 

de donde 

llfn 11 '--+ O si n ~. ~ 

pero 

A(fn) = fn(l) "!= .¡ 

para toda n. Es decir A(fn) f. O. Esto demuestra que A no es continuo. 

2.5.2 Definiciones de F(H) y de su cerradura K(HI 

Definición. Definimos F(H) como el conjunto de operadores acota· 

dos de dimensión finita en H. 

Es fácil ver que F(H) es un subespacio .de L(H). En general F(H) 

no.(; cerrado, y el que realmente es importante~es su cerradura. 

Definición. Definimos K(H) como la cerradura de· F(I-l.). 

¡ 
l 

¡ 

\ 
\ 
~· 

j 
1 

.( 
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Los elementos de K(!-1) son, pues, límite (en norma) de operadores 

acotados de dimensión finita. 

A continuación v.:rernos una carac.,lt:rización de K(ll) 

2.5.3 Una caracterización de K(H) 

Notemos que si A e F(H), entonces. dada una sucesión acotada 

j x
0 

1 en H, la sucesión { Ax
0 

} tiene una subsucesión convergente ya que { Axn 1 
es una sucesión acotada en un subespacio de dit;1cnsíón finita. 

Veremos cómo esta propiedad caracteriza a K(H). Para ello haremos 

usó del siguiente lema [20]. 

Lema. Si De: H es un subespacio cerrado, D distinto de H, y si a es un número real 

tal que O < a < 1 , entonces existe un vector x
0 

EH tal que 11 x
0 

11 = l y 

11 x - x
0 

11 ;;. a para toda x e D. 

Teorema 2.11. A e K(H) si y. solo si dada una sucesión acotada. j xn } .cH es posi

ble extraer una subsucesión convergente de ! A xn } . 

Demostración.:;> Supongamos que 11 A - An 11 .....,. O con A e K(H) y 

An e F(H), Sea { xn } tal que 11 xn 11 ..;. C para toda n. Para cada k, existe { xn ~ 
. . k 

tal que { Ak xn } converge. Si zn = xn entonces { Ak zn } converge para cada k . 
. , k n 

Ahora 

De aquí que {>Az¡ } converge; 
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<=Necesitamos demostrar qill' existe um1 sucesión j A0 ! en F(ll l 

tal qut• 11 A - Anll ___, O si n --+ "" . Sc:1 j u1 • u2 • ! un conjuntt1 ortononnal 

complclo en H. Como Ax ~ r < Ax, uk > uk podl.'nlPS definir A
0 

< F(H l como 
n . k• 1 . · 

A x """ :¡; < Ax, uk > uk. Obviamente 11 Ax 
n k• l 

A,, x 11 -• O cuando n ·• 00 parn 

toda x e- JI. Además para cada n, A
0 

es dt• dimensión frnita. Moslran:mo$ que 

11 A -·· A
0 

11 -+ O cuando n -.. "" 

Para esto, supongamos que lo anterior no es cierto, entonces e¡dste 

E > O fa! que 11 A -- An 11 ~ e para una infinidad de naturales n. Sin perder genera

lidad podemos suponer que 11 A -- An 11 ;:,,, e para toda n. Puesto que 11 A ,-- An 11 = sup 

11 Ax A
0 

x 11 con 11 x 11 = 1, entonce~ para cada n existe X
0 

EH tal que 11 x
0 

11 = 1 

y 11 (A - A
0

) xn 11 ;;,, e/2. Como j x
0 

1 es acotada, existe ¡ x
0 

f tal que j Ax
0 

f 
k k 

converge. Denotemos al límite de esta sucesión por w. Entonces w = ~ <cu, uk>uk .. 
k•l 

·donde wn 

y por lo tanto 

Por otro lado 

n 
k < w, uk > uk. ·De la definición de A

0 
y de w n ·obtenemos 

k=l 

Pero entonces es posibie escoger una nk tal que ll(A - A
0

) x
0

1i 11 < e/2. lo euhl es una 

contradicción. De aquí que 11 A - An U --> O si n _,. 00 Esto demuestra el teorema. 
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2.5.4 Otra caracterización de K(H) 

Consideremos ahora un co1~unto S acotado en H y sea A é K(H) 

Tod<t sucesión en A(SJ tiene entonces una subSIJC'L'Sión convcrgc1Jk (cuyo límite no estli 

necesariamente en A(S)). Un conjunto con tal propiedad es llamado relativamente com

pacto (ya que su cerradura es un conjunto compacto). Entonces A transfomrn conjun· 

tos acotados L~n conjuntos rclativanwnte compacto~. Rcdprocamt'nll'. si A trnnsforma 

conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos entor.ces A eK(H). Esto nos 

da la siguiente caracterización de K(H). 

Teorema 2.12. A e K(H) si y sólo si A transfomrn conjuntos acotados en conjuntos 

relativamente compactos. 

2.5.5 Operadores compactos 

Defi11ición. A los elementos de K(H) los llamaremos operadores 

compactos. 

El ejemplo más importante de operadores compactos son. los opera

dores integrales ya examinados al principio de este capítulo. 

Es importante hacer notar que no todo operador acotado es compac, 

to. Como ejemplo tenemos al operador identidad. En efecto, tomemos un conjunto 

ortononnal numerable { xi' x.2 ,. • • }. este constituye una sucesión acotada, pero no 

tiene subsuccsiones convergentes ya que 11 X¡ - X; 11 = ../ 2 para i * j . 

2.6 Relaciones entre operadores acotados y operadores . compactos 

Vercmo.s ahora una importante relación ent~e L(H) y K(H) 

1. 

l 
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Lema. Si A e KOi) y B e L(H), cntonc1::; AB y BA son compactos. 

Demostración. Se:1 S un conjunto acotado en H, cntom·es B(Sl es acotado y por lo 

tanto AB(S) es rclativamrnte compacto. Enloncr~ AH e~ compacto. Por otro lado 

A(S) e> rclativamentl' compacto. y por la eontinuidacl de B, BA(S) es también relati· 

vament1~ compacto De aquí que BA e K(H) y el lema queda demostrado. 

Observación. Este resultado nos dice que K(J-l) es un ideal de L(H). (Véase la o,bser

vación al teorema 2.9). 

Teorema 2.13. Si A es compacto y A"1 existe; éste no puede ser acotado. 

Demostración. Supongamos que A"1 es acotado, por el lema anterior A A"1 1 es 

compacto, lo cual es falso, 

Este teorema es de suma importancia ya que, por ejemplo, el inverso 

de un operador diferencial es un operador integral, éste es compacto y por lo tanto 

el operador diferencial no puede ser acotado. 

2.7 Un operador no acotado 

Como un ejemplo de lo anterior consideremos el operador 

T : De L2 (0, l) _,. L2 (0, !), dado por Tx = x', siendo D el conjunto d.e funcio

nes que satisfacen x(O} = x(I) = O y tales que x'E UO,I). Para ver que T no es 

acotado consideremos la sucesión xn ( t) = ../ 2 sen n 11 t ; entonces 

11 Txn 11 2 = J: 2n2 cos2 n 11 t dt = n1 

Como U x
0 

11 l para toda n. se sigue que T no es acotado. 



El operador Ax = y, donde 

y(t) =' J 1 

x(S) dS 
o 

es compacto y su inverso es precisamente T. 
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Dada la importancia. p~ nuestro trabajo, de los operadores dife

renciales, es necesario que estudiemos una clase de operadores no acotados que conten

ga ·al ejemplo anterior. Esta clase es la de los operadores cerrados. Para dar una de

finición de estos operadores seguiremos analizando el operador que acabmnos de ver, y 

veremos cómo este operador aunque no es continuo, conserva aún una propiedad común 

a los continuos. 

Demostraremos que si xn ---> X y Txn ..... y, entonces X e D y Tx =y. 

Para: esto sea 

i:(s) J: y{t) dt 

y recordemos que 

Entonces 

f
s 1 

1 xn(s) -: z(s) 1 ~ . 1 x;.(t) - y{t) 1 dt <; I 1 x~ (t) - y(t) 1 dt 
o o . 

( 
1 . ) 

1
h (f 1 

1
/2 : ~· J

0 
lx~, (t) - y(t) 12 dt · .·· . · 

0 
12 dt ) = 11 x;. - y 11, 
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la desigualdad es válida para toda.se [O, 1 J. Dl' aquí que 

y por lo tanto xn ··-• z. En consecuencia x -~ z (en el sentido de igualdad en L2 (0,1 )). 

Además -:como consecuencia de (2.7)-· z(O) = O, z(I) ,,; O y z'E L2 (0, 1 ). Entonces 

x.< D ·Y Tx "° x' = y. 

En este ejemplo, aun cuando xn -+ x no podemos asegurar que 

j Txn }converja, sí sabemos que cuando xn -+ x y Txn -+ y necesariamente x e D 

y Tx '" y. 

Estudiaremos a continuación operadores con esta última propiedad .. 

2.8 Operadores cerrados 

Definición. ·un operador K : D CH4- H se di.ce que es cerrado .. · 
' . . 

si dada una sucesión j xn 1 en D tal que · 

entonees ·necesariamente 

úD y Tx· =.y. 

....... :. . :': ..... ·,'--" 

Una ·consecuencia iíunediata de e~ta définiciÓri ~~ que 'Un. opéiador 
acotad_o ·ten cllyo ·casó D ~· H) es' ce~a~ci. ya q(te •. es conti~to .. Tene11~~~. ptic:s . e!. si~ 
guicnte resultado. 

.l 

. 1 
1. 
i 
i 
¡ 
¡ 
i 

·I ¡ 
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Teorema 2. l4. Tocio operador acotado es cerrado. 

A continuación veremos que si A es cerrado e invertible, A"1 tam· 

bién es cerrado. 

Teorema 2.15. Si A :De H _,. H es cerrado y si A"1 existe. entonces A"1 es también 

cerrado. 

Demostración. Sea A"1 : R(A) e: H ---> H y supongamos que J y
11 
f e R(A), Yn __,. y, 

además A"1 y0 --> x. Sea xn = A-1 Yn; entonces l xn f e D, xn ·-+ x y Axn -+ y. 

Por ser A ccrratlo, x < D y Ax = y. De aquf q\1e y < R(A) y y "' A"1 x. Así queda 

demostado el teorema. 

Un interesante problema es el de detem1inar cuándo A •1 es acotado, 

siendo A cerrado. Pm que A"1 sea acotado basta que R(A) = H como se verá en 

los siguientes resultados. 

Teorema 2.16. Si A H -> H (í.c., D H) es cerrado. entonces A es acotado. 

Para la demostración de este teorema nos remitiremos a {20]. 

Los dos siguientes teoremas son consecuencia inmediata del teorema 

anterior. 

·Teorema 2.17. Si A O e H -> H es cerrado, R(A) 

es acotado. 

Teorema 2;18. Si A H ..... H es acotado, R(A) 

acotado. 

H y A "1 existe, entonces A"1 

H y. A·1 e,xiste, entonces A·1 es · 



2.9 Operadores autoadjuntos 

2.9.1 El adjunto de un operador integral 

Consideremos de nuevo el oprador Af "' g donde 

g(x) == f 1 

K(x, t) f(t) dt 
o 

y supongamos que K(x, t) = x2 t. Entonces 

<Au, v> J 
1 

x1 t u(t)dt v(x) dx = J1 
u(t) ¡· . l X2 I ~(x) dx dt. 

o o o 

Sí definimos Bf = g como 

g(X) = f ~ X. ti f(t) .dt 

· obtendremos 

<Au, v> ·= f ~ u(t) B v(t) dt = <u, .Bv> 

Es decir, existe· un operador B. tal que 

<Au, v> <u, Bv> (2.8) 

para toda u, ve L2 (0, 1) 

.B es llamado el adjunto de A. 

2.9;2 El. adjunto de un operador 
. . . 
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Nos preguntamos ahora ~¡ en genúal, dado ;u.n operndor A : De H """ H, 

éste satisfaced una ecuación como (2.8). Veremos que la respuesta es áfirmativa ·si D 

. i 

1 
j 

t 
. \ 

f. 

[ 
¡: 
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es d\•nso en H. Primero veremos que existen y's "º H con la propiedad d~· que 

<Ax, y> = <X. y*> (2.9) 

para alguna y*< D. En efecto. y ~ O satisf<k\: t2.CJ) tomantlu y* ·· O. Si y satí::

face (2.4) entonces y* es única. Porque supongamos que y1* también satiface (2.9) 

para la misma y: entonces <x, y*>= <x. y1*>. esto es. <x. y* y 1*> =O 

para toda x e D. Corno D es denso en H y el producto escalar es una función con

tinua, se sigue que < x, y* - y¡*> = O parn toda x e H, lo cual implica que y*= Yf . 

Sea D* "" {y e H 1 y satisface (2.9)} . Se puede probar, dircctn

mente de (2.9), que D* es un subespacio de H y que A* : D* e H -> H, definida 

por A* y = y* es lineal. Hemos construido, pues, un operador A* -que . llamaremos 

el adjunto de A- satisfaciendo 

< Ax; y> =' < x. A* y.> 

para toda x e D y toda y e D*. Siempre y cuando D sea denso en H. 

Teorema 2.19; A* es cerrado 

DemostraCión. Sea { xn } e D* tal que xn _,; x~ y A "'x
0 

_,. y
0

• Entonces 

<Ax, xn> < x, A* x
0
>. Tomando límite en ambos lados obtcn.:!mos 

<Ax, x
0
> < ~· y0 > para toda x E D. Por definición X

0 
e D y A*x0 = y

0
, y 

esto prueba que A* es cerrado. 

Teorema 2.20. Si A : De H ..... H es un· operador, siendo D denso en H; si 

A"1 : R(A) e: H ..;,. H existe y además R(A) es denso en H. entonces tK1)* <A*f1. 

Demostración. Puesto que R(A) es el dominio de K 1, R(A)"' denotará el dominio de 

(A"1)*. Sean x e D y y e R(A)*. Entonces .· 
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<X, y> < A"1 Ax, y> < Ax, (A"1)* y> . 

esto significa que A* (A"1)* y= y, es decir A •(A"1)'* = IR(Al' , Por otro lado, suponga

mos que x < R(A) y que y P. D*. En este caso tí.'nemos 

< X, y> = <A A"1 X, y>= <A "1 X, A* y> ' 

lo cual implica.que A* yER(A)" y que (A"1)* A* y= y. Entonces (A*)"1 cxistt: .. La 

igualdad anterior muestra que la restricción de (A"1)* a R(A*) es precisamente (A*)"1, 

es decir R(A*) e R(A)*. Por otro lado, si y e R(A)*, sabemos que A*(A"1)* y = y, 

esto es, y e R(A*). Esto junto con la contención anterior muestra que R(A*) = R(A)*. 

En consecuencia (A *r1 = (A *)"1• 

2.9.3 Operadores autoadjuntos 

Definición. Un operador es llamado autoadjúnto si A = A*. 

Nótese que si A es autoadjunto, necesariamente su dominio .es. den

so en H y D = D*. Del teorema 2.19 se sigue que todo operador autoadjunto es 

cerrado. 

A continuación mencionaremos dos ejemplos de operadores autoadjuntos. 

Ejemplo 1. A : L2 (O, 1) _. L2 (O, !), Af = g con 

J
I 

g(~) = 
0 

K(x; t) f(t) dt, 

donde K(x, t) = K(t, x). 

¡ 

1 
~ 



Ejemplo 2. A : D e L, (O. 1) .. , L, (0. 1 l. siendo A ""' 

D "" { u E L2 (0, 1) 1 u·· e L2 lO. 1) ;, u(Ol "' ul() = O } 

es consecuencia del método de integración por partes. 
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Ji /dxl Y 

Que A es autoadjunto. 

Teorema 2.21. Si A es autoadjunto y A-1 exblt:, cntou.:cs R(A) es denso en H y 

A-1 es autoadjunto. 

Demostración. Supongamos que R(A) no es denso en H, entonces existe z * O tal 

que z e R(A)
1
. Por lo tanto < A.x, z> = O para toda x E D; pero <Ax, y>=<x, O> 

y esto implica que z e D* "' D y A *z = Az = O, lo cual contradice la hipótesis de que 

A' 1 existe. Por el trnrcma 2.20 sabemos que 

lo que prueba que A"1 es autoadjunto. 

Ejemplo. El inverso del operador diferencial -d1 /dx2
, u(O) 

rador integral con núdeo 

el cual es autoadjunto. 

K(x, t) = 1 xtl - t) , 
(l - x)t 

X ,¡;; t 

X ~ t 

u(l) O, es el ope-

Nótese que si A es autoadjunto, <Ax, x > es real para toda x E D 

ya que 

< Ax, x > = < x. Ax> = < Ax, x > 

Definición. Si A es autoadjunto y sí 

IU = inf < Ax, X > . 11 X 11 l, xi; D. 

es positivo, entonces se. dice que A es positivo definido. 

( 
~ . 

1 
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Teorema 2.22. Si A es autoadjunto y positivo definido, ento111xs i\" 1 exist~. R(A) º· H 

y A •1 es acotado. 

Demostradón. Como A es positivo definido 

< Ax, x > ~ rn < x, x > 

para toda x "D, con m > O. Aplicando la desigualdad de Schwarz obtencmo.s ql!e 

m 11 x 11 ~ 11 Ax 11 para toda x E D. De aquí se sigue que A"1 existe y además 

para toda y E R(A). Por el teorema 2.21 sabemos que R(A) es denso en H. Ahorn 

veremos. que R(A) = H. Sea y e H. ento_nces existe una sucesión { y
11 

} e R(A) tal 

que y
0 

-• y. Por otro lado. 

·lo cual implica que l A"1 y
0

} es de Cauchy y. entonces converge a un límite x. ESto 

es, .Yn -- y y A"1 y0 -. x. Como A"1 es cerrado, por ser autoadjunto, se sigue 

que y e R(A) y A "1 y = x. Esto muestra que R(A) = H. Como A"1 es cerrado, se 

sigue del teorema 2.16, que A"1 es acotado. Así queda demostrado el teorema. 

Si además de ser autoadjunto, A es también acotado. tenemos 

1 < Ax, x > 1 ..; 11 A 11 < x. x > 

y tomando x tal que 11 x 11 = 1, obtenemos 

1 < Ax, x > 1 .;;;; 11 A 11 . 

1 
; . 

. { 

(. 
.f 

\ 
i 

1 
1 
\ 



y de aquí que 

sup 1 < Ax, x > 1 .;;; 11 A 11 
llxll=l 

De hecho se da la igualdad. 

Teorema 2.23. Si A es acotado y autoadjunto. entonces 

11 A 11 == sup 1 < Ax, x > 1 . 
llxll-1 

Para la demostración de este teorema nos remitimos a [ 11 ), 

Corolario. Si A es acotado y autoadjunto, eriton;:es 

donde m 

11 A 11 = máx { 1 m 1. 1 M 1 } 

inf <Ax, x> 
llxll•l 

y M sup <Ax. x> 
llx 11-1 

Desarrollad.a la he1nmienta, necesaria, pasaremos al estudio de Cálcu

lo Operacional para operadores en espacios de Hilbeit. 



CAPITULO 3. CALCULO OPERACIONAL PARA FUNCIONES RACIONALES 

3.0 Introducción 

Estamos interesados en definir f(A), siendo f : ti c. C -> C. En 

este capítulo trataremos de definir f(A) para polinomios y funciones racionales. Ve

remos cón10 esto nos .plantea la necesidad .de conocer el espectro de A y cómo este 

conjunto juega un papel esencial para poder definir f(A). 

Si f(z) . es un polinomio de grado n no tenemos difü;ultad de defi

nir f(A), siempre y cuando el rango de Ak esté contenido en el dominio de A para 

K < n. Si f(z) = a0 + a1 z + ... + ªn zn definimos 

Si Q(z) = p(z)/q(z), donde p(k) y qtx) son polinomios, es natural 

definii Q(A) como Q(A) = p(A) Q(Af1. · Las dificultades aparecen de inmediato ya 

que q(Ar1 puede no existir. Necesitarnos, pues, detcnninar.cu:lrido es posible ddiilirQ(A) 

donde Q(z) = l/p(z). 

. ¡ 
\ 

. . ~ 
i 

l 
¡ 

.1 
l 
t 



el caso Q(z) 
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En Jos casos qut· analizaremos l'll este capituló, estudiaremos primero 

l/p(z) con p(z) de primer grado, y a continuación el caso general. 

3.1 Definiciones y convenciones 

Por comodidad supondremos que p(z) ;>.. · · z, cuando p(z) sea 

de primer grado. 

Pondremos una fuerte restricción en este problema. Pediremos que 

Ud - A)"1 sea acotaJ0, y parn esto es necesario que R(;>..J .. A) '" H. 

Definición. Al conjunto de puntos en C tales que (;>..! ··· Ar1 

existe y es acotado lo llamaremos el conjunto rcsolvei1te de A y lo denotaremos por 

p(A). 

Definición. Definimos el espectro de A, a (A), como el espectro de A. 

Definición~ Si ;>..ep(A), a (;>..! - A)"1 le llamaremos la resolvente de A. 

Definición, Si t.ea(A) y Ax = t.x paru alguna x '4= O diremos que 

X es un valor propio de A Y. x su correspondiente vector propio. 

3.2 Definición de Q{A) cuando A es. un operador en un espacio de dimensión 

finita 

En el caso matricial, los resultados, ya obtenidos, que nos interesan 

los enunciaremos a continuación, 

Teorema 3.1. Si H es de dimensión finita y A : H --. H .es lineal, entonces (XI - A)"1 

existe y es acotado para toda A<C excepto para un número finito de puntos. Esto es, a(A) es 

i 
j 

\ 

1 



un conjunto finito. 

Este resultado no;, r~suelvr el problema de definir Q(z) "' l/p(z) 

cuando p(z) es de primer grado. 

Teorema 3.2. Si p(z) es cualquier polinomio, entonces 

P(o (A)) = o (p(A)). 
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Corolario. Si p(z) es cualquier polinomio, entonces p(A)"1 existe si y sólo si p(z) ·7' O 

para toda z € a (A). 

Este corolario resuelve el problema de definir .Q(A) cuando 

Q(z) = l /p(z), p(z) cualquier polinomio, y. en consecuencia también para cuando 

Q(z) = p(z)/q(z). 

3.3 Definición de O(A) cuando A es un operador compacto 

Sea ahora A compacto. Recordando que A se puede .. aproximar 

por operadores de dimensión finita es de esperarse que pase algo parecido a lo que 

pasa en el caso matricial. Pero por ese mismo hecho no podemos esperar que a(A) 

siga siendo finito, pero sí a lo más numerable como lo muestran los siguientes teore

mas que enunciamos sin demostración (véase [201). 

Teorema 3.3. Sea A : H -+ H compacto. Si /\ * O, entonces X es un valor propio . 

de A o X es un elemento de p(A). 

Teorema 3.4. El conjunto de valores propios de un operador compacto es a lo más 

numerable, y cero es el único posible punto de acumulación de este conjunto. 

~~t 

lt ','! ~ M.,· 

t. 

! 
l 
' 
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Corolario. El espectro de un operador compacto consiste de la unión del cero y el 

conjunto de valores propios del operador. En consecuencia a{A) es a lo más nume

rnLle. 

Esto nvs re&uelvc el problema de definir Q(A) cuando Q(z)= (}..-z)" 1• 

Consideremos ahora un polinomio p(z) de grado n, y sea X un va

lor propio de A, puesto que Ax = Xx para alguna x 1' O, entonces p(A)x = p(X)x; 

esto es, p(X)e a(p(A)). Además, como p(A) es compacto, o e a(p(A)). 

Lo anterior significa que 

p(a(A)) e a (p(A)) 

Veremos que la contención en el oti"o sentido también es válida. 

De paso quedará demostrada la misma afirmación para el caso matricial. 

Teorema 3.5. Si A es compacto y p(z) es un polinomio, entonces 

'p(o(A)) = a(p(A)) 

Demostración. Sólo nos resta demostrar una contención. El polinomio X - p(z) pue-. 

de descomponerse como 

X - p(z) =: C(z - X 1 ) • • • (z - Xn ), 

donde C * O y fas X¡ son las .raíces de X - p(z). Entonces 

XI- p(A) C(A - X 1 O) •.. (A - \, 1). 

Si· X 1 , X2 , • • • , Xn e p(A), entonces X e p(p(A)). De aquí que si X e o(p(A)) entonces 



para alguna k, Xk e v(A), y en consecuencia /l. 

o(p(A)) e p MA). 

p(Xk l Esto demuestra quC' 

Como consecuencia inrnedi. ta tenemos; 
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Teorema 3.6. Si A es compacto y p(z) es cualquier polinomio entonces p(A)"1 existe 

si y solo si p(z) '# O para toda z e a(A). 

Esto nos resuelve el problema de definir Q(A), siendo A compacto 

y Q(z) cualquier función racional. 

3.4 Definición de Q(A) cuando A es un operador acotado 

Sea A acotado. De la cardinalidad del espectro de A no podemos 

asegurar nada. Ya vimos, en las secciones anteriores, que éste puede ser finito o nu· 

merable, pero en general puede no. ser numerable como fo muestra el siguiente ejemplo. 

3.4.1 Un operÍídor acotado con espectro no numerable 

Sea E : L2 (a, b) -+ La (a, b) dado por (Et) (x) = xf(x). Es fácil 

ver que E es acotado -a = máx l 1a1, 1 b l l es una cota para E - y que E es 

autoadjunto. 

Veremos que todo punto de (a, b] es. un elemento .de a(E). La 

idea es la siguiente: Si X e [a, b), veremos que (XI -- E) es inyectiva, entonces (Xl-E)"1 

existe en ROd - E), pero (>.I ,-- Er1 no es acotado e.n R(XI - E). Sea, pues, 

X e (a, b) y f tal que (XI - E) f = O, entonces 

ll(XI - E)fll 1 = f ab i>.. - x 11f(x)12 dx =O 
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Como 1 A · · x 1 > O para toda x e [a, b] excepto para x =.- >., se concluye que f(x)"'O 

para casi toda x e[a, b]. De aquí que (:>d ··· Ef1 existe en R(Al E). Veremos que 

este operador no es acotado. Para esto construiremos una sucesión { g
0 
f en R()d · E) 

tal que 11 gn 11 =· 1 y 110'1 ... E)"1 g
0 

11 ---> 00 • Primero construiremos j fn 1 tal que 

ll(A.l - E)f
11 

11 --> O. Sea 

{ 

si x e p, l/n, 1' + 1 /n] 

O si x 4 [A. -· l/n, ~, + 1/nl 

[a, b] 

[a, b] 

Entonces 11 e
11 

11 > O y definimos fn = en/ 11 Cn 11. En consecuencia 

-------> n. 
11(>.l -- E)fn 11 

Entonces (A.I - Er1 no es acotado y por lo tanto A. e o(E) para toda A. E [a, b]. De 

hecho o(E) = [a, b], pero no \reremos la otra contención ([7J). 

3.4.2 El espectro de un operador acotado 

El espectro de A en los casos anteriores tiene una propiedad común: 

la de ser un conjunto compacto. En el ca~ m~trici.al el espectro es un conjunto fini

to y por lo tanto compacto; Cuando A es compacto, el espectro es finito o es .infini

to fom1ando, en este. último caso, una sucesión convergente a cero, y cero es un punto 

del espectro; luego entonces el espectro es compacté>. 
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Este resultado sigue siendo v;\lido en el caso presente. Para dl~mos· 

trar esto nos basaremos en los siguientes lemas. (Véanse [l l] y [20}. respectivamente). 

Lema 1. Si A es acotado y 11 A 11 < 1 , cnton<:I'~ (1 - A ).1 e L(JJ) y 

(l - Ar1 

Lerna 2. Si A es acotado, entonces p(A) es abierto y ¡i(A) * C. 

Teorema 3.7. El espectro de un operador acotado es un conjunto compacto. 

Demostración. Probaremos que a(A) es cerrado y acotado. Que es .cerrado se sigue 

del Lema 2. Para ver que es arota:lo nótese que si X es un valor propio y x su co

rrespondiente vector propio normalizado, entonces IXI = IX.xi = IAxl ..-; llAll. Esto es, 

el conjunto de valores propios de A está acotado por UAll. Veremos que llAll cons· 

tituyc una cota para a(A). Para esto es suficiente mostrar que si IA.I > llAll, Xep(A). 

Si ll'd > UAll entonces (A.l - A)= X(l - X"1A) y llA."1All < 1, de aquí que 

(l - X •1 Ar1 e L(H) y en consecuencia (Al - A)"1 e L (l-1); esto es, X~p(A). Esto de

muestra el teorema. 

Con. estos resultados, ya sabemos cuándo podemos definir Q(A) si 

Q(z) = (;\ - zr1• 

Teorema 3.8. Si A es acotado y p(z) es un polinomio, entonces 

. p(o:(A)) = a (p(A)). 

Demostración. La demostración de que a(p(A)) e p (a(A)) es idéntica al caso en que 

A es compacto. (Teorema 3.5). Veamos la otra contención. El polinomio X - p(z) 

puede ser ·expresado.como 

X - p(z) C (z - X 1) .•• (z - X
0
), 

'' 

,. 
,\ 
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donde C i' O y las X¡ son las raíces de A - p(z), c::ntonces 

(3.1) 

Supongamos que X E p(o(A)), esto significa que X = p(z
0

) (o bién ;\ ·· p(z
0

) ~ 0) 

para alguna z
0
e a(A), pero como las A¡ son las raíces de A - p(z), entonces z

0 
==Xk 

para algtma k . Supongamos que k · = 1, esto es, ;\ == p(A 1 ) y Al co(A). Esto últi

mo implica que A - Xll no tiene inverso acotado, y se presentan, para A - A1 l, 

dos posibilidades: 

i) A x
1 
l no tiene inverso. En este caso existe x if- O tal que (A-x1 l)x ··O. 

Si intercambiamos, en (3.1), A - X11 y A - 1\
0

1, obtendremos que 

(XI - p(A)) X == o 

para una x * O. Esto implica que 11. E a (p(A.)). 

ü) Puede suceder que A - h 11 tenga inverso, pero en este caso su rango no 

es todo H. De esto y de la ec (3.1), se sigtie que el rango de Xl-p(A) 

no es todo H. Entonces X e a(p(A)). Así queda demostrado el teorema. 

Como consecuencia inmediata .de esto tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 3.9. Si A es acotado y p(z) es cualquier polinomio, entonces p(Ar1 existe 

si y sólo si p(z) * O par-a toda z " o (A). 

Esto resuelve, nuevamente, el problema de definir Q(A) cuando Q(z) 

es una función racional. 

f 

. :l· 
¡ 

t 

! 
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3.5 Una observación importante 

Hemos visto que el poder definir Q(A) .depcmk del espectro de A 

En los casos anteriores se plldo definir Q(A) para cuando el denominador de Q(z) CH\ 

distiull• ¡k cero en un conjuni<1 rn111p:tdl1, a sab•·r o(A). 

En lo~ siguirntc, casos a estudiar. es más difícil determinar a(A) por 

lo que sólo veremos algunas de la» propiedades más importantes del espectro. 

3.6 El espectro d<i un ope:rndor autoadjunto 

Cuando H es de . dimensión finita es conocido que A posee valores 

propios, esto es, el espectro de cualquier operador autoadjunto es no vacío. Adeniás 

el espectro es. real ya que 

1' <x, x> "° <~x, x> = <Ax, iC> = <x, Ax> = <x, Xx> = /\ <x, x> (3.2) 

Si A es compacto autoadjunto su espeetro es no vacío ([7 }). 

Teorema 3.10. Sea A un operador compacto autoadjunto. Entonces existe un valor 

propio ).
0 

de A, donde 1>..
0
1 = llAI\. 

Corolario. Si A es compacto autoadjunto 

, para toda >..e a(A). 

Teorema 3.1 l. Si A es compacto y autoadjunto, entonces su espectro~ a(A). es real. 

'.,, .... ,. 

..'.: 

t. 
1 

t. 
l 
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Demostración. Por el corolario del teorema 3.3, sabemos que a(A) consta del cerv y 

de sus valores propios. Entonces sólo resta demostrar que los valores propios de A 

son reales. Esto se sigue de la ec (3.2). 

En este par de casos que acabamos de ver, al demostrar que los 

valores propios son reales - y por consiguiente el espectro-· se usó únic•imente el he

cho de que A es autoadjunto. De aquí que .los valores propios de cualquier opera

dor autoadjunto sean reales. Esto hace plausible que el espectro de cualquier opera

dor autoajunto sea real. La demostración de este hecho es, por supuesto, müs com

plicada y no la haremos aquí. 

Para la demostración de los siguientes resultados nos remitiremos 

a [ l]. 

Teorema .3.12. Si A es acotado y autoadjunto, entonces u(A) es real y además 

i) a(A) e [m, M] donde 

m = inf <Ax, x> , M 
!lxll=! 

ii) 1n, M e a (A) 

· sup . <Ax, x> 
llxil= 1 

Teorema 3.13~ Si A es autoadjunto, entonces a(A) es un. conjunto ":errado. 

3.7 El espectro de un operador .cerrado 

Una de las. dificultades que presenta d determinar a(A); en este ca

so general, es que a(A). puede no ser. acotado como veremos en el siguiente eje1l1plo. 
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3.7 .1 Un operador cuyo espectro no es acotado 

Consideremos el siguiente operador: 

con u(O) = u(I) = O. Veremos que e! espectro de este operador no es acotado. Pa

ra esto basta fijarse en que sus valores propios fonnan .la sucesión l n2 rr 2 r ' siendo 

.. sus correspondientes vectores propios las funciones sen n rr x. 

3.7.2 El espectro de un operador cerrado es cerrado 

Aunque en general es espectro de un operador cerrado no es .acota

.do, sigue conservando su cualidad de ser ceITado. Esto nos lo asegura .el siguiente' teo

rema que no demostraremos [20] 

Teorema 3.14. Si A es cerrado, entonces a(A) es un conjunto cerrado. 



CAPITULO 4. CALCULO OPERACIONAL PARA OPERADORES ACOTADOS. 

CASO GENERAL 

4.0 Introducción 

El propósito de este capítulo es, primeramente, definir f(A) cuando 

A es acotado y f : A e C --+ C es una función analítica. Después veremos, como 

una aplicación de lo anterior, una clase importante de operadores ~proyecciones- que 

nos llevarán a final de· cuenta!; a obtener una representación para A· en térniinos de 

dichas proyecciones en el caso en A sea autoadjunto. 

4;1 Fu.nclones analíticas con valores en L(H) 

4.1~ 1 Introducción 

En el capítulo anterior veiamos que la definic;ón de Q(A), cuando 

Q(z) es racional, dependía de. la po~ibilidad ·de que pudiéseinos definir la· res<>lvente· de. A. 
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Por otro lado en el capítulo 1 veíamos cómo se sugería definir f(A) 

-siendo A una matriz y f(z) analítica-· utilii.ando la fórmula de Cauchy; esto es, defi. 

nir f(A) como 

f(A) = ~1 f(z) (zl ·- A)"I dl. 
2111 r 

Expresión en la cual aparece la resolvente de A. 

Es este camino que seguiremos en el presente capítulo para definir 

f(A). 

Para abordar el problema haremos primero una reflexión sobre la 

resolvente· R;>.. 

Si A. es un complejo tal que 1 X 1 ;;;¡,· 11 A 11, sabemos por el teore

ma 3.7 que A. e p(A) y además, por el lema anterior a dicho teorema, tenemos que 

(A.l - Ar1 = ~ 1..-i• An-1. 
k•l 

O sea que en el exterior del círculo con centro en el origen y radio r = 11 A 11, Rx 
se puede desarrollar en serie de. potencias en X con coeficiente en L(H). 

Lo anterior sugiere la posibilidad de considerar a R), como. una 

función ·analítica, · cuyo. dominio . es un subconjunto del plano . complejo, con vawres 

en L(H); 

Esto nos lleva a tratar de precisar el concepto de función analítica 

<:U ando 

. F : t. e: C -+ L(H). 
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4.1.2 Definiciones y propiedades básicas 

Definición. Decimos que F : A e C _. L(H), A abierto, es dife

rencíable en un punto /..
0 

e A si existe A f L(H) tal que 

F(X) -- F(X
0

) 

;>.. - Xº 
- A 11 _, O 

y en este caso definimos F'(l\
0

) = A. 

Definición. Sea F : A e C -> L(H), A abierto. Decimos que 

F(X) es analítica en A si F(J\.) es diferenciable para cada >.. e A. 

A continuación enunciaremos una serie de propiedades de . este tipo 

de funciones. La demostración de estas propiedades se hará en los Apéndices A y B. 

Teorema 4.1. Sea F : A e C -> L(H), A abierto. Una condición necesaria y sufi

ciente para que F(J\.) sea analítica en A es que <F(:\) x, y> sea analítica para toda 

x, y E H. 

. Este resultado pemüte que las principales propkdades de la teoría 

de funciones analíticas se sigan conservando. En. particular podemos reconstruir la 

integral de contorno y como consecuencia de esto, el teorema de Cauchy. 

En el Apéndice A veremos que es posible definir la integral 

L F(z) dz (4.l) 

•' . ,• ·,, 

de>mte r es una curva rectificable, y se demostrará el siguiente resultado. 
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Teorema 4.2. La integral dada por (4.1) es un elemento de L(H) y 

< F(z) dz x, y> J <F(z) x, y> dz. 
r 
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La existencia de la integral del lado derecho garantiza la existeneia 

de (4.1). 

Teorema 4.3. Si F A e C -> L(H) es analítica, entonces 

J F(z) dz = O 
r 

para cualquier curva r simple cerrada en A, cuyo interior esté contenido en A 

Corolario. Sea F : A e C - L(H) analítica y sean r1, r 2 dos curvas simples cerra

das, que no se interesectan entre sí, tales que la región acotada por ellas esté conte

nida en b.. Entonces 

I F(z) dz = i F(z) dz. 
r 1 r2 

El teorema de Cauchy sigue valiendo en sus casos más generales. 

También .se pueden reconstruir resultados .clásicos de la teoría de 

funciones analíticas. tales· como el teorema de Liouville, los desarrollos en series de 

Taylor y de Laurent, el intercambio de sumatorias con la integral etC. 

Teorema 4.4~ La resolvente Ri p(A) e: C .,-+· L(H) es úna función analítica en p(A). 
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4.2 Definición de f(A) 

4.2.1 Una definición restringida 

Sean r > 11A11, ti. es disco abierto con centro en el origen y ra

dio r, y f: t:. e C -> C analítica. Entonces 

1z1 < r. (4.2) 

Esto sugiere que definamos f(A) como 

f(A) 

pero debemos asegurarnos de que esta serie sea convergente en L(H)~. 

Como 11 A 11 < r, entonces 

converge absolutamente para J z 1 = 11 A 11, esto es, 

cs. convcq;entc. Ahorabicn 

y · ento.nces 

córiverge en 11.HJ. 
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Definición. Siendo f(z) dada por (4.2), definimos 

f(A),;, (4.3) 

4.2.2 Hacia una definición general 

Sea r un círculo con centro en el origen y radio mayor que 

11 A 11 - esto es, r está contenido en p(A) - entonces 

si z ~ r. De aquí que 

(zl - A)"1 = 2: z-n An·l 
n=l 

z. (zI - Ar1 !: z-n A n 
n=O 

En vista de que r es un conjunto compacto, podemos intercambiar esta sumatoria con 

1.a integral y obtenemos 

z (zl - Ar1 dz = ~ f z·n Ari dz = ~ (. z-n dz 
r n•O r n•O J r 

.. Esto es 

A= ~J z(zI C.:Ar1 ctz 
2111 . r 

Por un razonamiento análogo obtenemos: 

An = -
1 -f z" (zl - Af1 dz 

2 iri r 

Las fónnulas anteriores siguen siendo válidas para cualquÍer curva simple . cerr~da que 

contenga en su interior a a(A), ya que Rz = (zI -A)"1 es análítica en p(A). Tene

mos, pues, el siguiente resultado: 

.. ·.' 
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Teorema 4.5. Si A H ~ H es acotado, entonces 

A" -
1 J z11 (zl ~ Af1 dz (4.4) 

- 2 ni r 

siendo r una curva simple cerrada conteniendo a a(A) en su interior. 

Combinando (4.2) con (4.4) obtenemos 

f(A) = 

de donde 

f(A) = -
2

1
. { f(z) (zl ·- Ar1 dz, (4.5) 

111;.. r 

siendo r un circulo con centro en el origen, radío menor que r - r tomada como en 

la sección 4.2. l ..,.. y que contiene a a(A) en su interior. 

Notando que la integral en (4.5) no cambia si consideramos a r 

como una curva simple cerrada que contenga a a(A) en su interior y esté contenida 

en el círculo con centro en el origen y radio r, vemos que mediante la fórn~ula (4.5) 

es posible definir f(A) para una clase más amplia de funciones analíticas. A .continua

ción veremos que esto es posible hacerlo para cualquier función cuyo dominio conten

ga a o(A). 

4.2.3 Definición de f(A) 

Si f : i.. e C -+ C es analítica en A, ll conteni.endo a a(A.) y. si 

existe un círculo r contenido en A , con centro en el origen y co;1teniendo a d(A) 
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Fig 4 

Fig 5 
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A en su interior (fig 2). podemos definir f(A) por 

medio de la fórmula (4.5). 

Aun más, si t:,, es tal que podemos en· 

co11trar una curva simpk cenada !" en A n p(A) 

(fig 4), la integral del lado derecho de (4.5) 

esta bien definida y podemos definir f(A) por 

medio de dicha fórmula. 

Pero se puede presentar una situación 

más gcncnil. Pudiese ser qu<: l'i y a(A) sean 

como los de la fig 5. Si r = r 1 U r 2 , la 

integral de ( 4.5) sigue estando bien definida y 

podemos definir f{A) por medio de esa fórmula. 

En cada uno de los· casos anteriores A 

es un cortjunto abierto que contiene a a(A). 

Haremos ver que si f tiene como dominio a un 

conjunto abierto A . conteniendo a a(A), podemos 

definir f(A) por medio de la fórmula (4.5). 

El problema es asegurarnos de. que podemos enc1mtrar una cun-a. r 

-contenida en A n p(A)- adecuada para que la integral en (4.5) tenga sentido. El 

hecho de que a(A) sea compacto nos va a garantizar que podamos encontrar una cur

va tal. Esto nos lo asegura el siguiente lema que no dem.ostraremos ([ 191). 

Lema. Dado S e C compacto y n ::> S abierto, existe un conjunto abierto, existe. un 

conjunto abierto w tál que 

Scwcwcn 

.¡ 
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y su frontera, ow, consiste de un número finito de currns simples cerradas que no se 

interscctan entre sí. 

Definid6n. Si f : Á e C -+C es analítica, ó. abierto y ;:,, ::i a(A) 

entonces definimos 

f(A) = -
1-f f(z) (zl -- Ar1 dz, (4.6) 

211i aw 

siendo aw corno en el lema anterior. 

Ahora, para que f(A) quede bien definida, debemos asegurarnos que 

la integral en (4.6) no depende del conjunto w escogido. Esto es una aplicación del 

· · teorema de Cauchy y la demostración pi1ede encontrarse en [20]. 

4.3 Cálculo Óperacional 

Lo primero que podemos observar de (4.6) es que f(A) e L(H). 

De la definición de f(A) se sigue, sin mucha dificultad que 

(f + g) (A) f(A) + g(A) 

y que para cualquier a e e 

(a f) (A) = a Í(A). 

. . . . .. 

Un hecho. que. no es trivial -y que demostra~ernos a continuación;:-

es que' · 

(fg) (A) f(A) g(A) 
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Esta propiedad implicará que si f(A)"1 existe 

f(A)"1 = g(A) 

donde g(z) = l/f(z). 

Teorema 4.6. Si f : A e C -+ C es unalítica y A ::i u(A) es abierto, entonces 

i) (f + g) {A) = f(A) + g(A) 

ii) (a 1) (A) = af(A), a e C 

iii) (fg) (A) = f(A) g(A) = g(A) f(A) 

iv) Si f(z) * O para toda z e u(A), entonces f(A) es invertible y 

f(A)"1 = -. -
1-f -1

-(zl - A)"1 d. z 
2 ir i 3 w f(z) . . 

donde aw .~s la frontera de un conjunto abkrto w con la propiedad de que ,o(A)c:wc:w 

. y tal que f(z) no se. anula en w. 

Demostración. 

Hi) La demostración se basa en la igualdad 

que se demuestra en el Apéndice B. 

Sean f .con dominio n , g con dominio t... Escojamos coajuntos 

abiertos w 1• w 2 tales que 

a(A) e w1 , 

·,: 

. ; 
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(ver fig (6). Entonces 

g(A) = - 1
- { g(;\) R" dX 

:!rri J ª"' ~ 
Fig 6 

y en consecuencia 

f(A) g(Z) "" -
1 

. f 
. 2rr1 aw 

1 

-
1
- f ·. f(z) 1- f .· g(?,) R, R11. dX¡· dz 

2 ir i awl 2 11 i ª"'2 

Sustituyendo · Rx Rz por 

R11. -z - X. 

2lir j /awl f¡,)1-1·1 g(X) R11. 

d> 1 + dz 
2 rrl. a z.,.. X 

"'2 

T-cf ft•l". 1 +f g(X) 
dX 

1 
dz 

1Tl. awl .. 111 ·a..,l X - z 

1 f 1 1 J, f(z) d .. 

1 
+ -::¡-: • g(X) R11. -,-. -- z dX. 

~ in 3..,l - rr 1 . 0.,,
1 

z-'X 

Pero, como z está en el interior de ow 2 y 'X en el exterio,r. d,e aw l.' 

tenemos 9ue 
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l ·¡. g(A) dA 
--r;;j.. ilw2 A - z 

g(z) 
f(z) 

z ~ A 
dz o 

Luego entonces 

f(A) g(A) = -
1-.1· . flz) g(z) Ri dz " ( fgJ lA) • 

2 rr1 a 
"'1 

y como 

(fg) (A) = (g0 (A) g(A) .f(A) 

tcnrno~ demostrada la proposición. 

vi) Sea f : A e C - C, A ::i a(Al abierto. Si f(z) *- O en a(A); podemos 

construir un conjunto abierto w tal .que 

o(A) e w e w e A 

y f(z)'fa O en w. 

Verem0s cómo constrnir w. Por ser f continua, para cada i. e a(A) 

.. existe un abierto conteniendo a z y contenido en A '-esto por ser A abierto- en el 

cual f no se anula: La unión n de estos conjuntos es un conjunto abierto contenido 

en A y conteniendo a a(A). Sea w un conjunto abierto tal que 

alA) e w e ·¿_, e n e A • 

Este conjunto w es el buscado. 

De lo anterior se concluye que g(z) = l/f(z) es analítica eh n: 
Por lo ta1ito g(A) está definida y 
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· ftA) g(A 1"' g(A) f(A) = ~J ftzl g(z) R, dz 
' H 111 ª'º 

= -1 -~· R dz ') . • 7 

~ 111 • º"' 
. Luego entonces 

y 

f(Af
1 = ~!·. -.1

-. - (zl - Ar1 dz . 
• 111 ow · l(z) 

con lo que qu0,la demostrado el teorema. 

Un resultado importante es el llamado korema .de transformación 

del espectro que demostraremos a continuación. 

Teorema 4.7. (Transformación del espectro). Si f ~ e C -• C es analítica, 

A .::> a (A) es abierto, entonces 

o (f(A)) = f. (a(A)) . 

Es decir, µ e o(f(A)) si y sólo si µ = f(h.) para . alguna X e o\A). 

DémostraciÓn. Mostraremos primero queµ e o(f(A)) implica µ = f(h.) para alguria 

. )\.e u(A). Supongamos que esto no es i.:ierto, esto es. qui! f(z) - µ #: O par:i toda 

. z e a(A). Por el teorema 4.6. f(A) - µI tiene un inverso acotado y por. lo tanto 

µ e p(f(A)): lo cual es una contradicción. 

Supoilgamos ahora que µ f(h.) para alguna h.. e a(A) .. Definamos 

g(z) = 

t'(z).·-::-!_ 
z - :\ 

si z .,¡,· :\ 

si z :\ . 
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Entonces g(z) es analítica en A y además 

g(z) (z -- A) - f(z) µ 

pJra toda z e to. De aquí qm, 

g(A) (A ·- :>.11"' íA XI) g(A) ~' f(A) µl. 

Si µ fuera un punto de p(f(A)), se tendría que 

h(A) (A - Al) = {A -- t.. 1) h(A) ·"' l 

. donde 

h(A) = g(A) [ f(A) -:- µ lf 1 

Pero esto significaría que t.. fuese un punto de A(A), lo cual contradice la hipót~sis. 

EntOnces µ e a(f(A)) y esto completa la demostración . 

. 4.4 Proyecciones 

Puede suceder que u(A) no sea conexo - como .en el caso en 

que A es compacto - y entonces el dominio t:. de f(z) no tiene pO; qué sercor.,;xo. 

En este caso f(z) puede estar definida de distintas formas en las diferentes componen

tes conexas de .:\. 

Fig 7 

Supongamos. por ejemplo que a(A)= a 1 U a2• 

a1 (l a2 == if>, qu~ áistenabíJrtos ~¡. ~ 2 
taks. que a¡ e ~¡. i = 1. '.!.~ y .i 1 n .:\~= qi · 

(fig 7). 

Defirnunos f(z) cómo f(z) - l en .:. 1 y 

f(z) =O l!n .l 2 
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Entonces 

1 f . P = f(A) = ·--. 1 2 7T l ilw1 

(zl - A)"1 dz 

donde w 
1 

es un abierto tal que u 1 e w 
1 

e w
1 

e .c.
1 

(Fig 7 ). Como f(z)f(z)= f(z), 

tenemos que P~ = P 1• 

Definición. Un operador P H --> H se dice que es una pro, 

yccción si P2 P. 

Si ahora consideramos la función g(z) definida como g(z) = O 

en t. 1 y g(z). = en t:. 2 obtenemos 

1 J . . P .. 1 = g(A) =" ~- . . lzl -:- A) ·1 dz, - . 2 7T 1 

º"'2 

donde i.lw 2 es como en la fig 7. P2 es también una proyección. 

Como f + g = l en t:. j. l u :.'!. 2. cntOIJCt:'S 

l4.6) 

El ·rango .de P¡. RtP1) consistl! de aqÚellos puntos x.e H tales 

que x ':' P¡ x. En efecto, si x = P¡z entonces P¡x = Pf z = x~ 

., · Esto junto• con ( 4.6) nos. dice que· 

1 
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por lo tanto P 1 x - O y en consecuencia x O. Esto muestra el siguiente lema. 

Lema. H 

Así como H se pucdl' descomponer en subespuciocs qm· drprn· 

den de proyecciones, el operador A también se puede descomponer en sumas de ope

radores determinados pór las proyecciones. Para. ver esto. supongamos que x e R(P 1 \; 

entonces x = P 1 x y por lo tanto 

Ax 

(el hecho de que AP 1 = l\A proviene de que tanto A como P 1 son funciones del 

operador A y, por el teorema 4.6, conmutan). La igualdad anterior nos dice que 

R(P 1) es invariante bajo A y que A == AP 1 en R(P 1). Lo mismo sucede con R(P2 ). 

Estas observaciones. junto con el lema anterior nos dan el siguien~ 

te . resultado. 

Teorema 4.8. Bajo las hipótesis hechas a .lo largo de esta seccíón, R(P 1) y R(P 2 ) son 

invariantes bajo A.· En consecuencia, si A¡ = AP 1 y A2 - AP 2 , entonces A puede 

escribirse como 

Hemos descompuesto a A en la s_uma. de operadores que en algu-
. . . . ' 

nas ocasiones son más sencillos que A. Es importante obs,ervar que a final de cuentas 

los que detem1Úlan dichos operadores son el espectro de A y lus proyecciones. que . . 

·también. depend~n del espectro de A. 

Si denotamos por A' y A". las restricci?nes de. A a RlP 1) y 

R(?2 l, respectivamente. es de esperarse que los espectros <otA'l y olA .. ) t.-ngan relación con · 
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En efecto el siguie11te resultado (( 121) nos establece dicha relación. 

Teorema 4.9. u(A') = u1 : u(A") "" o2 . 

Hemos recalcado que las transfonnaciones A 1 · y A2 en ocasiones 

son más sencillas que A.. Con el fin de aclarar esto -que nos llevará a una represen-• 

tación de un operador autoadjunto en términ.os de proyecciones- analizaremos casos 

más particulares que el presente. 

4.5 Descomposición espectral para operadores en espacios de dimensión finita 

4.5.1 El caso general 

El espectro .de un operador en Un espacio de dimensión finita 

consta únicamente de valores propios y constituye un conjunto finito. De aquí que . 

sea posible encerrar a cada punto:>.¡ del espectro en un cfrculo .r1 que·no contenga. 

a otros puntos del espectro (Fig 8). De aquí que :A pueda representarse éomo 

O
r1 ·Qr2 Qr¡ 

. . . ' . . . . . ' . . . h . . . ':>. 

Fig 8 

A= A 1 + ... + Ak 

donde A¡ = AP¡ y k es el número de ele

mentos de olA). 

4.5.2 El caso en que .A tiene n valores propios distinto.s 

Supongamos qtie la dimensión de H es n y que A tie.ne precisa~ 

mente n valores. propios .diStintos. Puesto que 
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H RU\l e> •. .; R(P
0

.l 

1 ..... n . es di: dim.:nsión 1 

Utili1and,~ el IWl't'llta 4.9 wmo> qut' L'I espc'l'líl) de' la restri('dón M. A 

a :RlP¡l e$;\¡· y por ser RlP¡) unidimensional, se sigut• que dicha res!.ricción es >-¡l. 

Esto es. para toda x E R{P¡l 

Ax (4.7) 

Aun m:ls. SL':l x un c>kmc•1110 cualqukrn de H, entonces utilizan-. 

Jo (4.71 se tiene que 

A 
' 

(4.8) 

En .:ste .:aso. A tit.-n.: una reprt'seiHación en términos de su espectro 

y Je proye.:ciom•s asociadas a ¿ste. 

l'na re¡irrn:ntadón .dél tipll (4,S) es lla.niada µnJ reprcsentadón es· 

. . 

En general un oper.lJor en lin espacio de dimensión finita no tiene 

f'q:ll\.'!'<nlJción t"Sp(ctral. sin emtiúgo cuak1uiá t)perador Jutoadjunto sí tkne skmpre 

n.11rt·s.:ntJ.:ión C)lJectrat 
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4.5.3 Representación espectral para operadores autoadjuntos 

Sea A es autoadjunto. Si t.. 1 y ;o..2 son valores propios de A; xl' 

x2 sus respectivos vectores propios y !..¡ * >.. 2 , entonces podcmo:S asegurar que x1 y 

x2 son ortogonales. En efecto 

y de esta igualdad es evidente nuestra afinnación. 

Lema. Si x1, ~ son vectores propios de A correspondi.;ntes a valores propios distin· 

tos, entonces _x 1 , x2 son ortogonales. 

Nota. Este resultado puede generalizarse fácilmente a un conjunto finito. de vectores 

propios. Además, nótese que no estamos utilizando el hecho de que H es de dim.en

sión finita, sino únicamente la propiédad de que A es autoadjunto, así que este resul

tado es válido aun en el caso en .que H sea de dimensión infinita. 

En el caso en que A tenga n valores propios distintos, la relación 

(4.8) sigue valiendo con algunas propiedades adicion~les. 

La primera de estas es. que R(P¡) l. RtPi) si i * j. Esto es evi

dente si notamos que 

R(P¡) { x e H. l Ax. = \x} 

y aplicamos el Lema anterior. 

La otra propiedad es que los P. son operadores aut0adjuntos. En 
, , .1 , . . . 

efecto; como los .vectores propios de A. X¡. X~ ••••• X~. fonnan una base ortogonal 

én · 1-J, si toma1nos x. y e H tenemos 
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y de aquí que 

Los resúltados anteriores siguen siendo esencialmente válidos para cual· 

quier operador autoadjunto en un espacio de dimensión finitn, aun cuando no todos 

sus valores propios sean distintos. 

Se puede demostrar lo siguiente ([ 17]}; 

Teorema 4.10. Si A : H _,. H es autoadjunto, H de dimensión finita y sí t. 1 , ••• , t.k 

son los distintos valores propios de A, entonces 

i) A= 

ü) PI= P1 

ili) R (P¡) = { x e H 1 Ax = f.¡X} · 

· Nofa. Operadores teniendo la propiedad (ii) son lliÍmadas proyecciones ortogonales. 

· En el caso en que H sea de dimensión infinita y A ai1toádjunto, 

ség;,drán v3Iiendo resultados análogos a este teorema, pero con las debidas modificado· 

nes debid~s al caracter de .. H y al caracter del op,erador A. 
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4.6 Descomposición espectral para operadoras compactos 

4.6.1 El caso. general 

Sea A : H -+ H compacto. Si o (A) es un conjunto finito, enton

ces el análisis hecho en 4.5 .1 se aplica al caso presente. 

Supongamos, pues, que o(A) es infinito. Sin perder generalidád po

demos .suponer que li\ 11 ;;i. li\2 1 ;;. . . . ;;. li\" 1 ~ . . . . Escojamos un círculo r, con 

centro en el origen, tal que i\i esté en el interior de r. para i > N y i\ 1 , •.. , i\N es-· 

tén en el exterior de r (supondremos que i\i ,¡_, >.i si i. 4' 
1 
j). Para cada i\i i ..; N, po· 

demos construir un círculo r i con centro en i\; y que no contenga en su interior a 

ningún otro punto de u(A) (Fig 9). 

Ffg9 

Tenemos entonces que 

A = A 1 + ... + AN + B 

donde Aic == APk, B = AP y 

Pk,,. ~1· (zl - ·Ar1 dz 
21r1 r ·· 

k 

P = -.. -1-. f. (zl - A)"1 dz 
2 rrt r 

Nuevamente, si R(Pi). i = 1 , ... , N, es de dimensión uno, obtenemos 

Pero en general no tendremos esta situación. Sin embargó, en cualquier .caso, el rango 
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de Pi, R(P¡) seguirá conservando su carácter finito. 

Teorema 4.11. Si A : 1:1 -> H es compacto; X
0
e o(A), :\

0 
* O; r

0 
es un círculo eón 

centro en X
0 

y que no contiene en su interior a ningun otro punto de o(A); y 

1 !· . -1 P "" --:-· . .(zI - A) dz 
2 111 r 

o 

es Ja proyección asociada a >.
0

• Entonces R(P) es de dimensión finita. 

Para una elegante demostración de este teorema véase [8]. 

4.6.2 Descomposición espectral para operadores compactos autoadjuntos 

En el caso en que A es compacto autoadjunto seguimos teniendo 

A = Al + . . . + . AN + B 

y .cada. R(P1) es invariante bajo A. 

Por el teorema 4.9, el espectro de la. restricción de A a R(Pi) es 
precisamente ~ 1 . Como la restricción de A a R(P¡) es autoadjuofo y R(P1) es de d.i

mensión finita, se sigue que dicha restricción es >.¡I; esto es 

para toda x. R{P¡), Aun más sea x e H, entonces 
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A¡x = AP¡x = A.¡P¡x. 

Esto es 

de donde 

Podemos hacer tender a cero el radio del círculo r, equivalentemen

te, podemos hacer que N crezca. ·Parece más o menos natural que podamos tener 

Veremos que esto es cierto. Tenemos 

llA - 11 B 11 

Sólo resta mostrar que 11 B 11 -> O cuando N -> .oo ·• 

Sabemos que el espectro de la restricción de A a R(P),·lláffiemosle 

N, es l ;i.N+t, . . . } U j O } . De aquí que 11 A'U = 1>-1rn1 ya que A' es c~m
pacto autoadjurito; Ahora 

11 Bxll = llAPxU= UA'(Px)ll~ IAN+tlllPxll..; l>-N>It llxH 

para toda x e H. Entonces 

Como.el radio de r tiende a cero y 'AN+I está d~ntrOde dicho circuló, eritcinces 

l >-N+tl - O y por lo tanto 



so 

Es natural esrerar que 

en el sentido de que 

X= k~l Xk 

para toda x e H y donde xk e R(Pk). Como R(Pk) consiste d<: vectorc; propios de A 

correspondientes al valor propio Xk y R(Pk) es de dimensión finita, entonces en cada 

R(P k) podemos escoger una base oitonormal de vectores, y en vista de que R(P¡) J. R(Pj) 

si L :P j, tenemos que juntando las bases ortorionnales de cada R(Pk), obtenemos una 

base completa ortonormal para H que consiste de vectores propios de A. En efecto, 

tenemos el siguiente teorema [7) . 

Teorema 4.12. Si A H -> H es compacto autoadjunto, entonces 

ii) H = i; e R(Pi) 
l•I 

iii) Existe una base ortononnal completa ~ que consiste de vec;tores. 

propios de A. Además 

para toda x e H y donde ek. es un vector propio asociado. a Xk (aquí las Xk pueden 

repetifse). 
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CAP~TULO s: TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORESAUTOADJUNTOS 
ACOTADOS 

5.0 Introducción 

Sea .A : H ....:+ H autoadjunto y fi de dimensión fmitao Si 

?-. 1 , X2 , ••• , X1: son lo.svalores propios de A, consideremos el co¡tjunto abierto 

donde A1 n Aj = q,, si i -:P j; A1 contiene a X¡. i =' 1, ... , k, y no contienea nÍn

guna otra Xj; además supongamos que A
0 

no cotÍtie.ne a ningún punto dél espectro de 

· . A,. pero. sí púntos del eje real. 

donde 

En la sección 4.S .3 vimos que 

1 f . . 
P1 =.:.-.l· . . · · (zl ,... A)"1 dz. · ir 1 . . 

r. 
. . 1 . 

(5,l) 
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Con la introducción de A0 podemos expresar (5.1) como 

ya que P
0 

= O porque (zl -· Ar1 es analítica en A
0

• Cabl: hacer la aclaración de 

que introdujimos .6.
0 

para poder escribir (5.1) de otra fomia, pero también en té1mi

nos de proyecciones. ·Esto último nos dará Ja posibilidad de generalizar nuestros re

sultados sobre descomposición espectral. 

Definamos 

{ 

1 si z e 6
0 

U ... U A¡ 

Ei(z) = 
O si z e A1•1 U ... U llk 

para i = O, I; ... , k. Consideremos las proyecciones 

Ei(A) i = O, l, . . . , k. 

Aquí E0 (A) = O. No es difícil ver que 

Por. comodidad haremos un cambio de notación. Denotaremos a los E¡(A) por . 

i = 1, ..• 'k .. 

También definimos . 

para ser consistentes con el cambio de notación. 
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Aquí ;>..
0 

es un punto cualquiera de ti.
0

, pero sobre el eje real. 

E(;>..0 ) está bien definido ya. que E
0
(A) = O. Aquí recalcamos que E0(A) es un 

simple auxiliar para poder reescribir .(5 .1 ). 

Con este cambio de notación tenemos que 

i = 1, ... ' k~ 

De aquí que (5.1) se puede escribir como 

(5.2) 

Esto empieza a sugerir que A se pueda escribir como una integral 

.Je Riemann-Stieltjes. 

Obsérvese que tanto los P¡ como los E(f\1) están determinados por 

números reales, esfo sugiere la posibilidad de atacar. el problema de la representación 

espectral restringiéndonos a los números reales sin utilizar para nada los números com

. piejos. 

Si A es compacto autoadjunto puede hacerse lo mismo que hicimos 

en. el caso de dimensión finita y obtenemos, en lugar de (5.2), 

n 

A= :E >..¡ [E(>..¡) - E<>..1•1)¡ 
i•l 

(5.3) 

· lo .cual sugiere más la posibilidad de representar a A como una integral de Riemann

Stieltjes. 

El problema para tener una representación de este tipo es que tene-. 
'... ' 

mos definida una función E(?,) para un conjUnto numerab~'· _. ¡i,'.mtos y no la te.nemas· 

definida en todo un intervalo. 
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Sin embargo, si A es acotado autoadjunto y tomamos en cuenta que 

el espectro de A puede ser continuo, tenemos más posibilidades de definir una función 

E('A) : [a, b] -+ L(H), 

donde [a, b) contiene a o-(A), de fonna tal que A pueda ser representada como 

(5.4) 

Es natural esperar que E(¡..) sea una proyección ortogonal para 

cada l. 

Demostraremos que efectivamente A· s.: puede representar como (5.4). 

Las condiciones para que dicha integral exista están tratadas en el Apéndice .Á. Par~ 

poder desarrollar la teorfa necesitamos una serie de resultados previos que trataremos en 

la siguiente sección. 

5.1 Algunos resultados previos 

5; 1.1 Proyecciones ortogonales 

Defmición. Una proyección t.al que 

N(P) = R(P)1 

es. llamada< una proyección ortogonal. 

Teorema SJ. Sea P una proyección. P es ortogonal si y sólo si P esautoadjunto. 

. ~ ' 

'.1 
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Demostración. Supongamos primero qu¡; P es una proyección ortogonal. Sabemos 

que 

H :=: R(P) ID N(P) 

y 

N{P) = R(Pi. 

Sean 

Y 1, y2 e N{P). E.ntonces 

esto es, 

. . 
para toda z1, z2 e H. .Esto 1J1Uestra que P es autoadjunto. 

Supongamos ahora que P es una proyección y que es autoadjunto. 

Sean x eR(P), y e N(P), entonces 

<x, Y>= <Px, y> = <x, Py> <x, O> o 

de aquí se infiere que 

N(A) = R(A)1 . 

. Lo que· demuestra ·el teorenia. 
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Además de ser autoadjunto, una proyección es acotado (( I ]). 

Teorema 5.2: Una proyección ortogonal P es un operador acotado. Si P * O, 

llPll = l y 

O ..;; <Px, x> .:;; 1 

para toda x e H tal que 11 x 11 = 1. 

5.1.2 Una relai::ión de orden parcial para operadores autoadjuntos 

De cierta manera los operadores autoadjuntos juegan dentro del con

junto de operadores lineales en H; el papel que los números reales juegan en los nú

meros complejos. Podemos, por ejemplo, definir una relación de orden parcial . entre 

operadores autoádjuntos acotados. 

Definición. Decimos que un operador acotado autoadjunto es po-

sitivo si 

<Ax, .x> ;;i. O 

para toda x e H; Esto lo denotamos por A ;;. O. 

Definición. Decirnos que A .;;; B si B - A ;;. . O. . Es decir si 

<Ax,. x> .::. <Bx, x.> 

para toda x e H. 

Ejemplo. Si P es llna proyección·. ortogoniil, el teorehta 5 .2 muesfra que-

O<:Po;;I. 
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Sabemos que en los números reales toda sucesión monótona y 

acotada es convergente.. Esto también sucede en el espacio de operadores acotados 

autoadjuntos. 

Teorema 5.3. Sea { A
0 

} una sucesión de operadores acotados auto¡idjuntos. Sea 

Be L(H) tal que 

para toda n. Supongamos también que 

Entonces existe A< L(H) autoadjunto tal que 

llA
11 

- All _,. O y A ~ B. 

La correspondiente afinnación para sucesiones decrecient,es también 

es válida. Para una demostración de tal hecho nos remitiremos a [ 1 J. Ahí mismo 

se encuentra· la demostración .del siguiente teorema. 

Teorema 5.4. Si A es acotado autoadjunto y p(}.) es un polinomio con coeficientes 

reales tal que 

p{A) ;;.· O 

para toda Ae[m, MJ. -'- siendo m niin a(A) y M = máx <1cA.j -: entonces 

p(A} ;;. O. 

·.J 
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5.2 Teorema espectral para operadores acotados autoadjuntos 

5.2.1 Introducción 

El teorema espectral nos afirma que si A es acotado autoadjuilto, 

entonces A puede ser expresado como 

A = f • b X dE (;\) 

donde a(A) e [a, b] y E(;\) es una proyección ortogonal para cada X•[a, b]. A con· 

tinunción daremos las ideas en las qu<' descansa la dernostrnción. En In siguiente scc:

ci6n se verán los pasos principales ·de la demostración del teorema. 

La idea es poder definir E(;\) ""· E,_ (A) donde 

E,. (x) = 
{ 

1 si 

O si X> A 

E,. (x) es mostrada en la fig 10. la dificultad que esto presenta es que E,. (x) no es 

continua. Sin embargo E;. (x) es una 

función semicontinua superiOrrnente -

concepto que se definirá más tarde · -

Pero lo más importante es que .existe 

una sucesión de polinomios { Pn(x) } 
Fig 10 

i) Pm(x) ;;;.. Pil(x). 

ii) lím Pn(x) = E,_(x) 
n + •. , 

n < m 

tales que 

para toda xe{a, b] 

para toda xe(a:, b]. 

Por el teorema 5.4 Pn(A) ~ O y Prn(A) > Prí(A) si n > m. 

··; 

" 
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Tenemos pues la siguiente sucesión de operadores acotados autoadjuntos 

Por el teorema 5 .3 las P n (A) convergen en L(H) a un operador autoadjunto que· defi· 

nimos como 

E>. (A) E~) 

Como E¡,, (x) E¡. (x) = E¡., (x), resulta que E(A) es una proyección ortogonal. 

Ahora,. la función l(x) = x puede ser aproximada por funciones es• 

calonachis -que están dadas por !as funciones E1.. (x) - y esto es lo que permitirá lle· 

gar a la representación integral de. A. 

Para ver esto, sean }..
0 

a, A¡ b, y defmamos 

<l> 1(x) = }.. 1 [E¡., (x) - E¡., (x)] 
1 o 

Ahora sean, X
0 

= a, }.. 1 = (a. + b)/2, }.. 2 b y definamos 

Por inducción definimos 

2n·l 
<l> n. <.x) = 2: X¡ [E¡.. (x) - E¡., (x)) 

i•l ¡ i·l 

Eri Ja fig ll, .<1>1 (x) es la .función escalonada. 

:.·· 
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Fig .11 

Es claro que 4>m (x) ;;. <.l>n(x) si n > m y que lím .Pn(.x) = x para 

cada :X.e [a, b]. De aquí que · 

, Como <1> n (A) A = A <fl n (A) para toda n, entonces 4> n (A) ....,. A en L(H). Esto es 

La demostración que se dará del teorema espectral difiere ligeramente de la idea mane· 

jada en esta últiin~ parte, pero enesericia la idea es la misma~ 

5.2.2 Construcción de ·la familia E(A) 

Como ya dijimos, las .funciones E,..(x) no son Continúas, pero si se-
1 .· .. ·. 

micontinuas superiormente. ·Nuestro objetivo es ento.ne.!s definir. f(A} para f semiconti-

nua superiormente y A acotado autoiidjurito. Esto .se hará en varios pasos. 
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Primer paso. Definición de p(A) cuando p(x) es un polinomio 

Ya sabemo> que si p(x) es un polinomio con coeficientes reales, p(A) 

es un elemento autoadjunl<i de L(H) cuando A es acotado autoadjunto. Tenemos 

pues, una función 

l"t : P --> L(H) 

donde P es el espacio de polinomios con coeficientes reales y 

l"t (p) ,,_ p(A) • 

ip 1 tiene las siguientes propiedades: 

l) '1'1 (p1 + P2) = <P1<P1) + \O¡CP2) 

2) '1'1 (pl • P2) = <P1<P1) <P¡(P2) 

3) .P¡ (ap) = a .P¡(p} a e R 

4) . Si p(x) ;;.. O en [m, MJ, entonces p(A) ;;. O. Siendo m = inf <Ax, x>; 

M = sup <Ax •. x> , 11 x 11 = l. 

Las tres primeras propiedades son consecuencia inmediata de la de

finición de 'l't y la cuarta del teorema 5 .4. 

A· continuación. vamos a definir f(A) para uí1a clase más amplia 

de furicíones. 

Segundo paso. Defütición de f(A) cuando f(x) es semicoritinua superionnente y no 

negativa. 

Defmición. Una función f: [a, b) ....,. R se dice que es semiconti

nua superionnente e11 x0e[a, b], si dada e > O existe ll :> O tal que 
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f(x) < f(x
0

) + e 

para toda x e [a, b] tal que LX - x
0

l < &. 

Es claro, de Ja definición, que toda función continua ,,,s scmiconti

nua superionncnte; En la fíg 12 se muestran algunos ejemplos de funciones de este 

tipo. 

{a) (b) 

(e) (d) 

Fig 12 

Como se puede ver, las funcfones ~1.)t) son funciones semicontiriuas · 
. . 1 

su¡>erformente y no negativas. 

La idea, en este paso, es defiriir f(A) para funciones semiconiinuas 
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superiormente no negativas aprovechando op 1, es decir, tratar de aproximar este tipo de 

funciones por medio de polinomios. Esto es posible gracias al siguiente resultado. 

Teorema 5.5. Si f : [a, b] --> R es scmicontínua superiormente y no negativa, enton- .. 

ces existe una sucesión { P n (x) } de polinomios con coeficientes reales tal que 

il) lírn P n (x) = f(x) para toda x e [a, b] 
n·~"" 

Esto lo denotaremos por 

.Demostración. Una demostración general puede encontrarse en [J], Aquí nos .Jimi; 

taremos a ver· 1a demostración para el caso particular en que f(x) = E;1, (x). 

La sucesión { fn (x)} de funciones continuas, dond.e 1'0 (x) está descri

ta en la fig 13, es tal que 

A. A.+ l/n 

Fig 13 

Pero también 
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Es posible construir, para cada n1 una banda con centro en la gráfica de fn(x) + l/n, 

la cual no contenga a ningún otro elemento de la sucesión fn(x) + 1/n . Por 

tjemplo se puede tomar la banda acotad.a por las funciones fn(x) + l/n + 1/2"+1 y 

f 11 (x) + l/n - 1/2 n+t. Por el .teorema de Weierstrass, existe un polinomio P n (x) cuya 

gráfica está dentro de esa banda .. La fig 14 mul)stra dicha situación. De lo anterior 

se sigue que 

pn (x) l E:-. (x), 

Lo que demuestra el teorema. 

-- _____________ , 
\ 
' \ 

--~~-_,,..e:;-, 

fr..(x)+ l/n 
\ 

\ 
\ 

\ 

' ' \ 
\\ 

'---..:.- -------------- '. 

\ 
\ 

\..-- -- - --- ... - ---- ----· 
I 112"·1 

. ·11 . 

----1·r-----+--------tl-----·I-------·-· ---t--
1 a A Hl/n b 

Fig 14 

Sea C1 el coiiiunto .de funci~nes f : [m, MJ ...:.,. R scmicontinuas · 

superiormente y tales qtie f ;;. O en [m, M]'. 

Por el teorema 5.5, existe { Pn(x) } tal qúe 

Por los teoremas 5.3 y 5.4 tenemos que. 

i e 

; 
¡ 



95 

P1(A) ;;, P2 (A) ;;¡., ••• ;;. P
0
(A) > ... ;;. O 

y existe un operador acotado autoad.iunto, al que denotaremos por f(A), tal que 

si n -> 00 , y f(A) ;;. O. Además si BeL(H) y AB BA, entonces Bf(A) = f(A)B .. 

Estos hechos penniten definir f(A). 

Definición. Si A es acotado autoadjunto y fe el' definimos 

dónde 

Por supuesto que puede haber otra sucesión { qn (x) } • tal qúe 

qn (x) i f(x). 

En [ 11 Se muestra que en este caso 

lím P n (A) = lím qn (A), 

es decir, que f(A) está bien definido. 

Sea 

definida como .'Pi (t) = f(A). Hemos constmido .p2 a partir' de .p1 , y ip2 · tiene las 

siguientes propiedades: 
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(1') 'P1 (fl + f;¡) = \?2(f¡) + \?20'2) 

(2') 'Pi (fl f2) = "'2<f1) <P2<f2) 

(3') Sí a > O, entonces i¡:i2 (o.f) = a ip2 (f) 

(4') Si f1(x) ;;;. f2 (x) en [m, M], entonces f1(A) > f2 (A). 

La demostración de estas propiedades se siguen directamente de la 

definición de 'Pi. 

Tercer paso. Definición de h(A) cuando h = f - g con f, ge; C1 

Sean 

definida por '/! 3 (h) = 'Pi (f) - .¡:2 (g) = f(A) - g(A), siendo h = f - g; f, ge C1• 

De la definición de ip 3 y de las propiedades de .,., 2 , se sir.u.e fácil

. mente que yi 3 está bien definida y que satisface las propiedades siguientes. 

i) .,., 3 (h1 + h2 ) = ip
3

(h1) + ip 3 (h2 ) 

Ü) Vl3 (h¡ l!i) = .P3(h¡) <P3(h2) 

iil) '{!
3 

(ah) = a .,o
3 

(h) para toda a e; R 

iv) Si h1(x) ;;. h2(x) en [m, MJ. entonces h1(A) :;;. h2(A) 

Ahora ya podemos. definir la familia E(A). Sea 

El\ (X) .; 

1 0

1 si 

si A> X 



97 

Para cada X e f m, MJ, El\ (x) es un elemento de C2 • Definimos 

En ténninos de esta familia podemos representar a A éomo una integral. 

5.2.3 El teorema espectral 

Teorema 5.6. La familia l E(X) } constituye. una familia de proyecciones ortogonales 

satisfacknrlo las siguicnks pro¡.1icdade.s. 

(1) Si X. 1 .:;;; t.. 2 , entonces Ep, 1) ~ E(t..2 ) 

(2) Si e > O, 

11 E(X + e) - E(X) 11 _,. O 

cuando i: -> O 

(3) E(X) = O para X < m y E(X) 1 si;>.,.;;. M. 

(4) AE(X) == E(I\) A 

(5) Si a < m y b ;;. M se tiene 

La familia { E(X) } es llamada la resolución de Ja identidad asociada a A. 

Demostración. Para facilitar Ja demostración en dos partes. En la . primera se demues

tran las propiedades de Ja familia l E(X) J y en Ja segunda parte se ve la representa· 

ción integral de A. 

Primera parle. Las propiedades de j E(t.) } 

Por construcción E(X) es autoadjuiito y ácotado,AE(t.) = E(t.)A y 



. se sigue que 

Lo que muestra que E(X) es una proyección ortogonal para toda X e [m, M}. 

Pata demostrar (l) basta observar que s.i X 1 "' i\2 , entonces 

E¡. (x) ...:;; Ei- (x) en [m, M]. 
1 2 
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Para ver (2) demostraremos que dada una sucesión j en 1 de reales 

positivos convergiendo a cero, entonces es posible construir una sucesión { gn (x) 1 de 

funciones continuas tal que 

y 

... 

par:i cada n y toda x e [m, M}. En la flg 15 se muestra cómo se puede escoger gn tx). 

Entonces 

para toda x e [m, M}. Por ser ~(x) continua, también lo es semicontinua súperiormen· 

te y entonces 

Pero 



y de aquí se infiere que 

cuando En --> O. 

Fig 15 

Para demostrar (3) supongamos primero que t. < m. En este 

caso EA(x) =O para toda xe [m, M] y la sucesión {·P
0
(x)} donde Pn(x) =.O 

es talque P
0 

(x} i E<\ (x) y por lo tanto E(t.) == O. Ahora, si X ;;:; M, tenemos 

que EA (x) = l para_ toda x e [m, MJ. La sucesión de polinomios P
0
(x) E l es 

tal que P n (x) i E>. (x) y entonces E(A) = I. 
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La propiedad (4) ya se hizo notar y p¿samos a la segunda parte 

de la dcrncstrnci6n. 

Segunda parte. . La representación espectral 

Sean a < m, b ;;:; M. Dada e > O construyamos una partiCÍónP, 

a = t- 0 < A¡ < ... < '-n = b, de [a, b] tal que 
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Aquí la idea es la siguiente: la función l(x) = x puede ser aproxi

mado de varias maneras. En la fig 16 se muestran tres formas de aproximación 

a X¡ 

./ 

>-2 

(a) 

(e) 

Fíg 16 

: 
' 1 
1 

' 1 
1 
1 
1 
1 

.1 
1 
1 
1 
1 
1 

b 

E:>. (x) - E,_ (x) 
2 . 1 

b 

o 
-

o 

1 
l 
1 
1 
1 
1 
l 

' ' ' 1 
1 
1 
1 
1 
1 

' ' ' 1 
1 
¡ 
' l 

a A¡ X2 b 

(b) 

La aproximación del tipo d~ la fig l6b 

es el que utilizamos en la introducción 

de este capítulo,· aunque en un caso 

más particular. 

La idea de la demostración 

es aprovechar la aproximación del tipo 
. ·' '', 

de la fig 16c, y hechando mano de los 

otros . tipos de aproximación, llegar a la 

representación espectral._ 

si X·.,;; A¡ 

si A¡ <x< X2 

si X> A2 
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De aquí se deduce que 

para cualquier x. E11tor1i.;ló> 

Lo mismo sucede para l\K •1 , Xi::. Entonces 

donde se utilizó el hecho de que 

Tomemos >-ic e [;\k, Xk· l]. Es fácil mostrar que 

Si hacemos 

la desigualdad anterior nos.· dice que 

...:. e <x, x> ' <Cx, x> t;;; " <x, x:>_ 

para toda x .e H. Por lo tanio 
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f < C X, X> i .,¡; e f <X, X> 1 

y de aquí que 

ne 11'" 
Lo que significa que 

Por el Apéndice A, tenemos que 

A""f: >, dE(>,) 

o bien 

Así queda demostrado el teorema. 

5.2.4 Consecuencias del teorema espectral 

Corolario l. Si p(x) es un. polinomio con coeficientes reales, entonces 

p(A) =f: p(ll.} d E (ll.) 

Demostración. ES fácil ver que si Xi .;; ll.k 

y de aquí que 



y 

De las igualdades anteriores se infiere que 

o sea que 

A" = f: X" d E (X) 

Dedonde obtenemos que 

P(A) = f ab P(X) d E (:i..} • 

Corolario 2. Si f(x) es continua en [a, b], entonces 

f(A) = f b i(X} d E (X). 
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Demostración. Sea { :Pn(x) } una sucesión de polinomios que converje unifoonemerite 

a f(x) en [a, b]. :Entonces dada e > O, existe N tal que 

-- e< f(x) - Pn(x) < e 

para ioda x e. [a, b] y n > N. De aquí que 

- e I <. f(A) - P
0
(;\) <e I 

para n > N, lo qúe implica que 

11 f(A) - P n (A) 11 < e 
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para n > N, Este es 

Pn (A) _,. f(A) 

en L(H). Por el teorema A.2 y el corolario anterior, tenemos que 

Ahora, por un lado tenemos que 

Jb fb 
lírn < Pn(A), x,y > "" lfm p

0
(A) d < E(>,) x, y> = J f(X) d < E(A) x, y > 

n+• n.J-- a , a , 

ya que la convergencia es uniforme. Y por otro lado 

lím < Pn (A) x, y> = <lím p
0 

(A) x, y> '= <f(A) x, y> 

Entonces 

<f(A) x, y> = Jab f(A) el < E(A) x, y> 

y por .lo tanto 

f(A) = J.b f(>..) d E (A) 

Corolario 3. Si A.1 es acotado, entonces 

Demostración. . Si A •1 existe, O q o(A), y entonces existe a < m talque O q[a, M]. 

La función f(x) = l/x es continua en [a, MJ. Aplicando el Corolario 2 obtenemos 

el resultado deseado, 

'. 



CAPITULO 6. CALCULO OPERACIONAL PARA OPERADORES CERRADOS Y 

TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS 

NO ACOTADOS 

6;0 Introducción 

En vista de las complicaciones que prc~.enta el caso en que A es 

cerrado, nos limitaremos a dar las ideas centrales del Cálculo Operacional y del Teo~ 

rema Espectral, éste en el caso en que A es autoadjunto. 

6.1 Cálculo operacional para operadores cerrados 

Veremos que cuando A es cerrado podemos tener una generaliza

ción de la fórmula (4.6) y. en consecuencia tendremos un Cálculo Operacional para 

este tipo de operadores: 

Naturalmente, esta teoría se de.be reducir a la ya conocida en el . . . 

· caSo en que A sea acotado. Esto nos dice que debemos considerar, en primer lugar, 

una, dase de funciones analíticas de manera que el dominio de cada función contenga 
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a a(A). En segundo lugar, debemos definir f(A) por medio de la fónnula de Cauchy. 

En vista de esto último, tenemos que. utilizar la resolvente y aquf tenemos que pedir 

que p(A) 1' rp, es decir, que o(A) no sea todo el plano complejo. 

Sea f una función analítica cuyo dominio A contenga a a(A). Parn 

poder definir f(A) aplicando la fónnula de C;:mchy debemos asegurarnos que podemos 

tornar un contorno de integración sencillo. El caso acotado sugiere que consideremos 

abiertos A para los cuales exista w abierto tal que 

a(A) e w e: 1,> e A 

y donde.' ílw conste de un número finito de curvas simples cerradas que no S\: intcr.s;:c.tcn 

entre sí. En la fig 17 se muestra un caso sencillo de esta situación, en la cual a(A) 

no es acotado 

&~~~~~~:%7~ .. 
~~~~~~/~i@ 

~-~ -;:,,:>";:/;:~/'/ / ,/ //0· , 
~~> /_,// ¿::¿ --~ . 
~;:~" -?~/: . ~ 

~· ~~;:'/~ 
·~ 

Fig 17 

En este ejemplo vemos que wc es compacto, en consecuencia tam· 

bién A e. Veremos a continuación que si t:. es un abierto tal que .1. e es compacto, 

se puede escoger w con las propiedades antes mencionadas. 
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En efecto, sea A conteniendo a o(A) y tal que ti e es compacto. 

Tenemos pues que 

Ac e o(A)c 

Y o(A)c es abierto, ya que A es cerrado. Aplicando el Lema de Ja sección 4.2.3 ve

mos que existe un conjunto abierto U satisfaciendo 

A e e U e U e a(A)c 

Y oU COllSiSlC de Uíl llÚIHC.fO finito de CUTVaS Simples C('l'r<ldas. El Conjunto W ur 

es tál que 

a(A) e: w e w e Á 

y aw tiene las propiedades de au. 

Consideremos, pues, l.a clase de funciones analíticas f : D. e C -..e, 
donde A ::>. a(A) y lle es compacto, Ahora pondremos una restricción a f. Pcdire· 

mos que f(z) tienda a un límite finito, f(00), cuando l :~ 1 _,. 00 • 

Veremos aquí que la fónnula d~ Cauchy sigue valiendo, con . ciertas 

variantes, para este tipo de funciones. Para esto necesitamos hacer antes un comenta

rio sobre la orientación de aw. 

Si 'Y es una curva simple cerrada que fonne parte de aw, 'Y será 

tomada en sentido positivo o negativo según los puntos de w cercanos a 'Y estén eti 

el interior o en el exterior de w, respectivamente. 

Ahora; sea z e w y tomemos un círculo r; con centro en el origen 

y radio R, orientado positivamente y lci suficientemente grande para que contenga a z 

y a a w. La fig 18 muestra el caso más sencillo de esta situación. 
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Fíg 18 

Por. la fónnula de Cauchy 

f(z) = -~J _.2L d>.. =-1-· r .. f('A) d>. .¡.~·¡· f(A) d>. 
211' 1 ilwur 'A - z 2ir i J 3.., >.. - z · 2 11' i r -r-=-z 

Si. hacemos crecer R la integral sobre r no varía. Veremos ahora que cuando R '-+ "" 

. la integral sobre r tiende a f(oo). Para esto notemos que debido a que · z está en el 

interior de r ' 

__¿__¡ d'A . = 1 
2iri r 'A-z 

Entonces. 
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1-
1
- J ~ dX -- f(00 ) 1 = I - 1 - r f(X) - f(oo) d>. 1 .s;; 2 e 

2wi c}..--z 21Ti}c X--z 

siempre y cuando R sea lo suficient<Jmente _grande para que 

1 f(}..) -- f(00 ) 1 < e y 1 >. -- z 1 > R/2. 

De aquí que 

1 ._ -J f(}..) f(z) = f(co) + ~ 
- 2rr1 aw X - z 

dX 

" . 

Esta fómrnla nos pennite definir de una manera natural f(A) como 

f(A) "' f(00
) I + -

1 
-. r_ _r(z) (zl - Ar1 dz 

2rr1} aw · 
(6;1) 

Observación. Como aw e p{A), entonces (zl - Ar1e L(H) y en consecuencia 

f(A) e L(H) aunque .A no sea acotado. 

Se puede demostrar que en el caso en que A es acotado, la fór

mula (6.1) se reduce a (4.6) y que los teoremas 4.6 y 4.7 sigue valiendo [20}. 

Teorema 6.1. Si f(z) es una función analítica de la clase antes especificada y A es 

cerrado, entonces f(A) definido por (6.1) tiene las siguientes propiedades 

i) (f + g) (A) = f(A) + g(A) 

ii) (af) (A) = a f(A) para toda a e C 

fü) (fg) (A) "." f(A) g(A) 

iv) Si f(z) * O para toda z e.a(A) y f(00) 1= O, entonces f(A) es invertible y 

1 ] J 1 . 
f(A}"1 = f("") I + TifT aw "f(zj (zl - A)"1 dz 

,-
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donde 3w es la frontera de un conjunto abierto w tal que 

u(A) e w e w 

y f(z) no se anula en w . 

Teorema 6.2. Si p(z) es un polinomio y A es cerrado, entonces 

p(u(A)) a (p(A)). 

Cuando .A es acotado este teorema es válido aun para funciones ana

líticas. En el caso ·presente es nc.:csario h~cer algunas mod ificadnncs para tcn,~r el co· 

rrespondiente resultado. 

Defmicion. Definimos el espectro extendido de A ~omo 

u(A) U j co} 

Teorema 6.3. Si f(z) es analítica de la clase antes especificada y A es cerrado, entonces 

. f(a.(A)) = u(f(A)). 

6.2 Teorema espectral para operadores autoadjuntos no acotados 

En [ l) puede encontrarse una demostración rigurosa de este teorema. 

Existen varios camino.s para IJegar a dicho teorema. Nosotros veremos las ideas de 

dos de ellos .. En ambos, la idea es aprovechar el teorema espectral para operadores 

· autoadjuntos acotados. 

Veamos el primer camino, La idea es encontrar una función f(x) 

· biyectiva tal que podamos definir B = f(A) donde B resulte acotado. Se demuestra 
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que la familia { E(t) 1 asociad3 a B sirve para constmir una familia { E(X) J , 
- ""< >.. < 00 , de proyecciones artogonales, donde ;\ = f 1(t), y A puede ser escrito 

corno 

A "' [ ~ X d E(X) (6.2) 

Sin embargo el sentido de esta integral no es como en el caso en que A es acotado. 

El sentido adecuado es el siguiente 

<Ax, y>= f_: :>. <dE(X)x, y> (6.3) 

para toda x, y e H. La fórmula (6.2) es sólo una manera de expresar que A tiene 

la propiedad (6.3). Una fúnción que satisface las condiciones citadas anteriormente 

es 

Y = X 1 XI (1 + X:)"l • 

Otra. interpretación de (6.2) se verá a continuación en la descripción 

del segunda camino para llegar al teorema espectral. Es posible demostrar que existe 

una familia {E(>..) f , - 00 < >.. < 00 , de proyecciones ortogonales, tal que para cada 

.natural n, la integral 

An =f n >.. dE(>..) 
-n 

existe y es un operador autoadjunto acotado. La sucesión An tiene la. propiedad 

de que 

Ax= Hm A
0 

x 
n+m 

para cada x e H. Es .decir 

Ax l.ímf • n X d E(A) x 
n + ao -n 

... 
. \" 
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para c3da xeH. Esto es denotado por 

A = J _: i\ d E(>.) 

aunque la convergencia es puntual y no en norma. 

Teorema 6.4 (Teorema espectral para operadores autoadjuntos no acotados) Sea 

A; De H ....,. H autoadjunto. Existe. una familia l E(i\)}, - co < X < 00 , de proyec· 

ciones ortogonales tales que 

respectiv~ente. 

2) rara e > o. 

11 E(A + e) - E(>.) 11 -+- O 

si e -+ O; 

3) 11 E().) 11 _,. O si i\ _,. - oo• 

' 
11 E(i\) - 111 :...,. O si i\ -> 00 • 

4) Para cada x, y e H se tiene , 

< Ax, y> = f _: >. < d E().) x, y> (6.3) 

5) sr fes acotada y uniformemente contiriua en (-00 , co), entonces 

para toda x, y e H, 

< f(A) x, y> = J :.,. f(i\) d < E(X).x, y> (6A) 

Las expresiones (6.3) y (6.4) se denotan, por comodidad, corno 

y f(A) = f :"°f('A) d E(i\), 

¡ 
l ·, 



CAPITULO 7. APLICACIONES 

7.0 Introducción 

Este capítulo esta dedicado fundamentalmente a. apliéar Ja teoría de

sarrollada en los capítulos previos, a la solución de los ejemplos planteados en el Cap O. 

De estos ejemplos, algunos ya se estudiaron. .El ejemplo (A) fué 

estudiado en el capítulo 1; se vió que la solución de la. ecuaéión. diferencial· 

X = Ax 

donde x(O) = Xº y A es una matriz con elementos constantes, viene dada por 

x(t) .., e1A Xº . 

Él ejempl0> (D) .fue estudiado en el Cap 3. Se vio que la solución. de Ja. ecuación integral • 

. . 1 . 

u(i) = f(x) + >-J k(x, t) .u(t) dt~ 
o 
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que puede. escribirse como 

(1 - X A) u = f 

donde A es un operadore integral, viene dada por 

u = (I - ;\ Ar1 f 

siempre y cuando }.. no fuese un punto del espectro de A. 

Nos quedan dos ejemplos por estudiar, los ejemplos (B) y (C), el 

de la ecuación ele calor y de fo cuerdo vibrante:, resprc'tivamrnk. 

Para esto es necesario estudiar un tipo particular de operadores, a 

saber, los operadores con -espectro discreto. Los resultados acerca de este tipo de ope~ 

radares pueden también tomarse como aplicaciones de la teoría previa. 

7 .1. Operadores con espectro discreto 

7 ;1.1. Definición y ejemplos 

Definición. Un operador A : D e H '-' H aufoadjunto se dice 

q~e tiene espectro discreto si sus vectores propios fonnan un conjunto ortonormal 

completo. 

Ejemplo l. . Un operador A O e: L:z (0, 1) _,, L2 (0, l) dado por 

d1: 
A=-

dx2 

con condiciones a la frontera u(O) = u(l) ;,, O. D es el conjunto de funciones 

ue L:z(O, l) .tales que u"e ~(O, .1). LOs valores propios de A son de la ·forma 
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n2 rr2 y sus vectores propios correspondientes son de la forma u
0 

(x) = J2' sen niix, 

los cuales constituyen un conjunto ortonormal completo en L2 (O, 1 ). 

Ejemplo 2. El operador A del ejemplo anterior, pero con condiciones a la frontera 

u'(O) -= u'(I) = O tiene espectro discreto. En efecto sus valores propios son de la 

forma n2 rr2 y sus vectores propios correspondientes son de la forma u
0
(x)=J2'cos nrrx 

.los cuales constituyen un conjunto ortonorrnal completo en L2(0, 1). 

Ejemplo 3. Todo operador compacto autoadjunto tiene espectro discreto. Esto es con

secuencia del teorema 4.12. 

Ejemplo 4; Todo operador A : D e H -• H autoadjunto tal que A"1 sea compacto 

autoadjunto tiene espectro discreto. En efecto, sea x * O tal que Ax = A.x, con 

>.. ,p o, entonces 

A"1 Ax = A A"1 x, 

o sea que 

Esto muestra que los valores propios de. A"1 son los inversos de A· y además que A 

y A"1 tienen el· mismo conjunto de vectores propios. Esto muestra nuestra afirmacióli. · 

7 .1.2 Los. operadores con espectro discreto estan determinados por sus valores propios 

Y, vectores propios 

Supongamos que A. tiene espectro discreto y que l el' e2 •.••• } 

es una base ortoriormaI completa de H que, consta de vectores propios dC A. Entonces 

cualqúier x e H se puede escribir como 

X = 

donde <!¡¡ = < x, t;; > . 
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Teorema 7.1. Sea A : D e H _,. H con espectro discreto. Una condición necesaria 

y suficiente para que x e D es que Ja serie 

(7 .1) 

s~a convergente. En este caso 

Ax (7.2) 

Demostración. 9) Sea x e D. Entonces 

< Ax, ~ > = <x, A~> 

Esto. impÍica que la serie (7.l) es convergente. 

· ~) Supongamos que {7 .1) es C-Onvergente y consideremos al elemento 

Sea 

entonees y0 . -+ x y Ay n .... x'. Como A es. cerrado, se sigue que x e D. y Ax= x'. 

Entonces 

Corolario.. Si f(z) es tal· que f(A) está definido, A tiene espectro disc~efo .y 

X = ·:t· .. '\ el::,· entonces 
k•I · 
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f(A) X 

Demostración. Del teorema de transformación del espectro se sigue que las. f(}..k) son 

los valores propios de f(A). Los vectores propios son comunes a A y f(A). Esto.junto 

con el. teorema anterior muestran el corolario. 

d2 
7.1.3 El operador A - - --· es positivo definido - dx2 

Recordemos que un operador A es positivo definido si 

<Au, u> >O 

para toda u e D, u * O. · 

dl 
Consideremos el operador A = .,.. . dxz oon .condiciones a la fron~ 

tera u(O) ""u(l) = O. Ya .hemos visto que los valores propios de A son de Ja. fonna 

n1 rr1 y sus . vectores propios son un (x) = ,,,f'I' sen n 1í x. Estos constituyen un conjunto 

ortononnal completo en L2 (O, 1). Si u e D, entonces 

Por ser A un operador con espectro discreto tenemos 

De aquí que• 

<Au, u> 1í <u, u> 

·. Esto muestra que A es positivo definido. 



Si cambiarnos las condiciones a la frontera u'(O) 

resultado· también es válido, pero ahora u
11 
(x) == VT cos n ir x . 

. 7.2 Aplicación a los ejemplos del capítulo O 

7 .2 .1 Una observación importante 
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u'(l) O, el 

Observación. En los ejemplos (B) y (C), se está pensando en que p[imcro actúa el 

operador a¡a t en la variable ! y luego o2 /3 x2 sobre la variable x. Esto significa que 

podemos considerar al operador a2 /ox1 como el operador. d1 /dx2
• 

7.2.2 La ecüación de calor 

Por comodidad tomaremos k = 1 en la ec (1.3). En esté ejemplo 

tenemos que considerar el operador 

d2 
A==-dx2 

con condiciones a la frontera. u'(O) = u'(l) = O. Los valores propios de A son 

.- n2 
ir2 y los vectores propios u

11 
(x) = v'2' cos n 11 x. 

Para cada t ~ O, la función g(x) 

diciones para poder definir g(A). 

e1x, x ,.;; O, satisface las con· 

La función f(x) puede ser expresada como 

Entonces 

g(A) f(x) 

'' 

' 



-· n2 JT 2
, entonces 

y. por lo tanto 

-n2 rrlt e 
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Pero ªn = <f, u
0
> y entonces la solución u(x, t) de (l.3) puede ser expresada c?mo 

~ . l 2 f 1 u(x,t) = e1A f(x) = 2 1:. cos n 1T x e·n 11 1 . f(x) cos n rr s ds. 
n•l 

o . 

Solución que coincide con la que se encuentra, por ejemplo, con el método de separación de 

variables. 

7 .2.3 La .cuerda vibrante 

Áquí consideramos e!operador 

ron condiciones a la fronter u(O) = u(l) = O. Ya hemos visto que sus valores pro· 

pio~ son n2
11

2 y sus vectores propios un (x) = .J'I' sen n ir x. 

La función g(x) 

para poder definir g(A). 

cos t...[X, t ~ O, x ;;:. O satisfacelas condiciones 

De nuevo, supondremos que en ia ec (1.5) c2 

f{x) puede. ser expresada como 

f(x) = ~ a u = ./'I' ~ ªn sen n 11 x. 
nal n n .. - n•l 

L La funcióri 



Entonces 

cos t../ A f(x) 

cos n rr t. De aquí que 

= ...fI' ~ ªn sen n ir x cos n rr t 
n•l 

Por lo tanto la solución de (I.5) viene dada por 

u(x, t) = 2 n~l sen n 11 x cos n 71' t f 01 

f(s) sen nrr s ds 
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Nuevamente esta solución. coincide coí1 la que se encuentra por el método de sepaia<;ión 

de variables. 

:·.··, .. , ' 



APENDICE A. INTEGRAL DE R.IEMANN-STIEufJES PARA FUNCIONES CON 

VALORES EN L(H) 

A.O Introducción 

La integral de Riemann-Stieltjes .puede ser generalizada de dos 

·rormas 

i) Cuando . el integrando toma valores en· L(H) · 

ii) Cuando. la función integradora toma valores en L(H) 

Para generalizar la integral necesitaremos utilizar el siguiente lema d l )). 

Lema. Si A es aci>tado, entonces 

HAii = sup <Ax, y>, llxll = !lyll =. l. 

En lo que sigue supondremos que: F(t) : [a,b) ..:.... L(H); a(t) 

[a,b} :..... C; P es una partició~, a = t
0 

< ... < tn = b, .del intervalo .(a,b); .. los. 

· a1 son puntos tales que t1•1 < o1 < t¡ ; y !PI = máx¡ (t1 - t1•1 ): 
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A.1 La integral cuando el integrando toma valores en L(H) 

Def'mición. Consideremos la suma 

Sp (F,a) = 1 ~1 F(o1)[a(t¡) - a(t1, 1)] (A.1) 

Si 

lím SP (F, a) 

exLqte cuando IPI --> O, definimos este límite como la integral 

f 
¡, 

a F(t) d a(t) 

Def'mición. Una función F : Á e C ""' L(H) se dice que es continua en X
0 

e A, si 

dada e > O existe .S(e) > O tal que 

F se dice que es continua en Á si es continua en cada punto de A. 

Teorema A.1. Si f(t) es continua y a{t) de variación acotada, entonces la integral 

(A;2) 

exiSte si y solo si 

. i b <F'(t) x, y> d aÚ) (A.3) 

existe para toda x, y eR Además 

;(b fb <.Ja f(t)da(t) x, y> = a <f(t) x,y> d d(t) (A.4)· 

: :. 
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y 

Jb . Jb 
( . F(t) da (t)) x = F(t) X d a (t) 

a . a 
(A.5) 

para toda x e lL 

Demostración. De (A. l) y (A.2) se sigue (A.3) .. Veremos ahora que (A.3) implica 

(A.2). Sea g(t) = <F(t) x, y>. Por ser F(t) continua, g(t) también. lo es y en 

consecuencia la integral 

. b J g(t) d a (t) 
a 

existe. Sea 

. entqnces 

n . . . . . 
<Anx,y>= 1~1 <F(o1)x,y>[a(t1)-a.(t1_1)]=. 

D 
l: g(a1) [a(t1) - a(t1•1)] 
M· . . 

y por lo tanto 

·Ifm <A
0 

x, y> =Jb g(t) da (t). 
n~- a . 

Pero por oti:~ lado 

lím <A X; y> = < lím A
0 

x, y>. 
n+• -~ · n.+• 

Definamos 

Ax= lím A
0 

x 
n+•. 

. i. 

; . 
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para toda x.e H. Veremos que 

y esto demostrará.nuestra afirmación. Para esto notemos que a <An x, y> lo pode

mos escribir como 

y a <Ax, y> como 

<J\ x, y>= .~ f 11 
g(o¡) d a(t) 

1~1 . t 
¡.¡ 

<Ax, y> = ~ J 11 
· g(t) d o(t) 

i•l 
t i·l 

Ya que g(t) es continua ~n [a, b], en particular es unifonnemente continua en [a,b] 

y por lo. tanto d.ada e > O ·es posible escoger una partición ·tal qú~ 

lg(t) - g(G¡}I < e si 

De aquí que 

l<(A- An)x, y> 1 = J ~·.·f. b [g(t) ~ g(o1)] d a(t) l.t;;; e V la); 
k•l 11 . 

dondeV{a) es la variación total de a(t). be la desigualdad anterior y del Lemáse sigue 

que 

y entonces 

A =ib F(t) d a (t) 

. Que es lo que deseabamos demostrar. Mora, si la integral (A;2) e,xjste, las propiedades. 
" - - .... · - ··. - .'· __ ... 

(A.4) .y. (Á.S) se siguen de fa definición cie dicha intégri¡l. 
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Corolario. . Sean F : a e C ....:..,. L(H) an'aHtica y !' una curva rectificable dada por 

. una función r.ontinua z(t) : [ a,b) .... C. Si r está contenida en t., entonces la 

integr:il 

_Ír F(x) dz = f: F(z(l)) dz (t) 

existe y además 

1: F(z) dz x, y>= Jab <F(z) x, y> dz• 

para toda x, y e H. 

A.2 La inte{lral cuando la función i11tegradora toma valores en. L(H) 

Defi.nki6n. Consideremos la suma 

.· (A.6) 

Si. 

Um .t.P (F,a) 

existe cuando IPI ·- O, definimos este límite como 

f 
b 

. a a(t) d F(t) . 

Def"mici6n. Una función F(t) 

variación acotada si 

[a; b]- L(H) se dice, que es de 



126 

Teorema A.2. Si a(t) : [a, b] __,. C es continua y F(t) [a; b] _,. L(H) es de varia~ 

ción acotada, entonces 

i) La· integral 

f b a(t) d F (t) 
a 

existe si y solo si 

b ·. J a(t) el < F(t) x, y> 
a 

existe. para toda x, y e H. Además 

b .. b 

< J a(t) d F{t) X, y> = f . a(t) d <F(t) x, y> 
a a 

para tóda x, y e H, y 

{ Jb a(t) d F(t)) X = Jb a(t) dF {t) X 
a .. a 

para toda x e H. 

ii) Sea A: D H __,. H cerrado. Si F(t) e D para toda te [a, b) y 

· AF{t) e l(H); entonces 

J
b b . 

A ( · a(t) d F(t)) = f a(t) d A F(t). 
a a 

Los métodos de demostración son análogos a lo.s utilizados. en el . 

caso en que F'(t) es el hltegrando. 



APEND.iCE B. FUNCIONES ANALITICAS CON DOMJNIOEN CY VALORES EN L(H) . - - - ' . - - - . . . - . . . -

El objetivo de este Apéndice es precisar. la noción de función analf· 

tica cuando 

F : A e e _,. L(H) 

y reconstruir algunos de los resultados clásicos de la teoría de funciones analíticas. 

En los siguientes resultados la numeración que aparece entre parén

. tesis corresponde al orden en que aparece dicho resultado en el trabajo. 

Teorema B.l. (Teorema 4.1). Sea F : A e C ...... L(H), A abierto. Una condición 
. .. 

necesaria y suficiente para que F sea analítica en A es que <F(A) x, y> sea :¡nalítica 

en L\ para toda x, y e H. 

Demostración. Veremos primero que F analítica en A implica que :<F(X) x, y>, 

entonces 
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.;; 11 
F(/\) - F(>.. ) 

o ' -->..--->..-- - F p. .. 0 ) 11 llxll lly\I 
o 

De aquí que \0'(/\
0

) existe para toda >..
0
et., toda x, y e H y además 

Veremos ahora la otra parte de la demostración. Supongamos, pues, que 'I'(>..) =<F(>..) x, y> 
anaiítica en A. Mostraremo~ que para cada },

0
' D., la expresión 

F(z) - F{>..
0

). 

tieride a cero cuando A. y z tienden a A.
0

• Sea r > O tal que>.. e ll si IA. - f..
0
1 .;:; r. 

·Supongamos que O < 1 A. - r..
0
1 < r y O < 1 z - A.

0
1 < r. :.'or la fórmula de Cauchy 

tetiemos que 

'l'(ll) = - ·f 
211i r 

donde r es el círculo 1 ~ - \
0

1 = r. Para z y 1..
0 

se tienen las correspondientes fór

mulas. Cálculos directos muestran que 

[ 

F().) .· - F(>.. 0 ) F(z) - F().0 ) ] t f 
< - x, y> = --:-

A - X z - >.. 211'1 o o r 

.p(~) (X ..,. z) d~ 
(~ .;_X) (~ ..;. >..

0
) (~. - z) 

Ahora, como ip().) es continua y r compacto, debe existir un número M tal que 

l .pm 1 .;;;·· M para toda ~e r. Supongamos que 1 >.. - >..
0 

1 .;; r/2 y también lz - >..
0
1 < r/2; 

esto iinplica que 1 ~ - >.. I ;;. r/2. Entonces 

F(z) - F()..0 ) J . . . . 
·. z _ Xº . . x, y> I .;;; 4M 1).. - z 1 /r2 



y utilizando el Lema del Apéndice A tenemos 

Esto muestra que 

F(z) - F0,
0

) -----11 < 4MIX-zl/r2 

z -· /.. 0 

F(X) - F(X
0

) 

X - X
0 

tiene límite, cuando X -> X
0

, para toda >.
0 

e tl. 
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Teoremá B.2. Si F : A e C - L(H} es analítica en A, entonces es continua en A. 

La demostración se sigue directamente de las definiciones. 

A c-ontinuación veremos el teorema de Cauchy 

Teorema 8.3. (Teorema 4.3). Si F : A e C _.,. L(H) es analítica, entonces 

f F(z) dz = O 

r 

para cualquier curva r simple cerrada en A, cuyo interior esté. contenido en .A. 

Demostración. Por el corolario del Teorema A.l y por el Teorema B.l, tenemos qué 

para toda x, y e H. 

· obtenemos 

< f r F(z) dz x:, y> ""f r < F(z) x, y> dz == O 

Si tomamos 

y = f F(z) dz x 
r . 

H f F(z) dz xU O 
r 

'\ 
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para toda x e H. De aquí que 

f r F(z) dz = O . 

Corolnrio. Sea F : t:. e C __ _. L(H) analítica y sean r 1, r 2 curvas simples cerradas que 

no se intersectan entre sí, una curva contenida en el interior de la otra, taks que la 

región acotada por ellas esté contenida en t:.., entonces 

fr F(z) dz 
1 

= f F(z) dz . 
r2 

Obser..-ad611. Si observamos la drrnostrnci6n del teorema B.3, nos daremos cuenta d~ 

que no se utilizó el hecho de que r es simple cerrada, y que lo que es importante es que 

{ <F(z) x, y> dz = O 
Jr 

De aquí que el teorema B.3 siga síc.ndo válido en sus formas más generales. En particular,' 

nosotros haremos uso de este teorema para el caso en el que r sea· la unión de un núme

ro finito de curvas simples cerradas. También usaremos el Corolario en esta forma más 

general. 

Por técnicas ·análogas se pueden reconstruir los resultados clásicos de la 

teoría de funciones analíticas tales como el teorema de Liouville, los desarrollos en series 

de Taylor y Laurent, el intercambio de sumatorias con la integral etc., etc. 

A continuación demostraremos que la resolvente de un operador acota· 

do es· una función analítica. 

Teorema B.4. Sea A acotado. Entonces si 7'., i.ep(A), Ri., R
2 

satisfa~en las siguientes 

propiedades: 

.·; 
¡ 
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Demostraciún 

i) Supongamos que y e H y que x =· Rz y, esto es, y= (zl-A)x .. Como · 

(zl -A) X - (i\l-A) X = (z - A) X 

tenemos 

y - (i\I - A) R, y = (z - >..) Rz y 

Aplicando Ri. a ambos lados de esta igualdad; obtenemos 

R y - R y = (z - t..) R R y 11. z · A z · 

para toda y e H. 

Entonces 

iii) Mostraremos. que 

Entonces· 

Rz - R>. 
----+·R2 

z - i\ ~. 

R, - Rk 
+ R~ ·11- .O 

z - A 

. . 
. ..,, 

. .. '~ . . ·~ . . : 

Rz R11. + R~. = (R,_ - R1 ) RA :" (z -:- >..) R, R; 



132 

de aquí que 

Rz - R.., 
z _ ·x . + R¡ 11 ...;• l z - ;>.. 1 11 R, li 11 R.., 11 2 ··,,,; 

Por otro lado, de las desigualdades 

ll(zl -:A) xll ;;> il{Xl - A)x 11 -· lz - XI 11x11 

11x11 llR ... (XI -A) x 11 ..; llR;i.11 ll(XI - A) xi! , 

resulta 

· . siempre y cuarido lz -- XI < l/ 11R"11. De aquí. que 

y entonces 

R - R 
z .;i.. ..... - Ri 
z - ;\ ¡. 

cuando z ...,. X. Esto demuestra el teorema. 

Corolario. Sean f : A. e C - C analítica y u(A) e: A . La integral. 

·~ f . f(z) (zl -Ar1 dz 
2111 r 

está bien dtifinida si r es una curva simple .:errada contenida en p(A) n A •. 
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