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PROLOGO

La comunicacién de las ideas siempre ha sido un
prdblema para el hombre, v lo es mis marcédo en
c1ertas discipllnas del: saber humano, como ocurre

en las Matemétxcas.

Creemos que para lograr una presentacxén acceSLble

" de cierto tema de las Matamﬁticas a un gran nﬁmero
:';de,personas eS'aconsejable part;r de;una,serie de_ >
‘p:qbiemaé coﬁcréﬁos con un mismo comﬁn‘dehdmingdof 
Y éin éondicionamiéﬁtos*&~priori, en téfmiﬁOS‘dé ibsk
‘;cuales,‘se Lntroduzcan y‘se desarolle la teoria,

nenesarlos para su aoluclﬁn.

En términos de los lineamientos anteriores nosotros -

,desérrollamos-el preSenté‘tfabajo, 16,Que‘cféém6s o

.,,habax 1ogrado, sm no en su totalxdad, st en una granf”‘wf"'“ ;

"fparte. o

_NOSOtroé empezamos con una‘reseﬁa histérica de la"l

Inversa Generallzada, tema al cual esté dedlcada la L

g presente FeSLS.

.‘Tn el capitulo I, dlscutlmns dos problemas d@l campdd

' de la hstadistxca ‘en térmlnos de los cuales




" introducimos los conceptos de la mejor solucién

aproximada y de la inversa generalizada como "gene-

ralizaciones" de solucifn de un sistema lineal de
ecuaciones algebrdicas y de la inversa de una matriz,

. respectivamente.

En el4cap£tulo II, estudiémbs 1la inversa generalizada

de una matriz via la descomPOSLClén sinqular, la
;vcaracterlzamos y damos una apliCaCLén al An&llSls,

'_humérlco,

Pox ﬁltlmo en- el capitulo ITI, generallzamos los

7conceptos 1ntroduc1dos en el capitulo T a ecuac1ones
" -dadas- por transformaCLOnes llneales contlnuas entre

i espaCLstde Hllbert, y damos lmportantes apl:cacxones

‘a las ecuacioneszintegrales:de Fredholmw

""Agradecemos la vallosa orlentacién y ayuda Drestada

por el maestro y el amlgo Dr Pablo Bdrrera para v“" 

‘,lograr la reallzac15n del presente t*aba]o.

“‘;FLnalmente, agradecemos al CIMAS*'el beneflcao otor—

'fgado al autor para el desarrollo del presente trabajo,"h‘ -

: *fCentro de Investlga016n en Matemétlcas Apllcadas y
en: Slstemas.A;f : S
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'RESENA HISTORICA

'DE LA

INVERSA GENERALIZADA

En 1920, E.H. MOOré introduce en [7] por primera -

’"vez'lé‘Inversé'Genéralizada de una'matfiz. Y en
>;1935 presenta en [8] un andlisis general de la

lnversa generallzada para Operadores 11neales

En 1955 R Penrose 1ntroduce en [9] 1ndepend1en— L

ftemente de- E.H, Moore la Inversa Generallzada de T

 -una matrﬁz. Y un afio después, en [10] hacp notar i

 ;qun la soluCLGn obtenlda medlante la aplicac15n

"'de la matrl? Inversa Generallzada a un 51stema de

‘ecuuc10nes llneales algebralcas es su solu016n e
a Eroxlmada segﬁn el crlterxo de los minimos Fuadracos;
3‘la apllca a problemas de Estadistha da dos métodus,

'fpara s c&lculo.

i”Los traba30¢ de Penrose esFlmulan el eotudio y la el
‘aparlcxén ae una amplla producczén llterarxa sobre

7m;1a Inversa Generallzada con. varladas apl:ca01ones y

l-generallvac10nes a hransformac1ones llneales entre‘

"fciertos eSpaClOS llneales normados.

~pyle en [12] aplica er su método del gradiente a la -




"Inveréa Geﬁeralizadé para resolver problemaé'de ’

i progxamac;én lineal. Rosen en [13 vy 14] siguiehdc
'.a Pyle utlllZd 1a Inversa Generallzada en su método
del gradlante para resolver problemas de programa—

cibn llnedl Yy no~11neal.

:kalman ‘an [15 Y 16] y‘Florentln en. [17] apllcan la :

’-,Inversa Generallzada a problemas de cuntrol 6pt1mo

“en teoria del control

‘Loud en. [18 v 19] entre otrog lntroduce la Inversa
‘Generallzada a funcxones Y. matrlces de Green y da

cun método paxra. halcularlab.

' 'Petryéhyn.en [23] hace un éstudio detallado de la-
Inversa Generallzada para transformacxones llneales -

contlnuas entre espacios de Hllbert y da un método

- para calcularla. Ofra caracterLzac16n lmportante o

de la Invér sa Generallzada para el caso del presente:'

p&rrafo 1la da ahowalter en [22]

’:Kamherer Y Nashedﬂpn»[ilj'entreiotrosiaplicaﬁ5la,
fx:tnversa Generallzada para transformd01ones llneales ;j.
:}Lontlnuas entrc espaCLOS de Hllbert a las ecuac1ones:”
”}‘1ntegrales de- Frednolm lncon51stentea de prlmera y ‘

"segunda clase y dan un. método 1terat1vo para calcu—'

larla.




“En [11] se encuentran notas histéricas con mis
v’déta}lé'de~lé,InV§f§a Generalizada con una auplia Fia

’~'$iblibgrafia;




|CAPITULO T
INTRODUCCION

‘"-En este capitulo 1ntroductorio lluatlamos con doq e;emplos

las 1deas cnntrales que nos' pnzmxtlrén a50c1arle a-una

e 'transformac16n llneal A r® ~+R una ﬁnlca transforma016n

llneal B F ~»R que sea la lnversa de A cuando ésta

exlste o.-una generallzaCLGn de la inversa de A cuando B

”ésta no ex1ste.

1. EL CRITERIO DE LOS MINIMOS CUADRADOS. .

'"(3)'“PléhfeamiehtoL:

- Un problema que se plantea con frecuencxa con51ste en
“j"ajustar" una lfnea recta a: un nﬁmero finlto de puntos'
‘ﬁ7en el plano obtenldos experlmentalmente Ll
. Por ejemplo supSngase que los siguientes puntos

. .p_\ = (tl IVI) lfpg =, (tzpvz‘l ir';- . -rPn=(tann) S

'son obtenxdos experlmentdlmente, en donde la vk'déﬁdtén‘fvl"

.fjel volumen de c1erto gas que a pre516n constante es a

'aftsometldo a una temperatura tk Ahora el problem ,es




‘,ehéon*rar los Valores dem y b tales que la linea réntai.
.v*mt+b se’ "a3ustﬁ" en "lo me]or posible™ a los puntos

i.;pl,pz,...,p Véase ;a flgura l abajo.

> v? .  o s WH:%B',“ |

5_?19. l. IluctraCLGn dEL problema de ajuste de una lineal

?‘recta a un conjunto de puntos dados en el plano., 
JUn'ériterio muy usado para réSol?er»eéte.pxdblema:es'el»r

fCrltprlo de los Minlmos Cuadrauos, el cual consxste en’

» >qa1 ular la ecuacxén dc la linea recna v~mt+b tal que
‘,i"(i)‘ Z e
ERA k—l'

~'sea’minima, en donde

T b L e
‘¥2) VT mﬁkﬁpfekf""f

" como. se ilustra en la figura .l.



Ahora el sistema de ecuaciones (2) puede escribirse como
3 . T=M+e,

Ceen dohde

I I 1 {R’x. R R
N S T D S L m U
“) - A = .t2, 1 , c =},v2',’x={:}, y &=

'ff5Luego el crlterio de los minlmos cuadrados ‘se’ traduce

oo en encontrar un vector X (mo,bo} que mlnlmlce a S
e W L Sl
B e = el 2= | |ax=c]]2..

iObsérvese que 1a matrlz dada en (4) esta formada por f‘"

' vectores columna linealmente lndependlentes. f:"

(b).. Generalizacién.

"JTEn genexal el problema 0155100 de los min‘mos cuadrados
‘1consiste en encontrar un vector x0 en R tal que

e lAi’a‘-F{l;l? s.v | |a%-5])2,

”‘*para todo vector ‘X en R , en donde A es una matrlz real

‘udada de dlmenSLOnes mxn, cuyos vectores columna son ”gl

'sllnealmente lndependlentes (l L ), y c es un vector en

‘fR también dado.




' 81 consideramos a A como una transformacién lineal -
o n m R o : : . . : o
A:R"—R", entonces gecmétricamente ‘el criteric de los
minimos cuadrados consiste en calcvlar la imagen inversa

de la proyeccién "ortogonal“;EA,de C sobre el suﬁespacio

,imégen de A (que denotaremos.por_Im(A)) sumergidb'en R

Véase la figura 2 abajo.,'

LK

'5 §igura 2; Interpretac16n geomﬁtrlca del problema c1531co

“*;de los minlmos cuadrados para e1 caso n 2 y m—3.‘

TDe ia clscu516n del pérrafo anterlor y del hecho que A
']Bes una matrlz de dlmen51ones mxn y con n vectores columna o

' fl i se sxgua qLe el problema cla51co de los minimos cua-'

7drados smempre tlene una: ﬁnlca solu016n x0

‘ Ahora apllcando las técnlcas del célculo de max1mos y

‘minlmoJ del célculo dlferencfal para calcular x



nosotros tenemos que’

=)
i

’V(nlc"AXHZJl

’(C~AX) (»*Ax))l

X"‘X 0

i

2 (At,?:«.;(?ﬂ-A; 3.

: Estd'es, el punto X, que mlnlmlza a- ]}c-Ax!]Z es una

“solucién del sxstema

.. a% §=‘At5i,~

- conocxda por la ecuaclﬁn normal abociada al SLStema 11neal

“1nconsistente

e aE=E

:Ahora como AtA es de orden nxn y el rango de A A es igual;'

i‘ial rango de A que es lgual an, tenemos que el punto

X, = (A A) x ‘f

:f'éati$£ace 5 (6);'

“Lavdiscusi6n anterior se resume en-el siguiente . = ..

".Téofémafl;' La soluc16n del problema c1651co deylos

:mos cuadrados esté dada por



sy R, = @t A% L

~le)Y Una Aplicacién a Sigtemas de Ecuaciones Lineales -
Algebraicas. k
" Considérese el sistema lineal
(10)‘ S ’A}_v#,‘bc.‘”

_en donde Aes una matrlz redl de d1m¢n31ones mxn con m\n

: 71fy de rango‘n.v b8 supdngase que (10) no tlene una soluc16n.,f' 

R 'secc16n anterlor

Entonces por el teorema l podemoc asociar;e a (10) una
\éoluc16n aproxlmada xo segun el‘crlterlo;de—los,minlmos  7
}¢ﬁédradés,'la”cﬁal*es;ﬁniéaiy estd dada por

xo = (AtA} AtvC:‘.,

'Por ultlmo obsérvese que si. (10) tlene solu016n ésta

”Jcoin01dp con su solucmén aprox:mada.

2. ESTIMACION LINEAL PUNTUAL .

' (a) Planteamiento y Discisién.

' '.fEn esta sncclén vamo: a dlscutlr con un ejemplo de est1~ e

'fmacxén aneal puntual el problema dual expuesto en la ":"“7 ¢:1




~;E1 modelo general de un problema clésxco de regre516n3:

llneal con51ste en calcular una soluc16n del 31stema ‘

-~

) b=ax+e,

en donde'é es una matriz ?eal'dadé de dimehéioﬁeé»mxn

'don fion v de rango n,yg y';'son:vecﬁores.eh‘Rm oBfénidos_'“
”fexperlmentalmente, Yy X.es un vector en R" de parémetros
f deSﬂonOCJdos que son los que se quanren estlmar. vEl

o vector e es un vector estocéstlco“ que nos da - los erro—"

: _res COmetldO§ en las medicxones erectuadas el cual

generalmente aatlsface

o

@ R

e

@ EES =S,

" con S .una matri?”real_de dimensiches"mxmgpééitivé”aefihida;]w"
.‘El vector E(e) denota el vector error esperado, y E(ee )

denota la matriz de covarlanza de las "varlables aleaf‘ '”"

‘77~t0r1as eyse resergn que forman el vector c..'
17€2

', OLra descrlpc16n equlvalente del modelo CldSlCO de regie—?;_;:

Lo s;én llneal nos la dan las 519u1entes ecuacmones



(5)  m((b-a0) b-20 %) = s,

' con S una matriz positiva definida.

Téériéaﬁenté, ia solucién fb‘de un probleﬁa dlééido'de‘
regresién llneal ‘es ﬁnlca v la podemos determinax si
conocemos completamente una de las "dlstrlbu01ones"

‘de ﬁ o 2, Pero en la pr&ctlca s61o conocemos log va-
ioteélbk;obse:quos, Yy por lo tantq, anpodemos

~determinar a ¥,.

De la d13°u>15n del pérrafo anterlor, el camino’ natural o
U;Za segumr es - el de estimar a x0 Pero anLes de estlmar
. a xo tratemos de estimar su k- éSLma componente xk lle_ f,’
';vando el problema de est1mac16n vectorlal a un problema;'-'i
,‘de estlmaC16n escalar, el cual es natural pensar que 95 :
" mis senc1llo.
:El problema de estlmar la k éSLma componente xkovdgf§5;; f

'~5se puede formular de ia s1guxente manera-ﬁ

 Estimar el valoren X, de la funcional

e e = F%

 1én'ddnde'E es»untvecfér dado en'Rn'. ObSérvese que en
C partlcular, Si Eyék én dénde'ek es el vector cuya k é51mav

: jcomponente es la. unldad v sus demés componentes son cero




“}‘g}* ct X si u satlsface la ecuacm6n

'entonces se e¢t1ma a xko

Para nuestras propds 1tos consideraremos la £uncional

~est1madora
) | ¢ =" b,

én términos de la cual nuestro problema es calcular el
_vector coeficiente u- en R® de manera que ¢ nos d& ‘una

buenajestimacién de ¢ .

A un estlmador ¢aado por (7) lo 1lama*emos no~sesgado

si E(¢) =¢‘. En térmlnos de (6) y (7) a1
8y E(Et;%)”’; &%,

>,{paré todOS-losfvaloresAdelf.:v

" Ahora como.

E{(u'b) = u” E(b) = uTAx,

 ;tenemos que ¢"utn es un estlmador no—sesqado de

ot

[

ct X

“fpara todos los valores de Q;V‘Estdieé;'¢=”Gt*b Qés“uhﬂ *

GY ¥ si Tes una solucién

‘ll

'v:estlmador no sesgddo de ¢

”Q-de la ecu3016n




e ataea

_Péto comc~m$n»tenéﬁqs’que'(Qjmtienévunﬁ'infihidad‘dé L
‘:SdluCioﬁes¢E;>en-gfecto»cuélquiérff déi éohjﬁnto o
REEty on AF=0 y At T
'°,es'uﬁé éolﬁciéh‘de (9) | Lolqdé nos lleva éi:pfdb]eﬁé 
i’;de dar un crlterlo que ‘nos permlta escogpr 51n amblgue-f
’"dades el estlmador no—sesgado mis e5101ente $ =‘u b,'

‘de lf» = t E'-v

o Una propledad deseable para un: buen estlmador no—sesgado
j‘es que su’"Vdrlanza“ sea mInlma. Lo que nos propor01ona
7';un crlterlo para escoger el estlmador no~sesgado y méa -

f'ef1c16nte de ¢ = ct X, el estlmador ¢ iy de varlanza}'f'

L mInlma.

7”Cal¢ulandoi;a'Varianza‘de,¢Z# UF_b :

’.62($X

AR |

»E((¢~E(¢)) )
L #:E((u b - gt A?) )

f,%fu E((b-Ax) (b—Ax) )u«vbif°11 :

S u

»n

'fg"Nosotros tenemos la SLgulente formulac16n equ:valen*e del,’c
‘7problema de determlnar el eetlmador no— esgado ¥ méq

‘ -ferlclente de ¢ —tyfz“‘




‘o
‘Minimizar la funcional .

(10) | v =atsE

“con restricciones ;
(11) | o atg=g

“Con ObJetO de dar una 1n*erpretac16n geométrLCd a nuestro :
N _Problema de estlmac16n l;neal denotemos por Rm al espacxo'. o

vectorlal R con producto interior

Can . KR sT

En estos térmlnos el estlmador no—sesgado y més efic1ente
f¢:¥ u b de $o= G ¥ esta dado por ¢n f u b en donde uo
 es ‘1la soluclén de menor norma en R de (ll) Véase la

'fffigura 3 a contlnuacldn.

/fConjunts solucidn de KB=T

- Figura 3. Interpretaci6n Géométtiéa:del‘Cfitetiq;dé'ﬁsﬁi@l




[mac16n Llneal de Minlma Varlanza para. el caso m=2 4 n=3
“',Aqui N(A } denota el conjunto solucién de at @ = 0y
’ N(A ) el subespacio,ortogonal de N(A,),en Rg.

- Del pérrafo anterLor se tlene que el esfxmador no- sesgadol.‘

it =t

“de mfnima var1anza,¢0- b de ¢ oo ¥ es gnico.

.Usando’laﬂtécnica de los mdltiplicadotes‘de:Laérangé
" para calcular U,. Nosotros pasanos a minimizar la

_ funcicnal

. (13) s L(E,r) =a~t 3 U.F Zl(At E*ic—)t.‘.j\',’

fen,ddnde'fves.un‘ﬁéctor;FM1tipliéadbr'défiaérahgé‘enjkmf‘“

Cesjar o
ﬁ!? |

”Calculand e igua;ando al vector caro; se tiene’

fL qqé’

— S ey e eI

- Y O fY'AtAuo’F ch"f"'" i

‘fﬁ]ESﬁOfes,'ﬁ;‘esté da&Q'pdr

Coam o, =87,

" en donde X, e$ una solucién de la ecuacifn- . -



13

-~ Pero come A" §- A.es una matriz de orden nxn con rango
igual al rango dé'A,que es n, nosotros tenemos que

i -l . S : : - : EA
At‘s_' A es invertible 'y por lo tanto u estd dado.por

- -1 i ea
g, =s a@ts™ a7 G

- La. discusi6n anterior se resume en el siguiente

' Téorema'l. El coefLCLenLe Uy del estimador 11nea1 ‘no-~ ses—3:7
“vgado de minlma varlanza ¢a u b de la func10nal ;T

3§,=,5t X est& aadp-por >

. i B - - . . ~ " . ‘ . i V g v"‘ ’\-‘1-;.' k‘ . . i B :
ae G, =s?aatsTaTeE
r_'Cordlario—l* si X, dénéta léfsdlucién delrprbblema;ﬂlé-f.- '

‘“'5100 de regresiﬁn 11neal entonces la est1mac16n no—sesgadaf~ e

f~3y més ef~c1ente de-la k~é51ma componente xk de Xy esté

vifdada 901

». (17_)__ o x =@t s AT A" 5T b

,Af;Corolario 2. Si x danota la so]ucmﬁn del problema cl&s1co f
:fQLde regre516n 11nea1 entonces la est1mac15n no—seagada y

- fmés efic1ente de x esté dada por,

s xy = @t 8Tt AT At




14.

(b).j‘Una‘Aplicacién,a Sistemas de Ecuaciones

 _ﬁineaiés Algebraicas.
.Considérese el sistema lineal
o B =4

_en donde B es una matrlz real nxm con m>n y de rango'n,

"d es un vector en R" dado, Y X un vector para enccntrar

" “eh R

En- la sigulente dlscu.;mn nosotros pensamoq a B como una
.”;transformaclén llneal B: R»~ﬁR_ En estos térmlnos el

f”s;stema lineal dado en'(l) siempre;txeneisolQC}ﬁn para~

‘"]Qéualquier_veCtCr H'eh'anporquéyrm(B)*#‘Rﬁ debidd‘é §ué;f'5"

el rango de B es n.

.Ahora como m>h tenenos que el subespacxo nﬁcle0 N (B)

':,de B. es dlstznto del subespac;o {0 de~R ,de‘donde-77

”%2 ] x.§.§é+ﬁ,‘§550 y 'B§b§3}

Ces el conjunto solucién del sistema B¥=d.

El pxoblema que nOS plantea la dl%cusxén del pélrafo an-:;*‘: 1 o

8 terlor cononta en dar un: crltelxo que not permlta aso—'i;} S

E  1fc1a?1e smn-amblguedadespuna-unlca soluci6n al sistema -

UBx=
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El problema de calcular un esulnador no- sesgado v m&s
'veL1c1ente de la solucién del modelo 01551co de regre816n e

lineal nos suglere el sigulente crlterio para la soluCLGn:

,de nuestro problema-

Asocxarle como soluclén al sistema Bx-a' la solucidn xo-»

\de ‘menor norma de’ wad.

Ahora como la norma_de un;vectbr‘? en Rm-esté'dadafpo;3
|x| |2 = <%, X>=E° %,
':se tlene por el taorema l de la subseccldn anterior para

kS*I (1a 1den+idad en R ) que la solucmén de menor norma

"x de Bx—d esté dada por

20 E, = Bt(a‘at)_"“ ..

. 3. LA MEJOR' SOLUCION APROXIMADA Y LA INVERSA GENERALIZADA‘ :
" DE UWA MATRIZ

Considérese el sistema lineal algebraico

. @n donde A es una mahrlz real mxn de rango r dada, b un.

jvector en. R dado y X un vector en R por encontrar.~'

"*8i (1) no tiene solucién entonces siguiendc el criterio de-
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los mfnimos cuadrados, nosotros siempre le podemos. asgciar

a (l) una solucién aproximada X, .

.+ Esto es, X

a

es una
solucifn aproximada de (1) si ‘
[|a%,-B112 < |[a%-B] ]2

para toda X en R,

‘Obsérvese que Si. §bies una soluci6n de (1) entcnces iaéQb.

hhora si r < min{n,m} nosotros teneﬁos‘aﬁe (1)‘tiene
"una lnflnidaq de solucxones a saber cualquler x del
conjunto : ’ '

(% | FF, + 7, A7-0)

“es tamblén una soluc16n aproximdda de (l) : Ld.que'noé‘:A‘
‘5lleva al problema de cdmo selecc1onar 51n amblguedade53
"vuna soluc16n~aproximada de'(l).‘ El e]emplo de la secc16n
‘anterior nos suglere aaoclurle a (1) la soluCLGn aproxzmada |
de. menor norma que la denotaremos par Xo’ : k
AObsé;veée‘qﬁe si r%h éntoncesi§; es'ﬁpiéa,:y_pdrblo;v

‘tanto Xq = Hgo

‘La discusi6n anterior nos:sugiere introducir la sigulente-

Defini¢16n 1 Dlremos qne Xo es.-la meJor solucxén aproxin.

mada (n s .a. ) de Ax—b 51




W |]a%,-Bl12 < ||a%-E] (2,

para toda % en R, ¥

En la siguiente figura se ilustra a io la m.s.a..de (1)

,para'elkcaso m=n=3 y r=2

Figura 4. Ilustracién‘de la m.s.a. id-de Ax=b para'el

. caso m=n=3.y r=2. N{A) denota el conﬁﬁhthSOLﬁCidn de

=O.

' En los casos que M=r y n=r, nosotros tenemos que |

F= T At E

[

%

ateah T B

. ~tespectivamente: :




nos. da ‘1a m.S.a. de AX=b.
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El pérrafo anterior nos suglere la exlstenc1a de una ma~'

) Lriz A de dlmensxones nxm que llamaremos Ja 1nversa ge~ o

7neralizada de A tal que

X, = Af‘*E ,

- bn eL capitulo 51gu1ente se prueba que A existe, ue

;~alcula explicxtamente y se da una caracterizacién de A
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CAP TULO II

"’LA'DESCOMPOSICION'SINGULARf
-
1A lNVERSA GENERALIZADA

DE_UNA
MATRIZ

Bn este capitulo se establece una. fdrmula expliclta de
'27la matrlz inversa generallzada A con lmportantes 1mp11—,
‘cacxones numér*cas ¥ una caracterlzaCLGn de la mlsma,

'vla,laidescomppslclén's;ngular_de-AL

1. LA DESCOMPOSICION ESPECTRAL

V‘CbnSidé:ese'la,écuaciSn.1in¢alinothm°généaff

o ‘. | 5 ‘A§‘=75' 

7nen donde A es 4na mabrlz cuadxada de orden nxn y de ele~‘l‘fg P

-’ KR
;‘mentos reales, x y b dos vectores en R .

’Observemos que sx x =~P‘x ‘es una’ transformacxﬁn de

“] coordenadas de R dada por la: mdtrlz no—SLngular P

‘ entonces la recoluCLﬁn de (l) esté completamente aeter— ;f 

'f‘mlnada por la resolucxdn del Sthema llneal dado por i

: ‘1' ) RS

‘,xiy' BX =B




’jeh'donde” -
_y»#ediprqdamenie.

Ahora si A es una matr;z real de la forma més sencxlla,

esto es, si A=D- en - donde f’
4y  p=| 92

oles uha'matriz diagonal.' Entonces es 1nmed1ato ver que.@

:1a resoluCLGn de (1) equlvale a resolvnr las siguientes n""

: ~ecua01ones escalares

Bt} d, %o =B

‘para k—lr---.n que por ser 1ndependlentes para su. SOluclénr  i

»fentre si es f&cxl ver cuando fl) Llene solucién, y al e

-Vésta es ﬁnlca o no.

mﬁsi para una transformacxdn de coordenadas X 4'P ig'»dé@“

'R en (31, B es una matrlz diagonal entonces dlremos

"que A es dlagonallzable.

":Por lo dlChO hasta aquI, se suglere lnvestlgar las con—f_lil"

,&v”d1c10ne¢ bajo las cuales una matrlz cuadrada A es dla- 7Y377

 t ’ﬂgonal1zable.:'




”"Para ello observemos que D est& caracterlzada por tener
o 1a prOpledad de que las n parejas {dk’ek}. para

kél,;.,gn' son todau las- soluc1ones de la ecuacxdn

by =.X§,
en. donda todas las dk sbn”réales'yilbs»Vecﬁoiés Ek son -

‘ ¢09 vectores que constltuyen la "base candnlca" de R .

: Del pé;rafo anterlor es natu*al preguntarue que si

A: para una matrlz cuadrada Ay la ecuac16n.

| \(6)‘ | 'j- Ai?é ¥

ftlene n solucxones {dk,pk} con dk en R para toda k y
los vectoreu pk para k*l,...,n v(los cuales 51empre

: podemos eocoger unltarlos) lxqealmente independlentes

'(l i. ) entonces cserd A dlagonallzable° -

"Para responder a nuestra pregunta empecemos por consi—

i dorar las hlpdtesis sobre A, esto es, que
R d‘k B
;'para k l,...,n.~ Ahora |i P es la matrLz cujas columnas'

 Tfson 105 vectores l i pk entonces tenemos q

‘ ffciones dada 'an \7) lmplican que f “?f”‘”
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" ‘con P 'no-singular y D una matriz diagonal cuya diagonal
principal e$t5 dada pQr los reales d;.  Luego entonces A
' ' és.diagonaIiza5le ya que de (8) se tiene que-

(9) P larp=n.
El réc£pro¢o de nuestra pregunta és también éie:to,vf“

" siendo inmediatamente verificable de (9) y (&) .

‘ De los dos’ pérrafos anterlores tenemos que’ una matrlz cua—ﬂ'
'drada A es alagonallzable si y- sélo si exlsten n nﬁmeros

‘reales A = dk tdles que el sxstema lineal ‘ i}-

a0 aeany -

7 t1ene una soluc16n unltarla y = pk para cada k, y en

"jdonde los vectores pk son 1040 , Pero esto ﬁltimo ocurre

3 ngl Yy 3610 si el pollnomlo “caracteristlco" de A

j(ll)r. ey gvdet(A%ny

'"jfcon coerlulentes reales y de grado n tlene n ralces dk
ﬂ(valores pronlos) reales y las correspondlentes soluciones R

(vectores proplos) unltarlas y*pk de (10) son l 1.‘»

degfluego no: Loda matrlz cuadrada A es dlagonallzable.,:;lf

'Como es sabldo, en general p(A) tlene n ralces complejas, o
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Mﬁg adn, nc basta COn'que'thas las raices de p (A)
sean reales para que A sea  diagonalizable, como se.

 muestra en el

Ejemplo 1 La matriz

A=
' a1
Lo .

hofés'diagoﬂéliiabie."En éfeété}‘laﬁ faicés_dgl;pOIif‘
. 'ndﬁiovcaracteri*tiéo plx) = det(A~XI) = (A;l)zfédn’r
‘“Az—l, Y- sus. vectores propios corresnondlentes son -
ngaralelos al vector (l 0) : Luego A no.es dldgona11~

1zab1e.
 Proposici6n'1v oea A una matrlz cuadrada dada. Entdn*_V'
‘”ces 51 todos los valores proplos de A son zeales y d:s-‘

' tintos, ‘A es dlagonallzab]e.

“Su demostracién es bien conocida.

'f.Hasta aqui, no hemou dado condlciones sobre una matrxz A

v‘f'vcuadrada bajo las cuales es dlagonallzable. Para estu—: 

‘jdlar este punto, recordemos que norotros en un pr1n01p10
o 'estamos 1nteresados en ca)uular la. m. q a. aSOCladd a: un
31stema llneal que como ya v1mos, tlene ‘que ver: ~f—~—j~;

"Vcon la Geometr{a de r" Aqul, Geometria en R _51gnific§-*




paralellsmo, perpendlcularlaad y norma de vectoreut'
“uonceptos’que, en,R est n dados en térmlnos de su

~ producto’ interior (asual)

. De aqui que, nosotros evtamos interesados an lnvestlgar-

las condlclones sobre A bajo 1as cuales ex*sLe ‘una

. tran sformac16n de coordenadas de R dada por una matllz

*‘*3;‘base B, “ortonormal" de Ve Lsto es, .

'jcuadrada U que dlagonallze a: A y que conserve el pro—

-Lduotc interlor de R .

A las matrICﬂs U que conservan el producto lnterlor lasv; 

i1 amaremos ortogonales. =

~ “Proposicifn 2. Sea U una matriz cuadrada. -Entonces . .-
las siguientes expresiones son equivalentes

v(i{~ﬁ-esvorﬁog0nal.

(11} v 0* = 0% v = 1. msto es',"’tJ“?”:;

lb(lll) Los vecrores columna uk de U constltuyen una a_‘

- Su demostracién es totalmente directa.

oSl A;és‘diagéhalizablé pér_una tiansfo:ﬁa¢i6n1@?Jéb&fﬁé%




nadas ortogonal U de 8" entonces diremos gque A es dia~

gonalizable ortogonalmente.

Ahora supongamos que A es diagohalizable ortogonalmente.
Esto es, exiSte una matriz U ortogonal tal que U AU = D,
envdqndé D es una matriz diagonal. ¥ CoRno Dt = D tene—b

o R o Cot
mes que U7 AT U = U” AU, y por:lo tanto A" = A,

Hermios probado asi la siguiente

: "Prqposicidn 3.7 Una condicxén necesarla paru que una

‘nmatriz cuadrada A sea dlagonallzable ortogonalmente es

fque 2 sea "s;méLrLca" esto es que At = A.

‘De este ﬁltlmo resultado cabe qospechar que la 31metria
de A es tamblén una condicxdn suflulente para que A
'uea dlagonallzable ortogonalmente zomo en efecto. lo

nuestran los 1gulentes teoremas nlen conoc1dos._ﬁl,

~‘Te0remé 1. 8i A ea’simét:iéa}entdhces todbs'lbs'vaiofés;ff
éfdpibs'de A soh réales. Mas aﬁn,:si dﬂ Mg dj son dos

~'valores proplos de A aLstlntos para 1#3 enLonces sus, ':
'vectores proplos corresnondlentes u y u qon mutuamente"'

';ortogonales. -

Teorema 2. 'Si A es simétrica entonces existen n vectores
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' ;proplcs y unltarlos uk ortogonaies entre si correspon-
: 'dlentes a los n valores propios i= d no necesariamente

““distintos.

Para la demcstracifn de estos dos teoremas ver [+].

Por ﬁltlmo de la Pr09051ﬁ16n 3 y el Teorema 2 se 51guev

el 51guxente '

Teorema 3. (de la DescomPOSLC10n Espectral) 'Sea»A"
"una matrlz cundrada y real Entonces A es 31métrica,
si y sélo si eklate una matriz. ortogonal U ral que A adm1~""

Ste la descompos;c16n =

a2 a=uvput

‘en dondeé D es una matriz diagoenal.

2. LA DESCOMPOSICION SINGUIAR.

'J:'supongamos que se nos da el sistema lineal
ay . Ax =b,

en donde A ea una matrlz cuadrada que no es vlmétrlca

1(1 e; A#A ) Luego, por la secclén anterlor sabpmos

,"fque (l) no se puede llevnr a un sxstema Llneal dlagonal

t?ﬁ')”_ D § =,
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. -mediante. una transformacién ortogonal y=U y de coordenadas

' de‘Rp.. Dicho de otro modo, A no admite la descomposicién,'
(3 } A=UDU

para alguna matriz U ortogonal.

sin emhafgo; cadmitird A una’deécomposiéiSnnéimilar a
la‘dadé por (3)? éara cénteétar esﬁa'pregdnta,'témemos
-en cuenta: que una matriz B admite la d35com§osf¢i6n.eg~:~
,‘_pectral Siempre y‘cUahdo,B=Et; B cémo'ﬁoédﬁrqé_tenemos:
‘_que‘A#At, lo antériorrnos‘sﬁgiére ¢Qnsiderar el sisfema-r

';fliheal‘aumentado

(4.a) . AX=H

@) - Atya=g

- en vez de considerar éislédamente al sistema lineal dado -

- “por (1), observando que las soluciones de (4.a) y (4.b)

son independientes una de la otra.

g' Perd av{4.a) y (4.:b) se les puéde escribir:ddmé‘un;Q<

.. golo sistema-

o

:jfen*abhde f'




Pr

Ahbfé cémo S=St, los resultadds de la secciénranteriof

sdn apiicables é {5}. Esﬁo‘es, existen 25“parejas

'[d ‘W‘} con dk en los reales, el conjunto {w } ortonormal e
en R y tales que

{7) : ka:dk,wk '

7 ,
siwy =";F con uk y Vk en R ﬁntonces de (6) tenemos
u .

’qﬁe (7} k equlvalente a las relacxones  i""

S B A S Y
Cww negn

 para ¥=1,2,...,2n.

. 'Ahora si Uy V son las’ matrlces formadas por los conjun~‘f‘

utos de vectores {u by {v } *espectivamente, nosotroafx

b=tenemoc de (8 a) Y. (8 b) que

f‘j ;(.9.a) o - AU = VD
.f9gb§? ,{fn"'akAth'*‘UD;-‘

"‘w“en donde D es la matrlz dlagonal de orden 2n X 2n cuva

‘j } dJagonal prlnclpal esté dada por las dk ‘jft"“
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Par’ei,elilnin’ar aUlyavVv de (9.a) y (8.b) y aéi obﬁe.—
ner‘unas descompdsicibnes similares a la espectral'
‘para Ay at respectivamente s§ réquiere que ambas -
métrices ﬁ'y Vv sean en primer'término buadradas y'éﬁ'_

_segundo ortogonales.

©0 sea, nuestro problema es ver que 31emp1e es posxble
: sele;cxonar n terc1ds {dk/uk’vk} que =aulsfagan (8. a)
(B b) y tales que los’ conjuntos (uk] ¥ {v } sean

 ambos ortoqonal

“Para ello. eliminemos a Ty ¥ 5, de (a al y (8 b) multi—{
' fﬁiicandé‘a (E.af'y (8.bj,pcr‘Atfy A respectlvamente, o

" obteniendo que

: (1l.a) o »ﬂAt_A.Sk:\: Ag 5,
Y
(11.Bb) co L AA Yk ”'qk‘Yk;'

1 ,Ahﬁfa émﬁéé'matfices'At’A"viAAF ‘son 51métricah, no‘ ;'  Hi"  :
. negatlvaé aeflnldas Y con los mlsmos valoree proplos
vaas dos prlmeras afirmacxones son ev1dentes Para de—;

mostrar la; tercera, sea’ x un valor proplo de A A, estofi»f,;f

fes, A A0 = Aq, de donde AA (Au) = ‘(Au),»lo que

B muestra que A es un valor proplo de AA,, de mane)a f




‘fbrmavfo,ﬁ;Gk}para‘k=r+l,...,n.
Esto es, si U y V son las matrices cuyas k- éQLma°'fv

‘columnas son u y v para k= l,...,n respectlvanente.,

“Entonces U v V son ortogOnalps y satxsfacen

(13.a) ‘ AR v
“y
il,é‘.rb).l ; o ._A'fv = l’U:‘A',: |
o 6_bien
o aea 0 asvedt

(ta.p) o At=uavt, o

" en donde la matriz & de orden nxn és:deflé‘formaf' SR N

asy 4 =]

"v con D una sub~matr1z dlagonal de orden rxr, gn la cugl"
: ”5105 elementos de su dlaganal nrlnCLPal dk se pueden to»vgf

»,jmax 51emp19 posxtlvos

‘Por ﬁltlmo, observemos que 1os argumentos de toda la ji”’

‘f,ruiscu516n.anterlor se sostlerenpa&a el caso de una matrlz
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reéctangular A de orden mxn bajo camblos aproplados de

dlmenslﬁn.

~ Teniendo en mente el pérrafo anterior, la discusién de

esta'seccién se puede resumir en el siguiente

Teorema L. (de la_DescompqsiciGn'Singular) Si A una
matriz de dimensiones mxn con eiementos reales . enfdnces.
siempre existen dos métrices Ortogddales U yv dé érde~

nes nxn y mxm respectlvamente Y- talns que: Ay Aﬁvadmlten

las descompos¢c1ones 51ngulares

,;’en donde 1as nmatrices. A y A de. 6rdenes mxn Y sop,, S

Sde la forma

R
N A=y
0.0
Y .
el
e
' 0 -0

'[respe»tlvamente, con D una- submatrlz dlagonal de orde'j‘f*:'””7

’“,:en 1a cual- Tos’ elementos de su dLaﬂonal princlpal se Pue"’

‘ ffden tomar SLempre pQSLtlvos.,
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"3, LA‘INVERSA>GENERALIZADA DE UNA MATRIZ.

Es blen sabido que ‘si A es una matriz nxn ¥ de rango

n, entonces la so]uclén del 31stema 11neal
(1) AX = b
existe, es Gnica y esté dada‘por

= }CI b

»i

(2)

. ST R
para cualquler E'en R? dada. Aqui, A denota la matriz ..

"lnversa de A,
o En camblo, 31 A es de xango r con lsr<n entonces (1)
"no sxempre tlene solucxén y cuando tLene,vtlune una

,1nf1n1dad de so]ucxones.A

',fAhpra si A es una matrlz rectangular mxn A4 de rango r"“

I,con lsr<mln{n,m} entonce& 1) no - s;empre tiene soluc;én_‘;ft i

o y cuando tlene, tlene ura inflnldad., Lomo puede obsern‘u”'

'i7varqe f&c11mente el caso del pérrafo anterlor queda
vlnClULdO en el pre sente., Luego para no aer redundanteuff

o nog l;mltaremO° a dlscutlr el caso general

v'De aqui v en” lo que resta de esta aecc16n, A as’ una

2 mQLan reutangular mxn de rango 1 nenor que el mln {n,m}




o
-y tal que (1) no tiene solucién.

Aunque {1} no tenga una solu016n tlene sin embargo sen~ 

tldo calcular como va se v16

La MQ]OI Solucién Aproxlmada asoc1ada a (l) nosotros~

dlremos que,xo en R es. la m. s.q. de (1) si Xk, batlsface”°

(3}§) 11A§0f5112;{[A§;E(|2, para toda X en R

(3. b) Si?§5 es tal que | |2k, —bl[2<l|Ax—b|{2 para i

ioda X en R entonces llxlllzallxollz

L Es decir xo 8o la x “de menor norma que minimiza a‘

|1AX*b}l2 ‘No.es diffcil ver que xo 51empre eXlSte

‘ ,'y que ademés es ﬁnlca como una consecuencia del

-y s6lo si (5-—3}' ' y>=0 para toda v en H.‘ ’

"f',suﬂdemostréciéq:es‘éixeqﬁgﬁfz

f;iTéOreﬁé"l. (de 1a Proyecc16n. Caso flnlto) Sea H un

'subespaglo propio de i 'y sea E’en R “~H. Entoncea ex15—*7'

 te un ﬁnico vector Y en H tal que l[y »b[[zsllywbllz

'para toda’§‘, F;: Mis aﬁn, Yg minimiza a I{y—bl(z,
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' fAhora“aser§ posib1e asocidrle’a{A'uha matriz B tal -

qué §d=B5, gea 'la m.s.a. dé“(l)?

Para ello, vemos primero que por el teorema de la des— e

composic16n 31ngu1ar tenemos qupv=

Hax-b| [2 = [|va0tEvEE) | |2

= |ls® 7Tv'B||2

167 - &2,

'.' eﬁvdonde_§"='U X yc= Vt 5. 

']Y como U, U ,V V conservan ;a norma tanemos que encontrar
:la m.s. a. de (l) es’ equlvalente a buscar la m.sia. de
R TV AE-*-E

b”'Para calcular la m.s.a. de (4) calculemos prlmero 1as z

que mlnlmlzanfa I[Az~cl|2. Aqui

: ' e . X L n Sk
{5) |lpz-ell? =00 {d,z ~ck) --Xiz~ck?
S k-1 C o k=r#l

" De aqui que, las Z que minimizan a (5) son aguéllas’

. .que satisfacen las r ecuaciones escalares

R



“De’ donde 1as'§a,quefmiﬁihizan:a—(5)'e3t5n_dad§svpor:‘ 

e S £ Cl R
:(5) ‘ {z ) "= ‘a;"f"a;'ar+l"f'fun)

para‘ak, K=r+l,...,n escalares arbitrarios.

,Y,?or‘lo tanto la m.s#a.>§b de'(4) esta‘dada9po:f s

e/

2]
)
o

o

1
1t

(=]
o
: OH'Q;I- ~N
e st e
s L
i
o
al

“en-donde-D " es la matriz de dimensiomes nxm:@. . o0

|
t
i
1
1
|
1

o e Tt SRR

o el

Ahora llevando (7) a nuestro problema inicial, esto es, =
i*7”SiQ§B?UFT§d y:E¥th5"fentoncés tenemos que =
ol

.,U.;xp =t,.

-'o-lbie._hjqué‘ . k‘ i



e »eﬁ ddnde"
(10) S At =yt vt

la cual illamaremos la matriz inversa generalizada asocia="

da'a A, la que claramente es finica.

-De . (9) se ve facilmente que A viene jugando un papel
muy anilogo al de At Mas agn AT = 27! cuando N

existe.

 Del hecho que A= VAU es dlrecto ver que los subespacioe
. nﬁcleo N(A) e 1magen Im(A) de A eqtan dados por losb
vecLores ur4l,...;u y vv,.;;,vr respectivamente.,lyif‘
de - {10) se tiene que los suheapaclos nﬁc;eo N(A )oe
rlmagen Im(A ) de P tén dados por v 41,...,vm y
_ul,...,ur. De aqui se 51gue ‘que N(A)J_Im(p ) ¥ quo

Im(A)i N(A )

" 'En base al parrafo anterior tenemos la siguiente carac-

terizacién de la inversa generalizada A* de A.

meorema 2. A" es la ﬁn1ca matriz que satlsfacc las P

"sigﬁientes dos ecuac1ones




l -
en donde PIm(A) y PN(A) denotan las proyecciones orto

',gonales sobre los. subespac1oa Im(A) y N(A) respectlva—
mente.

De la descomposicibn singular de A y de (10) tenemos‘que

+ N I 3 ot

AhS = VAITOA'VT = VALY
N 0,t i, 0
=V , Ve o=}
- jo o} e o0

= en: ‘donde 1 deqota la watriz xdentmdad de’ orden . Y
de aqui, y por el p&rrafo 1nmedLatamente anterior d91 :"

enunc;ado'detheorema es 1nmedlato ver_que

PIma) *

'De manera completamente anfloga se tiene que’

f jN6tééé que AA+'y a*a se parecen muchb'*‘lasfmatriééS'

 identLdad sobre Rm Y R respectlvamente. Lb‘Quévjus£i$ ’ SR

flca el denomxnativo de At
- Ahora suphngamos,qqe B5es,otra'matriz:QQQHSatiSfaég.‘

CBA = Pyt v ABs PIm(A)
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De‘lavsegundaAIQualdad de arriba se tiene que
. + — -
{(AB - -AA})b = 0,

para cualquier b en K. Pero como a-at) = AB—AA%
‘tenemos que (B~a") B ests en el N(A). BEsto es,
B = at Ben

¢on T en el N(A). Nosotros afirmamos que n=0, ya que
-~ de lo contrario Bb no estarfa en N(AY# contradiciendo

R ‘ n
;‘;‘Im(g) = Im(BA) = Im(PN(A) ) # N(A).

A4. “‘STABILIDAD" EN LA MEJOR SOLUCION APROXIMADA DE

' LOS SISTEMAS LINEALES Ax—b 1.' A Ax Atb

" Considérese el sistema liheal»
(1) ) AX =B

'en donde A es una. matrlz real de dlmensiones’mhn cono— E
 c1da y B un vector en " aado. SG dlce en 1cngua3e |
,'llano que (1) es- un glgtmna llneal estable si af“peque—
. fias" variacionesg de b se Llenen "pequanas" vaxlaCLOnes

en su m.s.a. X,

NuestrO'ProPGSito'en ésta.secci6n~éq calcular'una fme=

-‘dldd" asi camo, su bompardPLOn de la eatabllldad de los n

vr31§temas llneales Ax~b v AtAx %f‘ ATh,
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‘Para no distraer la atencidn de nuestro objetivo, nos
~permitiremos el -uso sin previa discusién de conceptos.

que caen en el campo de}egtudio del Andlisis Numérico.

Una discusisén detallada al respecto se encuentra én {}j.

Regresemos a nuestro problema en lenguaje técnico.

‘Si X, es la.m.s.a. del s;stemaylingél~pértﬁfbado:_"
(2_)  _ A‘E = b 4+ €

entonces el vector variaci6n en la solucidn de (1) -
. viene dada- por
P

X, ‘=‘xl—x0’=v= A (b+z:) - Avbf = Ale

de donde "&l coeficiente condicional relativo" K(A;B) -
_ de (1) es la menor constante k>0 tal que

CUEN AT lE

TR T TR

3y

> '“'Pa;a’caléﬁléizK(A;53 veamos que (3) nos:sugieréubéldtlé:: -
. la meﬁct'cdhstante ¥>0 tal que
(4) .‘,“,v.HA;eHéM[[e-Hf

o para7toda;E:enme.g‘Y;1a,mayor,¢on$tantefm;oi§§l-QQé'7 .3
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(IR S T

~ para toda Ben K™ - N(A").

‘Para calcular a M obsgrvemds primero’que: o

HED|] = (et t“u

_l,lAV'e'H - Jjus*e 'y

‘luego si n: 7Y% tenemos gue }]nI] = I!e{[ Esto es,~ .

la menor N>0 que batlstace a . (4) es: la wenor M»O que

,satisrace

(6) o 118" 71 = MH?H l'.‘

,Como 31empre podemoq suponer que en la submatrlz dlago—,ay

at s
. e 2 d >0 t_nemos que

anl D de A ’ d rfJ? .

r o r
a” l 2 = “‘(d*“)zs” (@

S s (@he xf n2 <d”1>2 Hnll2
: R k=' k

¥ por lo tanto

hpara €ddavElen'Rm' 0 blen que }IA jll para toda 4

y en & con Ily][ 10 Més aun,v




S
e
S ;1

r . Los tres: parrafos ﬁltlmos ante-

va que 8%, 1] =

»rlores son la demostrac16n csencialmente de la 31gulente

’.Pchbsicidn l1.. La "ﬁotrné uniforme" {{all = sup | leI I

: con Lespecto a las normas "euclldlanas“ de i 'XH '

R y R respectivamente de la matriz real A de dlmen-—
"sxones mxn es lgual al mayor en valor abboluto dp sus -

' valores s:mgulares

[

: ‘,'Consecuentemente la menor- constante M>O que satz.sface S

a (4) es 47

""ara calcular la mayor cons\.ante m>0 cumpl:.endo con (5)

"observemos que :

@ B ey, BH = 1

De(B)y lé kPr'o‘pbosi‘cio'n 1 s_egk,s’igue
‘o bien que

Loan ARl A = a]




A,

'X por lo tango;‘la’maYOr'coﬂstahte~m>0 qué satisface a

{’_‘t va q&e,d) es la mayok'constante que
b o T o

satLSEace a {9).

Ahora de (7) y (10) e tiene que

HE Hbu =
' 115, u 1Bl

'ifEsto es, el coeflclente con6101onal relatlvo de (l) vxene ,,¥ff
rifdado por ' 7“ |
i S
TENT

KB =] |all ]2t
'“”tq'discusiéh antefior se“reéﬁﬁe>énvel‘siguiehtef,,"

"1_T%brémé'l' El coefL01ente cond1c1ona1 relatlvo K(A b)

e 'del slstema lxnea*_‘ =5 sté dado por

(11} W : .I((A,.B): K (a) *K(B) -

donae k) = [iall 11a*] v zé';s), EEIBAATE

*f'Lomo Prmiay A A rge—tién°»0ué K(A) 3 1*3:Por el ‘teore- i

;ma de PltégOtas tamblén se tlene que’ K(b)> ‘Y;péf;‘f_i',f'

o tanto, (A B) 2 S
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En la practlca qeneralmente se resuelve la ecuacidn’

.normaL
(12) At A% = At %

asociadé al sistema lineal az=b en vez de este ﬁltimb‘v
por las razones siguientes; priﬁéra} (12&‘es'siemprev

soluble porqué im(AtA) = Im(At);;sequnda, la SOiucidn'
de menor norma de (12) es la m.s.a. de (l); y-tercera,

A%a es una matriz cuadrada y simétrical

Fl inconveniente de resolver el sistema Aiﬁﬁ via‘su' ‘
-ecuacién normal . bﬁ atax = At

:és’que frécuentemente'eﬁ las aplicaciones‘este ﬁléiﬁd
fes menos estable. chﬁo de otro modo, en las apllca~n"

'§c10nes genera]mente K(A By < K(A A b)

Antes de ‘hacer ver lo dlChO en el pérrafo anterlor,’ o
F»Qcalculemos K(A a,b). Procediendo anélogamente como se E

- h;zo;para ¢alcular X(a,b), se tiene que

‘mA a*at “‘H _ et At El) . Hm’?m*n HA L LELL
,.lxoli RRReA Vs S mA Am At bu
e donae e
: ‘(,1'3.)1' - k(SAB) = k@R i

o {»At .‘g‘;‘[_ :




En- las aplicaciones generalmente el vectu:r 'br £518 “wer—
Ccano" al subespacio ImM(Aj como puede verse en ei'capitg‘i~

io T, de donde se sigue que
(14} R(A,b) = K(AK(B) = K(A)

ya que X(B) = 11BI1 / 1[B,l] = 1.

De (13) es inmediato obtencr que

115 xmta, By oxm?

'7péra‘cualQuiér'véctOrvE’en R~ K{At).fLQ}ﬁﬁe,mﬁestré ;4

 que K(Aa, B) 2z x(a, b) ya que K(a) 2z 1.
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| CAPITULO III

LA INVERSA GENERALIZADA
'PARA
TRANSFORMACIONES LINDALFS ¥ CONTINUAS‘
ENTRE ’
ESPACIOS DE HILBERT

. .’1. INTRODUCCION

: Fs muy frecuente en Matemdtlcas lntroduCLr nuevos con»»'
ceptos asi como 105 proced:mlentos y técnlca> nara su5
‘estudlo por analoqia a conceptos, procedlmlentos y

~técnlcas con- los cuale ya estamcs familiarlzados.

”:En este capitulo vamos a- extender el estudlo d@ la

' Inverga Cerera¢l ada. a transfarmacxoneq llneales y

‘ contlnuau A. lewxz eitie dos ESpdClOb de Hllbert,ﬂj’”
"y Hg, la_ cuales son’ muy par901das a Las txansformaczo-
- nes llneales entre espaC¢os ventor:ales dg dlmenqlﬁn SR

'flnltk._‘ ‘

'7}‘Ia generallzac16n descrlta en 1 pﬁrrafo anterlor es_ S R

;"qugerlda entre oLrascosas por las ecudCLones 1ntegxales ;»Ipl*‘”




BT

'deVFxédhohnincénsiStenﬁes
p '
() [ E(t,s) x(s)ds
a

i

b (t) (qStsbi

fl

b . Co , .
(2) ax()+ [ £(t,s) x(s)ds = b(t) = (astgb)
dé‘primera Y segunda claée xespectivamente, en ddnde.
f{t,s) y b(t) son funqionés*dadas'y’x(é) es'uné5fun¢idn

por encontrar, todas ellas con valores reales. -

2. ESPACIOS DE. HILBERT .

' Consideremos la ecuaciSn integral dé}FtédhblM]dé{étimérél

clase
» B T S
)y . f £(t,s)x(s)ds = b(t) (astsb)
. en.donde, porvrazone$vdé existencia de la integral, a- . -

"'f(t;si,xCS) y b(t) las supondremos por el momento con-"

tinuas en sus respactivos dominios de definici6n.

si (1) né tiene solucidn es natural para nosotros ihtentar,~f"

" calcular una "sclucisn aproximada” de (1) segfn el cri-
‘terio de los minimos cuadrados: Esto es, calcular una

funcidn xa(-) tal que minimice a la funcidn

B S s S L e
) e xCn) =l [ e s)x(s)ds = b() [{2
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definida sobre el espacio vectorial de las funciones
- reales y continuas en [a,b], que de aguf en lo sucesivo

denctaremos por Cla,b].

Pero como nosatros queremos consetvar ia‘imagen geoméﬁrica:‘i
del cciterio de los minimos cuadrados egpuesto en el
Capftulo I,vnecesitamos qﬁe’la;norma‘usada en la defini-
éiéﬁ'de : esté dada en términos de un‘productd intériof'

~para Ccfa,b]. Es clésico equipar a C[é,b] con el producto -

intecior -
(3 <x(+)yy () = [ x(s)y(slds

_sugerido por el producto interior natural en R®

CRY D= ¥ X=0 ) RV .
‘ : k=1 kvk_

"~Antes de pasaz al problema de: la cy1ﬁtencxa de unas funcién‘,
‘ ix ( ) en C[a b] que anLmlce a (2) con la norma deflnlda
f'por (3), se requlere que el conjunto =cbre Ll cual se va,

a mlnlmlzar a. p, esto es, Cﬂa,b], sea completo con la

inorma deflﬂldd por (3},

' Un e;pacxo vectorlal norquo V. se dice que eg- completo
"SL para ‘toda suceglén Lk 1 en V' con ]]x . }]—ﬁo cuando
,m»m lmpllca la ex;stenCLa de una X en V tal que vﬂ

|ix —xl]—+0 cuando n+m .
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No. es diffcil daf un ejempld como puede verse én f2]
con el cual se muesfre qﬁg cfa,b] no es un espacio
vectorial completo’con respecto a la norma definida
por (3). Lo gue nos 11éva a qompletar a C[ﬁ,b] con

la norma definida pox. (3}, sé puede probar como puede
verse en [2] que el espaqid deseado es.el espacio vee-
tofial de las funcionesv;eales cuadrado integrables 

segdn Lebesgue, que denotaremos pcr L2[a,b].

L2{a,b] es un ejemplo tfpico de una clase de espacios

- vectoriales normados que in£roducimos en la sigulente

Définicidn ls . Sea H un espac1o vectorlal real con
producto 1nterlor, se dlce que H es. un espaclo de
Hilbert si éste es completo con 1especto a-la _norma

L. [lz =¢+,*). Un espacio de Hllbert es segarable

si contxene un subconjunto denso numerable.

De .aqui en loksucesin H dénota:é un.éspéciofdefﬁilbe;tﬁ

,sepqrable‘

'lComo ejemplos de espacmcs de Hllbert separables c1tamos
vlos SLguientes- l) R con su procucto 1nter10r usual

'2) L2 el espacxo vectorlal de laq sucesxanes reales

EY

Loy } tales que ¥ xi<w con el productc 1nterlor"x,y =.
‘ k=1

. - i S 2
’Z xk Yk six={x}yys= (yk ; los eSpaClOS L (I)

ide las funcxones leales cuadrado lntegrables seqﬁn
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Lebesgue definidas sobre un - intervalo real I-acotado o

no, cerrado o no.

No es diffcil probar que IOSVSIguiéntes_resultados‘v&_
lidos para R siguen siendo vlidos para espacios de

Hilbert.

'Progosicién»l.'(Desigualdad de‘Cauchy—Schwarz)‘Pafa'tOdoV‘
x,y enH, | z,y | slix]] {iyll. 1a igualdad se satisfa-

ce si v s6lo si x=Ay © y=e..

Corolario 1. (Desigualdad del Tridngulo) IPaxaitodquQY‘
en #, |lxry il < {het + Hyll -

Proéosiéidn 2. (Ley del Paralélbgramqu' Para todo %,y .
‘en H, B ‘ o L

I';m; 2+ Haert 7 = Il 12y ] 1)

;5ProgosiCL6n 3. (Contlnuldad del Producto Interlor) Sl A

‘x x ¥ y ~»y enH, entonﬂes (xn,y )~+<x,y) Conse— o

"cuentemente, si x —+x entonces }x ll—wllw}l

'V;fLa 1dea geométrxca de or;ogonalldad en 0 nbs ?ermite
,»1ntroch1r la s1gu1ente deL1n1016n, por sxm larldad, -

jen H,i1a cuaT juega un. papel ccntral en. el presente

‘  desarrol1o




s

Definici&n_2.  Dos vectores k e y en H se dice que son’
ortogonales si y s6lo si (x,y)>=0, hecho que denotaremos
por Xly. De ménera anéloga, diremos qué X es ortogonal. -

a un subconjunto § de H (x1S) si xly para toda y en S.

Proposicifn 4. (Teorema de Pitagoras) Si xly en H

entonces | [x+y| 2 = |[x]]2 + []y]]2.
: Su~demos£ra¢i5n~es,directa.

Eh.él-cépitulo‘anterior vi@os que ‘la exi$£eﬁéiarééi,cbﬁoy_b
fla un1c¢dad de una- Xa en R' qué ﬁinimiéé‘a ||A§?Ef}' ‘

 té dada por el Teorema de la Proyeccxdn en R Es nétﬁr31f‘
. preguntar si csue resultado es vélldo P&Id espa0105 de

. Hllbert. La respuesta;es aflrmatlva Y la da el slgulente‘

Teorema 1  (de la ?royecciéh)’ Sea H un espacxo de
":Hxlbert M. un SubFSpaCLO propio de H. y b un vector en

H-M entonces un %y . en ) satlsface IIX —bl! smin !{x~b[]
. . X en ¥
o cuando y sélo cuando b=x L M. Sl'ademés M es cerrado
":en H entonces para . toda b en H exxste un ﬁnlcovvector
1‘,(x0 en M tal que

= g bl = min ) lx-b i
x-en M i

. su.demostracién-es clisica y puede verxse en [3].




3. THANSFORMACIONES LINEALES CONTINUAS,
“-COMPACTAS Y CERRADAS.

“(a). ‘Transformaciones Lineales - Continuas.. .

~En:la seccidn anterior se dieron varias-raéones pbr las
cuales conviene considerar a la ecuaéiénvintegralv
» b , _ L
() [ E(t,s)x(s)ds = bi(t) (agtsb)
v a . : .

:CQHVX(f) y b{*) en el espacio de ﬁilbéit,Lz[a,b].

En el caso de sistemas linéales algebréicos AELE"Eéné4Q"-
"mOquue la‘matriz A defihe sienpre una transformacién o
"lineél:y céntinua. La contlnuldad de A es una consecuen~-”

Cla del hecho que 51empre exlsfe una constante K>O tal

que |’Afli p Kllxll para toda X, asi como de 1a Llnealldad T

v'de:A.

":Nuestro problema ahora es ver bajo qué condlczones la

'\'ecuacldn 1nteqral (l) nos deflne una’ transformacmcn 11neal‘
,, 'y contlnua K L*[ﬁ b]—sz[a b].. La mane*a natural de

: def;nlr a K as por '

@) R = [ EC,s)x(s)ds,

. la cual claramente es lineal.




: i,v,Cdnsiaérem6$,1a sucesidn»{xh(?)} ehyLz[0,§ffdé§iﬁiéé7§éf;:‘

. mnora _'xnc-)»»om v we |

3 1 _de Cauchy Schwar?»

"SS',

. En el SLgnlente ejemplo ge muestrd que no toda transfor

m»"Lén llneal A: H, —wH as contlnua.

7 Ejemplo 1. Considérese la transformacién’

S A:L2{0,=)—L2[0,=)

'definida'por Ax(+}) =y(:) en donde

oy = e () {0st<m)

. Es inmediato verificar que A‘'es lineal.

« /3/n S Ost$h *‘vk
,x (t) . T
SR 0 (U N

1? - )"0:l° Hx (tHZdt =
o : :

.’3
r—-—-—-.
; o
it
[
&

';f{?éraotfb;lado;

e, = Htx ) |70t = - Zefaboml

'4:1

’1 },§éfa.toda‘nzigf:Y!pp£ 1o7tanﬁd;’A ﬁbléS”ééhfihué;*T” :

“af~81n embargo es dlrento demoera "y uqando ia de 1gualdad'
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obo b . ..b &
S xyean 2 s (flxee)]2ae) (fly(e) [2at)
HERE ) a . a

' paré L?[a,bj, que si

—r
R D

N = ]f(ii,s') |2 ds dt < ,«» 
entonces '
B x|

L que impliyca, por la linealidad de K, que X es cohtinua; L i

. Nb .es dlfic11 probar, cono puede verse en.. [2] -que: la
Efcontinuidad de una transformac16n llneal T HJ—»d
es equ1valente a la ex;stencxa de una ﬂ>0 tal que

"]1Tx[] 5‘N|lx[[ para toda x en H;

'fDeflnLCLGn 1. A una’ transformacién lineal.T'Hi44H7

- le llamaremob conttnua si exxste una nonstante N>0

tal que |lmx|] g NI{XII para toda *® en H S

f_;Geométrlcamente una transForm5016n lineal Ts H1v+H
Fes contlnua siy sélo si manda conjuntos acotadcs en

fconjuntos acotados.

'jDeflnlglén 2. Sea T H rH una tlanstLma016n lineal
.. ¥ contxnua, deflnlmoa la norma de T, que deno+aremos ?

IITH, por
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ﬁ(d)"“:]STfléxinf{Ngoé[lTxl|5N!|x[f, para toda x en Hyl.

Se puede demostrar fdcilmente por cdlculos directos qgé‘

T . , S

5y - Ny = sup - ||Tx|]
Hxll=1

entonces [{Tll~Na,yesto es, (4) ¥ (5) son deflnlciones

» equxvalentes de ‘la norma de 'T.

SiyL(Hl}H ) denota al conjuntovdé todas:iaé'trahsforma%-‘"“"

' ,“CLOnes llnealeq Y contlnuas T:Hy —+H entonces se. puede e

fdemostrar como puede verse en: Eﬂ que L(HJ,H ) esan
o espaclo vectorial normado ¥ completo con respecto a la,'“

'norma dada en la Defmnic16n 20

f,Como un ejemplo més de transformaCLOnes llneales y con-

‘tlnuas tenemcs las proyecc;ones orLogonales, las cuales~

“’juga"én un papel lmportante en el desarrollc de 1a

‘ 1nversa generallzada.

' Sl M es un subespac1o cerrado de H entonces por el
: teorema de la proye0016n para »oda X en H existe una" :
'ﬁnlca_xo en M tal que |{x-x ]1 < llxwyjl para tcda y en’ ”51

oMy

.;(EI. ; :*f11<3+#b7fy>i;r°  -




5ge
para toda y en M. Esto tiene dos consecuencias:

la). Toda % en H se puede escribir de manera

Gnica como

(7 CoxER X

E con'xo en M y-xlé XX, .en Mt o bien) H=M(9M1{

“2a.) La transformacién Py sH—H defihidé:pbrf,“

 7un llamaremos la proyecelén ortogonal de H sobre M esf:;*'“

'x[vlineal y contlnua."

: La llnealldad se obtlene dlrectamente de (6) y (7) y‘;_

"ila contlnuldad de que

Timg x[12 = | ol 1£1 g1 1241 15, |2:='|;l;<fiiﬁil O

_fMSé aﬁn eyll=1, ya quejPM y=y para cualquier y en M.

[,Por ﬁltlmo obsérveae que N(P )~{x{P SR e}"M .y,qﬁeff

' Im\PM) {x&a

M X} :M. .)tg e:sr

- H=N ,(:E‘M?‘ ® Im (»Pm)f
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(b} Transformaciones Lineales COmPactas.

Se puede demostrar. come. puede verse -en [5] que la
rtrahsformacién inﬁégral K:12[e,b]~> L2[a b] definida
» ?oi (2) tiene la propiedad de que la cérradﬁra de ‘la
imageﬂ baﬁo K de todo conjuntojﬁcotado en LZ{q,b] es

un‘conjunto compacto en Lz[a,b],

Con el siguiente ejemplo se muthra que no toda'tfans—
forma016n lineal y contlnua tiene la propledad que ‘#ie-

nen las transformacionec Lntegrales.v

Ej plo 2. Consxdérese la transformacldn llneal v cohr
Llnua I: L2(0 2n)—¢L2(0 21) deflnlda pox Ix*x, y el ‘con=
junto (x } donde :

,xk(t)_; éz sen k 19
, ' an R

:ﬁara»k=l,2,.i.. Por c&lculos directos de ihﬁégtébibﬁﬁéeuv:f;ﬂif;i
~tiene que {]k {-)i]:l para toda k y qﬁe'(x.(-);x.k.)>=of
'para 1#3. Ahora la imagen- de {x 3 bajo Ies. {xk}, el"'

‘cual no tlene un punto de acumulaclén ya que por el

“teorema de Plt&gorus I}x (- )~x (e ;l'2~i[x (- )'12+‘!~x {~ )i!z—¢;gff'
lrpara cualquulera u y n con m¥n. - Y por lo_tanto, la "ce 9' ;, '.?hf;;

‘rradura" de {xk} no es- “compacta

 La discusi6n anterior nos sugiere la siguiente :
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Definicién 3. A una’ transformacidn lineal K:H -~+H,
‘le llamaremos compacta si a todo conjunto acotado en.
’Hl,'K lo manda. un conjunto cuya cerradura es un

conpacto en H,.

De aqui en lo sucesivo K denotard una transformacifn

lineal y compacta.

Es muy fdcil probar que toda ttahsfofmacidn lineal com-
upacta X es contxnua, Y que si T es una *ransfoiméciéﬁ
11nea‘ continua entonc@s KT y TK son transformaCLOnes
‘lineales y compactgsu De la dltima afirmacidh'anteriqf'~

y el ejémplo 2 se tiene la siguiente’

‘Pr03051c16n 5. Si K:H. —»H? es una transformaclén llneal
compacta que flene lnversa K ]-H ~%H entonces K Ao

-es - continua a menos- que H, Y H, sean de dlman316n flnlta.

(¢} Transformaciones Lineales.Cerradas.

‘En la subsec016n anterlor vimos que la txanvformac16n ln~”

s .
versa K - de una transformacién lineal. ¥ compacta no: 51empre

"es contlnua. Esto es, para K -1 no exlste N>O tal que
-1" ™

1R ;xll N]] P razéa por la cual a estas transfprf j

‘mdbiones‘llnealeste'les denomina no-acotadas.

Una clase meorfante de transformac;oneo llneales que‘

no‘son contlnua s la 31guiente




el

Definicién 4. S uha transformacién linéal»A-D~4H en"

‘donde D ‘es un subespacxo de H ' se llama rerrada si para

L,toda sucesxén {x }: de-D converqente en Hl,\a saber X=X

en Hl, es tal que la supesiﬁn {Ax } es convergente en

. H,, a sabe: Ax —+y, implica que x estden D y y=Ax

. Es bastante direéto demostrar que una transfdrmacidn

‘lineal A:D—H, es cerrada si y s6lo si la gréfica de A,
G'= {(x,Ax)|x en D}

.~ e85 un- subconjunto cerrado de'ﬂl leZ;

".Una relac16n lmportante entre las transform301ones :

' lllneales contlnuas Y ’as cerladas ia da el 31gu1ente

' fTedrema'z (de la Gréflca Cerrada) Séa.A-D¥+H ﬁha'Q

transformac16n llneal cerrada. Entonces 81 D=H 1, A

es contlnua

Péralsd}demcstraciéh Véase5[2];

4, TRANSFORMAC ONES LINEALES  CONTINUAS CON
SUBFSPACIO IMAGEN CERRADO.; ‘ '

3 Sea T'HIAHo una. Lranaformac15n llnea; contlnua. . Khora’

fconSLderemos la ecua016r

o !‘ff‘;fiwxf%lb}‘l‘

‘para la cual supéngase que no hay una sclucién.




”Por analogia al Droblema lncon51stente Ax=h. donde A
es una matrlz ‘real mxn es natural calcular una'”s¢~‘
lucién aprox;mada"»xa,para (1}, segin el crlte&io:dévj
ioé:minim¢s Cuadfédos{ Nosotros diremos que xd esi/‘
una‘solﬁcidn‘aprbkimada’dé:(i) si

) {imegebl sl |menl ],

”‘para toda x en Hy .

':‘Por la prlmera parte del teorema de la prcyeccxﬁn, te—

- nemos que (L) tiene una solucmdn aproxmmada 51 y sdlo
si la proveccmén ortogonal de b esté en el subespacxo ﬁ'

3‘5Im(T)

“1vQ” Por la segunda parte del teorema derla prOVPCCl5n no~ ff

sotros tenemos que’. si m(Ti un(T) entonces para todd h‘
: 1en H (l) tlene una solucxén aproximada xa
fDel p&Lrafo anterlor se suglere preguntag. 'in todavf“
',ftransformacmdn llnedl contlnua R\ H +H tlene subespaﬂlo

‘Im(T) cerrado en. H . La respuesta es negatlva en

3,~general , A contxnuac16n damos un. e]emp]o que 1lustra

't,fff Jemglo 1. El operaaoz Jntegral K Lz[a bw—»Lz[a b]
i b

a7la sfoac16n, el cual. 1o demostraremos ew Ta sec 5

;,‘del presente capitulo.

'deflnldo por K(x( )) f f(~,s)x(s)us no tlene subespacio
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“Im(K) cerrado a menos qué'éste sea de dimensidn fihita.,

Como no»?oaa tranSfbrmacidn lineal continua T:H -,
tieﬁe‘Subespacio.Im(T) cerrado se sugiere preguntar:
;cuéles son las clasé§ de‘tranSfo:macionés lineales

7y conﬂiﬁugs-T£H1—+ﬁz que‘tiehen:subespaéiO‘Im(Tj '

cerrado?. Una respuesta parcial la-da el.siguienté

'TeOLema 1. ILa familia de las'transformaciones'lineéles
y uontlnuas T: Hl—»Hq con subespaclo Im(T) cerrado en H

}¢ont1cneVa las siguxentes clases

(a): A las trvusformac1ones T con: H de dimensidn

Zflnlta o con subespa01o Im(T) de dlmensidn flnita.’

’ (b) A las transforma01ones T acotadas inferlormente,&

éSﬁofeé;,Q(Tx§ k!;x}i paru toda x en H1 y k>0,

v(c)“ A Las transformac1one= T de la forma T—T1 + T2
‘donde los subespaCLOS Im’T Yy Im(T ) son cerrado y

: 'de dlwen516n flnlta respect1vamente.~.

(d) A,los operéddres'de la forﬁé E#AIQKvpétaﬁx#O;‘

'y con K: H +H, linéalﬁy‘compa¢to.‘
. Demostracién.

‘para (a) es obvia.

| Para (b}, tomemos una sucesifn (y.} In(T) con y —y.
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Yé'que'flTxl zkk{{xl{‘para toda x en H y k>0 se ;

tlene nue T es‘lnyeutlva. be donde la suceéién {y '

determlna completamente la sucesxdn {x } definida por
nn Como I{y Yo l[*lITA ~Tx‘!l>k§|y =X || tenemos o

que la sucesldn {x 1 es de Cauchy, luego ex1ste una x-

“en H; con xn—»x,~quevpor la contlnu&dadvqe T”se t;eng

ynzl‘xn—-ﬂrx=y y

" para (c) as directa. .

vPara (d) _En [}] de- prueba que pdra cualquier c>0 K

se puede escrlblr como K=K +K? donde ]}K l|<e y el ; ~’T
"subegpac1oi;m(x ¥ es de dlmen516n flnlta.v Ahora toﬁando,]f
'gﬁx’se tiéhe lli K |[<1 y por’ 10 +anto AI;KI es 1nver~"

tlble sobre tcdo H, como puede verse ‘en Dﬂ De donde'vf

por (c) F-(AI K, )—-K tJ.ene subespacm magen cerrado

en Hz.

‘_De la parte (d) del teo:ema anterlor se Sldue que la

‘ ';chuaClon lntegral 1nconsmstente o

: R O T S
Caex(t)= [ £(t,s)x(slds=b(t) " (aztsb)’ -
L A o s LR TR

'f51empre tLena una soluc16n aproxlmada X ( ) en LZLa,b]

'ﬁ“en conLraste con ld ecuacLGn lntegral



b i ER
[ fit,s)x(s)ds = bit)  lastsb)

_3la cual como 52 vi6 en &l ujemplo 1 no 31empre tiene una f

 ﬁ*solucl6n aproxxmada.

. 5. LA INVERSA GENERALIZADA

(a) La Mejor Solucidn Aproximada

. En la seccifn antecior vimos gue la ecuaci6n inconsistente =

i  (1) 3 ‘f M =b

'fﬁddonde T2 i, —»Hz es una. transformacxén aneal y continua

'no 51empre tlene una soluC¢6n aproxlmada x en H Yr;

 i?que ésta ex1ste si b'* P (B) eSté en el subespacio
= Towmm

Im(T) de H : Ahora 51 este es el caso nosotros tenemos

quue X es una solu016n de la’ ecuacxén (con31stente;

@ 'ebe

. que. es la finica si el subespacio

 &(¢)#€£3 enjH;{Tk?ﬁ§};ja: ffff



‘(3)‘v S = o
,ddnde-hxdp=bT’y X, es un.elemento cualesquiera de N(T) .
. De nuevo por analogfa con el caso de dimensi6n finita
' se sugiere asociarle a (1) la solucién aproximada Xy

‘de menor norma que claramente es Gnica. Esto nos lleva

a introducir la siguiente

Definici®n l..'Diremos’qué x‘ es la mejor scluc16n apro~,"

. ximada (m.s.a.) de (1) cuando ésta existe’ sm,‘xo satlsj;

'facg .

bv( I!Tx *bll<lth bll para. toda x en Hl._¥i‘

: (11) si- {ITx -b|i<|iTx—bl[ pala to&a x en Hy- entonces

'; 1,1 lsi.tixlyl_l,- o

'f(b);' La Inversa Generalizada.

 En la secc16n 3 del Capitulo anterior vxmos éue la .
A.7; m.s.a. Xo del slstema 11neal Ax*b dond» A denota una:
f_fmatrlz real de dlmen51oncs mxn esté dada ror x ~A b
”Q;fdonde at denota la matriz 1nversa generallzada de dl-“f»'“:”":‘
'tlmen51ones nxm asoc;ada a A.' Lo que suglere 1ntroduc1r iy

’3f‘“la 51gu1ente f »"'
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Definicibu 2. A la transformacisn T :p(17)-+4,

donde

(1). bperh = {bven géi'(l)'tiene m.s.4a.}

(ii). cefinida por T+b=x0‘donde x  es la m.s.a. de

(1} le llamaremos la transformacién inverda generalizada

asociada a la transformaci6n lineal y continua T:iH, -—H,..

.Dn el caso matr1c1a1 A define una Lransfozmaalén @
slineal y continua caracterlzada pox ser la ﬁnlca solucxén :

-'de las ecuaciones AX=P_ ) y ¥A~ Es natural

I (a Puart
1ndagar qué propledadas de A ‘en el caso flnlto aon

f vé11das para ot

‘rAntes de tkatar de establecel la llnealldad de T se E
:Zrequlnrc probar que D(T ) es un subespac;o de H ._‘Mﬁs,.i
atin, se.puede demostrar»que o

 ﬁ Pfoé6sici6n‘1. DT es unfsubespééidfdenso‘eh 3V.- con

Demosﬁracién, Por el “teorema de la proyeccxén tenemos

‘~iique (11 tlene una ﬂo]uclén aprox;maﬂa x y con esto

"f,una m.s.a. 51 éolc 33 p”;;.1 b esté en: Im(T), y esto
: . e . L‘ﬂ( |.
','Si yv56lo sl b estd en =21 sube sparjo Im(T)G%lm(T)

i

!-3

1f,1uugo bntcnreL D( -Im(T)G¥Im(T}«., Del teoremq de. la
v7ptoygccnéz tpnemav que B, o= *m(T)(me(T)J, 1o quev

! 1mpllca qne D( } 28 un vumvapacxo denao en H peo




ibotra caracter1zac16n Lqulvalente de D(T ) esta dada

por el sigulente

Teorema l. (Tseng). La ecuac16n (;) tlene una’ solucién ,

: aprox1mada xa en H1 ;1 vy 9610 si exmste una constan*e

;pOSltlva g tal que

4y Kb',y,>i2 s By, T T* ¥>

SR : s
-para toda y en N(TT*)".

,En el enuncmado del Teorema anterlor T* denona a la :
ftrapsformac16n T H, ~*H definlda por T*y—x* donde x* ;' 
'satlsface <Tx,y> (x x*) para toda * en’ Hl, la cual el

*Slempre es llneal y contlnua como se demuestra en [S]

Las propiedades ae T* necesarlas para la demosfra016nv"
del teorema se dan a contmnuacxén, su demostrac16n

a;;puede'verae,en la referencxa anterlormente-cxtada.

__Proposici6n 2. Si T:H, —H, es una transformacién lineal =

: ébntinua”enténces

fia,‘ im(TLL‘ﬁ N(T*) y ( T)- N(T) ;‘ R
= N(T, y Im(T*) = N{T),?"

’ ;fb} T (TF)

‘Demostracion dsl Teorema de Tseng. ...




“!vlm(T) dado por (Yl'yz <5H'TT Y, > Sea z el espac1o‘

69. -

'-1ﬁéné idad Del teorema de la proyecchn se tiene que ‘ - ‘l(f ﬁ
32# Im(T)Gva(T) = Dn(T)«)N(T*) Luego b admlte la
deécbmposicién b=b  +b, con b, en T”T"T' ¥ b en N(T*)
Como existe x en H, tal que flTx -b|| s llTx~b|l SRR f} ; i‘

para toda x en_Hllenthces b =Tx, O blen b eSté en

Im(T) . Téxnemos g= qu[ J 2. Ahora como N(T*) ~N(TT*)

se tiene gue pdta‘cualquier y en N (TT)

f

el = KR b Lyl

K >l

A

-

'(x ',T*Y>‘

l!x II IIT*YII

 8§<YiTT*Y>¥

'*Sdficieﬁéia. Deflnimos el producto 1nterlor ( ;‘) eobre
 1:completac*6n de’ Im (TS en la métrlca deflnlda por ( )

"] Ya que T* es ﬁontlnua en la métrlca ( ~) y: H es comple
‘ifentoncen a, T* la podemos extender a una trans‘ormacx6n
'*~11neal y contlnua B Z—+H . Fsorlblendo a. b como arrlba,f

'“, 51gn1ficat1vamente b-—y0+y1 con Yo en: miT i se tlenef

vl<y5,Y>21251<b;y}él%ﬁ#(y,T&*y)Q#skyiy)e'
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,Oféeéfla‘funcional f(y):(yo;y) es éontinua sobre'Im(T)f
"cdh respecto évla ﬁétri&a L=;*). La cua] por el teorema.

"~ de Hann~Banach [}] 1a podemos extender a una funcxonal

l:neal Y contlnua F Z—7R _Por el teorema de rnpre enta—f' e

-‘clén de~R1esz‘[2] ténemos que‘F(z) = {z,2 ) para alguna

7 én 2. De aquf que para cualquier y en Im(T)

k;fv(y)' = (Yl,zo) ,=<Y'TT*ZO>=<FY‘IT}‘{_(">'

”ui o gea, para toda y en. iTS, <y,fx y0> 0. Luego”:'

"; ntonces Tx ~y0,_ ‘por 10 tanto 8l (4) se. saLisface

":exlgte una X tal que Ilrx ~b|‘ s ||Tx~b[| para toda

e ¥ en H .

7*ﬂ USab1endo que D(T ) es un subespacLo denso en H demos—"

'ﬁ'traremos que T es llneal, para cual se. reqpmere el f

: smgulente

Lema 1. Im (e nemt.

‘"1jSea xo ~T y ¥ supéngase que x no esté en N(T)

Ahora como N(T)(\ N(T) 75 ¢ '=Lempre se puede \,omar una_

-?ifsoluc16n aproxlmdda x1 en N(T) de Tx=y, luegcjexlstejffi

un Vector * %a en N(T) tal que 4O-x1+x : Por el

 ‘teorema de PJtdgoras se tlene que




bR = e 2= L 12 12> 112

~contradiciendo el hecho x =T Y.

“Proposicifén 3. T es una'transtrmaqién.lineai;‘
"Demoétracién" Sean X, —T (uy +By2),x10 =p* y1 v
,xzio"'? ’Y2‘

La proposxc15n queda demostrada 51 probamos

127 X PBXy,

.VDemostremos prlmero ‘que ax10+8x

~ es una solucién apro-f
f;ximada de Tx—(ay1+5y2);

En efecto del teorema de la
 v’proyecc16n se tiene que s

I '%P*;T_T<ai'+ey'x =ap_ . (y,)#EP__
: 12,’»1m T | 17 2 'v’:‘[m _1 m

=aTx ) +BTX, (=T (ak ) +6X5 ),




‘ﬁi;con Yy ~+y y"tal que. pt y ~»x.  Con51dérese la: suceflén

Rl

-~ De (S) se tiene que ax10+8x a8 . una SOlLPldn apro—>"

“x1mada de Tx—(ay1+8y Y. y de (6) se tlene que‘
le"(“x10+ﬁxzo) =9

"ya que por el lema l x —(ux +sx ) éSté;énf

N(TIF‘N(T) = {o}.

. Gan e BT T U TR AR N e
' Con respecto a la continuidad de T se tieme el .~
~Tecrema 2. T &3 lineal.y cerrada. ™

: v‘DemosfraciSh} Sea {y ¥ una’ suceSLOn contenlda en D(T )_jf€f"

'»;{xn} en;H deflnlda por x, =rt y , de donde se. tlene que

1lyicon xn en N(T) y u eniIm(T) ya que H ~_'Z"Mﬂ):[m(tl‘)
‘1C1aramen+e X "T y =55 y de la COHtanldad de T,
”‘afx'—+Tw Consecuentemenue u (y -Tx )~»(Y"TX) con
‘_ty-Tx en’ Im(T) por aer Im(T) un’ subespac1o cerrado

'.de>H 10 que demuestra que y esté en D(T ) y T y—x

 'Una lmportante caracterlza016n de T la quejaa u,vez

'}1f;3ust1flca su nombre la da cl blgUlenfe
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. + '
Teorema 3 T es la finica transformaC16n lineal y.

, cerrada que thlsface las ecuagxones' .

o XT~P .LyTX=P-' -
: N(T) CTRTET D(T+)

<7Paia‘su7dem09tracidn se requlere anteé~1a,31guiente,f‘

‘ Pro§osicidn'4, Si'B=Tlﬁ(T)L gntonéés: '  

ol ‘.m ‘”6(‘,-1&)_?

fDemostracxén. Eq lnmedxato verlflcar que B P R
T o T“TfT

D(T )E[QPH
v*D(T ) .

m ';}e=ta blen definxda y que D(B l
o » i 5 D(T )

‘8610 resta probar qué par$,y 9h D(T.T déda;

(9) ' ‘ tx :Btrrp ”’1"ﬁ?"~ (y)3 i
T Im,(v.ti.! perhy

‘esila m.s.a. de la ecuacibn Tx=y.

'. fEl punto y - dado por (9) es una solucién aproxlmada de

“ :la ecuacxdu Tx=y ya que

'|xmx'+y‘!-=r.rir'*f.i,»‘.kyyéwag'fixiy 1
l° liﬁTﬁD(T‘*) Helimeril

. para toda x en B
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' El punto xo dado por (9) es la m. s.ay de 1a ecuacidn

—y porque s; x, es cualquler otra soluc16n aprox1mada"']

f de la ecuac;éa Tx~y entonccs % =x0+x con x_ en N(T),vif

de donde’ por el teorema de Pltégoras

,’.t'.he.a_l‘i?e‘r gty 1221 1, 240 | 12
RIPNIE

‘liya'qgé;pbfgdefiﬁigiénddé B,gxd,éstéfeh-N(TfL;‘

; lfDemostrac16n del Teorema 3 Que T satxsface las

i!'ecuacxones dadas en (7) es dlrecto de 1os hechos

T BP | y T ﬁ“l é‘“ _5f|  wiu¥ﬂ'
N(J.l e -—-——mT D(T-‘*.).

'~;:;La demostrac16n de la un101dad es esencialmente 1a mlsma3;,ﬁ

- que el caso matr1c1a1 razﬁn por ]a cual aquI la omltimof'

6. LA INVERSA GENERALTIZADA CONTINUA

Sl el subespacxo ImLT) de T es cerrado entonces por el

“gréflca certada T es. con Lnaa.; {eﬁdsfprobadbeI,ff”"':“

% 51gu1ente :f»'a"i-'~




- ‘Teorema 1. Si'Im(T)~es un subeépacio cerrade de H,
fenLonces T es una tlansformaulén llneal continua y

»;deflnlda en todo H

‘la continuidad ‘de o tiene dos importantes consecuen=

' 'cias précticas: una, que para toda b en H, la ecuacibn

T 1‘3{=-;b:

",;”:siempre tlene ana m S.a. X y la otra, la contlnuidad e

yide la m.8% a. x de la ecuaﬂlén (l) 10 que es muy lm—”iif»,,"’

’fportante desde un punto de v1ata computaclonal.g T

'“fobsérvese que todos los resultados de la secclén ,nte-_ 

’: rlor son vélidos para T contlnua. ‘

Ahora si T es tal que IIT Yl! K[lYll para toda y :‘Huv
ien D(T ) entonces podamos eatender a T todo H Gomo e

:“?i7puede verse en [Z] ya ‘que. D(T ) es un subespa010 densf{f

de Héf% En otxas palabras,~
 pirh) = m(meIn(T)=H

por 1o tanto, Im(T) cs un: subespacxo cerradoyde H,

.‘f_{Con esto hemos probado el sxgulente

"’ Teorema 2. 'Ses T:H —»H, una transformacién lineal y - "' -
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‘conﬁinua{ fEhtbnces " es contlnua siy sélo si Im(T)

_es un subesp301o cerrado de H .

‘En‘el'siguiénte resultado se prueba que‘un operadbr
‘lntegral de Fredholm de prlmera clase no. tiene subespaclo

lmaqen cerrado a menos qae éste sea de dlmenszén flnlta._’

| Teorema. 3.‘ Una transformacldn 11neal compacta KeH,~H,
T ’no tlene subespaCLO Im(K) cerrado a nenos que ésre sea‘

 :de dlmensién flnlta,'

'DemostraCLGn. Supéngase que K H ~+H jes una transfor—a S

' ma016n llneal vompacta y que el subespac1o Im(K; es .

- cerado,en'H : Entonces K es continua y &Std deflnlda

féhitoadfﬂ . De aqui que 1a proye0015n P KK es'

Im(K) : .
f,‘compacta. Pero la., aflrmac16n antellor es leida sola~ S

5mente Sl el subespac10 Im(K) ‘es de dlmensién flnlta.__;_flif

- 7. LAS RCUACTIONES NORMALES ¥ LA INVERSA GENERALIZADA = -

‘f'En esta seccxén vamos a ca ;CLlar a T ,para doe oasos

partlculareq de Lransformac1ones llneales y contlnuas

" {a). La Primera: Ecuaci6n Normas



. Considérese la ecuaci6n inconsistente

‘dondeiw:HJ«+Hz,es,una~transforﬁa¢16n‘lineal/y,qéntihua.~ fff;gf~

‘Ahora que ex1sta una x, en H quL mlnimlce a »leJb[l
"equlvale a que exlsta uﬁa b en Im(T) que mlnimice a.
:Ily~b]l sobre Im(T) Por la prlmera parte del teorema i
de la proyeccxdn Yy ﬁlnlmlza w IIy—b[l sobre Im(T) 51 1; 
v{y sﬁlo si b-b_ est& en Im(T) -N(T*) Y,pqr:lqutanto,ﬁif e
= si x ‘es tal que Tx gb entonces S

?2 = Tf(br-b)ﬁ?ﬁ(T%afb)fr*?3afT*bf

Lo anterior es la demostraci6n del siguiente

”JQTéOrema”l. x. es una solu016n aprox1mada de (l) 51 y

‘*;jsélo 51 X, es una solu016n de la ccuacxdn normal

@ TTbe

‘ﬂLa nnporgi‘kla de: ;a udc1én normal (2) radlca en quen'

51 T*T @s lnvertlble entonces 1a m, s a x de (l)

f'#g a Ta cual a su vez: V¢ene dada por s



~[.dé ddnde sé sigue'que e

(e | Ths (*‘1%)“3 T#,f e

1a cua] es contlnua si Im(T) es un subespacxo cerrado

:f_de H

’(b);f L§;Segunda'ECuadiéﬁ,Normai.~‘ 
‘_fﬂ iSﬁp6ngése que la éduécidn

f.donde T H —»H es una transformacién lineal y contlnua,

"tiene una; 1nf1n1dad de solucxones.

:Nuestro objetlvo ahora es es*ablecer la segunda ecuan«'f‘

";cién normal ya establecida en el caso flnlto en la i

es la solucldn*

,seccién 2 del” capitulo 1.“nn simbolos, k

7 de menor norma de (l) 51

S
o = TR ¥ o

| donde v, es una solucidn de la ecuacié




9.

{IEé.inhediatQ aeﬁostiar gque si x0~és,la’soluc16nfde

‘menor. nofma de (1) entonces xb estd en N('I‘)’L Luego -

“:‘para poder afirmar que ex15te una yo tal que x —T*yo

- se requlere que Im(T*)—N(T) y esto dltimo se tiene
sl Im(T*) es ‘un subespaclo cerrado de H, ) equivalen-»"'
”temente si Im(T) es un aubespacio cerrado de H, combﬂ-

puede verse en [37
-V:Ahora 31 Im(T) es un subesPaCLO cerrado de H enton—
“ﬂes exxste una y0 tal que X --T*y0 donde Yo es una soQ
ucxén de 1a ecuac1én Tm*y~b va - que TT*YO-Tx —b.‘

' El pdrrafo anterior es la demostracién del siguiente =

Teorema 2 Sl T H, —+H es una: transformacxén llneal,

’ :cont1nua Yy con. subespacio Im(T) cerado en H entonces:‘

%y es la soluc16n de menor norma de la PcuaCLGn Tx~b,

i:‘51 v sélo si o B
(5) . x =Ty,

"1'1ddnd§ ybves'una solucién de la ecuacifn. - S

(5) TT*Y=b. o

71T:La 1mportanc1a del teorema radlca en el hecho

fvlene dada por



. 80.

M xg =T b,

i TT* es invertible.

TR el <1gu1ente resultado se da una condicién de sufl-  :' o

c1encma para ia 1nvert1hllldad de TT*

’ :PfOpoéiciGn l; Una cond1c16n suf101ente para que TTH

‘sea 1nvertible es la suprayectivxuad de’ la transformaclén T. ~-‘

7,Demostrac;5n La prop0a1c16n s =xgue de las SLgulentes o
: ﬂdoa_udp a5 ones que se obtlenen medlante CdlCUIOS dl* o e

. .rectos .

Im(T) Im (TT*)

. N(T’I‘*) =N(T*) ={6 2
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