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I 

PROJ~OGO 

.La comunicación de las ideas siempre ha sido un 

problema para el hombre, y lo es más marcado en 

ciertas disciplinas del saber humano, como ocurre 

en las Matemáticas. 

Creemos que para lograr una presentaci6n accesible 

de cierto tema de las Matemáticas a un gran ntimero 

de personas es aconsejable partir de una serie de 

probiemas concretos con un mismo coman denominador 

y sin condicionamientos a priori, en t~rminosde los 

cuales, se introduzcan y se desarolle la teoría, 

ner,esarios para su soluci6n. 

En t~rminos de los li.neamientos anteriores n<.'sotros 

desarrollamos el presente trabajo, lo que creemos 

haber logrado;. si no en su totalidad, s.! en una 9i::an 

parte. 

Nosotros empezamos con una reseña histórica de la 

Inversa Generali.zada, tema al .cual está dedicada la .·· · 

presente tesis. 

En el capítulo I, discutimos dos problemas del campo 

de la Estadística en términos de los cuales 
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introducimos los conceptos de la mejor soluci6n 

aproximada .Y de la inyersa generalizada como "gene­

ralizacione~" de soJ.uci6n de un sistema lineal de 

ecuaciones algebrái.cas y de la inversa de una matriz, 

respectivamente. 

En el capítulo II, estudiamos la inversa generalizada 

de una matriz via la descomposici6n ~i~~ular, la 

caracterizamos y damos una aplicación al Análisis 

Numérico; 

Por tíltimo en el capítulo I!I, generalizamos los 

conceptos introducidos en el capítulo I a ecuaci,ones 

dadas por transformaciones lineales continuas entre 

espacios de Hilbert, y damos. importantes· apli.caciones 

a las ecuaciones integrales de Fredholrn. 

Agradecemos la vall.osa orien.taci6n y ayuda prestada 

por el maestro y el amigo Dr. Pablo Barrera para 

lograr la realización del presente trabajo. 

Finaimente, agradecemo.:; al CIMAS.* el .beneficfo otor­

gado aLautor para el desarrollo dél presente trabajo. 

* centro de Investigaci6n en Matemáticas Aplicadas·y 
en Sistemas. · 
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RESENAHISTORICA 

DE LA 

En 19:20, E .• ri. Moore introduce en [7] por primera 

vez la Inversa Generali.zada de una matriz. Y en 

1935, presenta en [8 J un análisis general de la 

inversa generalizada para operadores lineales. 

En 1955, R. l'enrose introduce en [9] independien­

. temente de E.H. Moore la Inversa Generalizada de 

una matriz. y un año después, en. [10] hace notar 

que la soluci6n obtenida.mediante la aplica:ci6n 
.. 

de la matriz Inversa Generalizada a un sistema .de 

ecuaciones lineales algebraicas es· su soluci6n 

aproximadá según el criterio de los mínimos cuadrados, 

la aplica a prOblemas de Estadíst.tca y da dos métodos 

para su cálculo. 

l1os trabajos de Penrose estiritulan el estudi.o y la 

· aparici6n de und amplia p:r.oducci6n· literaria sobre 

la Inversa Generalizada con variadas aplJ_caciones y 

generalizaciones a transformaciones lineales entre 

ciertos espacios lineales normados. 

Pyle en [12] aplica er. su méfodo del gradiente. a la. 
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Inversa Generalizada para resolver problemas de 

programaci6n lineal. ROsen en [13 y 14] siguiendo 

a Pyle utiliza la Inversa Generalizada en su m~todo 

del gradiente para re::io.lver problemas de programa­

ci6n lineal y no-lineal. 

Kalman en [15 y 16] y Florentin en. [17] aplican la 

Inversa Generalizada a problemas de cimtrol 6ptimo 

en teoría del control . 

. Loud en [18 y 19} entre otros introduce. ~a Inversa 
. ' 

Generalizada a funcú:mes y :matrices de .Green y. da 

un método para calcularlas. 

Petryshyn en [23.] hace un estudio detallado de la 

Inv0rsa Generalizada'para transformaciones lineales 

continuas entre espacios de Hilbert y da un mt'l!todo 

para calcularla. 'Otracaracterizaci6n importante 

de la Inversa Generalizada para el caso del presente 

p&.rr.afo la da Sh.owal ter en (22] • 

Karnmerer y Nash.ed P-n [21] entre otros apli.can la . 

Ipversa Generalizada para transformaciones lineales 
. . 
continuas entre espacios de Hilbert a, las ecuaciones 

integrales de Fredholm inconsistentes de primera y 

segunda clase y dan uri método iterativo para ca,léu-

larla. 
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En [11] se encuentrun !lotas hist6ricas con más 

·detalle· de la Inversa Generali:ié¡.da con uria. amplia 

bibliograHa. 



CAPITULO I 

INTRODUCCION 

En .este capítulo introductorio ilustra.-nos con dos ejemplos 

las ideas centrales que nos· pi!nn:ttfrán . asociarle a una 

transformaci6n. lineal A:Rn-+-Rlll una única transformaci6n 
·· m n 

lineal B:R -+R · qtle sea la inversa de A cuando ésta 

existe o una generalización de la inversa de A cuando 

~sta no existe. 

. . . 

l • EL CRITERIO DE LOS iUNIMOS CUADRADOS • 

(a) Planteamiento •. 

Un problema que se plantea con frecuencia .consiste en 

"ajustar" una. línea recta a. un ntlmero finito de puntos 
• ' • • •• - • ,• ' t, .: ." 

en .•el plano. obte:nidos experimeritalmen.te. 

Por t!jemplo sup6ngase Cftle los siguientes puntos 

son obtenidos experimentalmente; en dondéla vk ,derioti3.n . 

el volumen de cierto gas que a presi6n constante es 

sometido a una temperatm:-a .tk.' Ahora el prqblemaes 
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2. 

encontrar los valores de m y b tales que la línea recta 

v=mt+b se "ajust~" en "lo mejor posible" a los puntos 

p1 ,p2 , ••• ,pn. V~ase la figura l_abajo. 

1f 
if= l''Ylt +b 

_· _____ --.--. · ... ~ · .. · ... 

4.r~·o .. 
----,---~J. 1. . o 

Fig. 1. Ilustraci6ti del problema de ajuste de uha línea . 

recta a un conjunto de puntos dados en el.plano. 

Un criterio muy usado para resolver este problema es el 

Criterio de los Mf.nirnos cuadrados, E;?l c.ual consiste. en 

calcular Ia ecuación de la línea recta v=mt-i·b .tal que 

n 
(1) l 

k=l 
e 2 

k 

sea· mínima, en donde 

(2) mtk+b+ek' 

como. se ilustra en la figura l. 
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Ahora el sistema de ecuaciones (2) puede escribirse c0mo 

(3) c = AX + e, 

en donde 

' t¡ l" 
f. v 1 eil 

(4) A = t2 1 c =. 

l~" , il =[:], •,] y e = 
-- --

t lj V en n n 

Luego el criterio de los mínimos cuadradó.s ·se traduce 

en encontrar un vector x
0 
t :::: (mo ,b 0 ) que minimice .a 

n 
(5) ' ', 2 l .ek = 

k=l 

Obsérvese que la matriz dada en (4j .está formada por 

veetores cólumria linealmente independientes~ 

(b) . Generalizaci6n. 

En general el problema clásico de los míni:ino& cuadrados.' 

consiste .en encontrar Un vector x
0 

P.n Rn tal que 

(6) 

para toda vector x en Rn, en donde A es una matriz real 

dada de dimensio_nes n1xn, cuyos vectores columna< son 

linealmente independientes (l .L), y e e's mi vector en 

Rm también· dado. 
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Si considerai~os a A como una transformaci6n lineal 

A:Rn-+Rm, entonces gecmétri.camente ·e.l criteric de los 

mínimos cuadrados consiste en calcular la imagen inversa 

de la proyecci6n "ortogonal" CA de e sobre el subespacio 

imagen de A (que denotarP.mos .por Im(A)) sumergido en Rrn. 

Véase la figura 2 abajo • 

. Figura .2. Interpretaci6n geom§trica del problema c_lásic_o' 

de los mínimos cuadrados para el caso n=2. y in=3. 

De la discusi6n del párrafo anterior y del hecho que A 

>es una matriz de dimensiones mxn y con n vectores columna 

l. L se s icjue que el probléma clásico dé los mínimos cua­

drados siempre tiene una úniCa soluci6n x0 ~ 

Ahora. aplicando las. técnicas del cálculo de máximos y 

mínimos del cálculo diferencial para.calcular x0 
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nosotros tenemos que 

O 'iJ Ci ic..;Ai¡ l 2 i 1- -· x=x 0 

v «e-AX') t cc'"'.AX")) 1-_-
x-x0 

t - t-
::: 2 (A .~~ 0 -A c). 

Esto es, el punto Xº que minimiza a· i le-AX! ¡ 2 es una 

soiuci6n del sistema 

(7) t - t-. 
AAx==Ac, 

conocida por la ecuaci6n normal asociada. ai ·sistema linéal 

inconsistente 

(8) AX.= c. 

.Ahora como A tA es de orden mm y el rango de A tA es igual 

al rango de A que es igual ª· n, tenemos que ei punto 

satisface a (6) • 

. . 
La' discusi6n ant.erior se resume en el sigµiénte 

Teorema 1. · La soluci6n del problema ciásico de: los Ill.íni­

mcis cuadrados está· dada por 
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(S} 

(e) ~Jna Aplicaci6n a Sistemas de Ecuaciones Lineales 

Algebraicas. 

Considérese el sistema lineal 

-(10) A X = c 

en donde A es una matriz real de dimensiones mxn con m>n 

y de rango n. Ysup6ngase que (10) no tiene una solución. 

Entonces por el teorema l podemos asoc:t.arle a (10) una 

solución aproxünada x
0 

segun el criterio de los :nf.nimós 

cuadrados, la cual es tínica y está dada por 

- t -1 . t -x 0 = (A A} A e • 

Por último obsérvese que si (10} tiene solución ésta. 

coincide con· su solución.aproximada. 

2. ~CION LINEAL PUNTUAL 

(a) Planteamiento y Discüsi6n. 

En esta sección vamos a dis.cutir con un eje111i;;lo de esti­

mación Lineal .puntual el problema dual expuesto en la 

sección anterior. 
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El modelo general de un problema clásico de regresi6n. 

lineal cons;iste en calc.ular tina soluci6n del sistema 

... 
{l) b AX + e:, 

en donde A es una matrü real dada de dimensiones mxn 

con m>n y de rango n, h y ~· son vectores. en Rm obtenidos 

experimentalmente, y x es un vector en Rn de parámetros 

desconocidos que son los que ~:e quieren estimar. El 
... 

vector e: es un vector "estocástico" que nos da los erro-

res cometidos en las mediciones efectuadas el cual 

generalmente satisface 

... 
(2) E (e:) = O 

(3) 
<')~t 

E(e:e: ) = s I 

con S un:a matriz real de dimensiories mxm positiva definida. 

·. El vector E(~) denota el vector error esperado, y E{~~ t) 

denota la matriz de "covarianza" de las "variables alea-
,, 

toriaS" El 'E: 2 t • • , t E:m que forman el Vector f , 

Otra descripci6n equivalente del modelo cl~sico de. régre:.. 

si6n lineal nos la dan las siguientes ecuaciones 

(4) 
... 

· E(bl =; AX 
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y 

(5) 
A __ A -t 

E ( (b-~Ax) (b-Ax) ) = s I 

con S una matriz positiva definida. 

Te6ricamente, la soluci6n x 0 de un problema clásico· de 

regresión lineal es única y la podemos determinar si 

conocernos completamente una.de las "distribuciones" 
A 

de b o e:. Pero en la práctica s61o conocemos los va-

lores bk observados, y por lo tanto, no podemos 

determinar a x 0 • 

De la discusi6n del párrafo anterior, el camino natural 

a seguir es el de estimar a x
0

• Pero antes de estimar 

a x
0 

tratemos de estimar su k-ésim.:i. componente xko lle-: 

vando el problema de estimaci6n vectorial a un problema 

de estimaci6n escalar, el cual es natural pensar q-ne es 

más sencillo. 

El problema de estimar la k-ésima componente Xko de Xo, 

se puede formular de la siguiente -manera: 

Estimar el valor en x
0 

de la funcional 

( 6) 
-t­= C X 

en donde e es un vector dado en Rn. Obsérvese que en 

particular' si e=~ en donde ek es el vector cuya k-ésima 

componente es la unidad y sus derriás componentes son Cero 
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entonces se estima a xko' 

Para nuestros p:co¡;;ósitos consideraremos la funcional 

estimadora 

(7) 

en térmi.nos de la cual nuestro problema es calcular el 

vector coeficiente ilt en K'1 de manera que ¡ nos dé una 

buena estimación de $ 

A 

A un estimador $dado por (7} lo llamaremos 
A 

si E(~) =$ • En t~rminos de (6) y (7} si 

(8) -
X I 

para todos los valores. d.e x. 

·Ahora como. 

"' -t" . '. 
tenernos que $=u b es un estimador no-sesgado de 

-t t= e x si ü satisface la ecuaci6n 

para todos los v<llores de x. Esto es, $= Üt b es un 

estimador.110 sesgado de ·1' = et x ·si u es una soluci6n 

de la ecuaci6n 



(9) .z..t u = c. 

Pero como m>n tenemos que (9) t:iene una infinidad úe 

soluciones u r en efecto cualquí.er Ü del conjunto 

es una solución de (9) • Lo que nos lleva a.l problema 

de dar un criterio que nos permita escog6r sin ambigue-
. . . . :" -t " 

dad.as el estimador no~·sesgado más eficiente .4> = u b 

-t de 1> = e x. 

. . -

.una. propiedad deséable para .uh buen estimador nó-:-sesgado 

es que su "varianza 11
· sea mtnima. Lo que nos proporciona 

un criterio para escoger el estimador no":"eesgado y.~ 
..:..t . .., . . t 

eficiente de q, = e x, el .estimador cp = ü F de var:ianza 

mí.nima. 

Calculando la varianza de qi = Üt b 

= E ( (ut ¡; ;... üt AX) 2 ) . 

= üt E ((¡;_:.AX) (b-AX) .t }·U 

= üt s ü 

Nosotros tenemos la siguiente formulaci6n eqtü~ale~te del 
. . 

problema de determinar el estimador .no-sesgado y .más .. 

eficiente de qi ,,; et x: 
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lL 

·Minimizar la funcional 

(10) 1/J (u) 
-t 

::: .U -s u 

con restricciones 

(11) At u ::: e 

Con objeto de dar una interpretación. geométrica a nuestro 

problema de est:Unaci6n lineal denotemos por -~--al espacio 

vectorial Rm con producto interior 

(12) <- - -t -x,y)=x sy. 

En estos términos el estimador no-sesgado y más ef~ciente 

"''-t" -t- .. "·-t" .. 
cp =u b de cp-= e x esta dado por $ 0 = u 0 b, en.donde u 0 

es la soluci6n de menor norma en Rm de·· (11). V~ase la s 
figura 3 a continuaci6n. 

Pigura 3. Interpretaci6n Geométrica del Criterio. de Esti.,. 
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maci6n Lineal de Mínima Varianza para el ·caso m='2 y n=3. 

Aquí N(At) denota el conjunto soluci6n de At Ü = O y 

. tJ.. . . t .Jll 
N(A ) el subespacio m.·togonal de N(A ) en .t<s. 

· Del párrafo anterior se tiene que el estimador no-sesgado 

de m.l'.nima varianza ~º = u; b de 1i == et x es -único. 

Usando la técnica de los multiplicadores de Lagrange 

. para calcular un. Nosotros pasamos a minimizar la 

funcional 

(13) 

en donde X" es un 'rector multipliC'ac'ior d~ Lagrange en. Rm. 

Calculando oL oL e igualando al vecto:r: cero, se tierie élu' ar. 
que 

,C. 

Esto es, u 0 está dado por 

.{14) 

. en donde r es una soluci6n de la ecuaci6n o 

(15) 
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Pero corno A t S-
1 

A. ,es una rnatr·.iz de orden mm con t'ango 

igual al rango de A qud es n, nosotros tenemos que 

At s-1 
A es inverti.ble y por lo tanto u está dado por 

La discl.lsi6n anterior se resume en el siguiente 

Teorema 1. El coefici.ente Uo. del estimador lineal no-ses­

gado de mínima varianza ~o = Ü; b de la furicional 

~. = .et x está dado por 

Corolario 1 ~ Si Xn denota la solución del problema el~.,. . 

sico de regresi6n lineal entonces la estl.maci6n no-sesgada 

y más, e.El.ciente de la .k-ésima componente :xka de x0 est.:i 

dada por 

(171 

Corolario 2. Si x
0 

denota la soluci,'Sn del problema cl.ásico . 

de regresi6n: lü1eal entonces la estimaci6n no-sesgada y 

más efici.ente de x
0 

está dada por 

(18) 
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. Considérese el sistema lineal 

{l) Bx:::: d. 

en donde B es una matriz i:eal man con m>n y de rango_ n, 

d es un vector en Rn dado, y x un vector para encontrar 

en Rm. 

En la siguiente discusi6n nosotros pensamos a B como una 

transformaci6n lineal B: Rm~Rn, En estos términos el 

sistema· lineal dado en (l} siempre ti.ene .soluci6n para 

cualquier vector den Rn porque Im(B) ~ Rn debido a que 

el rango de B es n. 

Ahora como m>n tenenlOS que el subespacio nticleo N (B) 

de B es distinto del subespacio {O} de Rm, de donde 

es el conjunto soluci.6n del s.istema Bx'=d. 

El problema que nos plantea la discusión del párrafo an-

terior consiste en dar un criterio que Has perrnit_a aso~ 

· ciarle s:i.n ambiguedades una única solucL6n al sistema.· 

BX=d. 



15. 

EJ. problema de. calcular un esti.mador · no-sesgado y más 

eficiente de la soluci.6n del modelo clásico de regresión 

lineal nos sugiere el siguiente criterio para la soluci6n 

de nuestro problema: 

Asociarle como soluci6n al sistema Bx=d, la soluci6n x 0 

de menor norma de BX=d. 

Ahora como la norma de un vector x en Rm está dada por 

¡ 1 xi 12 = <x ,x > = ;et x , 

se tiene por el teorema 1 dé la subsecci6n anterior para 

S=I (la .identidad e11 Rm) que la soluci6n de menor norma 

x0 de ax=d está dada por 

(2) x
0 

"" Bt(B Bt} -l d. 

3 • LA MEJOR SOLUCION APROXIMADA Y LA INVERSA GENERALIZADA 

DE UNA MATRIZ 

Considérese el sistema lineal algebrai.co 

(1) AX"= b 

en donde A es una matriz real rnxn de rango r dada, b un 

vector en Rm dado y x un vector en Rn por· encontrar. 

Si (1) no t.iene soluoi6n entonces siguiendo el criterio de 
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los mínimos cuadrados, nosotros siempre le podemos asociar 

a (l) una soluci6n aproximada~· Esto es, xa es una 

soluci6n aproximada de (1) si 

- n para toda x en R • 

Obsérvese que si xp es una soluci6n de (1) entcnces lca=xp. 

Ahora si r .; roin{ n,m}, nosotros ten<>.znos que (1) tiene 

una infinidad de soluciones, a saber cualqu.ier x del 

conjunto 

·es tambi~n una soluci6n aproxi:rnCJ.da de (l) • Lo que nos 

lle'7a al problema de c6mo seleccionar sin ambiguedades 

una soluci6n aproximada de (!). El ejemplo de la secci6n 

anterior nos sugiere asociarle a (ll la soluci6n aproximada 

de menor norma que la denotaremos por x
0

• 

Obsérvese q1.1e aí r=n entonces xa es única, y por lo 

tanto xn :: xa.. 

La discusión anterior nos sugiere introducir la siguiente 

Definicion 1. Diremos qi1e x
0 

es la mejor. soluci.611 aproxi­

mada (m.s. a.) de AX=b si 
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para toda x en Rn. · Y 

(ii) Si xa satisface 1 IAX"a '."'hl l 2 ~ 1 IAX'-bl I ·. 

-En la siguiente figura se ilustra a x 0 la m. s. a. de .(1) 

para el caso m=n=3 y r=2 

Figura 4. I1ustraci6n de la m. s .a. x
0 

de AX=b par.:\ el 

caso m==n=3 y r=2 •. N(-A)- denota el conjunto soluci6n de 

Ai"=o. 

En los casos .que rn=r y n=r, nosotros tenemos que 

y 

tes pee tivameh te .. 
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El párrafo anterior nos sugiere la existencia de una ma­

triz. A* de dimensiones nY..rn que llamaremos la inversa ge­

neralizada de A tal que 

nos. da la m.s.a. de bX:b. 

+ En el capítulo siguiente se prueba que A existe, oe .. 

calcula explícitamente y se <fa una caracterizacióri de A+. 

··~ 
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.CAPITULO II 

LA DESCOMPOSICION SINGULAR 

y 

LA INVERSA GENERALIZADA 

~NA 

MATRIZ 

En este capítulo se establece una f6rmula explícita de 

la matriz inversa generalizada A+ cqn importantes impli­

caciones numéricas y una caracterizaci6n dé la misma, 

via la qesccmposici6n singular de A. 

l. LA DESCOMPOSICION ESPECTRAL 

Considérese la ecuaci6n lineal no-homogénea 

(1) AX"= 5, 

en doride A es una matriz cuadrada· de orden nxn y de ele­

. mentes reales, .x y b dos vectores en · Rn. 

Oh.ser.vernos 
_l 

transformaci6n. cr-ie Si X = p X es una dé 

coordenadas de Rn dada por la matriz .no~singular_ p 

entonces la resoluci6n de (1) está <completamente dé ter-. 

minada por laresoluci6n del sistema lineal dado_por 

( 2). 
_1 

B X 
1 

b 
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. en donde· 

(3) B 

y recíprocamente. 

llhora si A es una matriz real de la forma más sencilla, 

esto es, si A=D en donde 

( 4) D "" [ .d 

1 

d.2 O ]· 

o ·a· .n . 

es una matd.z diagonal. Entonces es inmediato ver que 
. . . 

la resoluci6n de U) equivale a resolver las. siguientes n 

ecuaciones escalares 

(5). 

para k=l, ..• ,n que por ser independientes para su solución 

entre si es fácil ver cuando (1) tiene soluci6n, y si 

ésta es única o no. 

Si para ~na tranaformaci~n de coordenadas X = p x1 de 

Rn en C3t, B es u.na matriz diagonal entonces diremos 

que A es dtagonalizable~ 

Por lo dicho hasta aquí, se sugiere investigar las con~. 

d.iciones bajo las cuales una matriz cuadrada .A es dia-

gcinalizable .. 
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Para ello observemos que D est~ caracterizada por tener 

la propiedad de .que las n parejas {dk,ek} para 

k=:l, •. ,,n son todas las soluciones de la ecuaci6n 

Dy = AY, 

en donde todas las dk son .reales y los '\lectores ek son 

los vectores que c;onstituyen la "base can6nica" de Rn; 

Del párrafo anterior es natuc:al preguntarse que si 

para una matriz cuad.rada A, la ecuaci6n 

(6) 

tiene n sOluciones {dk,pk} con ·dk en R para toda k y 

los véctores pk para k=l, ... ,n (los cuales siempre 

podemos escoger · uni ta:r.ios) · unealmente independientes 

(l. i.} entonces ¿será A diagonalizable?. 

Para.responder a nuestra pregunta empecemos .por éonsi:­

derar las hip6tesis sobre A, esto" es, que .· 

(7) 

para k=l, ••. ,n. Ahora si P es la matriz cuyas dolUnülas 

son los vectores J.:. i. ¡;;k entonces tenemos qüe lás. i:t:lla­
c.iones dadas ar, (7) implican que 

AP = PD 

,,'.· 
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con P no·-si.ngular y D una matriz diagonal cuya diágonal 

principal está dada por los reales dk. Luego entonces A 

es. diagonalizable ya que de (8) se tiene que 

(9) -1 P A P = D. 

El recíproco de nuestra pregunta es también cierto, 

siendo inmediatamente verificable de (9) y (f.) • 

De los dos párrafos anteriores tenemos que una matriz cua­

drada A es diagorializable si y s6lo si existen n nfuneros 

reales ;l. = dk tales qtlf! el sistema lineal 

(10) (A-AI)y = O 

.tiene una soluci6n unitaria y = pk para cada k, y en 

donde los vectores pk. son l; i -. Pero esto·. 111 timo ocurre 

si y s6lo si el polinomio "caracter.1stico". de A 

(11) p (.U = det (A;,;;AI). 

con coeficientes reales y de grado n tiene n raices dk 

(valores .propios) reales y ias correspondientes solu.ciónes 

(vectores prppios) unitarias Y=i?k de. (10) son l. i. 

Como es sábido, en géneral f)CA) tiene n raices complejas, · 

·luego no toda matriz cuadrada A es diagonaüzclhre~ 
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Más adn, no basta con que todas las raíces de p (,\) 

sean reales para que A sea d:i.agonalizabli~, como se 

muestra en el 

Ejemplo l La n\atriz 

no es diagonalizable. En efecto, las raíces del poli-

nomio caracterfstico p{>..) = det(A-;..I) "" (>,-1}2 son 

>..
1 

=A. 2 ~1, y sus vectores propios correspondientes son 

t paralelos al vector (1, O) . Luego A no es di.ago"nali-

zable. 

Proposición l. Sea. A una matriz cuadrada dada. Enton­

ces si todos los valores propios de A son reales y dis-

tintos, A es diagonalizable. 

Su demostración es bien conocida. 

Hasta aquí, no hemos dado condiciones sobre una' .matriz A 

cuadrada bajo las cua.les es diagonalizable. Para es tu-

diar ·este ptmto, recordemos que nosotros en un principio 

estamos interesados en calcular. la m.s.a. asociada a un 

sistema lineal que como ya vimos, tiene que ver ----­

con la Geometría de Rn. Aqui, Geometría en Rn significa 



paralelismo, perpendicularidad y norma devectoros 

conceptos que, en Rn est&n dados en términos de su 

producto interior (usual) 

<x,Y">= Yt x. 
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De aqu.1'. que, nosotros estamos interesados en investigar.· 

las condiciones sobre A bajo las cuales existe una 

transformación de coordenadas de Rn dada por una matriz 

cuadrada u que diagonalize a A ':z' que conserve el pro­

.dul'.1to interior de Rn. 

A las matrices U que conservan el producto interior l.as 

llamaremos ortogonales. 

Proposici6n 2. Sea U una matriz cuadrada.. Entonces 

las siguientes expresiones son equhralerites 

(i} u es ortogonal. 

. . t t -1 · . t 
(iil U U =U U= I; .Esto es, U =U • 

(iii) Los vectores columna ük de u constituyen una 

base 13u ' 11 ortonorm~l" de vn. Esto es, 

si irlj 

si i=j. 

Su demostración es totalmen.te diri=cta. 

. . 
. . 

Si A es diag6nalizable por una transforÍriaci6n de coÓrde.::. 
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nadas ortogonal U de Rn entonces diremos que A es dia·· 

~onalizable orto~~~Ete. 

Ahora supongamos que ,Zl es diagonalizable ortogonalrr.ente. 

Esto es, existe una matriz u ortogonal tal que ut AU = D, 

en donde D es una matriz diagonal. Y como Dt = D tene­

mos que Ut At U = Ut A U, y por lo tanto At = A. 

Hemos probado así. la sigui.ente 

Proposición 3. Una conqici.6n necesaria para.· que una 

matriz cuadrada A sea d:tagonalizahle ortogonalmente es 

que 1'. sea "simétrica", esto es que At =; A. 

De este último resultado.cabe sospechar que la simetría 

de A es tambi~n una condici6n suficiente para que A 

seo. diagonalizable ortogonalmente como en efecto lo 

muestran los si.guicntes teoremas bien conocidos: 

Teorema L Si A ec. simétrfoa entonces todos los valores. 

propi.os de A son re.alea. ?olás aún, si di y dj son dos 

va.lores propios de A dis.tíntos para i;ij entonces sus 

vec'tores propios correspondientes ui y uj son mutuamente 

ortogonales. 

Teorema 2. Si A es si.'llétr ica entonces e:üsten n. vect.ores 

';', 
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propios y unitarios uk ortogonales entre sí correspon­

dientes a los n valores propios A=dk no necesariamente 

distintos. 

Para lu demostración de estos dqs teoremas ver [l]. 

Por último de la Proposición 3 y el T~orema 2 se sigue 

el siguiente 

~~· (de la DesC":omposici6n Espectral). Sea A 

una matriz cuadrada y. real. Entonces A es ·sim6trica 

si y sólo si existe una matriz ortogonal u .tal que A admi-. 

te la descomposici6n 

(12). A 

en donde D es una matriz diagonal. 

2. LA DESCOMPOSICION SINGULAR, 

Supongamos que se nos da el s:i:stelria lineal 

(l} l-\ x = b, 

en donde A es una matriz. cuadrada que n.o es. simétrica 
. . t. 

(i.e. A'/A ). Luego, por la secci6n anterior sabemos 

que ( 1) no se puede llevar a un sistema lineal diagonal 

( 2} . 
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_l 
mediante una trunsformaci6n.ortogonal y:=U y de coordenadas 

de Rn.. Dicho de otro modo , A no admite la descompos ic i6n 

(3) A 

pa1·a alguna matriz U ortogonal. 

Sin embargo, ¿admitir él A una descomposici6n similar a 

la dada por (3}? Para contestar esta pregunta, tomemos 

~n r.uenta que .una matriz B admite la descomposición es-. 

.pectral siempre y cuando B=Bt. .Y como nosotros tenemos 

que AiAt, lo anterior nos sugiere considerar el sistema 

lineal aumentado 

(4.a) 

(4 .b) 

A X == b 

t - -A y= e 

en vez de considerar aislad.amente al sistema lineal dado 

por (ll, observando que las soluciones de (4 .a) y (Lb)· 

son independientes una de la otra. 

Pero a .(4, a} y (4.bl. se lE=>s puede escribir como un 

solo sistema 

(5) s z ::: f 

·en donde 

(6) s 
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t Ahora corno S=S , los resultados de la sección anterior 

son aplicables a (5) • Esto es, existen 2 n parejas 

{dk ,wk} con dk en los reales, el conjunto {wk} ortonormal 

en R
2 n y tales que 

(7) swk=dk wk 

Si wk 
que (7) 

[~k] con ük y Vk en R" onfonces de (6] 

uk equivalente a las relaciones . 

(B. a) 

y 

(8 .b) 

para k.=l , 2 , ••• , 2n. 

tenemos 

Ahora si u y V son las m.atrices formadas por los conjun­

tos de vectores (ük}. y {vk} respectivamente_, nosotros. 

tenemos de (8 .a) y (8 .b) que 

· (9.a) AU = vlJ 

y 

(9 ;b} t ' ' 
A V ::: UD, 

· en dc;inde D es la matriz diagonal de orden 2n x .2n cuya 

diágonal principal está dada por las dk. -
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Para eliminar a U y a V de (9 .a} y (9 .b) y as.1'. obte-

ner unas descomposiciones similares a la espectral 

para A y At respectivamente se requiere que w~bas 

matrices U y V sean en primer término cuadradas y en 

segundo ortogonales. 

o sea, nuestro problema es ver que l:lie.mpre es posible 

seleccionar n tercias {dk,ü'k,vk} que satisfagan (8.a) 

y · (8 .b) y tales que los conjuntos. { Ük} y {vk} .sean · 

ambos ortogonáles. 

Para ello eliminemos a Vk y Ük d.e (8 ;a} y (8 .b) .multi-
. t . . . ..· .· 

plicando a (8 .a) y (8.b) por A y A respectivamente, 

obteni:.endo que 

(.U.a} At A uk - ~1~ uk 

y 

(11.bI A At vk = d2 
k vk 

. . t t 
Ahora ambas matrices A A y AA son simétricas, no.;. 

negativas definidas y con los mismos valores propios. 

Las dos primeras afirmaciones son evidentes. Para de­

mostrar la. tercera, sea ;. un valor propio de AtA, esto 

es, A t_A Ü = l.u, dé donde ÁA t (AÜ} = .\ (AÜ), lo que 

muestra que ¡., es un valor propio de AA t; ·de manei:á 
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. { - - } forma. O,Q,vk para k=r+l, •.• ,n. 

Esto es, si U y V son las matrices cuyas k-€simas · 

columnas son uk y vk para k=l, .•. ,n, respectivatnente. 

Entonces U y V son ortogonales y satisfacen 

(13 .a) 

y 

(13 .b) 

o bien 

{14 .a) 

y 

{14 .b) 

AU=Vll 

A. tv - u· ' L\ , 

j• 

A.= Vt; u-

en donde la. matriz ti de orden mm es de la forma 

(15) 

con Dr una sub-matriz diagonal de orden rxr, eri la cual 

los element;os de su diagonal princi.p¿¡l dk se pueden .to--

• mat· siempre. positivos .. 

. . . . 

l?or último, obseryeroos que los argumentos de toda la 

discusi6n anterior se sostienenpa:::-a el caso de. una matriz 

' 

1 

1 
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rectangular A de orden mxn bajo cambios apropiados de 

dimensi6n. 

Teniend.o en mente el párrafo anterior, la discusi6n de 

esta secci6n se puede resumir en el siguiente 

Teorema l. (de la Descomposici6n Singular) Si A una 

matriz de dimensiones mxn con elementos reales entonces 

siempre existen dos matrices ortogonales U y V de 6rde­

nes mm y noou respectivamente y. tales qu~ A y A.t admiten 

las descomposiciones singulares. 

y 

t . . . . . 
en donde las. matrices /1 y t:. · de 6rdenes :num y ruan son 

de la forma 

y 

respectivamente, con D una submatriz diagóriál .de orden r . r 

en la cual los elementos de su diagonal principal.sepue ... 

dan torr.ar siempre positivos. 
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3. LA INVERSA GENERt"\I,IZADA DE UNA MATIUZ. 

Es bien sabido que si A es una matriz mm y de rango 

n, entonces la solución del sistema lineal 

(1) 

existe, es única y está dada por 

(2) 

para cualquier b en Rn dada. 

inversa de A. 

1 
Aqui, A~ denota la matriz 

En cambio, si A es de :r:an::ro r con l~r<n entonces Ü) 

no siempre tiene soluc.:i,6n y cuando tiene, tiene una 

infinidad de soluciones. 

Ahora si A es una matriz rectangular mxn ·y de 'rango r 

con hrimi:.Il{n,m} entonces. (.1) no si.empre tiene soluci6n 

y cuando tiene, tiene unñ. infinidad. Como. puede obser­

varse fácilmente el caso del párrafo anterior queda 

· incluído en el presente. r,uego para no ser :rednndantes 

nos li.mitaremos a discutir el caso general. 

De aquí y en lo que resta de esta s.ecci6n, A es üna 

matr i;z rectangular rnxn üe rango r. menor ·que él min {n ,m} 
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y tal que (1 l no tiene solución. 

Aunque ( l) no tenga una soluci6n tiene sin embargo sen­

tido calcular como ya se vi6, 

La Mejo_!" Soluci6n Aproximada asociada a (1): nosotros 

diremos que x 0 en Rn es la m.s.a. de (1) si x
0 

satisface 

y 

(3 .b} Si xl es tal que 1 !AX"2-bl 1 2 ~¡ IAX::-51¡ 2 para 

toda x en Rn entonces l lx1 ll2al [x0 ! ! 2 • 

Es decir x 0_ es la x de menor norma que m.inimiza a 

l IAX"-b) l 2. No es dificil ver que i 0 siempre. existe 

y que además es única como una consecuencia dél 

Teorema 1. (de la .Proyecci6n. Caso finito). Sea H un 

suhespacio propio de Rn y sea S en Rn-H. Entonces exis;.. 

te un único vector Yo en H tal que 1 ! y 0 -'bl [ 2~1 !Y-~i>ll 2 

para toda y en Rn. Más aún, y
0 

minimiza a l IY-6l! 2 s.i 

y sólo si< b-y0 ,y>= O para toda y en lt. 

Su demostración és di:recta. 



Ahora ¿serti posible asociarle a A una matriz B .tal 

que x0=Bb sea la m.s.a. de (1)? 

Para ello, vemos primero que por el teorema de la des­

composici6n singular tenernos que 

! IA.x-b 11 2 = l lvuiutx-vti:il 112 
1 ¡ óut x-vts1 12 · 

= 11 tiz - el 12, 

en donde z = u t x y c = vt b. 

. . . t t . -y como u,u ,v,v conservan la noma tenemos que encontrar. 

la m.s.a. de (l} eseqnivalente a buscar la m;s~a. de 

(4) 11 z = c. 

Para caicular la m.s.a. de (4) calcul.emos primero las z 

que miriiniizan "i l l llz.:..c¡ 12• Aquf, 

(5) 1Józ-cli 2 
·-

De.aquí que, las z que minimhan a (5) .son aquéllas· 

qlje satisfa1ceh l'ls · r ecu~ciones escaJ.ares 

k=l, ••• 1r •. 



-De donde las z que minimizan a (5) están dadas por 

(6) (z )t 

para ªk, k=r+l 1 ••• ,n escalares arbitrarios. 

Y por lo tanto la m •. s.a. z
0 

dé (4) está dada por 

r¡/dl l 
c2/d2 

(7) 

lºi~dr " D+ -
ZQ = e 

l . . . . 
o 

. . . . + 
en donde D · es la matriz de dimensiones man 

(8) 

-1 
dl 

-1 
d2 o 

·a;1 
• 1 

- - •• - - .e_ -,- -

o ºJ 

Ahora. llevando (7) a nuestro problema inicial., esté> es, 
-' .. t· - t - . . .. 

·si z
0
=u x

0 
y _c,,.V b entonces tenenios que 

·o bien-.· que 

. (9}. 
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en donde 

(10) A 
.¡. 

la cual llamaremos la matriz ~..§1!_9.§.!leralizada asocia'"' 

da a A, la que claramente es dnica. 

De (9} se ve f~cilmente que A+ viene jugando un papel 

-1 + -1 -1 
muy análogo al de A • Más aún A = A cuando A 

existe. 

Del hechc:i que A ::: VliUt es directo ver que · 1os subespacios 

núcleo N (A) e imagen Im (A) de A están dados por los 

vectores. ür+l' ... '~ y v\, ... ,vr respectivamente. y 
. + ae (10) se tiene que los sub espacios núcleo N (A ) e 

imagen Im {.A+) de.¡/ e::tán dados por vr+l' ... ,vm y 

u 1 I • .. 'ur. De aquí se sigue que N (A) l. Im o~+) y que 

Im(A} J_ N(A+) ·• 

En base al párrafo anterior tenemos la siguiente carac­

terización de la inversa generalizada A+ de A. 

Teorema 2. A+ eG la única matriz que satisface las 

siguientes dos ecuaciones 

A X - prm (A) y X A .l 
PN(A) 

. - - . 

Ftl~~~~AL 
. a:i ~·iiL ·. 

• 
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en donde P Irn (A) y PN (A).l d.enotan las proyecciones orto­

gonales sobre los subespacios Im(A) y N(A).l respectiva-

mente. 

De la descomposi.ci6n singular de A y de (10) tenemos que 

en donde I denota la matriz identidad de orden r. Y 
r 

de aqu1, y por el párrafo inmediatamente anterior del 

enunciado del teorema es imnedi.ato ver que 

.+ 
A A = Pim(A) • 

De nianera completamente'análoga se tiene que 

+ . + . 
N6tes.e que AA y A A se parecen mucho a las matrices 

identi.da,d sobre. ii° y Rn respectivamente. J,o que justi­

fica el denominativo de A+. 

Ali.ora supongamos que B es otra matriz que satisface 

BA 
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De la segunda igualdad de arriba se tiene que 

para cualquier ben Hm. Pero como A(B-A+) = AB-AA+ 

+ -tenemos que (B-a )b est~ en el N(A). Esto es, 

- + -· -Bb "'- A b+n 

con nen el N(A). Nosotros afirma~os que ñ=o, ya que 
j 

de lo contrario Bb no estada en N(A) · <;ontradiciendo 

.l 
Im(~) = Im (BA) = Im (PN (A).1) "" N (A) • 

4. "t:!STABILIDAD" EN LA MEJOR SOLUCION APROXIMADA DE 

LOS SISTEMAS LINEALES AX=b ~ 

considérese el sistema lineal 

(1) Ax b 

t- t­A Ax=A·b 

en donde A es una. matriz real de. diniensiones mxn cono­

cida y .b un vector en Rm dado. Se dice e::-i lenguaje 

llano que (1) es un sistema lineal estable si a· "peque..:: 

ñas" variaciones de b se tienen "peqüeñas" va:;:iaciones 

en su m.s.a. x
0

. 

Nuestro prop6sito en esta sección es calcular una "me­

didd" así como. su comparación de la estabilidad_ de los 
- - t ~ .. · t-

sistemas lineales Ax=b y A Ax ==: .A b. 

º- :-' -:· 
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Para no distraer la atención de nuestro objetivo, nos 

permitiremos el uso sin previa discusi6n de conceptos 

que caen en el campo de estudio del Análisis Ntun~rico. 

Una discusi6n detallada. al respecto se encuentra en [1]. 

Regresemos a nuestro problema. en lenguaje t~cnico. 

Si x1 es la m.s.a. del sistema lineal perturbado 

(2J Ax b + e: 

entonces el vector variac.i6n en la soluci6n él.e (1) 

viene dada .por 

·x 
e: 

+-- ·+,.- +-A (b+c} - A b = A .. e: 

de donde "el coeficiente condicional relativo" K(A,b) 

de (l) es la menor constante k>O tal que 

{3} 
11x-E:11 
l lx0 11 

1 IA+~l j 

l IA+bl 1 
s. K --- • 

115"11 

Para calcular K(A,b) veamos que (3) nos sugiere calcular 

la menor constante M>O tal que 

( 4) 

para toda e: en Rm. Y la mayor constante m>o tal. que 
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(5) 1 jA+ bl 1 > mj lbl 1 

pa:ra toda b en Rm - N (i\. t) • 

Para calcular a M observemos primero que 

lUego si n =: vt-;;- tenemos que l lñl l "' 1 IZI ¡ .. Esto es, 

la menor M> O que satisface a (4) es la menor .M> O que 

satisface 

(6) 

Como siempre podemos suponer que en la subniatriz diago-
-1 . 

• • • ~ d 1 >.O , tenemos que 

m 
I 

k==l 

· 'i pm: lo tanto 

(7) 

para toda ten R~. + -1 
O bien que 1 IA Y"I 1 · ~ dr . para toda 

y en Rm con 1IYI1 = l. Más aún, 

. ) 



sup J jA+ Y:I 1 == d;
1 

1 IY'I !=1 
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ya que ! iA\.1r 11 = ct/. Los tres párrafos últimos ante­

riores son la demostraci6n esencialmente de la siguiente 

Proposici6n L La "norma uniforme" ! !Al 1 = sup 1IAX"I1 
l lxl 1=1 

con respecto a las normas "euclidianas" de 

n m .. · R y .R respectivamente de la matriz real A de dimen-

siones mxn es igual al mayor en valor absoluto de sus 

valores singulares. 

Consecuentemente la menor constante M>O que satisface 
-1 

a (4) es dr • 

. . . 

Para calcular la mayor constante 111>0 cumpliendo con (5) 

observemos que 

De (8) y la Proposici6n 1 se sigue que 

9 bien .que 

{10) 1 1 . +-.·¡··¡ : _l l_SA--'J_l __ d..:1 1 lS1Jl. 
¡¡A b .~ - 1 

. l!b"ll 



Y por lo tanto, la mayor constante m>O que satisface a. 

-111~1 I 
a (5) es d ya que d

1 
es la mayor constante que 

l ! 16"11 
satisface a (9) • 

Ahora de (7) y {10) se tiene que 

Esto. es, el coeficiente condicional rela.tivo de (1) . viene 

dado por 

K(A¡b) 

ta discusi6n anterior se resume en el siguiente · 

Teorema L El coeficiente condi.cional relativo K (A,b) 

del sistema lineal AX==b está dado por 

I<(A,b) l< (ll.) •K (b} 

donde k (A) - ! ¡A 1 1 1 1A+11 y K (b) 

Como Pim (A) "' A A+ se tiene que K {A) .::: L Por el teo:ce- · 

.ma de Pi tá0oras también se t.iene que K (i;) ~ 1. Y por .· 

lo tanto; K (A,b) ~ 1. 



En la pr~ctica generalmente se resuelve la ecuación 

normal. 

{.!2) 

asociada íil sistema lineal AX=b en vez de este últí.mo 

por las razones siguientes: primera, !12) e.s siempre 

soluble porque Im(AtA) "'Im(At}; segunda, la solución· 

de menor norma de (12) es la m.s.a. de (1); y tercera, 

AtA es una matriz cuadrada y siml!itrica. 

E:!.. inconveniente de resolver el sistema AX=b via su 

ecuaci6n normal t -· t..-, A Ax = A-b 

es que frecuentemente en las aplicaciones este último 

es menos estable. Dicho de otro modo, en las aplica-

. - t -ciones generalmente K(A,b) .:;_ K (A A,b) • 

Antes de hacer ver lo dicho en el párrafo anterior., 

calculemos K{AtA,b). Procediendo análogamente como .se 

hizo para calcular K(A,b), se tiene q~e 

de donde· 

{ 13) 

< lllAtA)+¡¡ llAt¡¡ IFll 
iiCAtA} ll- 1 i!At fil. 



En las aplicaciones generalmente el vecto1 b é·i;Ui "c!ex~ 

cano" al subespacio lm(AI como puede. verse en el cap!t~ 

lo r, de donde se sigue que 

(14) K(A,bl ·:o. K(A)K(b) ""K(A) 

De (13) es inmediato obtener que 

para cualqui.er vector ¡:; en Rm - K(A t) . J,o .que muestril 
' .. · . t - . -

que K{A A, b} ,::. K(A, b) ya que K(A) ·~ .1. 

-,.,, 
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CAPITULO III 

LA INVERSA GENERALIZADA 
PARA 

TRANSFORMACIONES LINEALES Y CONTINUAS 

ENTRE 
ESPACIOS DE HII"BERT 

1. . INTRODUCCION 

Esmuy frecuente en Matemáticas introducir nuevos con­

ceptos as! corno los procedimientos y t!?cnicas para su 

. estudio por analogía a conceptos' procedinÍientos y 

técnicas con los cuales ya estamos familiarizados. 

En este capítulo vamos a extender el est11dio de la 

Invers~ Generalizada a transformaci.ones li:neales y 

continuan A: Hf"'>l~2 cúi...1.t:: dos espacios dE: Hilbert H1 

y H2 , las cuales son muy parecidas a las transformaci.o.;. 

nes lineales entre espacios vectoriales de dimensi6n 

finih:. 

La generalizaci6n descrita en el párrafo anterior e:;~ 

sugerida entre. otras cosas por las ecuac.iones integrales 



de Fredholm inconsistentes 

y 

(1) 
b 
f f(t,sJ x(s)ds == b(t) (t.t:>.t.sb) 
a. 

b 
(2) >.x(t)+ f f(t,s) x(s)ds = b(t) (a.~t_:ib) 

a. 

49, 

de p!'imera y segunda clase respectivamente, en donde 

f(t,s) y b(t) son funciones dadas y x(s) es una funci6n 

por encontrar, todas ellas con valores reales. 

2. ESPACIOS DE BILBERT 

Consideremos la ecuaci6n .integral de Fredholn\ de .primera 

clase 

(l) 
b 
f f(t,s)x(s)ds 
a 

b(t) 

en donde, por razones de existencia de la integral, a 

f (t, s) ,x (s) y b (t) ias supondremos por el moménto con-

tinuas en sus resp.ictivos dominios de def inici6n. 

Si (1) no tiene soluci6n es natural para nosotros intentar 

calcular un.a "solución aproximada" de (ll segdn el cri­

terio de los mínimos cuadrados; Esto i;.s, culcular una 

función x ( •) tal que minimice a la funci6n . a 

b 
(2) ~(x(.})=ilf f(·,s)x(s)ds;.. b(-) 11 2 

a. 
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definida sobre el espacio vectorial de las funciones 

reales y continuas en [a,b], que de aqu! en lo sucesivo 

denot¡;remos por c[a,b]. 

Pero como nosotros queremos conservar la imagen geom€trica 

del ~riterio de los mínimos cuadrados expuesto en el 

Capítulo I, neces.itaz:ios que la. norma usada en la defini­

ci6n de .p esté dada en términos de un producto interior 

para c[a,b]. Es clásico equipar a c[a,b] con el produr.to 

interior 

(3) 
b 

<x<·),y(•))"" J x(s)y(slds 
a 

sugerido por el producto inter.i.or nat\).ral en Rn 

- - -t (x,y)=y x= 

Antes.de pasar al problema dela existencia él.e una función 

x (o) en e [a ,b] que min.imice a (2). con la norma definida . a. 

por (3) , se requi.eJ:e que el conj;.mto sobre el cual se va 

a· m.ini.mizar a .p, esto es, e [a ,b], ·sea completo con la 

norma deffoida por (3). 

Un espacio vectorial normado V se dice que es completo 

si para toda sucesi6n {xn} en V con jjxn-xmll~>Ocuando 

n ,m->m implica la existencia de una x en V tal que 

11 x11-x ! j -1-0 cuando n+ro • 



si. 

No es difícil dar un ejemplo corno puede verse en [2] 

con el cual se muestre que e [a_,b] no es un espacio 

vectori.al completo con respecto a la norma definida 

por (3). Lo que nos lleva a completar a c[a,b] con 

la norma definida por (3) , se puede probar como puede 

verse en [2] que el espacio deseado es el espacio vec-

torial de las funciones reales cuadrado integrables 

según Lebesgue, que denotaremos por L 2[a,b]. 

L2 [a ,b] es un ejemplo ti.pico de una clase de espacios 

vectoriales normados que introducimos en l.a siguiente 

Definición 11 Sea H un espacio vectorial real con 

producto .interior, se dice que H es un espacio de 

Hilbert si éste es completo con respecto a la norma 

11 • l_ 12 =<. I ·>. Un espacio de Hilbert es separable 

si contiene un subconjunto denso nl.irnerable. 

De aquí en lo sucesivo H denotará un espacio de Hilbert 

sepa.cable 

Como ejemplos de espacios de Hilbert separables citamos 

los siguientes : 1) Rn con. su producto interior usual; 

2) L2 el espacio vectorial de las sucesiones r~ales 

con el producto interior x,y 

l xk yk si x = {xk} y y= (yk}; los espdcios L2 (I) 
k=l 
de las funciones i·eales cuadrado integrables segúri 
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Lebesgue definidas sobre un intervalo real I ·acotado o 

no, cerrado o no. 

No es difícil probar que los siguientes resultados vá­

lidos para Rn siguen siendo válidos para espacios de 

Hilbert. 

Proposi.ci<Sn 1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para todo 

x,y en H, 1;~,y1 s!!xll llYll· La igualdad se satisfa-

ce si y s6lo si x=:>..y o y==e. 

Corolario . 1 . · (Desi.gualdad del Tr iá.ngulo) Para·· todo x, y 

en H , 11 x+y ! 1 s 11 x 11 + 11y1 1 

J?roposici6n 2. (Ley del Paralelogramo} . Para todo x ,y 

en H, 

llx+:rl[ 2 + llx-yJl 2 ==tllxl! 2+)1Yll 2 l. 

· Proposici6n 3. (Continuidad del Producto Interior) Si. 

xn+x y yn->-y en H, entonces <.xn,Yn.>-<x,y). Conse­

cuentemente_, si x
11

-----+x entonces l lxnl ¡~ .... l lxl I · 

r..a idea geométrica de ortpgonalidad en. R11 nos permite 

introducir la siguiente definición, por similaridad, 

en H, la clia.l juega un papel central en el pres.ente 

desarrollo. 
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Definición .2. Dos vectores. x e y en H se dice que son 

ortogonales si y s6lo si (x,y)~o, hecho que denotaremos 

por x..Ly. De manera análoga, diremos que x es ortogonal. 

a un subconjunto S de H {x_LS) si x.Ly para toda y en s. 

Proposici6n 4. (Teorema de Pitagoras) Si x .L y en H 

entonces llx+yll 2 = llxll 2 + llYll 2 • 

Su demostraci6n es directa. 

En. el capítulo anterior vimos que la existencia así como 

la unicidad de una x
11 

en R11 que minimice a 11 .AX.:.iill es­

tá dada por el Teorema de la Proyecci.6n en Rn. Es natural 

preguntar si este resultado es válido p~u:·a espacios de 

Hilbert. La respuesta es afirmativa y la da el siguiente 

Teorema 1 (de la Proyección) • Sea H un espacio de 

Hilbert, .M un subespac.to propio de H y b un vector en 

H-M entonces un x 0 e.n M satisface 11 x 0-b11 =min 11x.,..b11 
x en M 

cuando y sólo cuando b-x 0 ~M. Si además Mes cerrado 

en H. entonces para toda b en H existe un único. •.rector 

·xa. en M tal que 

l lx0 ...:.b 11 :::: min 
x en M 

ilx-bl j • 

Su deinostración .es clásica y puede vex-se en[~}. 



3. TRANSFORMACIONES LINEALES CONTINUAS, 
~OM!>AC'l'AS Y CERRADAS. 

(a). Transformaciones Lineales 

54. 

Continuas. 

En la secci6n anterior se dieron varias razones por las 

cuales conviene <::onsiderar a la ecuación i.ntegral 

(1) 
b 
J f(t,s)x(s)ds ~ b(t) 
a 

(a~ts.b) 

con x ( ·) y b (-) en el espacio de Hilbert t2 (a. ,b] . 

En el caso de sistemas lineales algebráicos AX"-S: tene- · 

mos que la matriz A define siempre una transformaci6n 

lineál y continua. La continuidad de A es una consecuen­

cia del hecho que siempre existe una constante K>O tal 

que J IA):J J ·s. Kj l5Cl I para toda X:, así. como de la linealidad 

de A. 

Nuestro problema ahora es ver bajo qué condi.ciones la 

ecu.aci6n integral (1) .·nos define una transforrriaci6n linéal 

y continua K: L2 [a ,b]-+L2 [a. ,b]. La manera natural de 

definir a K es por 

b 
(2) K(x(-)) = J f(·,s)x(s}d,s1 

a 

la cúal claramente es lineal . 



En el signiente ejemplo se muestra que no toda transfor- .· 

mac:ii6n lineal A:H 1-+H 2 es continua. 

Ejemplo·. l. considérese la transformaci6n 

definida por A. (:x: ( ·)) == y (-) en donde 

y{t) ""t :x:(t) (O~t«"') 

Es inmediato verificar que A es lineal • 

. Considerembs la sucesión {xn (-) } en L2 [o,.,;¡ definida por 

Ahora x (-)-+O ( •) ya que 
n 

Por otro _lado , 

.. 

O~t~n 

t>n 

n 3 
= f.~ t 2dt =n2.l 

o n 

.para toda n~L Y por lo tanto, A no es continua, 

. .· . 

Sin embargo es di:recto dfimostrar, usa.ndó la. des:i.g~alda<.i 

de ca.uchy:..s~hwarz 
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b b b 
(jx(t)y(t)dt)2 ::;. <f!x(t)j2-dt) e f 1 y et> 1 2a t > 

a. ll. n 

para L2 (n,b], que si 

b b 
N2 f f lf(t,s) 1 2 ds dt <"" 

a a 

entonces 

(3) 11 K (X (' ) ) 11 i N j 1 X ( • ) i J 

que implica, por la linealidad de K, que K es continua. 

No es difl'.cil probar, como puede verse en [2], que¡ la 

continuidad de una transforniaci6n lineal T:Hi...,...>-H2 

es equivalente a la existencia de una N~O tal gUe 

l ITJtl 1 ~ NI lxl j, para toda x en H1 • 

Definici6n l. A una transformaci6n lineal T:H1-'+H
2 

. le llamaremos continua si existe una constante N~O 

tal que llTJ•ll .::;·Nllxll para toda.xen H
1

• 

Geoml:ítricamente una transformaci6n lineal T:H1-+H 2 

es continua si y .s61.o si manda conjuntos acotados en 

conjuntos acotados. 

Definici6n 2. Sea T:H~->-H 2 una t.ránsformáci$n line~l 

y continua, definimos la norma de T, que deno+..axefuos 

1 li!J, por 
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(4) llTll:o inf{N~Olll•rxlls.Nilxll, para toda x en H1 L 

Se puede demostrar fácilmente por cálculos dir'ectos que 

si 

(5) N 0 = sup 11Tx11 
l lxl l=l 

entonces 1 1'l'11=='N
0

, esto es, ( 4) y (5) son definiciones 

equivalentes de la norma de T. 

Si L{H1 ,H 2) denota al conjunto de todas. las transforma .... · 

·ciCmes lineales y continuas T :H1 --+H
2 

entonces se puede 
. . . 

demostrar como puede-. verse en [sJque L(Hl,H 2) es'un 

espacio vectorial normado y completo con respecto a la· 

norma dada en la Defin.ic.i:6n 2. 

Como un ejemplo más de transformaciones lineales y con-

ti.nuas tenemos. las i¡>royecciones ortogonales, las cuales 

jugarán un papel importante en el.desarrollo de la 

inversa generalizada. 

Si. M es un subespaci.o ~~de H entonces por el 

teorema de la proyecci6n para toda x en H existe una 

única x 0 en M tal que l lx-x
0
1 j ~ ! lx-yl 1 para teda y en 

M y 

(6) · <x-x
0

, Y)= .o 



sa. 

para toda y en M. Esto tiene. dos consecuencias: 

la). Toda x en H se puede escribir de manera 

ti.nica como 

(7) 

. . . ·. l 
O bien, H=M (l)M • 

2a.) La transformaci6n PM:H-rH definida por 

que llamar.emes la proyecci6n ortogonal de H. sobre .M es · 

line.al y cont.inua. 

La linealidad se obtiene directamente de (6) y (7). Y 

la continuidad de que 

Más aún 11PMI1 =l, ya que PM y=y para cualquier y en M.. 

Por último obsérvese quia N(PM);:;fxlPMx=a}=M 

Im(PM) =fx0jx0=PM x} '=M. Esto es, 

Y cp¡e 
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(bJ. Transformaciones Lineales Com;eáctas. 

Se puede demostrar como puede verse en [s] que la 

transformaci6n integral I<:L 2 [u ,b]->- L2 [a 1b] definida 

por (2) tiene la propiedad de que la cerradura de la 

imagen bajo K de todo conjunto acotado en L2 [a,b] es 

un conjunto compacto en L2 [a ,b] . 

Con el siguiente ejemplo se muestra que no toda trans­

formaci6n lineal y continua tiene la propiedad que tie-

nen las transformaciones integrales. 

Ejemplo 2. Considérese la transformaci6n lineal y con~ 

tinua I:L2 (0,2JI)-4L2 (0,2ll) definida por Ix=x, y el con..:. 

junto [xk} donde 

xk(t) ·"" 
1

_ sen k t, 
/¡¡ 

l:iara k='l, 2, . . . . Por cálculos directos de integraci6n se 

tiene que llxk(-)1.l=l para toda k y qus (x.(•),x.(•))'-"O 
l. J 

para i;lj. Ahora la imagen de {xk} bajo I es {xk}, el 

cual no tiene un punto de acumulación ya que por el 

teorema de Pitlígoras l lxn(-)-xm(·} l l 2 =! 1xn(')l 12+1 !.;.·xm(·Jl li2=2 

para cualesquiera m y n con m;in. Y por lo tantci, la "ce-

rradura" de {xk} no es "compacta". 

La discusi6n anterior nos sugiere la siguiente 



Definici6n 3, A una transformaci6n lineal K:H
1
- ..... H

2 

le llamaremos compacta si a todo conjunto acotado en 

H1 , K lo manda un conjunto cuya cerradura es un 

compacto en H2 • 

De aqui en lo sucesivo K denotará una transformación 

lineal y compacta. 

Es muy fácil probar que toda transformaci6n lineal com­

pacta K es continua, y que si T es una transformación 

lineal continua entonces KT y TK son transformaciones 

lineales y compactas. De la última af irmaci6i1 anterior 

y el ejemplo 2 se tiene la siguiente 

~~oposici6n 5. Si K:H
1 

->-H2 es una transfonnaci6n lineal 

-1 ' ' ' -1 
compacta que tiene inversa K · :H

1 
--+H

2 
entonces K no 

es continua a menos que H1 y H2 sean de dimensión finita. 

(e) Transformaciones Li.neales Cerrad.as. 

En la subsecci6n anterior •1imos que la traneformación in­

versa K-
1 de una transformaci6n lineal y compacta no siempre 

-¡ 
es continua. Esto es, para K no existe N;;:O tal que · 

!IR-1 
xi!:>. Nllxl!, raz6n por la cual a estas transfor-

rnúciones lineales se les denomina no-acotadas. 

Una clase importante d.e transformaciones .lineales que 

no son continuas es la siguiente 
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Definición 4. l>. una transformaci6n lineal A:D-+H
2 

en 

donde D es un subespacio de H1 se llama cerrada si para 

toda sucesi6n {xn} de D convergente en H1 , a saber x
11

-+x 

en H1 , es tal que la sucesi6n {Axn} es convergente en 

H2 , a saber Axn-+y, implica que x está en D y y=Ax. 

Es bastante directo demostrar que una transformaci6n 

lineal A:D-+H2 es cerrada si y s6lo si la gráfica de A, 

G = {(x,Ax) lx en D} 

es un subconjunto cerrado de H1 x H2 • 

Una relaci6n importante entre las transformaciones 

lin.eales continuas y las cerradas la d.a el sigui.ente 

!~~· (de la Gráfica Cerrada) Sea A:D--rH2 una 

transformaci6n lineal cerrada. Entonces si D=H 1 , A 

es continua. 

Pára su demostraci6n v~ase [2 J ; 

4. TRANSFORMACIONES LINEALES 

suáF.SPACIO IMAGEN CERRADO. 

CONTINUAS CON 

Sea 'l':H 1-+H 2 una transformaci6n lineal continua. Ahora· 

consideremos la ecuaci6r. 

(1) Tx =: b, 

para la cual sup6ngase que no hay una scluci6n. 
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Por analogía al problema inconsistente AX=b donde A 

es .una matriz ·real m."<n es natural calcular una "so-

luci6n aproximada" xa. para (1), según el criterio de 

los mínimos éuadrádos. Nosotros diremos que xa. es 

una soluci6n aproximada de (1) si 

(2) 

para toda x en H1 • 

Por la primera parte del teorema de. la proyecci6n, te­

nemos que (1) tiene una solución aproxima:(la: si y sólo 

si la proyección ortogonal de h está én é1s~bespa:cio 
Im(T). 

por la segunda parte del teorema de .la proyección no-:­

sotros tenemos que si Im (T) =Im (T) entonces para toda h 

. en H (l} tiene una . soluci6n aproximada xa. • . 

Del párrafo anterior se sugiere preguntar: si toda 

· transformaci6n lineal continua T:H
1

-+a
2 

tiene subespacio 

Im(T) cerrado en H
2

• 
: . .-:- ' . 

La respuesta E'S negativa en 
. . 

general. A continuaci6n damos un ejemplo que ilustra 

· la situaci.Sn, el cual lo demostraremos eú la seo. 5 

del pi;-esente capítulo. 

·Ejemplo. l. El· operador j:ntegral K:L2 [a ,b] ~L 2 [a ,b] 
b .•. . . . . . . . .. · 

definido por K (x ( •)) = f f { •, s) x {s) ds no tiéne. subes¡:iacio. 
a 
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Im(K) cerrado a menos que éste sea de dimensión finita. 

Como no toda transformación 1 ineal continua T :H 
1 

+H
2 

tiene subespacio Im(T) cerrado se sugiere preguntar: 

¿cuáles son las clases de transformaciones lineales 

y continuas T:H 1->H
2 

que tienen subespacio Im (T) 

cerrado? Una respuesta parcial la da el siguiente 

Teorema l. I.a familia de las transformaciones lineales 

y continuas T:H 1-+H 2 con subespacio Im(T) cerrado en H2 

contiene a las siguientes clases 

(a) A las tra.r.sformaci6nes T con H de dimensi6n :¿ . 

finita o con subespacio Im(T) de dimensión finita. 

(b) A las transformacionf?S T acotadas inferiormente, 

esto es; l ITxl 1 ?.. kj lxl 1 pare. toda x enH1 Y k>O. 

(c) A las transfor:maciones '1' de la forma T=T 1 + T2 

donde. los sübespacios Im {T 
1

) y Im (T 2) son cerrado y 

de dimensi6n finita·respectivamente. 

(d) A los operadores de la forma F=U..;K para >..to 

y con K:. H1 +H 1 lineal y compacto . 

. Demostración. 

Para (a) es obvia . 

. . Para (b} I tome.mos una s~cesi6r-. {yn} Im CTl con y n -1-y; 



Ya que J!Txl l .::. ki!xl ! para toda x en U y k>O se 

tiene que Tes inyectiva. De donde la sucesi6n {yn} 

determina completamente la sucesión {x } definida por n . 

Txn=Yn· Como l lyn-yml l==I ITxn-Txml l::.kl lxn-xml 1 tenemos 

que la sucesi6n {xn} es de Cauchy, luego existe una x 

en H1 con xn -~x, que por la continuidad de T se tiene 

Para (e) es directa. 

Para (d). En [6] se prueba que para cualquier .pO, K 

se puede escrib.ir como K,;.,K1+K2 donde j !K1l l-se. y el. 

subespacio Im (K 2 } es de dimensi611 finita. AhOra tomando 

e=!- se tiene 11>. 1
K

1
11<1 y por lo tanto .\I-K1 es inver­

tible sobre todo H2 como puede verse en (2] • De donde 

por (e) F= (AI-K1 )-K2 tiene subespaci9 imagen cerr.ado 

en H2 •. 

. De la parte (d) del teorema anterior se sigue que la 

ecuación integral inconsistente 

b 
i\ x(t).,-,. f f(t,s)x(s}ds::b(t) 

a 
(a:::.ts.b) · 

·siempre. tiene una solución aproxirclada xa_C·l en L2[a,b] 
. ·. ·, . . . 

en ccintrrtste con la. ecuación integra,l 



b 
j f(t,s}~(s)ds - b.(t) 
a 

(a.s.t~b) 

·1a· cual como se vi6 en el ejempl.o l no siempre tiene una 

solución aproximada. 

5, . LA INVERSA GENERALIZADA 

(a) La Mejor Solución Aproxim~ 

En la sección anterior vimos que la ecuación inconsistente 

(1) Tx = b 

.donde T:H1-+H2 e's una transformaci6n· lineal y cptitintiá. 

no siempre tiene una soluci.ón apro~i111ada xa en H 1 • Y 

que ésta existe si bT= P {b) está en el s11bespacio 
Im (T) 

Im(T) de H2 • Ahora si este es el caso, nosotros tenemos 

que x(l es.una soluci6n de la ecuación (consistente) 

(2) 

que es lndnica si el subeapadio 

N('r)= ·.fa en a1 ITX:,,,,a 2 i. 

m1c1eo de T consta únicamente .del .vector cero 01 de 
y que e:n cambio; si N(T);;ife 1 Y se tiene .qu~ (1) :t.iene , 

una infinidad de S()l1lci9nes aproxim~das, a ,saber, de 



(3) 

donde Axap=bT y x
11 

es un .elemento cualesquiera de N(T). 

De nuevo por analogía con el caso de dimensi6n finita 

se sugiere asociarle a (1) la soluci6n apro>dmada x 0 

de .menor norma que claramente es única. Esto nos lleva 

a introducir la siguiente 

Definici6n l. Diremos que x
0 

es la mejor solución a_prg_­

ximada (m.s.a.) de (1) cuando ésta existe si, x
0 

satis­

face 

(i). 1 ITxó-bl l.il ITx~bl l para toda x en H1 • Y 

(i;Ü si J l TX 1 -b11~11Tx.-b1 ! para toda x en H 1 entonces · 

{b}. La Inversa Generaliza.da. 

En la sección 3 del Capítulo anterior vimos que la 

m. s. a. x0 del sis tema 1 ineal AX==b donde A. denota . una 

. . - + --matriz real de dimensiones mxn, está dada por x 0=A · b 

donde A+ denota la matriz inversa ·generalizada de di-. 

mensiones nxm a.saciada a A; Lo qu~ sugiere introducir 

la siguiénte. 



Def i11ici6r1 2. A la transformaci6n T+: D (T+)--;-8
1 

a onde 

(i). D('l'+) ={ben H
2

1 (l).tiene m.s.a.} 

y 

67, 

(ii). Gefinida por T+b=x donde x es la m.s.a. de 
·º o 

(l) , le llamaremos la transformaci6n i.nvers~ gen:eralizada 

asociada a la transformaci6n 1 i.neal y continua T:H
1 

--+H
2 

.. 

En el caso matricial, A+ define una transformaci6n '" 

lineal y continua caracterizada por ser la única soluci6n 

de las ecuaciones AX==P.r.m: {A) y XA=PN (A/. Es natural 

indagar q:llé propiedades de A:f' en el caso finito son 

válidas para T+. 

Antes de tratar de establecer la linealidad de T+ se 
+ . 

requier& probar que D (T ) es un suñesp(,l.ci.o de !i
2

• Más 

a~n, se.puede demostrar que 

Proposición l. D (T+} es un subespacio, denso en H • 

Demostraci6n. Por e.1 teorema de la proyección tenemos 

que (1) tiene una soluci6n aproximada x y con esto 
ll. 

una m.s.a. si y sok si. P b está en Im(T), y 'esto 
L":l.(T)- . . .l . . 

si y s61o si b está en 1.=l subespaci.o Im (T) (!) Im ('l'). , 

-¡.. i 
luego .entonces D(T )=Im(T) El:l Im(T} , Del teorema de la 
. --- .Je 
proyecci6ri tenemos que E,, = Ifil ('r) fe Im ('l') ·, lo que 

.. ·. . . . L 

implica que D (i'> es un subespaci.o denso en H • 
2 
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Otra caracterizaci6n equivalente de D(T+) está dada 

por el siguiente 

Teorema 1. ('rseng) La ecuaci6n (l) tiene una soluci6n 

aproximada Xa en Hl si y s6lo si existe Una constante 

.positiva ~ tal que 

( 4) !(b,y)i 2 S. B(y, T 'f* y) 

para toda y en N (TT* )L. 

En el enunciado del Teorema anterior T* denot.a a la 

transformaci6n T* :H2 -<-H1 definida por T*y=x* donde x* 
satisface ( Tx 1 y) = < x ,x*) para toda x en H1 , la cual 

. . . 

·siempre es .lineal y continua como se demuestra en [s] . 
Las propiedades de T* necesarias para la demostraci6n 

del teorema se dan a continuación, su demostraci6n 

puede verse en la referencia anteriormente citada. 

Proposici6n 2. Si T:H1 -+H2 es una transformación lineal 

continua entonces 

.i ~ 
a. Im(T)_ =N(T*) y Irn(T)= N{T). 

b. IinCT*) = N(T).i y Im(T*}l = N('l'),. 

Demostraci6u dal Teorema deTseng. 
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Necesidad. Del teorema de la proyecci6n se tiene que 
Hz"' Im(T) <t)Im(T).L = Im(T) 'f}N(T*). Luego b admite la 

descomposici6n b==b 0+b 1 con b
0 

en Im(T) y b
1 

en N(T*). 

Como existe x
11 

en H1 tal que l ITx~ -b 11 s 11Tx...,b11 
para toda x en H

1 
entonces b 0,.,Txa o bien b 0 está en 

.L .L 
Im(T). Tomemos B""l lxa.11 2 • Ahora como N(T*) =N(TT*) 

se tiene que para cualquier y en N(TT*) 

l<b,y)I l(Tx
11 

+b 1 ;y)j 

= l<Txa.,Y>I 

= !(xll ,T*y)l 

~- l lxa 11 llT*yl L 

13i<y,TT*y).. 

l. 

Suf·iciencia. Definimos el producto interior (o, ·l sobre 

.Im.(T) dado por (y 1 ,y
2

) = < y 1 ,TT*y 2 ). Sea Z el espacio 

completaci6n de·Im(T) en la métrica definida por (·,·)~ 

. Ya. que T*. es continua en la métrica ( •, •) y H1 ·.es completo 

entonce::; a T* la podemos extender a una transformación 

lineal y continua B: Z->H 1 • Esc:r.ibiendo a b como arriba, 

significativamente b=y 0+y1 con Yo en lm(T) 1 se tiene 
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O sea la funcional f(yl=<y 0 ,y) es continua sobre Irn('.r) 

eón respecto a ln niétr:i..ca ( · .• ·}. La cual por el teorema 

de Hann~aanach [3] la podemos extender a una funcionul 

Hneal y continua F:Z._R. Por el teorema de re.presenta­

ci6n de Riesz [2] tenemos qué F(z) = (z,z 0) para alguna 

z en z. De aquí que para cualquier y en Iln(T) 
o 

O sea, para toda y en. Iln(T}, (y,'l'x
11

'-y0)=0. Luego 

entonces Txa. =y 0, y por lo tanto si (4} se satisface 

existe una xª ta]. que l!Txa.-bl 1 ~ l ITx'.""blJPara foda 

x en H
1 

• 

Sabiendo q_ue r:i (T+) es un subespacio denso en H
2 

demos'.""· 

tráremo's que T+ es lineal, para qu~i se ;requiere el . 

siguiente 

Sea x 0 =T+y. y supóngase que xó no está en N{T}J. . 
. · .1. . 

Ahora .como N(T)() N(T) t ~ sieiupre se puede tornar una 

soluci6n aproximada x1 en N (T.} de. Tx=y, 

un yec.tor xnf8 _en N(T) tal que x
0
=x1+xn. Por el 

teorema de Pi .. tágoras .se tiene que 



+ contradiciendo el hecho x
0

=T y. 

Proposici6n 3. T+ es una transformaci6nlineal. 

Demostraci6n. 

x
2 0

=T+y 2 • ta proposici6n queda demostrada si probamos 

que. 

Demostremo.s primero que .ax10 +ex
20 

es unasol~C:i6n apro..:. 

~imada de Tx= (ay 1 +13y 2 } • En efecto del teo.renia df,! la 

proyecici6n se tiene que 

de donde 

(5) 

(6) 



De (5) se tiene que ax 10+sx 20 .er~ una soluci6n apro­

ximada de Tx= (o.y 
1
+sy

2
) , y de ( 6) se tiene qu~ 

ya que por el lema l x 12 -(<lx
10

+sx
20

) está en 

N(T)nN(T)J. ={a}. 

+ . . 
• Con respecto a la continuidad de T se ti.ene el ·. 

Tecrema 2. T+ ea linea_l y cerrada. 

Demostraci6n. Sea (yn} una sucesión contenida~nD(T+) 
+ con y n--+Y y tal que T y n ->-x. Considérese la sucesi6n 

fx~} en H
1 

definida po:r: 'xn=T+y
11

, de donde se tiene qúe 

con xn en N(T) 
. J. . . . i 

y un en Im (T) ya que H
2 
=Im (T) © Im(T) ~ 

+. .. 
Claramente x =T y -+x y de la . continuidad de T, 

.: · n n 

Txn-..Tx. Consecuentemente u
11

={yn-Txr/-:-+ (y;-Tx) c:on 

y-Tx en Im(T)J. por ser Im(T)J. un subespacio cerrado 

de H , lo que demuestra que y está en D(T+) 2 . . . . .·. 

Una importante caracterizaci6n .de T+ la que a. Su vez 

jUstifiéa su nombrei~.da· el siguiente 
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Teorema 3. T+ es la única transformaci6n lineal y 

cerrada que satisface las ecuaciones 

(7) XT 

Para su demostraci6n se requiere antes la siguiente 

Proposición 4. Si B=TIN(T).L entónces 

oemostraci6n. Es inmediato verificar .que B.;..
1 

Pim(T>\D('l'+) 

está bien definida y que D(B:-
1 

P .·. .·1· +. )=D(T+). 
. Im (Tj D (T ) . 

. . + 
S6lo resta probar que para y en D (T ) dada~ 

(9) -1 
xo=B P .... I (y) : Im (T) D (T+) 

e.s la m.s .a. de la ecuaci6n T!.:=y • 

. El.punto x 0 dado por (9) es una soluci6n.aproximada de 

· 1a · ecuación Tx==y · ya que 

11Tx 0-YI! =llP . I '.· + ... (y)-:-.Yll::.1.·.!Tx-.y]! 
Im(Tj D(T ) · · ·.··· .. · .. 

para toda x .eri R 
1 

• 
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Elpuntox 0 dado por (9)es la m.s.a. de la ecuacidn 

Tx=y porque sj_ x es cualquier otra soluci6n aproximada 
a. 

de la ecuación Tx='y entonces .x:a.=x 0+xn con xn en N (T), 

de donde por el teorema de Pitá:goras 

llx ll 2=11x +x ll 2=llx li 2+llx 11 2 
« · o n o n 

yáque por definición.de B, x
0 

está en N(T):.L. 

·oemostraci6n del·Teorenia 3. Que T+ s~tisface las. 

ecuaciÓnes dadas en (7 r es directo df'. los .hechos 

La dernostráci6n de la unicidad es esei1cialme~te ),a misma 

que el caso matricial raz6n por la ~ual aquf, .la. omitimos. 

6. LA INVERSA GENERALIZADA.. CONTINUA 

Si el subespacio ImlTl de T es cerrado entonces 
. .· + . .. ··. 

teorema de la pr()yecci6n. D (T. }i=H~·, lueg0 por el 

teorema 3 áe la secci.6n anterior y él teorema de: la 
. ' ,. ;. .. 

9ráfica cerrada T+ es continua. Hemosprobat1d el 

siguiente 
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Teorema l. Si Im(T) es un subespacio cerrado de H2 

entonces T+ es una transformaci6n lineal, continua y 

definida en todo H 2 • 

La contilluidad de T+ tiene dos importantes consecuen-

cias prácticas: una, que para toda b en H
2 

la ecuación 

(1) 

siempre tiene una: m.s.a. x
0

; y la otra, la continuidad. 

de la m. s. a. :X o de la ecuacil5n (1) lo qué es. muy i.I!Í.;... .. 

portante desde un punto de vista computacionál~ 

. Obsérvese c¡ue todos los resultados de la seccí6n ante.,. 

rior son válidos para T+ continua. 

Ahora si~+ es tal t¡ue llT+Yll ·~ K!IY'l!Paratciday 

en DtT+) entonces podemos extender.a T+ á todo H2 como 
.. • .. . ··.. . . + 

puede verse en [2] ya qile. D (T ) es un subespaci.o denso 

de H2• En otras palabras, 

Y por lo tanto, Im(T} es un. subespacio cerrádo de H
2

• 
· .. ·. .·· -.... ' 

Con esto hemos próba.do .el siguiente· 

~erna 2. ·Seo .. T :H
1
-+H

2 
.una b:ansfo~maci6n lineal y 
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continua. Entonces T+ es continua si y s6lo si Im(T) 

es un subespacio cerrado de H
2 

• 

. En el siguiente resultado se prueba que un operador 

integral de Fredholm de primera clase no tiene subespacio 

imagen cerrado a menos que éste sea de dilnensi6n finita. 

Teorema 3. Una transformaci6n lineal compacta K:H1-+H
2 

no tiene subespaéio Im (K) cerrado a menos que éste sea· 

de dimensión. finita. 

Demosti:aci6n. Sup6ngase que K :Ii1 ;--rH 2 es una transfor­

mación lineal compacta y que el subespacio Im(K) es 

cerado en H
2 

• 
+ . . 

Entonces K. es continua y está definida 

en todo H 2 • De aquí que la .proyecci6n P Im (K)=KK+ es 

compacta. Pero la afirmaci6n anterior es válida soia-. 

mente si el s.ubespacio Im(K). es dé dfaensi6ri fi~ita. 

7 .•. LAS ·~CUACIONES NORMALES Y LA INVERSA GENERALIZADA. 

En está secci.6n vamos a calcular .a T+ para dos qasos 

particulares de• transformaciones lineales y continua!>· 

T:H1-..H2 • 

'¡, 



Consid~r.ese la ecuáci6n inconsistente 

(1) b 

donde T:H 1-+H 2 es una transformaci611 lineal. y continua. 

Ahora que exista una xa en H
1 

que minimice a H Tx-b 11 
equivale a que exista una br en Irn (T) que minimice a 

·¡ ¡y-bj.¡ sobre Im(T). Por la primera parte del teorenia 

de la proyección y r minimiza it 11y.,-b11 sobre Im (T) si 

·y s6lo si b:-br está en Im(T) =N(T*). Y por lo. tanto, 

si x es tal que Tx :!f:b .. entonces . ll. . . a.. r . 

6 ;; T*(b -b)=T*(Tx -b)=T*Tx -T*b. 2 r · · n . ·. ~ 

Lo anterior es la demostración del siguiente 

Teorema .l. xa es una solucion ap.i;-oxim.ida. de(l) si y 

s6ló si. xa es una solución de la ectiaci6n normal· 

( 2) . T*Tx = T*b. 

impor~ia de .. la ecuaci6:ri 

T*T es.invertible entcinces. la m.s.a:. 

a. J.a cual a su vez viene dada.por 

(3) 
. . .-1 

x
0

:::: (T*T) T*b 
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de donde se sigue que 

(4) T+ ;,, (T*T) -l T*, 

la cual. es continua si Im (T) es un subespac: io cerrado 

da H
2 

•. 

(b) • La Segunda Ecuaci6n Normal. 

Süp6ngase que la ecuaci6n. 

(1) Tx = b , .. -•. 

donde T:H1 ~>H2 esuna transformaci6n lineal. y ~ontintia / .. ··· 

tiene una. infinidad de' soluciones. 

Nuestro objetivo ahora es establecerla segunda ecua- . 

. . c;d6n.nornal ya estil.blecida en el caso fi.nito en la. . . 

secci6n 2 del .. cápítulo 1. E!1 simbo los, XQ e;s la , soiuci6n . 

de menor norma de (1) si 

donde y
0 

es una soluci<Sn de la ecuaci6n ·· 

T T* y - b 



'' 
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Es .inmediato demostrar que si x 0 es la soluci6n de 

menor norma de (1) entonces Xa está en N(T).L. Luego 

para poder afirmar que existe una y 0 tal que x 0=T*y 0 

se requiere que Im(T*)==N(T)J.. y esto último se tiene 

si Im(T*) es un subespacio cerrado de H
1 

o equivalen-. 

temente si '!m(T) es un subespacio cerrado de H como 
2 

puede verse en [3]. 

Ahora si Im (T) es un subespacio cerrado de H2 enton­

ces existe una y 0 tdl que x
0
=T*y0 donde y 0 es.una so­

luci6n de la ecuaci6n TT*y=b ya que TT*y0=Tx 0=b. 

El párrafo anterior es la demostraci6n de.l siguiente 

Teorema 2. Si T:H
1

-+-H
2 

es una transformaci6n lineal., 

continua y con subespacio Im (T) cerado en. Hz. eritonces 

x 0 es la soluci6n de menor norma de la ecuaci6ri Tx;b 

si y sólo si 

(5) x 0 = T* Yo 

don.de y es una soluci6n de la ecuaci6n. 
Q 

(6) T T* y 

La importancia del teorema 

viene dada por 

b. 



(7) 
-1 

x 0 = T*(TT*) . b, 

si TT* es invertible. 

80. 

En el siguiente resultado se. da una condici6n de sufi...;. 

ciencia para la invertibilidad de TT*. 

Froposici6n l. Una condid6n suficiente para que TT* 

sea invertible "'s la suprayectividad de la tra11sformáci6ri T. 

Demostración .. taprop6sici6n se sigue de hs siguient;es 

dos e:!q;n:-esiones que se obtienen mediante cálculos di-

rectos 

Im(T) =: Im(TT*) 

y 

N(TT*} =.N(T*) -{6}. 
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