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Prefacio

En este trabajo estamos interesados en el tratamiento de contornos planos, es decir,
simplificacién, suavizamiento y parametrizacion. Recientemente se ha encontrado que
la familia de funciones splines en tension son de gran utilidad en diversas aplicaciones
por lo que en nuestro trabajo se explora la posibilidad de usarlas en el tratamiento
de contornos.

El enfoque que seguiremos con énfasis es construir spline en tension que interpolen
los contornos de interés y en especial a la eleccion del pardmetro de tension.

En esta presentacion mencionamos los aspectos practicos de la construccién de
los interpolantes, para la fundamentacién tedrica se puede ver la bibliografia que se
menciona en el texto.

En el capitulo 1 resolvemos el problema de construir una curva que pase por un
conjunto de puntos predeterminados, es decir se resuelve el problema de interpolacion
usando splines lineales y ctibicos.

El capitulo 2 es exclusivo de los spline en tensién por lo practicos que han resultado
para interpolar datos. En el mismo se hace énfasis en la descripcién del Algoritmo 716
y de las rutinas TSPACKGUI para Matlab, de Renka.

El capitulo 3 contiene el tema de interpolacién paramétrica usando splines, se
explica la importancia de la eleccién de la parametrizacion para el suavizamiento de
la curva. Dentro de este también describimos como se aplica el spline en tension para
contornos cerrados.

El capitulo 4 lo hemos dedicado al sistema Editboundary propio del grupo UNA-
MALLA, se describe el diseno y funcionamiento del sistema para el tratamiento de
contornos.

En el ultimo capitulo se muestran las conclusiones y el trabajo futuro.

Todos los capitulos (excepto el capitulo 5) contienen figuras que hacen que el texto
sea mas entendible.

Esperemos que sea de alguna utilidad para el lector y sobre todo que lo motive a
estudiar el tema méas a fondo.
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Capitulo 1

Interpolaciéon spline

1.1. Interpolacién

La interpolacién consiste en construir una funcién que pase por un conjunto de

puntos prefijados.

(am,yn)

L

Figura 1.1: Interpolacion

La interpolacién es una herramienta usada en aplicaciones como en economia,
medicina, biologia, entre otros. En muchas ocasiones, profesionales de estas areas se
enfrentan al problema de disponer de una tabla de datos como la siguiente:

T

Zo

X1
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X3

Tn

Y

Yo

Y1

Y2

Ya

Yn

7



8 Interpolacién spline

Uno de los objetivos es obtener informacién que no esta registrada en dicha tabla
pero que se encuentra entre esos valores. La interpolacién en la mayoria de los casos
es la solucion.

En la tabla anterior se describe la dependencia de la magnitud y con respecto
a la magnitud x. Bajo esta idea la interpolacion consiste en obtener el valor de la
magnitud y para un x que no aparece en la tabla, entre dos valores x; y ;11 . Una
forma de realizar dicho proceso es construir una funcién f(x) que pase por los puntos
(x;,y;) con i =1,...,n, esa funcién f(x) de cierta manera va a aproximar a los datos
de la tabla.

La pregunta que nos resta es de qué forma sera esa aproximacion. Usualmente
se eligen polinomios, spline, para nuestro caso sera el spline en tension. Para esto
debemos definir una familia G donde se encuentre la funcién f(z) que aproxmara los
datos.

Es importante senalar, que si pedimos que f(z) pase por los puntos (z;,v;) (es
decir que f interpola a los puntos o que es un interpolante), solo tendremos control
sobre ello, no lo que ocurra con f(z) para x en (x;, z;+1). Para el caso de que G sea una
familia de polinomios, podria haber oscilaciones [4], nosotros utilizaremos polinomios
de grado pequeno en cada intervalo. A continuacion describiremos las ideas.

1.1.1. Interpolacién lineal por tramos

La solucién inmediata es unir dos puntos (z;,¥;) con (x;41, ¥i+1) por un segmento
de linea, esto es, generar una funcién f compuesta por tramos de recta, lo que se
conoce como un spline de interpolacién lineal [1].

Dados n+1 puntos (o, Yo), (z1,¥1); - - -, (Tn, Yn), la interpolacién lineal por tramos
consiste en hallar una funcion de grado menor o igual a uno que pase por cada dos
nodos consecutivos. Con n + 1 puntos existen n intervalos y por tanto, 2n incégnitas
por evaluar, como condiciéon adicional queremos que las rectas que son generadas por
las funciones de grado menor o igual a uno en cada intervalo se unan una con otra.

La grafica 1.2 muestra el spline lineal de interpolacién, notemos que los puntos se
unen mediante segmentos de recta obteniendo de este modo una funcién lineal por
tramos que podemos evaluar en cualquier punto intermedio. Usualmente a los puntos
que unen los segmentos de linea se les llama “puntos de ruptura”.

Nuestro interés es el intervalo [z, x,], sobre este, contamos con n+1 puntos (z;, y;)
desde ¢ = 0,...,n, donde los y; son los valores de x; de cierta funcién desconocida
g(x). Sobre cada segmento podemos definir una recta de la forma:

y = Pi(x) = a;z + b,

8



Interpolacién spline 9

La idea es aproximar la grafica de g(x) en forma continua; es decir, que cada recta
en los puntos de ruptura se unan, en notacién:

Pz'(l'z'ﬂ) = Pz'+1(5ﬁ'i+1)

=0 x1 22 %3 x4 xn-1 m

Figura 1.2: Interpolacion lineal

Por otra parte cada P;(x) interpola a x; en y;, esto es
Pi(x;) = aiz + by = y;,

es necesario que ningun par de z; se repita. Lo que se esta haciendo es aproximar a
g(x) por una funcién f(z) lineal por tramos.

La ecuacién de una recta que pasa por dos puntos (z;,y;) v (Tiy1,¥ir1) es de la
forma:

Yi+1 — Yi
v—w) = 2w
despejando a y obtenemos
Y=y + Yit1 yz(a:—x,-)
Tiv1 — T4

Por lo tanto
Yit1 — Yi
P(z)=yi+———(z—x) para x; <z <xipy
Tit1 — T4
Con esto ya tenemos una expresion analitica para cada uno de los polinomios
lineales P;(z) que constituyen el spline lineal f. En muchas aplicaciones es suficiente
usar el spline lineal por ser sencillo y econémico figura 1.3.
En la figura 1.4 observamos que puede no ser suficiente usar un spline lineal ya
que pierde informacion en los cambios de curvatura.
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30 T T T T T T T T

0 1 1 1 1 1 L 1 1 1
1] 04 1 15 2 25 3 358 4 448 5

Figura 1.3: Ejemplo de interpolacion lineal

Figura 1.4: Se pierde informacién en los cambios de curvatura

En la siguiente secciéon nos abocaremos a un spline de orden mayor, particular-
mente aquellos que tienen grado menor o igual a tres.

10



Interpolacién spline 11

1.2. Splines

En general, para n + 1 puntos (o, vo), (€1,%1), - - -, (Tn, Yn), la interpolacién poli-
nomial por tramos consiste en hallar una funcién de grado menor o igual a k que
pase por cada dos puntos consecutivos. Bajo esta idea un spline es el conjunto de
polinomios definidos en cada intervalo.

sl

1 1 | |
] | i | |
1 1 i |
1 i ]
¥ x5 xzn-lm

Figura 1.5: Representacion grafica de un spline ctibico

Estamos interesados en un cierto tipo de spline, aquellos polinomios que se “peguen
adecuadamente”, es decir, que tengan continuidad y continuidad diferenciable.

Trabajaremos sobre n + 1 puntos: a = xg < r1 < ... < x, = b, estos definen una
particién P en la cual se encontrara el spline, formando subintervalos [x;, z;1) desde
1 = 0,...,n, sobre cada uno de ellos definimos un polinomio P; de grado menor o
igual a k.

Los spline mas utilizados tienen las siguientes caracteristicas :

1. f es continua en [z;, z;;1)
2. f tiene derivada continua en [z;,x;,1].
3. f tiene segunda derivada continua en [z;,x;.1].

esto ultimo representa que los polinomios se peguen suavemente entre uno y otro.

11



12 Interpolacién spline

PO
Pn

I
I
|
I

-

x0 xl x2 x

Figura 1.6: spline ctibico

Definimos el conjunto F'(P, k) de funciones polinomiales por cachos sobre la par-
ticion P y de grado menor o igual a k£ como:

F(P,k)={f : [zo,zn) — R|f(x)

esta familia es un espacio vectorial, es facil ver que su dimensién es:
dim(F(P,k)) =nx*(k+1)

donde n es el numero de intervalos y k£ + 1 es el numero de coeficientes de cada
polinomio. Bajo esta condicién F(P, k) engloba a todos los spline posibles.
Ahora la subfamilia de F', con la caracteristica de que sea continua, la escribimos:

F(Pv k, CO) = {f(l’) S F<P7 /{3>|f(:L’) S O[CL, b]}

esto implica que:
Py(x;) = Py (z;) i=1,...,n

por eso, la dimensién de este espacio es:
dim(F(P,k,C")) =n(k+1) —(n—1) =kn+1

ya que al elegir la continuidad se pierde un grado de libertad.
Ahora, si pedimos que F' sea continuamente diferenciable, el espacio del spline F’
se escribe

F(P,k,C") = {f(z) € F(P,k,C°)|f(x) € C'[a,b]}

esto implica que:
P(x;) = Py, () 1=1,...,n

Es facil ver, que la dimensién de este espacio es:

dim(F(P,k,C") =n(k+1)—2(n—1)=kn—n+2

12
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Interpolacién spline

13

yva que al elegir derivada continua se pierde un grado mas de libertad.

Nuevamente, si pedimos que F' tenga segunda derivada continua, es decir
P(z;) = El—/&-l(x%>

El espacio donde habita el spline se escribe

1=1,...,n

F(P,k,C?) = {f(z) € F(P,k,C")|f(x) € C?[a,b]}

Es facil ver que la dimension de este espacio es:

dim(F(P,k,C*)) =n(k+1) —3n—1)=kn—2n+3

ya que al elegir segunda derivada continua, nuevamente se pierde un grado mas de

libertad.

Ahora bien, si a F' le imponemos que tenga tercera derivada continua en los puntos
de ruptura, es decir

P"(x;) = P (),

el espacio donde habita este spline se escribe

F(P.k,C°) = {f(x) € f(P,k,C?)|f(z) € C*[a,b]}

y es facil ver que

dim(F(P,k,C*)) =n(k+1)—4(n—1)=kn —3n+4

Anélogamente a los casos anteriores se pierde un grado mas de libertad.

A continuacién mostraremos la siguiente tabla, en ella se indica la dimensién de
la funcién spline con distintos grados y de sus subfamilias de funciones continuas y
continuas diferenciables:

Grado de f | dim(F(P,k)) | dim(F(P,k,C")) | dim(F(P,k,C")) | dim(F(P,k,C?)) | dim(F (P, k, C?))
k=0 n 1
k=1 2n n+1 2
k=2 3n 2n+1 n+2 3
k=3 in 3n—+1 2n + 2 n+3 4

Tabla 1.1: Grados de libertad para polinomios de grado <3.

De acuerdo a la tabla 1.1, si consideramos el spline de grado k = 3, tendremos 4n
grados de libertad para determinarlo; sin embargo, al exigirle mayor suavidad, en sus
derivadas el nimero de grado de libertad es cada vez menor:
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3n + 1 si pedimos que sea continua.

(a
(b

)
) 2n + 2 si pedimos primera derivada continua es decir si se le pide suavidad.
(¢) n+ 3 si pedimos segunda derivada continua (ain més suavidad).

(d) 4 si pedimos tercera derivada continua (extrema suavidad).

Este ultimo caso no sirve de mucho para resolver el problema que nos interesa
porque perdemos flexibilidad para definir la familia, ya que solo tendriamos 4 grados
de libertad, es decir el spline se reduce a un polinomio cubico.

1.2.1. Interpolacién con spline ctubico de Hermite

El problema es simple, queremos una funcién f que interpole los puntos y que en
los puntos tenga cierta derivada:

X To | X1 | L2 | T3 | ... | Ty,

g 19 | 919293 ]| | Yn
5

g S0 S1 S9 S3 | ... | Sp

Se tiene n + 1 datos que son el resultado de evaluar los puntos x; en la funcién g
y n + 1 datos de la evaluacién en ¢, y con ellos queremos un spline ctibico.

La dimensién (grados de libertad) de la funcién f con k = 3 es dim(f(P, k)) = 4n,
pero recordamos que una de las condiciones del problema es que f coincida con g, es
decir que f sea continua de aqui la dim(f(P, k,C°)) = 3n+ 1, ya que al cumplir esta
condicién perdemos un grado de libertad, asi mismo como se pide que f coincida con
g’ se pierde nuevamente otro grado de libertad, entonces la dim(f (P, k,C’)) = 2n+2,
lo cual nos lleva a concluir que como se tienen 2(n + 1) datos del problema y la
dim(f(P,k,C")) = 2n + 2, entonces el problema tiene solucién unica.

En la interpolacion cubica de Hermite se cuenta con cada punto y su valor en la
funcién, al igual que su derivada, veremos que es facil calcular el polinomio P;(z),
que forma el spline interpolante. Por conveniencia, se realiza el siguiente cambio de
variable:

r — T
y(r) = ————, wmi<w<aip
Tit+1 — T4

y comprobamos, si x = x;, tenemos:

y(w) = ———=0
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si =41, tenemos:
Tit+1 — T4
= " =1

Tit1) =
u(zin) Ti+1 — Ly

511

SW

I
I
L
T

I
|
L
L]
ol m

Figura 1.7: spline cibico

La idea es hacer calculos sobre el intervalo [0,1] y posteriormente generalizar al

intervalo [x;, z;41].

| ; x +1
Figura 1.8: Spline

El problema que se plantea ahora es, cémo determinar un polinomio cibico P(y)
tal que P(0) = Py, P(1) = P, P'(0) = Py P'(1) = P,.
El polinomio P(y) se puede escribir de la forma

P(y) = Poar(y) + Praz(y) + Poas(y) + Plaa(y)

15



16 Interpolacién spline

donde ¢y, g2, q3 vy g4 son polinomios cibicos:

¢1(0) =1,¢1(0) = 0,q1(1) = 0,3 (1) = 0
32(0) = 0,45(0) = 1,¢2(1) = 0,¢5(1) = 0
q3(0) = 0,¢5(0) = 0,q3(1) = 1,¢5(1) = 0
q4(0) = 0,4(0) = 0,44(1) = 0,¢4(1) = 1

sea

a(y) = ay® + by +cy+d
¢(y) = 3ay*+2by+c

ql(O) = d=1
(1) = a+b+c+d=0
¢(0) = ¢=0
¢1(1) = 3a+2b+c=0
resolviendo el sistema obtenemos que a = 2,b = —3,¢ =0y d = 1, entonces ¢;(y) es

de la forma:
a(y) =2 =32 +1=(1+2y) (" =2y +1) = (1 +2y)(y — 1),
Ahora, ¢2(y) se puede escribir
@y) = af’ +by* +cy+d
o(y) = 3ay* +2by +c

evaluando con y = 0 y y = 1 obtenemos:

(0) = d=0
(1) = a+b+c+d=0
0(0) = c=1
¢5(1) = 3a+2b+c=0

16



Interpolacién spline 17

resolviendo el sistema obtenemos que a = 1,b = —2 y ¢ = 1, entonces ¢3(y) es de la
forma:

wY) =y -2 +y=(y—1)%

Ahora, ¢3(y) se puede escribir en la forma:

(y) = ay’ +by’ +ey+d
(y) = 3ay® + 2by + ¢

evaluando con y = 0 y y = 1 obtenemos:

Q3(0) = d=0
@3(1) = a+b+c+d=1
¢5(0) = c¢=0
g5(1) = 3a+2b+c=0
resolviendo el sistema obtenemos que a = —2,b = 3, entonces gs(y) es de la forma:

as(y) = —2y° + 3y* = 3y* — 2y° = (3 — 2y)
Por dltimo ¢4(y)

a(y) = ay’ +by’ +cy+d
¢(y) = 3ay* +2by +c

u(l) = a+b+c+d=0
:(0) = ¢=0
(1) = 3a+2b+c=1
resolviendo el sistema obtenemos que a = 1,b = —1 , entonces g4(y) es de la forma:

u) =y =y =y (y—1)
Asi P(y) queda de la forma:
P(y) = Po(1+2y)(y — 1)° + Py’ (3 — 2y) + Poly — 1)’y + Ply*(y — 1)

17



18 Interpolacién spline

hemos encontrado el polinomio cibico P(y) para el intervalo [0,1]. Ahora bien tenga-
mos en cuenta que las condiciones de interpolacion cibica de Hermite a trozos son las
siguientes:

Pi(zi) = g

( z) = 5
Pi(zit1) = gin
P/(ziy1) = sip

El problema de interpolacion ctibica de Hermite nos pide construir una funcion f tal
que es un conjunto de polinomios P;, es decir f()|z,4,,,)- Lo que se trata ahora es
obtener la expresion de P;(x) a partir de lo que se obtuvo de P(y).

Notemos que si P;(x;) = P(y;(z;)) entonces:

Pi(a) = - Ply(x) = Py)y' = P/ly)—

Tit1 — T4

entonces

= Py(z:)) = P(0) =g

) (
Pia) = PO)——

) (

) )

=s;, entonces P'(0) = s;(w;41 — ;)

= ( Yi 371-1—1)) (1) = Gi+1
1

= 1
( Tit1 — X4

= s;11, entonces P'(1)=s;1(xiv1 — x;)

obtenemos

Pi(7) = giq1(y) + gir1q2(y) + si(Tip1 — 24)q3(y) + sip1(@iv1 — 24)qa(y)

sustituyendo se tiene:

Pz) = g ( — Tip1) (?Sﬂ—_xz;; (i1 — $i))+gi+1 (x — ;) (3((9;;:1—_52)):_ 2(z; — ) )
5 (= 2i1)*(z — ) i (r; — 2)*(zip1 — )

(Tiy1 — xi)? (@it1 — @)
Por tanto la expresiéon de P;(z) anterior es la solucién de la interpolacién cibica
de Hermite a trozos.

18



Interpolacién spline 19

En todo el proceso anterior, para construir el interpolante ciibico de Hermite, se
conocen los valores de ¢’ en los puntos de interpolacién. Pero qué pasaria si no se
conocieran dichos valores, entonces las tangentes s; se pueden elegir de manera que el
interpolante f tenga hasta segunda derivada continua. Si esto pasa se dice que f es
un spline cibico de interpolacion.

1.2.2. Spline cubico

Un spline ctbico es una funcién formada por polinomios ctibicos, los cuales se unen
con la mayor suavidad posible [1]. Dados los puntos:

T | Ty | X1 | X2 | X3 | ... | Tp
919 | 91 92|93 || 9n

solo se tiene los valores de g para los puntos z;. Con los anteriores datos se quiere
construir una funcién f : [a,b] — R que cumpla con las siguientes condiciones:

PZ(%) = Pi+1(9€i)
Pl(z;) i=1,...,n—1
P(x;) = Py(r)

-
&
|

Notemos que en la tabla de valores tenemos n+1 datos, que son el resultado de
evaluar los z; en la funcién g. La dimensién (grados de libertad) de f con respecto
a su grado de k y al nimero de subintervalos (la particién P) es dim(f(P, k)) = 4n,
si en una de las condiciones se pide que f sea continua entonces dim(f(P,k,C°)) =
3n + 1, de la misma manera se pide que f sea continuamente diferenciable de aqui la
dim(f(P, k,C")) = 2n + 2 y por dltimo se pide que f tenga doble derivada contin-
ua, tendremos entonces dim(f(P, k,C)) = n + 3. Cuando se pide que sea continua,
continua diferenciable y con doble derivada continua, se pierde un grado de libertad
a medida que se vayan cumpliendo cada una de las condicione anteriores. Notemos
que se tiene n+1 datos del problema contra dim(f(P,k,C3)) = n + 3, haciendo la
diferencia de estos nos percatamos que faltan dos condiciones ((n+3) — (n+ 1) = 2)
para poder dar solucion a este problema.

Recordemos que cuando obtuvimos el interpolante cibico de Hermite llegamos a
una expresion de la forma:

(r — 2i11)*(2(x — ) + (vi1 — 23)) (2 — 241)*(B(wip1 — 21)” + 2(z; — 2))

P = G i
(=) g (i1 — ;)3 i (i1 — xi)‘g

19



20 Interpolacién spline

(25 — $)2($i+1 — )
(w541 — ;)2

(z — zi1)*(@ — )
e (i1 — x7)? o

en donde se conocen los valores de x; evaluados en g y ¢, pero en el problema del
spline cubico de interpolacion solo sabemos el valor de g para lo z; y las tangentes
son incdgnitas, se propone trabajar con P;(x) (interpolador ciibico de Hermite), solo
que ahora se consideraran a los s; como valores no conocidos.

Derivamos dos veces al interpolante ctibico y obtenemos:

gi+1 — Yi
(Tig1 — ;)3

Si

P'(z) = 6
7 () oy — a1

(Tip1 +2; —2x) — 2 (2241 + x; — 3x)

Si+1

Como f es una funcién formada por un conjunto de polinomios ctibicos, los tinicos
puntos posibles en los que f” puede ser discontinua es en los x; donde se unen los
polinomios ctbicos. Entoces la continuidad de f” es equivalente a pedir que:

fay) = ()

donde
f'(xf) = P'(x)

f'a;) = PLy(x)
aqui es donde utilizamos la segunda derivada del interpolante ctibico de Hermite,
evaluamos el z; por la izquierda y por la drecha, obteniendo:

neo4+\ _ p _ giv1 — Gi Si Si+1
f(af) =Pl (x;) =6 ; 4 —2
(l‘z‘+1 - -Tz) Tit1 — L4 Tip1 — T4
f”(xi ) _ Pzﬁ_l(%) — g 7 i ; +9 i +4 i
(75 — xi-1) T — Ti—1 Ti — Ti—1
" — _ 1 + a2 : : "
hacemos f"(x;) = f"(x;), como se dijo anteriormente esto garantiza que f” sea
continua y al mismo se obtiene la expresion:
2s; + : : Siv1 + : : Si—1 =
Ti— Ti—1 + Tip1 — T Ti— X1 + Tip1 — T

20



Interpolacién spline 21

_ 3 (i1 —2:)(gi — gi — 1) n (2 — 2i-1)(Gis1 — i)
(w5 — 2i1) (@ — T + Tig1 — 1) (g1 — ) (2 — o1 + Tig1 — ;)
sea
d; =2
Tiy1 — Xl
a; =
(X — xic1 + Tip1 — ;)
b — 3 (Tiv1 —xi)(9i —gi — 1) 4 (@ — i-1)(gi+1 — 9:)
' (i —mi) (T — 21 + 2 — ) (i — 1) (T — 1+ Tigy — 1)
Ty — XTj—1
1— a; =

Ty — Tj—1 + Tip1 — T

la expresion queda reducida a:
disi -+ (1 — ai>5i+1 + a;S;—1 — bl

o bien,
a;si—1+dis; + (1 —a;)s;41 = b;, para i=0,...,n

Suponiendo que s; y s, son dadas, obtenemos un sistema de n-1 ecuaciones lineales
para calcular n-1 incégnitas. La matriz de este sistema es tridiagonal y diagonalmente
dominante ya que d;=2 y 0 < a; < 1, por tanto tiene una solucién unica. Los valores
de s1 v s, depende de las condiciones de frontera que se elijan. Para el spline cibico
se hard mencién de dos tipos de condiciones de frontera que dependiendo de cual se
ocupe tendremos un spline ctibico completo o spline cibico natural [1].

Condiciones de frontera para el spline ctbico

Spline cibico completo

Por nuestra parte, si conocemos el valor de ¢’ en z¢ y x,, podemos utilizar estos
valores como condiciones de frontera del spline ctibico, asi tendremos el spline ctibico
completo.

So = gl(ﬁo)

Sin = g,(xn)

En este caso el spline cibico no solo interpola a la funciéon ¢ en los puntos xg,...,x,
si no que ademads interpola a ¢’ en zy y x,, entonces s,...,S, se calcula como solucién
del sistema de ecuaciones lineales.

21



22 Interpolacién spline

aq dl 1— aq

An—1 dn—l 1- Ap—1

donde
S0 = g'(mo) = by
Sn = g/(xn) = bn

En la siguiente figura mostramos un ejemplo en el cual se aplica spline ctibico completo
a la funcién g(x) = m

Figura 1.9: spline cubico completo que interpola a la funcién g(z) = m [1].

Spline cuibico natural

Este tipo de spline consiste en exigir que la segunda derivada del spline en los
extremos sea cero

f//(a,:o) — f//(xn) — O

donde f"(zo) y f"(z,) quedan de la siguiente forma:

frlag = SOZBl A _Zn
(x1 —x0) (1 —20) (1 —20)
6(g1 —90) _ Lsy + 25,
(71 — z0)

22
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Interpolacién spline

(21 — 20)
3 —
(91 = 90) = 2589 + $1
(21 — 20)
Y 2
f”(l'n) — 6(gn - gn—l) . 4Sn . 2371—1 _ 0
(:En - $n—1) (an - xn—l) (:En - $n—1)

6(gn — Gn—
M — 4871 _|_ 2871—1

(T, — Tp_1)

6(gn - gn—l)
— = = 2(2s,, e
ER— (285, + Sp—1)

3(Ggn — Gn—
(xn - xn71>

sumando las condiciones anteriores al sistema de ecuaciones lineales del spline ctibico
de interpolacién, obtenemos la siguiente matriz

2 1 0
ay d1 1-— aq

ap—1 dn—l 1— ap—1
0 1 2

La imposicion arbitraria de la condiciéon anterior puede provocar que cerca de los
extremos x; y @, el error aumente a menos que ¢”(z1) = ¢"(z,) =0 [1].

23



24 Interpolacién spline

En la figura 1.10 se ilustra un ejemplo en donde se aplica spline ctibico natural a
la funcién

1, >0
0 _ ) -
g<$)_$+_{o, <0
X —2 —1 0 2
g(x) 0 0 1 1
g’(x) —0.304 | 0.609 | 0.869 | —0.435

Figura 1.10: spline cibico natural que interpola a la funcién g(x) = 9 [1].

24



Capitulo 2

Spline en tensién

Hemos observado con anterioridad que la interpolacién lineal por tramos muestra
un ejemplo en donde los errores de interpolacion son grandes pero aceptables en otras
partes de la grafica. Al igual en el caso cibico hay oscilaciones en la grafica que no se
esperan, como en la figura 2.1, la funcién es mondtona decreciente y sin embargo al
aplicar spline cubico aparecen oscilaciones “no esperadas”.

Tr
6

5l

% 10 20 30 40
X
Figura 2.1: Efectividad contra costos. Esta grafica esta hecha de segmentos de fun-

ciones cubicas pegadas una a otra [4].
Una de las primeras personas que estudia los spline en tensién es Schweikert [4],

quien observa que los spline ctibicos producen oscilaciones, argumentando que esto se
debe a los términos cuadraticos y cibicos del polinomio.
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26 Spline en tensién

Un spline cibico estd representado por una familia de funciones {fi(z)} de la
forma:
fi(x) = a; + bix + c;x* + dia®

Schweikert propuso que en lugar de usar términos cuadréticos y cibicos, se utilicen
exponenciales, en la forma:

fi(x) = a; + bix + c;cosh(ox) + d;senh(ox)

donde ¢ es un paramétro que permite controlar la forma y se le llama pardmetro
de tensiéon. La idea de esto fue reproducir la forma cuadratica y cibica del spline
pero controlando su curvatura. La manera en que se representa la forma cuadratica
y cubica es usando las funciones hiperbdlicas senhx y coshx, en la siguiente grafica
podemos apreciar el efecto o por algunos valores de este.

y=senh{o x)

Figura 2.2: Gréfica de la funciones hiperbdlicas senhzx. 1)o = 1, 2)o = 2, 3)o = 3,
4)o0 =4,5)0 =5, 6)0 =8
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Spline en tensién 27

y=cosh({o x)

1

0

Figura 2.3: Graficas de las funciones hiperbdlicas coshx. 1)o = 1, 2)o = 2, 3)o = 3,
4)o =4,5)0 =5,6)0 =38

Cline en 1974 propone controlar la forma del spline ciibico imponiendo condiciones
a la curvatura y a la funcién spline [4]. Expresa al spline de tensién por medio de una
ecuaciéon diferencial:

fl (@) = o® fi(z) = ax + B, (2.1)

donde «; v 3; son desconocidas.

En adelante nos avocaremos a resolver dicha ecuacion.

2.1. Solucidon de la ecuacidon diferencial de Cline

Ahora demos solucién a la ecuacién diferencial que origina el spline en tension.
Dada la ecuacioén lineal

(@)= fiz) = ar + B8 o <z <wipy

donde «; v (3; son desconocidas.
En los extremos [z;, z;11] tenemos que:

r = X;
f (@) — o fi(w:) = au(ai) + Bi (2.2)
YT =Tip1
fil(@ipr) = 0f f (1) = @i(@ia) + Bi
hagamos

ri = ai(x;) + Bi = f]'(x:) — o” fi(x;)

27



28 Spline en tensién

rip = @i(Ti) + B = [ (i) — 07 f(wi11)
Esto nos lleva a expresar :
S
Lit+1 — 4

. Tit1 — Ty
Bi=ri— ——u;
Lit1 — T4
hagamos

h; = LTiy1 — T4

bajo esto, a; vy §; quedan expresados como:

o — Tit1 — T4
==
h;
y
8; = Tit1 — T4
v — s — %
hi

sustituyendo «; , B;, i y Tit1 en (2.2)

Tit1 — T

)l'—llﬁi

fi(z) = o* fi(z) = (ei(zs) + By) I

+ (vi(wip1) + B i <x <X

h;
y donde «; , 3; dependen de f{/(xi)7 f{/(miﬂ)a fi(%% fz‘($z'+1)-

La soluciéon homogénea de esta ecuacion diferencial se puede ver como combinacién
lineal de las funciones e™*. Vamos a resolver dicha ecuacién diferencial.

La solucién va a estar expresada como la solucién particular f, més la solucién
homogénena f, . La solucién homogénea la obtenemos de la siguiente forma:

f];/ — mQBmx _ 0_26—m1‘
de aqui se tiene:

m=*o
fh — Clecr:c + 026—01*
lo cual puede ser expresado como:

fn = cicosh(ox) + cosenh(ox)
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Spline en tensién 29

para el caso que nos compete se usard de la siguiente manera:
frn = c1senho(zi41 — x) + casenho(x — x;)

la ultima expresion es la que se utilizara para futuros calculos.
De la misma ecuacién se obtiene una solucién particular:

fp=Az+ B
donde resolviendo se obtiene:
Qo Bi Tig1 — 71 75 Tig1 — T
=t 2T T orh ¢ (? a Wx)
por tanto la solucién general es de la forma:
fi(z) = ersenho (x4 — x) + cosenho(x — x;) — (malz—;zm) T — (% — TH;Q—}_LZ”L)

donde ¢; y ¢3 son cualesquiera valores los cuales dependeran de las relaciones. Ahora,
veamos que reduciendo términos se tiene:

1 — — 2
fi(z) = c1senho(xip1 — 1) + cpsenho (v — x;) + — |jﬂi <5U - $z> T T (x - Iz>}
g i i

Sustituyendo 7; y 7,41 v utilizando la condicién de que f(z;) = v; v f(@iv1) = Yir1,
se obtienen los valos de ¢; y co:

fla) = (- Zi2)

senhoh;

f(zig) — (yile - %)

senhoh;

Cc1 =

Coy =

sustituyendo ¢y y ¢o

flxi) — (yi - %) .
filz) = senoln senho(z;1—x)+

(o) (52) o) (59

29
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30 Spline en tensién

reduciendo términos:

_ f"(xi) senho (x4 — ) ' (x), o —x;  f"(xi41) senho(z — x;)
filw) = o2 senhoh; (v - o2 ) h; ) o2 senhoh;
s — L) (22

_ f"(xi) senho (24 — ) M) e =y [ (@) senho(z — ;)
filw) = o2 senhoh; + (v o2 A h; ) o2 senhoh;
o — L)y 22 2

o2

cuando se va a usar la familia f;(x) para construir el spline en tensién solo conta-
mos con f;(x;) y entonces serd necesario determinar el valor f”(x;), este es usara al
final cuando pedimos que los f;(z) de la familia se peguen en forma continuamente
diferenciable, y que por la forma de la expresién serdan C?.

Vamos ahora a proceder a determinar los valores de f’(z;), pidiendo que:

fi@) = fiaer) i=1...n—1

y esto nos dara lugar a un sistema de ecuaciones diferenciables como en el caso de los
spline ctibicos, en los cuales elegimos la condicién a la frontera.
derivamos a f(x)

) = Mcosha(xm —z)(—0) + <yi - fg)) (;_1)

o2senhoh;

f"(xiy1)cosho(x — z;) (o) B ' (x;)

+
o2senhoh; o2

y posteriormente evaluamos z; en f/(x), por la izquierda y por la derecha:

f"(x;) coshoh; 1 (yi B f"(iUz‘))Jrf"(iUm) o 1 (ym B f”(xi+1))

fi(z) o o2 senhoh; h; 2 o2 senhah¢+h¢ o?
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Spline en tensién 31

(3 0_2

fia(ay) =—0o L) B 1 (yi—l - f”(mil)>+0f”(xi) coshahi, + 1 (yz fﬂ(xi))

Uzsenhahi,l hi,1 o2 o2 S@nhahi,1 hi,1

Tgualando f1(a}) = f1,, (a})

f"(xi) coshah; 1 <yz~ _ f”(fm))Jrf”(xm) o 1 (ym B f’”(ﬂfm)) G

—0

o2 senhoh; h; o2 o2  senhoh; h; o2 02
o 1 f'(xiq) f"(x;) coshoh;—y 1 1" (x;)
senhoh; — 1 h; — 1 (%_1 o2 to o2 senhoh;_; + hi Yim T
Separando términos
I C) coshohi | 1 (@) (@) o 1 f”'(x¢+1)+f”(£€¢71) a 1
0?2 senhoh; h; o2 o2  senhoh; h; o2 o2  senhoh; —1 h;—1
f(xi1)  f"(x;) coshoh;_q 1 f(x) 1 1 1 1
— = —yi———Yyit1l— i—1 i
02 7 0% senhohi, -1 o2 mY milt T Th o1t TR 1Y
Cambio de signo en la anterior expresion
S (i) coshahi 1 f"(zi) f"(zis1) o 1 M) (i) 4 L !
o? senhoh; h; o2 o2  senhoh; h; o2 o2  senhoh; —1 h;_;
f(xiq)  f"(x;) coshoh;_y L ) 1 1 1 1
0'2 to 0'2 senhahi_l hi—l 0'2 N hl Yi * hi+1 Yit1 + hi—l Y1 hi—l Yi

y como resultado se obtiene el sistema

f//(xi—l) 1 . . f/(xi) (O_COShUhi—l 1 n coshoh; 1 ) "

02 ( hi—1  senhoh;_; o2

senhoh;_1  h;_4 Osenhahi B h;

i—1  senhoh;

(i) (1 o Wiy Wi yiea) .
2 . = m o i=1,....,n—1 (2.3)

2.2. Normalizando el parametro en tensién y condi-
ciones de frontera

En la préactica nos conviene escalar el parametro de tensién o, de tal forma que
toma en cuenta el tamano de la particion.

31



32 Spline en tensién

donde n es el nimero de intervalos, xy y x, son los extremos del intervalo de interés.
Sustituyendo en el sistema a construir nos queda:

PAf [1 g

o "

h; hsenh(VThj)
R [y vhy 1 9 vhy 1
~coth | =) — —+ —coth | =) —
72 [hca <h> hj+hco (h) hj+1]jL

P 1 gl
Y| hia hsenh(wh]%)

(?Jz'+1 - yz-) (yi - ?/z'—l)
= - 2.4
hi hz‘fl ( )

Procedamos a elegir las condiciones a la frontera.

Condiciones de frontera

Existe una gama de condiciones de frontera que podemos elegir para nuestro spline
en tension, nosotros en esta ocasion solo nos avocaremos a las siguientes [4]:

= Si conocemos el valor de de los vectores tangentes P'(zq) y P’(x,),corresponde
al spline completo.

» Si P’(x9) = P"(x,) = 0, este tipo de de condiciones de frontera corresponden
al spline natural

» Si P'(z9) = P'(z,) y P"(x0) = P"(x,), esto para curvas cerradas, estaremos
hablando de un spline periédico (con periodo x, — x).

Esto nos da las ecuaciones siguientes para completar nuestro sistema de ecua-
ciones:

Af//:b

Enseguida mostraremos el desarrollo del sistema de ecuaciones para cada uno
de ellos.
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Spline en tensién 33

Spline completo

Aplicando la primera condicién de frontera,el spline completo,se tiene:
f'(zo) = yg

f/(xn) = y;

sustituyendo f(xo)

, _Jg | ocosh(o(z1 — o)) 1] S| ocosh(o(zi—x0)) 1] (P—F)
filzo) = 2 { senh(ohy) + hq +02 senh(ohy) hq + hy
_0// o _1// Uhl - S€’I’Lh(0h1) (Pl — Po) — hlyO

chycosh(ohy) — senh(chy)

0?2 o2

h(ch
chycosh(ohy) — senh(ahl)] + senh(oh) {

Ahora se sustituye f’(z,)=y, y se obtiene:

fo i [ oh, — senh(chy,)

h’nyn - (Pn - Pn—l)
ohycosh(ah,) — senh(ahn)} +senh(ohn) [ ]

ohycosh(ch,) — senh(ch,,)

o2 o2

y los coeficientes a; ; de la matriz A las podemos obtener de la siguiente forma:

1 1
a;; = ocoth(oh;) — 7 + ocoth(ohiyy) — 7
i i+1
LT h senh(ohy)
won L o
Ean hit1  senh(ohiiq)
S
o=t
b — Pin—F P —P
' i1 h;
y
1 1 senh(chy) — ohy 1 o
= ocoth(ochy)—— th(chy)—— - -
a1 = ocoth{oh)=rocothlohs) =g R Gh) — ohrcosh(ahy) [hl senh(ahl)}

by

P -P _P1 - P, ohy — aghycosh(ohy) senh(chy) — ohy
 hy hq senh(ohy) — ohycosh(cohy) senh(ohy) — ohycosh(cohy)
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34 Spline en tensién

1 h(chy,) — chy,
Ap—1n—1 = UCOth(Uhn_l) — —+ gcoth(ghn) -+ sen (U ) g :|

Pp—1 hy, Lenh(ahn) — ohycosh(chy,)

_P,— P, ohy, — ohycosh(ohy,) } PP senh(chy,) — chy, }

bp— n
! Iy, senh(oh,,) — chy,cosh(ohy,) B Ty Lenh(ahn) — ohycosh(chy,)

Spline natural

Utilizando condiciones de frontera fJ=0y f/=0 corresponde al spline natural:

1 1
a;; = ocoth(oh;) — — + ocoth(ohiy1) —
( hi+1
1 o
Aii—1 = 7" — 37 57~
T b senh(ohy)
1 o
Aii+1 = -
T b senh(ohis)
fi(z)
fiw) =0
Pg—-F PB—-P,
b; —
Pi1 h;

Spline periédico o spline ciclico

Utilizando condiciones de frontera f) = f! v fi = f obtenemos lo que se conoce
como spline ciclico.
Modificando la ecuacién donde se estan sustituyendo las ecuaciones de frontera.

L A N O /1 A N
o? | senh(ohy) Iy 0% | senh(oh,) n

h
" 1 1
1 {—acoth(ahl) + — — ocoth(ohy,) + h—} =

fa
o hq
Pn_Pn—l N Pl_PO
hn, hy
1 1
a;; = ocoth(oh;) — — + ocoth(chiy1) —
, hi hi+1

1 o
Qji—1 = o

i senh(oh;)

34



35
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1 o
i1 = hi+1 senh(ahiﬂ)
/!
=%
, _ [PaP  Pi— P
' hiv1 hi
1 o
A1y = — —
YT by senh(ohy)
1 o

1 = hi  senh(ohy)

1 1
Anp = ocoth(ohy) — ™ + ocoth(oh,) — .
1 n

_Pl_PO Pn_Pnfl

bn
hfl hn

En las siguientes imégenes se muestran resultados favorables, utilizando un o ade-

cuado para el spline en tension.
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36 Spline en tensién

Figura 2.4: Efectividad contra costos. Estd grafica esta hecha de segmentos de fun-
ciones cubicas pegadas una a otra [4].

Figura 2.5: spline en tensién evita oscilaciones [4].
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Figura 2.6: Parte de una ala de un avién en la que se observa perturbaciones.

Figura 2.7: Ala de un avion anterior observada con mas detenimiento.
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38 Spline en tensién

Figura 2.8: Ala del avién con o = 5.

Figura 2.9: Ala del avién con o = 8.
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Spline parametrico en tension

Como informacién tenemos un conjunto de puntos en el plano z;,y; y queremos
una curva tal que :

‘ﬁti = (24, ¥:)
P, = (Py(t), Py(t))

donde P;(t) y Py(t) serdn spline en tension.
La eleccién del parametro ¢ serd la mas usual:

t():O

ti =11+ \/(ﬂfz —xi1)?+ (i —vic1)%i=1,...,n

Pi(t) se determina escogiendo ¢ y obtendremos un sistema de ecuaciones conve-
niente, después de elegir las condiciones a la frontera que van a depender si la curva
es cerrada o abierta.

A continuacién mostraremos ejemplos a los cuales se les aplica spline pardmetrico
en tension.

11 12

Figura 2.10: Contorno m19 original.
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Figura 2.11: Contorno m19, con ¢ = 0.0

Figura 2.12: Contorno m19, con o = 0.5
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Figura 2.13: Contorno m19, con o = 3.0

Figura 2.14: Contorno m19, con o = 7.0
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Figura 2.15: Contorno m19, con o = 25.0
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2.3. Descripcién del Algoritmo 716

Renka en su trabajo [3] propone construir el spline en tensién a partir de una
formulacién diferente que se base en la representacién del spline ctibico de Hermite
modificado, esto es obtener los valores de la derivada en los puntos de intepolacién y
con ello se evalua la forma del interpolante de hermite.

Las rutinas desarrolladas por Renka se conocen en la literatura como el algoritmo
716 de la coleccion ACM . Las rutinas vienen descritas basicamente en dos formas: el
constructor del spline y con el que evaluamos los puntos del spline.

En este trabajo nos fue mas conveniente usar la versiéon de Renka ya que es posi-
ble usar esta biblioteca de programas para el spline en tensién que publico en los
Algoritmos de ACM, en el nimero 716, que tiene mayor generalidad ya que permite
construir el factor de tension de un intervalo a otro; sin embargo a nosotros no nos
fue necesario hacer uso de esta facilidad.

definicion del spline.

La biblioteca tiene rutinas que nos permiten trabajar con curvas paramétricas
planas y en el espacio. El objetivo que tiene es preservar la forma original de los
datos a interpolar, para esto calcula autoaméticamente la primera derivada (también
es posible la segunda derivada) del spline; el usuario puede elegir el factor de tensién
para satisfacer las necesidades de preservar la forma de los datos o proveer el parametro
a usar.

La idea general es la siguiente: consideremos una coleccién de datos en el espacio
(i, Yi, 2;), obtener una curva c(t) = (H1(t), H2(t), H3(t)) que interpole a los datos
con respecto al pardametro t. Las componentes H1(t), H2(t), y H3(t) son un spline
de tensién que interpolan a los componentes de los puntos discretos z;, y;, v 2;. Los
valores de sus derivadas se calcularan y se van a denotar de la forma z,, y,, vy 2,. En
cada problema de interpolacién usaremos como parametro t a la longitud de arco.

El spline en tension se comporta de manera similar a un spline cibico con la
diferencia de que se incluye un parametro de tension o;. Si el pardmetro de tension
es cero obtendremos un spline cibico y si el parametro de tensién es grande (cercano
a 100), se acercard a un spline lineal. La biblioteca permite al usuario establecer el
parametro de tensién para cada intervalo de definicién.

Las rutinas principales se pueden describir en dos bloques, aquellas que construyen
el spline y aquellas con las cuales evaluamos el spline:

TSPSI Subrutina que construye una funcion de interpolacién que preserva la forma.
Su uso es exclusivo para funciones con abscisa mondtona creciente.
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TSPSS Subrutina que construye una funcién de suavizamiento que que preserva la
forma. Su uso es exclusivo para funciones con abscisa monoétona creciente.

TSPSP Subrutina que construye una curva que plana o espacial paramétrica con re-
stricciones de cota en la frontera de manera que preserve la forma. Las cotas
son sobre la distancia ortogonal del segmento original de los datos con respecto
a aquella deseada sobre la curva. El parametro debe ser mondétono creciente.

TSPBI Subrutina que construye una funcién de interpolacién con restricciones de cotas
en la frontera que preserve la forma. El usuario debe proveer de cotas superior
e inferior en el valor de la funcién, asi, como en la derivada y el signo de la
segunda derivada. Nuevamente su uso es exclusivo para funciones con abscisa
monotona creciente.

Las rutinas con cotas en la frontera no son de nuestro interés en este trabajo.

Una vez determinado el problema a resolver, sea una reconstruir una funcion,
0 como en nuestro caso, obtener una curva plana, debemos usar las herramientas
adecuadas para evaluar el spline a usar. Para ello esta el siguiente bloque de rutinas

TSVAL1 Esta rutina evalua el interpolante de Hermite construido para una funcion;
también permite evaluar su primera y segunda derivada si el usuario asi lo
requiere.

TSVAL2 Esta rutina regresa la pareja de valores de los interpolantes de Hermite
obtenido por spline de tensiéon para una curva paramétrica plana. De igual man-
era es posible obtener la primera derivada para cada uno de los componentes.

TSVAL3 Funciona igual que TSVAL2 solo que para curvas en el espacio.

Es importante mencionar que algunas rutinas de la distribucién de Renka pueden
ser adecuadas o adaptadas para resolver una colecciéon de problemas diversos, todo
es cuestion de plantear adecuadamente el problema a resolver y proponer una forma
de atacarlo. El paquete cuenta con otras subrutinas elementales que resuelven la
construcciéon del spline de tensién y cuenta con otras rutinas que permite que dada
una coleccion de datos de una curva o funcién, calcular la longitud de arco para
poderlo usar como el parametro de interpolacién, estas son ARCL2D y ARCL3D.

El problema que deseamos resolver es construir un interpolante que preserve la
forma de un contorno discreto por medio de un spline de tensién. La curva a obtener
es cerrada y el parametro de definicion del spline sera la longitd de arco. Para fines
practicos usaremos un solo parametro de tensién o para cada segmento entre puntos
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de ruptura del spline. Usaremos las rutinas ARCL2D , TSPSP y TSVAL2.
La forma de usarlos es sencilla, calcularemos el spline en su forma Hermite usando
TSPSP (calcularemos las derivadas en los puntos de ruptura) y luego evaluaremos
el spline usando TSVALZ2.

A continuacién describiremos los parametros de entrada y salida de cada subrutina.

SUBROUTINE TSPSP (N,ND,X,Y,Z,NCD,IENDC,PER,UNIFRM,
LWK, WK, T,XP,YP,ZP,SIGMA,IER)

Los pardametros de entrada son

N Es el nimero de nodos y datos. Por una parte debe ser mayor o igual a dos, y si se
trata de una curva cerrada por lo menos mayor o igual a 3, o habré problemas.

ND Dimension del problema. Si la curva es plana ND=2 y si la curva vive en el espacio
debemos usar ND=3.

X,Y,Z Son arreglos de longitud N que contienen las coordenadas cartesianas de los
datos a interpolar. Si la curva estd en R? de todas maneras debe declararse el
arreglo para Z.

NCD Es el nimero de derivadas continuas para los los nodos de ruptura. Para el
problema de interpolaciéon por spline en tensién usaremos NCD=2.

IENDC Indicador de las condiciones finales (condiciones de los extremos) para el ca-
so NCD = 2 y PER= FALSE, se recomienda IENDC=0 que corresponde al spline
periddico suave. Se usa IENDC = 1 si las primeras derivadas de H1 por la zquier-
da y por la derecha de los puntos de la frontera son condiciones de los puntos
de los extremos en XP(1) y XP(N), respectivamente, las primeras derivadas de
H2 son especificadas en YP(1) y YP(N) y si ND=3, las primeras derivadas para
H3 son especificadas en ZP(1) y ZP(N). Si IENDC = 2 si las segundas derivadas
de H1, H2 y H3 en los puntos de la frontera son usados en XP(1), XP(N),
YP(1), YP(N), ZP(1) y ZP(N). Si IENDC = 3 si las condiciones de los puntos
de la frontera son calculados por la subrrutina ENDSLP y varia con SIGMA(1) y
SIGMA(N-1).

PER Es una variable l6gica, es TRUE si y solo si la es curva cerrada; esto es, que
H1(t) ,H2(t), y H3(t) son funciones peridédicas con periodo T(N)-T(1), donde
T(1) y T(N) son los valores de los parametros asociados con el primer y ultimo
punto. Es importante hacer notar que para curvas cerradas se asume que X(N)
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= X(1),Y(N) = Y(1) ysiND = 3, Z(N) = Z(1) y naturalmente se tendré que
XP(N) = XP(1), YP(N) = YP(1),y ZP(N) =ZP(1) si ND = 3.

UNIFRM Es una variable 16gica que es TRUE si y solo si la tensién es uniforme para cada
segmento. El factor de tensién debe ser asignado en SIGMA (1), con un rango de
0 a 85. Si SIGMA(1)=0, H(t) es un interpolador ciibico a trozos (un spline ctibico
si NCD=2), y como SIGMA aumenta, H(t) se aproxima a un interpolador lineal
a trozos, donde H es H1, H2 o H3. Si UNIFRM = FALSE, el factor de tension es
elegido automaticamente por SIGS para pereservar la monotonia y convexidad
de los datos.

LWK Logitud del espacio de trabajo. No es necesario el espacio de trababajo si NCD=1;
al menos N-1 localizaciones se requieren si NCD=2 por otro N-1 localizaciones se
requieren si PER=TRUE y una condicién adicional ND* (N-1) localizacién requiere
de convergencia si SIGS es llamado (UNIFRM=FALSE). Si NCD=1 entonces LWK=0.
Para el caso de curvas planas NCD=2 los valores que se pueden usar dependen del
tipo de curva, por ejemplo, usaremos LWK GE N-1 si PER=FALSE y UNIFRM=TRUE;
debemos de usar LWK GE 2N-2, si se tiene que PER=TRUE, UNIFRM=TRUE; otro caso
es LWK GE (ND+1)*(N-1); siempre que PER= FALSE y UNIFRM=FALSE; y LWK GE
(ND+2) *(N-1) si ocurre que PER=TRUE y UNIFRM=FALSE.

Los parametros anteriores, excepto X(N), Y(N) y Z(N) no se ven modificados
por esta rutina.

WK Longitud del arreglo de trabajo, cuya dimensién es mayor o igual a LWK.

T Longitud de arco de la curva. Debe ser calculado previamente usando ARCL2D o
ARCL3D dependiendo de la dimensién del problema. La dimensién del arreglo es
mayor o igual a N.

XP, YP, ZP En la salida, contienen la derivada del spline en los puntos de ruptura
siguiendo la representacion del spline de Hermite. Dependiendo de las condi-
ciones a la frontera IENDC el usuario debera asignar el valor a utilizar en los
extremos del arreglo. La dimensiéon de esos arreglos es de N.

SIGMA Es un arreglo de dimensién N-1, el contiene los valores de los factores de
tension. SIGMA(I) es asociado con el intervalo T(I), T(I+1) paraI=1,...,N—
1. SIGMA no se altera si —5 < IER < 0, y SIGMA es constante (no optimo) si IER=
-6 o IENDC es valido. Si el usuario decide usar el mismo parametro de tension
para cada segmento del spline, revise el pardmetro PER.
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Para el caso de la rutina

SUBROUTINE TSVAL2 (N,T,X,Y,XP,YP,SIGMA,IFLAG,NE,
TE, VX,VY,IER)

los parametros de entrada son
N Ntumero de puntos del spline. N menor igual a 2.

T Arreglo de dimensién N que contiene los datos de la longitud de arco de la curva los
cuales estan acomodados en forma creciente (valores paramétricos). Se relaciona
con la subrrutina ARCL2D.

X Arreglo de longitud N que contiene datos para la abscisa de los datos originales.
Y Arreglo de longitud N que contiene datos para la ordenada de los datos originales.

XP Arreglo de longitud N que contiene las primeras derivadas. XP(I) = H1P(T(I))
para I=1,..., N , donde H1P denota las derivadas de Hipara I=1,..., N — 1.

YP Arreglo de longitud N que contiene las primeras derivadas. YP(I) = H2P(T(I))
para I=1,..., N , donde H2P denota las derivadas de H2.

Se hace notar que C(T(I)) = (X(I),Y(I)) y CP(T(I)) = (XP(I),C YP(I))
con I=1,..., N son puntos y derivadas en forma vectorial.

SIGMA Es una arreglo de longitud N-1 que contiene los valores de los factores de
tensiéon cuyo valor absoluto determina el balance entre el spline cibico y el
spline lineal en cada intervalo. SIGMA(I) es asociado con el intervalo (I,I+1)
para I=1,..., N — 1.

IFLAG Es un indicador para salir; si IFLAG= 0 los valores de H1 y H2 seran calculados;
IFLAG= 1 si los vectores de las primeras derivadas son calculados. Los vectores
tangentes pueden ser obtenidos normalizando estos vectores unitarios; IFLAG= 2
si las segundas derivadas es decir la aceleracion son calculadas. Dado un vector
tangente U y la segunda derivada del vector V, el vector curvatura puede ser
calculado como el producto cruz de U x V X U. Si solamente desamos obtener
los valores de interpolacion, debemos usar IFLAG=0.

NE Numero de puntos evaluados. NE debe ser mayor a cero.

47



48 Spline en tensién

TE Arreglo de longitud NE que datos sobre el parametro de interpolacién (longitud
de arco) para la evaluacién de los puntos. Los valores estan ordenados en forma
creciente para maximizar la eficiencia. La extrapolacion es realizada si los puntos
no estan en el intervalo [T(1),T(N)].

VX,VY Vectores de longitud de al menos NE. En la salida esos arreglos que contienen
los valores de las primeras derivadas o segundas derivadas de H1 y H2 al evaluar
los puntos (IER <0). Si IER = -1, VX y VY no son modificados. Si IER = -2,
VX y VY puede ser definido.

IER Indica error. IER = 0 si no han encontrado errores y no se produjo extrapolacion;
IER >0 , si no se han encontrado errores, pero se requiere extrapolaciéon en los
puntos de IER. Si IER = -1 , N es menor a dos, IFLAG es menor a cero, IFLAG
es mayor a dos, o NE es menor a uno; IER = -2, si las abscisas no estn en orden
creciente. (Este error no se detecta necesariamente).

Para el caso que nos compete, la forma de interacturar con esas rutinas es la
siguiente:

call ARCL2D (m,xb,yb, t,ier)
print*, ’longitud de arco’, t(m)

ncd = 2
iendc = 0
per = .TRUE.
unifrm = .false.
o
lwk = (nd+2)*(m-1)
c
call TSPSP (m,2,xb,yb,zb,ncd, iendc,per,unifrm,
> lwk,wk,t,xp,yp,zp,signma,ier)
o

print*, ’dame el numero de puntos °’
read (*,*) ne
hstep = t(m) / dfloat(ne -1)
do i=1,ne
te(i) = hstep*dfloat(i-1)
enddo
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c
¢ * Asignamos un valor fijo del parametro de tension
c

fsigma = 0.0d0

print*, ’dame el parametro de tension ’

read(*,*) fsigma

sigma(l) = fsigma
iflag = 0
call TSVAL2 (m,t,xb,yb,xp,yp,sigma,iflag,ne,
> te,vx,vy,ier)

c
C * escribrimos los datos
c

do 200 I =1, ne
write(4,950) vx(i), vy(i)
200 continue

Para la implementacién dentro del sistema Editboundary, usamos una rutina de
“enlace” entre Matlab y fortran. Esa rutina se conoce como API y nos permite recibir
los datos desde Matlab y pasarlos a la rutina principal. Los valores de salida, que son
los datos interpolados, son ahora llevados a Matlab. No describiremos esa rutina por
no ser del interés de la tesis.
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2.4. Rutinas de TSPACKGUI para Matlab

Recientemente Renka [3] desarrollé una version del paquete TSPACK para Matlab
2007 o posterior, es lo que en la literatura se conoce como TSPACKGUI. El cual
permite hacer uso de diversas herramientas graficas para obtener un spline de tensién
sobre una coleccién de datos.

Es un cédigo desarrollado especificamente para ser usado en Matlab utilizando
los GUI (Graphical User Interface) de este entorno de programacion. El usuario debe
introducir los datos (en 2D o 3D) en linea y llamar al sistema en la forma que se
muestra en la figura 2.16.

File Edit Debug Parallel Deskrop ‘Window Help

S 6w o @ f 5| @ Cumet birectory: | C:iocuments and SetingstAdministradoriblis documentosiMATLAR )

Shortcuts (2] How to Add 2] What's New

CR=1r Y >» %=[0.9,1.3,1.9,2.1,2.6,3.0,3.9,4.4,4.7,5.0,6.0,7.0,8.0,9.2,1
Siee | Date Modified B0 >» y=[1.3,1.5,1.85,2.1,2.6,2.7,2.4,2.15,2.05,2.1,2.25,2.3,2.25,
1KB 21412410 23:42 - _ ;
B Tne B1e »» =z=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,00;

B 23/08/11 624 >> tspackgui (x,¥,2)
B 24/11/10 15:25 g |>>

1

1K

1Kt

1K

1 KB 281110713

1 KB 2410511 6:56

1 KB 2410511 757

1 KB 180811 5:41

1 KB 1171110 6:47 Ejemplo para la interpc
1 KB 1A1107:32 Ejemplo para a interp
1 KB 2804711 8:54 Ejemplo de Interpoacit
1 KB 200211 22:42 programa que clacula
4 R [ ! »
Command History w02 X
y=01.3,1.5,1.85,2.1,2.6,2.7,2.4,
z=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,¢C
tepackgui (¥,v,2)

cle
%=[0.9,1.3,1.9,2.1,2.6,3.0,3.9, ¢
¥=[1.3,1.5,1.85,2.1,2.6,2.7,2.4,
cle
®=[0.9,1.3,1.9,2.1,2.6,3.0,3.9, ¢
y=[1.3,1.5,1.85,2.1,2.6,2.7,2.4,
z=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,¢C
tspackgui (x,v,2) ~
‘ i » < i »
4\ Start

Figura 2.16: Interfase de MATLAB 2008a

El paquete TSPACKGUI cuenta con los algoritmos originalmente implementados
en fortran traducidos a Matlab pero totalmente incorporados a la interface grafica,

esto no es posible usarlo independientemente de la interface, como se muestra en la
figura 2.17.
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Figura 2.17: spline en tensién aplicado a los datos de datos de una funcion

En este programa, podemos trabajar con curvas paramétricas planas o curvas en
el espacio, a las cuales se les puede aplicar interpolacion o suavizamiento y de manera
adecuada elegir los parametros de tension del spline. Como se observa en la 2.17, el
usuario cuenta con opciones de menu como lo son “File”, “Display-options”,“ Curve-
type”, “Operations” y “Help”.

Si queremos trabajar con una funcién lo primero que hacemos es dar datos pre-
liminares de esta, debemos de indicar cuales son los puntos x y y de la funcion.
Para esto definiremos los datos en arreglos dentro del entorno de programacion de
MATLAB 2008a, ver figura 2.16. Una vez declarados los datos llamamor la funcién
tspackgui.m daremos suavizamiento, aplicando spline en tensién. Podemos aplicar
un factor en tensién de manera uniforme o periédica con la opcién de “use value for
all curve segments”, la cual se despliega cuando elegimos la opcién “tension factor” en
“Options” y damos click sobre los datos de nuestra funcién o contorno, vea la figura
2.17.

Por otra parte, se tiene la libertad de elegir que tan “tensa” queremos la curvatura
de los datos a nuestra funcién o contorno. Notemos que si el factor de tension es cero
se estard tratando del caso de un spline cibico y si el factor de tensién es grande,
entonces sera practiamente un spline lineal. En los siguientes ejemplos describiremos
algunos resultados que se pueden obtener con este programa.
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El primer ejemplo fue tomado de [10] que corresponde a los datos de una seccién
de la silueta de un pato. La figura 2.18 muestra el spline de tensién con ¢ = 0, con
condiciones naturales a los extremos y que corresonde al caso de spline ctibico usual.

Fie. Dilay_ptions Curve_type. Operatins Help >
Dade | DLi- 2|08 =D
@ ot new oo bustons: data brusting & nked plts 5 () Play video x
w Lulve ciedieu by 1orAvn
3 =

2.5F

Figura 2.18: Datos anteriores con 0 =0

Luego, en la figura 2.19, hemos utilizado un valor de ¢ = 5.0 y en la figura 2.20
de 0 = 8.0. Observe que para este valor del pardametro de tension se aprecia que el
spline entre dos puntos de interpolacion es casi lineal, lo que se aprecia ain méas en
la figura 2.21 donde hemos usado un valor de ¢ = 12.0

0E =O
@ tiote new tookbar buttor shing & nked plots g (5 Plav video x|
U Culve Cledieu Ry 19FAUN

3 =
2.5F
2 -
>1.51
1 .
0.5r

0 . \ . \ . \ )

0 2 4 6 8 10 12 14
X
Current Operation: Alter Tension Factors

Figura 2.19: Datos anteriores con ¢ = 5
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|m Display_options_Curve_type Operations Help "l
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Figura 2.20: Datos anteriores con 0 = 8

|m Display_options_Curve_type Operations Help ,l
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Figura 2.21: Datos anteriores con o0 = 12

El segundo ejemplos que mostraremos, fue tomado de [10] el cual es muy intere-
sante, ya que presenta diferentes cambios de curvatura al usar ¢ = 0, esto se aprecia
en la figura 2.22
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ErrT
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Figura 2.22: Datos de una funcién, presenta perturbaciones

Sin empleamos un valor ¢ = 8 para el parametro de tensién, la forma del spline
de tension resultante se observa en la figura 2.23

Cinesipe cpraons e
DRSS PRI

Figura 2.23: Datos anteriores con o = 8
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Ahora, si nos enfocamos a un segmento de los datos y usamos un parametro de
o = 15.0, observamos que el spline de tension en esta zona es practicamente segmentos
de linea, ver la figura 2.24.

S TSPACK Carve CER

G2 curve created by TSPACK

1.71 ///\
A
N

Current Operation: Alter Tension Factors

Figura 2.24: Datos anteriores con g = 15

El paquete TSPACKGUI tambien permite trabajar con contorno cerrados pudi-
endo elegir entre varias opciones tanto de interpolacién como de suavizamiento.

Figura 2.25: Contorno del cisne con ¢ = 10

El paquete cuenta con informacién adicional que puede ser desplegado para cues-
tiones de calibracion del ajuste obtenido como lo es el comportamiento de la derivada
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del spline de tension, esto se logra con la opcién de “First Derivative or Curvature”,
la cual se despliega del menu de “Display-options”

) TSPACK First Derivative or Curvature = [B]*]
)ﬂjﬂé R? +\-._'\'§"7®Q£"j) DE =] o
First Derivative of Tension Spline

1

0.5

Figura 2.26: Derivadas de la funcién seno

Para finalizar esta seccion, es importante senalar, que el paquete TSPACKGUI no
fue implementado dentro del sistema Editboundary, lo que hicimos fue adaptar las
rutinas en fortran TOMS93 o Algoritmo 716 [3] de 1996 de Renka y programamos
una interface API de Matlab. Todo esto fue incorporado como un médulo del sistema
Editboundary donde el usuario puede elegir de manera global el parametro de tension.
En el siguiente capitulo discutiremos la forma en que incorpora el spline paramétrico
y el uso del moédulo desarrollado.
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Capitulo 3

Interpolacién paramétrica usando
splines

El problema de nuestro interés, es representar adecuadamente un contorno poli-
gonal para construir mallas 2D, donde el contorno representa a la regién de estudio
sobre la cual queremos representar algin fenémeno fisico, por ejemplo, flujo de fluidos.

Nosotros vamos a entender como contorno a una curva plana cerrada que serd la
frontera de una region, es decir, una regién acotada €2, simplemente conexa (una curva
sin agujeros y que no se auto-intersecte), y C = 0€). Usualmente se tienen descripciones
de la forma: explicita, paramétrica y como un conjunto de puntos.

= C={(z,y)| f(z,y) = 0}
» C={x]|t € [a,b], x(a) =x(b)}
= C = Poligono (P, Py, ..., Py, Py = Py)

En muchas aplicaciones la ltima representacion es la mas usual ya que solo se
conocen algunos puntos. Las siguientes figuras muestran ejemplos de contornos.

Figura 3.1: Contorno: Lago de Chapala.

o7



58 Interpolaciéon paramétrica usando splines

Figura 3.2: Contorno. Repuiblica Mexicana

Como hemos dicho, usualmente contamos con un conjunto de puntos P; = (x;, y;)
que van a definir a un contorno, nuestro interés es una representacién en forma con-
tinua y paramétrica del mismo. Por ello es necesario elegir un parametro ¢ € [a, b
adecuado. El contorno se verd como un conjunto de puntos (z;,y;) donde al utilizar
una representacion para t, buscaremos funciones fi(t) y f2(t) que interpolen las coor-
denadas = y v.

r = fi(t)
y = fa(t)

donde fi(t) v fo(t) para nosotros serdn splines. Esto en general, pero para curvas
cerradas tendremos ademas que:

fi(a) = f1(b)

(falt).fa(t])

Figura 3.3: Representacion paramétrica
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Encontraremos una funcién S(t) = (f1(¢), f2(t)) de manera que f;(t) sea un spline
que interpole:

t to | t1 () t3 tn

T | Xg | Ty | Ta | Ty Tn,
y fa(t) interpole:

l tO tl t2 t3 tn

Y1 Yo [V | Y2 [ Ya| - | Yn

Tenemos dos problemas a resolver, uno de ellos es saber qué tipo de spline usamos y el
segundo quién es el parametro t. Lo inmediato sera considerar dos spline lineales uno
para cada f;, por parametro se usara la posicién ¢ del punto. Como ejemplo tenemos:

TN
{ /
L

Wy

f(xo,yo):(mw)

[
|
/

|
|

|

/

|

R ~ I(x n-lyn-1)
\\

Figura 3.4: Un contorno formado por segmentos

Para algunas aplicaciones no sera suficiente, ya que solamente tenemos continuidad
pero no continuidad diferenciable.

Nuestro interés es que los segmentos se peguen adecuadamente. Si solamente quer-
emos continuidad podemos obtener picos en la representacién fig.(a). En cambio si
pedimos diferenciabilidad continua, esto geométricamente significa que los segmen-
tos se peguen con la misma tangente fig.(b). Ahora bien si pedimos continuidad de
segundo orden, la curva serd suave en los puntos de ruptura o empate fig.(c) [5].
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- N o . Code Oy BTy
-.:~ - i
tig (a) fig, (b) fig (¢)

Por otra parte, el parametro t elegido aparentemente no es relevante, més adelante
veremos que es necesario tomarlo en cuenta. Lo que buscamos es una representacion
S(t) con caracteristicas necesarias: continuidad y diferenciabilidad.

Aligual que en los polinomios debemos garantizar una transicién sucesiva entre los
spline y esto nos lleva a imponer condiciones de continuidad en los puntos de ruptura
tipicamente hay dos tipos: continuidad pardmetrica y continuidad geométrica, la idea
de la continuidad parametrica es que no se rompa nuestro contorno y por otro lado la
continuidad geométrica, la suavidad del contorno no garantiza la unién de los puntos.

Nosotros queremos parametrizar un poligono cerrado por una curva suave. Sigui-
endo la idea del capitulo anterior, se sugiere usar varios spline ctibicos de interpolacion
tanto para x = fi(t) como para y = f5(t). Tenemos opciones, el spline natural:

1 (to) = f1'(tn) = 0

2 (to) = fi(ta) =0
el spline completo

filto) = fi(tn) = 90
fé(t()) = fé(tn) = Gn

o bien el spline ciclico:

fito) = fi(tn)
1(to) = fr/(tn),

3.1. Eleccion del parametro t de interpolacion

Elegir la parametrizacion es crucial para el suavizamiento de la curva. Una eleccién
que puede ser usada es t; = ¢ desde ¢ = 0,...,n ,como en el siguiente ejemplo:
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y(t) —>
un

[~ ]

[ ] i 2 3 o S é 7 8
X(t) =y

Figura 3.5: spline cibico paramétrico usando t; = i [4]

Por otra parte, Ahlberg, Nilson y Walsh [4], definen al paramétro ¢ como longitud
de arco

t0:0
ti=ti+ V(@i —z1)?+ (i —yie)%i=1,...,n

elegir esta parametrizacion como longitud de arco es conveniente, incluso cuando en
los puntos (x;,y;) v (%it1,yi41) la distancia no es la misma entre ellos ya que la
longitud de arco es independiente de la parametrizacion. Vamos a utilizar longitud de
arco como parametro para los datos que se mostraron en anterior fig.3.5
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~

y(t) —>»

N W O, un o

G

¢ | 2 3 4 5 & 7 o
x(t) —>
Figura 3.6: spline ctibico paramétrico usando longitud de arco como parametro ¢ [4]

Visualmente la fig.3.6, la curva es mas suave; en adelante usaremos la longitud de
arco del contorno como parametro ¢ para los contornos.

Como ya habiamos dicho, tenemos dos problemas, uno de ellos es saber qué tipo
de spline usamos y el segundo quién es el pardmetro ¢, para este ultimo hemos elegido
usar a la longitud de arco ya que los resultados obtenidos en las pruebas nos convino
usar esta eleccion, ahora lo que nos resta es elegir el spline. En las observaciones de
este capitulo vimos que el spline lineal no ofrece continuidad diferenciable que en
algunos casos puede ser necesaria para el usuario, debido a esto vamos a considerar a
los spline cubicos ciclicos para nuestros fines de este trabajo.

En seguida tenemos contornos originales como el m19 en la fig.3.7 (contorno
académico del grupo UNAMALLA), al cual se le aplica spline ctbico fig.3.8 y se
observa que se pierde la forma del contorno original.
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11 12

Figura 3.7: contorno original de m19.

Figura 3.8: spline cubico aplicado al contorno m19.
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64 Interpolaciéon paramétrica usando splines

3.2. Spline en tension para contornos cerrados

Debido a estos resultados vamos a elegir otra opcién como spline, la 6ptima por
sus caracteristicas es el spline en tension, el cual para este trabajo es tema central.
Al spline en tension se le piden las siguientes condiciones para j = 1,...,n — 1:

j(tj) = (xjayj)
13]'-1-1(75]') - ﬁj(tj)
_;(+1 (t;) = ﬁj/(tj)
) = A
Pral) = Ble) = [P(5m1) — o Plty)] |

+ [P'(t;) = o*P(t)) [%}

mas una condicion de frontera que puede corresponder al spline natural, completo o
periodico.
Condiciones de frontera

Existe una gama de condiciones de frontera que podemos elegir para nuestro spline
en tensién, nosotros en esta ocasioén solo nos avocaremos a las siguientes:

= Si conocemos el valor de de los vectores tangentes P)(t) y P.(t,),corresponde
al spline completo.

= Si P/(ty) = P"(t,) = 0, este tipo de de condiciones de frontera corresponden al
spline natural

= Si Pl(ty) = P.(t,) y P!'(ty) = P'(t,), esto para curvas cerradas, estaremos
hablando de un spline periédico (con periodo t,, — tg).

Aplicamos spline en tensién a los siguientes contornos, variando el factor o de 0 a un
valor donde visualmente el contorno no pierde su forma original. Recordamos que si
o = 0 estamos trabajando con el spline ctbico.
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Figura 3.10: Contorno m19 con o = 7. Visualmente preserva la forma original del
contorno.
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Figura 3.11: Contorno m19 con ¢ = 8. Visualmente se preserva ain més la forma
original del contorno.
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e 013 o o oY

Figura 3.12: Contorno m19 con o = 15, mejor visualizacion a la forma original del

contorno

Figura 3.13: Contorno m19 con o = 20, se preserva la forma original del contorno
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oo old o 009 0

Figura 3.14: Contorno m19 con ¢ = 25. Visualmente es la forma original del contorno.

Asi también en la fig3.15 tenemos el contorno original con nombre cisne, le hemos
aplicado spline ctibico y notamos que se pierde la forma del contorno, hay demasiada
suavidad que no es observada en el contorno original.
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Figura 3.15: Contorno original de cisne.
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Figura 3.16: Spline cubico aplicado al contorno del cisne.
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El tratamiento que le damos a este contorno para no perder la forma del original
es la aplicacion del spline en tension, que enseguida se mostrara en las siguientes
imagenes y veremos notablemente como mejora su forma del cisne.
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Figura 3.17: Contorno cisne con o = 0, se observa el spline ctibico aplicado al contorno.
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Figura 3.18: Contorno cisne con o = 5, va preservando la forma original del contorno.
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Figura 3.19: Contorno cisne con ¢ = 8, mejor visualizacion a la forma original del
contorno.
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Figura 3.20: Contorno cisne con o = 15, mejor visualizaciéon a la forma original del
contorno.
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Figura 3.21: Contorno cisne con o = 20, se preserva la forma original del contorno.
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Figura 3.22: Contorno cisne con o = 25, se preserva aun mejor la forma original del
contorno.
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De la misma forma al contorno de aplicacién: contorno del lago de chapala figura
3.23, le aplicamos spline ctbico figura 3.24, notemos que suaviza las partes que se
encuentran en pico en el contorno original. Hay que mencionar que para este tipo
de contornos en donde se observa que tienen un exceso de informacion o bien tiene
un exceso de puntos debemos de reducir ese nimero de puntos para un mejor fun-
cionamiento del spline, esto lo podemos hacer al momento de aplicar spline en tension.

Figura 3.23: contorno original del lago de chapala.

Figura 3.24: spline cibico y reducciéon de puntos aplicados al contorno del lago de
chapala.
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Observemos como se preserva la forma aplicando spline en tension .
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Figura 3.25: Contorno del lago de chapala con ¢ = 5, se observa el spline cibico
aplicado al contorno.
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Figura 3.26: Contorno del lago de chapala con o = 15. Se preserva la forma original
del contorno.

Podemos decir que el spline cibico es préctico, ya que la curva es una repre-
sentacién de polinomios ciibicos tanto para x como para y. Sin embargo como pudi-
mos observar que en los contornos m19 y cisne, el contorno ha perdido su forma, hay
aparentemente curvaturas y oscilaciones que los datos no presentan.
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El siguiente ejemplo es una aplicacion en el ala de un avién:
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Figura 3.27: Corte transversal del ala de un avién.

El contorno que representa un corte transversal del ala de un aviéon parametrizado
por un spline cibico natural de interpolacion, presenta oscilaciones, las cuales para
medir el problema de friccién del aire, pueden ocasionar errores no controlables en su
simulacion. Se le dio un tratamiento aplicando spline en tensién, los resultados fueron
los siguientes.

c
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. I T 1
S TR RPN PTG S S s

Figura 3.28: Ala de un aviéon con o = 5. Preserva la forma original del contorno.

Los resultados son favorables cuando se prueba en el simulador de aire, ya no se
observan esas turbulencias de aire que se formaban con esas oscilaciones, el problema
de friccién con las corrientes de viento se reduce.
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Capitulo 4

Editboundary: Sistema para el
tratamiento de contornos

El objetivo de este trabajo fue explicar de una manera sencilla las bases tedricas
que permiten que el spline en tensién sea una buena herramienta de suavizamiento
de los contornos. Las pruebas hechas a los contornos que a lo largo del trabajo se han
mostrado, fueron realizados en el sistema editboundary del grupo UNAMALLA. En
este se le hace la implementacion del método de spline en tension como herramienta
de suavizamiento.

4.1. Diseno e interfase de Usuario

El sistema Editboundary, es un paquete computacional que nos permite resolver de
manera eficiente el problema de suavizamiento de contornos sobre regiones irregulares
planas. El sistema cuenta con una interfase grafico muy sencillo de usar. El sistema se
ha disenado para que sea semi - automatico bajo la idea de que con muy pocas opciones
de tecla sea posible obtener un tratamiento adecuado sobre la region. El sistema ha
sido disenado como un ambiente de ventanas ejecutable sobre MATLAB 2008 - 2010.
El sistema consta de siete Ments de aplicaciones. Las opciones del sistema estan
escritas en inglés: Main, Contour,View, reduction/Insert, smooth, Tools Info y
Help, el uso de cada menu y sus opciones o subments estardan disponibles siempre
que el proceso realizado lo permita. Por ejemplo, si se cuenta con un contorno en
memoria podremos operar con la opcién de suavizamiento o reduccién, y mientras no
se realice este post-procesamiento no estara disponible la informacién referente a los
resultados del método aplicado. En las secciones siguientes haremos una descripcion
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78 Interpolaciéon paramétrica usando splines

de los modulos Contour e Information y describiremos cada una de las opciones del
ment, como y cuando es posible interactuar con cada una de ellas.

4.1.1. Interfase con el usuario

La interfase con el usuario se encuentra en la barra superior de la ventana de
despliegue grafico y para algunos médulos serd desplegado algiin sub-panel segun la
opcion elegida. Los paneles consisten en un conjunto de botones, campos de entrada,
controles deslizadores y cajas de dialogo.

Main  Contour View Reduction/Insert  Smoothing  Tools Info  Help L

Figura 4.1: Ventana principal de editboundary, con un contorno inicial en pantalla.

De acuerdo con el diseno del sistema, el panel de control principal va cediendo
el control a otros paneles de acuerdo al trabajo que se desea realizar. Los paneles
posteriores son activados para su uso pulsando el area que los describe en el panel
principal.

El usuario interactia con el sistema a través de posicionarse y elegir la opciéon por
dar poiting/clicking de los botones del mouse.

A continuacién listamos una serie de operaciones que podemos realizar sobre los pane-
les.
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= Para pulsar un botén u opcion del panel, mueva el cursor sobre el boton y pulse
uno de los botones del mouse.

= Cuando el indicador del mouse se encuentra sobre un botén del panel se desple-
gard una caja de titulos tipo text indicando un mensaje relativo a la opcién
donde se encuentra el indicador.

La ventana principal puede ser modificada en tamano y mientras no se trabaje en
alguna accién se pueden realizar acercamientos con la acciéon Zoom On/0ff en el
menu View.

4.2. Estructura modular

El sistema es modular, esto es, integra una coleccion de tareas que permiten in-
teractuar entre ellas de manera que el usuario pueda experimentar con los elementos
del sistema: la construccion del contorno y suavizamiento de contorno.

Contorno

Lectura Construccion | | Tratamiento Guardar

Suavizamiento 51131’121?11111611120 Adhesion de | [Reducecién de
spline
Slﬂm‘? n PT puntos puntos
tension comco

Figura 4.2: Estructura del sistema y dependencia de los médulos.

Como se describe en el diagrama esquematico de los médulos del sistema, la opera-
cién que puede realizarse con el sistema es: suavizamiento de contorno. Uno puede
partir desde la informacién del contorno de la regién previamente obtenida, para rea-
lizar algin suavizamiento. De igual manera puede considerar la informacién de un
contorno, en archivo o en memoria y sobre ella operar el suavizamiento.
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Nosotros en esta ocasion desarrollaremos el suavizamiento de contornos usando
spline de tension.

En los siguientes apartados describiremos los moédulos principales del sistema y dire-
mos la manera de interactuar con ellos.

4.3. Modulo de contornos

El conjunto de operaciones que podemos realizar con un contorno son: obtener
la informacién del contorno a partir de un archivo de datos (con el formato con-
venido), construir un contorno poligonal en pantalla, guardar el contorno en uso y
dar tratamiento al contorno ya sea por medio de un suavizamiento en tension, por
una adhesion uniforme de nodos o por una reduccion de nodos por criterios de coli-
nealidad.

El sistema contempla que en cada una de las opciones antes senaladas se cuente con
un panel apropiado, cada uno cuenta con su propia ventana de visualizacion y sélo se
visualizara el nuevo contorno en la ventana principal hasta ser concluido el tratamien-
to.

Al solicitar la opcién Contour del menu principal aparecera en pantalla el submenu
con las opciones descritas.

Las opciones de Open y New Poligon son independientes de que exista o no algun
contorno en memoria de ahi que estas opciones estén siempre disponibles.

Describamos cada una de las opciones disponibles del médulo Contour.

4.3.1. Construir un contorno en pantalla.

Bajo esta opcién el usuario puede construir un contorno poligonal para ser usado
durante el resto de su trabajo en el sistema. Esta opcion abre una ventana de control
con un espacio de graficacion en el cual podra capturar el contorno poligonal a partir
de la colocacion de vértices pulsando el botén izquierdo del mouse y pulsando el botéon
derecho del mouse para cerrar el contorno. Describamos cada una de las opciones
integradas en éste panel.

New Con esta opcién podemos volver a iniciar la captura de un contorno. Se elimi-
nard de la memoria cualquier trabajo previo realizado en el area de trabajo.
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Remove Point Con esta opcién el usuario podra deshacerse del ultimo vértice colo-
cado en el panel actual siempre que el contorno no este ya cerrado.

Accept Una vez obtenido el contorno cerrado esta opcién finaliza la captura de los
datos y nos regresa el médulo principal. Al pulsar la opcién se llevara a memoria
los datos del contorno cerrado definido y sobre éste se trabajard a partir de ese
momento. Si el contorno no fue orientado positivamente el sistema invertira el
orden para que sea positivo.

Help Es una pequena ayuda en linea, se abre el browser de Matlab y desde ahi se
asesora en la creacién de un contorno.

Quit Esta opcion cancela todo trabajo hecho con este médulo y nos lleva de vuelta
al modulo principal, se debe tener cuidado porque al salir no se conservaran los
datos de un contorno previo en memoria ya que fueron borrados al optar por la
opcién New Polygon.

) Contour Capture Window

(%) Position
(0411 ,0286)

i [ | [ . ] Retoye point
; Lo = B - -
1 v
4 N T T RN NN N N S S B i
- 09 08 07 05 05 04 03 02 £4 0 04 02 03 04 05 06 07 08 09 | -
Help

Figura 4.3: Ventana de captura de contoro.

Guick Help
Click the mouse left button to add the point to the

cantour. Click with the right button (or shift-click)
faor the last point.

Dentro de este panel puede observarse una caja de didlogo. En ella se desple-
gard una serie de breves senalamientos sobre el estado que guardan las acciones lle-
vadas a cabo, ya sea que no se haya cerrado el contorno, que hagan falta puntos para
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ello, que exista un contorno en memoria o bien que la ejecucion haya sido satisfactoria
y se cuente con el contorno en memoria.

Por otra parte se observa una caja donde se despliega la posicion del mouse dentro
del area de trabajo, esto con la finalidad de conocer la posicién del mouse y del punto
a elegir del contorno dentro del sistema coordenado.

4.3.2. Abrir un archivo de datos Open

La informacion de un contorno puede estar contenida en un archivo de documentos
tipo ASCII en formato convenido y podemos tomar esta informacién para trabajar
con ella a lo largo del sistema.

Estos archivos tienen una extensién de archivo .con y a través de un browser
podemos tomar su informacién desde algin directorio. Al pulsar la opcién Open del
menu de contornos sera desplegada la ventana desde la cual podra el usuario localizar
el archivo del contorno deseado. Esta caja de didlogo es la que se conoce como browser
y consta de botones propios del sistema para aceptar el archivo elegido, reescanear el
directorio, y presentar informacién de la localizacién del mismo.

Cada vez que el archivo sea elegido los datos pasaran a la memoria del sistema, es
decir serd posible trabajar en la regién y esta sera graficada en la ventana principal.

4.3.3. Guardar informacién Save

Una vez que el sistema cuente con un contorno en memoria es posible almacenar
su informacién en un nuevo archivo o remplazar un archivo ya existente. Estando en
el médulo contorno podemos pulsar la opcién Save con lo cual aparecera en pantalla
un browser bajo el cual podemos indicar la ruta por busqueda de directorios donde
se hospedara el archivo de datos del contorno. En la linea de entrada deberemos
escribir el nombre del archivo que contendra dichos datos. Si en el nombre del archivo
omitimos la extension de archivo .con, el sistema lo integra automaticamente.

Tanto la opcién del browser como en la de Open, permanece en primer plano
mientras que el panel principal se encuentra inactivo hasta que la operacién haya
sido concluida. La informacién del contorno en memoria es guardada en el formato
convenido .con. En la seccion correspondiente a los formatos de archivos se detalla
dicho formato.

82



Interpolacién paramétrica usando splines 83

4.3.4. Tratamiento por reduccién de puntos

El médulo de tratamiento por adhesién de puntos es activado una vez que se
tiene cargado un contorno, y se mantiene activo a partir de ese momento. Daremos
enseguida una explicacion de los que representa cada parametro en en el interfase de
reduccion de puntos.

K Numero de puntos a tomar para aplicar los criterios de colinealidad.

RO Parametro 1 del criterio de longitud, para la manipulacion de los parametros utilice
las barras deslizables.

R1 Parametro 2 del criterio de longitud, recuerde que 1 < R0 < R1.
EO Pardmetro 1 del criterio de error maximo.
E1 Pardmetro 2 del criterio de error maximo, recuerde que 1 < R0 < R1.

Ahora explicaremos lo que permiten hacer cada boton que aparece en el interfase de
reduccién de puntos.

Apply Una vez establecido el pardmetro con este boton realiza la adhesion de puntos,
se activan los botones posteriores.

Aceptar Este boton permite escoger el contorno construido, se cerrard la ventana de
trantamiento por adhesion de puntos y con ello se cedera el control al panel
principal.

Cancel Esta opcion cancela todo trabajo hecho con este modulo y nos lleva de vuelta
al médulo principal. Al salir no se conservaran los datos del tratamiento.
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84 Interpolaciéon paramétrica usando splines

Figura 4.4: Ventana de tratamiento por reduccién de puntos.

4.3.5. Tratamiento del contorno utilizando spline en tension

Cuando se abre o se crea un contorno, uno de los tratamientos que puede recibir
este contorno es el suavizamiento ya sea aplicando el spline cénico o bien el spline en
tension el cual para este trabajo es de nuestro interés. Para aplicar spline en tension
se desplegara una pantalla que permitira al usuario elegir el factor en tensién y a la
vez el nimero de puntos que se quieren considerar en el contorno.

El coeficiente en tension tendrd un valor maximo de 85. o un minimo de 0.0, si el
usuario introduce un valor mayor a 85, el factor en tension regresara al valor de 8 que
esta predeterminado. Cuando elegimos aplicar spline en tension para el suavizamiento
del contorno, uno de los botones que aparece en el interfase es el Histogram, en el
cual al pulsarlo podemos consultar el area y perimetro del contorno.
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J Smoothing
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Figura 4.6: Histograma que nos proporciona el sistema de editboundary
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Los paneles consisten en un conjunto de botones, campos de entrada y cajas de

dialogo.
Botones.

Apply

Aceptar

Cancel

Histogram

Reset

Una vez establecido el pardmetro de tension y el niimero de puntos en
el contorno, con este botén se activan los botones posteriores.

Este botéon permite escoger el contorno construido, se cerrara la ven-
tana suavizamiento de contorno con spline de tension y con ello se
cederd el control al panel principal.

Esta opcién cancela todo trabajo hecho con este médulo y nos lleva
de vuelta al modulo principal. Al salir no se conservaran los datos del
tratamiento.

Este boton permite consultar el area y perimétro del contorno original
y modificado. De igual manera nos permite saber el nimero de dngulos
y su valor en el contorno original o modificado.

Este botén nos permite borrar los datos elegidos hasta el momento y
regresar a los datos iniciales del contorno (el contorno no tiene aplicado
spline en tensién), cuando se escoje esta opcién el pardmetro regresa
al valor de 8.0 que se tiene por default.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

En este trabajo fue abordado el problema de interpolaciéon por spline en tension
sobre contornos cerrados o abiertos. Desarrollamos un moédulo para ser usado en el
sistema Editboundary del grupo UNAMALLA empleando las rutinas de Renka (al-
goritmo 716). Describimos con detalle los fundamentos bésicos de la teorfa de spline
en tension. En resumen:

= El uso de los spline en tension evita oscilaciones que se presentan en los spline
cubicos.

= La variacion del factor de tensién nos permite pasar de un spline ctibico a un
spline lineal

= Para el sistema Editboundary del grupo UNAMALLA, el spline en tension es
una herramienta 1til y no costosa para los problemas de aplicacién y académicos
para los cuales el sistema se ha usado.

Trabajo Futuro

Quedan varios caminos de trabajo que pueden seguirse a partir de lo que hemos
desarrollado, en particular estamos interesados en lo siguiente:

= Que el usuario pueda elegir el parametro de tension de manera automatica.

» [ncorporar la técnica de suavizamiento de datos por spline en tensién.
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Conclusiones

= Incorporar al sistema Editboundary otras técnicas de suavizamiento.
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Apéndice A
Reduccién de puntos

Representemos una region en el plano, como la siguiente figura A.1.

pl=pk

Figura A.1: region

Sea I'={p1,...,pm } una regién acotada,simplemente conexa y con frontera, formada
por un conjunto de puntos con una orientacién. Estos puntos definiran a un poligono
cerrado es decir p1=p,,.

Como objetivo se quiere una representacién parecida de I'. Esta representacion
consiste en construir un poligono que cumpla con aproximar al contorno original y
respetando la forma de la curva, reduciendo el ntimero de puntos ya que en oca-
ciones I' puede tener demasiada informacién, es decir que tenga puntos alineados o
representativos de la curva Figura A.2.
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Figura A.2: Alineados.

Figura A.3: Representativos de la curva.

Cuando se tienen estas particularidades hay que darle un tratamiento a la region.
En especial se trabajara con puntos alineados.

El tratamiento consistira en eliminar puntos que esten casi alineados, este es un
proceso en el que para poder efectuarlo necesitamos de ciertos criterios.

Se explica a continuacion en que consiste cada criterio, son tres y se les llamara
criterios de colinealidad [9].
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A.1. Criterios de colinealidad

A.1.1. Criterio de Error Maximo

La idea de este criterio es encerrar en una banda una coleccién de k puntos,
donde los extremos de estos formaran el segmento p1py v el resto seran los k-2 puntos
interiores. Denotemos d,,5, como la distancia méaxima que existe del punto més alejado
pj, con respecto al segmento pipy

dm'x = i d j ) P1Pk
i = _mdx  d(p;, pip)
Se hard uso de una cota E0, que sera la longitud de la mitad de la banda,esta nos

servira de parametro para decir si el p; se encuentra dentro de la banda completa de
longitud 2F0 FiguraA 4.

E0

E0

L

Figura A.4: Criterio de error méximo

Si dpnsc €s menor que EO todos los k puntos estan en la banda y los k-2 puntos se
pueden eliminar.

Esta condicion puede ser muy estricta porque si £0 es muy grande puede ocurrir
que existan puntos muy pequenos (muy cercanos al segmento pi1py) no se detecten
FiguraA.5.

E0 El

E0 Fl

Figura A.5: Cotas E1 y EO

Para que el criterio siga satisfaciendo al caso anterior, se ve en la necesidad de
utilizar un parametro mas, al cual llamaremos E1, de modo que F0 sea menor a F1.

91



92 Reduccién de puntos

Con estos parametros se pueden presentar los siguientes casos:

Si dnsc €s menor o igual que FO, se acepatara la colinealidad de los puntos.
Si dpnsx €s mayor o igual que E'1, se rechaza la colinealidad de los puntos.
O en el dltimo de los casos

Si dnsx se encuentra entre F0 y E1 no se puede afirmar nada sobre la colineali-
dad de los puntos y se recurre a otro criterio [9]. El valor de la cota de EO, va a
depender de las caracteristicas que tenga el problema a resolver.

A.1.2. Criterio de Longitud

Los extremos de una coleccion de puntos alineados definiran un segmento pipy.
Puede pasar que los k puntos, sumadas sus longitudes que existe entre cada par de
los k puntos definidos formen un segemento que no diste del segmento p1pi. Asi que
se definira lo siguiente:

S = d(pbpk)

k-1

D= Z d(p1, pr)

=1

y se compara Sy D con el fin de verificar que tan parecido es el segmento S con
respecto a D. Como lo muestra la siguiente figura FigureA.6.

pd
2 )%}
VAVAAVAN
pl V v
p3

S
I I
pl pk

pk

D

pl p2 p3 p4 . . . pk-1 pk

Figura A.6: Criterio de longitud
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Para la comparacién del segmento S y D se hace uso del cociente de estos dos y
diremos que S se parece a D siempre que % sea cercano a uno, lo cual es una condicion
que no se puede cumplir facilmente ya que en realidad D siempre serd més grande
que S. Por tal motivo el criterio se ve obligado a considerar otras cotas mayores a uno
y asi no ser tan estricto con la condicién, es decir conciderar unas cotas mayores para
que S se parezca a D. Las cotas de las que se habla son R0 y R1, donde R0 es mayor
que uno y R1 es mayor que R0.

Si el cociente es menor a R0 entonces los puntos son colineales y bien se pueden

eliminar los k-2 puntos.
Si el cociente es mayor o igual que R1, los puntos no son colineales.

Si el cociente se encuentra entre R0 y R1, se aplica otro criterio de colinealidad.
El valor de la cota de R0y R1, van a depender de las caracteristicas que se tengan
que cumplir en el problema que se quiera resolver.

A.1.3. Criterio de Cruce

Este criterio toma en cuenta el niimero de veces que la curva atravieza el segmento
de ajuste. Si la curva atraviesa al segmento de ajuste una sola vez, entonces d,s, €S
dmax/2. Esta decisién se toma ya que puede darse el caso en que dps; €s muy grande
y hay puntos sobre la banda que son muy pequenos, en el sentido de su distancia con
respecto al segmento P1pg, entonces se les ayuda haciendo a F0 mas pequeno como la
siguiente figura lo muestra A.7.

dmax/2
E0

k -
pl WP

E0

Figura A.7: La curva atraviesa el segmento de ajuste una sola vez
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Si pasa lo contrario entonces dpysx seré dmgsx/4 A.8.

i

i

I

I\ dmax/4 dmax
X E0

i

i

I

/'\/\ N
vyv ¥

E0

1

Figura A.8: La curva atraviesa el segmento de ajuste no solo una sola vez

Estos nuevos valores de d,4« se compararan con F0 que es la cota que se habia
manejado en el criterio de Error méximo [9].

Se puede decir que el crieterio de cruce y el criterio de error maximo comparten
el pardmetro E0 pero con distinta dyx.

A.1.4. Coémo se implementa el algoritmo de eliminacion de
puntos usando los criterios de colinealidad

Con el uso de los criterios de colinealidad se sabe si para un conjunto de k& puntos
que definen un segmento p1pg, los k£ — 2 intermedios se pueden eliminar. Esto es solo
para un segmento p;py pero sobre el contorno se formaran varios de estos, a los cuales
a uno por uno se le estudiara y se determinara si se acepta o bien se rechaza por no
cumplir con las caracteristicas que pida alguno de los criterios de colinealidad.

Cuando el usuario determina el niimero de puntos que conformaran a cada uno
de los segmentos p1pg, el algoritmo procedera a estudiar el segmento i-ésimo. Si este
satisface algin criterio de colineliadad, se acepta y se sigue con el estudio del siguiente
segmento. Si es rechazado se procede a elegir un nuevo segmento, el cual se determinara
con el punto inicial p; del segmento anterior rechazado y el punto p,; que satisface a
dmax; si ese segmento nuevo a estudiar no es aceptado nuevamente, se repite el paso
anterior y asi sucesivamente las veces que se requiera, se puede llegar al caso de que
solo queden dos puntos. La finalidad de este proceso es poder aceptar el segmento y
as poder seguir el estudio del siguiente, como lo muestra el siguiente esquema A.9.
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Figura A.9: algorirmo de eliminaciéon de puntos

En el proceso anterior no podemos descartar la idea de que se tengan dos segmen-
tos consecutivos pipr que formen un dngulo muy cercano a 180 grados. Para evitar
esto dentro del algoritmo se conserva el punto inicial p; del segmento i-ésimo y si el
segmento i+1 es aceptado, antes de ser incorporado al nuevo contorno, se compara
con el segmento anterior, si ambos segmentos forman un angulo que se acerque a 180
grados, se elimina el punto p,, que une a estos dos segmentos y el nuevo segmento
que se incorpora al nuevo contorno tiene como puntos extremos p; y pr (punto final
del segmento i+1), como la siguiente figura A.10.

pm

;i/q\*pf

Figura A.10: dngulo entre dos segmentos, cercano a 180 grados

Para esta comparacion de 6 de que si este muy cercano a 180 grados o bien es muy
pequeno, se lleva a cabo un procedimiento en el cual se incorpora un nuevo parametro
llamado EPS el cual tendra un valor muy cercano a cero ya que que sera usado de
la siguiente forma, si el valor absoluto de cosf-1 es menor igual a EPS entonces se
eliminara al punto que une los segmentos ¢, i + 1 y no es conciderado el segmento
¢ 4+ 1 como parte del nuevo contorno, quedando asi el nuevo contorno p;ps, como lo
muestra la siguiente representacién A.11.

El procedimiento para determinar si los puntos de un segmento p;py son colineales
es el siguiente: el usuario introduce el nimero de puntos que definira al segemento
D1Pk, a la vez que intruduce el valor de las cotas E0, F1, R1 y RO, las dos primeras
del criterio de longitud y las restantes del criterio de error maximo. Si % del criterio
de longitud se encuentra en el intervalo de incertidumbre pasamos al criterio de Error
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pin

segmento 1 segmenhto i+1

pi 9

Figura A.11: Segmento p;ps

maximo y si d,,., se encuentra en el intervalo de incertidumbre, se aplicara el criterio
de cruce y aqui se define si el segmento pipg, se acepta o se rechaza.
El siguiente digrama de flujo representa los pasos anteriores A.12.

Caleular ¢l Error Méximo y asignar dm

Calcular eriterio de cruce

SiS/D<R0O >|| Colineal=1 P

Colineal=0 dm

dmax=dmax/2

Colineal=1

Colineal=0 dm

Figura A.12: Diagrama de flujo [9].
Se mostrara a continuacion el contorno del Lago Tuba al cual se eliminaron puntos

utilizando los criterios de colinealidad, de la misma forma se presenta las observaciones
que se obtuvieron A.13.
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} Reduction points: Colineal tests

W Until fixed

Figura A.13: Lago Tuba.

Observamos que no hay puntos eliminados y se tienen 302 puntos originales. Al
efectuar un cambio en el nimero de puntos elegidos para el segmento p;pi; con k=11
obtenemos lo siguiente A.14.
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}"Reduction points: Colineal tests

Urtil

Figura A.14: Lago Tuba con k=11

Hay 105 puntos removidos con EPS=0.06.

EPS va medir que tan cerca esta el coseno del angulo de la unidad, si EPS es muy
pequeno, la aproximacion a los picos de la curva serd mejor y si esto pasara no se elim-
inaran muchos puntos. Por pruebas que se han realizado, encontraron que EPS=0.06
ayuda a tener una buena aproximacioén ya que se conservan los segmentos pipy; que
forman un angulo no mayor a 160 grados. La cota EPS determina la colinealidad de
los puntos que definen dos segmentos pyp1; consecutivos, es decir se reemplazara dos
segmentos P1p1; por uno solo.

De la prueba anterior se observo que hay puntos que se eliminaron y en conse-
cuencia cambio de forma minima algunas partes del contorno original, sustituyendolas
por una segmento pip1;- Recordemos que los criterios de colinealidad al usarlos para
reducir puntos pretenden conservar lo méas que se pueda al contorno original.

Se propone ahora no solo modificar el nimero de puntos de puntos que conforman
al segmento p1p17, se dara un valor de E0=0.02 y a E1=0.04, es decir se incremento
la longitud de la mitad de la banda que se trato en el criterio de error maximo.A.15.
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J'Rediuction points: Colineal tests

Crigingl Mocle: W Uil fixed
Retr

pulyicd

Figura A.15: Lago Tuba con k=11,E0=0.02 y E1=0.04

Notemos que no se modifica de una manera significante el contorno pero aumento
en dos el nimero de puntos eliminados, esto lo podemos ver en algunos trozos de la
curva donde hay puntos que se elimanaron y ese tramo de la curva se ve ahora como
un segmento pipi;.

Ahora bien el valor de E0=0.007 a E0=0.02 y de E1=0.01 a E1=0.04 son valores
muy pequenos porque estos dependeran de la escala con la cual se este trabajando,
aqui por ejemplo la escala de este contorno con el cual se esta trabajando es de -
0.5 a 1.5 y de -0.4 a 1.4, realmente son valores pequenos, entonces EO y E1 son
proporcionales a la escala del contorno. Como resultado de la prueba anterior que se
venia haciendo es la siguiente: A.16.
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100 Reduccién de puntos

Figura A.16: Lago Tuba con con k=11,E0=0.02 y E1=0.04

Se han cambiado los valores a K, EO, E1 y se ven cambios minimos con respecto
al contorno original, pero también no se debe pasar desapercibido que R0=1.007
y R1=1.02 estan activados (estas cotas recordemos que corresponden al criterio de
longitud) por tanto no podemos afirmar con seguridad si al modificar a EQ y E1, solo
se esta utilizando el criterio de error maximo porque RO y R1 del criterio de longitud
estan activados.

En la siguiente prueba se modificara a R0=1.001 y R1=1.01, EO y E1 se dejan con
los valores anteriores.A.17.
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Reduction points: ealtests

o

Figura A.17: Lago Tuba con k=11,E0=0.02, E1=0.04,R0=1.001 y R1=1.01

Se han removido 83 puntos menos que cuando solo se habia modificado EO y
E1, aunque un trozo minimo del contorno se sigue cambiando por el segmento pyp1;.

Hagamos otro cambio R0=1.01 y R1=1.02 como se muestra a continuacién en la figura
A.18.
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J'Reduction points: Colineal tests

W Urtil fixed

Figura A.18: Lago Tuba con k=11,E0=0.02, E1=0.04,R0=1.01 y R1=1.02

No fue buena propuesta, se eliminaron 199 puntos y el contorno original ha tenido
un mayor numero de cambios.

Otro cambio R0=1.007 y R1=1.009 aparece nuevamente el pedazo de curva que
es cambiado por el segmento p1pi;. Se han removido 83 puntos A.19.

Con EPS=0.01 se han removido 66 puntos menor a lo que se habia reducido
anteriormente.
Con EPS=0.03 se han removido 69 puntos.
Con EPS=0.05 se han removido 74 puntos.
Con EPS=0.06 se han removido 83 puntos.
Con EPS=0.09 se han removido 110 puntos.
Con este tltimo resultado no se ve bien la aproximacién a la curva A.20.
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Reduction points: ealtests

Figura A.19: Lago Tuba con k=11,E0=0.02, E1=0.04,R0=1.007 y R1=1.009
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) Reduction points: Colineal tests

W Urtil fixed

Figura A.20: Lago Tuba con k=11,E0=0.02, E1=0.04,R0=1.007 , R1=1.009 y

EPS=0.09

Con EPS=0.08 se han removido 109 puntos, se observa mejor que la prueba ante-

rior A.21.
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J'Reduction points: Colineal tests

W Until fixed

Figura A.21: Lago Tuba con k=11E0=0.02, E1=0.04,R0=1.007 , R1=1.009 y
EPS=0.08

Con EPS=0.07 se han removido 100 puntos, aunque en apariencia el contorno
quedo como la prueba anterior A.22.
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) Reduction points: Colineal tests

W Urtil fixed

Figura A.22: Lago Tuba con k=11, E0=0.02, E1=0.04, R0=1.007, R1=1.009 y
EPS=0.07

Se queda el valor de EPS=0.08, se elimina un nimero adecuado de puntos (109
puntos) y es visiblemente es una buena aproximacion a la curva A.23.
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Figura A.23: Lago Tuba con k=11, E0=0.02, E1=0.04, R0=1.007, R1=1.009 y
EPS=0.08

Si nos fuesemos a los extremos con EPS=0.6, definitavamente no seria buena
eleccién A.24.

107



108 Reduccién de puntos

Ca L= LRSI [ S

Lirtil
=

Figura A.24: Lago Tuba con k=11, E0=0.02, E1=0.04, R0=1.007, R1=1.009 y
EPS=0.6

De la opcidén elegida se puede comparar el perimetro y area del contorno original
contra el resultante A.25.
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<) 'Compare Contours i 4
Previous Contaur
o #al 302
g erimeter 5.16148
o Area 1.4746e
5
H#*
15304560 90 120 150 180 210 240 270
Angles
Contour modified
o s s B S S B
" : . # ot 103
E 1777 Perimeter 5.1070
2 Ares 14752
b=
H#*
159304560 90 120 150 180 210 240 270 30313230
Angles

Figura A.25: Lago Tuba con k=11,E0=0.02, E1=0.04,R0=1.007 , R1=1.009 y
EPS=0.08

La diferencia de area es casi nada y eso es buena senal porque entonces el contorno
solo se modifico muy poco, en cambio hay una disminucién de perimetro (es poca la
cantidad) pero era de esperarse ya que se eliminaron puntos.
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