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PROLOGO 

r. 	Este trabajo. "Conceptos Básicos de Geometría Moderna", se elaiioró como Tesis de Licenciatura de 
Matemático. Se compone de cuatro capítulos, tres apéndices y dos apartados. Se pensó en un trabajo de 
geometria que se pudiera utilizar como texto en un curso semestral de geometria moderna elemental y que 
sirviera de antecedente para un curso de geometría analítica. El capitulo cero se extrajo de Basic Goemetry 
cuyos autores son George David Elirkhoff y Ralph Beatley, y los capítulos uno. dos y tres es material de 
Euclidean Geometry and Transformations cuyo autor es Clayton \V. Dodge. 

a. 	Basic Germen} es un libro de texto de geometría euclidiana para un curso anual de geometria plana a 
nivel bachillerato. Difiere en varios aspectos esenciales respecto de otros textos actuales que cubren los 
mismos temas. La naturaleza de estas diferencias es más bien aparente para cualquier profesor con 
experiencia en geometria. 

El desarrollo tradicional de geometria demostrativa incluye cuidadoso estudio de cienos teoremas los 
cuales el principiante está ansioso de aceptar sin demostración y que él muy bien podría tomar por dado como 
suposición o postulado. Tales desarrollos intranquilizan al educando en un momento temprano quien tiende a 
oponer cierta resistencia al aprendizaje de la geometría. El empleo de superposición en la demostración de 
algunos de estos teoremas es todavía más desmoralizante. Este método de demostración sale de la armonía 
con el propósito de la instrucción en geometría que a pesar de su validez, su uso se debe restringir 
coinunmente a aquellos pocos casos para los que no hay mejor método. En un curso elemental se deben 
ignorar detalles matemáticos sutiles que no son apropiados para las mentes de estudiantes en este trance. Sin 
embargo, siempre que la presentación incluya una incompletés sustancial es conveniente indicarlo tan pronto 
como sea posible. 

En el libro a que nos estamos referiendo, los autores utilizan únicamente cinco postulados 
fundamentales para la geometria plana, que no son todos los de Euclides y que tienen su base en regla con 
escala y transportador. Consideran que estos cambios son con la intención de simplificar y condensar. Y 
como resultado obtienen una geometria bidimensional construida con solamente cinco postulados 
fundamentales. siete teoremas básicos y otros diecinueve teoremas, junto con siete de lugares geométricos. 
indican que el incremento de conocimiento y la creciente demanda que hace la civilización. es  más importante 
que nuestras instrucciones sean tau compactas y provechosas como sean posibles para el estudiante ya que esto 
lleva en seguida al corazón de la geometria. 

Observan que en un curso en geometria demostrativa nuestro primer interés debe ser buscar que el 
estudiante articule alrededor de la clase de cosas que el mismo discurre. Hacerlo critico de sus propios 
razonamientos y de otros más. Hacer que él vea la necesidad para suposiciones, definiciones y términos 
indefinidos detrás de todo cuerpo lógico; que distinga entre buenos y malos argumentos; que vea y establezca 
relaciones correctamente y bosqueje conclusiones propias de ello. 

Recomiendan que en clases de geometria en el aula, es un procedimiento excelente elegir las 
sugerencias de los estudiantes en la demostración de la validez de tos teoremas y consideran que es la mejor 
manera de demostrarlos. Creen, que desafortunadamente, no obstante. los teoremas no siempre se pueden 
demostrar en el orden propuesto por los estudiantes. Por lo tanto los autores escogen el orden de los teoremas 
en los diferentes ejercicios. Pero aprueban todo esfuerzo de parte del profesor para elegir la cooperación de los 
estudiantes en la construcción de la geometria. 

Juzgan que es dificil demostrar que el estudio de la geometria necesariamente lleva en gran medida a 
aquellos hábitos y actitudes que tan ansiosamente sc reclaman en la enseñanza; pero que es aún más dificil 
demostrar que otros temas de instrucción puedan producir estos resultados tan fácil y seguramente como puede 
lograrlo la geometria demostrativa en las manos de un profesor capacitado que se lo proponga. 



3. 	Dididean Geometry and Transformation es un libro de texto para estudiantes que se inician en el 
estudio de la geometria moderna a nivel licenciatura, tal que los capítulos tino, dos y tres se puedan cubrir 
durante un curso de un semestre de cuarenta y cinco lloras, considerando dos secciones por cada tres horas. 
Los tres primeros capítulos de este libro se han incluido en este trabajo, tal libro contiene además tres capítulos 
más que son: Vectores y Números Complejos en Geometria; Inversión; e Isometrias en el Espacio, 

El autor explica que cl primer capitulo de cada sección de este libro está destinado a una discusión de 
la historia de la geometría. específicamente una historia para el tipo de material cubierto en el capitulo 
referido. Que estas secciones, aunque contienen pocos ejercicios, no son parte integral del material del texto 
en general, así que pueden ser leidas en tiempo conveniente. Que con algunas excepciones, estas secciones 
históricas, progresan cronológicamente, así que su lectura en el orden dado es la sugerida. 

Considera que justamente como la geometría analítica se reconoce hoy en día como una herramienta 
importante en geometria, así también las isometrias y similitudes son herramientas importantes en la 
geometria. Indica que se sabe muy bien que la geometria euclidiana es el estudio de aquellas propiedades de 
puntos que son invariantes bitio isomorfas y similitudes, pero que así como tales propiedades se exhiben 
utilizando estas transformaciones no se ha discutido ampliamente en libros de texto. Dice que un primer 
propósito de este libro es proporcionar una fuente para teoría y práctica en la aplicación de estas 
transformaciones a la geometría para estudiantes de nivel licenciatura de matemáticas en general y para 
prospectos a profesores de geometría en particular. Explica que el espíritu de la geometria moderna elemental 
se presenta con tópicos tales como los teoremas de Mocho y Ceva, construcciones euclidianas y la geometría 
de lineas y plintos especiales asociados con un triángulo. Sugiere que el profesor de geometría de bachillerato 
que se prepare con este texto puede confiar que está preparado para manejar problemas de geometria que 
surgen en clases de nivel medio superior. Aclara que los prerrequisitos para este material incluye álgebra, 
geometría y trigonometría elemental de bachillerato. Que alguna familiaridad con el concepto de función le 
será de utilidad. Que la meta primera de este libro es preparar al lector a hacer geometría euclidiana. Sugiere 
que el lector se detenga un momento después de leer la proposición de cada teorema en el texto, que trace una 
figura apropiada e intente una demostración antes de leerla. Que compare su intento de demostración con la 
dada en el texto. Que trabaje una abundancia de ejercicios, buscando primero en el apartado de "Sugerencias" 
cuando sea incapaz de obtener una solución y luego que busque en el apartado de "Respuestas" solamente 
como un último recurso para que obtenga el progreso hacia un entendimiento genuino. Opina que la 
geometría. cuando se entiende, es ciertamente un estudio fascinante. 

a. 	Observo que, siendo la geometría tan rica, desde un punto de vista científico, desde un punto de vista 
técnico, desde un punto de vista artístico, desde un punto de vista heurístico, desde un punto de vista de 
desarrollo de procesos inentales,etc., actualmente la actividad de enseñanza y aprendizaje de esta rama de las 
matemáticas en niveles anteriores a licenciatura, ha caído en abandono. Creo que las causas de este abandono 
son fundamentalmente: Que se sigue trabajando en la enseñanza con textos obsoletos y a veces con los 
"fundamentos" tal como lo estableció Euclides; Que algunos profesores trabajan con los fundamentos actuales 
sin darse cuenta que para un principiante no es lo apropiado para que aprenda a hacer geometria: Que no hay 
claridad de ¿Qué se debe buscar en la enseñanza de la geometría?; Que no sc ha trabajado suficientemente 
bien en la elaboración de textos. Que a los profesores de bachillerato nos falta una preparación mas amplia en 
el estudio de la geometría. 

s. 	El capítulo cero de este trabajo, que es material entresacado de Basic Geonictry, tiene la intención de 
recordar estudios de geometría de nivel bachillerato, se busca conseguir la comprensión del vinculo entre los 
conceptos clásicos y modernos de la geometría. Sc aprovecha la presentación de hacer geometria como lo 
plantean los autores Birklioff y Bcatley, cuyas propuestas siguen vigentes para la enseñalria de esta materia, a 
pesar que este libro es edición de 1941. 

6. 	Algunas características que observo del libro Basic Geometry son: Naturalidad en vez de detalles 
matemáticos sutiles que no son apropiados para el estudiante que se inicia en cl estudio de la geometria; tomar 
como verdaderas, sin demostración, algunas proposiciones que son teoremas pero que no es el momento de 
analizar sus demostraciones, ya que ante ellas, el educando está ansioso de aceptarlas como suposiciones o 
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postulados; tomar pocos principios y definiciones como inicio ya que la profusión de ideas que no se utilizarán 
inmediatamente tiende a dispersar la atención del alumno; con la aceptación del principio cinco, principio uno 
de semejanza "Dos triángulos son semejantes si un ángulo de uno es igual a un ángulo del otro triángulo y los 
lados que incluyen a estos ángulos son proporcionales", los fundamentos lógicos dp esta geometría son 
independientes de cualquier idea de movimiento, otros libros de geometria se refieren a veces a triángulos 
iguales como triángulos "congmentes", lo hacen así Ora indicar que no solamente son iguales los lados y 
ángulos correspondientes, sino que también esta igualdad sc puede mostrar al mover un triángulo y colocarlo 
sobre el otro; definen "congruente" en términos de la idea indefinida de "mover" y "acomodar". Que las 
medidas de distancias y ángulos lo establecen desde un punto de vista práctico, considerando el uso de regla y 
transportador graduados; que sin perder de vista el carácter deductivo de la geometría, el alumno llega 
rápidamente al corazón de los problemas geométricos. Considero que este texto proporciona un enfoque para 
desarrollar la geometria elemental en forma accesible para un estudiante de bachillerato y al mismo tiempo 
con un alto grado de rigor lógico, procurando hasta donde es posible, reducir las abstracciones a un mínimo, 
de suerte que el estudiante no corra el riesgo de perder el hilo de la estnictura lógica con demasiadas sutilezas 
y abstracciones. 

7. 	Los capitulos uno, dos y tres, que conservan la numeración del texto original, son el interés principal 
de este trabajo, ya que con ellos se puede dar por cubierto un curso de geometría moderna. Además, con los 
capítulos dos y tres se quiere difundir principalmente los conceptos de isometrias y similitudes en la forma que 
el autor lo hace, ya que en libros en español tampoco se han discutido ampliamente estos tenias. 

a. 	Con el capítulo Uno se da uno cuenta de una mayor profundidad, de otros refinamientos y otros 
conceptos sofisticados que corresponden a la geometría moderna, comparado con la geometría euclidiana 
plana; Se encuentra la alegría que produce el conocimiento y en particular el de la geometria, al encontrarse 
con una variedad de teoremas como los de Ceva, Menelao, Dos Triángulos de Desargues, Papus, El Circulo de 
los Nueve Puntos y con una variedad de propiedades del triángulo. También disfruta uno el entusiasmo que 
producen algunas elegantes demostraciones. Varios de los problemas tratados son verdaderamente bellos, 
interesantes y aleccionadores. 

9. 	Los capítulos dos y tres en donde el autor introduce y desarrolla las teorías de isometrias y similitudes 
en el plano, lo hace en tina primera sección en forma explicativa y en secciones posteriores lo formaliza y 
desarrolla; con lo que logra se obtenga una mayor comprensión. En estos capítulos aumenta el grado de 
abstracción de los conceptos ya que entran al campo del álgebra y de las transformaciones. El manejo de la 
símbolo& de estas transformaciones requiere buena dosis de práctica para adquirir la habilidad necesaria en 
las demostraciones de teoremas y en la resolución de otros problemas. 

ro. 	Los apéndices que se incluyen al final, aunque a veces son repetitivos con el material que aparece en 
el cuerpo del texto, tienen la finalidad de presentarlos a manera de resumen y también tienen el propósito de 
ampliar un poco más la información acerca de algunos aspectos de la geometría. 

Igual que en el testo original se acompañan dos apartados: Sugerencias para ejercicios seleccionados y 
Respuestas a ejercicios, que corresponden únicamente a los capítulos uno, dos y tres. 

12. 	Considero que este material, que está pensado para un curso semestral de geometría moderna, dará 
ánimo continuo al estudiante: Pues los teoremas y demostraciones, en general, son relativamente sencillos y 
fáciles de comprender, sin avanzar más allá de un curso elemental; ya que no hay grandes saltos en el 
desarrollo de los temas; debido a que la simbologia utilizada es sencilla y fácil de manipular, en virtud de que 
las series de problemas están cuidadosamente seleccionadas; y también porque la presentación en el idioma 
materno, ayuda al lector que tiene cierta dificultad con el idioma inglés. Asimismo la historia y comentarios 
de los temas tratados en cada capítulo que son breves reseñas históricas de algunos temas o detalles curiosos o 
anécdotas biográficas de algunos matemáticos, hacen más interesante la enseñanza y le dan un toque 
especialmente atractivo y relajante al curso. 
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CAPITULO O UN ENFOQUE DE GEOMETRIA BASICA 

SECCION A 1 RAZONAhIJENTO V NATURALEZA DE LA DESIOWERACION 

.0 	En la vida diaria tenemos que enfrentar diferentes tipos de problemas: familiares, de trabajo, políticos, 
económicos, etc. En cada caso debemos tomar una determinación. Para ello requerimos elaborar un 
argumento para convencer o convencernos que la determinación tomada es la apropiada o la más adecuada. 
No es fácil elaborar argumentos. Se requieren: conocimiento del asunto, técnicas y práctica. También se 
necesita capacidad para distinguir entre razonamiento bueno y razonamiento malo. La geometria nos 
proporciona una buena instrucción en elaboración de argumentaciones. 

A.2 	Definiciones y té nninoa Indefinidos Muchas veces es complicado explicar asuntos que son muy claros para 
nosotros. El problema es, a veces, que algunas de las palabras que utilizamos tienen significados, para otras 
personas, diferentes de las que tienen para nosotros. Para evitar malos entendidos, es imponame que 
definamos cuidadosamente, tanto como sea posible, cada palabra que utilicemos. 

Puesto que una buena definición utiliza solamente conceptos que son más simples que el concepto que se 
define, algunos de los conceptos más simples deberán permanecer indefinidos. Debemos ser cuidadosos en 
distinguir entre el significado coloquial de las palabras, con el significado preciso de esas palabras. 

A.3 	Ejercicios 

I. 	¿Significa lo mismo en las tres expresiones siguientes la palabra derecho? ¿Es clara cada expresión? 
a) Vaya derecho al asunto. 
b) Por derecho esta propiedad le corresponde al hermano de ruin. 
c) El pino ea más derecho que el mango. 

2. Ariumenid en cadacaea  
a) Diga si el azúcar u disuelve, se derrite o u licúa en café caliente. 
b) La gasolina u utiliza, a veces, para limpiar delgadas capas de aceite que quedan en latas vacías de aceite. ¿Diga si 11 pelicula 

de aceite u disuelve o se derrite en la gasolina? 
3. 	Distinga entre "está contento" y "está alegre'. 
4, 	¿Qué in una proposición ambigua? 
5. 	¿Ea ambigOo lo siguiente:? Nada es tan bueno para Al. 
6, 	¿Es sur Tuerto de norte? 
7. Dos hombres están en el Polo Norte. Uno de ellos va al sur, el otro va en dirección opuesta. ¿Hacia donde va el segundo? 
8. Una plomada, ¿está en linea vertical o perpodiculu? 
9. Una linea simple, ¿jamás puede ser perpendicular? 
10. Si dos lineas son perpendiculares, ¿una debe ser vertical y la otra horizontal? 
11. ¿Se pueden cortar tres lineas en un punto, de tal manera que cada una sea perpendicular o cada una de las otras? 

AA 	Suposlelonea Las ideas que se definen o las que se dejan sin definir, generalmente se representan con 
palabras simples, algunas veces se representan con frases, pero nunca completan una oración. Podemos 
combinar estas palabras definidas e indefinidas para formar oraciones o expresiones que sean ciertas o falsas. 
A tales expresiones se les llama proposiciones. Por ejemplo, cada una de las expresiones "4 veces 8 es 32" y 
"4 veces 8 es 28" es una proposición. 

A veces olmos a dos personas discutir un asunto, esto es, una proposición. Cada uno argumenta 
lógicamente pero sin persuadir al otro para alterar su postura en lo más mínimo. Generalmente ninguno ha 

Aqui hay 4 veces 8 asteriscos 	
intentado hallar proposiciones anteriores que se están 
tomando dadas válidas en el argumento de su oponente y 

e ******* 	 tampoco cs conciente de las proposiciones anteriores de las 
una docena 	una docena 	e unidades 	cuales depende su argumento. Aun la proposición más 

Son 2 docenas 1 unidades: 28 en base 12. 	familiar de aritmética se basa en proposiciones anteriores 
Figura A4 	 que tenemos el hábito de omitir. 	Ordinariamente 

consideramos que 4X8 • 32 es una proposición cierta; pero 
es cierta solamente cuando tomamos, por aceptado o dado válido, que la base del sistema que estamos 
utilizando es 10. Si consideramos que la base del sistema es 12, encontramos que 4 veces 8 es 28 y que 
4X8 • 32 es falso. Ver Fig. A.4. 
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El primer paso, para discutir una proposición, para demostrar su verdad o falsedad, es descubrir las 
primeras proposiciones de las que depende. Algunas, pocas, de estas proposiciones deberán permanecer sin 
demostración y ser tomadas como aceptadas. No se pueden probar todas las cosas. La proposición que se 
acepta sin prueba se le llama suposición. Cuando critiquemos un argumento o aseguremos que una 
proposición es cierta o falsa, primero debemos encontrar las suposiciones de las que depende el argumento o 
proposición. 

Un conjunto de suposiciones puede parecer muy extraño; pero si ninguna de esas suposiciones está en 
contradicción con las otras, toda proposición que se dedu:ca lógicamente de ellas, será cierta con respecto a 
ellas. Cuando decimos que alguna proposición es cierta, entendemos que la proposición se sigue lógicamente 
de las suposiciones en las cuales se apoya. Si aceptamos las suposiciones, debernos admitir la verdad de la 
Proposición que se deduzca de ellas. Considerando conjuntos diferentes de suposiciones, la misma proposición 
puede ser o no ser cierta. Las suposiciones mismas no son ni ciertas ni falsas. Solamente se dice que son 
ciertas en el sentido de que su verdad haya sido supuesta. 

Ni en matemáticas, ni en otros asuntos de la vida, se puede demostrar toda proposición. Algunas, pocas, 
deberán permanecer sin demostración y ser tomadas como dadas válidas. Las proposiciones que se pueden 
deducir lógicamente de las suposiciones, a veces se les llama teoremas. Las proposiciones que se eligen como 
suposiciones se les llama a veces postulados o axiomas. Las tres palabras suposición, postulado, axioma, 
todas tienen el mismo significado. Suposiciones, está relacionado con teoremas, del mismo modo que 
términos indefinidos, está relacionado con términos definidos, en el sentido de que no podemos definir toda 
idea, ni podemos demostrar toda proposición. 

AS 	Ejercicios 

I. 	Suponga que el plomo a mas pesado que el fierro y que el plomo se derrite a una tentperatura menor que el fierro. ¿Diga cuales de 
las siguientes proposiciones sal ciertas? 
a) El farro sólido flota en plomo fbndido. 
b) El fierro solido se hunde en plomo Itindido. 
e) 	El plomo sólido Sota al fierro fundido. 
d) 	El plomo sólido se hunde en fierro fbndido. 

2. Suponga que el fierro a más pesado que el plomo y que el fierro se derrite a una temperatura menor que el plomo. ¿Culi de las 
proposiciones del ejercicio A5(1) es cierta? 

3. Suponga que el plomo es más pendo que el fierro y que el fierro se derrite a una temperatura menor que el plomo. ¿Cuál de las 
proposiciones del ejercicio A5(1) es cana? 

4. Suponga que el fierro es mis pesado que el plomo y que el plomo se derrite a una temperatura menor que el fierro. ¿Cual de lu 
proposiciones del ejercicio A5(1) ea cierta? 

5. Suponga que ombligo a más pesado que oreja, y que oreja se derrite a una temperatura menor que ombligo. Establezca una 
proposición que se siga lógicamente de atas suposiciones, o en otras palabras, que sea cierta con respecto a ellas. 

6. iDifilMOI que 4+4. 13 es una proposición totalmente falsa o diriamos que es cierta en el sistema numérico de base 5? 
7. Vendedor. "L'sted debata comprar nuestra faja de agua, porque recientemente, en competencia con otros once proveedores, p.u6 

una rigurosa prueba gubernamental con clasificación de eficiencia de 93,‘" 
¿Qué suposiciones hace este vendedor para convalece al comprador? 

A.6 	Le naturalna de la demostración geométrica 	Ahora, intentemos demostrar algunas proposiciones geométri- 
cas utilizando únicamente las tres suposiciones siguientes. 

stmsteioN I 	Si en dos triángulos, dos lados y el ángulo incluido de uno, son iguales respectivamente, a 
dos lados y el ángulo incluido del otro, entonces los dos triángulos son iguales,(Lado, ángulo, 
lado: L4L) 

SUPOSICION 2 	Si en dos triángulos, un lado y dos ángulos adyacentes de uno, son iguales respectivamente a 
un lado y dos ángulos adyacentes del otro, entonces los dos triángulos son iguales.(Angulo, 
lado, ángulo: .4L.4). 

surosicioN 3 	Por un punto dado, existe una y sólo una perpendicular a una linea recta dada. 

Antes que utilice estas suposiciones para demostrar cualquier proposición, asegúrese, que está de acuerdo 
con otros estudiantes, en el significado de todos los términos utilizados en estas suposiciones. Deberá tener 
claros los términos triángulo, perpendicular, bisecar, punto medio e incluido. 

Ahora intentemos demostrar el teorema siguiente. Lo podemos llamar el Teorema A. 
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A.7 	Teorema A 	Si dos lados de un triángulo son iguales, los ángulos opuestos a estos lados son iguales. 

	

DADO: 	Triángulo ABC (Fig. A.7) en cl cual AB = AC. 

POR DEMOSTRAR: LB = GC 

ANÁLISIS: Puesto que las suposiciones I y 2 consideran las únicas formas de disponer de 
longitudes o ángulos iguales, debemos hacer un arreglo para tener dos triángulos 
en el diagrama que consideren a los ángulos 13 y C separadamente. Hagamos un 
intento trazando AD perpendicular a BC. Observemos que nuestras suposiciones 
no nos capacitan demostrar que los triángulos ABD y ACD son iguales. Si, en vez 
de lo  anterior, trazamos AD tal que biseque al ángulo BAC, podemos completar la 
demostración. 

A 

 

Figura A7 

DEMOSTRACION: Tracemos AD tal que biseque al ángulo BAC. Entonces en los triángulos ABD y 
ACD, 
AB = AC (Dado), 
4BAD ¿CAD (Por construcción), 
AD= AD, 
y asi, triángulo ABD = triángulo ACD (por Suposición 1), 
por lo tanto las panes correspondientes de estos triángulos son Iguales. 
En particular, .LB = ¿C, lo cual es lo que se queda demostrar.0 
(Con el rectángulo O, se indica que aqul termina la demostración.) 

.s.s 	Al agregar este teorema a nuestra lista de definiciones y suposiciones, podemos demostrar también, que 
AD es perpendicular a BC. 

No es necesario escribir todas las demostraciones en esta forma; sin embargo este modelo será de utilidad. 
Cada forma de demostración que motive, cs deseable. Al demostrar teoremas es importante conservar en 
mente, exactamente, lo que se dá y lo que se debe demostrar; y distinguir entre estas dos ideas. Observe que lo 
que se da y lo que será demostrado se establecen en términos de la figura. 

En un teorema, lo que se da, algunas veces se llama hipótesis y lo que se debe demostrar, a veces se llama 
conclusión. En un teorema, la hipótesis a veces se encuentra en una cláusula que inicia con "si" o "cuando" o 
algo parecido, o la primer parte de la hipótesis se encuentra en una cláusula tal; y, la conclusión es 
generalmente el resto de la proposición. Señale la hipótesis y la conclusión en el Teorema A. 

Algunas veces el Teorema A se establece en la forma de una simple oración declarativa: Los ángulos 
opuestos a los lados Iguales de un triángulo isósceles son iguales. En esta forma es más dificil determinar la 
hipótesis y la conclusión. La hipótesis ahora se esconde en una parte del sujeto de la oración, en la frase "de 
un triángulo isósceles". Estas cuatro palabras indican que se da un triángulo con dos lados iguales. La 
conclusión, en itálicas, está dividido entre el sujeto y el predicado. Si tiene dificultad para determinar la 
hipótesis y la conclusión de los teoremas expresados de esta manera, será útil que lo reestabkzca en la forma 
"Si...,(entonces)...". 

¿Qué hemos logrado hasta aquí? Hemos adquirido una noción de lo que significa demostrar una 
proposición y hemos reconocido la necesidad de aceptar ciertas suposiciones, definiciones y términos 
indefinidos. Pero, las tres suposiciones anteriores no son suficientes para demostrar todos los teoremas de la 
geometría elemental, así que en la siguiente sección iniciaremos otra vez con cinco nuevas suposiciones que 
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adoptaremos como la base de nuestra geometría. Indicaremos los términos que tomaremos como indefinidos e 
introduciremos definiciones de otros términos cuando se requieran. 

A.9 	Eferckios 

I. 	En la Fig A94 la línea PM es perpendicular a la línea All en su punto medio M. Demuestre que PA PD. 
2. 	Establezca un teorema sugerido por la Fig. A9b en la cual AD AC y DI) CD. Su proposición del teorema puede estar en 

tómame del diagrama. Demuestre su teorema. 

A 	M 	13 
	 D 

Figura A.9a 	 Figura A9b 
	

Figura A9c 

3. 	Establezca un segundo (corcino sugerido por la Fig. A9b y demuéstrelo. 
4. 	hubiera un teorema sugerido por la Fig A9c en la cual AB BD y AC CD. Demuestre su teorema. 
5. 	Seilale qué se df y qué será demostrado en cada una de las siguiente: proposiciones. Puede hacer esto sin conocer el significado de 

cada término. 
a) Si dos ángulos de un triángulo son iguales, loe lado' opuesta de esa» ángulos son iguales. 
b) Si un cuadrilátero tiene Ine angula recto*, su cuarto anulo también es un ángulo recto. 
e) 	Si dos lados& un cuadrilátero son Iguales y paralelo*, el cuadrilátero a un paralelogramo. 
d) Un radio perpendicular a una cuerda de una circunferencia, biseca a la cuerda. 
e) La suma de loa ángulo* de un triángulo ce 1110 grados 
1) 	Si Fisulais estaba solo en la casa entre lu 3 y 4 chi la tarde, entonces fue él quienes comió las galletas de la ceja de pastel. 
g) 	Si su perro sal ladrando, hay un estrello en al local. 

6. 	Exprae en la forma "Si..., entoncee..". las siguiente: propuicionea 
a) Casada iguala de una circunferencia, están igualmente distantes del centro de la circunferencia. 
b) Loe ángulos opuestos de un paralelogramo, Ion iguala. 
c) Un nao hambriento, llora 

A.10 Propdclbe 11111111 	Considere las dos proposiciones siguientes, en donde se intercambian la hipótesis y 
la conclusión en la primera proposición, para obtener la segunda. 

1. Si dos lados de un triángulo son iguales, los ángulos opuestos a estos lados son iguales. 
2. Si dos ángulos de un triángulo son iguales, los lados opuestos a estos ángulos son iguales. 

Esta segunda proposición se llama Inversa de la primera, y la primera proposición también es inversa de la 
segunda. Cada proposición es inversa de la otra. 

Frecuentemente, si se ha demostrado que una proposición es cierta, su inversa también es cierta. Sin 
embargo no siempre es así. Algunas veces se demuestra que el inverso es falso. Vea los ejemplos siguientes 
en los cuales el inverso es falso. 

1. Si una línea recta pasa por el centro de una circunferencia, corta a la circunferencia en dos puntos 
distintos. 

2. Si una circunferencia se corta con dos lineas paralelas, los arcos entre las líneas son iguales. 
3. Si sale de casa demorado, llega tarde a la escuela. 

MI Ejerdclas 

Escriba el alvino de las siguiente* proposiciones y eetableica a cada caso al el inverso a cierto o falso. 
I. 	Si lastres Mas de as trifolio me letales, ~bine em ladee lava duda del n'atiplo. 
1. 	Si ke miro lados de un inieáliMero me letales, el creedrilkero a tie poraleiogranto. 
3. 	Si dm trineiplos son ladeo los &apdos de les dm Manolo, son iawlw respectivameene. 
4. 	Sida renierdee su Mueles, he digo:ries de te ro:Mamila son falai e la die/orales del otro. 
3. 	Si ha cafés socio, leyerhe eetá húmeda 
d. 51 al repartido de ya elearopum he !temido, Memos eme d'empava. 
7. 	Si tia Uniste ha llegado. 00111~1110/ VI Pallé> sabrosa 
I. 	UN. ardilla ■ »a rimel lee tiene 11110 irme ocie impide de pelo. 
9. lh siSe Ismieireno, Nao 
10. Cade mino se ame Mole AB es tia peno ea la lime ABC. 
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A.12 Falla en el razonamiento 	Al demostrar proposiciones geométricas deberá estar alerta para evitar fallas en 
el razonamiento. "Si A está a 10 metros de 13; y 13 está a 7 metros de C; entonces A está a 17 metros de C. 
En esta proposición hay falla en el razonamiento. No hay nada que establezca que A, 13 y C están en una linea 
recta. 

Otro error común en un razonamiento es como el que se presenta cn el intento de demostración de la 
proposición siguiente: "Si un lado de un triángulo se biseca por la perpendicular desde el vértice opuesto, los 
otros dos lados del triángulo son iguales. 

DADO: 	 El triángulo ABC (Fig. A.1 en el cual CD 
es perpendicular a AB y AD = DB 

POR DEMOSTRAR: AC = BC . 

DEMOSTRACION: En los triángulos ACD y BCD, se tiene que ZADC = LBDC ya que 
CD es perpendicular a AB, 
AD = DB (dado), 
¿CAD = LCBD porque sí dos 	s de un triángulo son iguales, los 
ángulos opuestos a estos lados 	tales. 
Por lo tanto el triángulo AC cs igual al triángulo BCD porque dos 
triángulos son iguales si un lado y dos ángulos adyacentes de uno son 
iguales respectivamente a un lado y dos ángulos adyacentes del otro. 
Por lo tanto AC = BC.D 

c 

Figura A.12 

La falla de este argumento está en el tercer paso. En este paso consideramos que tenemos un triángulo con 
dos lados Iguales. Esto, no obstante, es lo que estamos intentando demostrar. 

A veces es en el diagrama y no en el argumento donde está la falla. O bien el diagrama no llena todas las 
condiciones establecidas en la proposición o la construcción de una linea se ha hecho en forma errática y 
engaita la vista. 

M2 Ejercidos 

Señale loe errores de razonamiento en loa siguientes ejercicios. 

t. 	Todas lu vías (pe van al sur llevan a Xochímilco, Esta vía va hacía el oriente y por lo tanto por esta vía no llegaremos a 
Xochimilco. 

2. 	Mamá: "No, David, es suficiente nieve por hoy". 
David: "Pero, mamá cuando tuve fiebre tifoidea el doctor dijo que me dieras la nieve que deseara", 
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SECCION B 1 LOS CINCO PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

11.1 	En la sección anterior liemos aprendido que no podemos demostrar proposiciones en geometria, sin 
primero haber hecho un cuidadoso examen de lo que estamos suponiendo. Hemos examinado la necesidad de 
ciertas definiciones y términos indefinidos. Estas cosas las hemos aprendido al considerar únicamente unas 
cuantas proposiciones geométricas. Habriamos avanzadó demostrando otras proposiciones; pero, en algún 
momento descubririamos que necesitamos más suposiciones, incluyendo algunas de una naturaleza más 
general, para tener una base adecuada para la geometria. 

Por lo tanto, en esta sección, empezaremos haciendo un cuidadoso examen de las suposiciones en las que 
descanse nuestra geometria. Necesitaremos únicamente cinco y generalmente nos referiremos a ellas como a 
los cinco principios fundamentales. Estas cinco suposiciones son completamente diferentes de aquellas que 
establecimos anteriormente. Parecidas a aquellas, éstas se referirán a puntos, lineas, distancias, ángulos y 
triángulos. Ciertos términos como número, orden, igual, punto, linea recta, distancia entre dos puntos y 
ángulo entre dos líneas, los tomaremos como términos indefinidos. También necesitaremos términos 
indefinidos empleados comunmente en toda clase de razonamiento lógico, por ejemplo: es, son, no, t  o, pero, 
si, entonces, todo, cada. La palabra linea se entenderá comunmente como linea recta. 

No estamos obligados a aceptar esta lista particular de cinco principios fundamentales. Son posibles 
muchas otras listas. Es posible que algunos de sus compañeros estudien geometria en libros enteramente 
diferentes que éste y sean otros sus principios fundamentales. 

En seguida discutiremos los cinco principios o suposiciones, a la vez que las ideas relacionadas que 
tomaremos como base de nuestra geometria. El lenguaje le puede parecer extraño y nuevo; pero las ideas le 
serán familiares, 

11.2 	Principio I Idedtda da linea Los puntos en cualquier linea recta se pueden numerar tal que la diferencia 
de números mida distancias. 

Nuestro primer principio trata con puntos, líneas y con la noción de distancia entre puntos. Se llama el 
Principio de Medida de Línea y nos dice, en efecto, que podemos medir la distancia entre dos puntos por medio 
de una escala o regla, justamente como lo hemos hecho siempre. La regla puede tener una escala en 
centímetros o pulgadas u otras unidades de longitud, marcada en ella. 

La idea es suficientemente obvia por si misma, ejemplo, la figura B.2 muestra cuatro puntos A, B, C y D en 
una linea recta. Estos cuatro puntos y todos los otros puntos de la linea se pueden numerar en orden y luego 

3.5 	4 	 5.25 

h e 
Figura 13.2 

podemos decir que la distancia AB es igual a la diferencia entre los números correspondientes de A y B. En 
forma análoga podemos medir la distancia BC, la distancia AC y así sucesivamente. En vez de poner, de 
hecho, los números en la linea, es fácil colocar una regla, ya marcada, a lo largo de la linea. En vez de escribir 
"la distancia BC", de aqui en adelante simplemente escribiremos BC o CB. "La distancia BC", "la longitud 
BC", "la distancia CB", "la longitud CB", "BC" y "CB" tendrán todas cl mismo significado; el orden de las 
letras no tiene significado. 

Aunque no hay diferencia en la unidad particular que utilicemos, debernos emplear la misma unidad en 
cada trabajo. 

Medida de Linea (Principio 1) nos dice que la distancia BD se obtiene por la diferencia entre los números 
correspondientes a By a D. Hablando estrictamente, esta diferencia no tiene signo. Si queremos, sin 
embargo, podemos distinguir entre "la distancia BD" y "la distancia dirigida BD", definiendo la última como 
el número que corresponde a D menos el número correspondiente a B. Esta "distancia dirigida BD", cuyo 
símbolo es BD, será positivo o negativo: Positivo cuando los números crecen (algebraicamente) cuando 
recorremos de B a I), y negativo cuando los números decrecen cuando vamos de B a D. Vemos además que, 
despreocupándonos de la manera como se numere la linea, BD s  —DB, Por ahora no nos interesaremos en 
estas distancias dirigidas. La distancia entre dos puntos, tal como B y D, será simplemente la diferencia 
numérica entre los números correspondientes a B y D. Esto es, la distancia BD (Fig. B.2) es 1.73, 
análogamente la distancia DB también es 1.75. 

2.5 

A 
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Podemos ver del Principio 1 que si un punto Q en una línea se numera con 7, entonces hay dos puntos 
distintos en la línea a una distancia 2 de Q. Estos puntos corresponden a los números 7-2 y 7+2. Para cada 
punto Q en una linea hay dos y únicamente dos puntos distintos en la linea a una distanciad de Q. Si Q tiene 
asignado el número q, estos dos puntos serán numerados con (q—d) y (q+d). 

11.3 	Noción de un punto vacar miro dos puntos en una tinca 	Como se estableció en el Principio 1, los puntos en una 
linea recta, extendida indefinidamente, se pueden numerar tal que diferencias de números midan distancias; 
hay diferentes maneras como se puede hacer. Supongamos que por un método, al numerar los puntos en una 
linea recta, el número 3 corresponde al punto A y el número 5.2 corresponde al punto C, como se muestra en 
la Fig. B.3. Entonces cualquier punto cuyo número esté entre 3 y 5.2 estará entre los plintos A y C en la linea. 

A 	 o 
	

c 
3 	 3.8 	 5.2 

Figura 13 3 

B.4 	Belhdcilm Se dice que cualquier punto B que esté en la linea que pasa por los puntos A y C, está entre 
A y C si los números que corresponden a A, B y C están en ese orden, Aquellos puntos extremos A y C y 
todos los puntos entre ellos se llama segmento de línea AC. 

Si el punto B corresponde al número 3.8 (Fig. B.3), entonces la parte de la línea que contiene a B y C y 
todos los puntos cuyos números están entre 3.8 y 5.2 se llama el segmento de línea BC, La expresión 
"segmento de linea", significa literalmente, "una parte cortada de la linea". Hablando estrictamente, "la línea 
AC" es la línea sin fin que pasa por los puntos A y C, y seremos cuidadosos en llamar aquella parte de la línea 
que está entre A y C "el segmento de linea AC". Pero a veces, cuando no cause confusión, diremos "línea AC" 
abreviando, cuando realmente queramos decir "segmento de linea AC". 

13.5 	DeRnici6n Si AB m 13C, se dice que B biseca al segmento de linea AC. También se le llama a B, punto 
medio del segmento de linea AC. 

13.6 	EJercklus 

I. 	Encuentre las distancias AB, 13C, CD, AC, BC y A!) en la Fig. B.2, y muestre numéricamente que: 
a) Al3 .11C AC 
b) ABGBC+CD-AD 
e) AD AB + BD. AC + CD 

2. 	a) En le Fig. 0.2 ¿Cuantas veces es mis largo CD que BC? 	 • 
b) 	Si los números asignados a los puntee A, 13, C. y D, en la Fig B.2. se cambiara para representar números en pulgadas en vez de 

centímetros ¿Seria AB todavía doble de largo que BC? 
3. 	¿CUill(01 grados hay desde el punto de congelamiento al punto de ebulliciJn del agua cuando se mide en 

a) el lemb5metro ordinario Falvenheit? 
b) el tennúmetro en canillado'? 

4. 	a) Ruth mide 160 cm de altura y Juan 180 cm. ¿Cuánto es mis alto Juan que Ruth? 
b) ¿Qué pana fraccionaria es la altura de Ruth con respecto ala de Juan? 

B.? 	Principio 2 Existe una y solamente una linea recta que pasa por dos puntos dados. 

Nuestro segundo principio trata también con puntos y lineas. Se debe pensar que esta linea se extiende 
indefinil'amente, sin puntos extremos, aun cuando nuestro diagrama muestre que tal linea tiene dos puntos 
extremos, Fig. B.3. 

B.. 	Interseccién de do' lineas De acuerdo con el Principio 2 podemos demostrar que dos lineas rectas 
distintas no pueden tener más que un punto en común. Para demostrar esto, veamos qué sucede si las dos 
lineas rectas tienen dos puntos en común. Entonces por estos dos puntos pasarían dos lineas rectas diferentes, 
lo que es contrario al Principio 2. Por lo tanto dos lineas rectas distintas no pueden tener dos puntos en 
común, o tres, o cuatro, o cualquier número mayor. 

11.9 	Modela. Cuando dos lineas tengan un punto en común, diremos que se Intersecan y al punto en 
común le llamaremos punto de Intersección. 
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ato En seguida formularemos el Principio de Medida de Angulo. Como nuestra noción de ángulo se 
sostiene en la noción de rayo, primero explicaremos qué significa rayo. 

au 	netudrusu Si seleccionamos un punto P en una linea recta, podemos pensar que este punto divide a la 
linea en dos rayos, cada uno de los cuales tiene a P como punto extremo. 

3.0 	4.0 	3.0 3.2 

3.2 	6.0 	7.0 	8.0 	9.0 

Figura 0.11 

Como, por Principio 1, los puntos de una linea recta se pueden numerar tal que la diferencia de números 
miden distancias, podemos definir sus dos rayos como sigue: Un rayo con punto extremo P comprende el 
punto P y todos los puntos cuyos números son mayores que el número correspondiente a P; el otro es el punto P 
y todos los puntos cuyos números son menores que el número correspondiente a P. Cada uno de estos rayos 
tiene únicamente un punto extremo. Ver Fig. B.1 I. 

ola 	notiiiewn Si dos rayos tienen el mismo punto extremo, Fig. B.12, se dice que forman dos ángulos. 
Cuando hablamos del ángulo entre VA y VB, casi siempre pensamos en el menor de los dos ángulos. La 
referencia a este ángulo generalmente es ángulo AVB, en el que la letra de en medio siempre representa los 
extremos en común de los dos rayos. Este punto se llama vértice del ángulo. A los rayos VA y VB se les 
llama lados del ángulo. A y B simplemente sirven para distinguir los dos lados del ángulo, y representan 
puntos diferentes de V en sus rayos respectivos. No hay distinción entre el ángulo AVB y el ángulo BVA; 
ambas expresiones denotan al menor de los ángulos formados por los rayos VA y VB. 

o 

V 	 A 	 4 	  
V 	

• 
A 

Figura B.13 

8.13 ntetnición Cuando dos rayos con un punto extremo común, forman una linea recta, como en la 
Fig. B.13, cada ángulo formado por estos dos rayos se llama ángulo llano. 

ati 	Nuestro tercer principio se refiere a la medida de ángulos. Es decir, que el ángulo se puede medir por 
medio de un transportador de la manera que hemos aprendido a medirlo. Si, por ejemplo, tomamos una rueda 
con doce marcas distanciadas igualmente en la orilla y numeramos cada marca con 30, 60, 90, 120, ,360, 
podemos decir que la medida del ángulo entre la marca 90 y la 150 es 60. Esto seguida siendo cierto si los 
números Ibera 31, 61, 91, 121, ..„ 361, o si hubieramos utilizado otra escala cuya unidad para medir ángulos 
no sea la sugerida por la costumbre, el grado. En seguida diremos todo más brevemente. 

8.15 Principio 3 Medida de dngulo Todos los rayos que tienen el mis-
mo extremo se pueden numerar tal que las diferen-
cias de números midan ángulos. 

8.141 Por ejemplo, la Fig. B.16 muestra cinco rapa que tienen el 
extremo común O. Estos cinco rayos y todos loe demás rayos con 
extremo común O se pueden numerar en orden y entonces podemos 
decir que la medida del ángulo entre cualesquiera dos de estos rayos 
es igual a la diferencia entre sus números. Por conveniencia en su 
lectura arreglaremos estos números alrededor de una circunferencia 
trazada con centro O. Colocando letras A, B, C, D, E, en el corte de 
los cinco rayos con la circunferencia, podemos ver que la medida del 	Fisura 13.16 

ángulo entre los rayos OA y OB es 40-10, es decir 30. El ángulo entre los rayos OB y OC, generalmente se 
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lee "ángulo BOC", que tiene medida 50-40 = 10. ¿Qué medida tiene el ángulo COD? ¿Cuál es la medida del 
ángulo AOC? 

Las expresiones "ángulo AOB", "ángulo BOA", "LA013" y "LBOA" significan lo mismo. El orden de las 
letras no tiene significado. 

Como la medida del ángulo AOC (Fig. B.16) es igual a la medida del ángulo A013 más la medida del 
ángulo DOC, podemos decir que el ángulo AOC es igual al ángulo AOB más el ángulo BOC; o, más breve, 
LAOC = LA013 + LBOC. Y puesto que la medida del ángulo AOC es igual a cuatro veces la medida del 
ángulo BOC, podemos decir que LAOC = 4LBOC. 

B.17 DefinlelOn Si ,LAOB = LBOC, se dice que el rayo OB biseca al ángulo AOC, y OB es bisectriz del 
ángulo AOC. 

ata Ejercicios 

Considerando la Fig B.I6 muestre que: 
I. LAOD • LAOB + LBOC • LCOD. 
2. LAOD - LAOC — LBOC • L1100. 
3. LBOE • LAOC LBOD — LCOE — LIOB — LBOC — LCOD. 

13.19 Algunas (orinas, de una variedad inacabable, en las que se pueden numerar los rayos tal que la 
diferencia de números mida 

	

40   420 	 ángulos se muestran en las Figs. 
120 	

,0 
	 B.I9a a B.19d. Es costumbre 

150 	 si 	 numerar con números positivos a 
los rayos contrarios a las 

ido 	 0.34 	 manecillas del reloj y con 
números negativos a los rayos en 

210 	 320 	 el sentido de las manecillas del 
reloj. 	Esto es una mera 

240 ro  100 	 conveniencia y no es 

	

dee 	absolutamente necesario. 
Figura B.194 

Usualmente no tenemos necesidad de continuar numerando después de completar una vuelta, Si queremos, 
no obstante, podemos continuar numerando indefinidamente; el ángulo KOL (Fig. B.19b) tiene la medida 30, 
ya sea que se considere como 150-120 o como 510-480 o como (-210)-(-240). En efecto, podríamos 
considerar la medida del ángulo KOL 
como 510-120 o como 30+360; o aun 	 1400 

 

como 30+060 donde n 0,1,2,3... o 
n a  -1,-2,-3 	 Sin embargo, no es 
fácil hacer esto y bitas conliisión. Para 

200 	 0,41:0 	3200 	 0,000 
ser estrictamente exactos, debemos 
introducir la idea de "ángulo dirigido 
KOL" definiéndolo como "el número 

250 
correspondiente al rayo OL menos el 	 300 	 400 
número correspondiente al rayo OK". 
Debemos indicar, además, que cuando 	Figura D.19c 	 Figura B.19d 
esta diferencia es un número positivo, el 
ángulo dirigido KOL se considera contrario a las manecillas del reloj; y cuando es negativo, el ángulo dirigido 
KOL se considera en el sentido de las manecillas. La medida de cada uno de los correspondientes ángulos 
dirigidos LOK seria el negativo de cada uno de los mencionados anteriormente. Generalmente no estaremos 
interesados en tales distinciones y tomaremos como la medida del ángulo entre dos rayos, la diferencia 
numérica más pequefta de los números de los rayos. 

K 	150 

6)2 

Figura B.19b 

103 
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11.20 Principio 4 Todos los ángulos llanos tienen la misma medida, 

0.2I El método más común de numeración de rayos tal que la diferencia de números mida ángulos es el 
método que se muestra en la Fig. B.19a, donde O y 360 son los números que corresponden al mismo rayo. En 
este caso la medida del ángulo unitario se llama grado. Una definición precisa de esta unidad de medida de 
ángulo, que se escribe 1°, es aquella que es la medida de'/,,, de un ángulo llano. Sin embargo, estrictamente, 
no tenemos derecho a utilizar esta definición sin asegurarnos primero que todos los ángulos llanos tienen la 
misma medida. Lo podríamos demostrar en este momento si introdujeramos ahora el Principio 5; pero la 
demostración es algo larga y un poco inusual en su forma. En consecuencia, en vez de demostrarlo como un 
teorema, lo tomaremos como suposición, como se ha establecido en B.20. 

Al utilizar un grado como la unidad de medida de ángulo, observamos que un ángulo se puede considerar 
con muchas medidas que difieren por múltiplos de 360°, Ordinariamente, sin embargo, consideraremos la 
medida de un ángulo, etiquetado con letras tal como KOL en la Fig. B.19b, menor que 360°. 

13.22 Dellnklón Un ángulo de 90 grados sc llama ángulo recio. Los ángulos menores de 90 grados se llaman 
ángulos agudos y ángulos mayores que 90 grados pero menores que 180 grados se llaman ángulos obtusos. 

B.23 Dribilelón Si dos líneas se cortan en un punto O tal que el ángulo entre dos de sus rayos mide 90°, se 
dice que las lineas son perpendiculares. 	 90 

Si, por ejemplo, las lineas LL' y MM' en la Fig. B.23 se cortan en O 
tal que ángulo LOM = 90°, las lineas LL' y MM' se dice que son 
perpendiculares. Además, los ángulos MOL', L'OM' y M'Oí., también 
son ángulos rectos. Como LL' es una línea recta, el ángulo LOL' será 
un ángulo llano, es decir, de 180°. El rayo OL', en este caso, tendrá cl 
número 180 y el ángulo MOL' tendrá la medida 180-90, es decir 90°. 

B.24 Ejercidos 

1. Muestre que loa ángulos 1:014' y M'OL en la Fig. 9.23 también son ángulos rectos. 
2. ¿Cuánta grados gira el minutero de un reloj al ir de "diez después" de la hora a "veinticinco después"? ¿De 'diez después" a 

"veinte después"? ¿De 6:05 a 6:15? ¿De 6:13 a 7:05? ¿De 6:05 a 7.05? 
3. ¿Cuánta grada gira el minutero de un reloj al ir de 8:10 e 9:20? ¿De 10:50 a 2:35? ¿De 3:13 a 3:51? 
4. ¿Qué boro será cuando el minutero haya girado 72 grados de su posición a las 8:19 en punto? 
3. 	¿Qué hora será cuando el minutero haya girado 726 grados de su posición a las 11:47 11,17 
6. Si en la Fig. B. I 2, el ángulo menor AVI3 es iguala 117", 

¿Qué medida en grados tiene el ángulo mayor AVB? 
7. Si en la Fig. 13.24, el rayo VA se numen con 43, ¿Cómo 	Figura 9.24 

se debe numerar el rayo VIO (Recuerde que estamos mi. 
diodo ángulo, en grados.) 

II. 	En general, si un rayo VA de una linee recta A9 se numera con r, ¿Cómo se debe numerar el otro rayo VB? 
9. Si en la Fig. 9.24 el rayo VA se numera 0, 360 y LAVC • 132', ¿Cómo se deben numerar los rayos VC, V13 y VD? 
10. En la Fig. 9.24 el rayo VA u numen a, a»360 y LAVC • r*, ¿Cómo se deben numerar los rayos VC, VD y VD? 
11. Si en la Fig. 1124 LAVC • 125.111! ¿Cuánto mide LCV131.¿Ll3VD? y ¿LDVA? ¿Cuál as la suma de estos cuatro ángulos? 
12. Si en la Fi& B.24 LAVC • ¿Cuánto mide LCV9?,¿.LEIVD? y ¿LAVA? ¿Cuál a la suma de atoe cuatro ángulos? 
13. Compruebe de las ejercicios 10 y 12 que los ángulos opuestos por el vénice son iguales. 
14. SI en la Fig. 1124 LAVC filtra iguala LCV13, ¿Qué medida time cada ángulo? 
15. Aluestre que lar lineas que bisecan a los ángulos AVC y CVB (Fig 924) son perpendiculares. 
16. Si en la Fig. 13.24 el ángulo menor AVC tiene la medida 0, ¿Qué medida tiene el ángulo mayo< AVC? 

».as mamón A los ángulos AVC y BVD de la Fig. B.24, se les llama ángulos opuestos por el vértice. 

B.26 Dlfinklón Dos polígonos que tienen iguales sus ángulos y proporcionales sus lados correspondientes, se 
llaman polígonos semejantes. 

El orden de los ángulos y lados en una figura puede ser el mismo o de orden invertido a los ángulos y lados 
correspondientes de la otra figura (Ver Fig. B.26). Observe que los vértices, esquinas, correspondientes en los 
tres triángulos semejantes de la figura, están marcadas con las mismas letras excepto por los apóstrofos. 

L  0,360 

M.  
Figura FI 23 
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A 	 B 

 

  

Figura 13 26 

8.17 Definición Cuando digamos que el polígono ABCDE es, digamos, 3 veces más grande que el polígono 
semejante A'B'C'D'E', cada lado y diagonal correspondiente, será 3 veces más grande que cada lado y 
diagonal correspondiente del polígono A'B'C'D'E'. Al número 3 le llamamos factor de proporcionalidad. El 
factor de proporcionalidad nos dice cómo se comparan las distancias del poligono A'B'C'D'E' con aquellas del 
polígono ABCDE. Podemos apresar esta comparación como una proporción, de dos maneras. Podemos 
escribir AB = 3.A'B', BC = 3.13'C', AD = 3•A'D'; o podemos escribir 	AB BC AD 

A'B' B'C' A'D' 3.  

Las dos proporciones que se muestran anteriormente se pueden utilizar para establecer la relación entre las 
distancias correspondientes de cualesquiera dos polígonos semejantes, si en vez de utilizar 3 como el factor de 
proporcionalidad utilizamos k, donde k puede ser cualquier número real. Entonces escribimos AB = k•A'13', 
BC = k•B'C', AD = left'D' o bien 	AB BC AD k  

• A'B' B'C' A'D" 

El quinto y último principio que tomaremos dado, incluye triángulos semejantes. Como el principio 5 es la 
primera de tres situaciones relacionadas con esta clase, nos referiremos a ella corno el Caso 1 de semejanza. 
Después consideraremos los Casos 2 y 3. 

0.28 Principio 5 Caso 1 do ramaialea.Dos triángulos son semejantes si un ángulo de uno es igual a un ángulo del 
otro y los lados que incluyen cada ángulo son proporcionales. 

A. 

C 

Figura 8.28 

En los triángulos ABC y A'B'C' de la figura 8.28, 
Si ZA'B'C' = ZABC, A'B' = loAB y B'C' = k.BC, 
entonces C'A' = k.CA, ZB'C'A' = LI3CA y ZC'A'B' = ZCAB. 

B,29 Por lo tanto, se sigue que al suponer el Caso I de Semejanza, estamos suponiendo, en efecto, que un 

Figura B.29 

triángulo dado se puede reproducir dondequiera, ya sea, exactamente, amplificado o reducido. Lo mismo es 
cieno para polígonos, ya que se puede pensar que un poligono está compuesto de cieno número de triángulos. 
Ver Fig. B.29. 
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El Principio 5 (Caso 1 de Semejanza) es muy útil cuando queremos demostrar que ciertos ángulos son 
iguales o que cierto segmento de linea es múltiplo de otro. Cuando el factor de proporcionalidad es 1, 
podemos utilizar el Principio 5 para demostrar que dos segmentos de linea son iguales. 

uio 	Dos triángulos semejantes en los que k es 1 se llaman triángulos iguales porque sus lados y ángulos 
correspondientes son iguales. Otros libros de geometría se refieren a veces corno "triángulos congruentes". Lo 
hacen asl, no sólo para indicar que los lados y ángulos correspondientes son iguales sino también para indicar 
que esta igualdad se puede mostrar al mover un triángulo acomodándolo en el otro. Definen "congruente" en 
términos de ideas indefinidas de "mover" y "colocar". El fundamento lógico de nuestra geometría es 
independiente de cualquier idea de movimiento. 

13.31 	Ejercklos 

1. En el uUngulo ABC, AB . 6, ne. a y z.ec•62.. En el triángulo A B'C', 	9,13C.  - 12 y ZA'Ere - 62'.¿Cutntas 
seca mayor que CA es C'A'? 

2. En los triángulos ABC y A'B'C', 	3A8,13'C' • 3BC y 	ZABC. ¿Qué punk decir acerca de C'A' y CAT ¿Y 
Qué acerca de dB'C'A'1 

3. Por medio de una regla, marcada o graduada en centimetros o pulgadas, y un transportador, amplifique el triángulo ABC 
Fig 13.31 a m la razón 3 a 2. Sugerencia: Trace primero AB' - %AB; luego haga 1,333'C' • LABC y trace B'C' • )12 13C. 

B 

A 

Figura 8.31a Figura 13.3 lb 

4. Reproduzca el polígono de la Fig B.31b mediante un trozo tal que 'ea amplificado en la razón 5 e 4. 
5. Al unir los puntos mafias de los lados de un triángulo ABC, ce obtienen cuatro triángulos pequeflos. Demuestre que tres de estos 

pequeños triángulos son semejantes al Iti kv lo ABC. 
6. ¿Qué necesitaseis« pera demostrar que el cuatro triingulo pequeño del problema interim también es semejante al triángulo ABC? 
7. Si en la Fig. B.31e, AB' 1.5AB y AC' • 1.5AC. Encuentre la ruda B*C7I3C. Sugerencia: Para encontrar la razdn 13137 AB da 

la Fig. B.314 ardo neceeiramoe observar que 1313' s. AB' • AB; y por lo tonto B13'/AB - (AB'/AB) • I, en este caen (3,2) • 1, OS 
decir, (I/2). Este ea un método genera/ de gran imporuncia que es de mucha utilidad. 

1 	De la Fig. 13.31c, si AB'/AB • 5/3, encuentre BB''Al3. 
9. Da la Fig. B.31c, d AB'/AB 1.2, encuentre 8B': AB. 
10. Dado AB'/ AB 	encuenerel3B7 AB . 
11. Encuentre la razón CC'/AC de la Fig. 13.31c. Recuerde el ejercicio 13.31(7) 

que le da infamación acerca de la figura . 
12. Encuentre la razón (B'C' • ecync (Fig. B.3I c) . 
13 Demudaba que A131313'. AC/CC' (Fig. 13.3 te). 
14. Dado BB7AB • 1/2 (Fig13.31c), ¿Cómo podría encontrar la razón 

AB7M37 (Observe qew 	138'. AB.) 	 13' 	 C' 

15 De la Fig B.3 le, el BB'. 2/3, anclasen AB'/AB. 
16 De la Fig. amc, si BB'. 1/5, encuentre AB'/AB. 
17 Dado 13137 AB • JON, encuentre la razón AB'/AB. 
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Figura C.3a 

2m 

S ECCION C I LOS SIETE TEOREMAS BÁSICOS 

c.' 	Con base en las cinco suposiciones del capitulo anterior, Principios 1 a 5, procederemos a demostrar 
siete proposiciones fundamentales, o teoremas, que les llamaremos Principios 6 a 12. Con estos doce 
principios podemos demostrar todas las proposiciones subsecuentes en geometría. 

Aunque podemos demostrar estos siete nuevos principios, preferimos tomar en este momento cuatro de 
ellos como dados, sin demostración. Estos son los Principios 6, 7, 8 y 11. La mayoría de las personas podrían 
considerarlos obviamente válidos, en el acto, estos cuatro principios; además, siempre es enfadoso efectuar 
demostraciones de aquello que parece obvio. Al tomar en este momento estos cuatro principios como 
suposiciones, podremos demostrar las proposiciones en los ejercicios de este capitulo y también demostrar los 
Principios 9, 10 y 12. 

C.2 	Principio 6 Caso 2 de Semejan:a. 	Dos triángulos son semejantes si dos ángulos de uno son iguales a dos 
ángulos del otro. 

Compárelo con el Principio 5 para ver cómo, el Caso 2 de Semejanza difiere del Caso 1 de Semejanza. 

C.3 	Ejercidos 

1. Si dos triángulos tienen dm ángulos de uno iguales a dos ángulos del otro, el tercer Ingulo de cada triángulo también es igual uno a 
otro. ¿Por qué? 

2. En el triángulo ABC (Fig C.3a), AB • 6, LA .40°  y 	
AC 

LB • 100°. En el triángulo A*13'C', A'B'. 9, LA' - 40°  y 
LB' 	100°. ¿Cómo es el tundo de A'C' comparado con AC? 
¿Qué tan grande es dC' comparado con ¿C? 

3. En los triángulos KLM y K'L'M', dK • LE', LSI CM' y 
KM • 1.3E1X. Compare EL con El': y LM con L'id'. 

4. Utilizando una regla marcada en centímetros y un transpone-
dor, amplifique el triángulo ABC Fig. (C.3 a) en Zarazón 5 
a 4. Sugerencia: Trace primero A'C' iguala /f:  AC; luego 
haga ZA' LA y dC' • LC. 

5. ¿Cuál ea la longitud del segmento sin marca en la Fig C.3b ? 
6. Si la sombra de un poste vertical de 3 metros ea 1.8 rn. ¿Cuál 

ea la altura de un kiwi que en el mismo momento tiene una 
8 	 3 sombra de 4.5 m.? 

7. La Fig. C.3c muestra una escalera de 5 m reclinada contra 	 Figura C.3b 

una casa, con el pié de la escalera separada de la casa I rn. 
¿A qué altura se encuentra el timbre si la distancia desde el 
pié de la escalera hasta la altura del timbre, sobre la escalera, 
es 2 ni? 

8. Un poste vertical de 3 m produce una sombra horizontal de 
1.8 m. Encuentra el Ángulo de elevación del sol mediante una 
tabla de tangentes. 	 1 m 

9. Demuestre que en el triángulo ABC (Fig C.3d), bis • ck, 
Figura C3c donde h y k son las aliuru a los lados b y c, respectivamente. 

Sugerencia.. Busque un par Je triángulo: mmejantes. 
10. Demuestre la proposición del Ejercicio C.3(9) cuando uno de los ángulos del uiángulo es recto. Demuestre la misma proposición 

para cuando uno de los ángulos es obtuso. Trice una figura en cada nao. 

C 

11. La proposición anterior te puede generalizar para incluir halas ahume como sigue ag - Oh. ck. Ego as, el 'Producto de una 
ahum y el lado correspondiente de un triángulo dado u C0110110i• pon sl triángulo. Demuéstrela 
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Figura C.7b 

C.4 	Principio 7 Si dos lados de un triángulo son iguales, los ángulos opuestos a estos lados son iguales; e 
inversamente, si dos ángulos de un triángulo son iguales, los lados opuestos de estos 
ángulos son iguales. 

C.5 	Ejercicios 

I. 	Demuestre que si los tres lados de un triángulo son iguales, entonces los tres Ángulos también son iguales. 
2. Demuestre que si los tres ángulos de un triángulo son iguales, los lados del triángulo también son iguales. 
3. De la Fig. C.S a, dos triángulos isósceles ABD y CBD, tienen un lado común BD. Demuestre que ZABC ZADC. 

B 

D 
Figura C.5a 	 Figura C.5b 

4. De la Fig. C.51, demuestre que la linea que pasa por A y C biseca a ZBCD. 
5. Don triángulos isósceles, BKD y liCD (Fig C.Sb) tienen un lado común BD. Demuestre que LOC ¿KDC. 
6. En la Fig. C.5c, Lp - ¿q. Demuestre que AB • BC. 

A 

9 

Figura C.5c 

D 

Figura Cid 

7. 	En la Fig Cid, AB 111) y AC • CD. Demuestre que ¿BAC - ZBDC, que ZABC ZDBC y que AD es perpendiculu a BC. 

C.6 	Principio e Caso 3 da semejan:a. Dos triángulos son semejantes si sus lados son respectivamente 
proporcionales. 

C.7 	Ejercicios 

I . 	En la Fig C.7a, si se triplica la magnitud de cada segmento de linea, ¿Qué ángulos permanecen sin cambiar su medida/ ¿Qué 
ángulos cambian sus medidas? ¿Por qué? 

2. Si se construye un triángulo con tres reglillss, con un solo clavo en cada ;ártica, como se muestra en la Fig. C.7b . ¿Ea rígido esta 
triángulo? ¿flagelo y obsatmelo7 ¿Por qué suceda esto? 

3. El pórtico del comal del Sr. Anularlo w aflojó: uf que le 
puso de refuerzo un aduna en diagonal, como so muestra 
en la Fig. C.7c. ¿Cómo ayuda esto? ¿Qué principio ma• 
temático utilizó 7 

4. Se clavan cinco reglillu para formar un pentágono, con un 
solo clavo en cada ;quin. ¿Cuántos tirantes, de esquina a 
esquina, se requieren para que.hap una figura rígida? ¿De 
cuántas maneras se puede hacer esto? 
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5. 	Demuestre que la linea trazada desde el vértice, de loe lado: 
iguales de un triingulo isósceles, al punto medio del lado 
opuesto, biseca al ángulo de ese vértice y además es perpen• 
dicular al lado opuesto. Foto es, dado el triángulo ABC 
Fig. C.7d, en el que AC LIC y AM - A1B, demostrar que 
ZACAI - Gt3CAt. Demostru también que ZBA1C -90'. 

 

Figur C 7d 

es 	PRINCIPIO 9 La suma de los tres ángulos de un triángulo es 1800. 

La verdad de este principio no es tan obvia como de los principios 6, 7 y 8. En seguida se discutirá parte de 
la demostración y el resto se le dejará para que usted lo complete. 

DADO: 	El triángulo ABC (Fig. C.8). 

POR DEMOSTRAR: LA + LB + LC = 180°, 
	 C 

ANÁLISIS: En el ejercicio 13.31(5), estuvimos 
incapacitados para demostrar que 
uno de los cuatro triángulos (Ver 
triángulo KLM en Fig. C.8) era se- 
mejante al triángulo ABC porque 	 Al 
en ese momento no hablamos de- 	 Figura C.8 
mostrado el Caso 3 de Semejanza. Con el Caso 3 de ayuda podemos demostrar ahora 
que LKML = LC y así demostrar este principio muy importante que se refiere a la . 
suma de ángulos de un triángulo. 

A 

DEMOSTRACION: Scan K, 1. y M los puntos medios de BC, CA y AB, respectivamente. 
En los triángulos MBK y ABC, 
MB ='/AB (Por construcción), 
LMBK = ZABC, 
y BK V,13C (Por constniceion) 
Por lo tanto MK VAC y LBMK = LA (Por Caso 1 de Semejanza). 
Utilizando los triángulos AML y ABC, puede demostrar de manera análoga que 
ML = 'ABC y LLMA ¿B y que LK =V;AB. 	• 
Como se ha demostrado que los lados del triángulo KLM son respectivamente 
iguales a una mitad de los lados del triángulo ABC, es claro (del Caso 3 de 
Semejanza) que LKML = LC. 
Hemos demostrado que ¿A = LBMK, LC = LKML y LB = LLMA. 
Por lo tamo LA + LB + ¿C = al ángulo llano BMA = 180°.0 

C.9 	Podernos ilustrar el hecho de que la suma de los 
ángulos de un triángulo es 180° al mover un lápiz alre-
dedor de un triángulo como se muestra en la Fig. C.9. 
El lápiz se coloca primero en la posición 1. Luego se 
rota contrario a las manecillas del reloj por el ángulo 
A a la posición 2. En seguida el lápiz se mueve a lo 
largo de la línea AB a la posición 3. ¿sobre qué ángulo 
se rota para llegar ala posición 4? ¿A lo largo de qué 
linea se mueve ahora para llegar ala posición 3? ¿Sobre 
qué ángulo se rola para alcanzar la posición 6? ¿Está 
ahora cl lápiz en la misma linea como en el inicio? ¿Cuántos grados giró el lápiz? 
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También podríamos demostrar el inverso del Principio 9, es decir, que si tenemos tres ángulos cuya suma 

es 180° hay un triángulo que tiene estos tres ángulos. La demostración no tiene dificultad; pero es muy larga y 

no nos detendremos por ello. 

c.to Demolición Un triángulo cuyos ángulos son agudos se llama triángulo acutángulo. Un triángulo uno de 

cuyos ángulos es recto se llama triángulo rectángulo. Un triángulo con un ángulo obtuso se llama triángulo 

obtusángulo. 

C.11 	Ejercidos 

1. 	Demuestre que el triángulo FILA( de la Fig. C.1 1a, es igual a cada uno de los triángulos MIL, 1113K y LKC. 

	

Figura C.111 	 Figura C.11b 

2. Demuestre que el ángulo exterior UCD del triángulo ABC de la Fig. C.1 1b es igual a la suma de los ángulos interiores no adyacentes A 

Y B. 
3. Demuestre que la suma de los ángulo de un cuadrilfin o es 360°  . &gerencia: Disidir al cuadrilátero en dos triángulos. 
4. Demuestre que la suma de los ángulos de un pentágono es 3 veces 180°, ea decir 540°. 
5. Demuestre que la suma de los ángulo« de un hexágono a 4 veces 180°, es decir 720°. 
6. Demuestre que la suma de lea ángulos de un polígono convexo de n lados ea (n • 2)180°. Un polígono es convexo si cada uno di sus 

ángulos interiores miden menas di 180°. 
7. ¿Cuántos grados mide cada uno de Ice ángulos de un pentágono regular? Se dice que un polígono el regular si tiene iguales sus 

ángulos y también sus lados 
8. ¿Cuántos grados mide cada uno de los ángulos de un polluelo regular do n lado./ 
9. Cada ángulo de un polígono regular miele 144°. ¿Cuánta lados tiene el polígono/ 
10. Demuestre que dos triángulos rectángulos son semejantes si un ángulo agudo de un triángulo es igual a un ángulo agudo del otro 

triángulo. 
I I. Demuestre que dos triángulo: rectángulos son iguales si la hipotenusa y un ángulo adyacente de un triángulo son iguales, 

respectivamente, ala hipotenusa y un ángulo adyacente del otro. 
12. Demuestre que la altura ala hipotenusa de tan triángulo rectángulo ala media proporcional entre los segmentos de la hipotenusa. Es 

decir, en la Fig C. Ilc demostrar que b' mes. Un número m es la media proporcional entre otros dos mineros a y b cuando 
-1-41- esto es,cuando 	ab. 

Figura C.I le 

13. En el triángulo rectángulo ABC de la Fig. C.1 Id, CD ea perpendicular a AB. Demuestre que tí°  ene y que a' 
14. La altura ala hipotenusa de un triángulo rectángulo divide a la hipotenusa en segmentos de S y I cm. Encontrar la longitud J. ....,tora y de 

loa otros dos lados del triángulo. 
15. Los ladee que incluyen el ángulo recto de un triángulo miden 5 y 12 cm. Encontrar la longitud de la altura y de los segmento, en que queda 

dividida la hipotenusa. 
16. La altura a la hipotenusa de un triángulo rectángulo diside a la hipotenusa en segmentos que tienen la razón 1 a 3. Encuentre la razón de 

los otros dos ladee del triángulo. 
17. Si en el Ejercicio C,11(16). los segmento de la hipotenusa tienen la razón I a k, encontrar la razón de los otra da lados. 

C12 	PRINCIPIO re 	Todos los puntos equidistantes de los extremos de un segmento de linea, y no otros, 
están en la mediatriz del segmento de línea. 

Aunque la verdad de este principio paras obvio, no lo consideraremos dado válido. Estudie la 
demostración cuidadosamente. 

DADO: 	El segmento de linea AB y cualquier punto P tal que AP = BP, Ver Fig. C.12. 
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Figura C.14a 

POR DEMOSTRAR: I) P está en la mcdiatriz de AB. 
2) Cualquier punto Q en la mediatriz de AB será equidistante de A y B. 

A 

Q 
Figura C.12 

Observe la afirmación "Todos los puntos equidistantes, 	, y no otros, están en la mediatriz" 
significa también "Si y sólo si un punto es equidistante... , está en la mediatriz". 

ANALISIS: Para demostrar que P está en la mcdiatriz de AB, podemos trazar una linea desde P 
perpendicular a AB y demostrar que el punto medio de AB está en esta perpendicular; 
o podernos conectar P y el punto medio M de AB y demostrar que PM es perpendicu-
lar a AB. El segundo método es más directo. 

DEMOSTRACION: I) Trazar PM de P al punto medio M de AB. En los triángulos AMP y 
BMP, AP =13P, AM = BM y MP = MP; así que LAMP = LBMP. ¿Por qué? Cada 
uno de estos ángulos es un ángulo recto. ¿Por qué? Así que PM cs la mcdiatriz de 
AB. 

2) Podemos ahora demostrar que esta mediatriz no tiene puntos que no estén 
equidistantes de A y B. Sea Q cualquier punto cn la mediatriz PM, no importa qué 
tanto esté extendido PM. Entonces QA = Q13. ¿Por qué?0 

C.13 PRINCIPIO II 	Por un punto que no esté cn una linea hay una y sólo una perpendicular a la linea. 

C.14 PRINCIPIO 12 	El Teorema de Padgoras 	En cualquier triángulo rectángulo el cuadrado de la 
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados (cafetos); e 
inversamente. 

Este principio es muy interesante e importante. Fue conocido por los matemáticos hace como 2600 
a.c. Estudie la demostración de este principio cuidadosamente. 

DADO: 	Un triángulo ABC, Fig. C.14a, en cl cual ¿C = 90° 

POR DEMOSTRAR: (AB)' (AC)2 + (BC)3, o c' = + 

ANALISIS: No podernos analizar esta proposición al conside-
rar que la conclusión es cierta y demostrar que C 
debe ser un ángulo recto. Los números al cuadra-
do sugieren que podemos intentar encontrar una 
serie de medias proporciones. No obstante, la demostración de esta proposición 
probablemente no se obtuvo de esta forma. Más problablemente la demostración fbe 
establecida de la misma manera en que la posposición fue descubierta, es decir, por 
generalizaciones sucesivas basadas en la observación y contemplación de muchos 
casos especiales. 
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I1 

Figura C.14b 

• Hay varios métodos para demostrar este teorema. El siguiente ejemplo especial 
muestra el método que seguiremos. 

Observe en la Fig. C.14b que podemos amplificar el triángulo rectángulo A para 
formar el triángulo B y también el triángulo C. ¿Cuántas veces más grandes son los 
lados del triángulo 13 con respecto a los lados correspondientes del triángulo A? 
¿Cómo se comparan los lados del triángulo C con aquellos del triángulo A? Si 
colocamos los triángulos 13 y C juntos tal que sus lados iguales coincidan, podemos 
formar un triángulo rectángulo que es semejante a cada uno de estos dos triángulos. 
Los lados que incluyen el ángulo recto de este triángulo compuesto son x veces los 
correspondientes lados del triángulo A. Pero podrluinos haber amplificado el 
triángulo A directamente para formar un triángulo con cada lado, x veces tan grande 
como cl lado correspondiente del triángulo A, como se muestra por el triángulo D en 
la Fig. C.14b. Como el triángulo D es bastante parecido al triángulo compuesto 
anterior, vemos que x' 9 + 16 de donde x = 5. Asl, la hipotenusa del triángulo A 
es 5 y 5' = 3' + 4' . 

A 

DEMOSTRACION: Tomemos a, b, c como longitudes de los lados del triángulo dado ABC como se 
muestra en la Fig. C.14c. 

Este triángulo se puede amplificar tal que cada lado del nuevo triángulo A'B'C' 
sea b veces más grande que el anterior. Ver triángulo A'B'C' en la Fig. C.14c. 

Ahora construyamos el triángulo B'C'D' tal que LC'B'D' = LA y LB'C'D' = 90°. 
Ver Fig. C.14c. Se sigue del Caso 2 de Semejanza que cada lado del triángulo B'C'D' 
es a veces el lado correspondiente del triángulo ABC. 

Figura C.I4c 

Ahora demostremos que A'B'D' = 90°. Ya que LA'B'D' m  LC (¿Por qué?), y 
como LA' = LA por construcción, dos ángulos del triángulo A'B'D' son iguales 
respectivamente a dos ángulos del triángulo ABC y por lo tanto los triángulos A'O'D' 
y ABC son semejantes, por Caso 2 de Semejanza. 

Pero A'B' 	cAC, indicando que el factor de proporcionalidad es c. 
Por lo tanto A'D' = cAB, es decir, 
Pero A'D' también es iguala b' + a'. 
Y se concluye que e' • b' + a'.0 
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Fifflira C.I5 

Para demostrar el inverso de esta proposición, procederemos como sigue. 

DADO: 	Las longitudes a, b, c tal que = b' + 

POR DEMOSTRAR: Hay uno y sólo un triángulo rectángulo que tiene estas longitudes por lados. 

DEMOSTRACION: 	Construyamos un triángulo ABC tal que AC = b, CC = 90° y CB = a. 
Entonces (AB)' = b' + a'. ( ¿Por qué?) 
Pero c' = b' + a (Dado): 
Por lo tanto (AB)2 = de dende AB = c. 
Asi que existe al menos un triángulo rectángulo con lados a, b, c. Si existiera otro 
triángulo, estos triángulos serian iguales, porque si fueran diferentes violarían el 
Principio 11..C: 

Inmediatamente se siguen varias proposiciones del teorema pitagórico que casi no requieren prueba para 
establecerlo. A cualquiera de estas proposiciones se le llama corolario del teorema precursor. 

C:.15 Corolario 12a Si la hipotenusa y otro lado de dos triángulos rectángulos están en proporción, los dos 
triángulos son semejantes. 

DADO: Los triángulos ABC y A'B'C' (Fig. C.15) en los que Ce= ¿C = 90°, c'= k•c y a'= k•a. 

POR DEMOSTRAR: Los triángulos ABC y A'B'C' son semejantes. 

DEMOSTRACION: 	Si demostramos simplemente que 
b' = bb, se sigue del Caso 3 de Semejanza , 
que los triángulos son semejantes. 
b" = c" — a'' (Por Teorema de Pitágoras). 
Pero c" — n'' k1 /44  k'a: = k1(c: — a') , y 
- a' = b' (Por Teorema de Pitágoras). 

Por lo tanto h" = 1,4  • b' , de donde b' = kg,. O 

C.16 Corolario I 2 b 	Dos triángulos rectángulos son iguales si la hipotenusa y otro lado de uno son iguales 
respectivamente a la hipotenusa y otro lado del otro. 

C.17 Corolario 12c 	La suma de dos lados de un triángulo es mayor que el tercer lado. 

A 

 

D 

 

Figura C.17 

DADO: 	El triángulo ABC (Fig. C.17). 

POR DEMOSTRAR: AB + BC > AC. 

DEMOSTRACION: 	Por B trazar BD perpendicular a AC y que corte AC, ola extensión de 
AC, en D. 
(AB)2  (AD)' + (BD)' (Por Teorema de Pitágoras). 
Por lo tanto (AB)' > (AD)' , de donde AB > 
Análogamente BC > DC. 
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Por lo tanto AB + 13C > AD + DC y AB + BC > AC.O 

Compruebe que esta demostración vale cuando D cae en A o en C; también cuando A está entre D y C, y 
cuando C está entre A y D. 

C.I8 Condado 12d La distancia más corta de un punto a una linea, es la medida de la perpendicular del 
punto a la línea 

DADO: 	Un punto P, una línea AB y PD perpendicular a AB. Ver Fig. C.I8. 

A 	  

Figuro C.I8 

POR DEMOSTRAR: PD es menor que cualquier otra línea por P a AB, tal como PE. 

DEMOSTRACION: (PE)' = (PD)' + (DE)' (Por Teorema de Pitágoras). 
Por lo tanto (PE)' > (PD): , de donde PE > PD.O 

De aqui en adelante cuando hablemos de la DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA LINEA, entenderemos la 
distancia perpendicular, por ejemplo, PD en Fig. C.I8. El punto D en esa figura, se llama pié de la 
perpendicular desde P a AB. 

C.19 Corolado ti. De dos líneas oblicuas trazadas desde un punto a una línea, la más lejana es la mayor; e 
inversamente. 

DADO: Un punto P, una línea AB, PD perpendicular a AB y FD > DE, Ver Fig. C.I9. 

Figura C.I9 

POR DEMOSTRAR: PF > PE. 

Proporcione la demostración completa y también la del inverso. 
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C.20 Ejercidos 

	

1. 	Enmentre la hipotenusa de un triángulo rectángulo, dados los otros dos lados como en los incisos siguientes, limitando sus respuestas a 
figuras significativas. 
a) 	3, 4 	 e) 1, 1 	 i) 1, 44 	 ng p' — ‘1°, 2P9 
h) 21,28 	 1) 1, '42 	 j) 	1, 45 	 n) 14,9 
e) 20,48 	 g) 1,  43 	 k) 1, 46 	 o) 6.1,9.5 • 
d) 	1,1 	 h) s, s4 3 	 I) 	I, NI n 	 p) 271, 403 

	

2, 	Dada la hipotenusa y un lado de un triángulo rectángulo, como en los incisos siguientes, encuentre el tercer lado limitando sus 
respuestas a figuras significati; u. 
a) 17,8 	 d) 42,1 	 g) s, 92 	 j) 9.4,3.5 
b) 	2,1 	 e) 2r,: 	 h) 14 2, s 	 I.) 204, 11 I 
c) 	2,43 	 1) 21, 44 3 	 i) 18,13 

3. El camino de A a B está hacia el este 17 Irin y luego hacia el norte I I km más. ¿Que tan lejos está A de El en lince recta? 
4. Por medio de los diagrama' en la Fig. C.20, demuestre de dos maneras que un triángulo rectángulo, con los otros dos ángulos de 30°  y 

60', el lado menor es igual ala mitad de la longitud de la hipotenusa. 

A 
	

II 

Figura C.20 

C 

5. Demuestre que un triángulo rectángulo en el cual el lado más corto es la mitad de la hipoimusa tiene dos ángulos de 30°  y 60°. Inténtelo 
de dos maneras. 

6. Demuestre que las longitudes do los lados de un triángulo rectángulo con dos ángulos de 30°y 60°  están en la razón 1:4 3 : 2. 
7. Demuestre que un triángulo cuyos lados están en la razón I:4 3 : 2 es un triángulo rectángulo 30°;60°. 
8. En el triángulo AlIC. AD • 5, BC • 12 y CA • 13. ¿Cuántos grados tiene el LABC? 
9. En el triángulo DE F, DE • 6 • EF y El). 64 2, ¿Cuántos grados tiene cada uno de los ángulos del triángulo? 
10. En el triángulo OHK, OH • 4, IIK • 44 3 y KG - 8. ¿Cuántos grados tiene cada uno de los ángulos del triángulo? 
I I. Cierta caja tiene 12 era de largo, 4 mi de ancho y 3 cm de altura. ¿Qué medida tiene la diagonal de cada una de las caras de la caja? 
12. Encontrar la longitud de la diagonal que pasa por el centro de la caja del ejercicio ulterior. 
13. Demostrar que un triángulo, con lados p2  g°,1pg y p.' ••• g°, donde p y q son cualesquiera números enteros positivos, considerando qua p 

es mis grande que q, es rectángulo. 
14. Encontrar los números p y q que produzcan un triángulo rectángulo 
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CAPITULO 1 GEOMETRIA ELEMENTAL MODERNA 

SECCION 1 1 LOS INICIOS DE LA GEOMETRIA 

1.1 	La primera sección en cada uno de los capítulos 1, 2 y 3 de este trabajo, está destinado a una discusión 
de la historia de la geometría, especificamente al tipo de material cubierto por esos capítulos. Aunque estas 
secciones contienen algunos ejercicios apropiados a la historia discutida, estos, no son parte fundamental al 
material del texto, así que pueden ser leídos en cualquier tiempo disponible. 

Estas secciones históricas avanzan cronológicamente, así que es sugerente leerlos en el orden dado. 

1.2 	La Geometria, y realmente toda la matemática que ha llegado a nosotros por conducto de Europa, tuvo 
sus orígenes en la ingeniería práctica y la agricultura de los antiguos Babilonios y Egipcios, entre los años 
5000 y 2000 a.c. Estos primeros "matemáticos prácticos" estuvieron interesados solamente con soluciones a 
problemas como: cuántos granos le cabe a un granero, qué área de terreno tiene un agricultor para propósitos 
de impuestos, etc. El alcance de estos primeros hábiles matemáticos es bastante visible en las grandiosas 
pirámides Egipcias y otras estructuras. 	La pirámide de Gizeh, por ejemplo, 	fue construida 
aproximadamente en cl año 2900 a.c., utilizando más o menos dos millones de enormes piedras con peso 
aproximado de 54 toneladas cada una, acarreadas unos 800 kilómetros y cortadas con una aproximación de 
una parte en diez mill Causa gran admiración este dificil trabajo, por su estructura munificente. Por 
supuesto, el trabajo manual pesado fue hecho por alrededor de 100,000 esclavos trabajando aproximadamente 
30 años. A tales proyectos precedió mucho pensamiento matemático cuidadoso. 

13 	En el papiro de Rhind, decifrado en 1877 y copiado por los años 1700 a.c. por el escriba Ahmes, de un 
trabajo del año 3400 a.c. aproximadamente, encontramos "Directrices para Obtener Conocimiento de Todas 
las Cosas Oscuras". Aqul, el área de un triángulo isósceles de lado 10 y base 4 se toma corno 20; esto es, la 
mitad de la base por el lado. El área de un circulo está dado como el cuadrado de ocho novenos el diámetro, 
una buena aproximación que supone a rt = 3.1604.... El área de un cuadrilátero está dado como 
(a + c)(b + d)/4, que es correcto para un rectángulo, pero no para cualquier otro cuadrilátero. 

E4 	Fueron dadas muchas fórmulas correctas, tales como la del área de un trapecio, la del área de un 
triángulo, la del volumen de un cilindro circular recto, Lo más asombroso de todo es la fórmula correcta para 

V"' (B' + Bb + 

el volumen de una pirámide cuadrada truncada de arista B en la base mayor, arista b en la base menor y altura 
h, dado en el papiro de Moscú (ca. 1850 a.c.). "La Más Grande Pirámide Egipcia" que es como E.T. Bel' se 
refiere al conocimiento de los Egipcios sobre esta fórmula. Es bastante curioso que los Egipcios hubieran 
conocido esta fórmula y no una fórmula correcta para el área de un cuadrilátero. 

Es 	En Egipto, las matemáticas declinaron después del año 2000 a.c. La pobre notación y la carencia 
completa de cualquier evidencia de razonamiento lógico, parecen las causas más probables para este 
estancamiento. Aunque utilizaron nudos en una cuerda para formar un triángulo de lados 34.3 para obtener 
ángulos rectos, no hay evidencia de qué tanto estaban concientcs del teorema de Pitágoras. 

1.6 	Las matemáticas de la antigua China eran muy semejantes a las de Egipto, pero ellas continúan su 
desarrollo en los siglos siguientes sacando adelante un teorema ocasional, tal como el método de Horner para 
reducir cada una de las ralees de una ecuación polinomial a una constante. 
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L7 	Los Babilonios fueron los mejores matemáticos. Fueron los babilonios quienes dividieron al círculo en 
360 partes. Sabian que la altura desde la base de un triángulo isósceles biseca a la base, que un ángulo inscrito 
en una semicircunferencia es recto; conocían el teorema de Pitágoras, y que los lados de triángulos semejantes 
son proporcionales. En varios lugares tienen a it igual a 3 y a 3 En La Biblia (1 Reyes 7:23 y II Crónicas 4:2) 
también se dá la aproximación n = 3. 

La 	Al construir una tabla de valores para n' + n', estaban capacitados para resolver ecuaciones cúbicas de 
la forma n' + n' = c, Quizá la tabla más avanzada de todas es la que se conoce como Plimpion 322, de 
aproximadamente el afio 1800 a.c. En esta tabla de barro se listan triadas pitagóricas y los valores de m'O 
obtenida por ellos para ángulos de 45* a 3P, con asombrosos incrementos regulares en los valores de las 
funciones. Tales cálculos indican un avanzado entendimiento de trigonometria y del teorema de Pitágoras. 

1.9 	Los Babilonios nunca descubrieron el volumen correcto de una pirámide truncada. Por analogía dijeron 
que seria la mitad de la suma de las áreas de las bases por la altura, ya que es la idea correcta para el área de 
un trapecio. Muchos matemáticos posteriores cayeron en la misma trampa: A causa de que una fórmula que 
vale para cierta figura bidimensional, se adopta para la correspondiente figura tridimensional. 

130 	Todas las matemáticas recordadas alrededor de 600 a.c. fueron de naturaleza muy práctica, careciendo 
de generalizaciones y de estructura lógica. Cada caso especial de problema fue tratado separadamente. 

1. Ejercidos 

I. Encuentre el área correcta de un uiIngu lo isásceles con base 4 y fado 10. 
2. Muestre que cuando uno toma al área de un círculo como el cuadrado de ocho novenos el diámetro, entonces se está considerando 

a e- 3.1604-, 
.3. Muestre que (a + c)(b + rBól a más granda que el área de un cuadrilátero no rectangular cuyos lados sucesivos tienen longitudes 

a, b, c. d. Encuentre una fórmula corrada_para esta área. 
4. Determine la Rtnnula V *-1-031  + DR + b  91 para el volumen de una pirámide truncada de bu* cuadrada de vista de la bue mayor 33, 

atina de la base menor b y altura t 
5. Muestre cómo u puede utilizar la figura siguiente poza demostrar que un triángulo 3-4-5 a rectángulo. 

Figura 1,5 

6. Revise I Reyes 7:23 y 11 Crbnieas 4:2 en la Biblia. Trace una figura para mostrar el valor de a que allí se está GOrlidefiltd#7, 
7. Construya una tabla de valores para ni  • rt 2  con n • 1.2 	12. Luego tdilia asa tabla para encontrar una raíz de cada una de las 

alguien:os ecuaciones: 
a) si+x1-1452.0. 
b) + Irs  + *114000 (tmonuar dm ralees), 
e) 2d+ 	461, 
d) a'+ 3t:•2160. 
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1.7 	Los Babilonios fueron los mejores matemáticos. Fueron los babilonios quienes dividieron al circulo en 
360 partes. Sabían que la altura desde la base de un triángulo isósceles biseca ala base, que un ángulo inscrito 
en una semicircunferencia es recto; conocían el teorema de Pitágoras, y que los lados de triángulos semejantes 
son proporcionales. En varios lugares tienen a „ igual a 3 y a 31 En La Biblia (1 Reyes 7:23 y 11 Crónicas 4:2) 
también se dá la aproximación n = 3. 

Le 	Al construir una tabla de valores para n' + n', estaban capacitados para resolver ecuaciones cúbicas de 
la forma n' + n' = c. Quizá la tabla más avanzada de todas es la que se conoce como Plimplon 322, de 
aproximadamente el alto 1800 a.c. En esta tabla de barro se listan triadas pitagóricas y los valores de sea 
obtenida por ellos para ángulos de 45° a 31°, con asombrosos incrementos regulares en los valores de las 
funciones. Tales cálculos indican un avanzado entendimiento de trigonometría y del teorema de Pitágoras. 

1.9 	Los Babilonios nunca descubrieron el volumen correcto de una pirámide truncada. Por analogía dijeron 
que seria la mitad de la suma de las áreas de las bases por la altura, ya que es la idea correcta para el área de 
un trapecio. Muchos matemáticos posteriores cayeron en la misma trampa: A causa de que una fórmula que 
vale para cierta figura bidimensional, se adopta para la correspondiente figura tridimensional. 

1.10 Todas las matemáticas recordadas alrededor de 600 a.c. fueron de naturaleza muy práctica, careciendo 
de generalizaciones y de estructura lógica. Cada caso especial de problema fue tratado separadamente. 

1. Ejercicio' 

I. Encuentre el kea correcta de un triángulo isósceles con bant1 y lado 10. 
2. Muestre que cuando uno toma el área de un circulo como el cuadrado de ocho novencia el diámetro, entonces se está considerando 

a ft- 3.1604.- 
3. ate4 

a, b, c, d. Encuentre una fórmula correciapara esta área. 
1. Deitimjni te  (ami' V .101  + + b )11 para el volumen de MI pirámide truncad" de base cuadrada de arista de ta base mayor a, 

arista de la bus mena b y 'altura h. 
5. Muestre cómo se puede utilizar la figura siguiente para danciatru que un triángulo 344 es rectángulo. 

Figura 1.5 

6. Revise I Reyes 7:23 yll Crónicas 41 en la Biblia. Trace una figura pare montar el valor de a que elll ne até considerando. 
7. Construya  una tabla de valores para n' n' con n • 1,2 ..... 12. Luego utilice MI Libia pe encallar una ralt de cada una do laa 

siguiente" ecuaciones: 
a) 0+xl- 1432 .0. 
b) + 	+ z' • 111000 (encontrar do. ralees), 
c) 2.r‘ + ai  • 461. 
d) + 3x2  • 2160. 
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SECCION2 1 SEG51ENTOS ANGUI,OS DIRIGIDOS 

2.1 	Iniciaremos con teoremas adicionales a los cursos de geometria de enseñan/a media y media superior, 
para refrescar y reingresar al pensamiento geométrico. No se establecerán aqui los axiomas y postulados de la 
geometria euclidiana (Ver Apéndice A). En esta sección se introduce el concepto de segmento y ángulo 
dirigido, idea muy útil en geometría moderna, como veremos después. 

2.2 	Se debe cuidar escribir los miembros correspondientes u homólogos de figuras congruentes o 
semejantes, en el mismo orden relativo uno de otro. Asi, cuando AABC a ADEF (el triángulo ABC es 
congruente al triángulo DEF), se requiere que LA a LD, LB LE, AB -a DE, etc. 

2.3 	Teorema Los ángulos de la base de un triángulo isósceles son congruentes. 

Demostración. 

Consideremos AB a AC en el triángulo ABC. Se tiene LBAC a LCAB por identidad, Puesto que 
AB a AC y AC a AB, entonces ABAC a ACAB por LAL(son congruentes dos lados y el ángulo 
comprendido entre los lados de un triángulo con las partes correspondientes del otro triángulo). Y 
LB a ¿C puesto que son partes correspondientes de figuras congnientes.0 

2.4 	DellitIcIón Una linea propiamente es un término indefinido, sin embargo entenderemos la palabra 
línea como una linea recta sin punto inicial ni punto final y de longitud infinita. Si entre los puntos A y B 
está cl punto C, entonces estos tres puntos son distintos y todos ellos están en una linea. Inversamente, si A, B, 
C son tres puntos distintos en una linea, entonces exactamente uno de estos tres puntos está entre los otros dos. 
Un segmento AB es el conjunto de puntos que consiste de los puntos A y B y de todos los puntos entre A y B. 

2.5 	Puesto que una linea o un segmento es un conjunto de puntos, utilizaremos la notación Pum y Qem 
para simbolizar que el punto P está en la línea m y Q no está en la linea m. Por supuesto, una línea también es 
una generalización del concepto fisico de una arista de una mesa o de una hoja de papel. En forma análoga, 
un punto es la idealización de una mancha o una sedal o una ubicación. En efecto, la geometria euclidiana 
básicamente es el estudio idealizado de ciertas propiedades que describen al niundo fisico real. 

2.6 	mamo» Puntos que están en una linea se llaman colineales, y forman un rango de puntos con la línea 
como base. Lineas que pasan por un punto se llaman concurrentes y este punto se llama su vértice. Todas las 
lineas que concurren o todas las que son paralelas se dice que forman un as (ver Fig. 2.6). 

 

Pinlo,Minda  

Limo rale"1111.1 

(a) 
	

(b) 
Figura 2.6 

2.7 	Definirlo Simbolizaremos con AB bien a la linea que pasa por los puntos A y B o al segmento 
determinado por A y B. El contexto aclarará el sentido del uso que se dé. La medida (longitud) del segmento 
AB se simbolizará con m(AB). Si A y B coinciden, escribiremos A B o tn(AB) O. Análogamente LBAC 
simbolizará al ángulo determinado por los rayos AB y AC. También se utilizará la notación LA para LBAC 
cuando no surja confusión. La medida (en grados generalmente) de LBAC o LA se simbolizará por 
tn(LBAC)o tn(ZA). 
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as 	De la definición 2.7, se sigue que podemos escribir ¿A = ZI3 solamente cuando estos ángulos comiden. 
Si estos ángulos tienen la misma medida, escribimos !A i.13 (LA es congruente con 1.13). Análogamente, 

m(AB) = m(CD) o AB CD significa que los segmentos AB y CD tienen la misma longitud, mientras que 
AB = CD indica que estos segmentos (o líneas) coinciden. 

2.9 	lkiliaritin Elijamos una dirección como po.stiivo a lo lago de una linea 1. Definamos la longand 
dirigida de A a 13, simbolizada con ‘/(AB), por 

d(AB) =m(AB) 

cuando la direcdón de A a 13 es positiva, y 

d(AB) -m(AB) 

cuando la dirección de I3 a A es positiva.(Ver Fig.2.9). 

13 tl>  

d(mr) > 

Figura 2.9 

2.10 	Ttorrnia Para cualesquiera dos puntos A y 13 , 

d(AB) + d(13A) = O. 

2.11 	Tortnui Si A, B, C son cualesquiera tres puntos colineales, entonces 

d(AB) = d(CD) - d(CA). 

2.12 Teorema Si O, A, 13 son tres puntos colineales, entonces el punto medio M del segmento AB 
satisface la relación 

d(OM) = i (40A) + d(OB)). 

2.13 DefinIc100 La medida dirigida de ZBAC, simbolizada por d(LBAC), se define por 

IV.BAC) = in(GBAC) 

cuando ZBAC se mide en sentido contrarío a las manecillas del reloj (una rotación contraria a las manecillas 
lleva al rayo AB sobre el rayo AC), y 

d(ZBAC) = -in(ZBAC) 

cuando ZBAC se mide en el sentido de las manecillas.(Ver Fig. 2.13) 

d(ZBAC) > 

Figura 2.13 

2.11 rtorrnia Para cualquier ángulo BAC, d(ZBAC) + d(LCAB) = O. 
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2.15 	C011% enci4n 	Debido a que, en este trabajo, con mucha frecuencia se utilizarán distancia y ángulo 
dirigidos, simbolizaremos con mayúscula negrita a las magnitudes con sentido y con mayúscula ligera a las 
magnitudes sin sentido, en las fórmulas donde sea clara la Implicación de distancia'. En otros casos se 
utilizarán los símbolos m y d. Así que, escribiremos 

m(ÁB)= AB y d(AB) = AB, 
in(LBAC) = [BAC y d(ZBAC) = [BAC. 

2.16 	Teorema Teorema Je Eukr. Si A, B, C, D son cuatro puntos colineales, entonces 

AB. CD + ACe DB + AD* BC = O. 
Demostración 

Por el teorema 2.11, se tiene 

AB = DB — DA, AC = DC — DA, y BC DC — DB. 

Por lo huno la expresión dada se conviene cn 

AB. CD + AC. DB + AD. BC = 
= (DB — DA). CD + (DC — DA). DB + AD. (DC — DB) 
= — (DB — DA). DC + (DC — DA). DB — DA. (DC — DB) 
= 0.0 

2.17 Teorema El área K del triángulo ABC está dado por 

K=; AB.BC•sen B; 

es decir, el área de un triángulo es igual a la mitad del producto de cualesquiera dos lados y 
cl seno del ángulo comprendido entre ellos. 

2.1s Por conveniencia, en las fórmulas que siguen, acordaremos que a/b = c/d será válido siempre que ad=be 
aún cuando ambos, b y d sean cero. Esta convención mostrará su utilidad cuando consideremos expresiones 
algebraicas en los teoremas de Menelao y Ceva en las secciones 4 y 5. 

2.19 Teorema Consideremos cualquier triángulo ABC y tomemos cualquier punto L en BC. Entonces 

BL = AB. son COAL 
LC 	CA* sen CLAC 

Demostración 

Observar primero que las magnitudes AB y CA no son dirigidas; pero todas las otras medidas si lo 
son. 
Consideremos que h simboliza la longitud de la altura desde el vértice A del triángulo ABC. Las 
áreas K, y K, de los triángulos ABL y ALC están dadas por 

K 	BL.h =1,» AB .AL• sen [HAL 
LC. h AD CA* sen CLAC, 

Sugerencia Engpailyge %guaita es dificil rumiar en Indio loa segmentos dirigidoa Pare ello se eligiere utilizas borre mima de tu 
lona limpio: AB • CB • CA 
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L 

Figura 2.19 

3 	
2(c3a' + atas  • Ve') — (a.  + 	4 e) 

11  
43' 

B A 

Ejercicio 2.14 

de lo que se obtiene, siempre que 1. r C, 

131,  AB.sen  
CA•sen LLAC 

Ahora, MAC y (senZBAL) / (senZILAC) son positivos ambos o ambos negativos según que L 
se encuentre entre By Co fuera del segmento BC. Si L = 13, entonces son cero ambos 
numeradores. De esta manera se concluye que, en todos los casos, estas dos fracciones tienen el 
mismo signo, y por lo tanto el teorema vale citando L x C. Si L = C, entonces el teorema se sigue 
de 2.18, ya que ambos denominadores son cero.0 

2. Ejercicios 

1. 	Demuestre que si A, B, C son cualesquiera tres puntos colineales, entonces d(AB) d(11C) + d(CA) - 0. 
2 	Demuestre el teorema 2.10. 
3. Demuestre el teorema 2.11. 
4. Demuestre el teorema 2.17. 
5. Demuestre que la bisectriz de un Ángulo interno en un triángulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los lados 

adyacentes. 
6. Demuestre cl teorema 2.12. 

7. Sean A, 13, C, puntos colineales. Si SI y N son puntos medios de AD y CD, demuestre que 2MN AC + 11D - AD + 11C. 
S. 	Si A, B. C. 13 son puntos colineales y si los puntos medios de AB y CD coinciden, demostrar que d(AC) - d(D13). 
9. Si A. B, C, D son cuatro puntos colineales cualesquiera, demuestre que 

DA'. 11C + 	. CA + 	. AB + AB. IIC . CA •• O. 
10. Teorema de Pavear,. Demuestre que la fórmula del Ejercicio 2.9 vale aún cuando el punto D no esté en la linea ABC. 
11. Demuestre que si A, B, C, D son puntos colineales tal que d(AC)* d(DB), entonces los puntos medios de AB y CD coinciden. 
12. Utilice el Ejercicio 2.10 para encontrar las longitudes de las medianas de un triángulo. 
13. Utilice el Ejercicio 2.10 para encontrar las longitudes de las bisectrices interiores de un triángulo. 
14. Considere que las longitudes de los lados del triángulo DBC son a, b, e para los lados BC, CD, D13. Considere que la altura DA 

tiene longitud h, que d(13A). d 	d(AC) •• e tal que a • d + e. Entonces e' 	+ 11'. Vea figura y utilice Ejercicio 2.10 para 
demostrar que 

15. Utilice Ejercicio 2.14 para demostrar la fOmtula de 'letón para el área K de un triángulo con lados a, b, c y 
semiperimetro 	s - (a + b e)/2: 

K 	'ft(' • a) (s • b) (s • c) . 

Esto demuestra también que la altura h del lado a está dado por 

h •IiI•tis(i• a) (a • b) (o • e) . 
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?.I:( VIII"; 3 	I 	Vi N1(3.; 11,1.:LIS1 Flkit axrh 

3.1 	Aunque trabajaremos principalmente en el plano euclidiano, ocasionalmente indizaremos el espacio 
euclidiano de tres dimensiones. La siguiente definición permitirá ambas consideraciones. No se presentarán 
dibujos de elementos ideales ya que simplemente no aparecen como figuras ordinarias euclidianas. Sc exhorta 
al lector que responda y complete cuidadosamente los Ejercicios 3.1 y 3.2 para reforzar los conceptos de 
elementos ideales. 

Observe que varias propiedades de la geometria euclidiana tienen deficiencias. Por ejemplo, dos puntos 
distintos siempre determinan exactamente tina linea (que pasa por los dos puntos); y dos lineas coplanarcs 
distintas (líneas que se encuentran en el mismo plano) determinan un punto (de intersección ) solamente 
cuando no son paralelas. Estas deficiencias se pueden remediar al imaginar un punto al infinito en el cual se 
cortan las dos lineas paralelas. 1.a definición 3.2 proporcionará los detalles de tales elementos infinitos. Las 
razones de división de un segmento, sirven de vinculo para ambas ideas de elementos infinitos y medidas 
dirigidas. En las secciones 4 y 5 se utilizarán estas ideas. 

3.2 	Definición De aqui en adelante, a cada línea euclidiana, que se le llamará línea ordinaria, se le 
agregará un punto ideal (punto al infinito) que tendrá las siguientes propiedades. 

I. Líneas ordinarias paralelas comparten el mismo punto ideal. 
2. Lineas ordinarias que se intersecan tienen pinitos ideales distintos. 
3. Todos los puntos ideales que pertenecen a las lineas ordinarias de un plano euclidiano dado, que de 

aquí en adelante se le llamará plano ordinario, forman la línea ideal de ese plano. 
4. Planos ordinarios paralelos comparten la misma línea ideal. 
5. Planos ordinarios que se intersceati tienen lineas ideales distintas 
6. Todos los plintos ideales (y líneas ideales) en el espacio, forman el plano ideal. 
7. Todo punto ideal se considera que está infinitamente separado, lejos de cualquier otro punto 

(ordinario o ideal). 

Al plano euclidiano así aumentado se le llama plano extendido y al espacio euclidiano así aumentado se le 
llama espacio extendido. Los puntos, asá como las lineas y planos, que no son ideales se les llama ordinarios, 

3.3 	Definición Sean A y B plintos ordinarios y sea P cualquier punto colineal con A y B. Sc define la razón 
r en la que P divide al segmento AB, de la siguiente manera 

r = AP/PB si P es un punto ordinario y P s 13, 
f 	si P = B, 
r = -I 	si P es el punto ideal de la línea AB. 

Si P está entre A y 13, entonces se dice que P divide AB internamente; si P=AoP= B, entonces 
P divide AB impropiamente; de otra manera P divide AB externamente. En todos los casos se escribirá 
r = AP/PB. 

3.4 	De esta manera la razón r en la que P divide al segmento AB puede ser cualquier número real; r s  I 
si P es el punto medio de AB. Por ejemplo: Si P está entre A y B, entonces r> 0; O< r < 1 si P está próximo 
a A, internamente; y r> 1 si P está más 
cerca de B, internamente; si B está entre 
A y P, entonces r< -I, y r -+-z cuando A 
P 	B. Si A está entre 13 y P, entonces 	—+—I 	  
-I < r < 0. Si P es ideal, entonces r 	-1. 	- 2,- 	-p o •;• *1 .3 ce .1 • 3 	.2 
Si P = A, r = 0; y si P = B, r = ID. En 
la Fig. 3.4 se indican, para diferentes pun- Figura 3.4 

tos, razones de división del segmento AB. 
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1 .5 	reu,e 	Si AP/Pli 	 don& A y It loa pinitos ordinarios diferentes y l' y Q están sobre la 

linea AH, entonas I' 

Demostración 

1)ii la ecuación dada tenemos 

All„ :11' 	_ 	AQ 4 I ,M") + 011., Atl 
Pti PD PI1 QB QB QB 

Ya que la primera y la última fracciones tienen numeradores iguales diferentes de cero, sus 
denominadores también son iguales. Así PD = Q11, y entonces P = Q.0 

3.6 	nem,letao La rozón cruzada de cuatro puntos colineales A, 13, C, D, denotado por (AD, CD), se define 
como 

AC AD (A11,CD) 
CII DD 

3.7 	mantas,: La rozón cruzada de cuatro lineas concurrentes VA, VI3, VC, VD, denotado por V(AB, CD), 
se define como 

senLAVC senzAVD 
V(AB,CD) =

(senZCVB ) k senZDVB 

3.8 	Teorema Si una transversal ordinaria in corta cuatro lineas concurrentes VA, VB, VC, VD, en cuatro 
puntos A, 13, C, D, entonces la razón cruzada de las cuatro lineas es igual a la razón cruzada 
:le los cuatro puntos. Esto es, V(AB, CD) = (AB, CD). 

3.9 	'retinitis Si A, 13, C, D son puntos ordinarios colineales, entonces 

(Al), CD) = (CD, AB) = (BA, DC) = (DC, BA). 

3.16 	nen:ación Las igualdades del teorema 3.9 se utiliza:: para definir (AB, CD) en caso de que A o 13 Sea 

punto ideal; yCyD sean puntos ordinarios diferentes. Esto es, (AB, CD) (CD, AB). 

3.11 	Definición Si (AB, CD) = —1, entonces se dice que los puntos C y D dividen armónicamente AB. El 
punto D se llanta conjugado armónico de C con respecto al segmento AB. 

3.12 Teorema Si C y 13 dividen AB armónicamente, entonces A y 13 también dividen a CD armónicamente. 

3.13 Teorema El conjugado armónico del punto medio de un segmento es el punto ideal de esa línea. 

3. Mendrios 

I. 	Indique cuándo es cinta o cuando ea falsa cada una de les proFxrsiLiones siguientes, en el espacio extendido. 
a) Cada linea tiene exactamente un punto ideal. 
b) Cada plano tiene exactamente una linea ideal. 
e) 	Dos planos distintos se cortan en exactamente una linea. 
d) Hay un miman infinito de lineas ideales. 
e) Hay un número infinito de planos ideales. 
1) 	Play un número infinito de puntos ideales. 
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I 	 , 	I I 	d.. un d 	 iteid0 Valía ed.1 

,' f.' 	,.1 • I ) d.,1;0 ,1) 	\ id111-1.1dd triángulo 

11, 	.„I ';,igidereinos rr. I. pinitos 1„ M, N son puntos de Islciiela(i para los 
loar»; 	 Euwip..es los puntos L, M. N son colineales 

?PI 

Primero, tomar L. 7 d, '1'1 puntos propios 	Mendao y colineales en una linea base nr. TI" aillr las 
p.:ip,:isticiilarcs A[1. lb. 	de longitudos e, s, 1 a la linea ni denle los puntos A, 1), C como se se 
en la Fig.1. 2. I.os L. ires siguientes de nrangules leclangulos son semejantes ya que comparten un 
ángulo ;pulo o tienen un anulo opuesto por veotiee: 

SRI 	- 	LT 	asi cinc 	
lil.. 
	2 

Le 

,1CNI4 A.ANIII 	que 	CM 
r 

AAPIP ALINS, 	u que 	AN 	r . 
tiN 	s' 

I/e dude 

11 

Filma 42 

111,..CM 	 r._ ± 
1.0 MA N13

r.  
	r .5 

I. 

puesto que una de las tres divisiones debe ser externa, este producto es negativo. 

Para establecer cl i M'uso, consideremos L. NI. N puntos de Menelao propios tal que 

III, CM AN 
Le MA NR 

Hagamos que la línea que une a los puntos L y M corte a la línea Al) en un punto N'. Entonces L, 
M, N' son tres puntos colineales de Menelao para el triángulo ABC., que por la primera parte de esta 
prueba se tiene, 

1314.  CM 
CC MA N'B 

De donde 	AN/NI3 	 as' que N = N', por el teorema 3.5. 0 

rturritiz &n'u ingam;a1a,ica Jet teorema de Ilenetao. Seall L, M, N puntos de Menelao para los lados BC, 
C.A. AB de un triángulo ordinario ABC. Entonces los puntos L, M, N son colineales sii 

sen ZBAL, scn ZCIIM sen¿ACN I 
sen ZLAC sen ZMI3A sent.NCE 

Demostración 

Este teorema se concluye fácilmente de los teoremas 4.2 y 2.19.0 

• la eVncsüvr síi sioifica "si y ti'.10 si". 
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1-1 (emi, 	{AH; 	,q 	 (11.1 iLárenia de Alenelim 

4.1 	7 cfirtvi 	1.a unza que une punto•ii medios de dos lados de un triángulo CO paralelo al tercer lado. 

r /ea IMI";iziák 

Considerar M y N puntos medios de los lados AB y CA del triángulo ABC. (Ver Fig.4.4) 
Suponer que la linea MN cofia al lado I3C en el punto I.. Por el teorema de Menda° se tiene, 

A 

C..1 AN 	
I. 

LC 11j7k.  NIC 

Figura 4.4 

Pero CM/MA = AN/NB = I, ya que Al y N son ponlos medios. Así BL/LC = —I, y por lo tanto 
L es un punto ideal, esto es, las líneas BC y AIN son paralclas.[1 

4.5 	Ttorcrna 	Las líneas tangentes al circuncirculo en los vértices de un triángulo , cortan a los lados 
opuestos del triángulo en tres puntos colineales. 

Demostración 

Consideremos que la tangente al circuncírculo en A corta a la línea BC en L como se ve en la 
Fig.4 5. Entonces ¿!3AL LC, ya que la medida de cada ángulo es la mitad del arco AB. 
Igualmente tenemos que ZLAC = 180ú  — ZABC, ya que las medidas de estos ángulos son, 
respectivamente, la mitad de la medida de los arcos opuestos. Entonces 

BL AB.senzBAL  ±  AB. senLC  # (M3)' 
LC 	CA.senZLAC CA. senZABC (CA)2  

por el teorema 2.19 y la ley de los senos. El signo menos vale ya que claramente la división cs 
cuerna. 

CM ___(BC)' 
11A —  (AB)' 
	

NB 	(BC) 

donde M y N son intersecciones correspondientes de las tangentes a la circunferencia en D y C 
con las lineas CA y AB. Ahora 

HL CM AN 
LC.  MA.  NB 

Finura 4 5 

así que el teorema se concluye del teorema de Menelao.11 

4,6 	th11441414n Se dice que dos triángulos ABC y A'I3'C' son copolares sil las tres lineas AA', BB', CC', 
que unen vértices correspondientes, son concurrentes (en un punto ordinario o ideal); y se dice que son 
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í, 
1,; 

1 15 et.15551 51 

(b) 
1-sirá 4.6 

4,7 	Frorin61 	 u 1,9„61,',, 	141,iuiies. Si dos triángulos son copolares, entonces son coaxialcs; 
iiiVei 	si dos triángulos son coaxiales. entonces son copolarcs. 

Demostración 

Supongamos que los triángulos ABC y A'13'C' son copulares en O. (Vcr Fig. 4.7.) Aplicando el 
teorema de Menelao al triángulo 013C con puntos de Menelao colineales 1, C', 13'; al triángulo 
OCA con puntos M, A', C', y al tiiángulo 0A13 con puntos N, 13', A', obtenemos 

O 

Figura 4.7 

	

CC' 011' 	CM AA' OC' 

	

LC C'0.  B'I3 	MA .A'0' C'C 
	

NB ' B'O' A'A  

Multiplicando las tres ecuaciones anteriores lado a lado se obtiene 

, 	... 
LC  MA NB 

Asi, puesto que L., M, N son puntos de Menelao para el triángulo ABC, entonces L, M, N son 
colineales; esto es, los triángulos ABC y A'13'C' son coaxiales, 
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i, • 	1: 	, 	C 	I! 	•t1,1 CCI.V.iii!e, eii kl; 	1., 

NICC' y NI113' son copolmcs cn 
L. 1.):‘ donde, por la primer' p.111,... de la ptu l.a. e›los 	 S011 COilMaiCS; C•aii es, los minios 
A, A', O can colioe des. Así,, IGS 	 Mil: y All'e" am copolares en 	.1 

 I ¡II u, 	T.,,re,,i,.1,Pupd.r. Si d he \ágil(' AueDly tiene sus vértices A, C, E en una linea y sus 
vértices II , D, F están en otra linea, entonces los tres pinitos L , M, N de intersección de pares 
de lados opuestos AB y DE, Be y l F, CI) y FA son colineales. 

Demostración 

Supongamos que AB corta a CD en P, y a EF en E, y consideremos que CD y EF se cortan en Q, 
como se muestra en la Fig. 4.8. Aplicando el teorema de Menelao al triángulo PQR que es cortado 
por las lineas FAN, MBC y ELD, obtenemos 

Df IZA PN 
FE' Al' -N-05 

QM Ell PC 
Mit B-17  CQ 

EL PI) _1  
EE.  1.11.  DQ 

 

Figura 4.11 

 

Ahora, multiplicando estas tres ecuaciones lado a lado, y reagrupando factores se obtiene 

,(21.1 	pN 	 v 	12_11 
5,  ME' LP 'NQ ,k Flt

„a.k. 
 BP DQ nER AP.  CQ 

Ya que F, B, D y E, A, C son dos conjuntos de puntos colineales de Menda() para cl triángulo 
PQR, entonces cada uno de los dos últimos productos triples en paréntesis es igual a -1. As1 que 
esta expresión se reduce a 

Ql11 RE, PN 
MR LP 

estableciendo, por la parte in% ersa del teorema de Menelao, que L, M y N son colineale5.0 

4.9 	En esta sección hemos visto una prueba más conveniente para la colinealidad de tres puntos. En la 
sección siguiente encontraremos una prueba semejante para la concurrencia de tres lineas, Estas ideas se 
llaman duales una de otra. Esto es, dos proposiciones se llaman duales una de otra si cada una se transforma 
C1113 otra por el intercambio de las palabras "punto” y "linea"; y, por supuesto, también los términos asociados 
como "colineal" y "concurrente". Una ilustración apropiada de dualidad es el teorema de Desargues, porque 
triángulos copolares y triángulos coaxiales son conceptos duales, El teorema establece que estos dos conceptos 
duales son equivalentes, considerando:  por supuesto, que permitimos elementos ideales. 

4.10 En geometría proyectiva, en la cual son básicos los teoremas de Desargucs y de Papus, siempre se 
utiliza el espacio entendido y cl teorema de dualidad, un teorema acerca de teoremas, que establece que el dual 
de cualquier teorema proyectivo es otro teorema proyectivo. Observe que el teorema de Desargues es su propio 
dual. Cerramos esta sección al establecer sin demostración el dual del teorema de Papus. Comparar esta 
proposición palabra por palabra con el teorema de Papus, observando que cada concepto es dualizado. 
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:I 	11,  it . • , 	 . 1 1; 1 i, 	 • ri J:11 >i ti, 	11, 	,J 

; 	; 	I l'• 	 coto utrt:uic., caz (Ali) ponlo Q. Lirlorict.S LIN 

Ires iitn.i; /, 41, n 11111. Sil 	1,1••II.%105 (en hs tlitef I‘et:C10I11,'S 11.) ab y 	he y el, 
, 	‘: 	,t)11 ,013-11:1s. ICS tell 1111 ',,111111) R) (Ver Fin. t 	I.) 

Figura 4.1 1 

4.il 	Ahora que ha sido establecido e ilustrado el teorema 4.11, encontramos que el frasco puede ser 
mejorado. Este hecho no menoscaba la utilidad de la dualidad por que hemos obtenido al menos una 
proposición del teorema y hay muy pocas espresiones cuyo fraseo no puede ser esclarecido. Reestablecemos cl 
teorema como sigue: Si los lados de un hexágono pasan alternadamente por dos puntos, entonces las tres 
diagonales que unen vértices opuestos son concurrentes. 

4. 	Fjr rt Mos 

I 	En la demostración del teorema de 5101:leo se consideró que las paro de Menelao eran propios, Cunplete la demostración de 
eme teorema al establecerlo para el caro en el cual uno o mis puntos de Menelao no son propios. 

2. Restablezca y demuestre el teorema de Menelao para un triángulo que tiene un vértice ideal. 
3. ,,Se puede aplicar el teorema de Menelao a un triángulo que tiene dos otra vértices ideales? 
4. Dernostar el teorema 4 3. 
!. 	Dado que P y Q son plintos en las lineas A/3 y AC del triángulo ABC, demostrar que PQ es paralelo a 13C sii AIVPI3 AQ/QC 
6. Escoger un punto P en el lado Ali de un triángulo ABC. Considerar que la paralela a 13C que pasa por P cona al lado AC en Q; que 

la paralela a Mi que pasa por Q corta a BC en lt; que In paralelas AC que pasa por 12 corta a AB en S; que la paralela a BC que pasa 
por S corta a AC en T; s., que la paralela a Ali que pasa por T corta a BC en 1.1. Demostrar que PU a paralela a AC. 

7. Demuestre el teorema ¿os triángulos de Desaguas (Teorema 4,7) para el caso en el cual O es un punto 
S 	Demuestre que las tres bisectrices de los ángulos extensos de un triángulo cortan a los lados opuestos en tres puntos colineales. 
9. 	Denumtre que las bisectrices de dos ángulos internos de un triángulo y la bisectriz extensa del tercer vértice cortas los lados opuestos 

en tres puntos colineales. 
10 	Los puntos 1' y Q son conjugados sotórnicos con respecto al sespnento AB sii A, B, 1', Q son colincales y ri(AP) 4(13Q); esto es, sii 

P y Q están en la linea AB y son simétricos con respecto al punto medio del segmento AB. Demostrar que cuando I, M, N son puntos 
de hltnelso colineales del triángulo ABC, entonces sus conjugados isoutnticos L', M', N' también son colineales. 

11.1..0 lineas AP y AQ son cnnjugaJal irogunales con respecto al ángulo BAC sii AP y AQ ton simétricos con respecto a la bisectriz de 
ZBAC; esto, es, sii ri(GB.AP) ,. • ri(.,CAQ). Consideremos que AL', 13h1', CN' ton o injugadas Isogonales de Al, 11M, CN, con L y 
1..*, tul y M', N y N' en las lineas BC, CA, AB. Dernoráru que si 1, M, N son colineales, Montes L', hl', N' son colineales. 

l2.Generalice el concepto de un punto de Menclao al Aplicarlo aun cuadrilátero. Luego demuestre que los puntos de Menelao 1, hl, 
N, 0 para los lados AB, BC, CD, DA del cuadrilátero ABCD son m'incides solamente cuando 

Al. lihl ,,CN DO 
T. g.  MC 17' ()A .+1. 

 

¿Es cieno el inverso? 

13. Considere que el incirculo (circulo inscrito) del triángulo ABC toca a los lados 13C, CA. AB en tos puntos X, Y, Z, y extienda l'Z 
basta sonar a I3C en K. Demuestre que 13X/XC - .11KiNC. 

14. Sea p ci punto medio de la mediana A.1' en el triángulo ABC, y considere que CP corta AB en Q. Demuestre que AQIQB. 
1'. los i„oriar,,, tienen el problema de trazar una linea entre dos puntos qua tienen una obstrucción (dl como un edificio o una montarla). 

Demuestre cómo se puede militar el trotona dos triángulos de lk.sargues para localizar el otro punto sobre la linea determinada por 
los dos puntos considerados. 

16. El problema e-regla. Demuestre cómo trazar la linea AB cuándo las puntos A y /I están más allá que la longitud de una regla 
disponible. 

17. Demuestre olmo  trua una Unes por Un pinito 1' y por un punto inaccesible de intersección de dos lineas m y II dadas. 
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1 tr 11.01i1 	!u. 1.7,‘ 

ntroddán Una línea que pass por el ven ice de ui triángulo se llama cevinna para tal vértice. Si no 
concide con un lado de un triángulo, la ceviana se llama cia'iana propia. Acordaremos que, cuando digamos 
AL es una ceviana, implicará que A es el vértice y L es el punto de intersección de la ceviana con el lado 
opuesto del triángulo. 

5.2 	Teorema Teorema do reta. Tres cevianas AL, 3M, CN de un triángulo ABC concurren sii 

111. CM AN 
LC 111A 	' 

Demostración 

Supongamos que las cevianas propias AL, DM, CN se cortan en O, como en la Fig. 5.2. Entonces 
C, O, N y 13, 0, M son triadas colineales de puntos de Menelao para los triángulos ABL y ALC, 
respectivamente. Ml que, por el teorema de Menelao 

le, 	, _át? - 
CL OA NB y 

A 

BC MA OL 

Fisura 3.2 

Ahora, multiplicando estas ecuaciones lado a lado, obtenemos 

BL CM AN 1  
LC MA NB • 

El inverso de este teorema se establece de la misma manera que el inverso del teorema de Menelao.0 

3.3 	teorema Forma trigonométrica dcl teorema de Ceo,. Tres cevianas del triángulo ABC concurren sil 

sen ¿HAL sen ZCBM senZACNi.  1, 
sen LLAC sen GMBA senGNCB 

3.4 	Teorema Consideremos que el incirculo (circulo inscrito) del triángulo ABC toca a los lados BC, CA, 
AB en los plintos X, Y, Z. Entonces las cevianas AX, BY, CZ concurren en un punto 
llamado punto Gergonne del triángulo. 

Demostración 

Ya que BX y BZ son tangentes desde un punto 
a un circulo (ver Fig. 5.4), entonces ZEPri BX 
Análogamente XC A  CY y YA = AZ, Entonces 

BX CY AZ BX CY AZ 
XC YA 	CY AZ BX Figura 3.4 

El signo más vale ya que los puntos X, Y, Z dividen internamente al triángulo. El teorema se sigue 
del teorema de Ceva.O 
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¡lisas; (I,: so O, s,.ola ala.loaca. 

Deinostrui,")o 

RetiriUdonos a la Fig 5.5, consideremos que D, 13, F son los pies de las ahusas desde los vértices 
A, I3, C del triángulo A13C. Del triángulo rectángulo I3AD, 

90° ± ¿DAD 

Figura 5.3 

cuando LB es agudo se utiliza el signo menos y cuando LB es obtuso el signo más. De esta 
manera sen ABAD = ±ros ¿B. Ocurren relaciones semejantes en los otros cinco triángulos 
rectángulos que tienen como un lado a una altura del triángulo ABC, produciendo 

sen ZBAI) sen LOW senLACF¢  cos¿e gavz Quhts a  ti, 
sen ZDAC,  sen ¿ERA senzFa ecisLC cosZA cosa 

Pero es el signo más el que vale ya que en un triángulo solamente puede haber un ángulo mayor de 
900  y por lo tanto ninguno o bien dos de esos piés cortan externamente a los lados del triángulo.O 

5.6 	Tenrenus Si AL, BM, CN son tres cevianas concurrentes del triángulo ABC, y si L', M', N' son 
conjugados isotómicos (ver Ejercicio 4,10) de L, M, N con respecto a los lados BC, CA, AB, 
ehtonces AL', DM', CN' concurren. Los dos puntos de concurrencia se dice que son 
puntos conjugados isatómicos del triángulo ABC. 

Demostración 

Puesto que L y L' son equidistantes del punto medio del lado BC, entonces BL =L'C y BL'=LC. 
(Ver Fig. 5.6.) Se mantienen relaciones semejantes para M y M' y para N y N'. 

De estas relaciones se sigue que 

BL', CM', AN' LC MA NO 1 
L'C M'A N'B BL CM AN +1 

A 

L 	L' 

Figura 1.6 

por el teorema de Cesa, ya que AL, BM y CM concurren. Por lo tanto AL', BM', CN' concurren 
por el teorema de Ceva.0 

38 

1 



Tfiang1110 	CC% i arias 

	

Puntos de 	Ecuación 

	

concurrencia 	resultante 

ALARLN, AC, BR 	 AN.ite LR 
N» CL .12A 

ANIBC ML, DA, CP 	N 	
AL,a.,N2. ,. , 
LC AM PO ' 

ANCA NM, CD, AQ 	L 	11:9,A,12 . 1 
ltIA IIN QC 	' 

ALMA LC, Mil, AN 	ES 	
ILUR.I,Li . , 
CA 111,X51 	' 

NINB NIN, NP, BL 	C 	
N.% IIP lt11 

.S  wi,—.1r5 . i 

LINLC NB, LQ, Chl 	A 	tu 151 '<NI ' 
' 
i 

BC .QN 'ML  

ir,r,rjr•tri I r!: ( .r 

th 
I., 	 .1 	 r 	1 I 	t 	 id\ 1,111,  

111,/,‘ 	r..111. 	s.% 	 1.I.rr r iril: 	, ,,ta man, hl, 	Li 

II, 	'II I 	kis !MI 	'11 	 le deiti' qlk) 

til 	, de t."e, a mulla., ,I 

DeillOStlaCt.,11 

1Lgamos que L, M, N sean tres puntos de Menelno colineales para los lados BC, CA, AB del 
triángulo ABC, como se muestra en la Fig. 5.8a. Consideremos que CN corta a DM en P y AL en 
Q, y supongamos que AL y 1.1111 se cortan en R. Apliquemos el teorema de Cesa para cada uno de 

A 

Figura 5.fla 

los seis triángulos listados en la Fig. 5.8b. Al multiplicar estas seis ecuaciones lado a lado, 
obtenemos 

tnk.C.M. AktS 2 = 1 
1,1.0 MA N11/ 

de lo cual se obtiene el resultado del teorema, ya que bien uno o tres de los puntos de Menelao 
colineales cortan externamente a los lados.5 

Figura 5 Ab 
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la I, (fi< san 	L; i.,aas coa,utr4idcs dcl 	 y si AL,: corte a 1)1' ca 1.'. 

c111011(.CS (1)1:, 	- I; cs 
11,1 

Le L'e.  

Lie mos' rae t on 

Aplicando el teorema de Cera al triángulo ABC de la Fig. 5.9 y las cerinas concurrentes AL, DM, 
CN, y aplicando el teorema de Menelao al triángulo ABC y los puntos de Menelao colineales 	M, 
N, obtenemos 

BL CM AN 
5.171‘71-1 =  

HL'.  CM.  AN =-1. 
LT MA NIl 

El teorema queda demostrado cuando dividimos estas ecuaciones lado a lado.D 
A 

Figura 3.9 

	

5.10 	Ahora que hemos establecido, demostrado y examinado el teorema de Cera, es apropiado recordarle los 
comentarios en 4.9, de que los teoremas de Cera y Menelao son duales. En primer lugar, un triángulo es una 
figura que es su propio dual: Es la figura formada por tres puntos no colineales y las tres tincas que unen 
pares de los puntos; es también la figura formada por tres tincas no concurrentes y los tres puntos de 
intersección de pares de las lineas. Asi , un triángulo también es un trilátero. 

Al tratar el teorema de Menelao se discutió la colinealirlad de tres puntos en las lineas (lados) de un 
triángulo, en el teorema de Cera se consideró la concurrencia de tres lineas en (que pasa por) los puntos 
(vértices) de un triángulo. Ad, cada uno es dual del otro. Es raro que aunque el teorema de Menelao era 
conocido desde 100 d.c., el teorema de Cera escapó su detección hasta 1678, más de 1500 altos después. 

5. EJereklos 

1. Demuestre el inverso del teorema de Cesa, 
2. En la prueba del teorema  de Cesa dado en el temo se consideró que las «liana, eran propias. Demuestre el teorema sin esta 

restricción. 
3. Demunve el teorema 3.3. 
4. Demuestre sintéticamente el teorema de Cava. [Sugerencia: Trace una linea por A paralela a 11C que cone a 13M en S y CN en T. 

Luego utilice triángulos semejantes.] 
5. Demuestre el teorema 3.5 para el caso en el cual a 90°. 
6. Muestre cómo construir el conjugado armónico de un punto C que esti en la linea AB con respecto al segmento AB. 
7. Scan Al, 13M, CN cevianas del triángulo ABC. Sean L', M', N' los puntos de intmenión de MN y BC, NL y CA LM y AB. 

Demuestre que L', M', N' son colincales sii AL, BM, CN concurren 

	

R. 	Muestre que las medianas de un triángulo concurren. Su punto de concurrencia se llama centrokle o &alterara del triángulo, 
9. Muestre que el centroide es el único punto cuyas ceviams dividen a los lados del triángulo en razonn iguales. 
10. Muestre que el centroidc rs el único punto que diside a nis cevianu en razones iguala. 
11. Muestre que las bisectrices internas de un triángulo concurren. Su punto de concurrencia se llama ineeniro. 
12. Muestre que concurren una bisectriz interna y dos !MUTUA de un triángulo. 
13. Muestre que si concurren tres ces ianas, entonces concurren Eta iaogonales conjugadas. (vea Ejercicio 4.11). 
14. Considere que un circulo inteneca a les lados BC, CA AB de un triángulo ABC en los puntos L y L', M y M". N y N'. Muestre 

que Al, 13M, CN concurren sfi concurren AL', 111', CN'. 
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I 	 /11 hl 	 /, 

	

I:. 	 familia:liar al 
lector con ,t 1 lone e; .1, I s p coi aa.1.a l», 	friftmaalte.., 'ton loa no itdos de uncidos. Tal s'Cc el monto de 
mayor 	la:, 	1; 7 e,. t I que de, cii 	1.untnte cicfmarefencia (frecuentemente se dirá 
circulo) de coI 	!mese pomos 	La nitaium..iair relaciorrida cata coitleitida en la Definición 6.2 e los teoremas 
7.13 y 7.14, c 1.1 -...opilut!,1 en el te,neorl 7 

0.2 	mfinmon 	el triángulo Al3C, la ni olida de los ángulos A, 13, C se denotarán por A, 8, C. Los lados 
opuestos a estos %erices tendrán langitud a, li, e, respectivamente; 	y el sentipairnetro (a+h ,c)!2 se 
simbolima coa s. El Id] n ino lado de un triángulo se rderirá al segmento o bien a la línea completa en la que 
se encuentra el segmento. El contexto proporcionará el uso claro. 

Los puntos medios de los lados a, h, o se simbolizan con A', 13', C', Las lineas AA', 1313', CC' se llaman 
medianas y tienen longitudes ns,, 	. El triángulo A•B'C' se llama el ir/ávido media/. Los piés de las 
alturas se denotan con ID, E, V Las alturas AD, BE, CF tienen longitudes h., hb , 	. El triángulo DEI' se 
llama el triángulo órfico. Las bisectrices internas cortan a los lados opuestos en ti, V, W; y las longitudes de 
las bisectrices AB, 13V, CW son r, , tA  , t,. . 

El circulo dentro del triángulo ABC y tangente a sus lados es el circulo inscrita (incdrculo) con centro 1 y 
radio r. Los tres círculos exteriores al triángulo ABC y tangentes a sus lados (Ver Fig. 6.2) se llaman 
excirculos y tienen centros!, , l ,1, ; y radios r„ , rr , e,. . El incírcelo toca los lados del triángulo ABC 
en X, Y, Z; y el excírculo 	toca a los lados en 	Z1. (para j = a,b.c). Estos cuatro circulas también se 
llaman equicirculas. 

El círculo que pasa por los vértices A, B, C se llama circuncIrculo y su centro y radio se simbolizan con O 
y R. 

(»minas Cr para denotar el centraide (donde se cortan las medianas), 11 para el ortocentro (corte de las 
alturas) y N para el centro del circulo de los nueve puntos (centro del circulo que pasa por los puntos medios 
de los lados). El área del triángulo ABC se simboliza con K y con }<me , 
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1,0.,n,4 El triangulo tudial d no thangulo dado (considerar el triángulo ABC) tiene lados paralelos 

y con la mitad de longitud de los lados del triángulo dado. 

Demostración 

Ya que AC' - A13/2 y A13' = AC/2 y ZC'AB' = !BAC (Ver figura 6.3), entonces 

AllAC -(es semejante a) AC'AB' por L•IL (lado ángulo lado). De esta manera C'B' a BC/2 a 13A'. 

En forma análoga A'B' 13C', asi que BA'B'C' es un paralelogramo. Y el teorema se concluye 

facilinente.0 

Figura 6.3 

Corolario El triángulo medial parte al triángulo dado en cuatro triángulos congruentes. 

6.5 	Corolario El radio del círculo de los nueve puntos mide la mitad del circunradio del triángulo dado. 

6.6 	Teorema Las tres medianas concurren en un punto (centrolde) que triseca a cada mediana. 

Demostración 

Sea G la intersección de las medianas 1313' y CC', como se muestra en la Fig. 6.6; y sean P y Q 
puntos medios de los segmentos BG y CO. Por el teorema 6.3, cada uno de los segmentos B'C' y 
PQ son paralelos y mitad de BC, entonces PQB'C' es un paralelogramo, asi que las diagonales PB' 
y QC' se bisecan mutuamente. Esto es, PG = Gil' y QG = CC'. Y como también BP = PG y 
CQ = QG, se sigue que BB' y CC' se trisecan uno al otro. Por simetria, AA' también es trisecado 
por G.(Ver Ejercicio 5.8.)0 

I3 
	

c 
Figura 6.6 

6i 	Trorenia Las medianas de un triángulo, como vectores, forman un triángulo cuya área es tres cuartos 
el área del triángulo dado, 

Demostración 

Duplicar la longitud de la mediana AA' hasta P para formar APCB 1AABC, (Ver Fig. 6.7.) Sea B" 
el punto medio de PC. Ahora BB"CC' es un paralelogramo, tal que el vector CC' es igual al vector 
B"B. Como el segmento B'B" es paralelo y tiene longitud igual a la mitad de AP, entonces el 
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sector B.R.•  cr. iv,uál 	sector 	„Así que ci tiangulo 1.11.1'11' •  el 1 iorm.1,1',N 	Veitklh'S 

las medianas del triángulo AttC. El resto de la prueba se deja como ejeleteitili 

Figura 6.7 

6,5 	Teortnta Un triángulo y su triángulo medial tienen el mismo centroide, 

6.9 	Teorema Si dos medianas de un triángulo son congruentes, entonces el triángulo es isósceles. 

Demostración 

Supongamos mb = m, . Utilice el teorema 6.6 para obtener ABGC a áCGB'.0 

6.10 	Teorema Las bisectrices internas de un triángulo concurren en el incentro del triángulo. 

Demostración 

Denotemos con I la intersección de las bisectrices internas de los ángulos A y B en el triángulo 
ABC, como se ve en la Fig. 6.10. Tracemos perpendiculares IX, IY, 12 desde I a los lados BC, CA, 
AB. Ya que BI es la bisectriz del ángulo B, entonces los triángulos 131X y BIZ son congruentes (por 
AAL), así IX a 12. Análogamente 12 a IY. Entonces I es equidistante de los tres lados, así 1 es 

Figura 6.10 

ciertamente el incentro del triángulo. Como óCIY a áCIX por tener iguales la hipotenusa y un 
cateto, entonces CI biseca al ángulo C.D 

6.11 Teorema Dos bisectrices externas y la bisecuiz interna del tercer ángulo de un triángulo concurren en 
cada excentro del triángulo. 
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1./.• :o, 	1. 	 de un áligulo 	 dado, curtan al Litconcii,...iilo 
1,113 r,:.> 	 d.:1 circundiárueiro per Nulicular al lada opuesto del triángulo. 

nación 

Si el triángulo ABC es isósceles con vértice A, entonces la bisectriz AU es el circundiáinetro 
perpendicular a BC, y la bisectriz externa del ángulo A es tangente al cincuncirculo. Asi, el 
teorema es cierto cuando el punto de tangencia se considera que es el segundo punto de intersección 
de la bisectriz externa y el circuncirculo. 

Consideremos AB no congruente a AC. llagamos que las bisectrices interna y externa del 
ángulo A corten al circuncirculo nuevamente en S y T. (Ver Fig. 6.12.) Puesto que AS biseca al 
ángulo BAC, también biseca al arco BC. Así el circundiámetro por S es la mediatriz del lado BC. 
Unicamente necesitamos demostrar que ST es un diámetro. Esto es cierto ya que ZSAT = 90'.0 

S 

Figura 6.12 

6.13 	Corolario El incentro de un triángulo es el ortoccntro del triángulo 1, 4 I, formado por los tres 
excentros del triángulo dado y los vértices del triángulo dado son los piés de las alturas del 
triángulo 1. lb 1,. . 

6.14 Corolario Cada bisectriz interna de un triángulo biseca al arco del circuncirculo cortado por el lado 
opuesto del triángulo. De donde este bisector y la niediatriz de este lado opuesto se cortan 
en el circuncirsulo del triángulo. 

6.15 Teorema El área de un triángulo es igual al producto de su inradio y semiperimetro; esto es, K e rs. 

A 

Demostración 

En el triángulo ABC con incentro 1 (ver Fig. 6.15), las áreas de los triángulos BCI, CAI y ABI 
están dadas por 

ar Tbr y 

El teorema se concluye al hacer la suma de estas tres calidades.° 
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o 16 	 1T 	 1111 	 s lyu:11 al 1.1( 	 radio 11;(.1,) r, y (I f.eital...rimetro 

(s • a) -- si (5 	(s • e). 

6.17 	Tt or tont 	kilrmula de liudo. El i1ft!t1 de un triángulo ABC está dado por 

K = 4s(s • a)(s • b)(s • c) . 

Demostración 

En el triángulo ABC, sea x == m(13D), corno se muestra en la Fig. 6,17. Entonces 

c'— 	= 	b2  — (a — x)2, 

y obtenemos 
x 	32_12.  

2a 

Figura 6.17 

Ahora 
x' 

= (c — x)(e + 

= '2'28 

b' — (a — c)' (c + a)' —  

2a 	2a 
(b — a + c)(b + a — c) (c + a + b)(c + a — b) 

2a 	 2a 

(2s 	2a)(2s — 2c)(2s)(2s —  

= 4r• s(s — a)(s — b)(s — c). 

De esta ecuación obtenemos 
=1-ah. 

s(s — a)(s b)(s — c) 

s(s — a)(s — b)(s — c) .0 
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dk.. 	d. 1 	tii. Si,/ .•in 
di II. tiveh, 	 I 71- l'i2. 

.othama El área de un triángulo chta d'ad() por 

	

K 	. 

6.20 	rhu rusa El producto de dos lados de un triángulo es igual al producto del circundiáinetro y la altura 
del tercer lado. 

Demostración 

El circundiántetro AO del triángulo ABC corta de nuevo al circunctrculo en P. (Ver Fig. 6.20.) 
Entonces ¿ABC a ¿APC, ya que cada ángulo tiene la mitad de la medida del arco AC. 

A 

Figura 6.20 

De este malo los triángulos ABD y APC son semejantes, y entonces 

Y 	A13. AC Al'. AD. 
AD AC 

Esto es, cb 2». .0 

6.21 	Corolario El área del triángulo ABC está dado por 

K Al- 

6.22 Teorema El punto medio de un lado de un triángulo es el punto medio del segmento sobre ese lado 
cuyas extremidades son los puntos de contacto del incIrculo y del enfrento para ese lado. 

Demostración 

En la Fig. 6.22, como las dos tangentes al circulo, 
desde un punto fuera, son congruentes, tenemos 

2s=e+a+b=c+BX,+X.C+b 

	

=c+BZ,+CY,+b=A4+Ay1 . 	Figura 6.22 

Pero 	AZ, = AY„ asf que s = AZ, Ay, . 

Y por lo tamo CX, = CY, AY. - AC s b. 
También BX = BZ AB - AZ c AY y 	BX 	- XC a - YC, de donde 

2BX .= a a e - AY YC “ a + - b, 	entonces 

Y el teorema se concluye.G 
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1 	(i:,úe lrete.;mru.,sel.I Litera I ,te 	Jtt, d FUI lid.,  

2 	D.rnuerom el 	6,4, 
3. 	I ,,IIILIC•11( ti Lotdáli, t 5. 
4 	Demuestre que las diagonales de u3e1.13icbr Ial.10 se hiN,411 0113 al ,110. 

kit le denlol.41'NeiÓn 1111 tent:111h 6.7. 
6. Demuentre el teorema 6.8 
7. Complete la dentosnacihn del teorema 6.9. 
9. 	Demuestre el teorema 6.11. 
9. Demuestre que las biseCtli011 intensa 3 externas tle un Ángulo dado son Hpendiullares. 
10. Demuestre el corolario 6.13. 
I I. Demuestre el corolario 6.14. 
12. Demuestre el teorema 6.16. 
13. Demuestre el corolario 6.19. 
14. Demuestre el corolario 6.21. 
15. Al diámetro de un scmielrculo se divide en des segmentos p y h por al punto de contacto de un circulo inscrito como se Mtlegla en la 

figura siviente. Compruebe que el dituncuo d del circulo inserito es la media annhnica tic a y h; es decir, d 2ah'(a + 
(Pi Atm Eludan Journal primavera 1970, pag. ?37) 

Ejercicio 6.15 

16. Dada que un Ángulo central y el arco en un circulo se intersersecan, llenen la misma medida, demuestre 1011101110U siguientes. 
a) La medida de un Ángulo huesito en un circulo o del Ángulo entre una cuerda y una tangente es la mitad del asco que intersecan. 
h) 	La medida del Ángulo entre das tangentes, das secantes, o una tangente y una secante a un circulo es la mitad de la diferencia de la 

medida de la arco« que intersecan. 
c) 	La medida del Ángulo entro dos cuerdas que se cortan dentro de un circulo a le aernisuma de los arcos que intimecan. 

17. Demuestre que las dos tangentes desde un punto a un circulo son congruentes. 
19. Demuestre que el prodbcto de la secante completa y su legmento *lento trazado desde un punto a un circulo es igual al cuadrado de la 

tangente desde ex punto. 
19. Demuestre que si da aradas en un circulo te intetseam, entonces el podado de loa segmentos ten el cual queda dividida una cuerda 

ea igual al producto de los septenas de la ova. 
20. Demuestre que lir • 1/r, lir« lir.. 
21. Demuestre que rge r,r, rus 
22. a) Demuestre que en cualquier triángulo senZA • at211.. 

b) Deduzca la ley de las senos: alsenLA been.L13 • cisen1C. 
23. Demuestre que la bisectriz de un Ángulo ale un triángulo tambiát biseca al Ángulo entre la altura ye! circundiemetro desde el mismo 

«Mies. 
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SI.CC103i 7 	I 	rF l'Oto NI s,7; 171-:(41(»ii: 	1)(1.1.,;„1-1,4) 

7.1 	Torna. Las mediatrices !le los lados de mi iri..uumlo enanca en el ctromeentro del triángulo. 

Demostración 

Como el circtincentro O es equidistante de los tres vértices, es equidistante de los puntos extremos 
de cualquier lado del triángulo. De esta manera, se encuentra cri la mediatriz de cada lado.D 

7.2 	Teorema En cualquier triángulo, R-(r. r, 	r, r)/4. 

Demostración 

En la Fig. 7,2, hagamos que IA'cone a 4 X. en P, y consideremos que el circundiámetro por A' 
corte al circuncirculo y a las bisectrices interna y externa del ángulo A en S y T (por teorema 6.12). 
Ya que A' biseca a XX. (por teorema 6.22) y las rectas IX y PX, son ambas perpendiculares a 
XX„ entonces 1XPX, es un paralelogramo, asi IX = PX. , e 1. P. 	r. 

Figura 7.2 

Ya que A'S es perpendicular a XX. en A', se sigue que A'S une a los puntos medios de los lados 
IP e 14 del triángulo IPI.. De donde A'S = (1.P)/2 = (r. — r)/2. 

Por el corolario 6.13, LI,131, = LL CI = 90°, tal que el circulo en I.4 como diámetro pasa liar a 
y C. Se sigue que T es el punto medio de I, b . Del trapezoide L. X,X$ Ir, tenemos 

TA' 'HL X, +11X, 	+ 

Asi que 	2R= TS = TA' + A'S = 	+ 	r), 

de lo cual se sigue el tcorcma.D 

	

7.3 	corolario El circulo con diámetro en cualesquiera dos crecimos, pasa por los dos vértices del triángulo, 
que no son colineales con los excentros. (Ver Fig. 7.2.) 

	

7.4 	Condatio El punto medio de un lado de un triángulo es el punto medio del segmento determinado por 
los puntos de tangencia, sobre ese lado, de los dos excirculos no referidos a ese lado. (Ver 
Fig. 71.) 

	

7,5 	torobrie El segmento que une dos excentros de un triángulo es bisecado por el circuncirculo del 
triángulo. Si el triángulo no es isósceles visto desde el vértice colineal con los equicentros, 
entonces tal punto medio no es un vértice. (Ver Fig. 7.2.) 
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¿num:. 	almtas de un ti 	bli, ,j(A1 	 órtícu. 

Demosilaciún 

El .irculo con diámetro el lado BC del triángulo Al3C pasa por los pies E y F de las alturas BE y 
CF, ya que ZI3FC = zBEC = 90° . (Ver Fig. 7.6.) AsIIICEF es un cuadrilátero ciclico (puede ser 
inscrito en una circunferencia), así que ZFEC LB = 180°. De esta manera zFEC = ZDEA, ya 
que BDEA también es cíclico, y puesto que BE es perpendicular a AC, entonces DE biseca al ángulo 
DEF. Análogamente las otras dos alturas bisecan a los otros ángulos del triángulo óriico.0 

A 

Finura 7.6 

7.7 	enrolarlo El círculo sobre el lado de un triángulo como diámetro pasa por los vértices opuestos del 
triángulo órtico. 

7.8 	corolario Los lados del triángulo ártico forman con aquellos del triángulo dado tres triángulos 
semejantes al triángulo dado. 

Demostración 

En la figura 7.6, Z13 = 180° — ZFEC = ¿FEA. De donde ¿ABC AAEF por AA (dos ángulos 
de un triángulo son congruentes a los correspondientes dos ángulos de un segundo triángulo). 
Análogamente AABC ADBF -ADEC.D 

7.9 	Teorema La tangente al circuncirculo de un triángulo en un vértice del triángulo es paralelo al lado 
opuesto del triángulo órtico. 

Demostración 

Este teorema se sigue de la demostración del teorema 4.5 y del corolario 7,8.0 

7.10 Corolario El ángulo que forma un extremo de un lado del triángulo órfico con el lado del triángulo 
dado en cl que termina, es congruente al ángulo entre los otros dos lados del triángulo dado. 

Demostración 

El resultado se sigue del corolario 7.8.0 

7.11 	corolario Las alturas de un triángulo concurren. 

Demostración 

Por el teorema 6.10 aplicado al triángulo óttico.0 
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l ni en, 	Las allRfas 11(.1111111/14,1lb) 9:111 bib,CCI1WCS ihi ttiangulo único. 

DC1110S11i1L1Ñ1 

El circulo con diámetro el lado N: del triángulo ABC pasa por los pies E y F de las alturas BE y 
CE, ya que ,:131:C = ZBEC = 90° . (Ver Fig. 7.6.) Asi BCEF es un cuadrilátero cíclico (puede ser 
inscrito en una circunferencia), así que ZFEC + LB = 180°. De esta manera ZFEC = ¿DEA, ya 
que DDEA también es cíclico, y puesto que BE es perpendicular a AC, entonces BE biseca al ángulo 
DEF. Análogamente las otras dos alturas bisecan a los otros ángulos del triángulo óriico.D • 

A 

Figura 7.6 

7.7 	Corolario El círculo sobre cl lado de un triángulo como diámetro pasa por los vértices opuestos del 
triángulo ártico. 

7.8 	Corolario Los lados del triángulo ártico forman con aquellos del triángulo dado tres triángulos 
semejantes al triángulo dado. 

Demostración 

En la figura 7.6, LB = 180° — LFEC = LFEA. De donde AABC AAEF por AA (dos ángulos 
de un triángulo son congruentes a los correspondientes dos ángulos de un segundo triángulo). 
Análogamente AABC ADBF —ADEC.0 

7.9 	Teorema La tangente al circunclrculo de un triángulo en un vértice del triángulo es paralelo al lado 
opuesto del triángulo ártico. 

Demostración 

Este teorema se sigue de la demostración del teorema 4.3 y del corolario 7.8.0 

7.10 Corotarto El ángulo que forma un extremo de un lado del triángulo ártico con el lado del triángulo 
dado en el que termina, es congruente al ángulo entre los otros dos lados del triángulo dado. 

Demostración 

El resultado se sigue del corolario 7.8,0 

7.11 	Corolario Las alturas de un triángulo concurren. 

Demostración 

Por el teorema 6.10 aplicado al triángulo ónico.0 
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7.12 	Domina El producto de los segmentos en los cuales divide el orlocentro a cada altura, es 
constante para un triángulo dado. 

Demostración 

Cualesquiera dos alturas, digamos AD y BE (ver Fig, 7.6), son cuerdas del mismo circulo; por 
corolario 7.7. De aqui que los productos de los segmentos en el cual se dividen uno al otro son 
iguales, por ejercicio 6.19. Esto es, AH•HD = BH•HE. Por simetría, se sigue que este valor 
común también es igual a CH•IIF.D 

7.13 Teorema Los pies de las alturas de un triángulo se localizan en su circulo de los nueve puntos. 

Demostración 

Refiriéndonos a la Fig. 7,13, AC' C'D, ya que C' es el punto medio de la hipotenusa del triángulo 
rectángulo ABI). Asi, el triángulo C'DA es isósceles, y ya que C'B'A'B es un paralelogramo, se 
sigue que C'B'A'D es un trapecio isósceles, de esta manera el circulo que pasa por C', B' y A' 
también pasa por D. Análogamente E y F están en este círculo, el circulo de los nueve puntos.° 

A 

Figura 7.13 

7.14 TWITAS  Los puntos medios N. , NI N. de los segmentos AH, BH, CH que unen loe vértices con el 
ortocentro, se encuentran en cl circulo de loe nueve puntos del triángulo ABC. 

Demostración 

En la Fig. 7.13, C'N. une a los puntos medios de loe lados AB y AH del triángulo ABH, asi que 
C'N, es paralelo a BE y por lo tanto perpendicular a AC y a A'C' . Esto es, C N. C'A'm 
Análogamente N.B.  es paralelo a CH, así que ZN.B'A' 901. De donde el circulo con N. A' 
como diámetro, pasa por los puntos B' y C', que están en el círculo de loe nueve punto.. 
Análogamente el circulo de los nueve puntos también pasa por N. y 141..0 

7.15 Vemos que los nueve puntos en cl circulo de los nueve puntos son: los puntos medios de los lados, los 
pies de las alturas y los puntos medios de los segmentos que unen al onocentro con cada uno de los vértices del 
triángulo. 
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7.16 corourk, El centro del (Metilo de los nueve puntos está a la mitad del ortocentro y el circuncentro. De 
hecho, cualquier segmento que une al ortocentro con un punto del circuncirculo cs bisecado 
por el circulo de los nueve puntos. 

Demostración 

Puesto que el centro del circulo de los nueve puntos N está en la mediatriz de DA' y de 131, se 
concluye la primera parte de este corolario. (Ver Fig. 7.16.) ❑ 

A 

Figura 7.16 

7.17 T'ergo* Se* H el onocenuo del triángulo ABC. Entonces A, B, C son los ortocenuos, 
respectivamente, de los triángulos HBC, AHC, ABH. 

730 	Denutua Cuatro puntos, tal que cada uno es el ortocentro del triángulo formado por los otros tres, se 
dice que forman un cuadrángulo ortocéntrico. 

7.19 Toon.» Los cuatro triángulos de un cuadrángulo ortocéntrico tienen d mismo triángulo órtico, el 
mismo circulo de los nueve puntos e iguales circunradioe. (Ver Figs. 7.6 y 3.5.) 

7.20 T'ame Los circuncentros de los cuatro triángulos de un cuadrángulo ~céntrico forman otro 
cuadrángulo onocéntrico que tkne el mismo circulo de los nueve puntos. Además, los 
cuatro puntos de uno u otro cuadrángulo son los circuncentros de los triángulos del otro 
cuadrángulo. 

Demostración 

Simbolicemos con O, 0. , Oh  , 0, a los circuncentros de loa triángulos ABC, HBC, AHC, ABH 
A 

o. 
Fisura 7.20 

como se ve en la Fig. 7.20. Como 0.0, es la maligna de AH, entonces es paralela a BC. Ya que 
00. es perpendicular a BC, O está sobre la altura del triángulo 0. 0. 0, en el vértice 0.. Se sigue 
que O es el ortocentro de este triángulo. De donde los cuatro circuncentros forman un cuadrángulo 
onocéntrico. 
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Como N biseca a 110 (por corolario 7.16y, entonces N también biseca a A0, , el segmento 
correspondiente al triángulo IIBC. Se sigue que el cuadrángulo 00.0,0, es simétrico al 
cuadrángulo IIABC en el punto N. Ahora, ya que 0,0, es la mediatriz de AH, entonces BC es 
mediatriz de 0,0. Así A', B', C'son los puntos medios de los segmentos que unen a los vértices 
0, , O, , 0, al onocentro O del triángulo 0,0, 0, . Y cl teorema se concluye.0 

7.21 	Aqui encontramos ocho triángulos que, todos tienen el mismo circulo de íos nueve puntos. Para 
mostrar una mayor riqueza de tal figura, comentamos sin demostración que en el siglo diecinueve el 
mátematico alemán Kiul Wilhelm Feuerbach demostró que el círculo de los nueve puntos es tangente a cada 
uno de los cuatro equicfrculos del triángulo dado. Del teorema 7.19, los cuatro triángulos de un cuadrángulo 
onocéntrico proporciona un total de 16 equicIrCulos, todos tangentes al circulo de los nueve puntos del 
cuadrángulo. (Intente trazar todos estos círculos.) Por el teorema 7.20, sus circuncentros proporcionan cuatro 
triángulos más, que tienen este mismo círculo de nueve puntos, y estos cuatro triángulos proporcionan otros 16 
equicIrculos tangentes al círculo de los nueve puntos. Por lo tanto de un triángulo obtenemos un total de 32 
equicírculos, todos tangentes al circulo de los nueve puntos! 

7.22 Concluimos esta sección con una "prueba" defectuosa de un "teorema" falso. Recuerde los teoremas 
que se han demostrado en esta sección y las anteriores para localizar la falacia en el argumento. Le podría 
ayudar si hace trazos de figuras muy aproximadas. 

7.23 "Teorema" Faho Todos los triángulos son isósceles, 

Demostración 

Si AB a AC, la afirmación es cierta. Supongamos que no es cieno que AB a AC. Consideremos 
que la bisectriz del ángulo A y la mediatriz de BC se cortan en P. (Ver Fig. 7.23.) Tracemos BP y 
CP, y las perpendiculares PQ y PR a los lados CA y AB. Entonces AAPR a AAPQ por AAL, 
así que AR a AQ y PR a PQ. Igualmente ARPA' a ACPA' por LAL, asl BP a CP. Ahora 
ABPR a ACPQ por hipotenusa y un cateto iguales, asi que RB a QC. Entonces 

AB AR + RB AQ + QC AC, 

por lo tanto cl triángulo ABC es isosceles.0(?) 

Figure 7.23 

52 



7. Eknil(los 

1. Demuestre el wrolario 7.3. 
2. Demuestre el corolario 7.4. 

'3. 	Demuestre el corolario 7.5. 
4. Demuestre que loe ángulos opuestos de un cuadrilátero cíclico convexo son suplementarios. 
5. Demuestre el corolario 77. 
6. Demuestre el corolario 7.11. 
7. Demuestre que el punto medio de le hipotenusa de un triángulo rectto6ulo es equidistante de sus tres vértices. 
8. Demuestre la segunda parte del corolario 7.16, 
9. Demuestre el teorema 7.17. 
10. Demuestre el teorema 7.19. 
11. Encuentre le falacia en la "prueba" del "teorema" 7,23. 
12. Trace los diámetros PA y P13 en dos citados que se intersequen en P, corno se muestra en la Figura siguiente. Considere que AB 

coda a los dos circulas en R y S como se muestra. Entonces [PRA - 90°  y CPSB 90°, ya que cada ángulo está inscrito en un 
sendelrculo. Ad que PR y PS son don perpendiculares desde un punto P a una linea Ali. Encuentre la falacia en este argumento. 

A 

Ejercicio 7.12 

13. Demuestre  que  Ora, y AA' en el triángulo ABC se bisecan uno al ovo Vea Fig. 7,13. 
14. Demueetre que (AH)+ HICO - 4(AO)t  en el triángulo ABC, de la Fig. 7.16. 
15. Demuestre que, en el triángulo ABC, que HA'y A0coocumen en el circuncirculo. 
16. Demuestre que loa cuatro amoldes de loe triingulce de un culdiránipslo ortochtrico Forman un cuadrángulo aucenteim semejante. 
17. Demuestre que loe cuatro yacijas de un cuadrángulo ortocinuico ara loe amoldes de aro cuadrángulo ortocántrico semejante. 
18. Demuestre que los equicentros de un triángulo forman un cuadrángulo cebacintrico cuyo círculo de loe nueve puntos m el 

circunctrado del triángulo dado. 
19. Demuestre que el radio del circuncirculo en loe vacilas de un triángulo Ion perpendiculares ala ladee opuestos del triángulo Mico. 
20. DOMINO«, algebraicamente el teorema 7.2 utilizan& loe teoremas del 6.13 416.21. 
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sEreros s 1 russrutrt t1iNEsCUO1IE7lt1('.1S 

s.t 	Uno de los juegos más antigües en el mundo es cl juego de las construcciones euclidianas. Se ha 
gastado bastante energía buscando qué cantidades se pueden construir utilizando únicamente compás y regla 
(regla sin escala). 

s.i 	También mucho esfuerzo se ha dedicado para demostrar que ciertas cantidades no se pueden construir, 
que es imposible construirlas. No se ha encontrado una construcción, en un número finito de pasos, utilizando 
solamente herramientas euclidianas, que llevo a trisecar cualquier ángulo (trisección de un ángulo), trazar un 
cuadrado que tenga exactamente la misma área que la de un circulo dado (cuadrar un circulo), o construir la 
arista de un cubo que tenga exactamente el doble del volumen de un cubo cuya arista es dada (duplicar un 
cubo). A estos problemas se les ha llamado "los tres problemas clásicos de construcción". 

Geómetras aficionados que no están familiarizados con el contenido de las pruebas de imposibilidad, 
aún inventan construcciones que parecen resolver estos problemas antigtios. Un examen completo de cada 
construcción revela los errores. Cualquier construcción es solamente una aproximación (y algunas son 
excelentes aproximaciones) o al contrario, se ha usado impropiamente la herramienta euclidiana o se han 
utilizado otras herramientas. 

SJ 	Se puede demostrar que, dado cualquier conjunto de números (longitudes de segmentos), podemos 
construir la suma, la diferencia, el producto y el cociente de cualesquiera dos números del conjunto, de aquí 
que, cualquier combinación de estos números. Igualmente podemos construir raíces cuadradas de números 
(Ver 8.11). Y éstas son las únicas magnitudes constniibles. Por lo tanto ralees cúbicas, ralees quintas o 
números trascendentes no se pueden construir en general. Cada uno de los problemas clásicos de construcción 
incluye la búsqueda de un número inconstruible. Los ejercicios posteriores persiguen este fin. 

L4 	Noteckii Simbolizaremos a la circunferencia con centro A y radio r a  BC con A(r) o A(BC). La 
circunferencia con centro A y que pasa por el punto P se denotará con A(P). 

e.s 	Suponemos que cl lector está familiarizado con las construcciones básicas de la suma y diferencia de 
longitudes dadas, de ángulos congruentes a ángulos dados, y de lineas perpendiculares y paralelas a lineas 
dadas, 

La 	Los tres primeros postulados de Los Elementos de Euclides describen el uso de la regla y el compás. 
Ellos establecen: 

1. Se puede trazar un segmento que pase por dos puntos dados. 
2. Un segmento de línea se puede extender indefinidamente. 
3. Se puede trazar una circunferencia teniendo cualquier punto dado como centro y que pase por cualquier 

otro punto dado. 

Los primeros dos postulados indican cómo se utiliza la regla y el tercero describe el uso del compás. 
(Una lista completa de los postulados de Euclides aparecen en el Apéndice A.) 

a./ 	De acuerdo al tercer postulado, el compás de Euclides no se puede utilizar para transferir distancias. Su 
compás se puede colocar en dos puntos y trazar un arco, pero al levantarlo del papel en un punto podría causar 
que el compás perdiera su abertura y pierda su medida. El compás moderno se puede utilizar para transferir 
distancias. Esto es, una fonna de trazar la circunferencia A(BC) con un compás moderno al colocarlo en los 
puntos B y C, luego alzando el compás y moviéndolo al punto A. 

Surge la pregunta si el compás moderno puediera desplazar al compás Euclidiano. Ciertamente no lo 
hace menos. Para demostrar que los dos compases son equivalentes, presentamos el teorema siguiente. 
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5.5 	Trvrenta 	1.05 COITIpaft3 111011M10 y EllCiidiano son equivalentes. 

Construcción 

Construiremos la circunferencia A(BC) utilizando un compás Euclidiano. Obsérvese que la 
construcción no requiere la ayuda de una regla. 
Dados los puntos A, B, C, como en la Fig. 8.8, tracemos las circunferencias A(B) y B(A) que se 
intersequen en P y Q. Ahora tracemos las circunferencias P(C) y Q(C) que se corten en D. La 
circunferencia A(D) es la deseada A(BC).• 

Demostración 

La construcción se demuestra al observar que P y Q están en la mediatriz de AB y CD. Asl A y D 
son las reflexiones de B y C con la linea PQ como eje de simetría, se tiene que AD a BC.0 

. 	. 

Como se muestra en el teorema 8.8, una construcción consiste de dos partes; primero, la explicación de 
los pasos que uno da para encontrar al objeto deseado; y segundo, una demostración de que el objeto construido 
es precisamente el que se deseaba. En lo que resta de esta sección las demostraciones se dejan para que las 
proporcione el lector. 

&lo 	Problema Construir la media proporcional entre dos segmentos. 

Construcción 

Damos dos segmentos de longitudes a y b; y queremos encontrar su media proporcional; esto es, 
necesitamos encontrar una longitud x tal que alx x/b; es docir, 	. Sobre una linea (Ver 
Fig. 8.10) marcamos AP a y P5 = b. Tracemos una semicircunferencia sobro AS como diámetro 
y hagamos que la perpendicular a AB en P corte a la semicircunferencia en el punto X. Ahora 
PX x,* 

Figura 8.10 

Lit 	Para construir fi; , uplilice la construcción del problema 8, lq tomando b 1. Es necesario tener un 
segmento unitario disponible cuando se tomen raíces cuadradas de longitudes. Igualmente se requiere un 
segmento unitario para la multiplicación y para la división, como se muestra en el problema 8.12. 
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s.12. 	rhaa.n4 Enk.ontrar el pi oducto de dos segmentos 

Constricción 

Dados los segmentos de longitudes a, b, y 1, utilizaremos proporciones en triángulos semejantes 
para construir una longitud x = ab. Sobre una linea, marquemos PU = 1 y UB = b. Sobre cualquier 
otro rayo por P, marquemos PA = a (ver Fig. 8.12). Tracemos la paralela a AU que pase por 13 y 
corle PA en X. Entonces AX tiene longitud x = ab.. 

Figura 8.12 

8.13 	Problema inscribir un cuadrado dentro de una semicircunferencia dada. 

Construcción 

Del problema resuelto como se muestra en la Fig. 8.13a, consideremos que el lado del cuadrado 
PQRS tiene longitud s y la semicircunferencia AOB tiene radio r. Por simetría, OQ = s/2. Como 
OR 	r y QR s, entonces (5/2)1  + s1  mr' , de donde s.2rINIT. Por lo tanto debemos construir 
2r/OÍS. 

Dada la semicircunferencia AOB, trazar el triángulo rectángulo EFG que tenga el cateto EG igual al 
doble de la longitud del cateto FG. (Ver Fig. 8.13b.) Sobre la hipotenusa EF, marcar EH = r. 
Entonces E/ = s, donde 3 es el pié de la perpendicular trazada desde H a EG. Ahora marquemos la 
longitud s/2 = m(H.1) sobre cualquier lado del punto O sobre la línea AB para obtener los puntos P y 
Q. El cuadrado se puede completar facilmente. • 

    

    

    

A P r Q e 

Fasto& 11.131 	 Figura II» 

e.84 Problema Sobre un segmento dado como hipotenusa , construir un triángulo rectángulo igual (en área) 
a un triángulo dado. 

Construcción 

Consideremos que el segmento es PQ y el triángulo ABC, como en la Fig. 8.14a. Tracemos la 

  

BC 

  

B D 	c  AD 

Figuré 8.14a 
	

Fipia 1.14b 

altura AD. En seguida construir x = AD BC/PQ, como se muestra en la Fig. 8,14b. Trazar una 
paralela a PQ a una distancia x y que corte en R y R'a la semicircunferencia con diámetro PQ. 
Entonces PQR es el triángulo deseado.. 
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8.15 	Pr.,t1ou Construir un id:114, 110 ABC: dados 1, , h, , 

Construcción 

En un punto E sobre la linea base in, levantar una perpendicular con medida h. hasta El, como se 
ve en la Fig. 8.15. Trazar la circunferencia 13(c) que corte a ni en A. Disecar ambos ángulos cn A 
y sobre estas bisectrices marcar los segmentos AU, y AU,, de longitud 1, . Trazar BU, y BU,, tal 
que corten a m en C, y C,, . Entonces cada uno de los triángulos ABC, y ABC, cs una solución.• 

Figura 8.15 

8.16 Definición Un compás rústico es un compas cuya abertura es fija y no se puede alterar. 

117 Ocurren muchos problemas interesantes cuando el uso de la herramienta euclidiana permitida es 
alterada un poco. Considere el problema de elaborar varias construcciones con un compás cuya abertura no se 
puede cambiar ( tal vez por que está oxidado). Estos problemas llamados de compás Maco pueden ser un 
gran reto. Se ha demostrado que toda construcción posible con regla y compás se puede hacer con regla y 
compás rústico (siempre que los objetos deseados scan puntos y lineas). Para una discusión completa, ver 
Survey of Geometry de Eves ( Vol. 1, Sección 4.5). 

LIZ 	Problema Construir una perpendicular en un punto sobre una línea utilizando un compás rústico, 

Construcción 

Dado un punto P en la linea m y colocando el compás fijo con abertura r, trazar la circunferencia 
P(r) tal que cone a in en A y B. Trazar las circunferencias A(r) y B(r) que corten a la semicircunfe• 

A 	P 
Figura 8.18 

renda P(r) en C y D, como se muestra en la Fig. 8.18. Ahora consideremos que las circunferencias 
C(r) y D(r) se cortan en Q (también se cortan en P). Entonces PQ es la perpendicular buscada.• 

8.19 Problema Utilizando un compás rústico, construir un segmento de longitud dada AB en un punto P 
sobre una linea ni. 

Construcción 

Trazar AP. Construir una linea n que pase por P y paralela a AB, como sigue (ver Fig. 8.19), 
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Levantar una perpendicular p a la línea AB tal que la distancia de p a P sea menor que la abertura 
del compás. En seguida trazara perpendicular a la línea p y que pase por P. Análogamente, trazar 
una paralela a AP que pase por B y que corte a la línea n en C. Ahora PC 15. Al). Trazar r bisectriz 
del ángulo entre las líneas ni y n, y trazar desde C la perpendicular a r que corte a in en el 
punto Q. Entonces PQ AB.. 

A 

Figura 8.19 

8. 	Eje rcklos 

1. Complete cada problema al demestru que la construcción dada a corraer. 
a) 	Problema 1.10 	b) Problema 1.12 	c) Problema 1.13 	d) Problema 8.14 
e) 	Problema 3.15 	1) Problema 1.111 	g) Problema 1.19. 

2. Construya el cociente de dos ~aros. 
3. MIJWill cero hiaacar un ángulo mayor de 120' utilizando un compile 
4. En un punto dedo abre una lía dada orrauk un ángulo congurre a un ángulo dado utilizando regla y carpida elenco. 
5. Mostrar como acamar ralees cuadradas con uta regla y un compile Mico. 
6. Conetniye un triángulo seenajante a un Nárralo dado y de cuatro novenos de área del triángulo dado. 
7. Conatruya un trapecio semejado a un trapecio dado y dos lerdos de grande, m ama. 
8. Sobre un seintero dado como bem, 0011111t1if un ~Modo igual a un paralelogramo dado. 
9. Construir un triánaulo tabacales sobre un opimo da lNaa dado corno bar e (mal, en lo" a un triángulo dado 
10. Coeutruir un triángulo ramal* imal a un paralelogramo, dada la lonaitud de mar lados liara. ¿Ea peída &emes la 

conetrucción7 
11. Cortemya el triángulo ABC, dado 

a) 	13, ra dta 	b) 	, roe , 	o) b, ,c 	d) A. C. 4 	e) b, re, C 	O C, k, 
12. "Dada una circunferencia, tomar un curto del mimar° de la circunferida como lado á un cuadrado. Como el arel do y la 

circunferencia tienen ahora Iguales primeros, timan Iguales keaa. Ello cuadra al circulo." ¿Qud ea lo ame(rocido ere are 
argumento? 

13. Dado el ángulo A0B, edad« BO y trazar ~Imre círculo con cerero O que cone a ke lados del beodo ed Ay »4% IV 
siguiente.) En tina regla marcar un rimado CD iota! a 0A. Deslizar la regia por el mato A con el mere D 	douen le on 
linea BO hada que el punto C este en el círculo Trazar ata linea Morra, que el ángulo ADB More al Modo A013. 

Figura 8.13 

¿Resuelve este conoveción el antiguo problema de trisección? 
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Figura 8.2013 

11. En teguirla epuece la "tri.crr.inti no un ángulo". algo simplificada dr su nona original en asuntos dr Mecánica I(a:rala de 
febrero da 19(6. Ensuciare la falacia en cl argumento. Trazo un circulo ,011 cauro (1 11110 curte a lea lados de un Suplo dedo en 
los puntos A y II. Es:tienda AO y 110 bina cortar otra vez el circulo en C y I) corno en la figura. Considere que la bisectriz del 
Ángulo AOil corta a la cuerda CI) en O y el circulo en R, corno se mutuos. Masque II en OR tal que IIR o  RO. llega que el 

circulo en11) ante a Be y Al) en C' y IE. Entonces Le.'01Ei,  C(AOR)'3. 

Demostración 

El circulo con radio iguala OAy que pasa por C' y 12' como se muestra, corla al primer circulo en loe puntos M y N donde 
OD' y OC' cortan a ese círculo. Entonces ¿RON a  LNC'C ZNCC' (zNouy2, demostrando que ¿RON triseca a 
L R013, y el teorema 14 sigue inniediatamente.0 (7) 

13. En la "uiseccién" del ejercicio anterior, tome CAOD o 120°  y encuentre C'01)* utilizando trigonometría. 
16. Demuestre lis proposiciones Osadas abajo, de las cuales se sigue  que 41-2—no se puede construir, ad que la duplicación del 

cubo es imposible. Puesto que a es trascendente, moneo +1 a también es tritacadnue, de donde el circulo no se puede cuadrar. 
Finalmente, ya que on20°  es una raíz de la ecuación Bici— 6n. — 1 o O, la cual no tiene ralees racionales, entonces sen20°  no te 
puede consuu ir, asl que un ángulo de 60°  no se puede trisco,. 
a) Muestre cómo construir las suma, diferencia, producto y cociente de doe longitudes dada y la raíz cuadrada de una longitud 

dada, con la presencia de un segmento unitario. 
b) Dado el segmento unitario OU, donde 0(0,0) y U(1,0) son punta en el plano Cartesiano, mollear cono construir un punto que 

tenga «adeudas racional*. 
c) Muestre que la ecuación de una línea por dos puntos con coordenadas racionales tiene coeficientes racionales. 
d) Muestre que el punto de Intersección de dos lineu cuyas ecuaciones tienen oxlicientes racionales tiene coordenadas 

racional«. 
e) Muestre que dada una regla y puntos con coordenadas racionales, entonces uno puede construir solamente puntos con 

coordenadas racional«. 
1) 	Muestre que la ecuación del círculo XII), donde A y B son punto* con coordenada racionales, tiene co fic lento racionales. 
g) 	Muestro que lee punta de intersección de dos círculos o de un circulo y una linea, cuyas «aciones llenen coeficientes racionales, 

tiene coordenadas que ion racionales o que incluyen silo releo cuadrado araneros ociando. 
II) 	Muestre que con una regla y un compás se pueden conetruir solamente puntos cuyas coordinado se pueden obtener pa un 

número finito de aplicuicoa de las operaciones de suma, ruta, multiplicación. división y ralos cuadradas aplicadas a la 
coordenadas de puntos dados. 

1) 	Muestre que loe comentarios al principio de este ejercicio, tienen validez ahora. 
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CAP111/0 2 ISONIEIRLAS EN El. PLANO 

SFIVION 9 	LOS AS03111110SOS C111EGOS 

9.1 	El inicio de la nueva era en matemáticas se establece por el año 600 ac. La gente empieza a 
preguntar "¿Por qué:'" y exigir respuestas lógicas. Mucho tiempo ocioso y una sociedad que pone énfasis 
creciente en el razonamiento lógico, hace que el pensamiento acerca de las matemáticas cambie de práctica a 
mas teórica. El resultado fue lo que se dio en llamar "material axiomático" que dominó al razonamiento 
matemático por más de 2000 años. En el material axiomático se considera un cuerpo de matemática aplicada 
tal como la geometria del mundo real. Ciertos hechos obvios acerca de este estudio se aceptan como ciertos, 
sin prueba, como los axiomas o postulados. Luego lodos los otros hechos son deducidos lógicamente de los 
postulados. 

9.2 	El método del material 11\10111ál1C0 alcanza completa madurez aproximadamente en 300 años, 
floreciendo brillantemente en Los Elementos de Euclides alrededor del año 300 a.c. 

9.3 	El primer hombre que demostró teoremas simples fue el comerciante Tales (640.546 a.c.) de la isla de 
Mileto. En sus viajes por el Mar Mediterráneo, aprendió matemáticas de Egipto y de otros países orientales. 
Luego demostró algunos teoremas simples tales como que un diámetro de una circunferencia biseca a la 
circunferencia y que los ángulos de la base de un triángulo isósceles son congruentes. 

9.4 	Se dice que Tales asombró al Rey Amasis, mientras residía en Egipto, al calcular la altura de una 
pirámide midiendo su sombra y la sombra de una vara vertical de altura conocida, utilizando proporciones. 
Muy probablemente Tales calculó la altura de la pirámide utilizando sombras y proporciones, pero es absurdo 
imaginar que haya utilizado el método descrito, porque uno no puede medir directamente la longitud de la 
sombra de la pirámide. 

Adquirió gran fama por predecir un eclipse solar en 585 a.c.. Se dice que., una noche mientras 
estudiaba las estrellas durante un paseo, cayó en una zanja. Una anciana quien le ayudó a levantarse le 
reclamó: "¿Cómo puede usted ver cosas en el cielo cuando no puede advenir qué hay a sus piés?" 

9.5 	Arropado en mucho misticismo y envuelto en muchas leyendas, Pitágoras (572?-500? a.c.), de la isla 
Egea de Samos, y sus seguidores, contribuyeron enormemente a las matemáticas. La Sociedad Pitagórica que 
él fundó, con un secreto de fraternidad valorado altamente por compañeros y matemáticos, acreditaba todos 
los descubrimientos a Pitágoras; lo que no facilita decir qué es lo que desarrolló él y qué sus seguidores. 

9.6 	Se cree, no obstante, que Pitágoras demostró el teorema que toma su nombre. Se dice que estaba tan 
eufórico con ese descubrimiento, que sacrificó cien bueyes. Indudablemente esta historia no es cierta ya que 
los pitagóricos creían en la transmigración del alma. De hecho, un día a Pitágoras le informaron que un 
hombre estaba golpendo a un perro; le gritó al hombre que se detuviera, pués, en los aullidos del perro podía 
reconocer la voz de un amigo fallecido. 

9.7 	No se puede omitir la gran Academia de Platón (429.348 a.c.), sobre cuya puerta estaba el lenta, "No 
entre aqui quien no esté versado en geometria." Cuando le preguntaron que lugar ocupaba la Deidad, Platón 
respondió inmediatamente, "Dios geometriza continuamente." Eudoxio (408.355 a.c.), el más brillante de los 
primeros matemáticos, inventó una teoría de proporciones que tomaba en cuenta números irracionales. Dos 
mil años después Richard Dedekind (1831.1916) mostró qué tan acertado habla estado Eudoxio en su teoría. 
Aristóteles (384.322 a.c.), aunque primeramente se le conoce por su sistematización de la lógica deductiva, 
mejora continuamente algunas definiciones y discusiones geométricas. 
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9.8 	El tratado científico más famoso de toda la antigüedad, que ha sido publicado en más ediciones que 
cualquier otro libro, excepto la Iüblia, es Los Elementos por Euclides (3657-300? a.c.), escrito alrededor del 
año 325 a.c. Es dificil encontrar mucha información acerca de matemáticos anteriores a Euclides. Los trece 
libros de Los Elementos abarca no sólo geometria básica sino también teoría de números y álgebra elemental. 
Es dificil comprobar qué tanto del material se debe al propio Euclides, pero se cree que contribuyó con 
muchas pruebas nuevas. 

9.9 	Se sabe poco de la vida de Euclides, pero hay relatos de ser el primer profesor de matemáticas en la 
gran Universidad de Alejandría. Cuando Tolomeo le preguntó si había una manera fácil de aprender 
geometría, Euclides respondió, "No hay camino real en la geometria." Tal vez la geometría tratada por 
medios algebraicos --utilizando geometría analítica, isometrias y similitudes— es actualmente el "camino 
real" que no existió en los días de Euclides. 

9.10 El más grande matemático de toda la antigüedad fue Arquímedes (272.212 a.c.) de Siracusa. Sus 
logros en geometria y mecánica hicieron época. Situó a n entre 	y 31- 	al inscribir y circunscribir 
polígonos de 96 lados dentro y fuera de un circulo, Sus maravillas fueron máquinas de palos, para la guerra 
que sostenían, para lanzar de Siracusa a los romanos. Cuando finalmente la ciudad fue conquistada, durante 
un festival cuando sus guardias estaban dormidos, un soldado romano cayó sobre el viejo Arquímedes que 
estaba trabajando con una figura geométrica en una palangana de arena; su recomendación de no molestar el 
trabajo, enfureció al soldado quien atravezó con su espada a Arquímedes. 

9.11 Muy pocos matemáticos siguieron, cada uno contribuyendo con su parte, pero ninguno recuperó la gran 
gloria que alcanzó la cúspide con Arquímedes. Eratóstenes (ca. 230 a.c), Apolonio (2627,4907 a.c), Hiparco 
(ca. 140 a.c.), Nerón (ca. 110 a.c.), Menelao (ca. 100 a.c.), Claudio Tolomeo (8574657), Papos (ca. 340), 
Timón de Alejandría (ca. 390) y su hija Hipatia (375-4)5), la primer mujer matemática que se recuerda, pero 
muy poco. 

9.13 Mujer de belleza sobresaliente y cadente maestra, Hipatia fue devota propagandista pagana en los 
inicios de la era cristiana. Tanto que un día en marzo de 415, una banda de cristianos la arrastró de su cano, 
la apedreó y la mató con ostras de almejas, la desmembró para luego quemar su cuerpo y asegurar que el 
trabajo escudera bien hecho para el afecto propio cristiano. 

In 	La famosa Universidad de Alejandría, fundada por Tolomeo alrededor dcl alto 300 a.c. y centro de todo 
el conocimiento de más de 900 dios, se empieza a apagar cuando la sociedad romana comenzó a romperla, su 
gloria se convirtió en una sombra de lo que fue. Finalmente, en 641, los árabes conquistaron Alejandría, 
quemando lo que no habla sido destruido por los cristianos. Grecia murió y el oscurantismo cubrió Europa, 

9. Ejercklos 

I. 	Explique pa qué Tala no pudo haba calculado la alturs de una pirámide como ee indica en 9.4, y muestre asno podría haber 
calculada tu altura por simple proporción, utilizando dos hombres de obeeraciones en diferentes horas del dia. 

3. 	Encuentre varia dentartracioneo del teorema de pilsgrolco.. 
3. a) Muerta que cuando s a el lado de un poligono regula Malito en un circulo de radio r, entonas 

y t. (lO. r<Irl  • sr)" 
a la longitud del lado de un poligao regula que tiene el doblo del número de lada e ince& en el mino circulo. 

b) 	Muestre que perimdro dr un palpo& regula& 96 lada instilo en un circulo de dilmerro I nos lleva a la fórmula 
> 450. (2 4  (2 + (2 + í ?" 1'4  t'I)'. 

4. Encuentre Rinnulas análops e las del ejercicio 9.3 para poligonal circunscritos. 
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SECCION 10 I INTRODUCCION A TRASLACIONES, ROTACIONES Y REFLEXIONES 

10.1 	Si un primer triángulo ABC es congruente con un segundo triángulo A'B'C', entonces es posible mover 
al primer triángulo y quizá voltmlo para que coincida con el segundo triángulo. A tal movimiento se le llama 
una isometría. Esto es, una isometría es un movimiento rígido (milpeo o transformación) de los puntos del 
plano. La propiedad de la definición de una isometría es que preserva distancias. Si la isometría a mapea P y 
Q en P' y Q', entonces PQ P'Q'. Se sigue que a cada punto se  le mapea justamente en un punto (su 
imagen) y cada punto P'es la imagen de exactamente un punto P (la preinsagen de P'). Escribiremos a(P) = P' 
para representar que a inapea P en P'. 

10.2 	Si la isometría a mapea al triángulo ABC en el triángulo congruente A'B'C' y si las longitudes de los 
segmentos AA', BB', CC' son iguales y estos segmentos son paralelos uno al otro y similarmente dirigidos, 
entonces a se llama una traslación mediante el vector AA'.(Ver Fig. l0.2a.) Nuestro punto de vista es que 

A' 

una traslación mueve a todos los puntos del plano. Esto es, una traslación mediante el vector.KÁ' mapea cada 
punto P del plano a un punto P' también del plano tal que n.  y-14,' son paralelos, iguales en longitud y 
tienen la misma dirección; esto es, son vectores iguales (Ver Fig. I0.2b). Asi, si las lineas AA' y PP' no 

Figura 10.2b 

coinciden, entonces AA'P'11  es un paralelogramo. En el instante en que estas lineas coincidan, aún 
llamaremos paralelogramo a la figura, pero degenerado. Observe que el triángulo ABC se traslada al triángulo 
A'B'C' sil AB, CA, BC están similarmente orientados y paralelos a, o se inciman en la misma linea que A'B', 
C'A', B'C', respectivamente . 

toa 	Consideremos O un punto fijo en el plano y 0 un ángulo fijo dirigido. Una rotación alrededor del 
punto O (llamado centro de la rotación) mediante un ángulo O es una isometría que mapea a cada punto P en 
un punto P' tal que OP = OP' y LPOP' .0, medido contrario a las manecillas del reloj, La Fig. 10.3 muestra 
una rotación aplicada a un triángulo ABC. El punto O es su propia imagen. Cualquier punto que sea su propia 

imagen bajo una isometría dada se llama punto fijo (o punto invariante) para tal isometría. Ad, el centro de 
una rotación es un punto fijo, y ningún otro punto es fijo por una rotación mediante un ángulo que no sea 

• Temente* un vector como una distancia dirigida. pero no un segmento dirigido especifico. MI loa mores AA', RE, CC' de la Fi& 10.2a 
consideran Iguales. 
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múltiplo de 360'. Una traslación mediante un vector no cero, no tiene puntos fijos. Observe que, aunque una 
rontciónireserva distancias, no es cierto que los vectores AB7r3C, CA son cada uno igual a los vectores A'B', 
13r, C'A' cuando el triángulo ABC se roto en el triángulo A'B'C' mediante un ángulo que no es múltiplo de 
360°. Esto es, cada lado del triángulo, como vector, no es igual al lado correspondiente de su imagen. 

10.4 	La tercer isometría que consideraremos en esta sección es quizá la isometria más básica y más 
importante de todas. Una reflexión en una línea m mapea cada punto P del plano en su "imagen simétrica" 
P'con la línea ni como eje de simetría. La Fig. 10.4 muestra esta reflexión, con un triángulo ABC y su imagen 
bajo la reflexión, Así P'es la reflexión de P en la línea rn sii ni es la mediatriz de PP' o P y P' coinciden sobre 
la línea ni. Por lo tanto todos los puntos de in son puntos fijos. Si uno lec los vértices del triángulo ABC 
(Fig. 10.4) en orden cíclico, esto es, "A-B-C-A," 11110 está viajando alrededor del triángulo en dirección 
contraria a las manecillas del reloj; por otra parte, en el triángulo A'B'C'A' el viaje es en el sentido del reloj. 

ni 
1' 

Figura 10.4 

Asi que una reflexión invierte el sentido de un triángulo. Cualquier Isometría que invierte el sentido de un 
triángulo se llama opuesta. Una reflexión cs una isometria opuesta. Una isometria que preserva el sentido de 
un triángulo se llama directa. Las traslaciones y rotaciones son isometrias directas. 

10.5 La reflexión es la base de construcción de toda isometria. Toda traslación y toda rotación se puede 
escribir como un producto de dos reflexiones. Simbolicemos la reflexión en la linea m por a.. Si a. trapea P 
a P' y luego a. mapca P' a P'', entonces el producto de las reflexiones en las lineas m y n, en ese orden, mapea 
P a P", y escribimos 

(a.c.)(P) " a.(cr..(P)) =0.(P') " P". 

Observe cuidadosamente que a.a. significa ejecutar primero a. y en seguida ejecutar a. para el resultado. 
Esta definición de "producto" se mantiene para transformaciones en general; no está restringido únicamente 
para reflexiones, 

mí 	Sean m y n dos lineas paralelas y sea v el vector de la linea In a la linea n (considerado perpendicular a 
estas lineas). Consideremos P cualquier punto con a.(P) = P' y a.(P') • P", simbolicemos con 2s al vector de 
P a P' y con 2y al vector de P' a P". (Ver Fig. 10.6.) Entonces 1+ y • v, asi 2i + 2y • 2v. Es decir, a.a. 
traslada cada punto P mediante cl vector 2v. Se sigue que el producto de dos reflexiones cr.a. en lineas 
paralelas ni y n es una traslación dos veces el vector de la primera a la segunda linea. 

1' 

1' 

Figura 10.6 

Inversamente, cada traslación mediante un vector 2v se puede factorizar en un producto de dos reflexiones en 
las lineas m y n , siendo la linea in escogida arbitrariamente de cualquier linea perpendicular en la dirección de 
v, y luego la tinca n es aquella línea paralela a m tal que la distancia dirigida de no a n es v. 

63 



10.7 	Es importante repetir que escribiremos fla para simbolizar el producto de las transformaciones ix y O en 
ese orden. Algunos autores prefieren hacerlo de izquierda a derecha. 

10.8 	Ahora sean 111 y n dos lineas que se 'meneen en un punto O tal que el ángulo dirigido de la linea ni a 
la linea n es 0. Sean P cualquier punto, cr,.(P) = P' y cr,(P') = P", Tomemos los ángulos dirigidos POP' y 
P'OP" como 2x y 2y. (Ver Fig. 10.8.) Entonces x +y = 0, asi que el ángulo dirigido POP" es 2x + 2y = 20. 

Figura 10.8 

Además, OP OP' s OP", pués ao. es una rotación alrededor del punto O un ángulo 20. lnversamente, 
toda rotación alrededor de un punto O en un ángulo 20 se puede recuadrar en un producto de reflexiones en 
dos líneas, siendo la primera in escogida arbitrariamente de las que pasan por O, luego la segunda n es 
aquella línea que pasa por O y forma un ángulo dirigido O de la línea ni a la linea n. 

10. Ejercicios 

I. 	Pa definición, una isumurfe presena longitudes, Muestre que una isornetria tunbién preserva ángulos. 
2. Si ABB'A' es un rectángulo, ¿cuáles dos (inmutas tupan al segmento AB en A'B'? 
3. En el plano Cartesiano, si uno efectúa una la /loción al morar los ejes coordenada en vez de los puntos del plano, ¿cómo son movidos 

los ejes por la traslación mediante al vector AB ? 
4. Muestre que el producto de das traslaciones es una traslación. 
3. 	Muestre que cualesquiera dos triángulo. directamente congruentes catón relacionados uno con el otro, por una traslación o bien por 1014 

rotación. 
6. Dada dos triángulos directamente congruentes, encuentre el vector de traslación o el centro y ángulo de rotación que mapa uno al 

otro. 
7. Describa doe triángulos congruentes con lados correspondientes paralela que están relacionado, por una rotación y ninguna traslación. 

¿Cuál ea el ángulo de rotación? 
8. t'011a una reflexión para demostrar que loe ángulos de le base  de un triángulo illecein son confunntee• 
9. Muestre que un producto de reflexiona en tres lineas paralelas, es Igual a una reflexión en otra linea del mismo as. 
10. Muestre que un producto de reflexiones en tres líneas ~Inventos es igual a una reflexión en otra linea de ese as. 
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I INTKODUCCION,11SONIKISIAS 

mi 	Una isometría u está determinada completamente por cualesquiera tres puntos A, II, C que formen un 
triángulo y sus imágenes, ya que las distancias de cualquier punto P en el plano: m(AP), m(BP), m(CP), son 
únicas. Por lo tanto su imagen P' está determinada, ya que la isometría preserva esas distancias. (La Fig. 13.6 
de la sección 13, muestra esta idea). 

11.2 	Se sigue que cada isometría en el plano es el producto de a lo más tres reflexiones, porque el mapeo de 
un triángulo ABC aun triángulo congruente A'B'C' requerirla a lo más tres reflexiones, esencialmente una 
reflexion por vdrtice, como se muestra en la Fig. 13.13. Asl, cada isometría directa, que es producto de un 
número par de reflexiones, es producto de dos reflexiones, de donde, es una traslación o una rotación. Toda 
isometría opuesta cs una reflexión o un producto de tres reflexiones. 

:a 	Simbolicemos con t a la isometría que deja fijo todos los puntos; esto es, t(P) = P para todo punto P. 
Llamaremos t (letra minúscula iota griega) al mapeo idéntidad. Si 113 es cualquier linea, entonces a.a. = I, la 
Fig. 10.4 muestra que siempre que una linea in refleja un punto P a un punto P', también refleja P'a P; esto es, 
la reflexión de la reflexión de un punto es el mismo punto. Además, si m y n son cualesquiera dos lineas, 
entonces 

(es. a.)(a. a.)=a.(cr. aja. =a. ta. =a, a. =t, 

ya que la multiplicación de transformaciones es asociativa. Es claro que t es una isometría directa, ya que se 
puede escribir como producto de un número par de reflexiones. 

11.4 Si a y p son transformaciones tal que 	.13a=t, entonces p se llama transformación inversa de a. Si 
a(P) = Q, entonces 11(Q) = P. Siempre existe una transformación inversa y es única, así que escribimos a' 
para la Inversa de a. Ya que a. a. = u, entonces una reflexión es su propia inversa, 	a„. La letra cr se 
reserva para isometrlas que son sus propias inversas. Escribiendo as para aa, una transformación a. diferente 
de la identidad I, que es su propia inversa (a' = I) se llama involutoria. Generalmente las rotaciones no son 
involutorias y las traslaciones mediante vectores no cero nunca son involutorias. 

as 	El inverso de la rotación a = a.a. está dado por ct4  = a.a. y es una rotación alrededor del mismo 
punto mediante el ángulo opuesto. El Inverso de la traslación a. = a.a. está dado de nuevo por a.' = a.a, y 
es una traslación en dirección opuesta y con la misma distancia. Las Figs. 10.6 y 10.8 muestran que si se 
invierte el orden de las reflexiones de cr.a. a C1.0. , entonces el punto P" se mapea primero a P' y luego a P, 
inviertiendo justamente la traslación o rotación, por lo tanto se produce su inverso. 

11.6 Existe justamente una rotación que es involutoria, la rotación alrededor de un punto A mediante 180' (o 
un múltiplo impar de 180'), llamado media vuelta (o reflexión en) en el punto A y denotado por a.. En la 
Fig. 11.6 se muestra al triángulo PQR y su triángulo imagen P'Q'R' en media vuelta en A. Observe que las 

Figura 11.6 

iSOMC11135 in•olutorias con subindices minúsculas (como en a.) representan reflexiones sobre lineas, mientras 
que aquellas con subindices mayúsculas (como en a.) representan medias vueltas alrededor de puntos. 
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11.1 	Una media vuelta alrededor de un punto A es el producto de dos reflexiones en cualesquiera dos lineas 
perpendiculares n: y o en el punto A (Ver Fig. 11.7a). Así aA  = a,a.. Como también a y ni son dos lineas 
perpendiculares por A, se tiene asimismo que a. = a-cr. . Igualando estas dos expresiones para a., , 
obtenemos 	. De hecho, Cl" = 13" 511 r---s o r y s son perpendiculares. 

Figura 11.71 

El producto (IPA de dos medias vueltas es una traslación mediante el vector 278. La Fig. 11.7b 
muestra que si a,(P) = P' y ai(P')= P", entonces A y B son puntos medios de los lados PP' y P'P" del 

P" 

P' 

Figura 11.76 

triángulo P.PP". Se sigue que PP" es paralelo y doble de AB. Ahora al dar los puntos A, B y C, tomemos el 
punto D tal que ABCD sea un paralelogramo (Fig. 11.7c). Entonces croacerBcrA  = t, ya que apee  y ettaA son 
traslaciones inversas, de donde 

ao = Gol = erp(apacaberA) = (alyerpkkaaaA" tacaserA as  accaer.t; 

esto es, el producto de tres medias vueltas (axia,,) es una media vuelta (crp) en el cuarto vértice del 
paralelogramo del que sus tres primeros vértices son los tres primeros puntos en su orden dado. 

C 	 B 

Figura 11.7e 

11.8 En seguida volvemos la atención a productos de reflexiones en las lineas m , n y p. Si m , n y p 
concurren en un punto ordinario A, sea r la linea por A tal que sean iguales las rotaciones cr.o■ y a,a, 
(Ver Fig. 11.8a). Entonces 

crÁcrAo.)'" (Va") 

Análogamente, si m, n, p son paralelas, consideremos una linea r paralela a ellas tal que las traslaciones 04. 
y op, sean iguales (Ver Fig. 11.8b). Aquí de nuevo tenemos 	a,a a. = a„ 

m 
Figura 11.84 

Así, si las tres lineas no, n, p forman un as, entonces el producto rscr.o. de reflexiones en estas lineas se reduce 
a una reflexión cn alguna linea del mismo as. 
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11.9 	Cualquier otra isometría opuesta cc se puede factorirar en un producto de tres reflexiones a = 
con ni paralela a n, y p perpendicular a ambas tir y n,(Ver Teorema 16.4). Esta isometría se llama 
reflexión planificada; y es el producto de la traslación cm; seguida por la reflexión o, en la linea p paralela 
a la dirección de la traslación. Observe que 

u = OVT.C1r.. ancs,cr.= 0.0.0, 
ya que p es perpendicular a las lineas in y n. El inverso de esta reflexión planificada a = cr,a,,o„ se puede 
escribir como 

= 0,,cr,a,= cr,.0,0„,= escr„cr,, 
y en esta última forma de u.' se ve que es otra reflexión planificada, a saber, la traslación inversa a la de la 
planificada dada, y la reflexión igual a la reflexión dada. Así, en la Fig. 11.9, a = ;izo. lleva el punto A al 
punto A' mientras que a'' regresa el punto A' (lineas punteadas) al punto A. 

A 	A, 
• 

Figura 11.9 

4 

11,10 En la tabla del teorema 16.14 se hace un resumen de los principales resultados de isoinetrias. En los 
teoremas de la sección 17 se dan otras propiedades geométricas. 

11. Ejercicio' 

I. 	Para un triángulo dado ARC en el plano «ordenado con A(0,0), 0(1,0) y C(0,2), encuentre lu coordenadas pan loe vértices del 
triángulo imagen A'B'C' bajo cada una de lu siguiente' isometriss: 
a) Una traslación de 5 unidades en la dirección positisa del eje de las "x". 
b) Una traslación de 24 2 unidades a 45°  en el primer cuadrante. 
c) Una rotación de 90°  alrededor del punto P(3,0). 
d) Una rotación de • 45°  alrededor del punto P(3,0). 
e) Una rotación de • 90°  alrededor del punto Q(2,•3). 
1) 	Una reflexión en el eje de simetría y • 0. 
g) Una reflexión en el eje de simula y • :t. 
h) Una reflexión en el eje ha simetrla x - y • 4. 
i) Una media vuelta alrededor de P(3,0). 
j) Una media «eh* alrededor de Q(2..3). 
k) Una reflexión planificada de 5 unidades en la dirección positiva de las "x" con eje de simetría y • 2. 

I) 	Una reflexión planificada de 24 2 unidades* 45°  en el primer cuadrante con eje de simetrfa x • y • 4. 
m) La identidad s 

2. Escriba cada isometria del ejercido 11.1 como una reflexión o corno un producto de reflexiones. 
3. Ninguna traslación o reflexión planificada (con vector diferente de cero) puede mapa un rectángulo en II mismo. Enciania todas lu 

mocione', medias vueltas y reflexiones que mamen un rectángulo dado en él mismo. 
4. Repita el ejercicio 11.3 para loa figuras siguientes: 

a) Cuadrado, 	 • 	b) Paralelogramo, 	 c) Rombo, 
d) 	Triángulo equillicro, 	e) Hexágono regular, 	 1) Pentágono regular. 

5. Escriba el inverso de cada una de las isometrias del ejercicio 11.1. 
6. Indique cuál de lu isometría, del ejercicio 11.1 son involutodas. 
7. Indique para cada tumida a del ejercicio 11.1 cuando ha» un entero positivo n tal que dos SI el ad, encuentre la n más 

pequenn A esa n se le llama el orden de la isomttrín Lee iban/trías involutoriu tienen orden 2, atiene orden I. Las Inalaciones y las 
reflexiones planificadas mediante vectores no cero y muchas rotaciones no tienen u1 número positivo n, tal que el orden de tales 
isometría' se define como «ro. 

8. Dadas las finen n, p con «naciones y - O, y o 22,x o O, encontrar la linea q tal que 

a) 01097.0* 	b) o,.e.et„o, 	c) 	 d) tr4urpo,,o. 
9. Repita el Ejercicio 11.1 tomando y • 0, y • 2, y • 3 corno ecuaciones para las líneas al, n, p. 
10. Muestre que una traslación u puede !Mi hir como un producto de dos «aduna. Además, muestre que un centro de relucido y un 

ángulo de rotación (o 0°) se pueden escoger arbitrariamente. 
11. Muestre que el punto medio de la hipotenusa de un triángulo rectángulo es equidistante de los toa vértices; utilice una media vuelta 

alrededor del punto medio. 

,A1  

I  P 

	A' 
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8FX:t'ION 12 I TEORÍA DE THANSFORNIM:10NES 

12.1 	En esta sección encontraremos un tratamiento formal de la teoría de transformaciones que se requiere 
para un tratamiento formal de isometrias. Se supone que el lector ha leido el panorama dado en las Secciones 
LO y 11, tal que este familiarizado con la dirección que tome este desarrollo. 

12.2 bellnición Una transformación del plano, o simplemente una transformación, a es un mapeo o función 
uno a uno de los puntos del plano sobre el mismo. Esto es, a mapea cada punto del plano en un punto 
imagen único y cada punto en el plano es la imagen de exactamente un punto. 

12.3 Delinleión Si a y p son transformaciones, definimos su producto (o composición) Pa por 
(pa)(P) = p(a(P)) para cada punto P. También escribimos a' para aa, u' para cl', etc. 

12.4 Ya que una transformación es una función, se sigue que dos transformaciones a y p son iguales sii 
son idénticas, esto es, sii para cada punto P en el plano a(P) = p(P). 

12.5 Teorema Si a y p son transformaciones, entonces Pa es una transformación. 

12.6 Teorema La multiplicación de transformaciones es asociativa; esto es, si a, p, y son 
transformaciones, entonces (yP)a = y(flot). 

Demostración 

Para un punto dado P, sea a(P) = Q, P(Q) R y(R) = S. Entonces 
((9»)(P)' (YI3Xa(P))' CYPX4) = y(P(Q)) Y(R) aS, 

(y(Pet))(P) l'((13a)(P)) " Y(MP)))" r(P(Q)) = V(R) = S, 

Por lo tanto 	(yo» ' y(00.).0 

12.7 Maletón Para una transformación a y un punto P, si a(P) = P, entonces P se llama punto Ro 
(punto invariante o punto doble) para la transformación a. 

12.8 policial, La transformación t, definida como t(P) = P para todo punto P en el plano, se llama la 
transformación idéntica o el mapeo Idéntico. Esto es, t es aquella transformación que deja fijo a todos los 
puntos. 

12.9 Teorema Si ce es una transformación, entonces as = ea = a. 

11.10 Definición Si a y p son transformaciones y Nen, entonces se dice que P  es el inverso de a. 

12.11 Teorema Si 13 es inverso de a, entonces a es inverso de P. 

Demostración 

Sea p(P) = Q y a(Q) = R para un punto dado P. Ya que Pa = t, entonces 
Q = (Pa)(Q) = P(ce(Q)) = P(R)• 

Ya que P es una transformación, es uno a uno; esto es, ya que p(R) = p(P), entonces R.= P. 
Ahora 

(45)(P)' 01(P(P)) ' a(Q) R 
asl que aP = t; esto es, a es inverso de P.0 
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12.12 Trurenla Si is y y son inversas de ce, entonces It = 	Esto es, una transformación tiene a lo mis un 

inverso. 

Demostración 

Se tiene = iia = No.y).(pyi= ty = y por los Teoremas 12.6, 12.9 y 12.11.0 

12.13 Tror.nut Toda transformación tiene una transformación inversa. 

Demostración 

Dada la transformación a y cualquier punto P en el plano, sea a(Q) = P. Esto es posible siempre 
ya que a es un nxapeo sobre. Definamos ahora p por ís(P)= Q. Entonces rs es una transformación 
ya que a es una transformación, y fia=t. 0 

12-14 Definición Si a es una transformación, denotamos a su inverso único con ce'. 

12,15 ntrizuctut Un conjunto G con una operación binaria *, se llama grupo sii se satisfacen los cuatro 
postulados siguientes: 

01: 	Siempre que a, b e G, entonces 01) e G, 
G2: Si a, h, c e G, entonces (Ob)'e = a'(b'c), 
G3: Existe un elemento en G tal que, si a e G, entonces a*! = l'a, y 
04: 	Para todo a e G, existe un elemento o" en G tal que asa' = 	= 1. 

12.16 Definición Un grupo se llama abeliano sii satisface la ley conmutativa: 
G5: 	Para todo a, b e G, a*b = b'a. 

12.17 Teorema El conjunto T de todas las transformaciones del plano, junto con la multiplicación de 
transfonnaciones, es un grupo, 

Demostración 

Por los Teoremas 12.5, 12.6, 12.9 y 12.13.0 

12.18 Después se demostrará que no es abeliano el grupo del Teorema 12.17 (Ver Ejercicio 12.3). 

12.19 La geometria se puede definir por medio de sus grupos de transformaciones. La geometria Euclidiana 
es cl estudio de aquellas propiedades (congruencia de figuras, igualdad de longitudes, paralelismo, etc.) que 
son invariantes bajo las transformaciones del grupo de transformaciones que contiene todas las reflexiones y 
productos de reflexiones (traslaciones, rotaciones y reflexiones planificadas). 

12.20 En cursos de geometría de nivel medio también se estudian figuras semejantes. Este estudio se llama 
geometría plana egulforme, el estudio de propiedades invariantes bajo el grupo de todas las semejanzas, es 
decir, reflexiones, productos de reflexiones, homotecias (ampliación uniforme del plano), y todos los productos 
de estas transformaciones. 

12.21 Si en el grupo de transformaciones, se incluyen todas las proyecciones de los puntos del plano 
(proyecciones de un plano sobre el otro), el estudio resultante es geometría proyecIlva. Cada teorema de 
geometría proyectiva también vale en equifonne y en euclidiana ya que cada propiedad conservada por todas 
las transformaciones de geometria proyectiva será conservada por cualquier subconjunto de estas 
transformaciones. Análogamente, cada teorema de geometria equifonne es cieno en geometria euclidiana. 
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1212 En 1872 Feliz Klein (11149-1925) concibió la definición de una geometría como el estudio de aquellas 
propiedades de un conjunto de puntos que son invariantes bajo las transformaciones de algún grupo de 
transformaciones. Así, cuando estudiamos geometria euclidiana determinada por isoinetrlas, estamos 
interesados con congruencia, longitudes, medidas de ángulos, semejanzas, concurrencia de lineas, colincalidad 
de puntos, etc. En geometría plana equiforme, la congruencia y la longitud no se conservan. En geometría 
proyectiva solamente son invariantes en la lista anterior la colinealidad de puntos y la concurrencia de lineas. 
Cada vez se amplia el grupo de transformaciones, el campo de estudio se estrecha, ya que se conservan pocas 
propiedades cuando se consideran más transformaciones. Inversamente, todas las propiedades que se 
conservan bajo un grupo dado de transformaciones ciertamente serán conservadas bajo cualquier suby,rupo de 
estas transformaciones. 

12.23 Euclides consideró (Ver Apdndicc A) que "cosas que coinciden con otra son iguales". Fue su intento de 
"levantar y mover" una figura tal que pudiera ser superpuesta sobre otra figura como una prueba para 
congruencia. Ya que los fundamentos lógicos de este método de superposición no son claros, el tratamiento 
moderno postula la condición LAG para congruencia de triángulos. Donde la superposición es nebulosa 
(¿cómo puede usted levantar una linea genuina?, y ¿qué le sucede si usted administra el levantador?), el 
postulado MI. es preciso. Ahora, una isometría es exactamente el movimiento que Euclides tuvo en mente, y 
por lo tanto nosotros desarrollamos la teoría de isometrias para dar claridad a las transformaciones euclidianas. 
De esta manera, un tratamiento moderno de superposición establecerá que "dos triángulos son congruentes si 
una reflexión o un producto de reflexiones mapea un triángulo en otro," con lo que se evita la idea vaga de 
"levantar y mover". Estudiantes principiantes de geometria de nivel medio tienen en las transformaciones, 
bases para su curso de geometría. Este material está escrito para tal nivel. 

12. Ejercicio* 

I. 	Demuestre el Tenme 12.5. 
2. Demuestre el Teorema 12.9. 
3. Encuentre temían/cima a y P  teles que og w ga. 
4. Demuestre que t es único. 
5. Danuestr* que (u')'' a. 
6. Demuestre que (041  • 0.1  04. 
7. Si cti  . a, entonces se dim que la transformación a ca Mempo:en:s. 

a) Mucus que ala es idempotems, entonces a. t. 
b) Muestre que exigen transfonnzeiones diferentes de tul que . a. 

5. 	Pare las truncoemaciana a y (3 dadas, muestre que existen tratufomuciones únicas y y d tal que ya.  0 y ad P • Encuentre 
enlucimos pan y y 6 en láminas de a y 0. 

9. 	Mueran que si a1. py, o si ya .11. para lu trensfomuciones ct, p. e. entonces a (t. 
10. Muestre que si (0' • tapY para lu transtomuiciones a y o, entonces 41. pa. 
11. a) Eactiorase tranaformacionce 0,11 7 16114  iCa PI Y a # p. 

b) Si sao dedeo a y y. ~Mur une «pollo para p. 
e) ¿Se puede encontrar simpa p pus a y y dadas? 

12. Muslim que cualquier conjunto S de transformacionee toman un grupo bajo te multiplicacibn de transformaciones cuando: 
1) 8 da difiera* del vado, 
2) Sieerges que a S, entonces a')  el S, y 
3) Surge qua cs,(1 S, incoen Pa a S. 

13. Madre que las tras condiciono del ejercicio 12.12 u puedan reemplazar por las dos audiciones siorisaltia: 
I) 8 ea difames del vatio, y 
2') Si a, fle S, «mem 13'1  a e S. 

14. Muestre ase cada conjunto de les isometriu que se encontraron en loa ejercidas 11.3 y 11.4 ea un pepo. 
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NECUION 13 	I 	IN1M11.1111kti ( W10 P1101/1'11 OS DE 	.\I;s  

13.1 	Para tener un punto de parida, postulatemos que dos triángulos son congruentes si satisfacen la 
condición 1.:11.; esto es, si dos lados y el ángulo comprendido entre esos dos lados de un triángulo son 
congruentes a las panes correspondientes del segundo triángulo. Después, en este capitulo, se demostrarán 
otras condiciones suficientes para congruencia de triángulos. 

13.2 	Dellnichin Una immietria es un !tupe° de los puntos del plano que preserva distancias; esto es, u 
es una isometría sii para cada par de puntos P y Q en el plano, cuando CA(P) = P' y a(Q) = Q', entonces 
PQ o P'Q'. 

13.3 	Teorema Una isometría milpea segmentos de linea en segmentos de linea congruentes. 

Demostración 

Sea u 111111 1SODIeldil y PQ un segmento. Sean u(P) > P' y u(Q) = Q'. Entonces PQ P'Q'. 
Toinemos cualquier punto A en el segmento PQ. Entonces PA + AQ = PQ. Así, si u(A) = A', 
entonces P'A'.4-  A'Q' = P"Q" ya que ce conserva distancias. Por lo tanto A 'está en el segmento 
P'Q' y el teorema se concluyen 

13..4 	cornudo Una isometría milpea lineas en lineas y círculos en círculos. 

13.5 	Dyfinklán Si S es un conjunto de puntos y ce una transformación, simbolicemos con a(S) al conjunto de 
todas las imágenes de los puntos de S bajo el mapco u; esto es, P e S sii a(P) e u(S). 

13.6 	Teorema Para cualquier punto X en el plano existen tres distancias únicas a tres puntos no colineales 
dados P, Q, R. 

Demostración 

Existe una circunferencia (que se puede reducir a un simple punto) de puntos Y tal que PX PY y 
una circunferencia de puntos Y tal que RX RY. Estas dos circunferencias se cortan en a lo más 
dos puntos Y, y Y:. Ya que PQR es un triángulo, Q no está en PR, la mediatriz de Y,Y, . Por lo 
tanto QY, 	QY,, pués a lo más uno de estos segmentos puede ser congntentc con QX. Así, desde 
X existen tres distancias únicas a tres puntos no colineales P, Q, R dados. (Ver Fig. 13.6.)0 

X^1', 

Figura 13.6 

13.7 	Corolario Si un inapeo de los puntos del plano al plano conserva distancias, entonces es uno a uno y 
sobre; esto es, una isomorfa es una transformación del plano. 

13.8 	Teorema Si PQR es un triángulo y a y (3 son isometrias tal que col(P) = p(P), a(Q) = 13(Q), y 
ce(R) =13(R), entonces a =13. 

Demostración 

Por el Teorema 13.6, para cada punto X en el plano, cc(X) = p(X) ya que a y p conservan 
distancias. Así, a = 13.0 
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A-A' 

Figura 13.13a 

e' 
A 

FINTA 13.13c Figura 13.13h 

13.9 	ntn,adzn Un mapeo del plano rc se llama una reflexión en la linea in, o una tglerion, sil siempre que 
I! = n(A) para los puntos A y 13, entonces ni es la mediatriz del segmento Al), o bién A 	13 y Aun. La 
reflexión en la línea 1n se denota por ry. y la linea m se llama su eje de simetrla, 

13.10 Teorema 	Una reflexión es una 150111.311ía. 

Demostración 

Supongamos que A y 13 son cualesquiera dos puntos; y sean A'= cs.(A) y 13.= 0.(B). Supongamos 
que AA' y DB' cortan a ni en los puntos F y G, y consideremos que A, B y A' no son colineales, 
como se muestra en la Fig. 13.10. Entonces los triángulos AGF y A'GF son congruentes por /Ah 
ya que AF A'F, FG = FG y ZAFG ZA'FG = 90°. Así, AG a A'G. Además ZAGB s ¿A'GB' 
y BG B.G. Por lo tanto los triángulos ABG y A'13G son congruentes por LA. 

'u 

Fisura 13.10 

Ahora, Al3 A.13'. El caso cuando A, 13 y A' son colineales no es dificil. Así que a. conserva 
distancias y cada punto tiene una imagen. Así a., es un mapeo que conserva distancias. Por lo 
tanto es una isometria.❑ 

13.11 Corolario Todo producto de reflexiones es una isometría 

13.12 Trurtnia 	Para toda reflexión cr. , 	. es.. 

13.13 Turma Toda isometría es producto de a lo más tres reflexiones. 

Demostración 

Consideremos que la isometría u maRea el triángulo ABC en el triángulo A'113'C'. 

Caso 1. Si A = A', D 13'y C = C', entonces a = t, el cuadrado de cualquier reflexión dada cr„ . 

Caso 2. Si A = A' y 13 . 13', pero C m C' como en la Fig. 13.13a, entonces AB es la mediatriz de 
CC' ya que C y C' son equidistantes de A y de B. Por lo tanto una reflexión en la línea 
AB mapea el triángulo ABC al A'13'C'. 

Caso 3. Si A = A' pero B *El' como en la Fig. 13.13b, entonces A está en m, la mediatriz de 
DB'. Entonces o'. n'apea B en 8' y deja fijo A, reduciéndose este caso a uno de los 
dos casos anteriores. 

Caso 4. Si A x A' (Ver Fig. I 3.13c), reflejemos al triángulo ABC en la línea in, la mediatriz de 
AA', tal que er. (A) = A'. Ahora este caso se reduce a uno de los tres casos anteriores.❑ 
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lipa. 13.1k 

13.14 DtlInIclén Toda isometría que sea producto de un Manero par de reflexiones se llama directa. Una 
isometría opuesta es producto de un Mimen) impar de reflexiones. 

13.15 13.41»1‹115n El sentido de un triángulo ABC cs el sentido del reloj sii uno viaja en la dirección de las 
manecillas del reloj cuando se leen los vértices en orden delicti A-B-C-A; es contrario al reloj sii uno va en 
dirección contraria a las manecillas del reloj cuando uno lec A-B-C-A. Cuando los triángulos ABC y 
son congruentes y ambos se leen en el mismo sentido, se dice que son directamente congruentes; si sus 
sentidos no son el mismo, se dice que son opuestamente congruentes. (Fig. 13.15). 

13' 
C 	 e 

A 	 A 

1..1. ~amorfa to.W. 

Figura 13.15 

13.16 Ttortum Una reflexión mar 	un triángulo en un triángulo congruente. Además, la congruencia es 
opuesta. 

Demostración 

Primero debemos demostrar, considerando únicamente la condición /AL para congruencia de 
triángulos, que si o. (ABC) = Par, entonces AABC a AA'B'C', liaremos esto en tres casos. 

Caso I. Supongamos que A y 13 están ambos en el eje de simetría in, y consideremos que CC' 
corta a m en R (Ver Fig. 13.16a). Ahora, cualesquiera dos segmentos correspondientes 
son congruentes ya que a, es una isometría. Como CC'es perpendicular a ni, entonces 
AACR AAC'1( y ABCR a ABC'R por !AL. Al menos uno de estos dos triángulos no 
cs degenerado, así que al menos una de las dos proposiciones LBAC o ZBAC' y 
¿ABC a LABC' deberá ser cierta. Ahora los triángulos ABC y ABC' son congruentes 
por /AL 

Caso 2. Si A está cn el eje de simetría su, pero B y C no están cn nt, entonces Ano puede estar en 
ambos 1313' y CC'. Supongamos que Ano está en CC', y sea que CC'corte a ni en R como 
en la Fig. 13.16b. Por el Caso 1, ACAR ACAR y /BAR a AB'AR, así que 
LCAR LC'AR y ¿BAR a ZB'AR. Entonces ZBAC a ZB'A C'. Por lo tanto 
AABC o AAI3'C' por 

A.  

IMa.m *a Merme* 1.1.1...1 

Figura 13.166 Flauta 13.16b 

Caso 3. En cualquier otro caso, a lo más en un lado, digamos AB, del triángulo ABC puede ser 
paralelo al eje de simetría m, así, supongamos que CA corta in ea P y BC lo cona en Q. 
Por el Caso 1, APCQ a APC'Q, asl LACE a LA'C'E'. Altota 4ABC a 	por 
LA L. 

La figura 10.4 da al lector una base para una demostración de la segunda pene de cate Morena() 
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13.17 Comiera Una isometría opuesta mama un triángulo en un triángulo upucstamente congruente. 

Corolcrlo 13.18 Una isometría directa mapa un triángulo en un triángulo directamente congruente. 

13.19 Triirtnui Ninguna isometría es a la vez ditecia y opuesta; pero toda isometría es directa u opuesta. 

1120 Teorema Existen justamente dos isometzias, una directa y otra opuesta, que lleva un segmento dado 
AB a otro segmento congruente A'B' y que mapea A en A'y B en 13'. 

Demostración 

Tomemos otro punto C tal que ABC sea un triángulo. Hay en el segmento A'B' exactamente dos 
triángulos A'B'C' y A'B'C" congruentes al triángulo ABC. Además, A'B'es mediatriz de C'C", 
así que AM'C" es la reflexión en la línea A'B' del triángulo A'B'C', Así, estos dos triángulos son 
opuestamente congruentes, entonces uno de ellos deberá ser directamente congruente y el otro 
opuestamente congruente al triángulo ABC. De esta manera las isometría que mapean al triángulo 
ABC en estos dos triángulos serán directa y opuesta, respectivamente.0 

13. Eprekkn  

t 	Demuestre cl Corolario 13.4. 
2. 17<mucure el Comben) 13.7. 
3. Demuestre el Teorema 13.10 para el caso cuando A, 13 	son 
4 	Utilice induccilm maiemilica para demorara el Corolario 13.11. 
3, 	Demuestre el 'Eterno& 13.12. 
6. Indique loe números de reflexiones posibles para los casos del Teorema 13.13. 
7. Completa la demostración dcl Teorema 13.16. 
8. Demuestre el Callarlo 13.17. 
9. Demuestre el Corolario 13.18. 
10. Demuestre el Teorema 13.19. 
I I. Utilice inducción matemilica y los Corolarios 13.4, 13.17 y 13.18 para demostrar que una isomorfa naipes a cualquier polleado 

en un polleora congruente. 
12. Sean P(a.0), 	NO,c) puntos cartesianos eco no b y cr O. 

a) Muestre que bayjunamenta dos punto§ N tal qua PX • s y QX • r, dandeli• II< in <s + t. Censiderando qua uno da 
esta puntos X tiene coordenadas (u, 9, encontrar las coordenadas para el otro punto X 

b) Encuentre tietstx) para ambas punta X. y muestra que atea dos dinamitas nunca ion igual*. 
13. Encuentra imIpenes para cada uno de los punta A(0,0), 1X1,0), C(0,3),11(1,1), PO), F(15,12), 0(•3;5) con reflexión sor el eje de 

simetria: 
a) y-o 	b) It-o 	yet 	d) x-4 	O y.x 	Q x.Y.2 

14. Trace dos triinenlos conenrintaa tal que no coincidan venias correepondientea y construya las n(leda* que llevan uno al otro 
Encuentre cada per de triángulo go requieran exactamente: 
a) una rellexiSe 	b) dos ROVIi0M11 	c) tres reflexiono 	d) cuatro reflexiono. 
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Figura 14.9 

SECCION 14 	TRASLACIONES Y ROTACIONES 

14.1 	rhnntrlan Un maplo a del plano se llama traslación mediante el vector1 sil para cada punto A, 
a(A) 13 donde ADPQ; esto es, AB y PQ son segmentos paralelos, congruentes y con la misma dirección. 

14.1 	Trurrwu Si las lineas ni y n son paralelas y el vector normal de m a n es v, entonces a.a. es Una 
traslación mediante el vector 2v. 

14.E 	Observe en el Teorema 14.2 que el vector 2v es perpendicular a in y a n, dirigido de ni hacia n, y de 
longitud el doble de la distancia entre m y n. (Ver Fig. 10.6.) 

14.4 	Teorema Toda traslación es una isometría y se puede factorizar en un producto de dos reflexiones con 
ejes de simetría res y n paralelos, siendo una de estas líneas escogida arbitrariamente y 
perpendicular al vector de traslación 2v, entonces el otro eje de simetría n es paralelo al 
primero y colocado a una distancia dirigida de m a n igual a V. 

14.5 Teurenu El inverso de la traslación mediante el vector M es la traslación mediante el vectorW. Si 
la traslación se escribe como CV7. , entonces su inverso es a.a. • 

14.6 	Teorema Las traslaciones conmutan. 

Demostración 

Por método vectorial, 2v + 2w = 2w + 2v, ya que en uno u otro caso este vector es una diagonal 
del paralelogramo determinado por los vectores 2v y 2w. (Ver Fig. 14.6.)0 

2w 

Figura 14.6 

14.7 El teorema 14.6 también se puede demostrar algebraicamente. Tal prueba se deja al lector en el 
Ejercicio 15.11. 

14.5 DellakkIe Sea O un punto y O la medida de un ángulo dirigido. Un mapeo a del plano se llama tina 
rotación alrededor del punto O mediante un ángulo O sii para cada punto A, a(A) = B donde A o  Bs. 0 u 
OB = OA y d(ZA0B) 0. El punto O se llama el centro de rotación. 

14.9 T'ornes Si las líneas m y n se intersecan en el punto O con ángulo dirigido de no a n de medida O, 
entonces cr.a. es una rotación alrededor del punto O mediante el ángulo 20. 

Demostración 

Sean cr. (P) P' y a.(11 .Q. Si P e m, entonces OPP' es un triángulo isósceles con no bisectriz 
del ángulo POP'. Análogamente, si P'e n, 
entonces n es bisectriz del kW° P'0Q del 
triángulo isósceles OP'Q. (Ver Fig. 14.9.) 
Se sigue que ZPOQ a ¿POP' + LP'0Q, sil 
LPOQ es el doble del ángulo de la linea m a 
la linea n. Tambitin, ya que los triángulos 
OPP' y OP'Q son isósceles ambos. entonces 
OP a OQ. El caso cuando Pem o cuando 
P'en es más simple. Y el teorema se sigue.0 
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a 

A 

nyg  

Figura 14.114 

o' 

c 

Figura 14.11e Figura 14.11b 

14.10 Tiortina Toda rotación es una isometría y se puede factorizar en un producto de dos reflexiones en 
las lineas m y o que se intersecan. Además, uno de los ejes de simetría se puede escoger 
arbitrariamente por el centro de rotación O, luego el otro eje de simetría es aquella linea que 
pasa por O, tal que el ángulo dirigido de m a n es la mitad del ángulo de rotación. 

14.11 Teorema Toda isometria directa es una rotación o una traslación. 

14.12 Teorema El producto de dos traslaciones es una traslación. 

Demostración 

Geométricamente, la prueba es trivial. El vector del producto de las dos traslaciones es el vector 
sunta de los vectores de las dos traslaciones dadas. Por lo unto el producto es una traslación. 

Alternativamente, daremos una prueba utilizando los Teoremas 14.2 y 14.4. Consideremos las 
traslaciones ay 0 y tomemos a = a,o, y 13 = efe,. Si ro, n, p, q son todas paralelas o 
coincidentes, entonces sea r otra linea de este as tal que cr,o, = crxr..(Ver Fig. 14.11a.) Ahora 

pa. = apa„cr„ = cys,csa, = cr,ta, ■ ap„ 

m 

  

f p 

 

     

Figura 14.114 

es una traslación ya que es el producto de dos reflexiones en ejes de simetría paralelos. 

Si n y p no son paralelas o coincidentes, consideremos que se cortan en A. (Ver Fig.14.11b). 
Supongamos que n' y p' pasan por A tal que n' es perpendicular a m y a, a,• = a,e.. Entonces p' 
es perpendicular a q por los Teoremas 14.9 y 14.10. (Ver Fig. 14.11c). Consideremos que m y n' se 
cortan en B, y p.  y q en C. Simbolicemos con r a la línea BC y con no' y n' las perpendiculares a r 
en B y C, respectivamente. (Ver Fig. 14.11d.) Por los Teoremas 14,9 y 14,10 otra vez, ara,• =, a, a, 
y (mi: = a. cr., Entonces 

" 	= °faya. a. " efteroés.• • ;Ay;  , 

es una traslación ya que m' y q' son ejes de simetría paralelos.0 

14.13 Teorema El inverso de O/ rotación alrededor de O mediante un ángulo e es la rotación alrededor 
de O mediante el ángulo —0. Si la rotación se puede escribir como a.o. , entonces su 
inverso es cr.c. (Ver Fig. 14.9). 
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14.14 Teorema El producto de dos rotaciones alrededor del mismo centro O cs una rotación alrededor de O, 
y el producto conmuta. 

Demostración 

Sean a y o rotaciones con ángulos 0, y 0,. Por el Teorema 14.10, escribirnos a = a„,er. 
donde ur, n, p son tres líneas escogidas apropiadamente a través de O (Ver Fig.14.14). Entonces 

= cr,cra„a. = esta. = cr,a. , 
una rotación alrededor de O con ángulo 0, + 0,. Ya que 0, + 0, = 0, + 0, , se sigue que las 
rotaciones conmutan.0 

Figura 14.14 

14.15 Teorema El producto de dos rotaciones es una rotación o una traslación y, en general, no cs 
conmutativo. 

Demostración 

Si los centros de las rotaciones son el mismo, entonces se aplica el Teorema 14.14. Asl que 
supongamos que los centros A y B no son el mismo. Simbolicemos con p a la linea AB. (Ver Fig. 
14.13.) Por el Teorema 14,10, existen lineas rn y n que pasan por A y B respectivamente tal que las 
dos rotaciones a y II están dadas por 

a = a,er. y 11— 	. 
Ahora tenemos 

poi 	CFA. I 
una traslación si m es paralela a n, o una rotación si m y n se cortan en un punto ordinario.° 

Figura 14.15 

14.10 DeMehla Una reflexión planificada  es cl producto de una traslación y una renal& en un eje de 
simetría paralelo a la dirección de la traslación (Ver Fig. 11.9.) 

1417 La reflexión planificada completa nuestra lista de isomosiu opuestas. Ea la lección siguiente 
mostraremos que toda 'sonreiría opuesta es una reflexión planificada o, como una reflexión planificada 
especial, una reflexión. Como cada isometria directa es una rotación o una traslación, hemos introducido 
suficientes isometría§ básicas. No obstante, en la sección siguiente introduciremos, por conveniencia, una 
isometría directa más, para completar nuestra lista de isometría:. 

14.11 Teorema La traslación y reflexión de una reflexión planificada conmutan. 
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14. Ejercicios 

I. 	Demuestre el Teorema 14.2. 
1. Demuestre el Teorema 14.4. 
3. Demuestre el Teorema 14.3. 
4. Demuestre el Teorema 14.10. 
3. 	Demuestre el Teorema 14.11. 
6. Demuestre el Teorema 14.13. 
7. Muestre que da rotaciones alrededor de centros diferentes, en general, no conmutan, al examinar la naturaleza de los productos 

cap y pa donde a y (1  son rotaciones de 90°  alrededor de los punta A(.1,0) y13(1.0). 
8. ¿Qui deberá ser cierto de dos rotaciones a y13 si su producto pa es una traslación? 
9. SI el producto pa de dm rotaciones a y pes una trulación, ¿qué se puede decir acerca del producto uP? 
10. Demuestre el Teorema 14.18. 
I1. Explique cómo es que una reflexión es una reflexión planificada especial. ¿Ea cieno que una traslación también ea una reflexión 

planificada especial? 
12. Demunba que una reflexión planificada es una isometría. ¿Ea directa u opuesta? 
13. Encuentra la insana de una reflexión planificada. 
14. ¿Qué clase de isometría puede ser el producto de dos reflexione, planificadas? ¿Podzia ser una reflexión planificada? Explique. 
13. ¿El producto de dos reflexiona nunca es una reflexión? Explique. 
16. Encuentre loa imágenes para cada uno de los puntos A(0,0),13(1,0), C(0,3),13(1,1), E(2,3), F(15,12). G(.34) bajo 11111 rotación 

con cl centro y ángulo indicada. 
e) 	(0,0), 90° 	b) (0,0),180° 	e) (0,0), .90 	d) (1,0), 90°  
e) 	(1,1), 90° 	I) (2,3),180° 	 (.1..3), 40° 	h) (102). 43°  

17. Encuentre las imagena para los puntos listados en el Ejercicio 14.16 bajo cada una de las traslaciones con vector I'Q 
a) 	P(0,0) y Q(5,0) 	b) P(0,0) y Q(2,4) 	c) P(2,3) y Q(I,7) 	d) P(3,4) y Q(3,4) 

l& Demuestre que el producto de una rotación y una traslación es una rotación. 
19. El centro de la rotación pa del Teorema 14.13 está en la intersección de las lineas m y n. Localice el cenizo de la rotación cap. 

¿Cuándo cap es una traslación? 
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SECCION 15 1 GIRO DF. MEDIA 11.T.LTA 
	 1,51ArSSI. 

15.1 Teorema Una isometría conserva ángulos. 
	Will X ül IMMO 

Demostración 

Del Teorema 13.16, una reflexión conserva ángulos; esto es, una reflexión mapa un ángulo en un 
ángulo congruente. Entonces el teorema se concluye del Teorema 13.13 de la sección 13.0 

15.2 Se concluye que una isometria es una transformación de congruencia, y que toda transfonnación de 
congruencia es una isometría, MI, las isometrias son las mismas transformaciones que buscábamds por 
superposición euclidiana. 

15.3 	nertnición Una isometría involutoria es cualquier isometría no idéntica tal que su cuadrado es el mapeo 
identidad. 

15.4 	Observe que es costumbre no llamar involutoria a t aun cuando ti  = t. El Ejercicio 11.7 le ayudará 
aclarar esta idea. 

15,5 Definición Una media vuelta alrededor de un punto P (o una reflexión en un punto P) es una rotación 
alrededor de P mediante un ángulo de 180°. Se simboliza con a,, (Ver Fig. 11.6.) 

sag 	El término "reflexión en un punto P" es bastante indicativo de cómo mapea esta isometria a los puntos 
del plano. En este capítulo, sin embargo, reservaremos estrictamente el término "reflexión" para una reflexión 
en una linea. Por supuesto, el término "media vuelta" también indica completamente bien la idea de esta 
isometria. Auque una media vuelta es justamente una rotación (especial), se le ha dado un nombre (media 
vuelta) debido a su importancia y sus propiedades únicas. Es la única rotación involutoria y, de hecho, la 
única isometría involutoria directa. El teorema 15.7 establece que las medias vueltas y las reflexiones son las 
únicas isometrías involutorias, 

15.7 TfOrtifla Toda isometría involutoria es una reflexión o una media vuelta. 

Demostración 

Sea e cualquier isometría involutoria y a(A) = B con A a B. Como A = a:(A), entonces 
a(B) = a(a(A)) = a3(A) = A. Escojamos P equidistante de A y B tal que PAB sea un triángulo 
isósceles. Sea a(P) = P' tal que a(ePAB) AP'BA. Ahora P' tiene exactamente dos localizaciones 
posibles: asi que P = P' o bien PAP'B es un rombo. En el primer caso, a es una reflexión en la 
mediatriz de AB, y en el segundo caso a es una media vuelta alrededor del punto medio de AB por 
Teorema 13.8.0 

15.11 T101/1110 Si a, es una media vuelta alrededor de P; y a y b son cualesquiera dos lineas perpendiculares 
que pasan por P, entonces a, = opa. = apa, 

tal 	comido Las reflexiones en dos lineas perpendiculares conmutan. 

laso Solamente las isometría' involutorias se denotarán con a (sigma minúscula griega); esto es, solamente 
las reflexiones y las medias vueltas. Se deja como ejercicio elaborar una prueba de que una media vuelta es 
involutoria. Donde se quiera dar claridad a una isometria involutoria se subindicará la sigma; letras 
mayúsculas siempre se referirán a puntos y letras minúsculas a lineas. Entonces a, es una reflexión y a, es 
una media %mella. 
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15.11 Teorema El producto aja, es una traslación mediante el vector 2AB. 

Demostración 

Sea a, (P).,  P' y a, (P') = P" (Ver Fig. 11.7b). En el triángulo PP'13", cl segmento AB une los 
puntos medios de dos lados, así AB es paralelo y congnlente a la mitad del tercer lado PP". Por lo 
tanto PP" = 2AB, y el teorema se sigue.0 

15.12 Teorema El producto acescr, es una media vuelta alrededor del punto D, el cuarto vértice del 
paralelogramo ABCD. 

Demostración 

El teorema se puede demostrar fácilmente como un corolario del Teorema 15.11.0 

Es bastante Instructivo demostrar los Teoremas 15.11 y 15.12 escribiendo cada inedia vuelta dada, 
como producto de dos reflexiones en lineas perpendiculares, una de las cuales se escoge sobre 
(o paralela a) AB en cada caso: 

15. Ejercido' 

1. Demuestre el Teorema 13.1. 
2. Explique mimo puede ser que una media vuelta sea "reflexión en un punto". 
3. Demuestre que una reflexión a involutoria 
4. Demuestre que una media vuelta es involutoria 
5. Demuestre el Teorema 13.8. 
6• 	Demuestre el Teorema 13.12 como un corolario del Teorema 15.11. 
7. Demuestre el Teorema 13.12 al escribir cada media suelta como un producto de reflexiona mono se sugiere en el texto. 
8. Encuentre las imagen« para cada uno de los puntas A(0,0),13(1,0), C(0,3), D(1.1), E(2,3), F(I5,12), G(.3,.5)bajo una reflexión 

planificada con vector l'Q y con la ecuación dada para el eje de simetría. 
a) 	P(0.0), Q(1,0) y y.0 	II) P(0.0), Q 	y y.5 	c) P(2,5), Q(2,-1), y x .-4 	d) P(0.0). Q0.1) Y 	x 

9. Repita el Ejercicio 15.8 para una media vuelta alrededor del punto dado: 
a) (0,0) 	 b) (5,0) 	 e) (2,3) 	 d) (.3,7). 

10. Demuestre el Teorema 15.11 al factorizar eh  y cs, en producto de reflexiones que tienen un eje de simetría común m AB. 
II. Utilice el Teorema 15.12 y el imito al Teorema 15.11 para demostrar que dos traslaciones conmutan (Teorema 14.6). 

80 



SECC1ON 16 I PRODUCTO DE REFLEXIONE-5 

16.1 	Teorema Si las tincas a, b, c están en un as, entonces hay una línea d en ese mismo as tal que 
Inversamente, si criada. = ad  , entonces las líneas a, b, c,d pertenecen a un as. 

Demostración 

Demos las lineas a, b, c de un as, luego busquemos una linea d tal que ata. = ata, por uno de los 
Teoremas 14.4 y 14.10 (Ver Figs. 11.8a y 11.8b). Entonces crdcr.a„ = ad  . Invertir el argumento 
para obtener el inverso.0 

16.2 C'onilmio Si las lineas o, b, c forman un as, entonces adadad  = ap,a, 

16.3 	Teorema Si ;a.c. es una reflexión planificada con a y b perpendiculares a g, entonces, haciendo 
B =gnb y A-=gna, tenemos 

criaba, 	ClpOiCS. = e/XV; 	Cha. = a4C1,, , 

16.4 Teorema Todo producto cr,a,ad  es una reflexión planificada. (Una reflexión es una reflexión 
planificada especial.) 

Demostración 

El teorema es trivial si a, b, c forman un as, Así que, supongamos (por ejemplo) que solamente a y 
b se intersecan en P (Ver Fig. 16.4a). Rotemos a y b alrededor de P en las lineas a' y b'tal que 
a, a.• ata. y b' es perpendicular a c en un punto Q (Fir. 16.4b). Análogamente rotcmos b' y c 
alrededor de Q en las lineas b" y e' tal que o, Or  = mar  y a' es perpendicular a b-  (Fig. 16.4c). 
Ahora tenemos 

acaba. = lata,. er,i• " 	a., 

una reflexión planificada, ya que a' y c' son ambas perpendiculares a b".0 

e 

Figura 16.4a Figura 16.4h 

 

Figura 16.4c 

16.5 Teorema Toda isometría se puede escribir conto un producto de la fonna ata, o de la forma cha, . 

16.6 Teorema Todas las reflexiones y productos de reflexiones, esto es, todas las isometrias, forman un 
subgrupo del grupo de transformaciones del Teorema 12.17. 

16.7 Teorema Todas las rotaciones y traslaciones forman un subgrupo del grupo del Teorema 16.6. 

»o 	Teorema Todas las medias vueltas y traslaciones forman un subgrupo del grupo del Teorema 16.7. 

16.9 Teorema Todas las traslaciones forman un subgrupo del grupo del Teorema 16.8. 
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16.10 Teorema Todas las traslaciones con eje una ¡Inca fija, forman un subgnipo del grupo del Teorema 
16.9. 

16.11 Teorema • Una isometría sin punto invariante es una traslación o una reflexión planificada según que 
sea directa u opuesta. 

Demostración 

Una tal isometria no podría ser una reflexión o una rotación ya que cada una de estas isometrias 
tiene al menos un punto invariante, El centro de una rotación es invariante y cada punto en el eje 
de una reflexión es fijo.° 

16.12 Teorema Una isometría con al menos un punto invariante es una rotación o una reflexión según que 
sea directa u opuesta. 

16.13 Teorema Una isometria con más de un punto invariante es la identidad o una reflexión según que sea 
directa u opuesta. 

1114 Teorema El cuadro de la Fig. 16.14 resume las relaciones entre cada isometria y su representación en 
términos de reflexiones. 

Puntos 	 Número mínimo 
ladilla» 	Sentido 	0Ipa 	titulan» 	de rallado/en  

Reflexiones en 	 Puntos en le m y toda lee 	1 en la linea m 
una Ilesa m 	Opuesto linea m 	lineas perpen• 

*triares a m 

Mapas Idéntico 	Directo 	Todos 	Toda, 	2 en cualquier linea 

Rotación skededor Directo 	O (solamente) Ninguna 	2 en líneas que se 
de O en ángulo 	 interescan en O en 
O st 1500 	 ángulo 4/2 

Media ~lie dm- Directo 	O (solamente) Todas las lineo 2 en Mece peirpen- 
Oidor de O 	 que pesan por O *Meres en O 

Traslade con 	Directo 	Ninguno 	Todas IN Ilme 2 en linees wen• 
vector PO 	 pe:Metes a PO 	*ubres e PO y se- 

paradas Is rniled de 
le distancie P a O 

Rellexidn Oen& Opuesto Ninguno 	m (solamente) 	3, en ni y dos Mese 
ceda por m y en m 	 perpendiculares e ni 

Figura 16.14 

mis Los teoremas de esta sección vinculan las propiedades algebraicas de reflexiones y productos de 
reflexiones con las propiedades geométricas de lineas y puntos. Esta interrelación entre álgebra y geometría es 
suficientemente importante para justificar una sección más (Sección 17) de recolección, clasificación y 
enfatizar teoremas que muestren esta relación. 
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16. Ejercidos 

I. 	Complete el detalle de la demostración del Teorema 16.1. 
2. Demuestre el Teorema 16.3. 
3. Demuestre el Teorema 16.5. 
4. Demuestre el Teorema 16.6. 
5. Demuestre loe Teoremas 16.7 al 16.10. 
6. Demuestre el Teorema 16.12. 
7. Demuestre el Teorema 16.13. 
8. Justifique los argumentos acerca de puntos y lineas fijos en el Teorema 16.14. 
9. Muestre que una rotación que no u media vuelta no es involutoria. 
10. Muestre que ni una traslación ni una reflexión planificada con un vector diferente de cero es involutoria. 
I I. Las lineas ni y n se tostan en P. Muestre que cuando ambu rayo aon lineas fijas bajo una isometría, entonces P es un punto fijo. 
12. Dados un punto A y una linea a; encuenue un punto 13 y una linea n tal que osera " thos 
13. Indique cuando cada conjunto de traneformacionea fonnan un subgrupo del grupo de todas las isometrias. 

a) Todas las reflexiona en ejes de simetría que pasan por un punto dado P y todas las rotaciones alrededor de P (recuerde que la 
identidad 14 puede considerar una rotación). 

b) Todas las rotaciones. 
e) 	Todas las rotaciones alrededor de un punto fijo P. 
d) Todas las reflexiones en eje, de eimenia paralelos a una dirección dada y todas las traslaciones que tienen vectores perpendiculares 

a los ejes. 
e) Todas las medias vueltas 
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SECCION 17 1 PROPIEDADES DE ISONIETRIAS; UN RESUMEN 

17.1 	Los teoremas de esta sección recolectan las propiedades algebraicas y geométricas de isometrias y 
especialmente las relaciones entre el álgebra y la geometria de isometrias. Recuerde que letras minúsculas 
representan lineas y mayúsculas representan puntos. Aunque todos los teoremas de esta sección son de interés, 
quizá se dé especial énfasis a los teoremas 17.3, 17.4, 17.8, 17.13 y 17.15. Estos resultados serán de bastante 
utilidad en aplicaciones en las tres secciones que siguen. Trazando una gráfica para ilustrar cada teorema y 
relacionando cada parte.del teorema con la figura, hará al teorema fácil de recordar. Asegúrese trazar tal 
ilustración para cada teorema. 

17.2 	Teorema Las condiciones siguientes son equivalentes. 
1) A e b, 
2) a,a, = a,a,,  
3) A . ab  (A), 
4) b = ct,(b), 
5) a,a, (o ap, ) es involutoria, y 
6) a,a, es una reflexión en el eje que pasa por A perpendicular a b. 

17.3 	Teorema Las condiciones siguientes son equivalentes: 
1) a=b o ayb son perpendiculares, 
2) a,a, 	, 
3) a = 	(a), 
4) (a,a, " 1, y 
5) a,a. es la identidad o una media vuelta. 

17.4 	Teorema Las condiciones siguientes son equivalentes: 
1) a, b, c, d pertenecen a un as y el ángulo o distancia dirigidos de a a b es igual al de c a d. 
2) a,a. = ap„ 
3) aa,a, cs involutoria (y por lo tanto es la reflexión a, ), 
4) a,a,a. cs una reflexión (es decir a, ), 
3) aPirkez, "1,y 
6) Crwatelél 	aderiaa " 	. 

17.5 	Teorema S1 a z c, entonces las condiciones siguientes son equivalentes: 
1) b está a la mitad entre a y c o b biseca al ángulo entre a y c. 
2) a,a, = a,a, , 
3) c = (a), y 
4) a, = cha.% . 

17.6 	Teorema Si A x C, entonces las condiciones siguientes son equivalentes: 
I) b es mediatriz de AC, 
2) oca, = 	, 
3) C ef, (A), y 
4) ar  

17.7 	Tiorimi. Si a z e, entonces las condiciones siguientes son equivalentes: 
1) a ea paralelo a c yB se encuentsa ala mitad entre ellos., 
2) ex. = aso. , 
3) c . a. (a), y 
4) a, '1  ao.a,.  
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17.0 	Teorema Las condiciones siguientes son equivalentes: 
I) ABCD es un paralelogramo, 
2) a,<5.4 " che 
3) al, = acera. , y 
4) apace,a, = t. 

17.9 	Teorema Si A s C, entonces las condiciones siguientes son equivalentes: 
1) Bes el punto medio de AC, 
2) oca. = ala. , 
3) C = a, (A), y 
4) oc = charco 

17.10 Teorema Las condiciones siguientes son equivalentes: 
1) A . B, 
2) A = as  (A), 
3) asa. = arar , y 
4) ara. = t. 

17.11 Teorema Si acaba, es involutoria, entonces es una reflexión. 

17.13 Teorema Si cr,a.a. es involutoria, entonces cs una media vuelta. 

17.13 Teorema mida. es  siempre involutoria, y asi occr,a. = a,,aiac  

17.11 Teorema a. y a. son involutorias siempre. 

17.15 Teorema (0019. )' es una traslación, 

Demostración 

El Teorema establece que el cuadrado de cada reflexión planificada es una traslación. El Teorema 
16.3 implica que la planificada y la reflexión de una reflexión planificada conmutan. El cuadrado 
de la reflexión planificada, entonces, se reduce al cuadrado de su traslación )a que las reflexiones se 
pueden acomodar hasta conectarse.° 

17.16 Para concluir esta sección mostraremos una relación interesante, un producto de 22 reflexiones que es 
igual a la identidad! La importancia de este resultado está no en ser un teorema vital que todo estudiante debe 
saber y recordar instantáneamente. Tampoco es probable que la relación de Thomsen sea un tópico apropiado 
de conversación en una cena. Es de interés para nosotros por la simplicidad de su demostración. Antes de leer 
la demostración dada en el texto, intente imaginar cómo lo demostrarla usted. 

17.17 Teorema Relación *nomen Para cualesquiera tres lineas a, b, e 

eAchaetlea"0"(YeziPPAA00740XYATA"L 

Demostración 

Puesto que (clACS. y (0.0,a. )' son traslaciones por Teorema 17.15, entonces conmutan, 
Además, 

((cra04)3 )'' 	 Y 	((a,o,a.)'),I (cris,c,)• 

Ahora la relación deseada es simplemente la identidad 

(apea,)' (474.0.)' (afflo. )1  (ex" )' LE 
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17. Ejercicios 

I. 	Loa Teoremas de 17.3 e 17.12 se pueden aparcar tal que el segundo teorema diga pul las líneas y puntos, aproximadamente lo 
mismo que diga el prima teorema del pu para los puntos y líneas. Los des teoremas de cada pu se llaman duales uno del otro. POI" 
Ejemplo, len Teoremas 17.6 y 17.7 son duales. 

e) 	Arregle loe teoremas 17.3 a 11.12 en pares dueles. 
b) Encuentre duales para los Teoremas 17.2 y 17,14. 
e) ¿Qui u puedo decir ACC7Ca de un dual del Teorema 17,137 

2. Demustnr los Teorema 17.2 a 17.14. 
3. Para cualesquiera tres linear a, b, e, demuestre que, 

azares. (a" )' (a,c. )'elop.chaba. (cr,cfb  )' (a.cs, 	= t. 
4. Mirarte que, para cualaquIera cuatro lineas paralelas a, b, e, d, 

ailstleeeeaserrahaecreaseiearcise "(loa « rse rerser«Csallaciraelle I. 

5, 	Moceen que la relación de Thornsen y lar fonnulu de loe ejercicios 17.3 y 17.4 todavía len cienos sí cada reflexión (Y, se 
reemplaza por una media vuelta era.. Explique cómo debitan ser cambiadas las demostraciones, 
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SECCSON II 1 APLICACIONES DE ISONIETIIIAS A CEON1ETRIA ELEMENTAL 

DM 	Estamos listos para aplicar la teoría de isometrías desarrollada en las secciones anteriores de este 
capitulo, a problemas en geometria euclidiana. Empezaremos con las propiedades más básicas y 
progresaremos hacia ideas más avanzadas en las Secciones 19 y 20. Si se presentan suficientemente pronto las 
isomctrias, muchos de los teoremas y demostraciones presentados aqui se pueden utilizar en clases de nivel 
medio. Varios de los teoremas de las secciones 18 y 19 aparecen en textos de geometría de nivel medio (con 
pruebas diferentes). El estudiante de nivel medio que comprenda el trabajo con isometrías encontrará los 
métodos de transformaciones completamente lógicos y comprensibles. 

Al procedimiento que estamos utilizando se le puede llamar mejor: transformar-resolver-transformar , 
porque cuando damos un problema, primero transformamos en un nuevo problema mediante el uso de 
isometrias, resolvemos el nuevo problema, y luego transformamos la solución regresando al problema original. 
En el Teorema 18.4, por ejemplo, el problema dado se transforma a uno en el cual los dos triángulos 
comparten un lado común, luego el problema es resuelto (el teorema es demostrado) para este caso, y 
finalmente esta solución se aplica al problema dado que consiste en demostrar que dos triángulos que 
satisfacen la condición LLL de congruencia son congruentes. 

Recuerde que hemos adoptado como un postulado, la condición LAL para congruencia, así que cualquier 
otra condición de congruencia deberá ser demostrada.. 

te.i Teorema Angulos opuestos por el vértice son congruentes. 

Demostración 

Scan AB y CD que se corten en P como en la Fig. 18.1, Entonces cr,(ZAPC) = .[BPD y 
a,(LAPD) = ZBPC, ya que las lineas por P son fijas bajo el ntapeo o, .0 

p 	 A 

e 

Figura 18.1 

183 	Teorema Si un punto es equidistante de dos puntos, entonces está en la mediatriz del segmento que 
une los dos puntos . 

Demostración 

Sea A equidistante de P y Q como en la Fig. 18.3, Sea m la bisectriz del ángulo PAQ. Entonces a., 
mapca a la línea AP en la linea AQ, y ya que AP a AQ, a.(P)= Q. Por lo tanto m es la mediatriz de 
PQ.0 

Figura 18.3 
	ti 	m ( 
	

A 

Q 

ISA 	Teorema Dos triángulos son congruentes y satisfacen la condición LLL; esto es, si los tres lados del 
primer triángulo son congruentes respectivamente a los lados correspondientes del segundo 
triángulo. 

Demostración 

Supongamos congruentes los lados del triángulo ABC a los lados correspondientes del triángulo 
A'B'C'. Utilicemos una isomctrla que mapee el triángulo A'B'C'al triángulo ABC" con C y C" en 
el lado opuesto de la línea AB (Fig. 18.4). Ya que A y B son equidistantes ambos de C y de C", 
entonces la linea AB es la mediatriz de CC". Por lo tanto la reflexión en la línea AB lleva el 
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triángulo ABC" en el triángulo ABC. Ahora, ya que una isometria es una transformación de 
congruencia, se sigue el teorema; es decir, los triángulos ABC y A'B'C'son congruentes.0 

Figura 18.4 

18.5 	Teorema Dos triángulos son congruentes si satisfacen la condición ALA; esto es, si dos ángulos y el • 
lado entre esos dos ángulos de un triángulo son congruentes respectivamente a las panes 
correspondientes del otro triángulo. 

18.6 Teorema Dos triángulos son congruentes si satisfacen la condición .4AL; esto es, si dos ángulos y un 
lado opuesto a uno de esos ángulos de un triángulo son congruentes respectivamente a las 
partes correspondientes del otro triángulo. 

18.7 Teorema Los ángulos correspondientes y los alternos formados por dos líneas paralelas cortadas por 
una transversal, son congruentes. 

Demostración 

Sea p que corte a las lineas ni y n en los puntos A y B (Fig. 18.7). Una traslación mediante el vector 
AB lleva a los ángulos en A en aquellos en B (ya que las lineas no y n son paralelas), estableciendo 
el teorema.0 

B 

  

Figura II7 

18.II Teorema Los ángulos de la base de un triángulo isósceles son congruentes. 

18.9 Teorema Las diagonales de un paralelogramo se bisecan mutuamente. 

Demostración 

Sea N el punto medio de la diagonal AC del paralelogramo ABCD. Entonces a,a 
Debemos demostrar que N es el punto medio de BD; esto es, que cipo', 	cr, .0 

15.10 Corolado Un paralelogramo es simétrico con respecto al punto de intersección de sus diagonales. 

tem 	CorolarIo Un paralelogramo y cualquiera de sus diágonales forman dos triángulos congruentes. 

sem 	Teorema La mediatriz de la base mayor de un trapecio isósceles también es mediatriz de la base 
menor. 

Demostración 

Reflejemos al trapecio isósceles ABCD en su base AB como eje, en el trapecio imagen ABC'D' 
(Fig. 111.12), Sean CC' y DD' que corten AB en E y F. Los ángulos ea E y F son rectos y 
DF a CE. Ahora, es dado AD al BC, de donde AD a 	BC a BC' y CC' si DD'. eme modo 
los triángulos isósceles ADD' y BCC'son congruentes. Entonces sus alturas corresposdkates AF y 
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BE son congruentes. Por lo tanto la mediatriz de AB es la mediatriz de EF, de donde también de 
CD, ya que CDFE es un rectángulo.0 

D. 	c• 
Figura 18.12 

18.13 Corolario 

a) Los ángulos de la base de un trapecio isósceles son congruentes. 
b) Los ángulos superiores de un trapecio isósceles son congruentes. 
c) Las diagonales de un trapecio isósceles son congruentes. 
d) Un trapecio isósceles es simétrico con respecto a la mediatriz de sus bases. 

Ie.l1 Teorema Si los ángulos de la base mayor (o base menor) de un trapecio son congruentes, entonces el 
trapecio es isósceles. 

rus 	Teorema En la Fig. 18.15, si AB a BC a DE, AD a BE, y BD a CE, entonces A, B y C son colineales. 

Demostración 

Los triángulos ABD y BCE son congruentes por LLL y BCED es un paralelogramo, así BD es 
paralelo a CE. Análogamente, Al) es paralelo a BE, Entonces hay una traslación que mapea al 
triángulo ADB en el triángulo BEC, Ya que una traslación conserva direcciones de lineas, se sigue 
que A, B y C son colincales.0 

A 

Figura 18.15 
I8. Ejercido* 

1. Demuestre el Teorema 18.5. 
2. Demuestre el Teorema 11.6. 
3. Demuestre que dos triángulos rectángulos son congruentes el "enlacen la condición hipotenusa cateto. 
4. Demuestre el Teorema 111.1 como un corolario del Teorema 18.3. 
5. Demuestre el Teorema 11.8 por geometria sintética utilizando como una linea auxiliar desde la ni spid• (el vénice entre los dos 

Indos congruentes) de un triángulo isósceles, 
e) La median" 
b) la altura. 
c) La bisectriz. 

6. e) Demuestre el Teorema 1118 al reflejar en la bisectriz del ángulo de la cúspide. 
ti) 	Demuestre el Teorema 18.8 mostrando que los triángulos ABC y ACB son congruentes por el postulado L4L (donde los lados 

AB y AC son dadas congruentes). 
7. Demuelo, el Teorema 18.9. 
8, 	Demuestre el Corolario 11.10. 
9. Demuestre el Corolario 111.11. 
10. Demuestre el Corolario 18.13. 
11. ~unte, el Teorema 11.14. 
12. Demora pes (e) Ir medianas, (b) las altura& y (c) lu bisectrices, trazadas desde los ángulo' de le basa de un triángulo 

istreelas esas conipergas 
13. Demueles que niegue mediana de un triángulo escalmo a perpendicular al lado que biseca. 
14. Doman que lea diagonales de un rombo son posendiculares 
19. Diwareatte que si les ~alee de o pulidores.° son puwdicularekentonces el peraltlogreeno es un roerlo. 
16. Dannueve el Teorema 11.12 para tos rectángulo (considerado cielo MI le deeneneración de tal teorema). 
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SECCION 19 I APLICACIONES ELEMENTALES INTERMEDIAS 

19.1 	Teorema Una circunferencia es simétrica en cualquier diámetro. 

19.2 	Teorema Un diámetro perpendicular a una cuerda de una circunferencia, biseca a la cuerda. 

19.3 	Teorema Dos cuerdas de una circunferencia son congruentes sii son equidistantes del centro. 

Demostración 

Dado que las cuerdas son equidistantes del centro, entonces se reflejan en el diámetro que biseca al 
ángulo entre los radios perpendiculares a las cuerdas. El Inverso se establece por una rotación.: 

19.4 	corolario Cuerdas congruentes de una circunferencia interceptan arcos congruentes de la 
circunferencia e inversamente. 

19.5 	Teorema Los ángulos de intersección de dos circunferencias que se intersecan son congruentes. 

Demostración 

Cada uno de los centros A y B de las dos circunferencias es equidistante de los puntos P y Q de 
intersección de las circunferencias, asi A y B están en la mediatriz de PQ. Reflejando la figura en la 
línea AB. Las circunferencias se mapean en ellas mismas por el Teorema 19.1 y P se tnapea en Q. 
Y el teorema se siguen 

19.6 Teorema El área de un paralelogramo es igual al de un rectángulo con la misma base y altura; es decir, 
es el producto de su base por la altura a esa base. 

Demostración 

En el paralelogramo ABCD (Fig. 19.6), hay una traslación a que lleva AD a BC. Suponiendo, sin 
pérdida de generalidad, que el ángulo A sea menor que un ángulo recto, trazar la perpendicular DE 
al lado AB. Sea a(AADE) = ABCF. Entonces E, B y F son colineales, asi DEFC es un rectángulo, 
y su área es igual a la del paralelogramo ABCD.O 

Figura 19.6 

19' 	Teorema El área de un trapecio es igual al producto de su altura y la semisuma de sus bases. 

Demostración 
B' D 

Figura 19.7 

Ejecutar una media vuelta alrededor del punto medio M de un lado no paralelo AD para formar un 
paralelogramo B'C'BC como se muestra en la Fig. 19.7. Luego aplicar el Teorema 19.6 para 
establecer el teorema.° 
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19.8 Teorema El área de un triángulo es la mitad del producto de cualquier lado como hur y la altura a 
esa base, 

19.9 Tenrenta Los puntos medios de los lados de un cuadrilátero forman un paralelogramo. 

Demostración 

Sea ABCD un cuadrilátero que tiene M, N, O, F' como puntos medios de sus lados, como se 
muestra en la Fig. 19.9. Ahora a,cidi„a,, es una traslación, y una traslación mediante un vector no 
cero no tiene puntos fijos. Pero 

(aperoctaki )(A) = (a,c93,4)(B) (apdo )(C) = o, (D) A, 
así que debemos tener a 	= t. Así MNOP es un paralelogramo.° 

A 
A 

7,1\1111,R 

13 
Figura 19.10 Figura 19.9 

19.10 Teorema Si ABQP y BCRQ son paralelogramos, entonces también ACRP es un paralelogramo. 

Demostración 

Tenemos (Ver Fig. 19.10) 
evrceRa, a o, (ckaaa, ) = clActreigar = (riscrea.a..)(aAcfPcsacc )" a rciPacc = t. 
así que ACRP cs un paralelogramo.° 

19.11 TIOMMI Si ABPQ y BCQR son paralelogramos, entonces también ACPR es un paralelogramo 
(Fig, 19.11). 	

A 

Figura 19.11 

19.11 Teorema Si A, B, C, D, E, F son seis puntos que están en una circunferencia, y las lineas a, 6, c son 

Figura 19.12 

concurrentes, donde a es la mediatriz de AB y DE, b es la mediatriz de BC y EF, y c es la 
~Mula de CD, entonces c también es mediatriz de FA (Fig. 19.12). 
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19.13 Teorema Si Pespunto medio de los segmentos AB y DE, Q punto medio de BC y EF, y R punto medio 
de CD, entonces R es también punto medio de FA. 

Demostración 

Vcr Fig. 19.13. Ya que (choél, y = t, entonces tenemos 
nA  (A) = (aerspaaa,p,)(A) = F, 

entonces R es cl punto medio de AF.0 

A 

Figura 19.13 

19. IEJercklos 

1. Denuede, el Teorema 19.1. 
2. Demuele* el Teorema 19.2. 
3. Demuestre el Teorema 19.3. 
4. Demueles el Corolario 19.4, 
3. 	Demuestre el Teorema 19.11. 
6. 	Demuestre el Teorema 19.11. 
1. 	Demuestro el Teorema 19.12. 
I. 	¿Que figure forman las cuatro bisectrices de un cuadrilátero? 
9. Demuestre que les medianas de un triángulo, COTO %ida" forman un triángulo. 
10. Demuestre que el punto medio de la hipotenum de un triángulo rectángulo es equidistante de los tres vértices. 
11. Demoren que lu dos linees tangentes desde un punto & una circunferencia son congruentes. 
12. RIVII4 le dernostracite del Teorema 8.1 (que los compases euclidiano y moderno son equivalentes). 
13. Considere que lu linean a, 6, e toman un triángulo cuyo triángulo értko es DEF. WITUItlaa que cr,crboe  es la reflexibe 

planificada cu>o eje de simetria es la linee DF, y cuyo vector sud dirigido de Da F y tiene longitud igual al prelmetro del triángulo 
ártico. 
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SECCION 20 1 APLICACIONES AVANZADAS 

20.1 	Trorema Las mediatrices de los lados de un triángulo concurren. 

20.2 	Primera demostración 

Denotemos con d, e, ¡las mediatrices de los lados a, b, c del triángulo ABC. (Ver Fig. 20.2.) 
Entonces 

(crici,a,)(B) = (ap,)(C) a  di  (A) =13, 
así que cricl,cs, es una isometría opuesta con un punto lijo. Por el Teorema 16.14 es una reflexión 
en una línea; esto es, d, e, f concurren, por Teorema 16.1.0 

A 

20J 	Segunda demostración. Utilizando la Fig. 20.2 otra vez, consideremos que dyfse cortan en O y 
simbolicemos a la línea 130 con g. Entonces la isometría cracr,cri es una reflexión en una linea m 
que pasa por O. Ya que 

(0Ac9)(A)= C; esto es, a.(A) = C, 

se sigue que m es la mediatriz de AC.0 

20.4 Teorema Las bisectrices de los ángulos de un triángulo, concurren. 

Demostración 

Simbolicemos con e y f a las bisectrices de los ángulos B y C en el triángulo ABC. Supongamos 
que e y ¡ se cortan en I (Ver Fig. 20.4). Entonces apia„ donde g es la perpendicular desde 1 al 
lado a, es una reflexión en una linea m que pasa por 1 por Teorema 16.1. Ya que (app, )(c).. b, 
entonces m es la bisectriz del ángulo A por Teorema 17.5.0 

A 

Figura 20.4 

20.5 Observe que cualesquiera dos bisectrices en el Teorema 20.4 se pueden tomar como externas y la tercera 
interna. 

20.4 bonos Si 0:14.404 " au, CIAasac s ar y croco, .• a,, entonces 
clork orar s ola* , cha., 	creo, y a.% arao m  Q,,ae  . 

Demostración 

Tenernos ambos exe  y are, son iguales a 
auck • che, " cicer"oe - (aceti cli)de claMac - 0#3.4 

Las otras ecuaciones se obtienen de una manera similu.0 
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20.1 Los teoremas 20.6 y 20.9 son puramente algebráicos en afirmaciones y demostraciones, basados 
solamente en el grupo de propiedades de medias vueltas. Las interpretaciones geométricas de estos teoremas 
algebráicos se dan en los corolarios que siguen a los teoremas. Resultados como estos, ilustran las conexiones 
Intimas entre álgebra y geometria. 

20.8 Corolario Si CABU, ABCV y BCAW son paralelogramos, entonces ABC es el triángulo media! pata cl 
triángulo UVW. Además, las alturas del triángulo ABC concurren por Teorema 20.1 ya que 
son mediatrices de los lados del triángulo UVW (Fig. 20.8). 

w 
Figura 20.8 

20.9 Teorema Si Cic(U) = V, (1,,(V) = W y a,(W) =U, entonces a. = cr.cr,a. , ar  = a,a,crc  y a■ = clicrca, 

Demostración 

Ya que la media vuelta cha4ac deja fijo al punto U, entonces es la media vuelta alrededor del 
punto U, etc.O 

20•10 comal. El triángulo (ABC) formado por la unión de puntos medios de los lados de un triángulo 
(UVW) tiene lados paralelos y congruentes a las mitades de los lados del triángulo dado 
(Fig. 20.8). 

10.11 Teorema Las medianas de un triángulo se cortan en un punto de trisección de cada mediana. 

Demostración 

Tomemos G a dos tercios desde A al punto medio del lado opuesto A' del triángulo ABC 
(Fig. 20.11). Ya que el vector AÓ es dos veces el vector a', entonces a", = thaA  a". . 
Debemos demostrar que cha. = coa. 	, donde C' es el punto medio del lado AB. Por 
Teorema 17.9, ya que A' y C' son puntos medios de sus lados respectivos, entonces a, = cr, 
y aick 	1, tal que ac• aick 	n'ci.caolAck 0.4 • 

A 

Fisura 20.11 

Ahora tenemos 
CrceoacCloacCro 	acCro(044.100.4•0c aekoac•Cra 

Crr<aoCkerekkeleCiedokr.ao 

aced3ano0a.Cfoaadrele• ao 

Ckeritle.040." 
115 

ya que G está a dos tercios desde A a A'. Análogamente, G está a dos tercios desde B a B' y el 
teorema se sigue.C1 
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20.12 Teorema Si las Cevianas a', b', c' de un triángulo concurren, entonces sus isogonales conjugadas 
a", b", c"también concurren. [Líneas Isogonales conjugadas son dos lineas por el vértice 
de un ángulo y simétricas con respecto a la bisectriz del ángulo.) 

Demostración 

Estamos dando la (Fig. 20.12) a,a.' = a. 	, a,a,• = 	a.a., = a,-a, y (a. a, a, = t. 
Debemos demostrar que (a. a. ct,.)! = t . Lo que nos lleva al final del teorema. 

(a. cr, a, )' 	((a,a. ah)(a.ct,•cr,)(a,a, a.))3  
((cha. a,)(cr,cr, a.)(a.a, a,)y 
(ab(a..ab (1)002  
a h(a. a, 0.)' 0, = aba, = t .D 

Figura 20.12 

20.13 Teorema Sea P cualquier punto que no esté sobre los lados del triángulo ABC y sean D, E, F las 
reflexiones de P en los lados a, b, c. Entonces el circuncentro O del triángulo DEF es el 
punto isogonal conjugado del punto P en el triángulo ABC. [Dos puntos son puntos 
lsogonales conjugados con respecto a un triángulo sil las tres cevianas que determinan un 
punto son líneas isogonales conjugadas de las cevianas que determinan el otro punto.] 

Demostración 

Por el Ejercicio 20.1 aplicado al triángulo PEF, la mediatriz de EF es la isogonal conjugada de la 
linea AP cn el ángulo CAB (Fig. 20.13).0 

Figura 20.13 

20.14 Teorema El onocentro y el circuncentro de un triángulo son puntos isogonales conjugados. 

Demostración 

En el Teorema 20.13 consideremos que el triángulo dado sea ABC y su circuncentro P. Entonces 
los triángulos PEF y ABC tienen puntos medios comunes M y N para los lados PE y AC, y los 
lados PF y AB (Ver Fig. 20.13). Se sigue que EF es paralelo y cortamente a BC. Análogamente 
para AB y DE, y pera CA y FD. Por lo tamo loa triángulos ABC y DEF son congruentes. Ahora el 
circuncentro P del triángulo ABC es el onocentro del triángulo DEF. De donde el circuncentro del 
triángulo DEF es el onocentro del triángulo ABC. El teorema se concluye del Teorema 20.13.0 
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20.15 Teorema En el triángulo ABC, S es el centroide sii 
ciaoascrachao = 1. 

Demostración 

Primero, supongamos que damos croccricroo., = t. Ya que A' es el punto medio del lado BC, 
entonces a,, = aA acc.,., por el Teorema 17.9. Ahora 

t = ClaljeCTiapagaA  
= CliaCeriaA accrA cs4A 

cloaceoch asea• asao 
elsaA  ascr, ChOA  
(04* )1(atczt). 

lo que establece que S está a dos tercios de la distancia de A hasta A'. Por lo tanto S es el 
=troj& G (Ver Fig. 20.15.) 

Figura 20.13 

Inversamente, si S es el centroide, entonces (crsoc)(04,)( cric:.) = t, ya que las tres 
medianas, como vectores, forman un triángulo, por teorema 6.7. También ver Ejercicio 19.9 y 
Respuesta 19.9.0 

20.16 Corolmio El centroide de un triángulo está en un punto de trisección de cada mediana. 

20.17 Teorema Probkma do Fognano. En un triángulo acutángulo dado inscribir un triángulo RST con el 
perímetro mínimo. 

Construcción 

Elijamos cualesquiera tres puntos R, S, T en los tres lados del triángulo dado ABC, corno se muestra 
en la Fig. 20.17. Sea ab(R)= R' y cr,(R) R". Entonces el perímetro p del triángulo RST está 
dado por 

p=RS+ST+TR=R'S+ST+TR", 

asá, para R fijo, p es el menor cuando R'STR" es un a línea recta. 

A 	R. 

Figura 20.17 

Ya que AR"a AR = AR' y LR"AR'a 2LA por construcción de R'y R", entonces el triángulo 
AR'R''esti determinado cuando Res fijo y la longitud de R'R"veria directamente con la de AL 
Asá R'R" es un mínimo cuando AR es tan cono como es posible; esto es, cundo AB es 
perpendicular a BC. Análogamente S y T también deberán ser los pide de las alturas del triángulo 
ABC. Del Teorema 7.6, si RST es el triángulo Mico, entonces R'STR" es una linea recta. Por lo 
tanto el triángulo ártico es la única aolución.13 
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20. Ejercicio' 

I. 	Como un corolario al Teorema 20.1, muestre que el ángulo dirigido dedages congruente al dese/ 
2. Demuestre el Teorema 20.4 pan una biaectriz interna y da externas. 
3. Demuestre el Corolario 20.1. 
4. Complete la demostración del Teorema 20.9. 
5. Demuestre el Corolario 20.10. 
6. En la demostración del Teorema 20.11 muestre que O está a dos tercios sobre la mediana BI3'. 
7. Demuestre el Teorema 20.14 como un corolario al Teorema 6.20. 
8. En la demostración del Teorema 20.14 muestre que el triángulo DEF es la imagen del triángulo ABC en una media suelta alrededor 

del centro del circulo de loe nueve puntos. 
9. Demuestre el Corolario 20.16. 
10. Demuestre que un cuadrilátero con tres ángulos restos tiene cuatro ángulos rectos. 
I I. Demuestre que las bisectrices de un triángulo concurren, al tomar X, Y, Z como los puntos de contacto del incirculo con los lados 

a, 0, e del triángulo, y d, e, f como las bisectrices de los ángulos A, 13, C. Luego muestre que (choisr)(Y) - Y. Complete la 
demostración 

12. Sea ABCD un cuadriftero con ángulos rectos en A y C. Sea Q 0,4) y 9. odD). Demuestre quo II, el punto medio de QR, es 
el ortocentro del triángulo ABC. 

13. Teorema de Hjeltnslev. Si a es una isometria tal que u(m)• n, entonces para rada punto P e m, hay un punto Q en o, tal que 
a(P) Q. Demuestre que Ice puntos medios de tales segmentos FQ, coinciden todos o todo. son distintos. 

14. Problema de Eyes. Un granjero tiene no CAZA y establo en el mismo lado de un rio derecho, a distancias e y e del rio, con el establo 
d unidades corriente abajo de la casa. ¿Hacia qué punto sobre el eje del rio deberá dirigirse desde su casa para llenar una cubeta con 
agua y acarrearla al establo recorriendo la distancia más corta? 

15. Demuestre que las perpendiculares trozadas desde dos vértices de un triángulo sobre la mediana del tercer vértice, son congruentes. 
16. Por un punto dado P trace una linea equidistante de los puntos dados A y B. 
17. Demuestre que un trapecio inscrito en une circunferencia cs Mueles. 
18. Los triángulo ABC y DEF tienen ireas iguales y bases congruente, I3C y EF que están sobre la mimas linea. Los vértices A y D 

están en lada opuesta de tal linet Muestre que la linea bizca al segmento AD. 
19. loa medianas BB' y Ce del triángulo ABC son extendidas una longitud igual a su longitud hasta los puntos B" y C". Muestre que 

A está sobre la línea B''C". 
20, Desde un punto dentro de un círculo, se pueden trazar más de dos segmentos congruentes hasta la circunferencia. Demuestre que el 

punto a el centro de la circunferencia. 
21. Una tangente a una circunferencia con morro O, intente,' en AyBa dos tangentes paralela Demuestre que la circunferencia 

con diámetro AB pasa por O. 
22. 1De "Dernoetraciceue dinámicas de teorema; euclidiano*" por R.L. Finney, AfathematicsMagatine 43 (1970) páginas 177.183.1 

a) Si ABM y CDM son triángulos rectángulos «Sueles semejantemente orientados con ángulos rectos en hl, demostrar que AC 
y BD son congruernar y perpendiculares. 

b) Si X y Y son los centros de cuadrados construidos externamente sobre los lados AB y BC del triángulo ABC, demuestre que 
XII' y YIE so' congruente y perpendicular« en 0', el punto medio del ado AC. 

c) Sean W, X, Y, Z los centros de cuadrados (en orden) construido* externamente en les lados de un cuadrilátero. Demuestre que 
WY y XZ son segnemlos congruentes y perpendiculares. 

d) Demuestre que el segmento que une los centros de da cuadrados construidos externamente en dos lados de un triángulo es 
congruente y perpendicular al segmento que une al centro del tercero de loe cuadrados al vértice opuesto. 

e) Muestre que la palabra "externamente" se puede reemplazar por "internamente" en las partes (b), (c) y (d). 
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SECCION 11 I REPRESENTACION ANALITICA DE ISONIETRIAS DIRECTAS 

21.1 	Parecería lógico escribir primero la representación para una reflexión, luego encontrar un método de 
multiplicar transformaciones ya que todas las otras isometrlas son productos de reflexiones. No obstante es 
mucho más simple encontrar representaciones para traslaciones y rotaciones directamente de sus propiedades 
geométricas. En efecto, en la sección siguiente utilizaremos los resultados encontrados aquí para calcular la 
forma de la reflexión general' 

En contraste a los métodos y fórmulas generalmente desarrollados en cursos de cálculo y geometría 
analítica, consideraremos la traslación, la rotación y la reflexión de todos los puntos del plano en vez de mover 
los ejes coordenados. En tal caso nuestros mapeos son justamente inversos a los mapcos considerados en 
cálculo. 

21.2 Supongamos que cada punto P(xy) sc traslada mediante el vector y =a al punto P'(x, y') donde 
A(h, k) (Fig. 21.2). Entonces P se mueve h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, tal que x'= x + h 
y y'= y + k. Estas ecuaciones definen la traslación, así que hemos demostrado el teorema siguiente. 

y 	 r(4..Y.) 

x 

Fisura 21.2 

21.3 Teorema Sea y = 0Á donde 0(0,0) y A(h,k). Entonces la traslación, que mapea cada punto P(x, y) 
mediante el vector val punto P'(x', y'), está dada por 

(x'=x +h, 
+ k. 

21.4 Definirla* Se dice que el vector y del Teorema 21.3 tiene componentes h y k y escribimos v = (h, k) 
para este vector o para cualquier vector y 	donde C(a, b) y D(a+ h, b+k). 

21.5 Consideremos la rotación de cada punto P(x, y) alrededor del punto 0(0,0) mediante el ángulo O al 
punto P'(x', y). Sea 4 el ángulo dirigido del eje positivo de las "x" al rayo OP, y sea m(OP)= r. Entonces 
(Ver Fig. 21.5) 

x 	reos+ y y = 

 

Figura 21.5 

El ángulo desde cl eje positivo de las "x" al rayo OP' es entonces O + 4, y tenemos 
x'= rcos(0 + 

■ rcosOcos+ — rsenOsen+ 
■ reos° —}seno 

Y 
V- roen«) + 

*moka+ + ~Osen+ 
nene +yeos0. 

Estas ecuaciones determinan la rotación, así que hemos demostrado el teorema siguiente. 
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21.6 Teorema La rotación alrededor del origen mediante un ángulo O, que lleva cada punto P(x, y) sobre 
P'(x', y'), está dada por 

x.= xcos0 -ysen0, 
1 y'. xsen0 + yeaso. 

21.7 	Sean a y p dos transformaciones del plano, y scan a(x, y) = (x', y') y p(x', y') = (x", y"). Entonces, 
por definición de multiplicación de transformaciones, tenemos (Pa)(x, y) = (x", y"). 

as 	Podemos lograr una rotación alrededor del punto C(h, k) mediante el ángulo O, primero al trasladar 
mediante el vector v = (-h, -k) tal que el punto C(h, k) sea movido al origen, segundo al rotar mediante un 
ángulo O alrededor del origen, y tercero al trasladar de regreso mediante el vector -v = (h, k). Simbolizando 
con a. p y a' estas isometrias, tenemos 

lx:=x -h, 

x"= x'cos0 -y'sen0, 
0:{ y".  x'sen0 + y'cos0, 

Y 

( 	
x"+ h 

: y 

Calculando &pa al eliminar x', y', x" y y" de las ecuaciones anteriores, tenemos el teorema siguiente. 

2t.9 Teorema La rotación alrededor del punto C(h, k) mediante el ángulo O se logra por 

x'= (x -h)cos0 - (y -k)sen0 + h 
y'= (x -h)sen0 + (y -4cos0 + k. 

21.10 Las ecuaciones del teorema 21.9 son bastante complicadas tal que es conveniente que el lector recuerde 
el método (trasladar al origen, rotar alrededor del origen, luego trasladar hacia atrás de nuevo) en vez de 
memorizar las fórmulas. 

21.11 Así, las traslaciones y rotaciones alrededor del origen tienen formulaciones relativamente simples, de 
esta manera sus formas analiticas se pueden utilizar siempre que sea conveniente. Rotar alrededor de otros 
puntos. probablemente sería evitado siempre que sea posible cuando utilice representaciones analíticas. Por 
supuesto, lineas y otras curvas cuyas ecuaciones se conocen se pueden rotar y trasladar haciendo uso de las 
ecuaciones dadas en los Teoremas 21.3, 21.6 y 21.9. Mucho más convenientes son las formas implícitas que 
se encuentran al resolver estas ecuaciones para x y y en términos de x' y y'. Para una rotación esto se logra 
más fácilmente al observar que P(x, y) se obtiene de P'(x', y') por el inverso de la rotación dada. Las 
ecuaciones implícitas para la traslación y la rotación alrededor del origen son 

jx=x'-h, 
Y 

= x kos(-0) - y 'sen(-0) 
y = x'sen(-0) + y'cos(-0). 

Las ecuaciones para la rotación se pueden escribir en la forma más simple 

r = x'cose +y'sen0 
, y = -x'seno +y'cosO, 

aunque en suma, puede ser mayor confusión intentar recordar esta forma más simple que la forma de rotación 
original. Esto es, aquí otra vez es probablemente mejor recordar la idea de que la forma implícita proviene de 
una rotación mediante un ángulo -O al mapear P' a P en vez de recordar las ecuaciones especificas. 
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21.11 Ejemplo 	Rotar la línea 2x + 3y = 5 mediante 900  alrededor del origen, Tenemos 

x = x'cos90° +y'scn90° =y' 
Y 

y = —x'scn90° + y'cos90° 	—x', 

Haciendo estas sustituciones en la ecuación dada para la linea, obtenemos 2y'— 3x'= 5, Se deja al lector hacer 
las gráficas de ambas ecuaciones para mostrar que el resultado es correcto. 

Concluimos esta sección al declarar las ecuaciones para una media vuelta. 

21.13 Teorema La media vuelta alrededor del punto C(h, k) está dada por 

x* —x + 2h 
y' - —y + 2k 

11. Ejercicios 

I. 	Para los puntos O, A, C, D dados en el Teorema 21.3 y tu Definición 21.4, calcular analíticamente el producto acepo,on  para 
mostrar que OADC a un paralelogramo. 

2. 	Haga la gráfica pul bu lineas del Ejemplo 21.12, 
3. 	Demuestre el Teorema 21.13 desde una gráfica geometria. 
4. 	Demuestre el Teorema 21.13 como un aso especial del Teorema 21.9. 
5. 	Muestre analiticamente que el producto de dos iraelacionee ea una traslación 
6. 	Muestre que el producto de dos rotaciones alrededor del origen mediante los Ángulos O y Í  es una rotación alrededor del origen 

mediante el ángulo O + 4, 
7. 	Muestre que el producto de las dos rotaciones alrededor del origen con ángulo O y alrededor del punto C(b, k) con ángulo 1  es una 

truluiha aii O + a un miliplo entero de 360°. 
8. 	Encuentre Uf» reprisanación mande* para el inverso de la traslación general corno es da en el Teorema 21.3. 
9. 	Encuentre una representación analhica para el inverso de la rotación alrededor del origen como se da en el Teorcnts 21.6. 
10. Encuentre une representación analitin para el inverso de la rotación general como se da en el Teorema 219. 
I I. Encuentre una representación ~lince para el inverso de la media vuelta como 14 da en el Teorema 21.13, 
12. Muestre que la rotación alrededor de 	, k) mediante un ángulo O u puede escribir en la forma de abajo, y encuentre r y e en 

términos de h, k y O: 
croa° •ysen0 + r 	y 	y' •• nem° - >cose t. 

13. Muestre que las ecuaciones del ejercicio 21.12 mutaran que toda rotación se puede acribir como una rotación alrededor del origen 
seguido por una traslación. 

14, Dado que + 	I ,1111~11 que cada trandonnacidi di la forma 
x..ox.by+c 	y 	y*.bz-ay+d 

representa el producto de Marcación y una traslación y encuentre el ángulo de rotación 
15. Mudare que la banana del ejercicio 21.14 es una traslación cuando a - 1: por lo tanto muestre que estas ecuaciones apremian 

todas las bramarías directas. 
16. Rota A(1.0) mediante 120°  y mediante 240' alrededor del origen pan ubicar la Vérlitte de un triángulo equilátero. Muestro que 

=-r es uno de sus lados, y gire mediante la misma rotación para encontrar las ecuaciones para loe otros dos lados. 

1 O O 
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SEZCION 22 1 RF.PRESENTACION ANALITICA DE ISOMETRIAS OPUESTAS 

22.1 	Una reflexión en un eje de coordenadas tiene una forma muy simple. El teorema siguiente es obvio. 

22.2 	Taciturna La reflexión a, en el eje de las "x" y la reflexión a, en cl eje de las "y" están dadas, 
respectivamente, por 

{
Y. -y 
x"= x 	 x'= 

Y 	ly.. y.  

ni 	Las reflexiones en otras lineas que pasan por el origen se manipulan sin gran dificultad. Sea m una 
linea que pasa por el origen con ángulo de inclinación O como se muestra en la Fig. 22.3. Simbolicemos 
con a, a la reflexión en el eje de las "x" y con a una rotación alrededor del origen en un ángulo 20, Ya que 
a. cr„ = a, tenemos 

C7. = cta.; 
esto es, la reflexión en la linea in es el producto de una reflexión en el eje de las "x" seguida por una rotación 
alrededor del origen con ángulo 20. Ya que a, y a tienen las representaciones 

Te. X 
aa 1Y

.' —Y 
entonces a. = aa, tiene la representación 

Y 
fx= xcos20 — y'sen20 
b 	x'scn20 + y'cos20. 

jx"= xcos20 + ysen20 
ly"= xseit20 — ycos20. 

Al tomar a O = 0, 0 = 90° y comparar los resultados con aquellos dados en el Teorema 22.2, uno puede 
ver que las ecuaciones para la reflexión a. como se dió arriba son en efecto correctas para las reflexiones en 
los ejes de las "x" y de las "y". Los resultados que hemos obtenido se establecen como el Teorema 22,4, 

Figura 22.3 

22.4 	Teorema Una reflexión o. en la linea in que pasa por el origen con ángulo de inclinación 0 tiene la 
representación 

fx'= xcos20 + ysen20 
aM 	xsen20 — ycos20. 

22.5 Cuando su eje de simetria no pasa por el origen, podemos manipular la reflexión justo como lo hicimos 
para una rotación fuera del origen. 	Así, supongamos que la linea ni pasa por el punto A(h, k) con 
inclinación O. Primero, traslademos A al origen, luego reflejemos en la linea n por el origen y paralela a la 
línea m, y finalmente traslademos hacia atrás de nuevo. Los resultados se establecen en el teorema siguiente. 

22.6 Teorema Las ecuaciones para la reflexión a. en la linea m que pasa por A(h. k) con ángulo de 
inclinación O son 

(x — h)cos20 + (y — k)sen20 + h 
(x — h)sen20 — (y — k)cos20 + k. 
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22.7 Esta forma general del Teorema 22.6 es otra vez complicada también para memorizar, pero es 
fácilmente reconstruible cuando se necesite. 

211 Por último, consideremos una reflexión planificada a cuyo eje de simetría m pasa por el origen con 
inclinación O y cuya traslación (1 está a r unidades sobre ni medido positivamente hacia arriba, o por una línea 
horizontal, positiva a la derecha. La traslación y la reflexión están dadas por 

13{ 
 x = x + reos° 

' y = y + men° : 	Y 	
fx'= xcos20 + ysen20 
ly'= xsen20 — ycos20, 

Ahora la reflexión planificada a = a„fi = fice, está dada en el Teorema 22.9. 

22.9 Teorema Una reflexión planificada cuyo eje de simetría ni pasa por el origen con ángulo de inclinación 
O y cuya traslación está sobre la línea res mediante r unidades, r medido positivo desde el 
origen dentro de los primeros dos cuadrantes o a lo largo del eje positivo de las "x", y 
negativo de otra manera, está dada por 

x'. xcos20 + ysen20 + reos° 
iy= xsen20 — ycos20 + meta 

22.10 Cuando el eje de simetría de la reflexión planificada pasa por el punto A(h, k) en vez de por el origen, 
las ecuaciones para su representación son prontamente desarrolladas de la misma manera que lo hemos hecho 
antes para la reflexión y para la rotación. Esta formulación para la reflexión planificada general se deja como 
un ejercicio. 

22. Ejercicios 

I. 	Demuestre el Teorema 22.2 
2. Demuestre el Teorema 22.6. 
3. Muestre umliticamente que el producto de reflexiones en las lineas en y n por el origen con inclinaciones 0 y f ce una rotación 

alrededor del origen con ángulo 2(f — 0). 
4. Muestre analíticamente que el producto de reflexiones en lineas paralelas m y n do inclinación O con no que pasa por el origen, y 

n que pasa por A(h, k), es una traslmión. Encuentre su vector. 
5. Muestre que las ecuaciones del Teorema 22.9 para una reflexión planificada dependen de mando litiii2.1 uno anallticamente 

a . 0,41 o a . go., donde p y a, son la Uulación y reflexión dada en 22.1. 
6. Encuentre una representación analitica pus el lucio de la reflexión del Teorema 22.4. 
7. Encuentre una representación within para el inverso de la reflexión del Teorema 22.6, 
8. Encuentre una representación mentira para el inverso de la reflexión planificada del Teorema 22.9. 
9. Forma* las ecuaciorma para la reflexión planificada general. 
10. Encuentre una repreetntación analitica para el inverso de la reflexión planificada general encontrada en el jercicio 22.9. 
I I. Muestre que cada reflexión se puede escribir en la forma 

pe.ax+by-i-c 

	

1 y.. bx —a y + d 	en el cual a' + h ). 
12. Muestre que cada reflexión planificada también tiene la flema del ejercicio 22.11. Por lo tamo toda ilornetria opuesta llene eme 

kenta. 
11 Muerte que la fama del ejercicio 22.11 rammenta une rellenen en una linea qua pasa por al orinen seguido por tatas traslación 

are el vector (e, ri) no necesariamente paralelo al eje de temida de la reflexión Pee lo tamo todas esas mations reprendía 
isonsmias opugna. 
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14. Muestre que toda isometría tiene la forma cualifica 

fx.. ax — by + c 
ly'. ±(bx + ay) + d 	con a' + la' 1, 

y que la directa si vale el signo más y opuesta si se aplica el signo menos. Invenamente, muestre que toda transformación dada por las 
ecuaciones anteriores es una isometrfa. Por lo tanto estar cauciones caracterizan analíticamente a las isomotrfas. 

15. Muestre que el producto de da isometrias de la forma dada en el ejercicio 22.14 es otra isometría de esa misma forma 
16. Muestre que toda 'lamida se puede escribir como el producto de una rotación alrededor del origen o una reflexión en una linea por el 

origen. seguido de una traslación. 
17. Encuentre formes implleitas para: 

a) 	lag reflexiones del Teorema 22.2. 
• b) la reflexión 611M:eterna 22.4 

c) La reflexión del Teorema 22.6. 
d) La reflexión planificada del Teorema 22.9. 
e) La reflexión planificada general encontrada en el ejercicio 22.9. 

18. De lu fama implleitas para una reflexión encontradas en el Ejercicio 22.17, encuentre una ecuación pus la imagen de una 
circunferencia fr°  + — 4x — 2y • O en una reflexión en la linea y • o. Encuentre algirn punto fijo en la circunferencia y elabore una 
gráfica. 

19. Muestre que, en la forma dada pu' una reflexión planificada, si hacemos que la traslación sea un remo< OA. tomando r siempre 
positivo y O el ángulo dirigido (menor que 360°) del lado positivo del eje de las "u" Al rayo OA. entonces las fónnulu dadas son 
conectas todavfa. 

20. Muestre analiticamente que un producto de tres reflexiones en ejes de simetría que pasan por el origen es una reflexión en un eje por el 
origen. 

21. Muestre analíticamente que un producto de ves reflexiona en ejes de simetría paralelos es una reflexión en un eje de simetria paralelo a 
los ejes de simetria deka 



CAPITULO 3 SIMILITUDES EN EL PLANO 

SECCION 23 I EL RENACIMIENTO DEL PENSAMIENTO MATESIATICO 

23.1 	Durante la edad media, iniciando con la caída de Alejandría en 641, el pensamiento matemático se 
hundió en la oscuridad. Auque aparecieron descubrimientos pequeños de cuando en cuando, los mil años 
siguientes fueron completamente estériles. Además, absolutamente ningún progreso ocurrió en métodos 
matemáticos sino hasta el siglo diecinueve. Así, transcurrieron más de 2000 años antes de un segundo 
florecimiento desde la primer época de oro alrededor de la etapa de Arquímedes. 

23.2 Los árabes acarreando desde lejos y traduciendo al árabe, algo de la biblioteca de Alejandría, 
conservaron bastante del conocimiento griego, que trasmitieron después de regreso a Europa. Adoptaron 
también el sistema de numeración indú que trasmitieron a los matemáticos de occidente en años posteriores. 
Así que los árabes fueron custodios de la erudición griega. 

23.3 A finales de la edad media, empezó a filtrarse a Europa un poco del conocimiento. En cl siglo doce que 
fue de traductores, se tradujeron las enseñanzas griegas del árabe al latín (lenguage que emergió de los 
eruditos). En el siglo trece empezaron a surgir universidades en el continente, con gente que empezaba a 
hurgar de nuevo en los misterios del conocimiento griego. 

23.4 	El siglo catorce estuvo marcado por la peste negra y la guerra de los cien años. en detrimento de las 
matemáticas. Los siglos quince y dieciseis empezaron a mostrar promesas de luminoso futuro con avances en 
aritmética, álgebra y trigonometría. Se inventó la imprenta; y así se dispersó el conocimiento mucho más 
rápido y ampliamente que antes jamás. En estos siglos, quince y dieciseis, fue puesto el escenario para la gran 
escena que empezó a funcionar en cl siglo diecisiete. 

23.s 	En 1647 William Oughtred (1574.1660) utilizó 7t/S como símbolo para la razón ri = 3.14159.... Dió un 
total de más de 150 símbolos, principalmente en álgebra. Su invención fue la regla recta logarítmica 
deslizable. También él y uno de sus estudiantes, cada uno independientemente, inventaron la regla circular 
deslizable. 

23.5 Johannes Kepler (1571.1630), amigo cercano de Galileo Galilei (1564.1642), pasó 22 años analizando 
datos observados de teorías que supuso para cl movimiento de los planetas. Finalmente concluyó que todos los 
planetas viajan en órbitas elípticas con el sol en un foco, que el radio vector del sol a un planeta dado barre 
áreas iguales en tiempos iguales y que el cuadrado del periodo de revolución de un planeta es proporcional al 
cubo de la longitud del eje mayor de su órbita. Al dividir una circunferencia en una infinidad de triángulos 
isósceles congruentes, anticipó el cálculo. 

23.7 	Pierre de Ferniat (1601.1665), tuvo una vida personal tranquila. Aunque su trabajo principal fue en 
teoría de números, anticipó el cálculo con su De maxlmus et minimis. 

z.s.s En su tiempo se sustentaba comunmente que no era posible la comprensión del concepto del infinito por 
el hombre quien tiene una mente finita. No obstante antes de 200 años la matemática infinita fue comprendida. 

23.5 René Descartes (1596.1650, fue el descubridor de la geometría analítica en 1637. Aunque otros antes 
que él (Apolonio, Vida, Oresme, Cavalieri, Roberval y Fermat) hablan aplicado álgebra y coordenadas a 
cunas especificas, Descartes fue el primero en introducir un sistema de coordenadas para ser aplicado a todas 
las cunas geométricas. Introdujo los exponentes (como x' para xxx) y la regla de los signos que lleva su 
nombre y se utiliza para determinar raíces de un polinomio como números positivos y negativos. 
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23.10 Fennal criticó una vez a Descartes causando que su infame temperamento explotara. Descartes atacó 
con rencor al anterior "método de tangentes" de Fermat. La controversia continuó mucho tiempo después de 
la muerte de Descartes. 

23.11 En 1639 Girard Desargues (1593.1662) introduce la geometría pro) ectiva. Su trabajo, casi dos años 
después de la geometria analítica de Descartes y escrito en un estilo muy excéntrico, atrajo poca atención y se 
perdió pronto por casi doscientos años. Introdujo el concepto de un as de lineas o planos y demostró su famoso 
teorema "dos triángulos". 

23.12 A Blaisc Pascal (1623.1662) no le permitieron estudiar matemáticas hasta que hubiera dominado 
completamente latín y griego, estableció sus propios axiomas y definiciones para geometría eleinental y luego 
demostró que la suma de los ángulos de un triángulo es igual a dos ángulos rectos. Pascal escribió su tratado 
en cónicas cuando apenas tenía 16 años de edad. De su teorema del hexagrama místico dedujo más de 400 
corolarios. 

23.13 John Wallis (1616-1703) fue el primero en tratar analíticamente las secciones cónicas como polinomios 
de segundo grado. Introdujo el símbolo x para el concepto de infinito y descubrió el interesante producto 
infinito 

n 2 2 4 4 6 6 
2 -133557 

23.14 El descubrimiento del cálculo en 1665 por Isaac Newton (1642.1727) e independientemente en 1675 
por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) convirtió en muy productivo a este siglo en el cual el pensamiento 
matemático se desarrolló de nuevo siguiendo el ejemplo de la expansión que hablan alcanzado los griegos. El 
descubrimiento del cálculo fue un progreso natural de la geometria analítica y del "método de indivisibles" que 
se hablan aplicado en muchas situaciones individuales por investigadores anteriores. 

23.15 Ahora los matemáticos, se emborrachaban con el poder del cálculo, aplicando sus métodos ciegamente a 
toda suerte de problemas, ignorando completamente los fundamentos inseguros sobre los cuales habla sido 
construido. Surgieron muchas contradicciones que serían resueltas en el siglo diecinueve con la teoría de 
límites. Y después, con la aplicación de los métodos de álgebra y análisis a la geometria, nació la geometria 
moderna. Y el productivo siglo diecinueve llegó a un final. 

23. Ejercicios 

1. Demuestre sintéticamente el Teorema 'dos triángulos de Deurgues' (Teorema 4.7) para el caso donde los da triángulos están en 
planos distintos que se intersecan. 

2. El teorema del bexagama místico de PLSCII establece que si un hexágono no necesariamente convexo se inscribe en una sección cónica, 
entonces los tres punta de intersección de pares de lados opuestos son colineales. Demuestre este teorema pus el caso donde la sección 
cónica es un circulo. 

3. Dados cinco puntos que están en una sección cónica, utilice el teorema del bexagrama mímico de Pascal, ejercicio 23.2. para 
localizar Giros puntos en la cónica. 

4. Utilice una calculadora de bolsillo o computadora, para calcular el valor del producto de loe primeros 10 o 100 factores de la expresión 
de Wallis para'/: (vea 23.13). ¿Qué Un rápido converge este producto? 

5. En 1806, mientras era estudiante, C.J. Brianchon (1785.1864) demostró que si un hexágono se circunscribe en una sección cónica, 
entonces las tres diagonales que unen vértices opuestos son concurrentes. Muestre que el teorema de Drianchon es dual (ver 4.9) del 
teorema de Pascal (Ejercicio 23.2). 
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SECCION 11 I INTRODUCCION A SIMILITUDES 

14.1 En este capitulo haremos para similitudes —mapeos que llevan figuras a figuras semejantes—
análogamente a lo que hicimos con isometrias en el Capitulo 2. Empecemos con una homotecin, una simple 
amplificación o estrechamiento del plano que multiplica, por la misma razón k 0, a todas las distancias 
desde un punto fijo llamado centro. Este mapco es una similitud directa que lleva cada linea en una linea 
paralela y su centro es el único punto invariante, Inversamente, si dos figuras semejantes tienen lados 
correspondientes paralelos, entonces existe una homotecia que mapea una de ellas en la otra y su centro es el 
punto de concurrencia de las lineas que unen vértices correspondientes (Fig. 24.1). 

Figura 24.1 

24.1 	Dos circunferencias no concéntricas tienen dos centros de homotecia. Estos centros se localizan en la 
linea de los centros de las circunferencias y se pueden encontrar al trazar diámetros paralelos AB y A'B' en 
las dos circunferencias (Fig. 24,2). Entonces las lineas AA' y BB' se cortan en un centro de homotecia y las 
líneas AB' y KB se cortan en el otro, Estos centros de homotecia, también llamados centros de similitud, 
dividen armónicamente a la linea de los centros de las dos circunferencias. 

_~grgáál.o'Aí 
A 

1 lNIlis k„ 
Cenuos de hornoiecia 

Figura 24.1 

243 	Dos homotecias conmutan cuando y solamente cuando tienen el mismo centro o al menos una de las 
razones es +1. El producto de dos homotecias es una homotecia c una traslación, lo último ocurre cuando 
sus razones son reciprocas (Ver Teorema 25.9). 

24.4 Una similitud es la composición de una isometría y una homotecia. Toda similitud que no sea una 
isometría es una rotación seguida por una homotecia con el mismo centro o es una reflexión seguida por una 
hontotccia cuyo centro está en cl eje de simetría, sisado el primer producto, directo y el segundo opuesto 
(Ver Teoremas 26.9 y 26.10), 

14.5 Cualesquiera dos segmentos dados AB y A'B'están relacionados justamente por dos similitudes (con 
A' imagen de A y B' imagen de O), una directa y la otra opuesta. Cualesquiera dos triángulos semejantes 
están relacionados justamente por una similitud En este sentido, si la similitud a mapea el triángulo ABC 
cn el triángulo A'B'C', convendremos que & mapea el triángulo A'B'C' en el triángulo ABC que no 
constituye una similitud diferente entre estos triángulos. 

11.6 La teoría descrita anteriormente se desarrollará en las dos secciones siguientes. Con tales 
fundamentos tendremos bases suficientes para proceder a tres secciones de aplicaciones en geometria 
elemental. Se destina una sección final a la representación analitice de similitudes, capacitándonos per* 
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utilizar estas transformaciones en el plano cartesiano. Asi, este capítulo es parecido, pero más breve, al 
capitulo 2. 

24. Ejercicios 

I. 	Demuestre que una similitud conserva ángulos. 
2. ¿Dónde cuán la doe centro* de homotocia pan lu asee de un trapecio isósceles? 
3. Demuestre que el producto de doe bailoteen' con el mismo centro a una homotecia. Encuentre la razón y su centro. 
4. Demuestre que si dos triángulo, semejantes tienen sus lados correspondientes paralelos, entonces lu linees que unen vértices 

correspondientes concurren, ad, están relacionados por una homoncia. 
5. Dados dos triángulos directamente semejante:, muestre cómo encontrar una rotación y una homotecia (no necesariamente con el 

mismo centro) cuyo producto mapa a un triángulo en el otro. 
6. Dados dos triángulo: opuestaments semejantes, muestre cómo encontrar una reflexión y una homotecia (cuyo centro no esté 

necesariamente en el eje de simetria) cuyo producto mapa a un triángulo en el otro. 
7. Encuentre loa centros de hosnotecia de dos circunferencias que no se amen, con radios 3 y 3, y encuentre les razones en las cuales 

estos centra dividen ala linea de loe centra de les circunferencias. 
L 	Demuestre que los centros de humean de dos circunferencias dividen armónicamente ala linea de los centra de las circunferencias 
9. 	Demuestre que la construcción para loe centros de homotecia de da circunferencias, dado en 24.2, a correcto. 
l o. Encuentre una homotecia diferente del mamo identidad (homotecia con razón +1) que lleve un rectángulo dado en él mismo (no 

necesariamente punto por punto). 
I I. Simbolice la homotecia con centro A y razón k por il(A.k). Dado que 0(0,0), 	,0) y Q(0,2) son puntos en el plano cenen ano, 

encuentre la imagen del triángulo OPQ bajo cada homotecia. 
a) 13(0.1), 	 b) II(02), 	 c) 	I), 	 d) 11(0;4), 
e) 	H(A,2) donde A(2,0), 	1) 	.1/4 	 g) II(13.2) donde 11(4,0), 	h) 11(13,1/4). 

12. Encuentre todas lea homotecias que son involutoriu. 
13. Encuentre el inveno de la bailoteen ron centro y razón dada. 
14. Demuestre que, para una homotecia dada a, el entero positivo más pequeño para lo cual 

a) es I sii a • 
b) ee oil la razón de la bailoteen es I, y 
c) no existe en melada otro caso. 
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SECCION 25 1 IIONIOTECIA 

25.1 	Definición Una homotecia 11(0,k), donde O es un punto fijo en el plano y k un numero real diferente de 
cero, es aquella transformación que mapea al punto O en él mismo y mapca cualquier otro punto P en un punto 
P', tal que 0, P, P' son colindes y OP' = k.OP. El punto Ose llama centro y k razón de la hoinotecia. 

La homotecia es una base de construcción para mapeos por similitudes, en forma análoga como la rotación 
es una base para isometrias. No se pueden obtener todos los tnapcos de similitudes únicamente como 
productos de homotecias, sino que, son necesarias y básicas para similitudes. En esta sección estudiaremos las 
propiedades elementales de homotecias y sus productos. En la sección siguiente mostraremos las relaciones 
entre homotecias y similitudes. 

25.2 Teorema La homotecia H(0,k) mapca un segmento delinca AB en un segmento paralelo A'B' con 
A'B' 	Gc I .AB. 

Demostración 

Consideremos que 11(0,k) mapea A en A', B en B'y cualquier otro punto P del segmento AB en P' 
(Fig. 25.2). Entonces LBOP = [B'OP' y 

913.=111,•= Ik  
OB OP ' 

Por lo tanto los triángulos BOP B'OP' son semejantes, así que B'P'/BP 	1 y B'P'es paralelo a 
BP. Análogamente P'A'/PA = lk i y P'A'es paralelo a PA. Ahora, ya que BPA es una línea recta, 
entonces también B'P'A' es una linea recta y B'AlE1A = ik I.0 

A' 

Figura 23.2 

25.3 Corolario Una homotecia mapea cualquier triángulo dado en un triángulo semejante. En general, 
mapea cada polígono en un polígono semejante. 

25.4 corolario Una homotecia presena ángulos entre lineas. 

25.5 Teorema Un homotecia /1(0,k) mapea una circunferencia de radio r en otra circunferencia cuyo radio 
r' es L1/4 11 y cuyo centro C' es la imagen homotética del centro C de la circunferencia dada. 

Demostración 

Figura 25.3 

Consideremos que H(0,k) mapca al centro C de la circunferencia dada en C' y cualquier punto P en 
la circunferencia en el punto P', como se ve en la Fig. 25.5. Ya que CP • r, el radio de la circunfe-
rencia dada, entonces C'P' 11(11 por el Teorema 25.2. Esto es, el lugar ieometrico de las imáge-
nes del punto P en la circunferencia dada es otra circunferencia de radio lit Ir y centro C', la 
imagen homotética de C.0 
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25.6 	Teorema Para cualesquiera dos circunferencias dadas existe una homotecia que mapea una en la otra. 
Si son de radios diferentes y no concéntricas, entonces hay dos tales hotnotecias. 

Demostración 

Si las circunferencias no concéntricas de radios diferentes r y r' no se intersecan, entonces los 
centros están en la intersección de sus tangentes externas comunes (cuya razón de homotecia es r'/r) 
y en la intersección de sus tangentes intentas comunes (con razón —r7r). En todos los casos 
podemos localizar estos centros (Fig. 25.6) al tomar lol centros de las circunferencias dadas como C 
y C'; y en seguida levantar perpendiculares a la línea de los centros CC'en C y C'. Consideremos 
que estas perpendiculares conan a la circunferencia C en P y Q y a la circunferencia C'en 	Q'. 
Los centros de homotecia están en la intersección de PP' y QQ' y de PQ' y P'Q. Simbolicemos estos 
centros por I y E, siendo 1 el centro interno de similitud que está entre C y C' y E el centro externo 
de similitud que está fuera del segmento CC'.0 

25.7 	Teorema Si dos triángulos semejantes no congruentes están orientados tal que cada lado de uno es 
paralelo al lado correspondiente del otro, entonces existe una homotecia que mapea un 
triángulo en el otro. 

Demostración 

Consideremos los triángulos ABC y A'B'C', como en la Fig. 25.7. Como son paralelos pares de 
lados correspondientes, entonces las dos lineas de cada par se conan en la linea al infinito; esto es, 
los dos triángulos son coaxiales. Por el teorema "dos triángulos de Desargues" (Teorema 4.7), estos 
triángulos también son copolares en un punto O. Se sigue que el punto O se comporta como centro 
de homotecia y la razón de hotnotecia es OA'/OA = ±A'B'/AB.C1 

A 

Figura 25,7 

25.5 Teorema Una homotecia está determinada por dos puntos diferentes y sus imágenes. 

Demostración 

Consideremos la homotecia que milpea los puntos A y B en A' y 8', respectivamente. Entonces el 
centro de homotecia cs el punto de intersección de las lineas AA' y813'. Su razón es ±A'B'/AB, es 
válido el signo menos si el centro está entre A y A', sucede el signo más en otro caso.❑ 
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25.9 Teorema Si jk x 1, entonces el producto de las dos homotecias Ii(o,k) y H(Qj) es la homotecia H(Pjk) 
donde P es colineal con O y Q. Si jk = 1, entonces P se convierte en ideal y el producto de las 
dos homotecias es una traslación. 

Demostración 

Puesto que cada homotecia mapea un triángulo en un triángulo semejante con lados paralelos al 
triángulo dado, se sigue que su producto es el mismo. Asi que el producto es una homotecia de 
razón jk * 16 es una traslación cuando jk 

Hagamos que 11(0,k) mapee al AABC en el AA'B'C' y que H(Q,j) mapee al AA'B'C' en el 
áA"B"C" (Ver Fig. 25.9), Ya que AB, A'B' y A"B" son paralelos, se cortan en un punto ideal 1. 
Mi que los triángulos AA'A" y BB'B" son copulares en 1. Por el teorema de Desargues, son 
coaxiales; de esta manera, los puntos O, P, Q son colineales.0 

25.10 Teorema El producto de dos homotecias que tienen el mismo centro, es conmutativo y es una 
homotecia con el mismo centro y con razón igual al producto de las tazones de las 
homotecias dadas. 

25.11 Teorema El centro de una homotecia de razón diferente a +1 es el único punto fijo de la homotecia. 
Las líneas que pasan por el centro son las únicas lineas fijas. 

25.12 Los conceptos de directo u opuesto se aplican a figuras semejantes asi como a figuras congruentes. Se 
deja como ejercicio escribir las definiciones apropiadas. 

25.13 Teorema Una homotecia es una transformación directa. 

25.14 Teorema Una homotecia de razón +1 es el mapeo identidad, 

25.15 Teorema El inverso de la homotecia H(0,k) es la homotecia 11(0, 11k). 

25.16 Teorema Todas las homotecias y traslaciones forman un grupo de transformaciones. 

asar Teorema Todas las homotecias que tienen el mismo centro forman un grupo de transformaciones. 
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20. Ejem:kW,' 

1. Demuestre cl Corolario 25.3. 
2. 1/muestre el Corolario 23.4. 
3. localice el miro de hunntoaia y encuentre su razón para dos circunferencias igualen no concéntricas. 
4. Demueste que los centros de hornotecias de dos timunferenciu están en la linea de los centros de lu ciounkunclas. 
5. Dernuesue que, corno se establo:16 ni la demostración del Teorema 25 6, las intenecciaves de lu tangentes comuna de dos 

circunferencia que no u intersecan son sus centros de hontokeia. 
6. De nuestro que la construcción en la demostración del Teorema 13.6 que se aplica "en toda la cacos" ciertamente da los cereros de 

similitud 
7. En la demostruión del Teorema 25.8, demuestre que el mitro está entre A y A' sii está entre H y En 
8. En el Teorema 25.9, muestre que P disido OQ en la razón (PlY((j(3a.1)). 
9. Utilice el resultado del Ejercicio 23.8 para demostrar que cuando jr1yk* 1, entonces lar h«txeeuiu del Teorema 25.9 no conmutut 

Ilustre con una figura cata no conmulatividad. 
10. Demuestre el Teorema 23.10. 
I I. Demuestre el Teorema 25.11. 
12. El producto 11(13.11) .11(AY) es una traslación, ¿Qué Mutación? 
13. Demuestre el Teorema 23.13. 
14. 1/muestre el Teorema 23.14, 
15. Demuestre el Teorema 25.15. 
16. Demuestre el Teorema 23.16. 
17. Demuestre el Teorema 23.17. 
18. Defina figuras Jemejantes directas y opuestas 
19. Muestre que el producto de tres homolecias ea una homotecia o una traslación. 
20. Generalice el Ejercicio 25.19 a un producto de cuatro o máa homotecias. 
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5EX:CION 26 	515111E1:D 

26.1 	IMInklim Una similitud es un maleo del plano que lleva cada par de puntos A, B en un par de puntos 
A', 13', tal que para un numero real positivo k, 	k'AB. El número k se llama la razón de similitud. El 
término semejanza se utiliza también para este mapeo. 

Esta sección completa nuestro estudio de similitudes y sus propiedades, así que rápidamente podemos 
proceder a las aplicaciones en las Secciones 27 a 29. Aunque la teoría desarrollada aqui no es tan extensa 
como para isontetrias en el Capítulo 2, es bastante suficiente para nuestros propósitos. 

26.2 
	

ThIrrn, Una similitud de razón I es una isometría. 

263 	Teortnu Una similitud maltea segmentos en segmentos. 

Demostración 

Consideremos una similitud de razón k que mapee A en A' y B en B'. Tomemos cualquier punto P 
entre A y 13 y supongamos que la imagen de P es P'. Entonces 

A'13* = k•AB = k(AP + PB) = k•AP k•Pl3 = A`P' + P'13', 

así que P' está en el segmento A'B'.0 

26..1 	Teorema Una similitud es una transformación del plano, 

26.5 	Teorema Una similitud conserva ángulos. 

Demostración 

Marquemos puntos 13 y C en los dos lados del ángulo A para formar un triángulo ABC. 
Consideremos que la similitud mapea al triángulo ABC en el triángulo A'B'C' por el Teorema 
26.3. Entonces 

A'B' B'C' C'A' 
AB " I3C " CA 

Ml que los triángulos ABC y A'B'C' son semejantes por LLL. Por lo tanto ZCAB 5. 	y el 
teorema se concluye.° 

26.6 corolario Una similitud mapea un triángulo en un triángulo semejante. Más generalmente, mapea un 
polígono en un polígono semejante. 

26.7 Teorema Una similitud queda determinada por cualesquiera tres puntos no colineales y sus imágenes. 

26.8 Teorema Existen exactamente dos sitnilitudcs, una directa y otra opuesta, que maltean cualquier par de 
puntos A. B en cualquier otro par de puntos A', B' (entendiéndose que A* 13, A' * 13', A' es 
la imagen de A y B' es la imagen de 13). 
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2t"..9 	Tuat,,,m Toda sinulitud directa de razón k que tu, sel una isomenia, es producto de una rotación y 
una homotecia de radm k que tienen el mismo centro. Además, tal producto es conmutativo. 

Demostración 

Claramente un producto tal, es una similitud directa. Por Teorema 26.8, esta similitud está 
determinada por un segmento AB y su imagen Al)'. Supongamos que AA' y 1113' se cortan en Q, y 
tracemos las circunferencias por A. 13, Q y por A', IV Q que se corten en 0, como se muestra en la 
Fig. 26.9. Entonces tenemos 

ZA013 ZAQI3 ZKQB' ZA'0 13' 

¿BAO o /.13Q0 = /.13'QO o ¿B'A'O 

por las propiedades de ángulos inscritos en una circunferencia. De donde los triángulos ABO y 
A'13"0 son semejantes. Ahora, si AB se rota alrededor de O mediante un ángulo AOA' a A,E3, , 
entonces A,B, es paralelo a A'13' y los triángulos 0A,B, y 0A13' son semejantes, así que 11, está en 
la linea 013'. Así que la homotecia 11(0,k) mapea AM, en AB'. Esta rotación y la homotecia 
satisfacen el teorema. Ahora, si la figura que se forma con O, A,,13,, A', 13' se rota alrededor de O 
mediante el ángulo A'OA (el inverso de LADA'), entonces A,B, coincide con AB. Se sigue que la 
homotecia y rotación conmutan.° 

11' 

Fisura 26.9 

26.10 Teorema Cualquier similitud opuesta de tazón k que no sea una isometría es producto de una 
reflexión y una homotecia cuyo centro está en el eje de simetría. Además, tal producto es 
conmutativo. 

Construcción 

Consideremos la similitud que mapca al segmento AB en CD, y supongamos que las líneas AB y 
CD se cortan en Q (Fig. 26.10), De las dos bisectrices de los ángulos en Q, llamemos a una n tal 
que cr. mapee AB en EF donde EF y CA tienen el mismo sentido, Tracemos cualquier otra línea ni  
paralela a (y distinta de) n. Reflejemos AB en la linea ni  a AsBs. Supongamos que Q sea el centro 
de la homotecia que mapca A,B, en CD. Tracemos la línea p por Q perpendicular a n. Reflejemos 
AB en la línea p a A"B". Ahora el centro O de la homotecia que lleva A"B" a CD está en p. 
Tracemos la linea in por O y paralela a n, y sea cr.(AB). A'B'. Entonces ni es el eje de simetría de 
la reflexión y O es el centro de homotecia que mapea AB en CA.* 
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26.9 	Tu.rrina 'toda Sini11111k1 directa de razón k que un sea una isometría, es producto de una rotación y 
una honintecia de razón k que tienen el mismo centro. Además, tal producto es conmutativo. 

Demostración 

Claramente un producto tal, es una similitud directa. Por Teorema 26.8, esta similitud está 
determinada por un segmento AB y su imagen A'B'. Supongamos que AA' y 1313' se cenan en Q, y 
tracemos las circunferencias por A, 13, Q y por A', 13' , Q que se corten en O, como se muestra en la 
Fig. 26.9. Entonces tenemos 

A013 E AQB ZA 'QB' ZA'0 13' 
y 

LBAO u /.13Q0 u ¿B00 ¿B'A'O 

por las propiedades de ángulos inscritos en una circunferencia. De donde los triángulos ABO y 
A'B'0 son semejantes. Ahora, si AB se rota alrededor de O mediante un ángulo AOA' a Al),1 
entonces A,B, es paralelo a A'13' y los triángulos 0A,B, y OA'B' son semejantes, así que 13, está en 
la linea OB'. Así que la hoinutecia 11(0,k) mapea Al),, en A'B'. Esta rotación y la hontotecia 
satisfacen el teorema. Ahora, si la figura que se forma con O, A,, I3,, A', 13' se rota alrededor de O 
mediante el ángulo A'OA (el inverso de LADA'), entonces A,B, coincide con AB. Se sigue que la 
homotecia y rotación conminan.° 

13' 

Figura 26.9 

26.10 T'omita Cualquier similitud opuesta de razón k que no sea una isomelria es producto de una 
reflexión y una homotccia cuyo centro está en el eje de simetría. Adenuls, tal producto es 
conmutativo. 

Construcción 

Consideremos la similitud que tnapca al segmento AB en CD, y supongamos que las lineas AB y 
CD se cortan en Q (Fig. 26.10). De las dos bisectrices de los ángulos en Q, llamemos a una n tal 
que cs, milpee AB en EF donde EF y CD tienen el mismo sentido. Tracemos cualquier otra línea n, 
paralela a (y distinta de) n. Reflejemos AB en la linea ni  a AB,, Supongamos que 0 sea el centro 
de la homotecia que mapea A,B, en CD, Tracemos la linea p por 0, perpendicular a n. Reflejemos 
AB en la línea p a A"13". Ahora el centro O de la homotecia que lleva A"B" a CD está en p. 
Tracemos la finca ni por O y paralela a n, y sea m.(AB)= KB', Entonces ni es el eje de simetría de 
la reflexión y O es el centro de homotecia que mapea AB en CD.. 
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DelitOttr11,21 1'41 

La demostración de la valide/. de la construcción y de la commiudividad del producto de estas 
Transformaciones se dejan para que las proporcione el lector. 

Filma 26.10 

Q 
Para verificar la construcción, primero mostrar que todos los puntos A, y A', reflexiones de A en 
ejes de simetría paralelos a u. están en una linea por A y perpendicular a n. Luego mostrar que 
todos los centros O, están en otra linea p perpendicular a n. Mostrar que las reflexiones de AB a 
A"B" en p transforman a A"B" paralelo a CD y en sentido opuesto, tal que el centro O de homoic• 
cia que lleva A"B" a CD está en p. Mostrar que II(0,-k).cr, mapea AB (en A"B" y luego) en CD. 
Mostrar que este mapeo es igual a II(0,k).rr,scr, =11(0,k).cr„„ 

Para establecer la comnutatividad, reflejar la figura formada por O, A'B'y CD en la linea in y 
considerar su imagen.° 

26.11 Teorema Todas las similitudes forman un grupo de transformaciones. 

26.12 Teorema Todas las similitudes directas forman un grupo de transformaciones, 

26. Ejercicios 

I. 	Demuestre el Teorema 26.2. 
2. Demuestre el Teorema 16.4. 
3. Demuestre que una similitud manea circunferencias en circunferencia,. 
4. Deminztre el Corolario 26.6. 
5. Demuestre el Teorema 26.7 como un corolario al Teorema 13.6. 
6. Demuestre el Teorema 26.8. 
7. a) Discuta el caso cuando los circunferencias en la demostración del Teorema 26.9 son tangentes. 

b) 	Discuta el caso cuando uno o ambas circtinferencies de la demostración del Teorema 26.9 se reducen a una línea recta; esto es, 
cuando A, D, Q son colineal« o cuando A', II', Q son colineal«. 

8. Demuestre la conniutaiividad del Teorema 26.9 como se sugiere en el texto. 
9. En una hoja de papel limpia trace loo dos segmentos de la Fig. 26.9 etiquetada con AB y A'B'. Reetiquete el primero con 13A; esto es, 

intercambie las etiquetas en ene extremos. Efectúe la construcción del Teorema 26.9 para estos nuevos segmentos, 
10. Repita el ejercicio 26.9 para los segmentos AB y CD de la Fig. 26.10 utilizando la construcción del Teorema 26.10, 
11. Demuestre la construcción del Teorema 26.10. 
12. Demuestre la conmutatiaidad del Teorema 26.10, 
13. Demuestre el Teorema 26,11. 
14, Demuestre el Teorema 26.12, 
15. En general hay dos bernardas que mapean una circunferencia en orza, y una homotecia ea una similitud directa. El Teorema 26.8 

establece que hay solamente una similitud directa que mapea un segmento en otro. 
a) Esplique esta aparente paradoja. 
b) Encuentre una similitud opuesta que mapa a una circunferencia en otra. 
e) 	¿Hay más de dos similitudes directas que maman una circunferencia en otra? Argumente su respuesta. 
d) ¿Cuantas similitudes (Tuertas mapean una circunferencia en otra? 
e) En ese mismo Ruido. ¿Cuantas similitudes directas y opuestas manean aun triángulo equilátero en otro? Se puede permitir que 

el wird« A del triángulo ABC se mar« en cualquiera ele loe tres vértices del triángulo imagen. 
1) 	Repita la parte (e) para un cuadrado. 
g) 	Repita la parte (e) para un rectángulo en general. 



(i. jos) 27 	1 	,111.1e, ( I:‹iS 	SINALi 1:11 (il </MI al.‘ 	Al. 

27.2 	En ésta y en la sección siguiente se presentan aplicaciones de similitudes a geometría de nivel medio. 
En la Sección 29 se presentan aplicaciones más avanzadas, que son aplicaciones del dominio de nivel superior. 
Ciertamente muchos de estos teoremas, aún de la Sección 29, son utilizados fácilmente en clases de geometría 
de nivel medio. 

27.2 	Teortnta Tres lineas paralelas cortan segmentos proporcionales de dos transversales. 

Demostración 

Si las transversales son paralelas, entonces el teorema se sigue inmediatamente ya que los lados 
opuestos dcl paralelogramo resultante son congnientes. Así, supongamos que las Wangs ersales 
ABC y A'B'C' se cortan en P (Fig. 27.2). Entonces14P,PB/PA) mapea al triángulo PAA' en PBB', 
yll(P,PC/P13) milpea al triángulo PBB' en PCC'. Ahora 

AB/BC =, A 'B'/1.1.v.:' 

se sigue de triángulos semejantes.: 

Figura 27.2 

27.3 	Condarlu Una línea paralela a un lado de un triángulo corta a los otros dos lados en segmentos 
proporcionales. 

17.4 Teorema En el trapecio ABCD con lados paralelos AB y CD, consideremos que las diagonales se 
cortan en E. Entonces los triángulos ABE y CDE son semejantes. 

Demostración 

Figura 27.4 

Bajo la homotecia H(E,•AE/EC) el punto C se nmpea en A; y D se mapca en un punto en EB 
(Fig. 27.4). Ya que la línea CD se milpea en una paralela a ella que pasa por A, se sigue que D se 
mapea en B. Por lo tanto la imagen del triángulo CDE es el triángulo ABE, de tal manera que 
SABE ACDE.D 
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17:5 	moren. 	1.3S tangentes internas 	(1C (105 CifC11111C.U.-:11‹:iil ,; (ilte JIC 	 '1:1 	r_,n  
línea de los centros de 	circunferencias. 

Demostración 

Consideremos que las tangentes TI-  y UU.  se corlan en C como en la Fig. 21.5, La km,  decia 
l(C,-Cr/CT) mapea una circunferencia en la otra. Por el Teorema 25.5 mapea un centro en el 

otro. Pero un punto y su imagen son colineales con el centro de hormaccia. Y el teorema se sigue.7. 

Figura 27.5 

27.6 	1.h-intim La figura que se forma al unir los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrado, es 
un cuadrado que tiene área igual a la mitad del cuadrado dado. 

Demostración 

Consideremos O centro del cuadrado ABCD (Fig. 27.6). Entonces O es el corte de las medianas 
A'C' y 13'D'. Ya que las diagonales y también las medianas se cortan en ángulos rectos y ron 
bisecadas por el centro, se sigue que la similitud compuesta de tina rotación de 45° y una bomotecia 
de razón 0A/OA', ambas con centro O, mapcan al cuadrado ABCD en el cuadrilátero A 
Ya que OAJOA' = Ir, el teorema se concluye.D 

Figura 27.6 

27.7 	Problema Tomemos un punto lijo P en una circunferencia. Encontrar el lugar geométrico de los puntos 
medios de todas las cuerdas PA. 

Solución 

Todos los puntos medios M están en la imagen 
bomotética de la circunferencia dada bajo la 
bomotecia H(P,I/2)(Fig.27.7). Por lo tanto su 
lugar geométrico es una circunferencia con radio 
igual a la mitad del radio de la circunferencia 

dada, y tangente internamente a ella en RO figura 17.7 
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27.0 	Thiref114 Si PT es una tangente y PAIt una secante desde un punto externo P a una cirenderenew, 

entonces PATH = (PT)I. 

Demostración 

Reflejemos al triángulo PAT en la bisectriz intensa del ángulo P, y luego apliquemos la homotecia 
I I(P,PB/PT) al resultado. Entonces PT se mapea en P13 y A se mapa en un punto en PT (Fig. 27.8j 
Ya que LPBT y LPTA son medidos ambos por la mitad del arco AT, estos ángulos son congruentes. 
Asl la homotecia y reflexión numen LPTA en LPBT y se concluye que el triángulo PAT se mama 
en el triángulo PTB. Ahora tenemos PA/PT = PT/PB, y se concluye el teoretna.0 

T 

Figura 27.0 

27.9 	Teorema La altura a la hipotenusa de un triángulo rectángulo es la media proporcional entre los 
segmentos en que se divide la hipotenusa. 

Demostración 

Sea CF la altura a la hipotenusa del triángulo rectángulo ABC como se muestra en la Fig. 27.9. En 
el triángulo rectángulo ACF, LACF = 90° —LA. Por lo tanto LACF = LB. De esta manera, existe 
una similitud (una rotación de 90° y homotecia con centro F) que mapca al triángulo ACF en el 
triángulo CBF. Por lo tanto AF/FC = FC/FB, estableciendo el teorema.G 

Figura 27.9 

27.10 Teorema La longitud de la mediana de un trapecio es igual a la mitad de la suma de las bases del 
trapecio. 

Demostración 

Supongamos que M y N son los puntos medios de los lados no paralelos del trapecio ABCD, así que 
MN es la mediana. Consideremos que los lados AD y BC se cortan en P (Fig. 27.10). Entonces 
H(P,PM/PD) mapea la base superior DC en la mediana MN y H(P,PM/PA) mapea a la base AB 
sobre la mediana MN. Por lo tanto 

I311 	AB 
DC PD Y 	lid< PM 

de lo cual, al escribir la primer ecuación ligeramente diferente y multiplicando las dos ecuaciones 
lado a lado, obtenemos 
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MN PD + DM." .4  pm 

De—  19 	l'I) 

r5D 	PA PI) f 21)M 	2DNI 

[)t` PD 	PI) 	 PD 

1' 

A 

Resolviendo cada una de estas ecuaciones para DM/PD, obtenemos 

pm. 	

) 	

1.11.1(AB 41),  

PD 	DC 	2 ‘DC 	 DC 2 ‘DC 

y finalmente, 

MN 	2  (AB + DC).E) 

27. Ejercicios 

I. 	Demuestre el Corolario 27.3. 
2. Demuestre el Teorema 27.6 al reflejar los triángulos AA*15', BIVA*, CC' Ir y Din' en sus hipotenusas. 
3. Desde un punto dado A, trace lineas rectas a los puntos P en un segmento dado 13C, Encuentre el lugar geométrico de todos los puntos 

1.1 que disiden a estos segmento' en una razón dada r. 
4. Encuentre la razón de las áreas de los dos triángulos ABE y CDE en el trapecio de la Fig. 27.4. 
5. Demuestre que las diagonales de un trapecio so ¡n'erutan en un punto que los diside en segmentos proporcionales y encuentre la razón 

de proporcionalidad 
6. Demuestre que el segmento que une loe puntos MOCHa de lu diagonales de un trapecio time longitud (b s)'2 cuando h y $ son las 

longitudes de las bases mayor y menor, respectivamente. 
7. Lea cuerdas AB y CD de una circunferencia dada re corlan en el punto E. Encuentre la similitud que n'apea al triángulo ACE en el 

triángulo DDE. 
8. Encuentre el lugu geométrico de los puntos media de todos loe segmentos trazados a una circunferencia desde un punto lijo P en el 

plano de la circunferencia. 
9. Demuestre que lar tangente" ademas comunes a dos circunferencias se cortan en la linee da sus centros. 
la Dos circurierenciu son tangentes internamente y su radios están en razón 2:1. Demuestre que una cuerda de la circunferencia más 

pude, desde su punto de tangencia, es bisecada por la circunferencia mis pequeña. 
I I. Dos circunferencias de radien 3 y 7 son tangentes extensamente. Sus tangentes ademas comunes se cortan en P. Encuentre la longitud 

de la tangente desde Pala circunferencia más grande. 
12. Dadas PAB y PCD cualesquiera dos secantes desde un punto P externo a una circunferencia, encuentre la similitud que mapea al 

triángulo PAC 'sobre el triángulo PDB. 
13. Entienda el lado BA del rombo ABCD hasta un punto E. Por E trace una paralela a BC, y por A una paralela ala diagonal BD; 

considere que estas paralelas se catan en F. Demuestre que el triángulo EAP es isósceles, 
14. Desde un punto P en el cateto AC del triángulo rectángulo ABC trace una perpendicular PQ a la hipotenusa AB, Demuestre que los 

triángulos APQ y ABC son semejantes. Establezca qué similitud mama al triángulo APQ en ABC. 
15. Trace perpendiculares a loe cateto' BC y CA en los puntos darlos D y F, respectivamente, de un triángulo rectángulo ABC, a los puntos 

E y 0 sobre la hipotenusa AB. Demusetre que los triángulos AFO y DISE son semejantes- 
16. Las medianas AA' y 13B' de un triángulo ABC ee cortan en O. Demuestre que los triángulos ABO y A'D*0 son semejantes y encuentre 

su mapeo por similitud. 
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Figura 28.3 

SICCION 28 	1 	Am.ic,krariNE:; ELENIE::r.kLts IN 21:12NIF 

28.1 	T•ortma Sea A el punto medio del arco CD de una circunlerencia dada. Cunsideumos que la cuerda 
AB corta a la cuerda CD en M. Entonces AM•AB es independiente de la locali,acion de B 
en la circunferencia. 

Demostración 

En la Fig. 28.1 los ángulos ACD) CBA son congruentes, ya que sus medidas son mitades de los 
arcos congruentes AD y CA. Así que los triángulos AMC y ACB son semejantes, entonces 
existe una similitud que manea un triángulo en el otro, Entonces Atst/AC = AC/AB y por lo 
tanto AM•AB = (AC)', que es constante.❑ 

Figura 28.I 

28.2 Teorema Los triángulos ACD y BCE que se forman con las alturas AD y BE de un triángulo ABC, son 
semejantes. 

Demostración 

Ya que estos triángulos rectángulos comparten un ángulo agudo en C (Fig. 28.2), se sigue que hay 
una similitud (una reflexión en la bisectriz del ángulo C y una homotecia con centro C) que maltea 
estos triángulos uno sobre el otro.: 

o 
Figura 28.2 

28.3 Problema Sea P un punto variable en la semicircunferencia de diametro AOB. Supongamos que la 
perpendicular desde el punto B a la tangente en ? corta a la linea AP en el punto X. 
Encontrar el lugar geométrico de X. 

Solución 

Ya que OP es perpendicular a la tangente en P, 
entonces OP y BX son paralelas como se muestra 
en la Fig. 28.3. Por lo tanto H(A,2) mapea OP en 
BX. Luego el lugar geomdtrico de X es la imagen 
homotética de la semicircunferencia en la que está P, 
una semicircunferencia con centro B y radio BA. O 
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28.4 	1,, 	 S ',lit 	• o pinito 	 !:,dos del 
tri,i)y.:1110 	.plc 5,2 cfli 	 k. 	ttiáh-plo 

d 

Demos! ta(1011 

Ver Fig. 28.4. Una rotación de 90' del triángulo ABC en cl triángulo KB C." deja los lados del 
triángulo A'13'C' paralelos a los lados correspondientes del triángulo PQR. Por Ter- rema 25.7, 
mediante una bomatecia apropiada se mapea al triángulo A'B'C'en el triángulo PQR. Y el teorema 
se sigue.i.1 

Figura 28,4 

28.5 Trorrina Sean AB, CD y EF cada una perpendicular a BD tal que AD y BC se cosen en E. y los 
puntos A y C estén en el, mismo lado de BD. Entonces EF es igual a la tiritad de la media 
armónica de AB y CD. 

Demostración 

Recordar que la media armónica de a y b es 2abla + b). Sea AB = a, CD = b. EF 	DE = u y 
FD = y (Fig. 28.5). Entonces 1-1(13,u1(u+v)) n'apea al triángulo BCD en BEF, así x,b = ril(u+r). 
También 11(D,11(ir+v)) mapea al triángulo DAB en DEI', de tal modo que x/a = 	Entonces 
tenemos 

a. 	y 	u — = 
a 	h 	u +y 11+1,  

así que EF es la mitad de la media armónica de AB y CD.3 

28.6 	TroVenis La bisectriz de un ángulo interno de un triángulo diside al lado opuesto en segmentos 
proporcionales a los lados adyacentes. 

Demostración 

Supongamos que AU biseca al ángulo A del triángulo ABC (Ver Fig. 28.6). Sea 11(B,BC,BU) que 
mapee al triángulo BAU en el triángulo BPC. Entonces ZBAUr: ZAPC. Se sigue también que 
BU/UC = BAJAR Además, ya que AU es paralelo a PC, entonces 

ZPCA = ZCAU a CHAU a LAPC, 

ah 
, 
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;tsi quc el 	 y AP AC. POt lo t.11111)11(iiliC AM/len 

c 

Figura 28.6 

18.7 	Teorema Considerando que las mediatrices de los lados de un triángulo concurren, entonces sus alturas 
también concurren. 

Demostración 

Supongamos que I-1(G,-2) manea al triángulo ABC en cl triángulo A,B,C, (Fig. 28,7). Entonces los 
vértices A, B, C se convierten en los puntos medios de los lados del triángulo A,B,C,, y puesto que 
los lados correspondientes son paralelos, las alturas AD, BE, CF se convierten en mediatrices de los 
lados del triángulo A,B,C,. El teorema se concluye, ya que hemos supuesto que las mediatrices de 
los lados de un triángulo concurren.° 

Al 

A 

Figura 25.7 

211 	Comparar la prueba del Teorema 28.7 con el Corolario 20.8. 

219 	El método de hornoteeias es bastante útil para construcciones. El principio básico se ilustra en los dos 
milenios que siguen. En cada caso no es posible satisfacer inmediatamente todas las condiciones requeridas. 
Así que resolveremos el problema parcialmente al omitir una de las condiciones. Luego que una homotecia 
n'apee la solución parcial para la solución completa. Uno recuerda el gambito en ajedrez, donde un jugador da 
una pieza a su oponente para obtener una posición de ganador. 

2110 Problema Localice puntos D y E en AB y AC de un triángulo dado ABC tal que BD a DE a EC. 

Solución 

Escojamos arbitrariamente puntos D' y E' en los la- 
dos AB y AC (Fig. 28.10) tal que BD' a E'C. Aquí 
consideramos la condición que D'E' será congruente 
a las otras dos longitudes] Supongamos que la 
circunferencia D'(13) corte en E" dentro del triángulo 
a la paralela a BC que pasa por E'. Tracemos A'C' 	 Figura 28.10 
por E" y paralela a AC. Observemos que los 
triángulos ABC y A'BC' son semejantes y que el problema está resuelto para el triángulo A'BC'. 
(liemos recuperado la condición BD' a D'E" a.  E"C'a reserva de la medida del triángulo.) La 
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heinoieda 1103,11ediej mar:3 esta solución sol:f.:el IIiáinado ABC. Con est.: mapco se. logra 
encontrar uno de 1,E; puntos rt.,.:scatios E en AC, al traini y prolongar BE ".ti 

10,11 Pro bit nut Inscribir un cuadrado en una semicirctinfcrencia dada. 

Solución 

En el problema resuelto, claramente el centro O de la semicircunterencia es el punto medio de un 
lado del cuadrado. Conservemos esta condición y temporalmente tengamos a la vista la condición 
que dos vértices deberán estar en la semicircunferencia En el diámetro AOD de la semicircunfe-
rencia, construyamos algún cuadrado conveniente P'Q'R'S' con O el punto medio del lado P'Q' 
que está en AB (Fig. 28.11). Ahora, con O como centro, proyectemos los vértices R' y S' sobre la 
semicircunferencia a los puntos deseados R y S. Los otros dos vértices P y Q son simplemente los 
piés de las perpendiculares a AB desde S y R.LI 

Figura 28.11 

28,12 Compare la construcción del Problema 28.11 con la del Problema 8.13. 

28. Ejercicios 

I. 	La cuerda AB es congruente al radio de una circunferencia dada con antro O, OM en pcipendicular á AB en 81, y D a el pié de la 
perpendiculu trazada desde M a OA Encuentre el área del triángulo PIDA. 

2. En una circunferencia las cuerdas AB y AC son congruentes. La cuerda AD corta al segmento BC en E. Demuestre que la triángulos 
ABD y AE13 son semejante*. 

3. Tres circunferencias con centros A, 13, C pasan por O. Están trazado. los diámetro. OAA', 013W, OCC'. Demuestra que los lados del 
triángulo A'B'C' pasan por loa otro. puntos de bteruceibn de las circunfeenciu. 

4. Las longitudes de lag buen de un trapecio son b y s. Encuentre le rasan en la cual divide a la altura al trapecio un segmento de linea 
MN que es paralelo ala basa, pie extremos están en lo. lados no paralela del trapecio y tiene longitud m. 

3. 	Tome cualquier punto F en el lado AB del pualelovamo ABCD y suponga que DF cona a la diagonal AC en E y al lado C13 
(extendido) en O. Deenuerare que (DE)t  • EFIO. 

6. Demuestre que el ángulo entre la base de un triángulo isósceles y la altura a uno de loe lados congruentes a congruente ala mitad del 
ángulo del vértice. 

7. En el triángulo Muela ABC con AB a AC, considere que la ahora desde El corta a la perpendicular a BC a C en un punto D. Tome 
el punto E en BD tal que DE a F.C. Demuestre que loe triángulo. ABC y ECD ton aemejanlad 

8. Tome los puntos X y Y ea los link* AB y AC del triángulo ABCIal que XY sea paralelo a BC. Desde tripulo., medio A' del lado BC 
trace la linea A'): que cate a CA en M, y 1a línea A'Y que arre a BA en N. Demudare qua RIN ea paralelo a BC. 

9. Demuestre que la biaectriz de un ángulo externo de un triángulo divide odemarneene al lado opuesto en segmentos proporcionales a los 
lados adyacentes. 

10. Tome loe punta D, E, F en lo: lada BC, CA, AB del triángulo equilátero ABC tal que BD a CE a AY. Demuestre que el triángulo 
DEF ea equilátero. 

I I. En el triángulo ABC, LA a t Ba 2.4C y AU a la bisectriz del ángulo A. Demuestre que (AB)2  • BlbBC. 
12. Construya un triángulo ABC dada lu medida de GA,a+c ya+b. 
13. Construya un cuadrado tal que un lado ene 'obre la linea base BC que a lado del triángulo dado ABC>,  sus otros dos vértices atén en 

loa raya BA y CA Lefa del triángulo. 
14. En un triángulo dado inscriba un triángulo hm:laico a otro triángulo dado. 
I 5. En un triángulo dado "acriba un pueril opimo homotético a un paralelogramo dado. 
16. !acriba un cuadrado en un sector circulo: dado. 
17. Inscriba un cuadrado en un triángulo dado. 
18. Inscriba un rectángulo semejante a un rectángulo dado: 

e) 	En una circunferencia dada. 
b) En una semicircunferencia dada. 
c) En un triángulo dado. 
A) 	En un cuadrado dado tal que un vértice del rectángulo calé en cada lado del cuadrado. 
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Ilt.:11101,..eril I 1(I1,11C.,10 ; 	un. it: 	 vil( ti 111010 A.}.11'. 	t.t:1 	mats:o a&' logra 
err.-anurar uno de lo; puntas tre .eari,,s E en AC. al traen y proienau 13E ❑ 

20.11 	Frobbne., Inscribir un cuadrada en una sernicireunlerenera dada. 

Solución 

En el problema resuelto, claramente cl centro O de la setnicircunferencia es el punto medio de un 
lado del cuadrado. Conservemos esta condición y temporalmente tengamos a la vista la condición 
que dos vértices deberán estar en la semicircunferencia En el diámetro AOB de la sernicircunfe-
rencia, construyamos algún cuadrado conveniente P'Q'R'S' con O el punto medio del lado P'Q' 
que está en AB (Fig. 28.11). Ahora, con O como centro, proyectemos los vértices R' y S' sobre la 
semicircunferencia a los puntos deseados R y S. Los otros dos vértices P y Q son simplemente los 
pies de las perpendiculares a AB desde S y R.0 

F'gura 28.11 

28.11 Compare la construcción del Problema 28.11 co 1la del Problema 8.13. 

28. Ejercicios 

1. La cuerda AB es congruente al radio de una circunferencia dada con castro O, 051 es perpendicular a AB en M, y D a el pie de la 
perpendiculu trazada desde hl a 0A, Encuentre el dna del triángulo NOM. 

2. En una circunferencia las cuerdas AB y AC son congruentes. La cuerda Al) corta al segmento Be en E, Demuestre que los triángulos 
ABD y AED son semejantes. 

3. Tres circunferencias con centros A, 0, C pasan por O. Están trazados los diámetros OAA', OBB', OCC'. Demuestre que los lados del 
triángulo A'13*C.  pasan por loe otros puntos de intersección de las circunferencia'. 

4. Las longitudes de la bues de un trapecio con by:. Encuadre laman en la cual divide a la altura del trapecio un segmento de linea 
Mb! que es paralelo ala basa, pus extremos caín in lar lados no paralelos del trapecio y tiene longitud m. 

3. 	Torne cualquier punto F en el lado AB del paralelogramo ABCD y suponga que DF cona ala diagonal AC en E y al lado CD 
(extendido) en O. Demuestre que (DE)a  t.. EFEO. 

6. Demuestre que el ángulo entre la base de un triángulo isteceles y la altura a uno de loa lados congruente a congruente a la mitad del 
ángulo del várice. 

7. En el triángulo iadecelea ABC con AB a AC, considere que la altura desde B cona a la perpendicular a BC en C en un punto D. Tome 
el punto E en BD tal que DE a EC. Desnuestre que Ion triángulos ABC y ECD sosa semejante", 

8. Torne loe puntos X y Y en loa lados AB y AC del triángulo ABC tal que XY esa paralelo a BC. Desde el punto medio A' del lado 13C 
trace la línea KX que corte a CA en M, y la linea A'Y que une a BA en N. Desnucan que Nilti es paralelo a BC. 

9. Demuela que la bisectriz de un ángulo enano de un triángulo divide eganamente al lado opuesto en segmentos proporcionala a los 
lados adyacentes. 

10. Tome los puntos D, E, F en los lada BC, CA, AB del triángulo equilátero ABC tal que BD a CE a AF. Demuestre que el triángulo 
DEF a equilátero. 

11. En el triángulo ABC, LA a LB a 2.1C y AU es la bisectriz del ángulo A. Demuestre que (AB)!  t. BUBC. 
12. Construya un triángulo ABC dadas la medidas de GA,a+ e ya + b. 
13. Construya un cuadrado tal que un lado está sobre la linea base 11C que ea lado del triángulo dado ABC y lid otros dos vértices estén en 

los raya BA y CA fuera del triángulo. 
14. En un triángulo dado inscriba un triángulo homotetico a otro triángulo dado. 
13. En un triángulo dado maitu un pararelogramo homoritico a un pandelovamo dado. 
16. Inneiba un cuadrado en un sume circular dado. 
17. Inscriba un cuadrado en un triángulo dado. 
18. Inscriba un rectángulo semejante aun rectingulo dado: 

a) En una circunferencia dada. 
b) En una umicircun(erencia dada. 
c) En un triángulo dado. 
d) En un cuadrado dado tal que un vértice del rectángulo asé en cada lado del cuadrado. 
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Figura 29.4 

tiif 	icr Ni 29 	.11 I it kci(i;.i..s.k•:.1,1, 

r‹.rwilus 	Las tacJiaiia; de un iriamjulo ioneuror 

Demostración 

Como el triángulo medid A '13'C' tiene lados paralelos a los del u iangulo dado ABC, hay una 
homotecia que mapea un triángulo en el otro. E: centro de la homotecia es el punto de 
concurrencia de las lineas que unen vértices correspondientes, esto es, las medianas del triángulo 
ABC.D 

29.2 	Ttorama El onocentro II, el circuncentro O y el centroide (3 de un triángulo están en una linea que se 
llama línea de Luder del triángulo; y 11G - 2G0 

Demostración 

En el Teorema 28.7 se demostró que 11(G,- V,) mapea al triángulo ABC y su ortocentro H cn el 
triángulo A.B'C* y su onocentro que es el circunceotro O para el triángulo ABC. Por lo tanto el 
teorema es validan 

29.3 	Corolario La distancia desde el circuncentto a un lado de un triángulo es la mitad de la distancia desde 
el ortocentro al vértice opuesto. 

29.4 	Tronena El teorema dr la circunferencia de los nueve puntos. 	Los puntos medios A', 	C' de los lados, los 
pids de las alturas D, E, F; y los puntos medios N,, N,, N, de los segmentos que unen al • 
otrocentro H con los vértices del triángulo ABC, están todos en una circunferencia cuyo 
centro N es el punto medio del segmento de Euler 110. 

Demostración 

Demostraremos que la homotecia H(I1,2) mapea los nueve puntos listados, sobre la circuncircunfe-
rencia, de lo cual se sigue el teorema (Fig. 29.4). 

Consideremos que el diámetro AO cona otra vez a la circunferencia en P. Entonces 
ZABP = LACP = 90°, ya que cada ángulo está inscrito en una semicircunferencia. Ahora PC y BE 
son perpendiculares ambos a AC; y BP y FC son ambos perpendiculares a AB. Asi BPCH es un 
paralelogramo, así, sus diagonales se bisecan mutuamente; esto es, HP pasa por A' y HP = 2HA'. 
Por lo tanto la homotecia H(11,2) mapea A' en P en la semicircutiferencia. Análogamente B' y C' 
también son mapeados sobre la circuncircunferencia por 11(11,2), 
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Figura 29.6b 

COli:1 	a id ciicunor..uni.cruKia cu A,. [inoir.A.,J 

iA,CB 	A,AB 	13c 

ya que los primeros dos ángulos son inscritos en un arco 13A, y en las últimas igualdades se ve de los 
triángulos rectángulos BAD y 13CF. Como CD es perpendicular a HA, y LA,CD = zDCH, el 
triángulo CHA, es isósceles, así su altura CD biseca a su base HA,. Por lo tanto 11(11,2) mapea D en 
A,. Análogamente los otros pies E y F de las alturas del triángulo ABC son mapeados en la circun• 
circunferencia por 11(11,2). 

Claramente 11(11,2) mapea N,„ Né, N, sobre A, 13, C en la circuncircunferencia. Por lo tanto los 
nueve puntos A', 13', C', D, E, F, 	N, están todos en una circunferencia con mitad la medida 
de la circuncircunferencia, y con centro de homotecia II. Así 11(11,2) también mapea el centro N de 
esta circunferencia de los nueve puntos en el centro O de la circuncircunferencia. Esto es, N está a 
la mitad entre 11 y 0.0 

29.5 Teorema La altura a la hipotenusa de un triángulo rectángulo diside a la hipotenusa en segmentos 
proporcionales a los cuadrados de los lados adyacentes. 

Demostración 

Sea CF la altura a la hipotenusa del triángulo rectángulo ABC. Como los triángulos ACF y CBF 
son semejantes (Ver Fig. 17.9), entonces 

AC CB 	 AC CB 
AF CF 	Y 	CF BF 

Al multiplicar estas ecuaciones lado a lado, obtenemos 

AC' C132  o 
AF 	BF * 

29.6 Problema Construir un triángulo rectángulo, dado su petimetra y la razón de los cuadrados de sus 
catetos, 

Solución 

Supongamos que p simboliza el perímetro 
y mln la razón dada como se muestra en la 
Fig. 29.6a. En una linea bese marquemos 
los segmentos A'F' = ni y F'B' = n. Trace. 
mos una semicircunferencia cuyo centro 
sea O en A'B' como diámetro (Fig. 29.6b) . 
Consideremos que la perpendicular a A 'B' 
en F' cona a la semicircunferencia en C'. 
Asl, el triángulo A'B'C' es semejante al 
triángulo deseado, por Teorema 29.3. En 
la tangente a la semicircunferencia en B', 
marquemos B'P' igual al prerimetro del 
triángulo A'B'C' y también Ell? =p. Sea 
que la perpendicular a B'Q en Q coro OP' 
en P. La paralela a B'P' por P corta a la 
linea A'B' en B. Los puntos A y C se lo-
calizan homotéticos a A' y C' con centro O 
y en la circunferencia 0(B). La prueba de 
la construcción se deja como ejercicio.° 

p 

Figura 29.66 

Q 
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Sclu.st tu 

Dados ,us ángulos, 1WC11105 construir un triángulo semejante A Ti 'C' y su altura AD con longitud 
ni, como se muestra en la Pie 29.7a. Ahora WAD m1, así m es la media proporcional entre 

BC y AD. Construir la inedia proporcional kr!'  entre -1-B 'C' y AD' en un segmento de linea 
P'Q'R', donde P'Q' o-,;-13.C.' y Q'R' A'D' (Fig. 29.7b). Trailli la semicircunferencia cm; tiene 
centro O cn P'R' como diámetro. Consideremos que la semicircunferencia anterior corta a la 
perpendicular a P'R' desde Q' en S'. Entonces Q'S' es la media proporcional ni' entre t•B'C' y 
AD'. Localizar S en OS' tal que QS = ni y QS sea perpendicular a PR' en Q. Entonces QS y Q'S" 
son homotéticos con centro O. La circunferencia con centro O y radio OS corta a la linea ?'R' en 
los puntos P y R tal que PQ 	r3c y QR sí AD. El triángulo deseado se construye fácilmente al 
marcar A en A'D' tal que AD' o: QR. Entonces AB y AC se trazan paralelas a A'B' y A 'C 

A' 

P 	P' Q Q' O 	R' R 

Figura 29.7a 
	

Figura 19.7b 

29.8 	Probkma Por un punto dado P trazar una linea que pase por el punto de intersección inaccesible de dos 
lineas dadas in y n. 

Solución 

Figura 29.8 

Trazar dos lineas PQ y PR por P tal que Q esté en in y R en n, como se muestra en la Fig. 29.8. 
Ahora trazar Q'R' de nt a n paralela a QR. Trazar lineas paralelas a PQ y PR por Q'y R' que se 
corten en P'. Entonces los triángulos PQR y P'Q'R' son homotéticos. asl que la linea PP' pasa por 
el punto de intersección de QQ' y RR'.0 

29, Ejercido" 

I. 	En el triángulo Ate, muestre que G y II dividen a NO en la misma razón interna y extensamente. monea ,h y .t,a 
2. En el triángulo ABC, muestre que 11(0, .2) mapea también 414 circunferencia de los nueve puntea en el cireuncireulo, palo tanto II y 

G son los tku omtrus de homotecia para estas circunferencias, 
3. Demuestre que las cuatro lineas de Euler de loe cuatro bilrigulus de un cuadrángulo aduce:mico Al3CH son concurrente". Encuentra 

sus puntos de coneunsncii. 
4. Denuestre el Corolario 29.3. 
3. 	Demuestre la construcción del Problema 19.6. 
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6. Donut Are la rnn.dtticcif..1 da Problema 79 7 
7. Por uno tte bu dos punto de intoricocion tic dos rucninfercncias, trace 111'1601 en 1111111115 dos Ci/5111alcucias intersequen talcid.0 

songuestics (pilo no la curtan conuln dr los cha tifalllkIllid115). 
N. 	Por uno de los puntos de inmucción ¿e don ;uní« cnciak trace una linea en la cual las da circunferencias intercequen cundas que 

tengan una ruin dada r. 
9. 	Dadas tres circunferencias concéntricas, trace una secante tal que el t.:Efluvio entre la primera y la segunda circunferencia sea 

crnpuente al de entre la segunda y la tercer circunferencia 
10, Construya un triángulo, dado un ángulo, la longitud de la bisectriz de este ángulo y la razón de los dos segmentos en el cual cita 

bisectriz divide al lado OVUC150. 
11. Construya un trapecio dados los lados no paralelos, el ángulo entre ellos y la razón de los lados paralelos. 
12. Construya un cuadrado dados la suma de su lado y diagonal. 
13. Construya un triángulo rectingulo, dado el perímetro y la razón de sus caretos. 
14. Ilrmucstre que los C111550 conoidea de un cuadrángulo ortocéntrioa forman un cuadrángulo ortocéntrico bommético al dado. 
15. Demuestre que la circunferencia de los nueve puntos de un cuadrángulo ortocentrico es concéntrica con la del cuadrángulo orlocéntrieu 

formado con los cuatro serstruidtu. 
16. Demuestre que los cuatro puntos de un cuadrángulo ortecéntrico son lea centroicks de otro cuadrángulo onocéntrico hoinottlieo,(Este 

es el inverso del ejercicio 29.141 
17. Los circrincentros y los centroidcs de un cuadrángulo ortocéntrico forman dos cuadranguloo ortocéntricos que tienen el mismo centro de 

los nueve puntos, el centro de similitud de esta cuadrángulos. Demuestre este teorema y encuentre la razón de similitud. 
I S. Demuestre que el ortoccntro del triángulo formado por loe ~troika de Ion triángulos III3C, IICA, LIAD (II es el ortocentro del 

triángulo ABC) es el centroido del triángulo ABC. 
19. Demuestre que el lugar geométrico del tercer vértice de todos ton triángulos semejantes aun triángulo dado y que tienen el primer 

vértice cn un punto fijo y el segundo vértice en una linea recta, es una linea recta. 
20. Si el segundo vértice del triángulo del ejercicio 29.19 se encuentra en una circunferencia en vez de en una linea recta, demuestre que 

el lugar geométrico del tercer vértice es tina circunferencia homotética. 
21. Construya un triángulo semejante aun triángulo dado, que tiene un vértice en un punto fijo y los otros dos vértices se encuentren en dos 

lineas fijas. 
22. Construya un triángulo aemejante aun triángulo dado que tiene sus tres vértices en tres lineas dadas. 
23. Demuestre que la mediana AA' y el segmento B'C' que une loa puntos medios de los lada CA y AB de un triángulo ABC se bisecan 

mutuamente. 
24. Encuentre el lugar geométrico del centroide de un triángulo que tiene un lado y el cincurcirculo fijo. 

25. Demuestre que el producto de dos lados de un triángulo es Igual al producto del circundiámetro y la altura del tercer lado. (Este es el 
Teorema 6.20,1 
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30.1 	'bomba La homotecia 11(0,k) con centro el origen 0(0,0) está determinada por las ecuaciones 

(X' kx 
I 	s kY• 

Demostración 

Claramente las ecuaciones indicadas multiplican cada distancia desde el origen por el factor ¡Ida] 

30.i Trasladando desde un punto P(a,b) al origen aplicando la homotecia 11(0,k), luego trasladando P hacia 
atrás de regreso, obtenemos las ecuaciones para una homotecia con razón k y centro P: 

1x'' k(x -a) + a 
y' = k(y - á) + b, 

que se reducen a las que se indican en el Teorema 30.3. 

30.3 	Teorema Una homotecia H(P,k) col) centro en el punto P(a,b) tiene la representación analítica 

(x'=kx+(I -k)a 
1 y' = ky + (1 - k)b, 

que es una homotecia con centro en el origen seguido por una traslación. 

30.4 Vemos que cada homotecia se puede escribir como una homotecia con centro en el origen seguida por 
una traslación. Observe también que, cuando k se factoriza en cada lado derecho, la homotecia se puede 
escribir como una traslación seguida por una homotecia con centro en el origen: 

30.5 Teorema Una homotecia H(P,k) con centro en el punto P(a,b) tiene la representación analitica 

( x' = k(x + alk - a) 

	

ly' 	k(y + blk- b), 

que es una traslación seguida por una homotecia con centro en el origen. 

Por el Ejercicio 22.14, toda isometría tiene una ecuación de la forma 

fx'=ax-by+c 
1 y' = ±(bx + ay)+ d 	donde a' + b' = 1, 

directa si es válido el signo más y opuesta si es el signo menos. Entonces, toda similitud que sea producto de 
una homotecia y una isometria, se puede escribir en la forma siguiente. 

30.6 Teorema Toda similitud se puede escribir analiticanienie en la forma 

	

x' 	ax -by +e 
1 y' = 1-(bx + ay) + d, 

donde (a' + 111 )" = k, la razón de la homotecia. Es directa para el signo más y opuesta para 
el signo menos. 

30.7 Teorema Todo conjunto de ecuaciones de la forma dada en el Teorema 30.6 representa una similitud, 
siempre que a' + b' * 0. 
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bo; 13'2 	 11,M WM:),:,1,-; 	9:..1W1110 OA en el •áeemento 
13C 	(-7,(0,0),  ,SI. 1.0), p(2,+) y (f(5,71, Poi la 	 CC)II19 se CS,,:ribió in el 
Túorcula 	(A)lenews 113 ecnacwees 

2 	e
\ 	

5 a + c 
3 	d 	1-,  b + d, 

que piDdlICC 

fx"=3\-4y +2 
I 	= 4x + 3y 1. 3. 

Para la isometría opuesta del Teorema 30.6, tenemos 

2=c 5=a + c  
3 = d 	 = -b + d, 

que produce 

oe=3x+4y+2 
y' =4-3y+ 3. 

30, Ejercidos 

Demuestra el Teorema 30.1. 
2. Muestre algebraicamente la equivalencia de las romea de loa Teoremas 30.3 y 30.5. 
3. Muestre geométricamente la equivalencia de lu formas de los Teoremas 30.3 y 30.3. 
4. Demuestre el Teorema 30.6. 
3. 	Demuestre el Teorema 30.7, 
6. Encuentre el valor de le razón k en las eimilitudes del Ejemplo 301. 
7. Encuentre el ángulo de rcención para cada una de las similitudes del Ejemplo 301. 
11. 	Uribe analiticamente las ¡similitudes del Teorema 30.6 corno productos de (1) una hamoncia con centro el origen, (1) una rotación 

alrededor del origen, (3) una reflexión si es posible, y (a)una traslación. 
9. 	Muestre que el producto de da similitudes de las formas dadas m1170~4 30.6 es otra similitud de la misma roma. 
10, Encuentre la similitud directa que mapa al segmento AB en el segmento A'13' donde esto, cuatro puntos timen las coordenadas: 

a) A(I,0), II(2,0), A'(I,0), 1312,0) 
b) 11(2,0), A'(2,0), 13'(1,0) 
c) A(1,0),9(2,3), A'(.1,2),13'(4,-3) 
d) 13(2,3), A'(.3,.3), B'(•1,2) 

1I. Encuentre la similitud opuesta que mapea a cada segmento AB en KB' para los conjuntos de puntos dado* en el ejercicio 30.10. 
12. Encuentre ecuaciones para la similitud que lleva al triángulo ABC, donde A(0,0), B(1,0) y C(0.2) en el triángulo 	donde 

e) 	A13,0), H'(3,2), C'(7,0) 
b) 13'0,41 C(1/1.5) 
c) A'(0,0), 13*(3,01 C'(0,6) 

A'(.3,.2), 	C'(.3,1) 
e) A'(.5,5), 	C'(.2,3) 
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Los Axiomas (Nociones Comunes) 
I. Cosas iguales a la misma cosa son iguales entre sl. 
2. Cuando iguales se agregan a iguales, entonces las sumas son iguales. 
3. Cuando iguales se restan de iguales, entonces las diferencias son iguales. 
4. Cosas que coinciden una a otra son iguales. 
5. El total cs !mayor que cualquiera de sus partes. 

Los Postulados 
I. Se puede trazar un segmento de linea entre cualesquiera dos puntos. 
2. Se puede extender indefinidamente un segmento de línea 
3 	Se puede trazar una circunferencia teniendo cualquier punto como centro y que pase por cualquier otro 

punto. 
4. Todos los ángulos rectos son congruentes. 
5. Si una transversal cona a dos lineas tal que la suma de los dos ángulos interiores en un lado de la 

transversal es menor que dos ángulos rectos, entonces las dos lineas se cortan en ese mismo lado.  

Selección de las 48 Proposiciones del Libro I 
I. Construir un triángulo equilátero sobre un segmento dado. 
2. Construir un segmento congruente a un segmento dado desde un punto dado corno un punto e \líenlo 
3. Cortar de un segmento dado un segmento congruente a un segmento más pequeño dado.  

4. Dos triángulos que satisfacen la condición L.4L son congruentes. 
5. Los ángulos de la base de un triángulo isósceles son congruentes. 
6. Si dos ángulos de un triángulo son congruentes, entonces los lados opuestos a estos ángulos son 

congruentes. 
7. En un lado de un segmento congruente a la base de un triángulo dado, únicamente se puede construir un 

triángulo directamente congruente al triángulo dado. 
8. Dos triángulos que satisfacen la condición LLL son congruentes. 
9. Bisecar un ángulo dado. 
10. Bisecar un segmento dado. 
I I. Levantar una perpendicular en un punto dado en una linea. 
12. Desde un punto dado trazar una perpendicular a una línea dada. 
13. Si sale un rayo desde un punto de una línea, entonces los dos ángulos formados del mismo lado de la 

línea son rectos o tienen suma igual a dos rectos. 
14. Si de un punto salen dos rayos en direcciones opuestas y sus ángulos adyacentes miden dos ángulos 

rectos, entonces tales rayos están en una linea. 
15. Los ángulos opuestos por el vértice, formados por la intersección de dos lineas, son congruentes 
16.Un ángulo exterior de un triángulo es mayor que cualquier ángulo interior y opuesto. 
17. La suma de cualesquiera dos ángulos de un triángulo es menor que dos ángulos rectos. 
18. En un triángulo el lado mayor es opuesto al ángulo mayor. 
19. En un triángulo el ángulo mayor es opuesto al lado mayor. 
20. En un triángulo la suma de cualesquiera dos lados es mayor que el tercer lado. 
22.Con tres segmentos dados construir un triángulo . 
23. En un punto dado sobre una linea construir un ángulo congruente a un ángulo dado. 
24. Si dos lados de un triángulo son respectivamente congruentes a dos lados de otro triángulo. y el ángulo 

comprendido entre los dos lados del primer triángulo es mayor que el del segundo, entonces el lado 
opuesto del primero es mayor que el del segundo. 

25. Si dos triángulos tienen dos lados congruentes a dos lados respectivamente, pero el tercer lado del 
primero es mayor que el del segundo, entonces el ángulo del primero que está entre los dos lados es 
mayor que el del segundo. 

26. Dos triángulos que satisfacen la condición ALA o la condición AAL son congruentes. 
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21. Si era ItiiiKSCi",:d creta 	iteat, 1;11 	e 1(,Stirtties iurtop.s y tite e. s S‘71; 	 (11I01:CCS 

lis dos linces son 
29. hui transversal que imita lisas pmalelas, forma MigulosalIC1111)5 eiiiiii.nemtes y ángulos cormpon-

dientes connientes. 
30. El paralelismo de lineas es liansiiis o. 
31. Por un punto dado fuera de una linea dada, trazar tinta línea paralela a la linea dada. 
32. Un ángulo exterior de un triángulo es igual a la Stfilla de los dos ángulos interiores opuestos. La 511n de 

los ángulos de un triángulo es igual a dos rectos, 
33. Los segmentos que unen puntos extremos correspondientes de dos segmentos pararelos congnientes 

igualmente dirigidos, son congruentes y paralelos. 
34. Los lados opuestos y ángulos opuestos de un paralelogramo son congruentes, y cada diagonal biseca el 

área. 
36. Los paralelogramos en bases congruentes y dentro de las mismas paralelas tienen áreas iguales. 
38. Los triángulos en bases congruentes y alturas congruentes, tienen áreas iguales. 
40. Triángulos de áreas iguales en bases congruentes y sobre el mismo lado de la línea base, están también 

dentro de las mismas paralelas. 
41. Si un paralelogramo tiene la misma base y está entre las mismas paralelas que un triángulo, entonces el 

paralelogramo tiene doble área que la del triángulo. 
46. Trazar un cuadrado sobre un segmento dado. 
47. En un triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los 

catetos. 
48. Si el cuadrado del lado de un triángulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, 

entonces el triángulo es rectángulo con el ángulo recto opuesto al primer lado. 
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APENDICE II 	I (:O,‹SrnCC('IONF',SHASU'AS(5,,RSI:LAI'COMBAS 

Nulerlón Simbolizaremos una circunferencia con centro A y radio r = In(CD) por A(r) o A(CD). La 
circunferencia con centro A que pasa por el punto B se simbolizará con A(B). A menos que se establezca de 
otra manera, en este apéndice r y s simbolizarán longitudes arbitrarias convenientes. 

Las construcciones que aparecen aqui, no pretende que formen una relación exhaustiva. Son 
construcciones básicas que todo estudiante serio de geometria deberá tener disponible cuando lo necesite. Se 
le sugiere que practique estas construcciones, guardando en mente que se requiere precisión, Los lápices que 
se utilicen deberán estar perfectamente afilados y nunca usar borrador. Asegúrese que sus lineas y círculos 
pasen precisamente por los puntos que se quiere, no aproximados a ellos. Nunca ponga mancha grande para 
indicar el lugar del punto! Si es [necesario, trace una pequeña flecha dirigida hacia cl punto, pero no borre o 
cubra. Observe que estas técnicas se siguen en las construcciones de abajo, imítelos. Asegúrese que sus 
construcciones sean exactas, cheque sus ángulos con un transportador y mida sus distancias con una regla. 

13.3 	Coitslivedób Trazar un triángulo ABC dadas las longitudes de sus tres lados a, b, c. 

A 	 B 

Figura B.3 
Desde un punto A en una linea m tracemos una circunferencia A(c) que corte a la línea m en 

un punto B. Luego trace las circunferencias A(b) y B(a) que se corten en C (Ver Fig, B.3), 

1.4 	cesetneeetés Trazar un ángulo C'A'B'congruente a un ángulo dado CAB en un punto A' en una 
linea dada ni, 

Tracemos la circunferencia A(r) que COM AB en D y AC en E; y la circunferencia A'(r) que corte 
a la línea m en B'(Ver Fig, B.4). Tracemos la circunferencia B'(DE) que corte a la circunferencia 
A'(r) en C'. 

b 

Figura 13.4 

IL5 	Courtnicelai Bisecar un ángulo dado CAB. 

Tracemos la circunferencia A(r) que corte 
AB en D y AC en E. Tracemos las circun-
ferencias D(s) y E(s) que se corten en T. 
Entonces AT es la bisectriz deseada. 

Figura 13.5 
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P 

Figura B.3b 

c  

A( )  

Figura 13.51 

B.6 	ContiEuril4ga Bisecar un segmento dado AB u bien levantar su mediatriz. 

Tracemos las circunferencias A(r) y B(r) que se corten en C y D con r>I /2AB. Entonces CD cs la 
mediatriz del segmento AB que corta AB en el punto medio M (Ver Fig. B.6). 

Figu a B.6 

B.7 	Cu.« ruccido Trazar una perpendicular desde un punto P dado fuera de una línea dada ni . 
e 

Figura B./ 

Tracemos la circunferencia P(r) que corte a la línea m en dm puntos A y B. Tracemos las circun-
ferencias A(s) y 8(s) que se corten en C como en la Fig. B.7. Entonces la linea PC es la perpendi-
cular deseada 

8.11 	~mudé. Levantar una perpendicular en un punto P sobre una línea dada m. 

Primer método. Traman la circunferencia P(r) que corle a m en A y B. Ver Fig. 8.8a. Con 
s > r, tracemos las circunferencias A(s) y B(s) que se corten en C. Entonces CP es la perpendicu-
lar deseada. 

Segundo método. Elijamos cualquier punto Q fuera de m y de la perpendicular deseada, como en 
la Fig. B.8b. Tracemos la circunferencia Q(P) que corte ala linea m de nuevo en R y tracemos el 
diámetro RQT. Entonces PT es la perpendicular deseada. 
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11.9 	(...erceeks« Trazar una linea n paralela a una línea dada nt y que pase por un punto dado P. 

Tracemos cualquier línea por P que corte a la línea ni en A. Utilizando la Construcción 13.4, tra-
cemos un ángulo en P congruente al ángulo en A y en el lado opuesto de la linea PA. Entonces 
la línea n es el lado final de este ángulo construido. (Ver Fig. B.9). 

Figura 0.9 

al O Conalnicalón Dividir internamente un segmento dado AB en una razón dada a:b. 

En un rayo conveniente AD que no esté en la línea AB, marquemos AC' de longitud a y C'B' de 
longitud b como se muestra en la Fig. B.I0. Tracemos BB' y una línea por C' paralela a BB' y 
que corte AB en C, el punto deseado. 

Fisura B.I0 

Hm 	La construcción B.10 es alterada fácilmente al proporcionarle el punto C que divida AB en la razón 
a:b externamente. Si a>b, entonces que el punto 8' esté entre A y C' en vez de C' entre A y B'. El resto de 
la construcción ea inalterada. Si a<b, entonces se intercambian los papeles que juegan A y 13; y ay b antes 
de iniciar la construcción. 

au 	comatmeema Localizar el centro de una circunferencias dada. 

Tracemos cualquier cuerda AB y consideremos que su mediatriz (Construcción 8.6) corte a la 
circunferencia en C y D. El punto medio de CD (Construcción B.6 de nuevo) es el centro O de 
la circunferencia s. (Fig. 8.12). 

Figura 8.12 

R.13 ConalruccIón Trazar una tangente a una circunferencia s en un punto dado T en la circunferencia. 

Considerando que es dado el centro O de la circunferencia, trazar el radio OT. La línea 
perpendicular a OT en T (Construcción B.8) es la tangente deseada. 

133 



13.14 Con IvccItbn Traiar una tangente a una circunferencia 3 desde un punto externo a la circunferencia. 

Considerando que es dado el centro O de la circunferencia, tracemos OP y localicemos su punto 
medio M (Constnicción (3.6). Tracemos la circunferencia M(0) que corte a la circunferencia s en 
el punto T. Entonces PT es la linea tangente deseada (Fig. B.14). 

Figura 13.14 



APENDICEC 1 UNA 1N PriDI,CCIDN IIINTORICA DLI. DESARROLLO LIE LA Ch.ONILIIiLt 

ca 	En el principio, la geometría fué una colección de reglas para calcular longitudes, áreas y volúmenes. 
En muchos casos, fué una aproximación burda que llegó por prueba y error. Este cuerpo de conocimiento, 
desarrollado y utilizado en construcción, navegación y agrimensura por los Babilonios y Egipcios, pasó a los 
Griegos quienes con una inclinación hacia el pensamiento especulativo y el ocio, transformaron a la geometría 
en una ciencia deductiva. Alrededor del arlo 300 a.c., Euclides de Alejandría organizó algo del conocimiento 
de sus días, en sus "Elementos", en una forma tan efectiva, que hizo que todos los geómetras de los siguientes 
2000 años, utilizaran y siguieran este libro como su punto de partida, dejando en cl olvido muchos de los 
trabajos anteriores a él, 

ca 	Euclides, definió primero los términos que utilizarla: puntos, lineas, planos, etc. Luego escribió cinco 
postulados que le parecieron claros tal que uno pudiera aceptarlos válidos sin prueba. De estos, procedió a 
demostrar casi 500 proposiciones o teoremas geométricos. La verdad de estos postulados era en varios casos 
no del todo esidente por si mismos, pero los teoremas estaban garantizados por el hecho de que hablan sido 
derivados estrictamente de acuerdo a las leyes aceptadas de la lógica y de estas afirmaciones. 

ca 	Para procedimientos modernos, los métodos euclidianos son imperfectos. Para empezar, intentó definir 
todas las cosas en términos de una noción más familiar, creando algunas veces más confusión que claridad. 
Los ejemplos siguientes proporcionan una ilustración: 

Un punto es lo que no tiene poeta Una lineo es una longitud sin anchura. Una línea recta w una linea que Mí uniforme con los 
puntos de ella misma Un ángulo plano es la inclinación de una a otra de Ultima que Se corlan. Cuando usa Hm tecla está 
colocada tal que haca ángulos adyacentes iguales uno a otro, cada uno de los ángulos iguales es un dngulo recio. 

C.4 	Euclides no definió longitud, distancia o inclinación. Una vez que hubo hecho sus definiciones, nunca 
los utilizó. En su lugar utilizó "reglas de interacción" entre los objetos definidos, sus cinco postulados y otros 
postulados que supuso sin establecerlos, Los cinco postulados de Euclides son los siguientes: 

I. Trazar una linea recta desde un punto a cualquier otro punto. 
II. Una linea recta se extiende continuamente en ambos lados. 
III. Un centro y una distancia describen una circunferencia. 
IV. Todos los ángulos rectos sea Iguales. 
V. Si una linea recta corta a doe lineas rectas haciendo los ángulos interiores del mismo lado de la recta 

menor que dos ángulos rectos, las dos lineas rectas, si se prolongan indefinidamente, se cortan del lado 
en el que los ángulos son menos que dos ángulos rectos. 

c.s 	Euclides no consideró necesario enunciar el postulado siguiente, aún cuando lo utilizó en su primer 
teorema: 

Dos circunferencias, la suma de cuyos radios o mayor que la distancia entra me centros y la diferencia de cuyo radios es menor que tal 
distancia, deberán tener un punto de intersección. 

es 	Es natural preguntar ¿Por qué Euclides no explica su quinto postulado? Después de Euclides, los 
matemáticos intentaron hacer explícito el quinto postulado que Euclides habla desatendido hacerlo. El quinto 
postulado atrajo mucha atención. Fue embarazoso pero intuitivamnte atractivo y la gente sintió que podía ser 
deducida de las otras proposiciones de Euclides. Se propusieron muchas demostraciones del quinto postulado; 
pero ellas contenían alguna suposición equivalente escondida que deberla ser demostrada. Tres condiciones 
equivalentes son: 

i. 	Dos lineas que se interrecan no pueden ser paralela' a una mimos linea recta. (Playfair) 
H. 	Las lineas paralelas permanecen a una distaseis constance una de otra (Proclo) 
iii. Loe ángulos intcrioni de un triángu b hacen dos ángulos rectos. (Legeneke) 
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C.7 	En 1763 Kliigel escribió una disenación en Conjugo 1:rt la que evaluaba todos los intentos 
significativos para demostrar el postulado de las paralelas que 2000 arios antes, Euclides lo había establecido. 
De las 28 demostraciones que examinó ninguna fue satisfactoria. De interés particular fuó el trabajo del 
Jesuita Saccheri (1667.1733). Saccheri consideró la negación del quinto postulado y dedujo consecuencias 
lógicas, esperando llegar a una contradicción. Dedujo muchos resultados extraños, algunos de los cuales 
consideró que eran inconsistentes con otros postulados de Euclides. De hecho, había descubierto algunos 
resultados fundamentales acerca de lo que ahora se llama geometría hiperbólica. 

c,s 	Gauss (1777.1855) fué, aparentemente, el primer matemático a quien se le ocurrió que esta negación 
nunca podría llevar a una contradicción y que podían ser posibles geometrías que difirieran de la de Euclides. 
Consideró que era una idea tan revolucionaria en su tiempo que no lo podía hacer público. En 1829 escribió 
que tuvo temor a las "criticas de sus contemporaneos" atrincherados en las ideas de Euclides. Lovachevsky 
(1793.1856) y Bolyai (1802.1860) independientemente, trabajaron geometrías que parecían consistentes 
negando el quinto postulado de Euclides. Estos trabajos fueron publicados en 1829 y 1832, respectivamente. 
La experiencia demostró que Gauss había sobreestimado a sus contemporancos. Ellos no pusieron atención a 
las nuevas teorías. 

ca 	Casi 40 dos después Beltrami (1835.1900) y Klein (1849.1925) produjeron modelos dentro de la 
geometría Euclidiana de la geometría de Bolyai y Lobachevsky (llamada ahora geometría hiperbólica). De 
esta manera se estableció que si la geometria de Euclides estaba libre de contradicción, entonces también la 
hiperbólica. Ya que la geometría hiperbólica satisfacía todas las suposiciones de la de Euclides excepto el 
postulado de las paralelas. Finalmente se determinó que era imposible una demostración del postulado quinto. 

c.io Con esta bifurcación de la geometría en euclidiana y no euclidiana, fué necesario categorizar resultados 
de acuerdo a su dependencia del quinto postulado. Cualquier teorema de Euclides que no hiciera uso del 
postulado de las paralelas se le llamó un teorema de geometría absoluta. Era igualmente válido en euclidiana 
e hiperbólica. Por contraste, ciertos teoremas euclidianos que dependieran sólo de los postulados 1, II y V se le 
dió el nombre de geometría afín. A los teoremas comunes a geometria absoluta y afin se les llamó teoremas de 
geometría ordenada. 

cm 	El estudio de proyección central forzó a los matemáticos por los problemas de perspectiva enfrentado 
por artistas tales como Leonardo da Vinci (1452.1519). La imagen hecha en lienzos por un pintor se puede 
apreciar como una proyección del original sobre los lienzos con el centro de proyección en el ojo del pintor. 
En este proceso, se deforman las longitudes de manera que dependen de la posición relativa de los diferentes 
objetos representados. ¿Cómo es posible que la estructura geométrica del original se pueda reconocer aún en 
los lienzos? Ello debe ser porque hay propiedades geométricas invariantes bajo proyección central. La 
geometría proyectiva es el cuerpo de conocimiento que se desarrolla de estas consideraciones. Muchos de los 
resultados básicos de la geometria proyectiva fueron descubiertos por el ingeniero francés Poncekt (178!• 
1867) en 1813 mientras era prisionero de guerra en Rusia, privado de libros,. La geometria afin y la geometria 
proyectiva están estrechamente relacionadas también, porque el estudio de aquellas propiedades de figuras que 
permaneces invariantes bajo proyección paralela también se mantiene en geometria afin. Este aspecto de la 
geometría afin fue reconocido por Euler (1707-1783). 

e.13 El progreso en geometria frecuentemente se estancó por carencia en la facilidad de cálculo. La 
invención de la geometria anallitra por Descartes (1596.1650) hace simple la aproximación a un mayor 
número de problemas posibles. Por ejemplo, permite un tratamiento fácil de la teoría de cónicas, un asunto 
que anteriormente habla sido muy complicado. Desde los tiempos de Descartes, los métodos analíticos han 
continuado siendo fecundos porque han permitido a los geómetras hacer uso de nuevos desarrollos en álgebra y 
cálculo. 

cis El alcance de la geometria ha sido amplificado por Ricmann (1826.1866). Se dió cuenta que la 
geometria de superficies proporciona numerosos ejemplos de nuevas geometrías. Supuso que una cuna en la 
superficie se llama una línea si cada pequeño segmento de ella es la curva más corta que une sus extremos. 
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Así, por ejemplo, si la superficie es una esfera, las lineas son las circunferencias más grandes. En esta 
geometria, llamada geometria elíptica doble, son válidos los teoremas siguieses: 

i. Todo par de lineas rutas tiene dos puntos de intenteceibn. Estos puntos son antipodales; esto es, esdn en lados opuestos del mismo 
dilnietro. 

ii. Todo par de tontos no ustipolalea determinan exactamente una linea. Por un par antipodal pasan muchas tucas, 
iii. Ir suma de los inguled de un triángulo a mayor que n. 

C.14 Riemann y Schlafii (1814-1895) consideraron espacios esféricos y euclidianos de mayor dimensión, y, 
Ricmann, en su célebre conferencia inaugural en G6Itingen en 1854, estableció los fundamentos de la 
geometría como un estudio de espacios generales de cualquier dimensión, que ahora se llaman multiformes 
riemanianos. Estos espacios son el objeto principal de estudio en geometria diferencial moderna. Como lo 
sugiere el nombre, los métodos utilizados dependen del cálculo. La geometría de Riemann fue utilizada por 
Einstein (1879.1955) como una base para su teoría general de la relatividad (1916). 

ets Aunque Gauss observó la relación entre la suma de ángulos de un triángulo y la curvatura de la 
superficie en la que ocurre, Riemann y quienes lo siguieron llevaron estas ideas a los multiformes riemanianos. 
Así, la curvatura todavía es un importante fenómeno en geometria diferencial e indica cómo mucha de la 
geometria del espacio que está siendo estudiada difiere de ser euclidiana. 

C.16 Aunque Euclides creyó que su geometria contenta hechos cienos acerca del mundo !hico, se dió cuenta 
que estaba tratando con una idealización de la realidad. No quiso decir que habla una cosa fisica tal como 
longitud sin anchura. Pero se atuvo en muchas de las propiedades intuitivas de objetos reales. Para liberar que 
la geometria se confiara en conceptos fisicos para sus demostraciones, Hilbert (1862.1943) reescribió los 
fundamentos de la geometria en 1899. Hilbert inició con objetos Indefinidos (ejemplo: puntos, lineas, planos), 
relaciones indefinidas (ejemplo: colinealidad, congruencia, estar entre) y ciertos axiomas expresados en 
términos de los objetos y relaciones indefinidas. Cualquier cosa que puediera ser deducida de esto por las 
reglas usuales de lógica, seria un teorema geométrico válido en esa geometria particular. La elección de 
axiomas fué un asunto de gusto. Por supuesto, algunas geometrías serian interesantes y otras no, pero es un 
asunto de juicio subjetivo, Los teoremas no dependen de la naturaleza de los objetos indefinidos sino 
solamente en los axiomas que satisfacen. 

C.17 Viendo todas estas geometrías alrededor de él, Klein, en 1872, se propuso clasificarlos de acuerdo al 
grupo de transformaciones bajo el cual permanecen ciertas sus proposiciones. Desde entonces, la teoría de 
grupos ha aumentado en importancia en los geómetras. Las nuevas geometrías de Riemann dieron 
surgimiento a grupos de transformaciones complicados. Pronto se desarrollaron técnicas de estudio de estos 
grupos. En tal asunto, Sophus Lie (1842.1899) elaboró abundante trabajo yen su honor se le dió el nombre de 
grupos de Lie a estos grupos. 

c.is Actualmente, los grupos de Lie y la geometria diferencial son áreas activas y corrientes en investigación 
matemática de transformaciones, 
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SlIGERENCIAS PARA EJERCICIOS SELECCIONADOS 

1.1 	Trace una altura desde el ;dulce opuesto a la base del ti ángulo KbJeles y aplique el teorema de 
Pitágoras. 

1.2 	Tome (;-d y = nd- d r y resuelva para 1T. 

1.3 	Trace las diagonales y utilice Teorema 2.17, 
1.4 	Considere que la pirámide original tiene altura H. Muestre que 11/(H - h) = B/b y resuelva esta 

ecuación para H. Luego reste el volumen de la pirámide pequeña cortada de la original. 
1.5 	Considere los valores numéricos de las áreas. 
1.6 	Algunas personas consideraban que el "mar fundido" era de forma oval por ello su circunferencia era 

solamente tres veces su diámetro (máximo). 
1.7 	c) Haga y/2 = x. 

d) Haga 3y =x. 

2.2 	Considere que 1d(AB)1 = 1 cl(BA)1 pero AB y BA son directamente opuestos. 
2.4 	Trace la altura h, al lado AB. 
2.5 	Utilice Teorema 2.19. 
2.6 	Aplique Teorema 2,11, utilizando d(AM) = d(MI3). 
2.9 	Reemplace AB, BC, CA en ténninos de DA, DB, DC. 
2.10 Considere E pié de la perpendicular desde Dala linea ABC. Por Ejercicio 2.9, vale la fórmula 

para A, 0, C y E. Reste esta fórmula de la fórmula deseada y utilice el Teorema de Pitágoras para 
mostrar que la diferencia es cero. 

2.12 En Teorema de Stewart, reemplace A, B, C, D por B, L, C, A, respectivamente, en el triángulo ABC 
para la mediana AL. Recuerde que BL = LC, 

2.13 Vea Sugerencia 2.12. En este caso BL / LC c/b por Ejercicio 2,5. 
2.16 Observe las áreas representadas en términos del teorema de Euler,. Considere segmentos dirigidos. 

3.1 	b) Considere el plano ideal 
3,2 	b) Considere la linea ideal. 

d) Suponga que m es la línea ideal y P un punto ordinario. 
3.3 	d) Tres puntos Ideales no colineales ocurren solamente en el plano ideal del espacio extendido. No se 

puede mostrar en una figura. 
3.6 	Se debe violar algo de los "numeradores" en la demostración del Teorema 3.5. 
3.8 	Aplique dos veces el Teorema 2.19 al triángulo VAB. 
3.12 Vea Teorema 3.9, 

4.1 	Utilice 2.18. 
4.2 	Debe estar de acuerdo que, si Ces el vértice ideal del triángulo ABC, entonces 0•CX O para 

cualquier punto X; si L y M son puntos ordinarios, entonces LC = -CM; y si L (o M) está en C, 
entonces LC (o CM) es cero, 

4.4 	Inicie con Teorema 4.2 y utilice Teorema 2.19. 
4.6 	Utilice Ejercicio 4.5 seis veces. 
4.7 	Utilice Ejercicio 4.2. 
4.8 	Utilice la forma trigonométrica del Teorema de Menelao, mostrando que, cuando AL es la bisectriz 

externa del ángulo BAC, entonces los ángulos BAL y LAC son suplementarios eu magnitud y 
opuestos en sentido, 

4.10 Utilice Teorema 4.2. Muestre que BL = LT, etc. 
4.11 Utilice Teorema 4.3 e ideas análogas a las de la Sugerencia 4.10. 
4.12 Deberá mostrar que, si los cuatro puntos dados son colineales , entonces vale la ecuación das. Trace 

la diagonal AC que corte a la linea LMNO en el punto X. Luego aplique el teorema de Menelao a los 
dos triángulos ABC y ACD. 

4.13 Las tangentes desde un punto a una circunferencia son congruentes. 
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4.14 Utilice triángulo ABA' coitid.) por la lins'a CI'Q. 
4.16 Vea Respuesta 4.15. 
4.17 Vea Respuesta 4.13. 

5.1 	Vea demostración del inverso del Teorema 4.2, 
5.2 	Considere válido el Ejercicio 4.1. 
5.3 	Utilice 'Teorema 2.19. 
5,4 	Muestre, por ejemplo, que 13L/OL - AS/A0, CWMA BC/AS y dos relaciones arullogas. 
5.6 	Vea Teorema 5.9. Observe que esta construcción requiere regla solamente. 
5.7 	Utilice Teorema 5.9. 
5.10 Tome la razón común AO/OL = BO/OM = CO/ON = r. Luego utilice el triángulo BOC y las 

miaus BN, CM y OL. 
5.11 Utilice forma trigonométrica del Teorema de Ceva. 
5.12 Vea Sugerencia 5.11. 
5.13 Vea Ejercicio 4.11. 
5.14 Utilice Teorema 5,2 y recuerde que el producto de una secante a una circunferencia desde un punto 

externo P y su segmento externo es constante. Asl, por ejemplo, ANI.AM.= AN•AN'. Vea Ejercicio 
6.18. 

6.4 	Considere O punto medio de la diagonal AC en el paralelogramo ABCD, Muestre que los triángulos 
ABO y CDO son congruentes. 

6.6 	En la Fig. 6.3, muestre que AA' y B'C' se bisecan mutuamente. 
6.8 	Vea Teorema 6.10. 
6.12 Vea Teorema 6.15. 
6.14 Utilice Teorema 6.20. 
6.16 b) Considere PT tangente y PAB una secante a una circunferencia dada y trace la linea AT. 

Entonces ¿TAU es un ángulo externo del triángulo PTA. Luego aplique la parte (a). 
6.18 Vea Sugerencia 6.16(b). 
6.20 Utilice Teoremas 6.13 y 6.16. 
6.21 Utilice Ejercicio 6.20, Teorema 6.15 y Corolario 6.19. 
6.22 Utilice Teorema 6.20. 

7.2 	Utilice pare de la última ecuación desplegada en la demostración del Teorema ".2.  
7.3 	Utilice Corolario 7.4. 
7.8 	Vea Teorema 29.4. 
7.10 Utilice Teorema 7.17. 
7.11 Trace una figura aproximada. 
7.13 Muestre que son diagonales de un paralelogramo. 
7.14 Utilice el triángulo rectángulo BAO de la Fig. 7.16. 
7.18 Utilice Ejercicio 6.9. 
7.20 Inicie con el lado derecho de la ecuación y utilice lo teoremas indicados. 

8.1 	a) Trace AX y BX. 
b) Utilice triángulos semejantes. 
i) Trace AC, CQ, CP, PD, BD y DQ. 
g) ¿Qué clase de triángulo es PQC? 

8.2 	Utilice Problema 8.12. 
8,4 	Forme un triángulo isósceles en el ángulo dado como base y los lados congruentes con la misma 

longitud de la abertura del compás. Transfiera por Problema 8.19 la distancia base al punto dado en 
la linea dada, etc. 

8,5 	En una linea marque AP y PB de longitudes a y 1. En una tinca paralela trace una semicircunferen-
cia KB' utilizando la abertura del compás como el radio dado. Utilice proporciones. 

8.6 	Las dimensiones lineales serán dos tercios de las dimensiones dadas. 
8.10 Coloque el triángulo isósceles tal que uno de sus lados congruentes sea la base. 
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8.11 Trace primero una figura mustranda el triángulo completo cll que se han marcado las pintes dadas. 
8.14 En la "demostración" no cs cierta la primera proposición. 
8.16 h) Con estas herramientas sólo se pueden constná las intersecciones de circunferencias y líneas. 

9.2 	Vea Evo, Survey of Geomeiry, vol I, páginas 44, 50, 233 y 236, por ejemplo. . 
9.3 	b) Inicie con un hexágono y aplique la fórmula de la parte (a) cuatro veces. 
9.4 	La fórmula de la parte (a) se encuentra rápidamente, pero escribir explícitamente la parte (b) es más 

complicada. El perímetro del hexágono circunscrito es 2NIT, el del polígono de 96 lados es 3.1427. 

10.4 Investigue cómo se suman vectores. 
10.6 Si los lados correspondientes de los triángulos no son paralelos y semejantemente dirigidos, el 

centro de rotación es la intersección de las mediatrices de los segmentos que unen vértices 
correspondientes de los triángulos. 

10,8 Utilice Ejercicio 10.1, 

11.8 Vea 11,8, 
11.9 Vea 11.8. 
11,10 Considere que la traslación lleva el punto A al punto El y que una rotación arbitraria mediante un 

ángulo O lleva A a un punto C. Encuentre la rotación mediante un ángulo -0 que lleve C a 13. Vea 
Ejercicio 10,6. 

11.11 Se forma un rectángulo. ¿Qué es cierto de sus diágonales? 

12.3 Intente una traslación y una reflexión o rotación. 
12.3 Ambos de estos mapeos son inversos de cc'. 
12.6 Ambos de estos mapeos son inversos de pa. 
12.7 b) Considere que a es involutoria. 
12,8 Multiplique ambos lados de cada ecuación dada por a''. 
12.9 Multiplique ambos lados de cada ecuación dada por y'. 
12.10 Multiplique ambos lados de la ecuación dada por a" en el lado izquierdo y por p.,  en el derecho. 
12.12 En la propiedad (3), haga p.a... 
13.2 Aplique Teorema 13.6. 
13.10 Vea qué sucede al sentido de un triángulo dado. 
13.12 Considere las circunferencias P(s) y Q(r) para la parte (a). 
13.14 d) Vea Teorema 13,13. 

14.1 Vea Fig. 10.6. 
14.5 Utilice Teorema 13.13. 
14.10 Factorice la reflexión planificada en un producto de reflexiones en tres lineas, siendo la tercera 

perpendicular a las otras dos lineas. Muestre que si las líneas m y n son perpendiculares, entonces 
Clea• = a.m. (al considerar qué rotación representa cada uno de estos productos). 

14.18 Encuentre lineas a, b, c tal que la rotación sea °o. y la traslación ci,a, . Su producto es a,a. , etc. 

15.2 Observe la gráfica. 
15.4 Utilice la Respuesta 15.3 como guía. 
15.6 Si ABCD es un paralelogramo, entonces croa, = azr, por Teorema 15.11. 

16.2 Vea Sugerencia 14.10. 
16.4 Recuerde Ejercicio 12.12. 
16.6 Elimine traslaciones y reflexiones planificadas. 
16.7 Utilice Teorema 16.12 y muestre que ninguna rotación no trivial tiene más de un punto fijo. 
16.11 Considere el lugar geométrico de la imagen de P. 
16.12 Factorice a, en un producto 8,Cf, con p paralelo a ni. 
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16.13 b) Recuerde Teorema 14.15. 

17.4 Vea Teorema 16.1. 
17.8 Vea Teorema 15.12. 
17.10 Vea Teorema 15.11. 
17.12 Vea Teorema 15.7. 
17.16 Este producto se factoriza en cuadrados de productos de cuatro reflexiones cada una, siendo la 

primera (ey,0,cr,a, )' . 

18.1 Utilice un ntapeo semejante al de la demostración del Teorema 18.4. 
18.2 Mapee un triángulo al otro tal que los ángulos congruentes coincidan y los triángulos estén en el 

mismo lado del lado común. 
18.3 Mapee un triángulo al otro tal que formen un triángulo isósceles. 
18.6 b) Este es el Teorema 2.3. 
18.12 Refleje en la bisectriz del ángulo opuesto a la base. 
18.13 Suponga que la mediana AM cs perpendicular al lado 13C. 
18.14 En el rombo ABCD, a, (AABC)= AADC donde ni es la linea AC. 

19.2 Refleje en ese diámetro. 
19.6 Esta demostración es enteramente semejante a la del Teorema 19.10. 
19.8 Considere la suma de pares de ángulos opuestos. 
19.9 Muestre que cr,•ace ane4 01.4't al encontrar la imagen del punto A bajo este producto de medias 

vueltas que es una traslación. 
19.10 Roe el triángulo, media vuelta alrededor del punto medio de su hipotenusa, para formar un 

rectángulo. 

20.8 Los puntos L, M, N son los puntos medios de los lados del triángulo ABC y los puntos medios de los 
segmentos que unen los vértices al ortocentro del triángulo DEF. 

20.10 Ya que la figura es un paralelogramo, tiene un centro de simetría, 
20.12 El triángulo ACH es el triángulo medial para el triángulo QDR. 
20.14 Refleje la casa o el establo en la rivera del río. Luego resuelva el problema. 
20.15 Aplique una media vuelta alrededor del punto medio del lado del triángulo. 
20.16 Aplique Ejercicio 20.15 para una solución. Hay otra solución (¿trivial?) 
20.17 Trace el diámetro perpendicular a su base. 
20.18 Sus alturas a la linea de la base común son congruentes. 
20,19 Muestre que ch.«, 	. 
20.20 Muestre que una rotación alrededor del punto dado deja fija la circunferencia. 
20.21 Trace las líneas OA y OB. 
20.22 a) Utilice una rotación de 90' alrededor de M. 

b) Considere que el triángulo ABC está orientado contrario a las manecillas del reloj. Haga que 
at y p representen rotaciones de 90' alrededor de X y Y, respectivamente. Luego 
(a,• etP)(C).• C tal que a,• cap = t ya que es una traslación. Entonces (4)(81 8,  . Sea 
P(B') o  B", tal que n(B") = 8'. Entonces cada uno de los triángulos WX/3" y 13''YB' son 
rectángulos isósceles, etc. 

c) Trace cualquier diagonal del cuadrilátero y utilice la parle (b). 
d) Un triángulo se puede pensar como un cuadrilátero degenerado. 

21.6 Recuerde las fórmulas pan sen(0+$) y cos(0+4)• 
21.10 Proceda como en el Ejercicio 21.9. 
21.14 Encuentre el ángulo O tal que seno m  bl 	+ b'yl y coso = al (a' + b' 	. Un método es 

tomando 0 -2 tan" (1(a' + b' )" - ayb), 
21.16 Para la linea utilice las ecuaciones del Ejercicio 21.9. 
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22.4 Esto es análogo al Ejercicio 22,3. 
22.6 Una reflexión es involutoria. 
22.8 Ya que solamente la traslación es invertida, reemplace r por -r ea el Teorema 22.9. 
22,10 Vea Sugerencia 22.8. 
22.12 Inicie con las ecuaciones de la Respuesta 22.9, 
22.14 Vea Ejercicios 21.13 a 21.15 y 22.11 a 22.13. 
22.16 Vea Teoremas 21.6 y 22.4, y Ejercicio 22.14. 
22.18 Los puntos fijos son (0,0) y (3,3), 

23.1 Considere varios planos en los cuales está cada lado y aquellos en los cuales está cada par de lados 
correspondientes. 

23.2 Extienda cualquier otro lado del hexágono para formar un triángulo y aplique varias veces el 
teorema de Menelao (Teorema 4.2). 

23.4 Los valores obtenidos para n para los factores 1000 y 1001, son 3.1400 y 3.1431, respectivamente. 

24.4. Vea Teorema 25.7. 
24.6 Refleje en la bisectriz del ángulo formado por un par de lados correspondientes (extendido). 
24.8 Vea Ejercicio 24.7. 
24.10 Su razón es negativa. 
24.12 No hay ninguno con razón positiva. 

25.6 Vea Teorema 25.5. 
25.8 Muestre que QB"/B"O', J(1 -I) y li'B/B0 = k - 1. Utilice el teorema de Menelao en el triángulo 

OQB' para obtener OP/PQ 	1)/(1(k • 1)). 
25.12 Para encontrar el vector de traslación, localice la Imagen dci punto A bajo este producto de 

homotecias. 
25.16 Por el Teorema 23.9. También se debe demostrar que el producto de una traslación y una homotecia 

es una homotecia. Considere la imagen de un segmento dado AB bajo tal producto. 
25.20 Utilice el Teorema 23.16. 

26.2 Vea la prueba del Corolario 13.7. 
26.6 Vea Teorema 13.20. 
26.10 Considere que n sea la otra bisectriz del ángulo en Q. 
26,12 Refleje la figura OA'B'CD en la linea m. 
26.14 Este es un corolario al Ejercicio 26.13. 
26.15 a) ¿Qué isometria deja fija a una circunferencia? 

b) ¿Qué isometría opuesta mapea una circunferencia en ella misma? 

27.2 ¿Qué figura se forma con la unión de las cuatro imágenes? 
27.4 Recuerde que las áreas de figuras semejantes varia» como loe cuadrados de las ~talones lineales. 
27.6 Considere que los puntos medios de AC y BD sean M y N en la Fig. 27.4. El resultado deseado se 

puede obtener al resolver algebraicamente las razones resultantes del hacho que H(E, ZA/EM) mapea 
MN en AB y H(E, EM/EC) mapea CD en MN, El álgebra es algo extenso. 

27.8 Vea Problema 27.7. 
27.10 Vea Problema 27.7. 
27.12 Es opuesto. 
27.14 Vea Teorema 27.9. 
27.16 Los segmentos AB y A'B'son paralelos. 

28.2 Vea Teorema 28.1. 
28,3 Haga que 11(0,2) marxx al triángulo ABC en A'B'C'. 
28.4 Vea Teorema 27.10. 
28.5 Utilice los triángulos DEC y FEA, además DEA y GEC, 
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28.8 Muestre que si 11(M, k) manea XY en AV y 14(14, j) inapez XV en 13 A', t ntomes j k. Deduzca 
que M y N están igualiiiente disimiles de Be. 

28.9 Vea Teorema 28.6. 
28.10 Utilice una rotación y una homotecia apropiadas 
28.12 Utilice cl Problema 28.10. 
28.13 Inicie con un cuadrado que satisfaga casi todas las condiciones. 
28.14 Utilice el método de la Respuesta 28.13. 
28.18 a) Centre algún rectángulo semejante en el ¡entro de la circunferencia. 

b) Coloque algún rectángulo semejante simétrico sobre el diámetro. 
d) Una diagonal es un eje de simetría. 

29.1 Utilice los Teoremas 29.2 y 29.4. 
29.2 ¿En donde mapea obviamente 1.1(0, -2)7 
29.7 Refleje una de las circunferencias en la línea tangente a ella en el punto de intersección dado. 
29.8 Utilice una homotecia de razón -r en vez de la reflexión recomendada en la Sugerencia 29.7. 
29.9 Trace un diámetro A013 de la circunferencia más pequeña. Vea qué es cierto si la secante deseada 

termina en A. 
29.10 Recuerde Ejercicio 2..5. 
29.11 Primero utilice la medida del ángulo y las longitudes de los lados no paralelos. 
29.12 Primero trace algún cuadrado. 
29.13 No se preocupe acerca del perimetro, al principio. 
29.14 Muestre que la razón de homotecia es 1/3. 
29.16 Utilice Ejercicio 29.14. 
29.17 Utilice Teorema 7.20, 
29.18 Utilizando un punto medio de un lado del triángulo ABC como un centro de homotecía de razón 1/3, 

encuentre la imagen del vértice opuesto y del onocentro. 
29.21 Utilice Ejercicio 29.19. 
29.22 Escoja un punto arbitrario en una de las lineas y aplique Ejercicio 29.21. 

30.4 Recuerde Ejercicio 22.14. 
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RESPUESTAS A EJERCICIOS 

Las respuestas incluidas aquí alternan partes de todas las preguntas que tienen más de una parte y todas las 
preguntas impares de los ejercicios de los capítulos I, 2 y 3. 

II 	8Nrg . 
1,3 	Suponga A, 13, C, D que simbolice los vértices entre los lados d y a, a y b, b y e, c y d, respectivamente. 

Ya que el área del triángulo ABC, por ejemplo, está dado por t absenB, entonces el área K del 
cuadrilátero ABCD es la mitad de la suma de los cuatro triángulos cortados del cuadrilátero, dos a la 
vez, por una diagonal. Esto es, 

K = 	absen B + besen C + cdscn D + dasen A 

ii(ah + be + cd + da)= 1,-(a + c)(b + d), 

ya que sen O 1 1 para toda O. Además, la igualdad vale sii 

LA = LB = LC LD = 90' . 

1.5 	Cada triángulo rectángulo con catetos 3 y 4 tiene área 6, asi que el área total de este cuadrado es 
6.4 +1= 23, teniendo el otro lado igual a 5. Esto es, el triángulo rectángulo tiene lados de 3.4 y 5. 

1,7 	a) 11 	c) 6 

2.1 	Por los Teoremas 2.10 y 2.11, d(AB) + d(BC) + d(CA) = d(AC) + d(CA) .« O. 
2.3 	Supongamos que B está entre A y C. Entonces d(AB) + d(BC).. d(AC), de donde 

d(AB) = —d(BC) + d(AC) = d(CB)— d(CA). Los otros casos son análogos. 
2.3 	Utilizando la notación del Teorema 2.19, considerar AL bisectriz del ángulo A. Entonces 

senLBAL = sen4LAC, asl que 
BL BL ABsen LEAL AB 
LC` LC CAsen ZLAC CA 

2.7 	Por el Teorema 2.12, si O es colineal con A, B, C, D entonces 20N = OC + OD y 20M = OA + OB. 
Entonces 

2MNa2M0+20N.A0+130+0C+OD•AC+BD, 
etc. 

2.9 	La expresión dada es igual a 

DA' .(DC DB) +DB' <DA — DC) + DC' <DB — DA) + (DB — DA)(DC — DH)(DA — 

que se reduce a cero cuando se hace el desarrollo. 

2.11 Este es el inverso del Ejercicio 2.8. Sean M y N los puntos medios de AB y CD, respectivamente. 
Entonces AM = MB y CN = ND. Ahora 

MIN MA + AC + CN 
y también 

MN MB + ID + DN AM + CA + NC =.0—(MA + AC + CN). —MN. 

Por lo tanto MN = 0, de donde M y N coinciden. 
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AL = 	 (CA + AB)' 
(AB' .CA + AC'•AB)(CA + AB) - BC' .AB .CA 

2.13 Denote con AL a la bisectriz del ángulo A en el triángulo ABC. Ya que BL/LC = AB/CA por el 
Ejercicio 2.5 y BL + LC =13C, entonces 

BL = AB•BC/(CA + AB) y LC = BC•CA/(CA + AB). 

Por el teorema de Sumad, 
AL' .13C + AB' •CL + AC' .1.13 + LB•BC.C1., = 0, 

de lo que se obtiene 

y finalmente 

11  AL . [bc(1 (b + )1 
 

2.15 El área K = ah/2, tal que K' = (a1,12) 3  . Utilizando el Ejercicio 2,14 para reemplazar h', la expresión 
resultante se factoriza en s(s - a)(s h)(s - c). 

3.1 	a) Falso; una flaca ideal tiene más de un punto ideal. 
c) Cierto. 
e) Falso; hay solamente uno. • 

3.2 	a) Falso; una linea Ideal tiene más de un punto ideale. 
c) Cierto. 
e) Falso cuando n es la linea ideal. 
g) Falso; hay solamente una línea ideal en el plano extendido. 

3.3 	a) Un triángulo ordinario tiene tres vértices ordinarios. 
c) Trace dos lineas que se intersequen en en un punto ordinario A, Los otros dos vértices están en la 

línea al infinito en ese plano. 
3.4 	a) ('1,, 0) 	c) (0,0) 	e) El punto al infinito g) ('1,, 0) 	i) (- 
3.3 	Uno necesita considerar únicamente las diferentes posiciones posibles para el punto P. 
3.7 	a) Considere que son los puntos M y N. Entonces AM/MB AN/NC, tal que AM/AB AN/AC. Ya 

que ZBAC ZMAN, entonces los triángulos ABC y AMN son semejantes por LAL. 
3.9 	Para (AB,CD) (AC/CIXDR/AD) (CA/ADXSD/01). (CD,AB), etc. 
3.11 a) Si (AB,CD) - (AB,CE), entonces D y E dividen AB en la misma razón, así D os E por Teorema 3.5. 
3.13 Ya que el punto medio de un segmento divide al segmento en la razón 1, su conjugado armónico deberá 

dividir al segmento en la razón .1. El punto al infinito lo hace ad. 
3.13 a) Por ejemplo, 

(AB,DC) (AD/DB)/(AC/CB) =1/((AC/Cil)/(AD/D11)) =1/(AB,CD). 
c) Por ejemplo, 

(DB,CA) (DC/CB)/(DA/AB) 

.lie 	-C...U11.11.0 .1£ .DILtie +IE. 
Cli DA CB DA CZ -AD DA 

AC 	É& • IL+R.0 
CO AD CM -AD DA 

-(AC/CB)/(AD/D11) + 1 . 1 - (AB,CD). 

4.1 	Supongamos, por ejemplo, el punto de Menelao L = B, y L, M, N colineales. Entonces N = B y M está 
arbitrariamente en la línea AC oN*ByM= A. En el primer caso BL .0y NII =O, así, por 2.18 es 
válida la ecuación para el teorema de Menelao. Los otros eme son análogos. 
Inversamente, si algún factor en el numerador de la fórmula de Menelao es cero, entonces también 
deberá ser cero un factor en el denominador. Todos estos casos producen tres puntos de Menelao 
colineales, 
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4.3 	No sin alguna clase de acuerdo en la definición de cómo debe ser la razón en la que un punto ideal 
divide a un segmento de una linea ideal. Parece ser que no hay ventaja alguna al intentar hacerlo. 

4.5 	Aplique el teorema de Menelao cuando PQ cone al lado BC en el punto L. Luego, si PQ es paralelo 
a BC, y tenernos BULC = —1. 

4.7 	Al aplicar el Ejercicio 4.2, la demostración dada en el testo también vale para este caso. 
4.9 	Vea sugerencia 4.8. 
4.11 Dé senZBAL = senZL'AC, senZLAC = senZBAL', etc. Luego, aplique la fonna trigonométrica 

del teorema de Menelao. La fórmula de Menelao para L, M, N es igual al recíproco de su fórmula para 
L', M', N', así, si alguno es igual a —1, entonces el otro también es —1, 

4.11 Por el teorema de Menelao, (AVZB)(BK/KC)(CY/YA) = —1. También BZ a BX, CX a CY y 
AY a AZ, ya que las tangentes desde un punto externo a una circunferencia son congruentes, Ahora la 
sustitución produce el resultado deseado. 

4.15 Scan L y N los puntos como en la Fig. 4.7. Trace lineas NA y NA' per N hacia L. Desde otro punto O, 
fuera de esas líneas, trace dos líneas OAA' y OB13' que corten NA en A y B, y NA' en A' y13'. Trace 
BL y B'L. Trace una tercer línea por O que corte BL en C y B'L en C'. Trace AC y A'C' que se corten 
en M. Ahora los triángulos ABC y A'B'C'son copolares en O, así, son coaxiales. Esto es, L, M, N son 
colineales. 

4.17 Sean m y n las lineas NA y NA' de la Respuesta 4.15 y sca el punto dado P igual a L. 

5.1 	Considere que (BULCXCM/MA)(AN/NB) = 1 y suponga que BM y CN se cortan en Q. Suponga que 
AQ corta a BC en L'. El resto de la demostración es análoga a la del inverso del Teorema 4.2, 

Un estudiante dió la prueba siguiente de este inverso. Suponiendo la ecuación dada, consideró que 
AL corta a BM en O y CN en Q. Entonces, utilizando el teorema de Menelao en los triángulos ALB y 
ALC cortados por CQN y 130M, respectivamente, obtuvo 

0c 1.9 AN 	 .0.AQ 

	

e 	--"• aa 	Y CL QA NO 	 BC MA OL 

Al multiplicar estas dos ecuaciones lado a lado y simplificar, obtuvo AQ/QL AO/OL, así O" Q. Y 
Y concluyó el teorema. 

5.3 	Iniciando con la ecuación del Teorema 5.2 podemos utilizar el Teorema 2.19 para hacer el reemplazo 

	

BL ABsenzlIAL 	CM BCsen[COM 	 CAsenZACN 

	

LC CksenZLAC 	MA'«  ABsen[MBA Y  NB BCsen[NCB 

Se obtiene la ecuación del Teorema 5.3. 
5.3 	Cuando LB =901, entones B= D F, asl las alturas concurren en B. 
3.7 	Por el Teorema 3.9, 	 CM/MA* —CM'/M'A y AN/NB —AN'/N1 

asl 
(BULL")(CM/MAXAN/NB) = —(BULTXCM714('A)(AN7N1). 

5.9 	Si BULC CM/MA AN/NB r y las aviaras concurren, entonces r' =1, asi r =I, ya que r es real. 
3.11 Utilice el Teorema 3.3 en las cuales cada fracción se iguala a 1 en este caso. 
5.13 Vea Respuesta 4.11. Utilice esta misma técnica junto con el Teorema 5.3. 

6.3 	El triángulo medial es la mitad de largo (en dimensiones lineales) que del triángulo dado, así que sus 
circuncirctutferenclas tienen también radios de razón 1/2. Pero la circunferencia de los nueve puntos es 
la circuncircunferencia del triángulo medial. 

6.5 	En la Figura 6.7, suponga que BC corte a B'B" en X. Entonces X biseca CA', y BX = 3/413C. Ya que 
la altura del triángulo BXB' al lado BX es la mitad que la del triángulo ABC, entonces los triángulos 
ABC y BB'B" tienen las mismas alturas. Por lo lantolCaor  =141{~. 

6.7 	Por el Teorema 6.6, ya que BB' a CC', entonces ABGe a ACGB' por LAL. Así Be a CB', de lo cual 
AB a AC. 
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6.9 	Sean AX y AY las bisectrices interna y externa del ángulo BAC como se muestra en la figura siguiente. 
Sean a y 	las medidas de los ángulos así formados. Entonces 2u + zp = 180°, y así a + p = 90°, Y el 
teorema se sigue. 

	

A 
	

tt 
Retpursta 6.9 

6.11 El circundiámetro ST del Teorema 6.12 biseca al lado BC, ya que es perpendicular a la cuerda BC. El 
teorema se sigue. 

6.13 De los Teoremas 6.15, 6,16 y 6.17, tenemos 

KKKK K' 

	

K' = s(s • a)(s b)(s 	r, r= r r. 

de lo cual se sigue el teorema. 
6.15 En la figura para el Ejercicio 6.15, OC = (a + b)/2, OQ = (a + b —d)/2, QD = d/2 y OD = (b —a)/2. Ya 

que OQD es un triángulo rectángulo, luego aplique el teorema de Pitágoras para obtener el resultado 
deseado. 

6.16 a) Tóme como ángulo inscrito ABC, trace cl diámetro BOD y suponga que no coincide con BA. 
Entonces el triángulo OAB es esóscelcs, ya que el ángulo externo AOD tiene el doble de la medida 
de cualquiera de sus ángulos interiores y opuestos, y específicamente el ángulo ABO. Por lo tanto 

	

m(ZABO). m(LABD) 	m(LAOD). m(arco AD). 
Análogamente m(ZOBC). m(arcDC), ya sea que el diámetro BOD coincida o no con el lado BC. 
Ahora los ángulos se pueden sumar o restar para dar el resultado deseado de acuerdo a que O sea 
interior o exterior al ángulo ABC. 

c) Suponga que las cuerdas AB y CD se cortan en E. Ya que AEC es un ángulo exterior para el 
triángulo ECB, entonces ZAEC = ZECB + ZEBC = (arco DB + arco AC)/2. 

6.17 Sean P1' y PU las tangentes desde cl punto P, y sea O el centro de la circunferencia, En los triángulos 
rectángulos POT y POU, PO PO, OT s OU y LT = ZU = 90°. Por lo tanto APOT a áPOU por HC 
(hipotenusa cateto). 

6,19 Considere que las cuerdas AB y CD se cortan en E. Ya que LADC a LABC y ZDAB a ZDCB por el 
Ejercicio 6.16a, entonces t1ADE aCBE, así AE/DE = CE/BE, y el teorema se concluye. 

6.21 Por el Ejercicio 6.20, el Teorema 6.15 y el Corolario 6.19, 

/1 	1 I \ 	r.r.r.r 	ss.  
44+ rhr, + 	 Kyo  

	

r. rh 	 P 

6.22 a) Sea BP el circundiámetro desde B. Entonces ZBPC a LA, así senZA = senZBPC a/21t. 
6.23 Este es un corolario al Teorema 6.20. 

7,1 	Por el Teorema 6.11, cada par de excentros sublienden un ángulo recto en cada vértice del triángulo no 
colineal con estos excentros. El teorema se sigue. 

7.3 	El punto medio de 141, es T por el último párrafo en la demostración del Teorema 7.2. Ahora Al corta 
al circundiámetro SOT que es mediatriz del lado BC en el punto S en el circuncirculo. Entonces A - T 
sir A está en la mediatriz de BC; esto es, sil AB a AC. 

7,5 	Ya que cada lado (tal como BC) intercepta una ángulo recto en cada uno de los dos vértices (E y F) del 
triángulo ártico que no está en ese lado, se sigue el teorema. 

7.7 	Sea M el punto medio de la hipotenusa AB en el triángulo rectángulo ABC, y trace la perpendicular 
MN al cateto BC. Ya que AC es paralelo a MN, entonces EN a CN. También MN MN, así 
ABMN a ACMN por LAG. Así CM a BM a AM. 
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7.9 	Referido a la Fig 7.6, va que CA, CH y CF :X)11 percikliculafes, resp,:ctivarriente a, LIII, AH y AB. 
entonces CA, 03 y CF contienen las alturas (AE,131) y 1W) del triángulo HA13. Por lo tanto C es su 
ortocentro. 

7.11 El punto P está en cl circuricIrculo por el Teorema 6.12 y no dentro del triángulo ABC. Ahora, cuando 
AB < AC, entonces el punto R esta fuera del segmento AB y Q está en el segmento AC. Las congruen-
cias establecidas son todas ciertas, pero en la última ecuación, AB = AR — R13 y AC = AQ + QC, así, 
no es cierto que AB a AC. 

7.13 Ya que AN. es paralelo a OA' y como AH es el doble de OA' porque ellos son segmentos de alturas 
correspondientes para el triángulo dado y su triángulo medial, entonces AN. a OA'. Así AN.A'0 es un 
paralelogramo y sus diagonales AA' y ON. se  bisecan mutuamente. 

7.15 En la Fig. 7.16, OA'es paralelo y con longitud la mitad de AH por Ejercicio 7.13. Por lo tanto AO y 
HA' se cortan en un punto P tal que AP = 20P por los triángulos semejantes AHP y OA'P. Así AP es 
un circundiámetro y P está en la circuncircunferencia. 

7.17 Para el cuadrángulo ortocdntrico ABCH, encontrar sus centroides G.. a, G„ G. El cuadrángulo 
deseado, digamos 1..14L,L, es a ABCH como ABCH es a G.G,G,G. Por lo tanto, ya que G.G,G,G es un 
tercio de ABCH en medida lineal, extendido cada uno de AG., BG,. CG, y HG doble de su propia 
longitud a 	L. y L, los vértices del cuadrángulo ortocéntrico deseado. 

7.19 Este es un corolario al Teorema 7.9. 

8.1 	a) Ya que AXB es un ángulo recto, como son APX y BPX, ya que LXAB PAX y ZXBA ZPBX, 
tenemos AABX AAXP AXBP por AA (dos ángulos de un triángulo son respectivamente 
congruentes a dos ángulos del otro). De los dos últimos triángulos, AP/PX = PX/BP y el teorema 
queda demostrado, 

c) Ya que Mal AEFG, entonces EI = 211I, así SHP = HP + (2H1)' = EFP 	. Así H.1= raY, y 
s/2, 

e) La construcción satisface claramente las condiciones dadas. 
g) Ya que PCBA es un paralelogramo, PC a AB. El triángulo PCQ es isósceles ya que la bisectriz del 

ángulo P es también una altura de ese triángulo. 
8.3 	Considere que la circunferencia A(r) corta a los lados del ángulo BCA en los puntos B y C. Trace las 

circunferencias B(r) y C(r) que corten a la circunferencia A(r) dentro del ángulo BAC en los puntos D y 
E. Entonces [DAE a  [BAC — 120' y la bisectriz del ángulo DAE es también la bisectriz del ángulo 
BAC, 

Un procedimiento alternativo, sugerido por un estudiante, es bisecar el suplemento del ángulo dado 
y luego levantar una perpendicular a esa bisectriz. 

8.5 	Sobre una línea marcar AP = a y PB = 1, donde fa—es lo deseado. Sobre una linea paralela a AB 
marcar A'B' = 2r donde r es la abertura del compás. Sean AA' y BB' que se corten en O. Sea OP que 
corte A'B' en P'. Construir P'X' ((A'P')(P'B'))14  por el Problema 8.10. Ya que P'X'es perpendicular 
a A'B', sea la perpendicular a AB en P que corte a la línea OX' en X. Ver la figura que se acompaña. 
Por triángulos semejantes PX = Nra— 

Respuesta 8.5 
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A 	E 
Respuesta 

	

,'/ 	Calcule ('1,)" y marque los pilotos IV y D' en los lados AB y AB del trapecio ABCD tal que 
AB' 	(9,)11  AB y AD''- ('/,r AD. Trace paralelas por B' al lado BC y por D" al lado CD que se 
corten en C'. Entonces AB'C'D'es el trapecio deseado. 

	

8.9 	Sean h y h base y altura, respectivamente, de un triángulo dado y sea dado cl segmento de longitud c. 
Consiniya x tal que xc = bh. En la mcdiatriz del segmento dado, marque un segmento de longitud x 
desde la línea base. El punto así construido es el vértice del triángulo deseado. 

8.11 a) En un punto E en una linea base in levante una perpendicular BE de longitud h, . Vea la figura que 
se acompaña. Trace aren(r, ) que corte a ni en V. Construya en B, en ambos lados de BV, rayos 
que hagan ángulos iguales a B/2 y que corten a in en A y C. 

13 

A 	E Y 

Respuesta 8.11 a 

e) En el punto E sobre una linea base m levante una perpendicular BE de longitud h, , como en la 
figura que se acompaña. Trace la circunferencia B(c) que corte a ni en A. Sea la circunferencia 
A(b) que corte a m en C, y C:. Entonces los triángulos ABC, y ABC, son las soluciones. 

u 

e) En un punto C en una línea ni construya el segmento CA de longitud b y que haga el ángulo dado C 
con ni. Trace la circunferencia A(rn.) que corte a m en A', y A',. Localice B, y 13,. en ni, tal que 
A', biseque a B,C y A', biseque a B,C, como se ve en la figura que se acompaña. Ambos 
triángulos AB,C y AB,C son soluciones. 

Respuesta 8.11e 

8.13 Ya que OCA es un ángulo exterior del triángulo COD, entonces ZOCA = ZCOD + LODC 
2ZODC. Análogamente ZA0B = ZAOD + LADO= ZOCA + LODC 2 LODC + LODC = 3LODC, 
Ya que se requiere utilizar una regla con escala, no se satisfacen las restricciones euclidianas. 

8.15 40°7'. 
8.16 c) La linea por (a,6) y (c,d) tiene la ecuación y - b = (x - oXd • b)/(c • a). 

e) Por las panes (a) y (4), ya que solamente se pueden trazar las lineas y puntos, entonces sólo se 
pueden constsuir números racionales. 
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g) La circunferencia x' + + ax + by + e = 0 y la linea y = vx r u se cortan en los puntos (p,q) donde 

—(a + bv + 2uv) ± ((a + bv + 2uv)' — 4(1 4' 11(11' + bu + c))"  
P 	 2(1 +v'') 

y 	vp + u. Dos circunferencias x' + y' + ax + by + c O y x' + y' + + ey +f= O se colun 
en la línea (a — d)x + (1) — c)y (c f) = 0, si se cortan en todos los puntos, así, cstc caso se 
reduce al de una circunferencia y una línea. 

i) Ninguna de estas cantidades incluye sólo raíces cuadradas y operaciones racionales que se 
apliquen a números racionales. 

9.1 	La medición de la sombra de una pirámide requiere se localice el punto base de la altura directamente 
debajo de la cúspide de la pirámide, cuyo punto es inaccesible. Con dos observaciones de sombras, la 
distancia entre las puntas de las dos sombras de la pirámide cs a la altura de la pirámide como la 
medidas entre las dos sombras de la vara es a su altura. 

9.3 	a) Sea AB un lado del polígono dado en la circunferencia con centro O. Sea M el punto medio del arco 
AB y N el punto medio de la cuerda AB. Entonces y = tu (AM) y x = In (AB). Ahora utilice el 
teorema de Pitágoras en los triángulos OAN y AMN. 

10.1 Vea Teorema 15.1. 
10.3 Mediante el vector de B a A, el negativo del vector dado. 
10.5 Vea Teorema 14.11. 
10.7 180°. 
10.9 Vea Teorema 16.1. 

11.1 

11.2 

113 	Una mediavuelta alrededor de su centro y una reflexión en cualquiera de las dos linea por su centro y 
paralela a un par de lados, y, por supuesto, el trapeo indentidad t. 

11.4 a) Lo mismo que en la Respuesta 11.3. También una rotación de 90* o de 270° alrededor de su centro . 
También una reflexión en cualquier diagonal. 

c) La identidad, una mediavuelta alrededor de su centro y reflexiones en las diagonales 
e) Rotaciones múltiplos de 60°, reflexiones en las mediatrices de sus lados y reflexiones en sus 

diagonales que pasan por su centro. 
11.5 a) Una traslación de 5 unidades en la dirección negativa de las "x"- 

c) Una rotación de 270° alrededor del punto (3,0). 
e) Una rotación de 90° alrededor de Q, 
g) Es su propio inverso. 
i) Es su propio inverso. 
k) Una reflexión planificada de 5 unidades en dirección negativa de las "x" con eje de simetría y = 
m) La identidad. 

11.6 Las isometrlas de (g) e (i) son involutorias, aquellas de (a), (c), (e), (k) y (m) no son. 
11.7 a) No hay 	c) 4 	e) 4 	g) 2 	i) 2 	k) No hay m) 1 
n.s 	a) y = x/2 	c) y = -x/2 
11.9 a) y = 1 	e) y=-1 
11.11 El triángulo rectángulo ABC con ángulo recto en C y el punto medio M de la hipotenusa y su imagen 

bajo la mediavuelta alrededor de M forma un rectángulo ACBC' cuyas diagonales son congruentes y se 
bisecan mutuamente en M, estableciéndose el teorema. 

a) 	(5,0), (6,0), (5,2) e) 	(3,-3), (3,-2), (1,-3) e) 	(5,-1), (5,-2), (7,-1) g) (0,0), (0,1), (2,0) 
i) 	(6,0), (5,0), (6, -2) k) 	(5,4), (6,4), (5,2) m) (0,0), (1,0), (0,2) 
a) x 	O, x c) y=0,y=x-3 e) y=x-5,y=-3 g) Y " x 
i) 	x=3,y=0 k) x=0,x= Vi,y=2 m)x=0,x=0 
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12.1 Para cualquier punto A en el plano, sea u (A) =13 y KB) = C. Entonces clia')(A) = C. Ya que p es 
uno a uno, ningún punto diferente de 13 se mapca en C por p. Análogamente, A es el único punto que 
se mapea en B por a. Por lo tanto pa es uno a uno. 

Para cualquier punto X en el plano, ya que p cs sobre, hay un punto Y tal que 0(Y) = X. 
Análogamente, hay un punto Z tal que a(Z) = Y. Entonces (tia)(Z) = X, así, pa es sobre. 

12.3 Sca a una traslación de unidad 1 en la dirección positiva del eje de las "x" y sea )3  una reflexión en el 
eje de las "y". Entonces pa mapea el origen cn (-1,0) y ufi mapea cl origen en (1,0). Por lo tanto 
flar-ap. 

12.5 Ya que a y (al' ambos son inversos de u.' por Teorema 12.11, como a = (a')' por Teorema 12.12. 
12.7 a) Tenemos a = at = o.(aa.') 	= une' = t. 
12.9 Suponga que ay = )3y. Entonces a = at = a(yy") = (ay)y.' = (fiy)y 4  =13(yy.' ) 111= )1.  El otro caso es 

análogo. 
12.11 a) Sean a, p, y una reflexión en el eje de las "y", una reflexión en la línea x = 1 y una traslación de 

unidad 1 en la dirección positiva del eje de las "x". 
c) Si, pero a II si a y 1.1 conmutan. 

12.13 Por (1), tome aES. Por (2*), ya que aES y ae S, entonces t = &riel Por (2*), utilizando a c I, 
a''t ES. Por lo tanto la condición (2) se satisface. Ahora, para a y b dados en S, entonces a.' y b 

están en S por (2), as( ab “ (Ir' b está en S por (2*). Por lo tanto se satisface (3). 

13.1 El teorema 13.3 muestra que una isometria a mapea cualesquiera tres puntos colineales en tres puntos 
colineales, Por lo tanto las líneas se mapcan en líneas. Si P es algún punto en una circunferencia de 
radio r y centro O, sean P' y O' las imágenes de P y O. Ya que a es una isometría, m(OP) 
así que P.  está en la circunferencia de centro O' y radio r. Análogamente, todos los puntos P' a una 
distancia r de O' son imágenes de los puntos en la circunferencia dada con centro en O. 

13,3 Si A, B y A' son colineales, entonces B' también es colineal con ellos. Haga que la línea ABAD' corte 
el eje de simetría en F. Por definición de una reflexión, AF = FA' y BF = F8'. Entonces 
AB-AF +FB-FA'+B'F=B'A'. 

13.5 Para cualquier punto A, cr„(A)= A' sil A = A' o in es la mediatriz de A'A, Pero entonces A'- AEm o 
m es la mediatriz de A'A, as( que a.(A') = A. As( 

13.7 En la Fig. I3.6c, los segmentos (tal como AB) generalmente paralelos al eje de simetría m tienen 
generalmente el mismo sentido que sus imágenes. Esto es, AB y A'B' ambos están generalmente en el 
sentido que el de m. Los segmentos (tal como CA) aproximadamente perpendiculares a m tienen sus 
sentidos aproximadamente en orden inverso. Esto es, CA y C'A' están dirigidos más o menos hacia el 
eje de simetría, pero en sentido opuesto, asl, cuando CA está dirigido hacia la derecha, C'A'es dirigido 
hacia la izquierda. Así, el sentido del ángulo BAC es opuesto al del ángulo B'A'C'. Se sigue que el 
sentido de cualquier triángulo es invertido por una reflexión. 

13,9 Toda reflexión invierte el sentido de un triángulo, así un producto de dos reflexiones preserva el 
sentido. Se sigue que cualquier isometria directa, que es producto de un número par de isometrias, 
preserva el sentido de un triángulo. 

13.11 Los Corolarios 13.17 y 13.18 establecen este teorema para un triángulo (un polígono de 3 lados), 
Suponga que el teorema cs válido para cualquier polígono de le lados, Ic13. Sea A,A,...A4.1  un polígono 
de k + 1 lados y sea a una isometría. Entonces a(A,A,...A,) a A,A2...A, y a(6A.A.,A, ) a AA.A..,A1 
por hipótesis. Debe haber al menos un vértice A, ,I<k, tal que A,, A, y A, no sean colineales. Ya que 
a(A, A,.,) a A, 	, se sigue que a(A,.,) está del mismo lado que a(A,A,), relativo al resto del polígono 
imagen, como lo está 	relativo a A,k, y el polígono dado. Ahora tenemos a(A,A,,..A..,) a 

por suma de regiones. 
13.13 	a) 	A.(0,0), B.(1,0), C.(0,-3), D.(1,-1), E.(2,-3), F'(15,-12), G'(-3,5) 

c) A'(0,4), B.(1,4), C'(0, I), D'(1,3), E'(2,I), F(15,-8), G'(-3,9) 
e) 	A.(0,0), B*(0,1), C.(3,0), D.(1,1), E'(3,2), F.(12,15), G'(-5,-3) 

14.1 La demostración dada en 10.6 es completamente suficiente . 
14.3 Este es un corolario a los Teoremas 14.2 y 14.4. 
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14.5 Por el Teorema 13.13, cualquier isometna rt es un producto de a lo nulo tres reflexiones. Ya que es 
directa, es un producto de exactamente dos reflexiones en los ejes de simetría m y o, una rotación si al y 
o se intersecian o una traslacion si os y a san paralelas, siendo el mimo identidad un caso especial de 
una rotación o una traslación. 

14.7 Por (13a)(A) p(A) (l,-2)  y  (a)l)(A) = ct(1,-2) = (1,2). 
14.9 También es una traslación, el inverso de la traslación Pa. 
14.11 Una reflexión es una reflexión planificada cuya planificación es cero. No, una traslación es directa y 

una reflexión planificada es opuesta. . 
14.13 Sea la reflexión planificada 	, en la cual g es perpendicular a ambas a y b. Entonces 

cc' =etaA = a,a,,cr, por Sugerencia 14.10, así a' es el inverso de la plastificada dada, seguida de una 
reflexión. 

14.15 No, un producto tal, es una isometría directa. 
14.16 	a) 	(0,0), (0,1), (-3,0), (-1,1), (-3,2), (-12,15), (5,-3) 

c) 	(0,0), (0,-1), (3,0), (1,-1), (3;2), (12,-15), (-5,3) 
e) 	(2,0), (2,1), (-1,0), (1,1), (-1,2), (-10,15), (7,-3) 
g) (2;4), (2,-5), (5;4), (3,-5), (5.-6), (14,-19), (-3,-1) 

14.17 a) (5,0), (6,0), (5,3), (6,1), (7,3), (20,12), (2,-5) 
e) (-1,2), (0,2), (-1,5), (0,3), (1,5), (14,14), (-4,-3) 

14.19 El centro de la rotación afl es el punto simétrico al centro de rotación pa en el punto medio de AB 
como centro de simetría. Cuando n y m son paralelas, esto es, cuando los ángulos de las rotaciones son 
opuestos, el producto 13a es una traslación y ial3 es su traslación inversa. 

15.1 Ya que, para un ángulo dado ABC, cualquier reflexión mapea al triángulo ABC en un triángulo 
congruente, mapea al ángulo ABC en un ángulo congruente. Pero cada isometría es un producto de 
reflexiones. 

15.3 Por el Teorema 13.12, cr'„ = I, pero allí hay puntos A y B tal que cr.(A) =By A se B, así a„ x I. Por 
supuesto, A se puede tomar como cualquier punto fuera de ni. 

15.5 Ya que b y a son perpendiculares, entonces ambos aa. y asab representan rotaciones de 180° 
alrededor de su punto P de intersección por el Teorema 14.9. 

15.7 Sea rn la línea en A y 13, y sean a y b las líneas por A yBy perpendiculares a m. Sean las líneas c y d 
trazadas paralelas any by espaciadas tal que la distancia dirigida de a a b sea igual que la de da c -y 
con el punto C en la linea c. Finalmente, sea la linean que pase por C perpendicular a c y sea n que 
corte a d en D. Entonces acosa, = a:opacas°, =apaztaxtaba.a.ct = 040,cm:t. = , ya que 
adar = aah 

15.8 a) '(1,0), (2,0), (1,-3), (2,-1), (3.-3), (16,-12), (-2,5) 
c) 	(-9,-6), (-8,-3), (-9,-5).  (-10,-3), (-23,6), (-5,-11) 

15.9 	a) (0,0), (-1,0), (0,-3), (-1,-I), (-2,-3), (-15,-12), (3,5) 
c) (4,6), (3.6), (4,3), (3,5), (2,3). (-11,-6), (7,11) 

15.11 Si a y 13 son traslaciones, entonces hay puntos A, B, C tal que a =, carr, y 13 = accr. . Entonces 
Pa " accachar = en, . Ahora. tomando D tal que ABCD sea un paralelogramo, entonces 
a = 04.4 = ocas'  y P = oca, = opa, , así que 

aíS = CICODOPCIA " acai "13a. 

16.1 Si a, b, c son todas paralelas, entonces tome d tal que la distancia dirigida de c a d sea igual a la de b a 
a. Si las líneas dadas son concurrentes, entonces reemplace "distancia" por "ángulo" en la primer 
proposición de esta respuesta. 

Inversamente, si oxbn. "' a, entonces o,a. 	así %as es la misma traslación o rotación que 
asa.. Por lo tanto las cuatro lineas pasan por cl centro de rotación o todas son perpendiculares en la 
dirección de la traslación. En cualquier caso, forman un as y los ángulos o distancias dirigidas se 
establecen en el primer párrafo de esta respuesta, 

16.3 Toda isometría directa es producto de dos reflexiones. Cada isometría opuesta es una reflexión 
planificada por el Teorema 16.4, así, se puede escribir como un producto a,ct.a., donde g es 
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ircrpendicular a ambas u y G. Ahora, sca ti d punto de imersección ac las lineas h y g, tal que 
- a,n„ 

16.5 las trasformaciones de cada conjunto furmin un subconjunto tic aquellas de arriba yen cadt caso, las 
condiciones del Ejercicio 12.12 se satisfacen. 

16.7 Una rotación no trivial tiene justamente fijo su centro, pero si una rotación a tiene un punto fijo X. 
entonces sea u = oso, donde la línea a pasa por X. Ya que o, (X) = X, tenemos que 
X = a(X)= (a,a,)(X) = a, (X), y X es un punto fijo bajo a, , también. Mi X está en la línea b, 
también. Esto es posible solamente cuando X es el centro de rotación o cuando las líneas a y h 
coinciden tal que la rotación es el mapeo identidad. 

16.9 Si es involutoria una rotación mediante el ángulo O, entonces su cuadrado, una rotación mediante el 
ángulo 20, es el mapeo identidad. Esto implica que 20 es un múltiplo de 360°, así O es un múltiplo de 
180° . Ya que la identidad no se llama 1111.0111101-11, entonces O es !tapio impar de 180° , y la rotación 
es una media vuelta. 

16.11 Ya que la isometria a rnapea ni en ni y n en n , entonces a(P) deberá estar en un, ya que P está en m y in 
es una linea fija. Análogamente, a(P) deberá estar en n ya que P está en n y n es una linea fija. Por lo 
tanto a(P) = P, el único punto en ambos nr y n. 

16.13 a) Si 	c) Si 	e) No; el producto de dos medias vueltas es una traslación. 
17.1 Otros pares duales son 17.4 y 17.8, 17.5 y 17.9, 17.11 y 17.12. 
17.3 Si a = b o si a es perpendicular a b, entonces claramente se siguen las otras condiciones, principalmente 

por el Corolario 15.9. 
Si aba. = a = a,cr,, entonces (asa. )' = r, asl, se aplica el Ejercicio 16.11. Los otros casos son 

análogos o se siguen del Teorema 16.14. 
17.5 Las condiciones (1), (2) y (3) son equivalentes por los Teoremas 14.4 y 14.10. Las condiciones (2) y (4) 

son equivalentes algebraicamente; simplemente multiplique en la derecha de ambos lados de cada 
ecuación por cri  . 

17.7 Estos resultados son análogos al Teorema 17.5. 
17,9 Este teorema es dual del Teorema 17.5, así que su demostración es análoga. 
17.11 Ya que 0,.-0,0,4  es un producto de un número impar de reflexiones, es una reflexión planificada. Luego 

aplique el Teorema 15.7. 
17.13 Aplique el Teorema 15.12. 
17.15 Esta identidad es equivalente a (a.,aka,)'(cr‘cyr,)'(app.)kiza,a, )'(a.c4a, )'(a,a.a,)t = I, que es 

cierta, ya que el primer y cuarto factores son inversos tino de otro, asl como el segundo y el último y el 
tercero y el quinto. 

17.17 En la relación de Thontsen, cada producto (a4a,c1c )' es el cuadrado de una media vuelta, por lo tanto 
es la identidad. En el Ejercicio 17.16, cada tal producto es una traslación. 

18.1 So m(AB)= m(A'B'), tri(LA). m(LA') y tri(LB)= m(Z13') en los triángulos ABC y A'B'C'. Sea a 
una isometría que mapea AA'B'C' en AABC" asi que C y C" están en lados opuestos de AB, como en 
la Fig. 18.4. Haciendo que m denote la linea AB, sea a. (C) = X. Ya que AB es bisectriz del ángulo 
CAC" , X está en el rayo AC". Análogamente, X está en el rayo BC". Por lo tanto X = C", el punto 
de intersección de los dos rayos. Ahora (ac'a. )(AABC) = eil(AABC") = AA'B'C'). y el teorema se 
concluye. 

18.3 Sean los triángulos rectángulos ABC y A'B'C' que 
tienen m(CC) = m(.eC') - 	m(AC) = m(A'C') 
y m(AB) = m(A'13'). Sea a una isometria que n'apee 
al triángulo A'B'C' en el triángulo A"B"C, con B" 
en el rayo CB y A y A" en lados opuestos de BC. 
Haciendo que ni denote la linea BC, entonces 
a. (A) = A". Asl m(BA)= m(BA'') = m(B"A''), 
asi que B = B". Ahora a. (AABC) = AA"B"C s 	 e 	A 

AA'B'C'. Vea la figura. 	 Respuesta 18.3 
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B D 

Rapada 19.13 

18.5 a) Si AM cs la mediana, entonces los triángulos ABN1 y ACM son congruentes por LLI,. 
c) Si AU es la bisectriz, entonces los triángulos ABU y AC11 son congruentes por LAL. 

18.6 a) Sea la bisectriz del ángulo A que cone a la base BC en U, y sea m que denote la línea AU. Ahora 
a. mapea la línea AB en AC y ya que m(AB) = m(AC), a. (B) = C. Así que er„(ZABC) = LACB. 

18.7 Por el Teorema 17,8, ab  = 	, de donde a" = cviéT4cIN = acnpoc  = CNCIéTiec = a,cr, , la 

siguiente a la última igualdad utilizando el Teorema 17.13. 
18.9 Por el Teorema 18.9, a,,(AABN) = ACDN y a. (ABCN) = ADAN. 
18.11 En el trapecio ABCD, sea m(ZA)= ni(LB) y sea in la mediatriz de AB. Ahora el rayo 13C = a.(rayo 

AD). Sea er.(D)= X. Entonces X está en el rayo BC y ya que AB es paralelo a CD, entonces X 
también está en CD. Por lo tanto X = C. Esto es, er.(AD)= BC, así que el trapecio es isósceles. 

18.13 Si la mediana AM es perpendicular al lado BC, entonces a.(B) = C, donde mes la línea AM. Pero el 
triángulo ABC es isósceles. 

18.15 Sean las diagonales perpendiculares AC y BD que se corten en N. Por el Teorema 18.9, ni(BN)= 
in(DN). Haciendo que m simbolice a la linea AC, entonces a.(13) = D, así que m(AB) = in(AD) y 
in(CB)= m(CD). Y el teorema se sigue. 

19.1 Sea P cualquier punto en una circunferencia con centro O, y sea ni cualquier diámetro. Si a.(P) = P', 
entonces a.(0P) m3P', así OP OP' y P' está en la circunferencia siempre que P lo esté. 

19.3 Para el inverso, supongamos que son congruentes las cuerdas AB y CD. Sea a una rotación alrededor 
del centro de la circunferencia que lleva AB a CD. Esto es, consideremos que a(A) = C y a(B) está del 
mismo lado de C como está D. Ya que a(B) está en la intersección de la circunferencia dada y la 
circunferencia C(AB), entonces a(B) = D. Ya que la distancia desde el centro de la circunferencia a 
una cuerda se preserva por a, el teorema se sigue. 

19.5 Rote el triángulo una media vuelta alrededor del punto medio de cualquier lado, formando un 
paralelogramo. Ahora aplique el Teorema 19.6. 

19.7 Para (a.a.a,aa. )(A) = (a.a.a,a, )(B) ((vio, )(C) (cha. )(D) = a, (E) = F. Pero a.a.a,a,cr. a„ 
así a. (A) = F. 

19.9 Ya que ac  cha, a" a, es una traslación, es la identidad sii tiene un punto fijo. Ahora 
tac oca, aza..a.)(A)= (ac acero  aba. )(A) = (ac aca. Oler )(A) ‘" ((le oca. a, )(C) = (ere ara, ere )(C) 
(etc 0.04(C) = (ac cr, )(B) = ac.(f3) = A. Y el teorema de sigue. 

19.11 Una tangente se mapea en la otra por una reflexión en ci diámetro que pase por el punto dado. 
19.13 La línea DF es fija bajo la reflexión planificada a,a,a, (vea Teorema 7.6), así DF es el eje de simetría, 

El punto D es fijo bajo a. y lo mapea en un punto D' en el rayo FE bajo a, tal que ni(ED')=. 
Finalmente, a, lleva D' al punto D" en cl rayo DF tal que FD" = FD' = FE + ED' = FE + ED. Ahora 
DD"= DF + FD" = DF + FE + ED. 

20.1 Ya que aér,c9 a„ entonces ao, arn 
20.3 Ya que, por ejemplo, CABU es un paralelogramo, entonces ax..a•au s• I, ad au = ace.sai . Ya que 

acac = m7,, entonces C es el punto medio de UV, etc. 
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20,5 La condición (1,7 (U) Y V estálece que. C es el punto medio de U V, etc. Ahora el, cijn,,n, implica 
ovo„ = (f.o, , así m(1314 tn(AC), pero 1311 '¿WU, etc. 

20.7 En el Teorema 6.20, ya que los triángulos ABD y APC son semejantes, entonces AD y AP son 
conjugados isogonales. Esto es, la altura y el circundiárnetro que se relacionan desde un vértice de un 
triángulo son conjugados isogonales. Y el teorema se sigue. 

20.9 La demostración del Teorema 20.15 muestra que S triseca a la mediana AA'. Análogamente S triseca 
a las medianas BB'y CC'. 

20.11 Como se estableció, (op,c1,)(Y) -= (Gicr,)(Z) = cr,(X) = Y, ya que las tangentes desde un punto a una 
circunferencia son congruentes. Así, ofr,o, tiene un punto fijo, así que no es una reflexión planificada, 
sino solamente una reflexión en una linea que pasa por ese punto fijo y también por el punto de 
intersección de estos tres ejes de simetría por Teorema 16.1. Esto es, d, e y f coneunen. 

20.13 Supongamos que los puntos medios no son todos distintos. Entonces hay puntos distintos P y S cn no 
con imágenes a(P) = Q y a(S) = T en n, tal que algún punto R es el punto medio común de PQ y ST. 
Ahora o,(PS) = QT. Ya que cr, deja fijos a los puntos de n, entonces 	)(PS) = QT, también. Por 
el Teorema 13.20, entonces a = o, o a - o.o, . En cualquier caso todos los puntos medios deseados 
coinciden en R. 

20.15 Sean 1313, y CC, perpendiculares trazadas desde los vértices 13 y C sobre la mediana AA'. La media 
vuelta cr.,,  lleva A'B en A'C y el rayo A'B, en el rayo A'C,. Ya que hay solamente una perpendicular 
desde C a la linea AA', se sigue que cr,- (13.) = C,. Por lo tanto los triángulos BA'13, y CA'C, son 
congruentes y se sigue el teorema, 

20.17 Sea ABCD un trapecio cíclico con lados AB y CD paralelos. Refleje en ese diámetro perpendicular a 
AB y CD. Entonces A y D mapean a los puntos en las líneas AB y CD, respectivamente. Pero ellos 
también mapean a los plintos en la circunferencia. Por lo tanto mapean a B y C. As( nr(AD)= ni(13C). 

20.19 Tenemos oc•. = COtc.oc. y a,- = a, a,a,• por Teorema 17.9. También, 

etc 	= a,ac• 	 y 	a, CIA = CfcCIA• . 
Ahora 

cr•Cr4e,  0'4 o  (acercar )04 (armo 	= CICCIC(OC o., )(Ti, o, (orna., ) = oo (he éle a, aind 
= (Ir (Cfcagerc )CIA (CIA OACl/ ) 	 = I, 

utilizando el Teorema 17.13 también. Por lo tanto ac  o, 	lis( que A es el punto medio de 
B"C" por Teorema 17.9. 

20.21 Las bisectrices a y b de los ángulos interiores en A y13 pasan por O. Ya que cr,a, lleva ni en n, 
entonces (ro, es una media vuelta (ya que no y n son paralelas). Asf a y b se Intersectan en O en 
ángulo recto. Así la circunferencia en AB como diámetro pasa por el vértice O de ese ángulo recto. 

20.22 a) Una rotación de Iralrededor de M , lleva a uno de los triángulos AMC y BMD en el otro, 
e) Tome M el punto medio de cualquier diagonal del cuadrilátero. Luego aplique la parte (b). 

Finalmente aplique la parte (a). Observe que WY y XZ, en general, no se cortan en M. 
c) Las demostraciones son las mismas. 

21.1 Las ecuaciones para las medias vueltas son: 
para eh), 	 y 	y= —y; 	para a, , x'= —x + 2h 	y y'. —y + 2k; 
para a, 	x'= —x + 2a y 	y'=—y+26; para on  , x'. —x + 2a + 2h y y'. —y + 2b + 2k. 
Entonces para accroctzre 

—(-1—(—x)+ 2h}+ 2a + 2h) + 2a =x 	y 	y'. —(—[—(—y)+ 2k1+ 2b + 2k) + 2b =y, 
cterhan, = t. 

21.3 Ya que C es el punto medio del segmento que une P(x,y) y P(x'y'), entonces h (x + x')/2 y 
k 	y')/2, de lo cual se siguen las ecuaciones deseadas. 

21.5 Suponga que a tiene las ecuaciones x'= x + h y y'. y + k, y f3 tiene las ecuaciones x = x + ni y 
y'. y + n. Entonces las ecuaciones para pa son 	x'= (x + h) + m = x + + ni) y 
y'. (y+ k) + n = y + (k + n), ecuaciones para una traslación. 

21.7 Sean ay ji las rotaciones dadas. Entonces Pa tiene las ecuaciones 
x'= (xcos0 —ysen0 — h)cosó —(xsen0 +ycos0 — k)scn+ + h 

x(cosOcos+ senOsenó) —y(sen0cos4 + cosOsenó) + h(1 — costó) + kscnó 
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- xcos(0 +)-.1.setutt + +) 1 h(I - COSD 4 ksen+ 
y de una manera semejante, 

y' = xseit(0 + 	ytos(0 ,t) 4  k(1- cos+)- /ser . 
Para que estas ecuaciones representen una traslación, debemos tener sell() + 4,) = O y cos(0 + 	+1. 
Esto ocurre únicamente cuando 0 + + es múltiplo de 360'. 

21.9 Reemplace O por -O para obtener x'= xcos0 + >seo() y y' -nen° +,ytos0. 
21.11 Ya que una media vuelta es imolutoria, utilice las mismas ecuaciones. 
21.13 La traslación es x'*=. x: + r y y"-= y' + s. 
21.15 Sin= 1, entonces h = O, asi x'= x + c y 	y + d. 

22.1 La imagen reflejada del punto P(a,b) en el eje de las "x" es el punto P'(a,-b). Así x'= x y y.= -y 
definen la reflexión en el (je de las "x". Las ecuaciones para la reflexión en el eje de las "y" se 
obtienen en forma análoga. 

22.3 Haciendo que a y p sintlxdicen estas reflexiones y utilizando las ecuaciones como se dio en el Teorema 
22,4, (cuentos, para pu, 

x' (xcos20 + ysen20)cos2+ + (xsen20 -tcos0)sen2+ 
x(cos20cos2+ + sen20 sett2+) +,y(sen20cos2+ sen2+cos20) 
xcos(2+ - 20) - yscn(2+ 20), 

y de manera semejante obtenemos 
y' = xsen(2+ - 20) ycos(2+ - 20) 

que son las ecuaciones para la rotación deseada. 
22.5 Esta es una sustitución directa. 
22.7 Lo mismo que para la reflexión dada. 
22.9 Ellas son x' = (x h)cos20 + (y k)scn20 + h + rcos0 y 

y' 	(x h)sen20 - (y - k)cos20 + k + rsen0, 
22.11 En las ecuaciones del Teorema 22.6, tome a = ens20, 	b = sen20, c = h - hcos20 ksen20, y 

d = k - hsen20 + kcos20. 
22.13 Hay un ángulo O tal que 	a = cos20 	y 	b = sen20. Y se sigue el resultado fácilmente. 
22.15 Tomemos ot. con las ecuaciones x'••• ny by + c 	e(hr +ay) + d, y 13 con x'= fx - gy + 

y y'=j(gx +h,)+ k, donde e =1:1, J=± I, a' + b' = 1 y f + g' = 1. Entonces pa tiene las ccuaciones 
f(ax - by + e) - g(ebx + eav + (O+ h 

= (fa - geh)x - (lb + gea)y + (fc - gd + 
Y 

y'= J(g(ar - + c) + fiebx + eay + d))+ k 
je((gea + fla}x + (fa - geh)y)+ (¡gc + + k), 

Estas ecuaciones tienen la forma propia. Todas las restantes muestran que la suma de los cuadrados de 
los coeficientes de x y y es 1. Para tal fin, observe que e' = 1, y tenemos 

(fa - geb)' + (jb + gea)' = fa'- 2fageb +100,1  +IV + 2jhgea + g'e'al 

	

f(a' + b')+ If(a' + 	f + g' 
22.17 a) Tenemos x x' y y= -y'; 	y 	x= -x' Y 	Y ".Y.,  

c) Tenemos x = (x' - h)cos20 + (y' - k)sen20 + h 	y 	y (x.  h)sen20 - (y' - k)cos20 + k 

e) Ahora 	x = (x' - h)cos20 + (y' - k)ser120 + h rcos20 	y 
- h)sen20 - (y' - k)cos20 + k rsen20. 

22.19 Esto es cieno, ya que sen(0 + 180') m  -serie 	y 	cos(0 + 180') -coal 
22.21 Considere que los ejes de simetría m, n, p pasan por los puntos (a,b), (c,c1), (e,/), respectivamente, cada 

uno con inclinación O. Entonces, utilizando ecuaciones como en el Teorema 22.6, encontramos que 
cra. tiene las ecuaciones 

	

x'. ((x - c)cos20 + (y d)sen20 + 	e)cos20 + ((x - c)sen20 - (y - d)cos20 + d-j)sen20 + 
.2x + e - e +(e- e)cos20 + (d -Ascn20 

y 
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y'' ((x e)cos20 + (y — d)sen20 + c e)sen20 ((x c)sen2O — — dycos20 + d -9)cos20 +f 
= y +f d + (c — e)sen20 — (d -,f)cos20. 

Se sigue que o,o.o, tiene las emociones 
x'= (x — a)eus20 + (y — b)sen20 + a + e c +(c— e)cos20 (d j)sen20 
y' = — a)sen20 — (y — b)cos20 + b +f d + — e)se.n20 	—Acos20. 

Ahora, al trasladar el punto (a,h) por el producto (ro; a 
+ e 	c + — c)cos20 	— Asen20,b +f — d + (c e)sen20 (d —f)cos20) (g,h). 

Luego un poco de álgebra muestra que (W.(7. es una reflexión en una linea paralela a las lineas dadas 
y que tiene las ecuaciones x' (x — g)cos20 + (y — h)sen20 + g 	y 

= 	g1sen20 — (y h)cos20 + h. 

23.1 Sean copolares en O los triángulos ABC y A Tl'C'. Considere que los planos de los dos triángulos se 
intersecan en la línea m. Entonces ambos AB y A'B' están en el plano ABO y se sigue que se cortan 
en un punto que está en los tres planos ARO, ABC y A'B'C'. Entonces estas lineas se cortan en un 
punto en la línea rn. Análogamente, IX y B'C'se cortan en m, y CA y C'A' se cortan en m. Por lo 
tanto los triángulos son coaxiales en la linea ni. El inverso se establece como en el Teorema 4.7. 

23.3 Scan A, B, C, D, E los cinco puntos. Supoiiga que AB y DE se cortan en L. Considere que cualquier 
línea por L corta a BC en M y CD en N. Ahora ME y NA se cortan en F, es sexto vértice del hexágono 
inscrito ABCDEF por el inverso del teorema del hexagrama místico de Pascal. 

24.1 Es suficiente mostrar que una homotecia conserva ángulos. Utilizando la Fig. 24.1, haga que la 
homotecia mapee el ángulo BAC en B'A'C'. Ya que B.0/130 s  A'O/AO y ZA0B = ZA'0113', entonces 
los triángulos AOB y A'OB' son semejantes. Análogamente, los triángulos AOC y A'OC' son 
semejantes. Al restar ángulos congruentes tenemos m(ZBAC) = m(ZB'A'C'). 

24.3 La razón es el producto de las dos razones y cl centro es el centro común para las dos homotecias. 
24.5 Utilizando cualquier centro, role un triángulo tal que sus lados sean paralelos al otro, luego aplique el 

Ejercicio 24.4. 
24.7 Haciendo que las circunferencias de radios 3 y 5 tengan centros en (0,0) y (a,0) con a>8, los centros de 

homotecia están en (b4,0) y (—'/,,0). Las razones son 	. 
24.9 Por triángulos semejantes cualesquiera tales puntos O y O' dividen ala linea de los centros interna y 

externamente en la razón de sus radios. Por lo tanto todos tales puntos O y O' coinciden. Así estos 
puntos son los centros de similitud. 

24.11 a) (0,0), (1,0), (0,2), 	c) (0,0), (-1,0), (0,-2), 
e) (-2,0), (0,0), (-2,4), 	g) (-4,0), (-2,0), (-4,4). 

24.13 Una homotecia con el mismo centro y cuya razón es el recíproco de la razón de la homotecia dada. 
24.14 a) Obvio. 

c) Ya que la razón de un producto de homotecias es el producto de las razónes y ya que r3  = 1 sii 
r = ±1, y para n>2, r» 1 solamente cuando r = 1 o quizá —1 (para r real) y los casos para r = 1 y 
r = —1 ya están cubiertos, entonces la n más pequefta nunca es mayor que 2. 

25.1 El resultado para los triángulos se sigue del Teorema 25.2. Para el polígono utilice el método de la 
Respuesta 13.11. 

25,3 El centro es el punto medio de la línea de los centros y la razón es -1. 
25.5 Este es un corolario directo al Teorema 25.5. 
25.7 El centro está entre A y A' sil es negativa la razón de homotecia. Análogamente para B y B'. 
25.9 Si j* 1 y k s 1, entonces el producto de las dos homotecias en orden inverso es una homotecia de razón 

(k -1)1k(J - 1). 
25,11 Por la Definición 25.1, el centro es un punto lijo. Para cualquier otro punto P, sea su imagen P'. 

Entonces OP' kOP. Asl, P P' sólo si k e. 1. Del mismo modo, si una línea está a una distancia d de 
O, entonces su imagen está a una distancia kd de O. Por lo tanto las únicas lineas fijas son aquellas que 
pasan por O. 

25.13 Sea la homotecia H(O,k) que mapee al ángulo ABC en A'B'C'. Si la razón k es positiva, entonces 
como un punto P, interior a LABC, se mueve lejos del centro de homotecia O, su imagen P' se mueve 
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en la misma dirección dentro de LAD'C', Se sigue que los ángulos ABC y A'B'C' están semejante- 
mente orientados, y por lo tanto, los triángulos ABC y A'B'C' 5011 directamente semejantes. 

25.15 Aplique los Teoremas 25.10 y 25.14. 
25.17 Por el Teorema 25.10, 
25 19 Aplique cl Teorema 25.9 y Sugerencia 25,16. 

26.1 Por Definición 13.2. 
26 3 Este resultado es análogo al del Teorema 13.4. 
26.5 Suponga que cada una de las similitudes a y maman al triángulo ABC en 	Ya que a y p 

son transformaciones (Teorema 26.4), entonces fila es una transformación y, de hecho, una similitud. 
Ya que 11'ct mapea al triángulo ABC en él mismo, es el mapco identidad, Por lo tanto a = p. 

26.7 a) Entonces AD y A'B' son paralelos tal que el punto Q es el centro de homotecia. y la rotación se 
reduce a la identidad. 

26.9 El punto Q estará entre A y A' y entre 13 y 13'. 
26.11 Siga la sugerencia dada en el texto. 
26.13 Sean a y 	similitudes de razones j y k. Si a(AB) u  A'B' y (4(A.13') = A'13", entonces 

(lid)(AB)= A"B" y A"B" = k•A'B' jk•AB. Mi Pa es una similitud de razón./ k. Y el teorema se 
sigue. 

26.15 a) Una circunferencia c no es un segmento y cualquier rutación u. alrededor de su centro lleva a la 
circunferencia c a ella misma. MI, si p es una similitud, entonces también Pa es una similitud, y 
p(c)= ((iot)(c). Asl que hay una infinidad de similitudes que llevan a una circunferencia dada en 
otra. 

c) Si, una infinidad de similitudes. 
e) Tres de cada una. 
g) Dos de cada una. 

27.1 Trace otra paralela por el tercer vértice y luego aplique el Teorema 27.2, Alternativamente, si una 
paralela al lado BC del triángulo ABC corta los lados AB y AC en M y14, entonces 11(A.AN/AC) 
mapca BC en MN, y 11(A,A111/A11) también mapea BC en MN, asi AN/AC = AM/AB. y el teorema se 
sigue. 

27.3 Un segmento de linea paralelo a BC y de longitud r/(r+1) veces la longitud de BC. 
27.5 Este es un corolario al Teorema 27.4 y la razón es DC/AB. 
27,7 Una reflexión es la bisectriz del ángulo AED seguido por la homotecia H(E,ED/EA). 
27.9 Esto es análogo al Teorema 27.5. 
27.11 '/,‘IT fa 16.039. 
27,13 Ya que los lados de los triángulos EFA y ADB son directamente paralelos, hay una similitud que mapea 

un triángulo en el otro. Así cl triángulo EFA es isósceles ya que el triángulo ADB es isósceles. 
27.15 Aplique dos veces el Ejercicio 27.14 . 

28.1 Un cuarto de área del triángulo OAM o rtg/T2, donde r es el radio de la circunferencia. 
28.3 La Sugerencia 28.3 establece el teorema. 
28,5 Los triángulos DEC y FEA y también los triángulos DEA y GEC son semejantes por AA, Entonces 

DE/EF • EC/AE y EC/AE = EG/DE, de lo que se sigue el resultado deseado. 
28.7 Una rotación de 90 seguido por una bonsoteds lleva un triángulo en el otro. 
28.9 Sea AU una bisectriz externa del ángulo A del triángulo ABC y utilice la demostración del Teorema 

28.6. 
28,11 Una reflexión en la bisectriz del ángulo 13 seguida por la bomotecia 11(B, BA/BU) mapea al triángulo 

BAU ea el triángulo BCA. El teorema se sigue. 
28.13 Desde cualquier punto P' en el rayo CA lejos del punto A trace una perpendicular P'Q' a BC, y 

construya el cuadrado P'Q'R'S' que contenga al punto A ea re interior. Vea la figura. Suponga que 
CS' coda BA en S. Ahora Sea un vértice del cuadrado deseado, bometético a P'Q'R'S' con el punto C 
como centro. 
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P 

I) 
	

Q' 	C 

Ropuedi 28.13 

28.15 En general, únicamente tres vértices del paralelogramo deseado tocará al triángulo dado. Vea la 
Respuesta 28.13 así como el Problema 28.10. 

28.17 Utilice el método de la Respuesta 28.13 y el Problema 28.10. 

29.1 Por el Teorema 29.4,11 divide NO en la razón 	Por el Teorema 29.2, 11G/G0 a  2. Entonces 

NG. N11+ HG.  N11+2 . 101 110 +2 ._ 1 11G + GO4  2  
GO 	GO GO 	110 GO 	2 GO 

;" (2 + 1) + 2 	• 

29.3 Concurren en N. 
29.5 Primero aplique el Teorema 29.5, luego aplique una homoteciall(0,0P/OP'). 
29.7 Trace una tangente in a una de las circunferencias en el punto 11  dado. Refleje esa circunferencia en m 

y trace la cuerda común de la circunferencia imagen y de la otra circunferencia dada. Observe que 
esta reflexión también se puedo efectuar por 11(P,-1). 

29.9 Trace el diámetro AOB de la circunferencia más pequeña y haga la circunferencia 13(2s), donde s es el 
radio de la segunda circunferencia, corte la tercer circunferencia en C. Entonces AC es la secante 
deseada. Para mostrar este hecho, haga que AC corte a la segunda circunferencia en D. Luego OD 
así que H(0,AC/AD).H(0,AB/A0) ..11(0,2). 

29.11 En el ángulo P, de la medida dada, construya 
PQ y PR sobre los lados de longitudes iguales 
a los lados no paralelos. Vea la figura que se 	a  

acompaña. Luego trace, uniendo los lados 	 
del ángulo P y paralelo a QR, segmentos 
A'B' y D'C' de longitudes no y n, donde niln es 
la razón dada. El trapecio A'B'C'D' es seme 
jante al trapecio deseado, asi que utilice una 
homotecia para obtener el trapecio ABCD 
cuyoe ladee no paralelos tienen las longitudes 
apropiadas. 	 Repau 29.11 

29.13 Trace un triángulo rectángulo que tenga la razón apropiada de los catetos, luego utilice una bortiotecia. 
29.15 Ya que O es el ortocentro del triángulo inedia! A'B'C'de un triángulo ABC bejo la 110111011di N(0,-'4), 

entonces el centro de la circunferencia de loe nueve puntos N' del triángulo Miel esti a tres C1111~ de 
distancia de N a O. Por el Ejercicio 29.14, 	mama al triángulo 	y N' en 6.0.0, y su 
centro de la circunferencia de loe nueve puntos N", asi N" está a dos tercios de la distancia desde N a 
N'; esto u, N' ad a ('h».) '4 de la distancia desde H a O. Por lo tamo N"«1  N. 

29.17 Por el Teorema 7.20, el cuadrángulo ortocéanico que ee forma coa los C1M11~1/011, Une el mimo 
centro de la circuafereacia de loe nueve puntos N como, y es coagnimile a, el cuadrángulo ortmátrico 
dedo AKH. Por lo tamo la tuba es 14 y el cavo al N pera le hornotecia. 

29.19 Una similitud comino de una bomotecia y una rotación con centro en el punto dado que tupe* la linea 
dada en el lugar geométrico del tercer vénice. 

?II 
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29.21 Sea el triángulo dado ABC y el punto dado P. Construya cualesquiera dos triángulos PQR y PST 
semejantes al triángulo ABC, con Q y S cn la primer Una Entonces RT corta a la otra linea en el 
vértice deseado. 	. 

29.23 La Homotecia 11(A,2) establece rápidamente el resultado, 
29.25 Refiriéndonos a la Fig. 6.20, roce el triángulo ABD alrededor de A, un ángulo de 90° — ZC • ZDAC, y 

aplique la homoleciall(A,AC/AD), Entonces AD se mapea en AC y AB se mama en AP, ya que 
m(LBAD) • m(ZPAC) y m(ZADB) • rn(ZACP) • 90'. El teorema se concluye de los triángulos 
semejantes ADB y ACP. 

30.1 Ya que x' m  la y y' • kv, entonces, si P(x,,v) tenemos 

	

OP'• (x" +y'')'" • (k'x' + 	k(e' + 	• k•OP. 
30.3 Sea P cualquier punto, sea a la traslación mediante el vector (a/k — a, blk b), sea u(P) • Q y sea 

H(0,k) que milpee P y Q en P'y Q'. Entonces el vector P'Q'-k(alk a, blk — b)" (a — ak, b — bk) 
(a(I— k), b(1— k)), el vector del Teorema 30.3. Y el teorema se concluye. 

30.5 Sea pk = a y qk s  b. Entonces x' • k(px qy + clk) y y • ik(px + qy + dlk), una isometria seguida por 
una homotecia con centro el origen, en el cual cualquier silimitud se puede factorizar. 

30.7 Angulo cuyo coseno es en el primero y cuarto cuadrante, respectivamente; esto es, 53°8' y 306°52'. 
30.9 Vea Respuesta 22.15. 
30.10 a) t 

c) Tenemos x' (-17x —y+ 7)/10 	y 	y' • (x 17y+ 19)/10. 
30.11 a) La reflexión en el eje de las "x": x' • x y 	y- —y. 

c) Tenemos x' • (13x — 11y —23)/10 	y 	y -(-11x— 13y + 31)/10. 
30.12 a) Tenemos x' • 2y+ 3 	y 	Zr• 

c) Tenemos x' • 3x 	y 	"' 
e) Tenemos x' • —x + 1/1v 5 y 	y' • 	y + 5. 
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29.21 Sea el triángulo dado ABC y el punto dado P. Construya cualesquiera dos triángulos PQR y PST 
semejantes al triángulo ABC, con Q y S en la primer linea. Entonces RT corta ala otra linea en el 
vértice deseado, 

29.23 La Homotecia 11(A,2) establece rápidamente el resultado. 
29.25 Refiriéndonos a la Fig. 6.20, rote el triángulo ABD alrededor de A, un ángulo de 90° - Z.0 = ZDAC, y 

aplique la homotecia H(A,AC/AD). Entonces AD se mapea en AC y AB se rnapea en AP, ya que 
m(LBAD)... m(LPAC) y m(ZADB) = m(ZACP) - 90'. El teorema se concluye de los triángulos 
semejantes ADB y ACP. 

30.1 Ya que x' a  kc y y' ... ky, entonces, si P(xy) tenemos 
op.- (r.  +y 9)1  ° (or,  + ky),  = k(i4  + yy" = k•OP. 

30.3 Sea P cualquier punto, sea u la traslación mediante el vector (a/k - a, h/k - b), sea a(P).. Q y sea 
H(0,k) que mapee P y Q en P'y Q'. Entonces el vector FQ' 4(alk - a, blk - 	(a - ak, b - bk).. 
(n(I- k), b(1- k)), el vector del Teorema 30.3. Y el teorema se concluye. 

30.5 Sea pk ». a y qk b. Entonces x' k(px - ay + c/k) y y = tk(px + ay + dlk), una isometria seguida por 
una homotecia con centro el origen, en el cual cualquier silimitud se puede factorizar. 

30.7 Angulo cuyo coseno es en el primero y cuarto cuadrante, respectivamente; esto es, 53°8' y 306°52'. 
30.9 Vea Respuesta 22.15, 
30.10 a) t 

c) Tenemos x' = (-17x -y + 7)/10 	y 	y' (x - 17y + 19)/10. 
30.11 a) La reflexión en el eje de las "x": x' = x y 	y' = -y. 

e) Tenemos x' = (13x - I ly -23)/10 	y 	y' (-11x- 13y + 31)/10, 
30.12 a) Tenemos x' 8. 2y+ 3 	y 	y' = 2x. 

c) Tenemos x' 3x 	y 	y' - 
e) Tenemos x' -x + )/y - 5 	y 	.Y*' -14x 	+ 5. 
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