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PROLOGO

L Este trabajo. "Conceplos Bdsicos de Geometrfa Moderna®, se clabord como Tesis de Licenciatura de
Matemdtico.  Se¢ compone de cuatro capitulos, res apéndices y dos apartados.  Se pensd en un trabajo de
geometria que se pudicra utilizar como texto en un curso semestral de geometria moderna clemental y que
sirvicra de antecedente para un curso de geometria analitica. El capitulo cero se extrajo de Basic Goemelry
cuyos autores son George David Birkhoff v Ralph Beatley, y los capituos uno, dos ¥ tres ¢s material de
Euclidean Geometry and Transformations cuyo autor ¢s Clayton W. Dodge.

1 Basic Geometry s un libro de texto de geometria enclidiana para vn curso anual de geommetrfa plina a
nivel bachillerato. Difiere en varios aspectos esenciules respecto de otros textos actuales que cubren los
mismos temas.  La naturaleza de estas diferencias ¢s mds bien aparente para cualquier profesor con
expericncia en geometria.

El desarrollo tradicional de geometria demostrativa incluye cuidadoso estudio de ciertos teoremas los
cuales el principiante esid ansioso de aceptar sin dewostracién y que ¢éI muy bien podria tomar por dado como
suposicién o posttlado. Tales desarrollos intranquilizan al educando en un momento temprano quicn ticnde a
oponer cierta resistencia al aprendizaje de la geometria. El empleo de superposicién en la demostracion de
algunos de estos tcoremas cs todavia mds desmoralizante. Este método de demostracién sale de la armonia
con el propésito de la instruccion en geometria que a pesar de su validez, su uso s¢ debe restringir
comunnient¢ a aquellos pocos casos para los que no hay mecjor método. En un curso clemental se deben
ignorar detalles matemdticos sutiles que no son apropiados para fas nicntes de estudiantes en este trance. Sin
cmbargo, siempre que a presentacién incluya una incompletés sustancial es conveniente indicarlo tan pronto
como sca posible.

En cl libro a que nos estamos refericndo, los autores utilizan Unicamente cinco postulados
fundamentales para la geometria plana, que no son todos los de Euclides v que tienen su base en regla con
escala y transportader. Consideran que estos cambios son con la intencidn de simplificar y condensar. Y
como resultado obticnen una geometria bidimensional construida con solamente cinco postulados
fundamentales. sicte teoremas bdsicos y otros diccinueve (coremas, junto con siete de dugares geoméiricos.
Indican que cl incremento de conocimiento y la creciente demanda que hace la civilizaciéu. es mds importante
que nuestras instrucciones sean lan compactas y provechosas como sean posibles para el esiudiante va que esto
lieva en seguida al corazon de la gcometria,

Observan que en un curso en geomieiria demostrativa nuestro primter interés debe ser buscar que el
estudiante anticule alrededor de la clasc de cosas que ¢l mismo discurre.  Hacerlo critico de sus propios
razonamientos ¥ de otros mds. Hacer que él vea Ia necesidad para suposiciones, definiciones v ténminos
indefinidos detris de todo cuerpo légico: que distinga entre bucnos y malos argumentos: que vea y establezea
relaciones correctamentc ¥ bosqueje conclusiones propias de cllo,

Recomiendan que en clases de geomerria en ¢ aula, es un procedimiento excelente elegir las
sugerencias de los cstudiantes en la demostracion de In validez de los teoremas y consideran que cs la mejor
maricra de demostrarlos.  Creen, que desafortunadamente, no obstante. los teorcmas wo sieinpre se pueden
demosirar en el orden propucsto por los ¢studianics. Por lo tanto los autores cscogen ¢l orden de los teoreinas
en los difcrentes cjercicios. Pero aprucban todo esfuerzo de parte del profesor para clegir la cooperacion de los
estudiantes en la construccion de la geometria.

Juzgan que es dificil demostrar que ef estudio de la geometria neocsarianiente Heva en gran medida a
aquellos habitos y actitudes que tan ansiosamenic sc reclaman en la ensefianza; pero que ¢s adn mds dificil
demosirar que otros temas de instruccion puedan producir estos resuitados tan ficil y scguramente como pucde
lograrlo fa geometria demostrativa en las manos de un profesor capacitado que se lo proponga.
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3. Enclidean Geomeltry and Transformation cs un libro de texto para estudiantes que sc inician en cl
estudio de la geometria moderna a nivel licenciatura, tal que los capltulos uno, dos y tres se puedan cubrir
durante un curso de un semestre de cuarenta y cinco horas, considerando dos secciones por cada tres horas.
Los tres primeros capitulos de este libro se han incluido en este trabajo, tal libro conticne ademds tres capitulos
mds que son: Vectores y Nincros Complejos en Geomelrin; Inversian; ¢ lsometrias en el Espacio,

El autor explica que cl primer capitulo de cada scccién de este libro esti destinado a una discusion de
la historia de la geometria. especificamente una historia para ¢l tipo de material cubicrto en ¢l capitulo
referido. Que estas secciones, aunque contienen pocos cjercicios, no son parte integral del materiol del testo
cen general, ast que pueden ser Ieidas en ticmpo conveniente. Que con algunas excepeiones, ¢stas secciancs
histaricas. progresan cronoldgicamente, asf que su lectura en el orden dado es la sugerida,

Considera que justamente como la geomelrii analitica se reconoce hey en dia como una herramienta
importante cn geometria, asi también las isometrias y similitudes son herramicntas importantes en la
geometria, Indica que s sabe muy bien que la geometria euclidiana es ¢l estudio de aquellas propicdades de
puntos que son invariantes bajo isometrias y similitudes, pero que asi como tales propicdades se exhiben
utifizando estas transformaciones no s¢ ha discutido ampliamente en libros de texto. Dice que un primer
propdsito de este libro es proporcionar una fuenlc para teorfa y prdctica en la aplicacion de estas
transformaciones a la geometrfa para cstudianies de nivel licenciatura de matemdticas en general y para
prospectos a profesores de geometria en particular. Explica que ¢l espiritu de la geonictria moderna clemnental
sc presenta con topicos tales como los teoremas de Menclao y Ceva, construcciones euclidianas y la geomelria
de lincas y puntos especiales asociados con un tridngulo. Sugiere que el profesor de geometria de bachillerato
que s¢ prepare con este texto puede conflar que estd preparado para manejar problemas de geometria que
surgen en clases de nivel medio superior. Aclara que los prerrequisitos para este material incluye dlgebra,
geontetria y trigonometria clemental de bachilicrate. Que alguna familiaridad con ¢l concepto de funcidn le
serd de utilidad. Que Ia meta primera de este libro es preparar al lector a hacer geometria cuclidiana. Sugicre
que cl lector se detenga un momento despuds de fcer Ia proposicién de cada teorema en ¢l tento, que trace una
figura apropiada ¢ intente una demostracién anles de leerla. Que compare su intento de demostracién con la
dada cn el texto. Que trabaje una abundancia de gjercicios, buscando primero cn el apartado de "Sugerencias"
cuando sca incapaz dc obiener una solucién y fuego que busque cn cl apartade de “Respucstas™ solantente
como un Wltimo recurso para que oblenga ¢l progreso hacia un cntendimicnto genuino, Opina que la
geometria. cuando se entiende, es cierntamente un estudio fascinante.

4 Qbservo que, siendo la geommetria tan rica, desde un punto de vista cientifico, desde un punto de vista
técnico, desde un punto de vista artistico, desde un punto de vista heuristico, desde un punto de vista de
desarrollo de procesos mentales,cte., actualmente la actividad de enseianza y aprendizaje de esta rama de las
matemdticas en niveles anteriores a licenciatura, ha caido en abandono, Creo que las causas de cste abandono
son fundamentalmente: Que se sigue trabajando en la enselanza con tetos obsoletos y a veces con los
“fundamentos” tal como lo establecié Euclides, Que algunos profesores trabajan con los fundamentos actuales
sin darse cucnta que para un principianic no cs lo apropiado para que aprenda a hacer geometria; Que no hay
claridad de ;Qué se debe buscar en Ia enseilanza de fa geometria?; Que no se ha trabajado suficicntemente
bien en la claboracion de testos. Que a los profesores de bachillerato nos falta una preparacién mds amplia cn
el estudio de 1a geometria.

5. El capitulo cero de este trabajo, que ¢s matcrial entresacado de Basic Geamnetry, tiene la intencidn de
recordar cstudios de geomelria de nivel bachillerato, se busca conseguir la comprension del vinculo entre fos
conceplos cldsicos y modernos de la geometria. Se aprovecha la presentacién de hacer geometria como lo
plantcan los autores BitkhofT y Bearley, cuyas propucsias siguen vigentes para Ia enseffanza de csta materia, a
pesar que cste libro cs edicion de 1941,

6. Algunas caructeristicas que observo del libro Basic Geometry son: Nawralidad en vez de detalles
matemdticos sutiles que no son apropiados para cl estudiante que se inicia cn ¢l estudio de la geometria; tomar
como verdaderas, sin demostracidn, algunas proposiciones que son teoremas pero que no ¢s ¢l moniento de
analizar sus demostraciones, ya que ante cllas, ¢l educando esta ansioso dc accptarlas como suposiciones o



postulados; tomar pocos principios y definicioncs conto inicio ya que la profusién de ideas que no se utilizarin
inmediatamente tiende a dispersar la atencién del alumno; con la aceptacidn del principio cinco, principio uno
de semejanza "Dos tridngulos son semejantes si un dngulo de una es igual a un angulo del otro tridngulo v los
lados que incluyen a estos dngulos san proporcionales”, los fundamentos légicos dg csta geometria son
independientes de cualquicr idea de movimiento, otros libros de geometria se reficren a veces a tridngulos
iguales como tridngulos “congruentes”, lo hacen asi para indicar que no solamente son iguales los lados y
dngulos correspondicntes, sino que también esta igualdad sc puede mostrar al mover wn tridngulo y colocarlo
sobre el otro; definen "congruente” cn términos de la idea indefinida de "mover” y "acomodar®, Que las
medidas de distancias y dngulos lo establecen desde un punto de vista prictico, considertndo el uso de regla y
transportador graduados; que sin perder de vista el cardcter deductivo de la geometria, ¢l alumno llega
répidamente al corazén de los problemas geométricos. Considero que este texto proporciona un enfoque para
desarrollar la gecometrfa clemental en forma accesible para un estudiante de bachillerato y al mistio tiempo
con un afto grado de rigor légico, procurando hasta donde cs posible, reducir las abstracciones a un minimo,
de suerte que ¢l estudiante no corra el riesgo de perder ¢l hilo de Ia estructura 16gica con demasiadas sutilczas
y abstracciones.

1 Las capitulos uno, dos y tres, que conservan [a numeracién del texto original, son ¢l interés principal
de este trabajo, ya que con ellos s¢ puede dar por cubierto un curso de geometria moderna. Ademids, con los
capitulos dos y tres sc quicre difundir principalmente los conceptos de isometrias y similitudes cn la forma que
cl autor lo hace, ya que cn libros en espafiol tampoco s¢ han discutido ampliamente ¢stos temas.

8, Con cl capitulo Uno se¢ da uno cuenta de una mayor profundidad, de otros refinamicntos y otros
conceptos sofisticados que corresponden a la geometria moderna, contparado con la geometria euclidiana
plana; Se encucntra la alegria que produce ¢l conocimiento y en particular el de la gecometria, al encontrarse
con una varicdad de tcoremas como los de Ceva, Menclao, Dos Tridngulos de Desargues, Papus, El Circulo de
los Nueve Puntos y con una variedad de propicdades del tridngulo. También disfruta uno el entusiasmo que
producen algunas clegantes demostracioncs. Varios de los problemas tratados son verdaderanente bellos,
intercsantes y aleccionadores.

9. Los capitulos dosy tres cn donde el autor {ntroduce y desarrolla las tcorfas de isomctrias y similitudes
en el plano, lo hace ¢n una primera seccién en forma cxplicativa y en secciones posteriorcs lo formaliza y
desarratla; con lo que logra se obtenga una mayor comprension, En cstos capitulos aumenta el grado de
abstraccién de los conceptos ya que entran al campo del algebra y de las transformaciones. El manejo de la
simbologia de cstas transformaciones requicre bucna dosis de prictica para adquirir la habilidad necesaria en
las demostracioncs de teoremas y cn la resolucién de otros problemas.

10, Los apéndices que se incluyen al final, aunque a veces son repetitivos con ¢l material que aparcce en
¢l cucrpo del texto, ticnen la finalidad de presentarlos a mancra de resumen y también tienen cl propdsito de
ampliar un poco mds la informacién acerca de ajgunos aspectos de la geometria,

n Igual que en ¢l texto original se acompaian dos apartados: Sugerencias para cjercicios seleccionados y
Rcspuc\slas acjercicios, que corresponden inicamente a los capitulos uno, dos y tres.

12, Considero quc cste material, que estd pensado para un curso semestral de geometria modema, dard
dnimo continuo al estudiante: Pues los teoremas y demostraciones, en general, son relativamente sencillos y
ficiles de comprender, sin avanzar inds alld4 de un curso clemental; ya que no hay grandes saltos ¢n el
desarrollo de los temas; dcbido a que la simbologia utilizada cs sencilla y ficil de manipular; cn virtud de que
las scries de problemas estdn cuidadosamente scleccionadas; y también porque la presentacion en el idioma
malerno, ayuda al lector que tienc cierta dificultad con el idioma inglés. Asimismo la historia y comentarios
de los temas tratados en cada capitulo que son breves rescilas histéricas de algunos temas o detalles curiosos o
anéedotas biograficas de algunos matemdticos, hacen mas intcresantc la enseflanza y le dan un toque
especialmente atractivo y relajante al curso.
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CAPITULO O  UN ENFOQUE DE GEOMETRIA BASICA

SECCION A l RAZONAMIENTO Y NATURALEZA DE 1A DEMOSTRACION

A1 Enlavida diaria tenemos que enfrentar diferentes tipos de problemas: familiares, de Irabajo, politicos,
econdmicos, etc. En cada caso debemos lomar una delerminacion, Para cllo requerinios ciaborar un
argumenlo para convencer o convencernos que la determinacién tomada es la apropiada o la mds adecuada.
No es ficil claborar argumentos. Se requieren: conocimicnlo del asunto, téenicas y prictica. También se
necesila capacidad para distinguir cntre razonamicnto bucno y razonamiento malo, La geomctria nos
proporciona una buena instruccidn en claboracién de argumentaciones,

Al Definiclones y términos Indefidos  Muchas veces cs complicado explicar asuntos que son muy claros para
nosolros. El problema cs, a veces, que algunas de las palabras que utilizamos ticnen significados, para otras
personas, diferentes de las que tienen para nosotros. Para cvitar malos entendidos, cs impontante que
dcfinamos cuidadosamente, tanto como sea posible, cada palabra que utiticemos.

Pueslo que una buena definicién utiliza solamente conceptos que son mds simples que el concepto que se
define, aigunos de los conceptos mds simples deberdn permanccer indefinidos. Debemos ser cuidadosos en
distinguir entre ¢l significado coloquial de las palabras, con ¢l significado preciso de esas palabras.

A3 Elerciclos

1. ¢Significa lo mismo en las tres expresiones siguienles la palabra derecho? 4Es clara cada expeesion?
8)  Vaya derecho ol asunto,
b)  Por derecho esta propiedad le comesponde al hermano de Judn.
) Elpino es mds derecho que ¢l mango.
2. Argumente en cada caso,
a)  Digasi ol anicar se disuelve, s¢ derrite o se liciia en café caliente.
b)  La gasolina se utiliza, a veces, para limpiar de)gadas capas de accite que quedan enlatas vacfas de accite, ¢Digasila pelicula
de aceite 3¢ disuslve 0 3¢ derrite en Ia gasolina?
Distinga entre “esté contento” y "estd alegre”.
{Qué o8 una proposicion ambigta?
LEs ambigao lo siguienie:? Nada es tan bucno pasa &l
(Es sur opuesto de norte?
Dus hombres estdn en ¢l Polo Norte. Uno de cllos va al sur, ¢l otro va en direccion opucsta. 1lacia donde va ¢l segundo?
Una plomada, estd en lines vertical o perpendicujar?
Una linca simple, jamis puede ser perpendicular?
5i dos lincas son perpendiculares, ;una debe ser Vertical y la otra horizontal?
Se pucden cortar tres lineas en un punto, de ta! manera que cada una sea perpendicular & cada una de Jas otras?

[ PN VP
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A4 Suposiclones  Las ideas que se definen o las que se dejan sin definir, gencralmenie se representan con
palabras simples, algunas veces se represenian con frascs, pero nunca completan una oracién. Podemos
combinar estas palabras definidas ¢ indefinidas para formar oraciones 0 expresiones que sean ciertas o falsas,
A tales expresiones sc les llama proposiciones. Por ejemplo, cada una de las expresiones "4 veces 8 es 32" y
"4 veees 8 es 28" es una proposicion,

A veces olmos a dos personas disculir un asunto, csto es, una proposicién. Cada uno argumenta
idgicamente pero sin persuadir al otro para alierar su postura en lo mds minimo, Gencralmente ninguno ha
intentado hallar proposicioncs anteriores que se estdn
tomando dadas vdlidas en ¢l argumenlo de su oponente y

LI989908 £4000080 20404408 sass0Ne tampoco ¢s conciente de las proposiciones anteriorcs de las

una docena unadocena B unidades cuales depende su argumento. Aun la proposicion mds

Son 3 dooemas $unidades: 28enbuse 12 pnijiar de aritmética se basa en progosiciones anteriores

Figura A4 que tenemos ¢l hdbito dc omitir.  Ordinariamente

consideramos que 4X8 = 32 ¢s una proposicion ciera; pero

es cierta solamente cuando tomamos, por aceptado o dado vdlido, que 1a base del sisiema que estamos

utilizandoes 10. Si consideramos que la basc del sistema es 12, encontramos que 4 veces 8 s 28 y quc
4X8 = 32 cs falso. VerFig. A4,

Aqui hay 4 veces 8 asteriscos




El primer paso, para discutir una proposicion, para demiostrar su verdad o falsedad, es descubrir las
primcras proposiciones de las que depende,  Algunas, pocas, de estas proposiciones deberdn permanccer sin
demostracion y ser tomadas como aceptadas. No sc pueden probar todas las cosas. La proposicién que s
acepta sin prucba se le llama suposicidn. Cuando critiquemios un argumento 0 AsCguremios que una
proposicién ¢s cicrta o falsa, primero debenios encontras las suposiciones de las que depende cl argumento o
proposicion.

Un canjunto de suposiciones puede parecer muy extraio; pero si ninguna de esas suposiciones esti en
contradiccién con las otras, toda propasicién que se deduzca légicamente de ellos, serd cierta con respecto a
elias. Cuando decimos que alguna proposicién cs cierta, entendemios que la proposicion s¢ sigue ldgicamente
de las suposicioncs cn las cuales se apoya. Si aceptamos las suposiciones, debemos admitir la verdad de Ja
proposicion que se deduzea de cllas. Considerando conjuntos diferentes de suposicioncs, la misma proposicién
pucde ser o no s¢r cierta. Las suposiciones misinas no son ni ciertas ni falsas, Solamente se dice que son
ciertas en ¢l sentido de que su verdad haya sido supuesta.

Ni en matcmaticas, ni en otros asuntos de la vida, se puede deinostrar toda proposicién. Algunas, pocas,
deberdn permanecer sin demostracién y ser tomadas como dadas vdlidas. Las proposicioncs que s¢ pucden
deducir 1ogicamente de las suposiciones, a veces se les Hlama feoremas. Las proposiciones que se cligen como
suposiciones se les llama a veces postulados o axfomas, Las tres palabras suposicidn, postulado, axioma,
todas ticnen ¢l mismo significado.  Suposiciones, estd relacionado con teoremas, del mismo modo que
términos indefinidos, estd relacionado con términos definidos, cn ¢l sentido de que no podenios definir toda
idea, ni podemos demostrar toda proposicién.

AS  Ejerciclos

{. Suponga que ef plomo es mis pesado que ¢l fierro y que ¢l plomo s¢ derrite a una lemperatura menof que el fierra. (Diga cudles de
1as siguientes proposiciones son ciertas?
) Elfierro sdlido flota en plomo fundido.
b) El fierro sdtido se hunde en plomo fundido,
<) Ef plomo sélido flota en flerro fundido,
d)  Elplomo sdlido se hunde en fierro fundido.

2. Suponga que ¢l fierro es mds pesado que el plomo ¥ que el ficrro s¢ derrite a una lemperalura menor que el plomo, (Cudl de las
proposiciones del ejercicio AS(1) es cierta?

3. Supongs que el plomo es mis pesado que el fierro y que el fierro 3¢ derrile a una temperalura menor que el plomo. (Cudl de fas
proposiciones del ejercicio A 5(1) es cierta?

4. Suponga que ¢l fiemo &s mds pesado que ¢l plomo y yue el plomo se dermite & una lemperatura menor que el fierro. ;Cudl de fas
proposiciones del gjercicio A.$(1) ¢s clerta?

5. Suponga que omhligo o mh paulo que oreja, y que oreja se derrite a una temperatura menof yue ombligo. Establezca una

posicién que se siga lgi de extas 0 en otras palabeas, que sea clerta con respecto s ellas,

6. GDnrhmot qued+d = lleluna, posicion t almente falsa o di queucimmellmmnuméﬂcodebm L

7. Vendedor: "Usted deberla comprar nuestra fajs de agua, porque recienlemente, en competencia con otros once proveedores, pasd
una rigurosa prucha gubernamental con clasificacion de eficiencia de 934"
iQué suposiciones hace este vendedor para convencer al comprador?

A6 Lanaiuralesa de la demostrackin geométrica  Ahora, intentemos demostrar algunas proposiciones geométrie
cas utilizando unicamente las tres suposiciones siguicntes.

SUPOSICIONt  Si en dos tridngulos, dos lados y el dngulo incluido de uno, son iguales respectivamente, a
dos lados y ¢l dngulo incluido del otro, entonces Jos dos tridngulos son igualcs.(Lado, dngulo,
lado: L4L)

surosiclon2  Si en dos tridngulos, un lado y dos dngulos adyacentes de uno, son igualcs respectivamente a
un lado v dos dngulos adyacentes del otro, cntonces los dos tridngulos son iguales.(Angulo,
lado, dngulo; ALA).

SUTOSICION3  Por un punto dado, existe una y solo una perpendicular a una linea recta dada.

Antes que utilice estas suposiciones para demostrar cualquicr proposicion, ascgurese, que estd de acucrdo

con otros estudiantes, en ¢l significado de todos los términos utilizados en estas suposicioncs. Deberd tener

claros los términos tridngulo, perpendicular, bisecar, punto medio e incluldo,

Ahora intentemos demostrar cl tcorema siguiente. Lo podenios llamar el Tcorema A,

A A L B A o R B R 5 b et o B TN g s a6y AR AV i
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A7 TeoremaA  Sidos lados de un tridngulo son iguales, Jos dngulos opucslos a estos Jados son iguales.
DADO: : Tridngulo ABC (Fig. A.7) enclcual AB = AC.
PORDEMOSTRAR:  ZB=«C,

ANALISIS: Puesto que las suposiciones 1 y 2 consideran las inicas formnas de disponer de
tongitudes o dngulos iguales, debemos hacer un arrcglo para tener dos tridngulos
en ¢l diagrama que consideren a Jos dngulos B y C scparadamente, Hagamos un
ifilento trazando AD perpendicular a BC. Obscrvemos que nucstras suposiciones
no nos capacitan demostrar que los tridngulos ABD y ACD son iguales. Si, en vea
dz lo anterior, trazamos AD tal que biseque al dngulo BAC, podemos completar la

demostracion, A

&

B c
D
Figurs A.7
DEMOSTRACION: Tracemos AD tal que biseque al 4ngulo BAC. Entonces en los tridngulos ABD y
ACD,
AB = AC (Dado),
£BAD = ZCAD (Por construccion),
AD= AD,

y asi, tridngulo ABD = tridngulo ACD (por Suposicién 1),

por 1o tanto las partes correspondientcs de estos tridngulos son iguales.
En particular, £B = £C, lo cual es lo que se queria demostrar.0

(Con ¢l rectangulo O, se indica que aqul (ermina la demostracion.)

A8 Alagregar este (corcina a nucstra lisla de definicioncs y suposiciones, podeinos demostrar también, que
AD es perpendicular a BC.

No es necesario escribir lodas las demostraciones cn esta forma; sin embargo cste modclo serd de utilidad.
Cada forma de demostracién que motive, es deseable. Al demestrar teorcmas ¢s importanic conservar en
mente, exaclamente, lo que se dd y lo que se debe demostrar; y distinguir entre estas dos ideas, Observe que lo
que se dd y lo que serd demostrado se establecen en términos de la figura.

En un teorema, lo que se d4, algunas veces se 1lama hipdtesis y lo que sc debe demostrar, a veces se llama
conclusidn. En un tcorema, la hipdtesis a veccs se encuentra en una cldusula que inicia con "si" o “cuando” o
algo parccido, o ia primer parie de la hipdiesis s¢ encucntra en una cldusuia tal; y, la conclusion es
gencralmente el resto de la proposicién. Sedale la hipdtesis v fa conciusion en i Tcorema A,

Algunas veces ¢} Teoreina A sc establece cn la forma de una simple oracién declarativa: Los dngulos
opuestos a los lndos iguales de un tridngulo isdsceles son iguales. En csta forma es mds dificil determinar la
hiptesis y 1a conclusién. La hipdtesis ahora se esconde en una parte del sujclo de la oracidn, en la frase “de
un tridngulo isdsccles”. Estas cuatro palabras indican que se da un tridngulo con dos lados iguales. La
conclusidn, en itdlicas, esta dividido entre ef sujeto y ef predicado. Si ticne dificultad para determinar ia
hipdlesis y 1a conclusidn de los tcoremas expresados de csta mancra, serd Glit que lo reestablezca en la forma
“Si...,(catonces)...",

¢Qué hemos logrado hasta aqui? Hemos adquirido una nocién de lo que significa demostrar una
proposicién y hemos reconocido 1a necesidad de aceptar cicrtas suposiciones, definicioncs y términos
indefinidos. Pero, las tres suposiciones anteriores no son suficicntes para demostrar todos los teoremas de la
geometria elemental, asi que en Ja siguiente seccidn iniciaremos otra vez con cinco nucvas suposiciones que



adoptaremos como la base de nuestra geometria. Indicaremos los términos que tomasemos como indefinidos e
Introduciremos definfciones de otros términos cuando s requicran,

A9  Fjerclcios

1. EnlaFig A9alalinea PM es perpendicular a la linea AN en su punto medio M. Demuestre que PA = PB,
2. Establezca un teorema sugerido por la Fig. A9b en la cual AB = ACy BU) = CD, Su proposicin del Leorema puede estar en

términos del di Dy su leorema.
P A : A
B [
B C
A M B D D
Figura A.9a Figura A9b Figura A9¢

Establezca un segundo Leoremna sugerido por 1a Fig. A9by demuéstrelo,

Establezca un teorema sugerido por Ia Fig. A-9¢ en ta cusl AB= BDy AC = CD. Demuestre su leorema,

Sehale qué se di y qué serd demostrado en cads una de Jas siguientes proposiciones. Puede hacer esto sin conocer ef significado de
cada témiino,

) Sidos dngulos de un trikngulo son iguales, los 1ados opuestos de estos dngulos son iguales.

b) §iun cuadsilitero tiene tres dngulos rectos, su cuarto dngulo también es un dngulo recto.

) Sidos lados de un cuadrildtero son iguales y paraleios, el cuadrilitero ss un parsisiogramo.

d) Unradio perpendicular a una cuerda de una ciscunferencia, biseca & la cuerda.

¢) Lasuma de los ingulos de un tridngulo es 180 grados.

) §i Firulais estaba solo on la casa entre 10 3 y 4 de la Larde, entonces fue 41 quien ae comid las gallelas de Ja caja de pastel,
8) Sisuperro sstd ladrando, hay un extradto en of local.

6. Exprese en la forma "Si..., " ln igui p

8) Cuardas iguales de una circunferencia, estén igualimente distantes del centro de la circunferencis.

b) Los dngulos opuestos de un pm!clummo. 00 iguales.
) Unnifo hambriento, llora,

@

A0  Proposiciielnverss  Considere las dos proposiciones siguicntes, en donde se intercambian Ia hipétesis y
la conclusién cn la primera proposicién, para obtener la segunda.

1. Si dos lados de un tridngulo son iguales, los 4ngulos opuesios a estos lados son iguales,
2. Si dos dngulos de un tridngulo son iguales, los lados opuestos a cstos dngulos son iguales.

Esta segunda proposicion se llama inversa de la primera, y la primera proposicién también es inversa de la
segunda. Cada proposicion es inversa de 1a otra.

Frecuentemente, si s¢ ha demostrado que una proposicion es cierta, su inversa también es cierta. Sin
embargo no siempre es asi. Algunas veces s¢ demucstra que el inverso ¢s falso. Vea los ejemplos siguientes
en los cuales el inverso es falso,

1. Siuna linca recta pasa por ¢l centro de una circunfcrencia, corta a 1a circunferencia en dos punios

distintos.

2. Siuna circunferencia se corta con dos lincas paralclas, los arcos cntre las lincas son iguales.

3. Si sale de casa demorado, licga tarde a la escueia,

Al Ejercicies

E-aihadhwbbﬂymmmyu&umuﬁmddhm.moﬂh
i los res lados de un Wridaguio som iguales, tambide som iguales los tres dngulos de! ridagulo,
lihumuuhuw“mam-um

$i dos iridaguics som iguales, los dngulos ds Jos dos ik 00 igual
l[hnﬂbu“h%tum@hmbﬂ-nhwum
8i ha calde rocio, Ia yerke estd homeds.

U--ﬂb-uﬂﬂuhuwwuwam
Us aifto hambriento, Hors.
0. Cads punio en uns kines AB e un punto en la lines ABC.

D Py



A2 Falla en el razonamiento

>

Al demostrar proposiciones geométricas deberd estar alerta para cvitar fallas en

¢l razonamiento. "Si A estd a 10 melros de B; y B estd a 7 metros de C; entonces A estd a 17 mictros de C".
En esta proposicidn hay falla cnel razonnnncnlo No hay nada que cstablezea que A, B y C estin en una laca

recla.

Otro crror comin en un razanamiento es como ¢l que se presenta cn el intento de demostracién de la
proposicién siguicnte: "Si un lado de un tridngulo se biscca por la perpendicufar desde cf vértice opuesto, fos
otros dos lados del tridngulo son iguales.

DADO:

POR DEMOSTRAR:

DEMOSTRACION:

El ridngulo ABC (Fig. A.12) en el cual CD
¢s perpendicular a ABy AD=DB,

AC=BC.

En los tridngulos ACD y BCD, se tiene que ZADC = ZBDC ya que
CD cs perpendicular a AB,
AD = DB (dado),
£CAD = £CBD porque si dosNd6s de un tridngulo son iguales, fos
dngulos opuestos a cstos lado: iales.
Por lo tanto ¢l tridngulo ACD es igual al tridngulo BCD porque dos
tridngulos son igualcs si un lado y dos dngulos adyacentes de uno son
iguales respectivamente a un lado y dos dngulos adyacentes del otro.
Por lo tanto AC = BC.O

c

D
Figura A12

La falla de cste argumenio estd en ¢} tercer paso, Eu esle paso consideramos que tenemas un tridngulo con
dos [ados iguales. Esto, no obstante, es lo que estamos inlentando demostrar.

A veceses cn el diagrama y no en ¢l argumento donde cstd la falla. O bien el dxagrama no llena todas fas
condiciones establecidas en la proposicién o Ja construccién de una inca se ha hecho en forma errdtica y

cngafia la vista.

A1} Ejerciios

enfos siguient 1

Seflale los errores de

44 !

1. Todas fas vias que van af sur tievan & Nochimifco, Esta vis va hacia of oriente y por fo tanto por esta vis no Hegaremos &

Xochimilco,

2. Mamd: “"No, David, es suficiente nieve por hoy".
David:  "Pero, mamd, cuando tuve ficbre lifoiden el doctor dijo que me dieras Ia nicve que deseans®,

b L e s i s A & ST a1y S Sy abig ke 9 B AR AR PR



SECCIONB I L.0S CINCO PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

B En la scccién anterior hemos aprendido que no podemos demostrar proposiciones cn geometria, sin
primero haber hecho un cuidadoso examen de lo que estamos suponicndo. Hemos examinado la necesidad de
cientas definiciones y términos indefinidos. Estas cosas las hemos aprendido al considerar dnicamentc unas
cuatas proposiciones geométricas, Habriamos avanzado demostrando otras proposicioncs; pero, en algin
momento descubrirfamos que necesitamos mds suposiciones, incluyendo algunas de una naturaleza mis
general, para tencr una base adecuada para la gcometria,

Por lo tanto, en esta seccion, cmpezaremos haciendo un cuidadoso examen de las suposiciones en las que
descanse nuestra geometria. Necesitaremos Ginicamentc cinco y generalmente nos referiremos a cllas como a
los cinco principios fundamentales. Estas cinco suposicioncs son completamente diferentes de aquellas que
establecimos anteriormenie, Parccidas a aquellas, dstas se referirdn a puntos, lineas, distancias, dngulos y
tridngulos.  Cicrtos términos como miimero, orden, igual, punto, linea recta, distancia entre dos puntos y
dngulo entre dos lineas, los tomaremos como términos indefinidos. Tambidn necesitaremos términos
indefinidos empleados comunmente en toda clase de razonamiento 1dgico, por cjemplo: es, som, no, y, o, pero,
si, entonces, todo, cada. La palabra linea sc entenderd comunmente como linca recta,

No cstamos obligados a aceplar esta lista particular de cinco principios fundamentales. Son posibles
muchas otras listas, Es posible que algunos de sus compaicros estudien geometria en libros entcramente
diferentes que éste y sean otros sus principios fundasmentales,

En scguida discutirenios los cinco principios o suposiciones, a la vez que las ideas relacionadas que
tormaremos como base de nuestra geometrfa. El lenguaje le puede parecer extrafio y nuevo; pero las ideas lc
serdn familiares.

B2 Princlplo 1 Medidadelinea Los puntos en cualquier linca recta se pucden numerar tal que la diferencia
de mincros mida distancias.

Nuestro primer principio trata con puntos, lincas y con la nocién de distancia entre puntos, Sc Hama ci
Principio de Medida de Linca y nos dice, en efecto, que podenios medir la distancia entre dos puntos por medio
de una escala o regla, justamente como lo hemos hecho sicmpre.  La regia pucde tener una escala cn
centimetros o pulgadas u otras unidades de longitud, marcada en ella.

La idca es suficientemente obvia por st misma, ejemplo, la figura B.2 muestra cuatro puntos A, B, Cy D en
una linea recta, Estos cuatro puntos y todos los otros puntos de 1a linca sc pueden numerar en orden y lucgo

13 35 4 525
A B D

c
FiguraB2

podemos decir que la distancia AB ¢s iguai a la diferencia entre los nimeros correspondicnies de Ay B. En
forma analoga podemos medir la distancia BC, 1a distancia AC y asf sucesivamente. En vez de poner, de
hecho, fos numeros en la linca, es ficil colocar una regla, ya marcada, a lo largo de lalinea. En vez de escribir
“la distancia BC", de aqui ¢n adelante simplemente escribiremos BC o CB. “La distancia BC", “la longitud
BC", “Ia distancia CB", “la longitud CB", "BC" y “CB" tendrdn todas ¢f misino significado: cl orden de las
fetras no ticne significado.

Aunque no hay diferencia en la unidad particular que utilicemos, debemos emplear 1a misma unidad cn
¢ada trabajo.

Medida de Linca (Principio 1) nos dice que la distancia BD se obticne por la difcrencia entre fos nimeros
correspondientes a By a D, Habiando estrictamente, esta diferencia no tiene signo. Si qucremos, sin
cmbargo, podemos distinguir entre “la distancia BD" y “la distancia dirigida BD", dcfinieado la ultinia como
el nimero que corresponde a D menos el mimero correspondiente a B. Esla “distancia dirigida BD", cuyo
simbolo ¢s BD, scrd positivo o negativo: Positivo cuando los nimeros crecen (aigebraicamente) cuando
recorremos de B a D, y negativo cuando los nimeros decrecen cuando vamos de B a D.  Vemos ademds que,
despreocupdndonos de fa mancra como s¢ numere ia linca, BD = ~DB, Por ahora no nos interesaremos en
cstas distancias dirigidas, La distancia entre dos puntos, tal como B y D, serd simplemente la diferencia
numérica entre fos nimeros correspondientcs a B 'y D, Esto es, la distancia BD (Fig. B.2) es 1.75,
andlogamente ia distancia DB también es 1,78,



Podemios ver det Principio | que si un punto Q en una linca s¢ numera con 7, entonces hay dos puntos
distintos en 1a linca a una distancia 2 de Q. Estos puntos corresponden a los niimeros 7-2 y 7+2. Para cada
punto Q en una linca hay dos y tinicamente dos puntas distintos en fa linca a una distancia d de Q. Si Q ticne
asignado ¢l nimero g, cstos dos puntos serdn numerados con (g-d) y (q+d).

B3 Nocién de un punto estar entre dos puntos en una lines  Comio se establecid en el Principio 1, los puntos ¢n una
linca recta, extendida indefinidamente, s pueden numerar tal que diferencias de nimeros midan distancias;
hay diferentes mancras comno se pucde hacer. Supongamos que por un método, al numerar los punlos en una
linca recta, ¢t ndmero 3 corresponde al punto A y el niimero 5.2 corresponde af punto C, coio se mucstra en
laFig. B3, Entonces cualquier punto cuyo niimero esié enlre 3 y 5.2 estard entre los puntos Ay C en la linca.

A B C
] 38 52
Figura B3

B4 Defnleion Se dice que cualquier punto B que esté en la linea que pasa por los puntos A y C, estd enire
Ay Csi los mimeros que corresponden a A, By C cstdn en ese orden, Aquellos puntos extremos Ay Cy
todos fos puntos enlre cllos s¢ Hlama segmento de linea AC.

Si el punto B corresponde al mimero 3.8 (Fig. B.3), entonces Ia parte de 1a linca que conticnea By Cy
1odos los puntos cuyos niimeros estdn entre 3.8 v 5.2 sc Hama cl segmento de linca BC, La expresion
“segmenio de linea”, significa literalmenle, “una parte contada de Ia linca”, Hablando cstrictamente, “la linea
AC" esla linca sin fin que pasa por los puntos Ay C, ¥ seremos cuidadosos en llamar aquella pante de 1a linca
que esta entre Ay C “el segmento de linca AC", Pero a veces, cuando no causc confusion, diremas “linea AC"
abreviando, cuando realmente queramos decir “segmento de linca AC",

BS  Denkion Si AB = BC, sc dice que B biseca al segmento de tinca AC. También sc le llama a B, punto
medio del segmento de linca AC,

B.6 Ejercicios

1. Encuentre las distancias AB, BC, CD), AC, BC y AD ¢n la Fig. B.2, y muesire numéricamente que:
3) AB+BC=AC
b) AB+BC+CD=AD
¢) AD=AB+BD=AC+CD
2. ) EnlaFig B.2 ;Cuintas veces cs mds largo CD que BC?
b) Silos nimeros asignados a los puntos A, B, Cy D, en la Fig B.2.se
centimetros ; Seria AB 1odavia doble d¢ largo que BC?
3. iCuintos grados hay desde ¢l punto de congelamiento al punto de chullicion del agua cuanda s¢ mide en
a) el temdmetro ordinario Falrentwil?
b) el termbmetro en centigrados?
4. 3) Ruthmide 160 cm de alluray Juan 180 cm, ;Qudnto ¢s mis alto Juan que Ruth?
b) {Qué parte fraccionaria ¢s la altura de Ruth con respecto a la de Juan?

17 4,

para representar i en pulgadas en vez de

B7  Principio2 EXiste una y solamenie una linea recta que pasa por dos puntos dados.

Nucstro segundo principio rata también con puntos y lneas. Se debe pensar que esta linea se cxtiende
indefiniZzmente, sin puntos extreimos, aun cuando nuesiro diagrama mueslre que tal linea ticne dos puntos
extremos, Fig. B.3.

BS  Intersecciinde dosliness  De acucrdo con el Principio 2 podemos demostrar que dos lincas rectas
distintas no pucden tencr mds que un punto en comin, Para demostrar esto, veamos qué sucede si las dos
lineas rectas tienen dos puntos en comun. Entonces por estos dos puntos pasarian dos lincas rectas diferentes,
lo que es contrario al Principio 2. Por lo tanio dos lincas rectas distintas no pucden tener dos puntos en
comun, o tres, o cuatro, 0 cualquicr nimero mayor.

B9  Definiclon Cuando dos lincas tcngan un punto en comin, diremos que se infersecan y al punto en
comun le llamaremos punto de interseccion,




B10  En seguida formularemos el Principio de Medida de Angulo. Como nuestra nocién de dngulo se
sostienc en la nocidn de rayo, priincro explicarcinos qué significa rayo.

B.11  Definkcitn Si seleccionamos un punto P en una linea recta, podeimos pensar que este punto divide a la
linca en dos rayos, cada uno de los cuales tiene a P cono punto extremo.

-
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Figura B4 )

Como, por Principio 1, los puntos de una linca recta sc pueden numerar tal que la diferencia de niymeros
miden distancias, podemos definir sus dos rayos como sigue: Un rayo con punto extremo P comprende el
punto Py todos los puntos cuyos nitmeros son mayores que el nimero correspondicnte a P, el otro es el punto P
y todos los puntos cuyos nizmeros son menores que el niimero correspondiente a P, Cada uno de cstos rayos
tiene iinicamente un punto estremo. Ver Fig, B.11.

Bi2 Definiclon Si dos rayos tienen el mismo punto extremo, Fig. B.12, se dice que forman dos dngulas.
Cuando hablamos del dngulo entre VA y VB, casi sicmpre pensamos en ¢l menor de los dos dngulos. La
referencia a este dngulo generalmente ¢s dngulo AVB, cn el que la Ictra de en medio siempre representa los
extremos en comun de los dos rayos. Este punio se llama vértice del dngulo. A los rayos VA 'y VB se les
\lama lados del dngula. A y B simplemente sirven para distinguir los dos lados del dngulo, y representan
puntos diferentes de V en sus rayos respectivos. No hay distincién entre ¢l &ngulo AVB y el dngulo BVA;
ambas expresiones denotan al menor de los dngulos formados por los rayos VAy VB,
B

. t -
v A B A

v
Figunn B.12 Figura B.13

B13  Definicln Cuando dos rayos con un punto extremo comin, forman una linea recta, como ¢n la
Fig. B.13, cada dngulo formado por cstos dos rayos s¢ llama dngulo llano.

B14  Nuestro lercer principio se refiere a la medida de dngulos. Es decir, que el dngulo se pucde medir por
medio de un transportador de la manera que hemos aprendido a medirlo. Si, por ejemplo, tomamos una fueda
con doce marcas distanciadas igualmente cn la orilla y numeramos cada marca con 30, 60, 90, 120, ... ,360,
podemos decir que la medida del dngulo entre Ia marca 90 y la 150 ¢s 60. Esto seguiria siendo cierto si los
numeros fueran 31, 61, 91, 121, ..., 361, o si hubieramos utilizado otra escala cuya unidad para medir dngulos
1o sea Ia sugerida por la costumbre, ¢l grado. En seguida diremos todo mds brevemente.

BAS  Princlplo3 Medida dedngulo  Todos los rayos que tlicnen ¢l mis-
Mo extremo se pueden numerar tal que las diferen-
cias de nimeros midan dngulos.

B16  Por cjemplo, la Fig. B.16 muestra cinco rayos que tiencn ci
extremo comun O. Estos cinco rayos y todos los demds rayos con
extremo comin O se pueden nunwrar en orden y entonces podemos
decir que la medida del dngulo entre cualesquicra dos de eslos rayos
es igual a la diferencia entre sus nimeros, Por convcniencia en su
lectura arreglaremos ¢stos nimeros alrededor de una circunferencia
trazada con centro O. Colocando letras A, B, C, D, E, en el corte de )
los cinco rayos con la circunferencia, podemos ver que la medida dei Figra B.16

dngulo entre los rayos OA y OB es 40-10, es decir 30, Ei dngulo entre los rayos OB y OC, generalmenie se




lee “dngulo BOC", que ticne medida 50-40 = 10. ;Qué medida ticne el dngulo COD? ;Cudl cs la medida del
angulo AOC?

Las expresiones “dngulo AOB", “dngulo BOA”, “ZAOB" y “ZBOA" significan lo mismo. El orden de las
letras no tiene significado.

Como la medida del dngulo AOC (Fig. B.16) s igual a la medida del dngulo AOB mis la medida del
ingulo BOC, podcmos decir que ¢l dngulo AOC es igual al dngulo AOB mds ¢l dngulo BOC; o, mds breve,
ZAOC = ZAOB + £BOC. Y pucsto que la medida del dngulo AOC cs igual a cuatro veces la medida del
dngulo BOC, podemos decir que ZAQC = 4£BOC. ’

BA7  Definiclin Si ZAOB = £BOC, se dice que ¢l rayo OB biseca al dngulo AQC, y OB es bisectriz del
dngulo AOC.

B.18  Ejerciclos

Considerando la Fig B.16 muestre que:

I ZAOD= LAOB + £BOC » £COD.

2. £LAOD = £LAQC - £BOC + £BOD,

3. £BOE = £AQC + £BOD =~ £COE - £AOB ~ £ZBOC ~ £COD.

B19  Algunas formas, de una variedad inacabable, en las que se pueden numerar los rayos tal que la
' diferencia de nimeros mida
4dngulos s¢ muestran en las Figs.
B.19a a B.19d. Es costumbre
numerar con nimeros positivos a
los rayos contrarios a las
o manccillas del reloj y con
nimeros negativos a los rayos en
el sentido de las manccillas del
reloj,  Esto es una mera
convenierkia y mo s
absolutamente necesario.

W0 »

Figura B.i% Figura B.19b

Usualmente no tenemos necesidad de continuar numerando después de completar una vuchta, Si queremos,
no obstante, podemos continuar numerando indcfinidamente; ¢l dngulo KOL (Fig. B.19b) tienc la medida 30,
ya sea que se considere como 150-120 o como 510-480 o como (~210)~(-240). En efecto, podriamos
considerar Ja medida del dngulo KOL

como 510-120 o como 30+360; o aun 100 o

como 30+n:360 donde n=0,1,2,3... o 1% o

n = -1,~2-3... Sin embargo, no ¢s

facil hace! esto y evitar confusion. Para wo -
ser  estrictamente exactos, debemos

introducir la idea de “angulo dirigido

KOL” definiéndolo como “el nimero % "

correspondiente al rayo OL menos el w0 -0

nimero correspondiente al rayo OK".

Dcbemos indicar, ademds, que cuando Figura B.19¢ Figura B.194

esta diferencia cs un nimero positivo, ¢l

dngulo dirigido KOL se considera contrario a las manecillas del reloj, y cuando es negativo, el éngulo dirigido
KOL se considera en ¢l sentido de las manccillas. La medida de cada uno de los correspondientes dngulos
dirigidos LOK seria el negativo de cada uno de los mencionados anteriormente. Generalmente no estaremos
interesados en tales distinciones y tomasemos como la medida de! dngulo entre dos rayos, la diferencia
numérica mds pequefia de los nimeros de los rayos,



B.20  Princlpio 4 Todos los dngulos llanos tienen la misma medida.

B2 El mélodo mds comin de numeracién de rayos tal que la diferencia de nimeros mida dngulos ¢s cl
método que se mucstra en la Fig. B.19a, donde 0 y 360 son los numeros que corresponden al mismo rayo. En
esle caso la medida del dngulo unitario se Hlama grado. Una definicion precisa de esla unidad de medida de
dngulo, que se escribe 1°, es aquella que es 1a medida de Yis de un dngulo ano. Sin embargo, estrictamenie,
no tenemos derecho a ulilizar esla definicion sin aseguramos primero que todos los dngulos llanos ticnen la
misma medida. Lo podriamos demostrar en este momenlo si introdujeramos ahora el Principio 5, pero la
demostracion es algo larga y un poco inusual ent su forma. En consecuencia, ¢n vez de demostrarlo como un
icorema, lo tomaremos como suposicién, como se ha establecido en B.20.

Al utilizar un grado comno la unidad de medida de dngulo, observamos que un dngulo se puede considerar
con muchas medidas que dificren por milliplos de 360°, Ordinariamenie, sin cmbargo, considerarcnos I
medida de un dngulo, ctiquetado con letras tal como KOL en la Fig. B.19b, menor que 360°.

821 Definkion  Undngulo de 90 grados se llama dngulo recto. Los dngulos menores de 90 grados se Haman
dngulos agudos y dngnlos mayores que 90 grados pero menores que 180 grados se llaman dngulos obtusos.

B23  Definictin  Si dos lineas se cortan cn un punto O tal que ¢l dngulo enire dos de sus rayos mide 90°, se
dice que las lincas son perpendiculares.

Si, por cjemplo, las Hneas LL'y MM en la Fig. B.23 s¢ cortan cn O
tal que dngulo LOM = 90° las lineas LL' y MM’ se dice que son
perpendiculares. Ademds, los 4ngulos MOL', L'OM’ y M'OL también
son dngulos rectos. Como LL‘ ¢s una linca recta, el dngulo LOL' serd
un dngulo llano, cs decir, de 180°, El rayo OL’, en csle caso, tendrd cl
numero 180 y el dngulo MOL' tendré la medida 180-90, es decir 90°,

B.24  Elerciclos Figura B.2}

[ Muestre que los dngulos L'OM" y M'OL en la Fig B.23 tunbién son dngulos rectos.

2. (Cuintos grados gira el ninulero de un reloj al ir de "diez después” de Ia hora a "veinlicinco después™? ;De "diez después™ s
*veinte después™? ;De 6:05 8 6:157 ;De 6:15 2 7:087 ;De 6:05 8 7057

3. {Cuintos grados gira ¢l minulero de un reloj al ir de 8:10 8 9:207 ¢ De 10:50 2 2:35? 4De 3:1323:517

4. 1Quéhora serk cuando ¢l minutero haya girado 72 grados de su posicion a las 8:19 en punto?

S, {Qué hora serk cuando ¢) minutero hays girsdo 726 grados de su posicion a fas 1 1:47 PM?

6. SienlsFig B.12. ¢l dngulo menor AVB es igual s 117, c A
1Qué medida en grados ticne ¢l &ngulo mayor AVB? )

7. Sienls Fig. B.24, ¢l rayo VA se numera con 43, (Como Figurs B.24 v
s¢ debe numerar el rayo VB? (Recuerde que estamos mi. D
diendo dngulos en grados.)

8. En general, si un rayo VA de una linea recta AB se numera con 7, {Como s debe numerar e} otro rayo VB?

9. SienlaFig B.24¢)rayo VA se numera 0, 360 y LAVC = )32°, ;Cémo s¢ deben numerar los rayos VC, VBy VD?

10. EnlaFig B.24 ¢l rayo VA se numers 0, a+360 y LAVC = 14, {Cimo se deben numeras los rayos VC, VBy VT)?

11. Si en)a Fig B.24 ZAVC = 125.8% ;Cudnto mide ZCVD? ; 2BVD? y [ ZDVA? ;Cud! es )a suma de estos cuatro dngulos?

12. Sien la Fig. B.24 LZAVC = 4%, (Cudnto mide ZCVB?, ( ZBVD?Y ; ZDVA? ;Cudl es Ia suma de eston cualro dngulos?

13. Comprucbe de los ejercicios 10 y 12 que los dngulos opuestos por ¢l véntice son iguales.

14. Si en Ia Fig. B.24 ZAVC fuera igual s ZCVB, jQué medida ticne cada dngulo?

15, Muestre que las Jincas que bisecan a los dngulos AVC y CVB (Fig 1.24) son perpendiculures.

16. Si enla Fig B.24 o dngulo menor AVC tiene s medida 5% (Qué medida tiene ol dngulo mayor AVC?

B.25  Definiclén A los dngulos AVC y BVD dc la Fig. B.24, se les llama dngulos opuestos por el vértice.

B26  Dinnkién Dos poligonos que ticnen iguales sus dngulos y proporcionales sus lados correspondicntes, s¢
llaman poligonos semejantes. : -

E! orden de los dngulos y lados en una figura pucde ser el mismo o de orden invertido a los dngulos y lados
correspondientes de la otra figura (Ver Fig, B.26). Obscrve que los vértices, esquinas, correspondientes cn los
tres tridngulos semicjantes de la figura, estin marcadas con las mismas letras cxceplo por los apdstrofos.
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Figura 3.26

B17  Defudcion Cuando digamos que el poligono ABCDE cs, digamos, 3 veees mds grande que el poligono
“semejante A'B'C'D'E’, cada lado y diagonal correspondicnte, scrd 3 veces méds grande que cada lado y
diagonal correspondiente del poligone A’B'C'D’E’. Al niimero 3 I¢ lamamos factor de proporcionalidad, El
factor de proporcionalidad nos dice como se comparan las distancias del poligono A'B‘C'D'E’ con aquellas del
poligono ABCDE. Podemos expresar esta comparacién como una proporcion, de dos maneras. Podemos
escribir AB=3-A'B',BC=3-B'C’, AD = 3-A'D"; 0 podemos escribir AB BC AD
AB"BCTAD "

Las dos proporciones que se muestran anterionmente s¢ pueden utilizar para establecer 1a relacién entre las
distancias correspondicntes de cualesquicra dos poligonos semejantes, si en vez de utilizar 3 como el factor de
proporcionalidad utilizamos k, donde & pucde ser cualquier nimero real, Entonces escribimos AB = k'A'B’,
BC=kB'C’, AD=k-AD’ 0 bicn AB BC AD

- AB”BCTAD" k.

El quinto y 4ltimo principio que tomaremos dado, incluye tridngulos semcjantes. Como ¢l principio § es la
primera de tres situaciones relacionadas con esta clase, nos referiremos a clla como el Caso | de scmejanza,
Después consideraremos los Casos 2y 3.

B8 Principlo§ Caso ] desemejanza. Dos tridngulos son seinejantes sl un dngulo de uno es igual a un dngulo del
otro y los lados que incluyen cada &ngulo son proporcionales, A
A

Figura B.28
En los tridngulos ABCy A'B'C’ de la figura B.28,
SiZA'B'C’=ZABC, A'B'=kAB y B'C'=kBC,
entonces C'A" =k CA, ZB'C'A’=/ZBCA y ZC'A’'B’'=ZCAB,

B.29  Porlo tanto, se sigue que al suponer ¢l Caso | de Semejanza, estamos suponiendo, en cfecto, que un

R

Figura B.29

Iridngulo dado se puede reproducir dondequiera, ya sea, exactamente, amplificado o reducido. Lo mismo es
clerto para poligonos, ya que s¢ puede pensar que un poligono estd compuesto de cierto nimero de tridngulos.
Ver Fig. B.29.

1"



E! Principio 5 (Caso | de Semejanza) es muty ttil cuando queremos demostrar que ciertos dngulos son
iguales o que cierto segmiento de linca es miltiplo de otro. Cuando ¢! factor de proporcionalidad es !,
podemos utilizar ¢! Principio 5 para demostrar que dos segmentos de }inca son iguales.

B30 Dos tridngulos scmejantes en los que k es | se Haman tridngulos iguales porque sus lados y dngulos
correspondientes son iguales, Otros libros de geometria sc reficren a veces como “tridngulos congruenies”, Lo
hacen asi, no sdlo para indicar que los lados y dngulos correspondicntes son iguales sino también para indicar
que esta igualdad se puede mostrar al mover un tridngulo acomod4ndolo en ¢l otro. Definen “congruente” en
términos de ideas indefinidas de “mover” y “colocar”. El fundamento légico de nuestra geometria s
independiente de cualquicr idea de movimiento,

B3l Ejercikios

1. Eneluikngulo ABC, AB= 6, BC = 8y ZABC = 62% Enel tridngulo A'B'C’ A'D' =9, B'C’ = 12y ZA'B'C' = 62*,,Cudnlas
veces mayor que CAes C'A™?

2. Enlostidngulos ACY A'B'C' A'B » JAB, B'C' = 3BC y LA'B'C = LABC. (Qué puede decir acercadde C'A"y CA? Y
Qué scerca de ZB'C'A?

3. Pormedio de una regla, marcada o graduada en centimetros o pulgadas, y un transportador, amplifique ¢l tridngulo ABC
Fig B.3a enlarazénd a 2, Sugerencia: Trace primero A'B’ = ¥ AB; luego hags ZA'B'C’ = ZABC ytrace 3°C’ = */; BC,

Figura B3la Figura B31b

4. Reproduzeael poligono de 1a Fig. B.31b mediante un razo tal que sea amplificado en la razdn 5 u 4.
. Al umr los punios medios de o8 lados de un Uidngulo ABC, s obtienen cuatro trikngu los pequefos. Demuestre que Ures do estos
son scmejantes al trikngulo ABC,

6. ‘,Qué necmuuha para demostsar que ¢l cuatro tridngulo pequedo del problema anterior ambidn o semejants ol ridngulo ABC?
7. SienlaFig B3I, AB' = 1.5ABy AC' = 1.SAC. Encuentre larazén B'C'/BC. Sugerencia: Pars encontrar la razdn BB/ AB de
1s Fig. B.31¢, sélo nevesitamos observar que BB = AB' + AB; y por lo tanto BB/AB = (AB/AB) - 1, en este caso (3/2) - 1, es

decir, (112), Emaunmaodounmlt'mmpomnmq\uudcmucha utilidad.
8. DelaFig B.)1c, 2i AB/AB = 83, encuentre BBAB. A
9. DelaFig B.31c,si AB/AB = 1.2, encuentsre BB AB.
10. Dado AB'/ AB = n/m, encuentrs BB/ AB,
{1. Encuentre la razén CC/AC de la Fig B.31c. Recuerde el ejercicio B.31(7)
que le da informacidn acerca d¢ 1a figure .
12. Encuenire ls razdn (B°C’ - BCYBC (Fig. B.31c). B (Y
13 Denuesire yus ABBB'= AC/CC’ (Fig. B3 1¢).
14. Dado BB/AB = 1/2 (Fig. B.31c), ;Como podria encontras Ia razdn
AB'/AB? (Oteerve que AB'» BB+ AB)
15 DelaFig B3lc,si BB~ M.MAB/AB. Figua B31c
16 Dela Fig B3¢, si BB'= 1/5, encuenire AB/AB.
17 Dado BB'/ AB = n'm, encuenirs s razén AB/AB,
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SECCIONC I LOS SIETE TEORENAS BASICOS

c1 Con base en las cinco suposiciones del capitulo anterior, Principios ! a 5, procederciios a demostrar
sicte proposiciones fundamentales, o tcoremas, que les Hamaremos Principios 6 a 12, Con cstos doce
principios podemos demostrar todas las proposiciones subsecuentes en gecometria.

Aunque podentos demostrar eslos sicte nucvos principios, preferimos lomar en este momento cuatro de
cllos como dados, sin demostracién. Estos son los Principios 6, 7, 8 y |1. La mayoria de las personas podrian
considerarlos obviamente vdlidos, en ¢l aclo, estos cuatro principios; ademds, sicmpre ¢s cnfadoso cfeetuar
demostraciones de aquello que parcce obvio. Al tomar en este momento cstos cuplro priticipios como
suposicioncs, podremos demostrar las proposiciones en los cjercicios de este capitulo y también demostrar los
Principios 9, 10y 12,

€2 Principlo6 Caso 2de Semyanza.  Dos tridngulos son semejantes si dos dngulos de wno son iguales a dos
angulos del otro.

Compirelo con ¢l Principio § para ver cémo, ¢l Caso 2 de Semejanza difiere del Caso | de Semejanza.

c3 Ejerciclos

L. Si dos yidngulos tienen dos Angulos e uno iguales & dos dngulos del otro, ¢l tercer dngulo de cada uidngulo también es igual uno a
otra. ¢Por qué? (o]
2. En el uiingulo ABC (Fig CJa), AB=6, ZA~d40° y
£B =100 Encluidngulo A'B'C, A'B'=9, LA =40°y
£B’ = 100°, ;Cémo es ¢l tamadio de A'C’ comparado con AC?
{Qué tan grande es LC' comparsdo con £C?
3. Enlosuiingulos KLM y K'L'M', ZK® ZK' M= 2M'y
KM = 13K°M", Compare KL con K'L" y LM con L'M",
4. Utilizando una regla mascada en centimetros y un lransporta- A
dor, amplifique el lntngulo ABC Fig (C.3a) [ larazon § FiguraC.Ja
2 4, Sugerencia: Trace primero A'C’ iguaa Y/, AC; luego
hags LA'=ZAy £C' = 4C.
5, ¢Cudl esa longilud del segmento sin marca en la Fig. C.3b 7 §
6. Silasombra de un poste ventical de I metros es 1.8 m. ;Cudl
es la altura de un drbol que en el mismo momento tiene una G
sombra de 4.5 m.? 3 3
7. Lla Fig. C.3¢ muestrauna escalerade $ m reclinada contra Figura C.3b
una casa, con el pi¢ de la escalera separada de lacass I m.
LA qué altura se cncuentra el limbre si la distancia desde ¢l
pié de Ia escalera hasta la altura del limbre, sobre la escalera,
es2m?
8. Un poste ventical de Im produce una sombra horizontal de im
18m E ¢l dngulo de elevacidn del sol mediante una
labla de tangentes. Im
9. Demuestre que en el Uikngulo ABC (Fig C.3d), bk = ck, Figura C.3
donde h y k son Ias alluras a los lados b y ¢, mpcclhlmtnle gunt.je
Sugerencia: Busque un par de tridngulos semejantes.
10, Demnuestre la proposicion de! Ejercicio C.3(9) cumlo uno de Jos ngulce del tridngulo e3 recto. Demuuw 1a misma proposicidn
pars cuando uno de los dngulos es obtuso, Trice una figura en cads caso.

w

Figura C.3d

1. umnd&lmuum;«mlummmhmwmmnﬂn. M-:k Esto es, ¢} producto de una
altura y ¢l lado p deun dadom pors ¢l trilng:
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Principlo 7 Si dos lados de un tridngulo son iguales, los dngulos opuestos a estos lados son iguales; e
inversamente, si dos dngulos de un tridngulo son iguales, los lados opuestos de estos
dngulos son iguales.

Ejerciclos
Demuestre que si los tres lados de un tridngulo son iguales, entonces los tres dngulos también son iguales.

Demuestre que si los Ures dngulos de un tridngulo son iguales, los lados del tridngulo también son iguales.
DelaFig. C.33, dos tridngulos isosceles ABD y CBD, lienen un lado comdn BD. Dernuestre que ZABC = LADC.

B 8
A< ’ >C ] E: —C
D D

Figura C.5a Figura C.5b

De la Fig. C.5a, demuestre que a linea que pasa por A y C biseca a ZBCD.
Dos tridngulos isdsceles, BRD y BCD (Fig. C.4b) tienen un lada comiin BD, Demuestre que ZKRC = ZKDC,
Enla Fig C.S¢, Zp = £q. Demuestre que AB = BC.

B

D
Figura C.3¢ Figura C.5d

7. EnlaFig C.5d, AD=BDy AC » CD. Demucstre que ZBAC = ZBDC, que ZABC = £DBC y que AD es perpendicular a BC,

Principlo8 Caso J de semejanza, Dos tridngulos son semejantes si sus lados son respectivamente
proporcionales.

Eferciclos

En la Fig C.7a, si s¢ triplica Ia niagnilud de cada segmento de linea, ;Qué dngulos permanecen sin cambiar su medida? (Qué
dngulos cambian sus niedidas? ;Por qué?

B C
E H
F [¢]

Figura C.7a FiguraC.b

2, Sise construye un tridngulo con tres reglillas, con un solo clavo en cads vértios, como 8¢ muestra on la Fig. C.7b . ;Es rigido este
tridngulo? (Higaloy obsérvelo? ;Por qué suceds esto?

3. Elpético del cormal del Sr. Anastacio s aflojé; asi quele
puso de refuerzo un adomo en disgonal, como se muestra T
en Ia Fig C.7c. (Como ayuda esto? (Qué principio ma.
lemdtico ylilizd ?

4, Se clavan cinco reglillas para formar un pentdgono, con un
solo clavo en cada véstice. ;Cudntos lirames, de eaquina a
esquina, se requicren para que haga una figura rigida? (De
cudnias maneras se pucde hacer esto? FigunC.7¢
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5. Demuestre que la linea Uazada desds el vértice, de los lados
iguales de un tridngulo isdscelcs, al punto medio del lado C
opuesto, biseca al dngulo de ese véntice y ademds es perpene
dicular al lado opuesto. Esto es, dado ¢l tridngulo ABC
Fig. C.7d, enel que AC = BC y AM = MB, demostrar que
ZACM = ZBCM. Demastrar también que ZBMC = 90°.

M
Figura C.2d

C8  PRINCIPtO9 La suma de los fres dngulos de un tridngulo es 180°.

La verdad de este principio no cs lan obvia como de los principios 6, 7y 8. En scguida se discutird parte de
Ia demostracién y cl resto se le dejard para que usted lo complete.

DADO: El tridngulo ABC (Fig. C.8).
PORDEMOSTRAR: ZA + £B+ ZC = 180°,

ANALISIS: Encl cjercicio B.31(5), estuvimos
incapacilados para dcmostrar que
uno de los cuatro tridngulos (Ver
tridngulo KLM en Fig. C.8) era sc-
mejante al tridngulo ABC porque
cn cse momento no habiamos de- Figura C.8
mostrado cf Caso 3 de Semejanza. Con el Caso 3 de ayuda podemos demostrar ahora
que ZKML = £C y asl demostrar este principio muy importante que se reficre a la.
suma de dngulos de un tridngulo.

DEMOSTRACION: Scan K, L y M los puntos medios de BC, CA y AB, respectivamente,
En los fridngulos MBK y ABC,
MB = '/,AB (Por construccién),
£MBK = £ZABC,
y BK =/,BC (Por construccion)
Por lo tanto MK ="/,AC y £BMK = ZA (Por Caso | de Semejanza).
Utilizando los tridngulos AML y ABC, puede demostrar de mancra andloga que
ML ='4BCy ZLMA= /By que LK ='/.AB. '
Como sc ha demosizado que los lados del tridngulo KLM son respeclivamente
iguales a una mitad de los lados del tridngulo ABC, cs claro (del Caso 3 de
Scmejanza) que ZKML = £C,
Hemos demostrado que ZA = ZBMK, ZC= ZKML y £B = ZLMA,
Por lotanto £A + £B + £C = al dngulo Ilano BMA = 180°.0)

c9  Podemos ilustrar el hecho de que la suma de los
dngulos de un Iridngulo es 180° al mover un ldpiz alre-
dedor de un tridngulo como se mucstra en la Fig, C.9,
El ldpiz s¢ coloca primero en la posicién |, Luego se
rofa contrario a las manccillas del reloj por el ngulo
A alaposicion 2. En seguida cl Mpiz se muevealo
largode la linca AB a la posicidn 3. ;sobre qué dngulo
sc rota para llcgar a la posicion 47 ;A lo largo de qué
linea se mueve ahora para llegar a 1a posicion 37 ;Sobre
qué dngulo se rota para alcanzar la posicién 67 ;Estd
ahora ¢l ldpiz en la misma linea como ¢n el inicio? ¢Cudntos grados gird el ldpiz?

Fipia C9
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También podriamos demostrar ¢l inverso del Principio 9, ¢s decir, que si tencmos tres dngulos cuya suma

cs 180° hay un tridngulo que ticne estos tres dngulos. La demostracién no tiene dificultad; pero es muy larga y
no nos detendremos por cllo,

C.10  Dedetén  Un tridngulo cuyos dngulos son agudos se llama tridngulo acutdngulo. Un tridngulo uno de
cuyos dngulos ¢s reclo se Hama tridngulo rectingulo. Un tridngulo con un dngulo obtuso se lama tridngulo
obtusdngulo,

C11  Ejerclclus

3.
L8

=

1. Demuestre que el tridngulo KLM de fa Fig C.11a, s igual a cada uao de los tridngulos AML, MBK y LKC.
C

A c D
FiguaC.11a Figura C.11b

2. Demuestre que el dngulo exterior BCD del tridngulo ABC de Ja Fig. C.1 (b es igual a Ja suma de los dngulos inleriores o adyacenles A

3. Demuestre que Ja suma de los Angulos de un cuadrilitero es 360° . Sig Dmdu' al cuadrilitero en dos trikngules,
4. Demuestre que Ia suma de los éngulos de un pentigono es 3 veces 180’ es decir $40°.
S, Demuestre que la suma de Jos dngulos de un hexdgono es 4 veces 180°, es decir 720°
6, Demuestre que Ja suma de los ingulos de un poligano convexo de 1 lados es (1 + 2)180°. Un poligono es convexo si cadu uno de sus
dngulos intertores miden menos da 180°,
7. (Cuinlos grados mide cada uno de los éngulos de un pentigono regular? Se dice que un poligono ¢s regular si tiene iguales sus
dngulos y 1ambién sus lodos.
8. (Cuintos grados mide cada uno de los &ngulos de un poligono regular do 2 lados?
Cada ingulo de un poligono regular niide 144°, ¢,Culmou lados tiene ¢l poligono?
. Demuestre que dos trikngulos rectAngulos son semejantes si un dngulo agudo de un tridngulo cs igual a un dngulo agudo de! otro
tridngulo,
11. Demuestre que dos tridngulos rectdngulos son iguales si la hipolenusa y un ingulo adyacente de un tridngulo son iguales,
respectivamente, & 1a Iupoitnuu y un dngulo ulylcemc del olro.
12, Demuestre que la ahtura a la hip deuntni dngulo es le media proporcional entre los segrmentos de I hi Es
deg.lr enlaFig C.llc dmk\dn! que b = mn, Un nimero m e3 la media proporclonal enire otros dos nimerosay b  cuando
w=h o, cuando m? v ob, [

a
ar
A m n B

Figura C.l{e Figura C.11d

— 0
=

En el tridngulo m.ﬂnguloABCdell F||, C.lid, CDuptrpemhwllell Demuestre que b* -cnymua -,
1a ahtura a la hij de un tridng, angulo divide a Ia hj n sege deSy8em E Ia longitud d. .. wituray de
Tos otros dos lados del tridngulo,

. Los {ados que incluyen ¢l dngulo recto de un tridngulo miden S y 12 cm. Encontrar (s longitud de 1a altura y de los segmentos en que queda

dividida la hipotenusa,

. La attura a 1a hipotenuss de un tridngulo rectingulo divide & 1a hip m que tienen la razén { 2 3. Encuentre la razdn de

{ 4

los vtros dos lados de! widngulo,

. Si enel Ejercicio C.11(16), los segmentos de Ia hipotenusa lienen 1a razén { a &, encontrar (a razdn de los oiros dos lados.

€12 PRINCIPIO 10 Todos los puntos equidistantes de los extremos de un segmento de linca, y no otros,

estdn en la mediatriz del segmento de linca,

Aunque la verdad de este principio parace obvio, no lo considerasemos dado vilido. Estudic la
demostracidn cuidadosamente.

DADO: El segmento de linca AB y cualquier punto P tal que AP = BP. Ver Fig. C.12.



(6]

a4

POR DEMOSTRAR: 1) P estd enla mediatriz de AB.
2) Cualquicr punto Q en la mediatriz de AB serd cquidistantc de A y B.
p

Figun C.12

Observe la afirmacion “Todos los puntos equidistantes, . . . , ¥ no otros, cstdn en la mediatriz”
significa también “Si y sélo si un punto es equidistante. . . , estd cn la mediatriz”,

ANALISIS: Para demostrar que P estd en 1a mediatriz de AB, podemos trazar una finca desde P
perpendicular a AB'y demostrar que ¢l punto miedio de AB estd en csta perpendicular,
o podemos concctar P y el punto medio M de AB y demostrar que PM es perpendicu-
lara AB. El scgundo método es mds dirccto.

DEMOSTRACION: 1) Trazar PM de P al punto medioM de AB. En los tridngulos AMP y
BMP, AP = BP, AM = BMy MP = MP, asi quc ZAMP = ZBMP. ;Por qué? Cada
uno de estos dngulos es un dngulo recto. (Por qué? Asi que PM cs la mediatriz de
AB.

2) Podemos ahora demostrar que esta mediatriz no tiene puntos que no estén
cquidistantes de A’y B. Sca Q cualquicr punto cn la mediatriz PM, no imponia qué
tanto csté extendido PM. Entonces QA = QB. ;Por qué?

PRINCIPIO1!  Porun punto que no esté en una linca hay una y sélo una perpendicular a la linca,

PRINCIPIO 12  ElTeorema de Pudgoras  En cualquicr tridngulo rectdngulo el cuadrado de la

hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados (caletos); ¢
inversamente,

Este principio es muy interesante ¢ importante. Fue conocido por los matemiticos hace como 2600
a.c. Estudic la demostracién de esle principio cuidadosamente.

B
DADOQ: Un tridngulo ABC, Fig. C.l4a, en el cual ZC=90°
¢ a
POR DEMOSTRAR:  (ABY =(AC)! + (BC)',0c*=b* +a".
ANALISIS:  No podemos analizar esta proposicion al conside- A 7 ¢

rarque Ja conclusion es cierta y demostrar que C
debe ser un dngulo recto. Los nimeros al cuadra-
do sugieren que podemos Intentar encontrar una
serie de medias proporcioncs, No obstante, la demostracion de esta proposicion
probablemente no se obluvo de esta forma. Mds problablemente la demostracion fue
cstablecida de Ja misma mancra en que 1a porposicion fue descubienta, es decis, por
gencralizaciones sucesivas basadas cn la observacion y contemplacion de muchos
casos especiales.

Figura C.14a
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Hay varios métodos para demostrar este teorema. Elsiguicnte cjemplo especial
mucstra el método que seguiremos.

Obscrve en la Fig, C.14b que podemos amplificar ¢! tridngulo rectdngulo A para
formar ¢l tridngulo B y también ¢l tridngulo C. ¢Cudntas veces mds grandes son los
lados de! tridngulo B con respecto a los lados correspondicntes del tridngulo A?

4 Cémo se comparan los lados del tridngulo C con aquellos del tridngulo A? Si
colocamos los tridngulos B y C juntos tal que sus lados iguales coincidan, podemos
formar un tridngulo rectdngulo que cs semejante a cada uno de estos dos tridngulos.
Los lados que incluyen el dngulo recto de este tridngulo compucsto son x veces los
correspondicntes lados del tridngulo A. Pero podriamos haber amplificado el
tridngulo A dircctamente para formar un tridngulo con cada lado, x veces tan grande
como el lado correspondiente del tridngulo A, como se mucstra por ¢l tridngulo D cn
la Fig. C.14b. Como el tridngulo D cs bastante parccido al tridngulo compuesto
anterior, vemos que x* =9 + 16 dedonde x=5. Asl, 1a hipotenusa del tridngulo A

es5y5i=3t4 4,
)

A
s
3
4 6 9 16 Ax

i 12 I

Figura C.14b

DEMOSTRACION: Tomemos a, b, ¢ como longitudes de los lados del tridngulo dado ABC como se
muestra en la Fig, C.14c.
Este tridngulo sc pucde amplificar (al que cada fado del nucvo tridngulo A'B'C’
sea b veces mds grande que el anterior. Ver tridngulo A'B°C’ ¢n la Fig, C.14c.
Ahera construyamos el tridngulo B‘'C'D’ tal que ZCB'D' = £A 'y £ZB'C'D’ = 90°,
Ver Fig. C.l4¢. Se sigue del Caso 2 de Semejanza que cada fado del trisngulo B'C'D’
es a veces ¢l lado correspondicnte del tridngufo ABC,

B

B
he ac
ba
ci l
Q
A C A D
[ ¥ o

Figura C.1d¢

Ahora demostremos que A'B'D’ =90°, Ya que ZA'B'D’ = £C (;Por qué?), y
como ZA" = ZA por construccion, dos dngulos del tridngulo A'BD’ son iguales
respectivamente a dos dngulos del tridngulo ABC y por lo tanto los tridngulos A'B'D’
y ABC son semcjantes, por Caso 2 de Semejanza,

Pero A'B’ = cb = ¢ AC, indicando que cl factor de proporcionalidad es c.

Porlo tanto A'D’ = cAB, es decir, ¢,
Pero A'D’ también es lgual a * + @,
Y se concluye que ¢* = d* + 2’0
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Para demostrar ¢l inverso de esta proposicion, procederemos como sigue.

DADO: Las longitudes a, b, c tal que = b + ',

POR DEMOSTRAR: Hay uno y sélo un tridngulo rectangulo que ticne cstas longitudes por lados.

DEMOSTRACION:  Consiruyamos un tridngulo ABC tal que AC =5, £C =90°yCB =a,
Entonces (AB)* = b* + a. ( ¢ Por qué?)
Pero ¢t = b* + @ (Dado):
Por lo tanto (AB)* = ¢*, de donde AB = ¢,
Asf que existe al menos un tridngulo rectingulo con lados a, b, ¢. Si existiera otro
tridngulo, estos tridngulos serian iguales, porque st fucran diferentes violarfan cl
Principio 8.C

Inmediatamente se siguen varias proposiciones del teorema pitagdrico que casi no requicren prucha para
establecerlo. A cualquicra de estas proposiciones se le llama corolario del tcotema precursor.

€18 Corolurio12a Sila hipotenusa y otro lado de dos tridngulos rectingulos estdn en proporcidn, los dos
tridngulos son semejantes.

DADO: Los tridngulos ABC y A'B'C’ (Fig. C.15) en los que £C'= £C = 90°, ¢'= kcy a’= ka.
POR DEMOSTRAR:  Los tridngulos ABC y A'B'C’ son semejanites.

DEMOSTRACION:  Si deniostramos simpleinente que

b" = k-b, se signe del Caso 3 de Semejanza, u A
que los triingulos son semejantes.

b= ¢t — g (Por Teorema de Pitdgoras). ¢/ la VaRd
Pero ¢ ~a=kic-ka =ki{c~a’),y A ¢ A ¢
¢! - a* = b* (Por Teorema de Pitagoras). b [X
Porlotanto b = k*»b*  dedonde ' = kb, (0 Figura C.t3

C16  Corolariut2b Dos tridngulos rectdngulos son igualcs si la hipotenusa y otro lado de uno son iguales
respectivamente a la hipotenusa y otro lado del otro.

€17 Corolaria 12¢ La suma de dos lados de un tridngulo es mayor que el tercer lado.
B

A C

Figura C.37
DADO: El tridngulo ABC (Fig. C.17).

POR DEMOSTRAR: AB +BC> AC,

DEMOSTRACION:  Por B trazar BD perpendicular a AC y que corte AC, o la extension de
AC,enD.
(AB)* = (AD) + (BD)* (Por Teorema de Pitigoras).
Por lo tanto (AB)* > (AD)}, de donde AB > AD.
Andlogamente BC > DC,




Por lo tanto AB + BC > AD + DCy AB+BC > ACO

Comprucbe que esta demostracion vale cuando D cae en A o en C; también cnando A estd entre Dy C, y
cuando Cestdentre Ay D.

Ci8  Corolaro124 La distancia mds corta de un punto a una linca, es la medida de la perpendicular del
punto a la linca,

DADO: Un punto P, una linca AB y PD perpendicular a AB. Ver Fig. C.18.

P

Figura C.18
POR DEMOSTRAR:  PD es menor que cualquicr otsa linea por P a AB, tal como PE.

DEMOSTRACION: (PE)! = (PD)* + (DE)* (Por Teorcma de Pitdgoras).
Por lo tanto (PE)* > (PD)*, de donde PE > PD.O

De aqui cn adclante cuando hablemos de 1a DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA LINEA, entenderemos la
distancia perpendicular, por ejemplo, PD ¢n Fig. C.18. El punto D ¢n esa figura, se llama pi¢ de la
perpendicular desde P a AB.

C19  Corolaro 12¢  De dos lincas oblicuas trazadas desde un punto a una linea, la mds Icjana es la mayor; e
inversamente. :

DADO: Un punto P, una linea AB, PD perpendicular a AB y FD > DE, VerFig. C.19. i

P i

F E D
Figura C.19

POR DEMOSTRAR:  PF > PE.

Proporcione la demostracion completa v también la del inverso.
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C.20  EJerciclos

. Enconlrar los niimeros p y q que prod un ik

b Encuentre la hipotenusa de un tridngulo rectingulo, dados los otros dos lados como en los incisos sigui timitando sus resp 2
figuras significativas.
a) 34 ¢) ns iy 1,94 m) p*-q Ipg
b) 21,28 ) 1, Y2 ) oLys n) 149
c) 20,48 g 1, V3 K 1, V6 0) 62,98 °
d) 1! b) 5aV3 L Vn P 273,403

2. Dada la hipotenusa y un lado de un tridngulo rectingulo, como en 108 incisos siguientes, encuentre el tercer lado limitando sus
respuestas & figuras significativas,

a) 17,8 d) V2,1 B ' i) 9418
by 2,1 R ¢) 21,3 h) aV1,s k) 204, H1
¢) 2,¥3 ) 24,sV3 i 18,13

3. Elcamino de A a B esth hacia el este 17 km y luego hacia ¢l norte 11 km mis. ;Qué tan lejos estd A de B en linea recta?
4. Pormedio de los diagramas en 1a Fig, €.20, demuestre de dos maneras que un triAngulo recténgulo, con los otros dos dngulos de 30° y
60°, el lado menor es igual a 1a itad de Ia fongitud de 1a hipotenusa,

A H

Figura C.20

p g goreet c g8 d :
D K L ,

Demuestre que un tridngulo rectingulo en el cual el lado mds corto s la mitad de 1a hipot-iusa tienc dos dngulos de 30° y 60°. Inténtclo ‘

de dos maneras.

Demuestre que las longiudes de Ins Jados de un wridngulo rectdngulo con dos dngulos de 30%y 60° estdn en larazén 1:v'3: 2,

Demmuestre que un tridngulo cuyos lados estdn enla razén 1:¥' 3 : 2 es un tridngulo rectdngulo 30%60°.

En ¢l tridngulo ABC, AB= 5, BC = }2y CA =13, ;Cuintos grados tiene ¢] LZABC?

En el tridngulo DEF, DE = 6 = EF y F) = 6V 2, ;Cudnios grados tiene cada uno de los dngulos del tridngulo?

. En e} tridngulo GHK, Gl = 4, HK # 4¢3 y KO = 8, ;Cudntos grados tiene cada unc de Jos dngulos del ridngulo?

. Cierta caja ticne 12 cm de hrgo, 4 om de ancho y 3 om de shura. (Qué medida ticne la diagonal de cadauna de las caras de la cajn?

. Encontrar Ja Jongitud de 1a diagonal que pasa por el centro de Ia caja dil ejercicio anterior,

. Demostrar que un trigngulo, con lados p* ~ g% 2pg ¥y p*~ g donde p y g son cualesquiera ntimeros enteros positivos, considerando que p

es mis grande que g, ¢s rectingulo,
1o rectdneul




CAPITULO1 GEOMETRIA ELEMENTAL MODERNA

SECCION1 I LOS INICIOS DE1.A GEOMETRIA

1.1 La primera seccién en cada uno de los capitulos 1, 2 y 3 de este trabajo, estd destinado a una discusién
de 1a historia de la geomctria, especificamente al tipo de material cubicrto por ¢sos capitulos. Aunque estas
secciones conticnen algunos ejercicios apropiados a la historia discutida, estos, no son parte fundamental al
material del texto, asi que pueden ser leidos en cualquicr tiempo disponible.

Estas sccciones histéricas avanzan cronolégicamente, asi que cs sugerente leerlos en el orden dado.

12 La Geometria, y realmente toda la mateditica que ha llegado a nosotros por conducto de Europa, tuvo
sus origencs ¢n la ingenicria prictica y la agricultura de los antigtios Babilonios y Egipcios, entre los afios
5000y 2000 a.c. Estos primeros “matemdlicos pricticos” estuvieron intercsados salamente con soluciones a
problemas como: cudntos granos le cabe a un granero, qué drea de terreno ticne un agricultor para propésitos
de impuestos, ete. El alcance de cstos primcros hibiles matemdticos es bastante visible en las grandiosas
pirdmides Egipcias y olras estructuras. La pirdmide de Gizeh, por cjemplo, fuc construida
aproximadamente en ¢l affo 2900 a.c., utilizando mds o mcnos dos millones de enormes piedras con peso
aproximado de 54 tonciadas cada una, acarrcadas unos 800 kilémetros y cortadas con una aproximacidn de
una parte en diez mill Causa gran admiracién esle dificil trabajo, por su estructura magnificente. Por
supucsto, ¢l trabajo manual pesado fue hecho por alrededor de 100,000 esclavos trabajando aproximadamente
30 aflos. A tales proyectos precedid mucho pensamicnto matemdtico cuidadoso.

13 Encel papiro de Rhind, decifrado cn 1877 y copiado por los afios 1700 a.c. por ¢l escriba Ahmes, de un
trabajo del aflo 3400 a.c. aproximadamente, encontramos “Directrices para Obtener Conocimicnto de Todas
las Cosas Oscuras”, Aqui, ¢l drca de un tridngulo isdsceles de lado 10 y base 4 se 1oma como 20; csto es, la
mitad de la base por ¢! lado. El drca de un circulo estd dado como ¢l cuadrado de ocho novenos ¢l didmetro,
una buena aproximacién que supone a ® = 3.1604... E! drea de un cuadrildtero estd dado como
(a+c)(b + d)/4, que cs correcto para un rectingulo, pero no para cualquicr otro cuadrilitero,

14 Fueron dadas muchas formulas correctas, taies como la del drea de un trapecio, la del drea de un
tridngulo, la del volumen de un cilindro circular recto. Lo mds asombroso de todo es la formula correcta para

V=L @+Bb+byh

¢l volumen de una pirimide cuadrada truncada de arista B en la basc mayor, arista b en Ja basc menor y altura
h, dado en ¢l papiro de Moscii (ca. 1850 a.c.). “La M4s Grande Pirdmide Egipcia” que cs como E.T. Bell se
refiere al conocimicnto de los Egipcios sobre csta férmula. Es bastante curioso que los Egipcios hubieran
conocido csta formula y no una férmula correcta para el drea de un cuadrildicro.

18 En Egiplo, las matemdticas declinaron después del alo 2000 a.c. La pobre notacidn y la carencia
completa de cualquier evidencia de razonamicnto ldgico, parecen las causas mds probables para este
estancamiento,  Aunque utilizaron nudos cn una cuerda para formar un tridngulo de lados 3-4-5 para obtener
dngulos rectos, no hay evidencia de qué tanto cstaban concientes del tcorema de Pitdgoras.

16 Las matemdticas de la antigila China eran muy semcjantes a las de Egipto, pero cllas continian su

desarrollo en los siglos siguicnics sacando adclante un tcorema ocasional, al como ¢l método de Horner para
reducir cada una de las rafces de una ccuacion polinomial a una constante.
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17 Los Babilonios fucron los mejores matematicos. Fueron los babilonios quiencs dividicron al circulo en
360 partes. Sabian que Ia altura desde Ia base de un tridngulo isbsceles biseca a 1a base, que un dngulo inscrito
en una semicircunfercncia s recto; conoclan el teorema de Pitdgoras, y que los lados de tridngulos semejantes
son proporcionales, En varios lugares ticnen a x igual a 3 ya 3% EnLa Biblia (I Reycs 7:23 y 11 Crdnicas 4:2)
también sc da la aproximacién n = 3. .

18 Al construir una tabla de valores para n* + o', estaban capacitados para resolver ccuaciones cibicas de
fa forma 0’ + o’ = ¢, Quizd I3 tabla muis avanzada de todas es fa que se conoce como Plimplon 322, de
aproximadamente ¢l aflo 1800 a.c. En esta tabla de barro se listan triadas pitagdricas y los valores de sec’d
obtenida por cllos para dngulos de 45° a 31° con asombrosos incrementos regulares cn Jos valores de las
funciones. Tales cdlculos indican un avanzado entendimiento de trigonomeltria y del tcorema de Pitdgoras.

19 LosBabilonios nunca descubricron ¢l volumen correcto de una pirdmide truncada. Por analogia dijeron
que seria 1a mitad de fa suma de las drcas de las bases por 1a altura, ya que cs la idea correcla para el drea de
un trapecio. Muchas matemdticos pasteriores cayeron en la misma trampa: A causa de que una fdrmula que
vale para cicrta figura bidimensional, se adopta para la correspondiente figura tridimensional.

130 Todas las mateméticas recordadas alrededor de 600 a.c. fucron de naturaleza muy préclica, carcclendo
de gencralizaciones y de estructura ldgica. Cada caso especial de problema fue tratado separadamente.

1. Efercicios

1. Encuentre et drea correcta de un ikngulo isdsceles con base 4 y fado 10,

2. Muestre que cuando uno toma af krea de uni circulo como el cuadrado de ocho novenos ¢l didmetso, enfonces sc estd considerando
an=3.1604..

3. Muestre que (8 + )b + d)/4 cs mis grande que el drea de un cusdrilitero no gular cuyos lados ivos tienen longilud

a, b, ¢, d. Encuentre uns formula corrects AT esta dres, :
4. Determine s fonmuta V =d<B" + Bb + bk para ef volumen de uns pirkmid da de base cusdrada de arista de 1 hase mayor B,
arista de Ja base menor by ahurah.
. Muestre como se puede utilizar 1a figurs siguicnie pars demosar que un tridngulo 3-4-5 es rectingulo,

&

Figurs 1.8

w

. Revise ) Reyes 7:23 y 1) Crénicas 4:2 en Ja Biblia. Trace una figura para mostras «f valor de x que aili 3¢ esti considerando,

. Construys una tabla de valores para ' + ' con n  1.2,..,12, Luego uilice arta tabla para encontrar una raiz de cads una de las
Siguientes ecuaciones; .

3) 4= 1432m0,

b) x*+2¢ + x* = 88000 (encontrar do raices),

§) Wiy,

d) ¥ +37 2160,

Pl
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1.7 Los Babilonios fucron los incjores matemdticos. Fueron los babilonios quicnes dividicron al circulo cn
360 partes. Sabfan que la altura desde la base de un tridngulo isdsceles biscea a la base, que un dngulo inscrito
cn una semicircunferencia es recto; conocian ¢l teorema de Pitdgoras, y que los lados de tridngulos semejantes
son proporcionales. En varios lugares tienen axiguala 3 ya 3% En La Biblia (! Reyes 7:23 y Il Crénicas 4:2)
también sc dd la aproximacidn n =3,

18 Al construir una tabla de valores para n' + ', estaban capacitados para resolver ccuaciones cibicas de
la forma n* + n* = ¢. Quizd la tabla mds avanzada de todas es la que se conoce como Plimpton 322, de
aproximadamente cl aflo 1800 a.c. En csta tabla de barro sc listan triadas pitagéricas y los valorcs de sec’0
obtenida por cllos para dngulos de 45° a 31° con asombrosos incrementos regulares cn los valores de las
funcioncs. Tales cilculos indican un avanzado entendimicnto de trigonometria y del tcorema de Pitdgoras.

1.9 Los Babifonios nunca descubrieron cl volumen correcto de una pirdimide truncada, Por analogia dijeron
que scria la mitad de la suma de las dreas de las bases por la allura, ya que es la idea correcta para cl drea de
un trapecio. Muchos matemdticos posteriores cayeron en la misma trampa: A causa de que una férmula que
ale para cierta figura bidimensional, se adopla para la correspondiente figura tridimensional.

110 Todas las matemdticas recordadas alrededor de 600 a.c. fueron de naturaleza nuy préctica, carecicndo
de gencralizaciones y de estruciura légica. Cada caso especial de problema fuc tratado scparadamente.

1. Elerclclos

. Encuentre ef drea correcta de un tridngulo isésceles con base 4 y lado 10.

2. Musestre que cuando uno toma al drea de un clrculo como el cuadrado de ocho ¢l didmetro, en) s¢ esth considerand
an=31604...
kR Mumnq\u(ln)(bﬂ)dumhvmdcquullmblm drildtero no gular cuyos lados ivos tienen longitud
a, b, ¢, d. Encuentre una formula mm’pmmhu.
4. Determine la formula V-J-(B’*Bbbb h para ¢l vol de una pisimid ds de bass cusdrada de asista de a base mayor B,

arista de la base menoy bylhunh
5. Muestre como se puede wsilizar 1a figurs siguiente para demostrar que un tridngulo 3-4.5 es rectingulo.

&

Figura 1.8

. Revise | Reyes 7:23 y Il Crénicas 4:2 enll Biblia Trace una figurs pars mosisas ¢l valor de & que alli se estd considerando,
) Covwm-lumuhlldcnlunpmn +n*conn® 1,2,..,12. Luego utilice seta tabls para encontrar una ralz de cada una do las
siguientes ecuaciones; .
1) Par-148m0,
b) %420 +x* = 48000 (encontrar dos raices),
) X +x=a6n,
d) ¥ +3¢=2160.

~N

R TS o LR 5 M A g AR



SECCION2 ‘ SEGMENTOS Y ANGULOS DIRIGIDOS

2.1 Iniciaremos con leoremas adicionales a los cursos de geomelria de enscflanza media y media superior,
para refrescar y reingresar al pensamicnto geométrico. No se establecerdn aqui los axiomas y postulados de 12
geometria cuclidiana (Ver Apéndice A). En esta seccién se introduce el concepto de segmento y dngulo
dirigido, idea muy Util ¢n geometria moderna, como veremos despuds.

22 Se debe cuidar cscribir los micmbros correspondicntes u homélogos de figuras congruentes o
semejantes, en ¢l mismo orden relativo uno de otro.  Asi, cuando AABC = ADEF (el tridngulo ABC cs
congruente al tridngulo DEF), se requiere que £ZA = £D, ZB = £E, AB = DE, clc.

23 Tearems Los &ngulos de la base de un tridngulo isésceles son congruentes.
Demostracion,

Consideremos AB = AC ¢n ¢l tridngulo ABC. Se ticne ZBAC = ZCAB por idenlidad. Pucsto que
AB = ACy AC= AB, cnlonces ABAC = ACAB por LAL(son congruenics dos lados y el dngulo
comprendido entre los Iados de un tridngulo con las partes correspondientes del otro tridngulo). Y
£B = £C pucsto que son partes correspondicntes de figuras congruentes.[)

24 Defuilon Una linea propianicnte es un término indefinido, sin cmbargo cntenderemos la palabra
linea como una linca recta sin punto inicial ni punto final y de longitud infinita. Si cnire los puntos A y B
estd cl punto C, entonces estos tres puntos son distintos y todos clios estdn en una linca. Tnversamente, si A, B,
C son tres puntos distintos ¢n una linca, cntonces exactamenie uno de estos tres puntos cstd entre los otros dos,
Un segmento AB cs cl conjunto de puntos que consiste de los puntos A y B y de todos los puntos entre A y B.

28 Pucsto quc una tinca o un scgmento es un conjunto de puntos, utilizarcmos la notaciéh Pem y Qém
para simbolizar que ¢l punto P estden la linea m y Q no estd en la tineam. Por supucsto, una linca también es
una generalizacién del concepto fisico de una arista de una mesa o de una hoja de papel. En forma andloga,
uit punto es la idealizacion de una mancha o una seflal o una ubicacién. En efecto, la geometria cuclidiana
bisicamente ¢s ¢l estudio idealizado de ciertas propicdades que describen al mundo fisico real.

26 Definkion Puntos que cstin cn una linea se llaman colineales, y forman un rango de puntos con la linca
como hase. Lincas que pasan por un punto s¢ llaman concurrentes y este punto se llama su vérfice. Todas las
lineas que concurren o todas las que son paralelas se dice que forman un as (ver Fig. 2.6).

Base - Vérice
Punlos colineales
Linss concurentss
@ ®)

Figura 2.6

21 Defnickon Simbolizarcmos con AB bicn a 1a linea que pasa por los puntos A y B 0 al segmento
determinado por A y B, El contexto aclarar cf sentido det uso que s¢ dé. La med!da (fongitud) del segmento
AB se simbolizar con m(AB). Si Ay B coinciden, escribiremos A = B 0 m(AB) = 0, Andlogamente ZBAC
simbolizard al dngulo determinado por los rayos AB y AC, También se utitizard ta notacion ZA para ZBAC
cuando no surja confusion. La medida (en grados gencralmentc) de ZBAC o ZA sc simbolizard por
m(£BAC) o m(£LA).
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18 Deladefinicion 2.7, sc sigue que podenios escribir ZA = B solamente cuando estos ingulos conciden,
Si cstos dngulos ticnen fa misma medida, escribimos £A = £B (ZA es cangruente con Z13). Andlogamcute,
m(AB) = m(CD) o AB = CD significa que los scgmentos AB y CD tienen 13 misma longitnd, mientras que
AB = CD indica que cstos segmentos (o lincas) coinciden.

29 Definleln  Elijamos una dircccién como positivo a to lasgo de una linea L Desimamos 1 Jongitud
dirigida de A a B, simbolizada con J(AB), por

d(AB) = m{AB)

I - not,
cuando ladireccion de A a B ¢s positiva, y ! _._’,‘..__._.f__.._
daB) >0

Figura 2.9

({AB) = ~m(AB)

cuando Ja direccion de B a A es positiva.(Ver Fig.2.9).

210 Teorema  Para cualesquicra dos puntos Ay B,
d(AB) + d(BA) =0,
11t Terenw  Si A, B, C son cualesquicra tres puntos colineales, entonces
d(AB) = d(CB) - J(CA).
212 Teorena  Si O, A, B son tres puntos colineales, entonces ¢l punto medio M del scgmento AB
salisface la relacién
OM) =+ (d(OA) + d(OB)).
213 Definiclon La medida dirigida de £BAC, simbolizada por d(£BAC), s¢ define por
d(ZBAC) = m(£BAC)

cuando ZBAC sc mide en sentido contrario a Jas manccillas del relof (una rotacién contraria a las manccillas
Meva al rayo AB sobre cf rayo AC), y

& £BAC) = -m(£BAC)

cuaado ZBAC sc mide en el sentido de Ias manccitlas.(Ver Fig. 2.13)

KLBAC)>0
Figura 2.13

2.4 Teoremn  Para cualquicr dngulo BAC, d(£BAC)+ d(£LCAB)=0.
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218 Convencén. Dcbido a que, cn cste trabajo, con mucha frecuencia se utilizardn distancia y dngulo
dirigidos, spnbolmrcmos con mayuscula negrita a las magnitudes con sentido y con mmlscula ligera a las
magnitudes sin sentido, cn las formulas donde sca clara la lmplxcacndn de distancia’. En otros casos se
utilizardn los simbolos m y d. Asi que, escribiremos

m(AB)=AB 'y d(AB)=AB,
m(£BAC)= (BAC y d(£BAC)=<ZBAC.

216  Teorema TeoremadeEwler. Si A, B,C,D son cuatro puntos colincales, entonces

AB:CD + AC*DB +AD*BC =0,
Demostracién

Por ¢l teorcma 2.11, sc tiche
AB=DB-DA, AC=DC-DA, y BC=DC-DB.

Por lo tanio 1a expresion dada se convierte en

AB:CD+AC:DB+AD-BC=
= (DB ~ DA) CD + (DC - DA)- DB + AD- (DC - DB)
=~ (DB~ DA)DC+ (DC - DA)- DB - DA (DC - DB)
=0.0
117 Teorrms  El drea K del tridngulo ABC estd dado por

K= AB'BC+sen B;

es decir, el drea de un tridngulo es igual a la mitad de! producto de cualesquiera dos lados y
¢l seno del Angulo comprendido entre ellos.

218 Por conveniencia, en las formulas que siguen, acordaremos que a/b = ¢/d sera vilido siempre que ad=be
alin cuando ambos, b y d sean cero. Esta convencién mostrard su utilidad cuando consideremos expreslones
algebraicas en los teoremas de Menclao y Ceva en las secciones 4y 8,

219 Teorema  Consideremos cualquicr tridngulo ABC y tomemos cualquicr punto L ¢n BC. Entonces
QLS AB. sen é.AL .
LC CA-sen ZLAC
Demostracién

Observar primero que las magnitudes AB ¥ CA no son dirigidas; pero todas las otras medidas si lo
son,

Considercmos que 4 simboliza la longitud de 1a altura desde el vértice A del méngulo ABC. Las
drcas K, y K, de los tridngulos ABL y ALC estdn dadas por

Ki=$ BL.h =t AB.AL-scn ZBAL
Ki=$ LC+h =t AL« CA-sen ZLAC,

) Sugerencia. En gecrityra maguscrita s dificil escridir en negrita los segmentos dirigidos. Pars ello sg sugiere Wtilizas barvs onciona de les
letras, Ejempio: AB »CB - CA




de lo que se obticne, siempre que L # C,

Ky BL_ AB.scn £BAL
Ki LC CAe«sen ZLAC

A

B L o
Figura 2.19

Ahora, BL/LC y (senZBAL)/ (senZLAC) son positivos ambos 0 ambos negalivos segin que L
s¢ encuentre entre B v C o fuera del segmento BC,  Si L=B, entonces son cero anibos
mumeradares. De esta manera se concluye que, en todos los casos, estas dos fracciones ticnen cl
mismo signo, ¥ por lo tanto ¢l teorema vale cuando L # C. Si L = C, cntonces ¢l teorema se sigue
de 2.18, ya que aumbos denominadores son cero.0

2. FEjercicing

Demuestre que si A, B, C son cualesquiera tres puntos colineal (AB) + LUC) + 4(CA) = 0.
Demwestre el teorema 210,
Demuestre ¢l feorcma 2,11,
Demuestre ¢l leorema 2.17.
Demuestre que la bisectriz de un angulo inlerno en un tridngulo divide al 1ado opuesio en seginentos proporcionales a los lados
adyacenles,
Demuestre ¢l eorema 2,12,
Sean A, B, C, D punlos colineales. Si My N son punlos medios de AB y CD, demuestre que 2MN = AC + BD = AD + BC.
Si A, B, C. D son punlos colineales ¥ si los punlos medivs de AB y CD coinciden, demostrar que 4 AC) = d(DB).
9. Si A B, C. Dson cuatro puntos colineales cualesquiera, demuestre que
DAY, BC+ DB, CA + DC* . AB + AB. BC, CA =0,

10. Teorema dy Stewart. Demussire que la fomula del Ejercicio 2.9 vale ain cuando ¢ punto D no esté en lalinea ABC.
11. Demuestre que si A, B, C, D son punios colineales tal que AC) » d(DB), entonces los punios medios de AB y CD coinciden.
12. Utilice e] Ejercicio 2.10 para encontrar fas longitudes de las medianas de un tridngulo.
13. Ltilice ¢l Ejercicio 2.10 para encontrar las Jongitudes de Jas bisectrices interiores de un tritngulo. :
14. Considere que las longiludes dc los lados def tridngulo DBC son 8, b, ¢ para Jos Jados BC, CI, DB. Considere que la allura DA !

tiene longitud h, que d{BA)= d ¥ KAC) = elalyuea=d+ e Entoncesc®=d + b Vea figura yutilice Ejercicio 2,10 para '
demostrar que

[T A T

2cta? + 2% < 1P~ (a' + b 4 )

]
N o

Ejercicio 2,14

18. Uitice Ejercicio 2.14 para demostrar la fdrmwla de Herdn para el drea K de un wrigngulo con lados a, b, ¢ y
semiperimetro sw(a+bec)/ 2

K= ¥ysea)(s+b)(s-c) .
Esto demuestra también que s aliura h del lado & estd dado por

h".LJI(l'l)(l'l\)(hc) .
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SLCCION3 , PUNTUS IDEALES Y RAZONLS

3t Aungue Irabajaremos principalmente en el plane cuclidiano, ocasionalmente utilizaremos el cspacio
euclidiano de tres dimensiones. La siguiente definicién permitird ambas consideraciones. No se presentirin
dibujos de clementos ideates va que simplemente no aparecen como figuras ordinarias cuclidianas. Sc exhonta
al lector que responda y complete cuidadosamente los Ejercicios 3.1 y 3.2 para reforzar los conceplos de
clementos idealcs,

Observe que varias propicdades de la geometria cuclidiana lienen deficiencias. Por cjemplo, tos puntos
distintos sicmpre determinan exactanente una linca (fue pasa por los dos puntos), y dos lineas caplanares
distintas (lincas que se encuentran en ¢} mismo plano) delerminan un punto (de interseccion ) solamente
cuandd no son paralelas. Estas deficiencias s¢ pueden remediar al imaginar nn punto’al infinito en el cual s
cortan las dos lincas paralclas. La definicién 3.2 proporcionard los detalles de tales clemenios infinitos. Las
razones de division de un segiento, sirven de vinculo para ambas ideas de clementos infinitos y medidas
dirigidas. En las sccciones 4 y § se wtilizardn estas idcas,

32 Definitin De aqui en adelante, a cada linea cuclidiana, que se le Bamard  linea ordinaria, se le
agregard wn punto jdeal (punto al infinito) que tendrd las siguientes propicdades.

1. Lincas ordinarias paralelas comparten ¢l misimo punto ideal.

2. Lincas ordinarias que se¢ intersecan ticnen puntos idcales distintos.

3. Todos los puntos idcales que pertenccen a las lineas ordinarias de un plano euclidiano dado, que de
aquf en adelante se Ie Namard plano ordinario, forman ta llnea ideal de ese plano.

4. Planos ordinarios paralclos comparten la inisma finea ideal,

5. Planos ordinarios que sc intersecan tienen lineas ideales distintas

6. Todos los puntos ideales (v lineas ideales) en cl espacio, forman el plano ideal.

7. Todo punto ideal se considera que ¢sii infinitamente separado, Icjos de cualquier olro pinto
(ordinario o ideal).

Al plano euclidiano asf aumentado s le llama plano extendido y al espacio euclidiano asf aumentado se fe
llama espacio exiendido, Los punlos, asl como las Iineas y planos, que no son ideales sc Ies llama ordinarios,

33 Definkisn Sean A'y B puntos ordinarios y sea P cualquicr pnnlo colircal con A y B. Sec define la razdn
r enlague P divide al segmento AB, de la siguicnic mancra

r=AP/PB  siPcsun punioordinarioy P # B,
r=o siP=B,
r=-] st P ¢s el punto ideal de la linca AB.

Si Pestd entre Ay B, entonces sedice que P divide AB internamente; si P= A o P =B, entonces
Pdivide AB impropiamente; de olra mancra P divide AB externamente. Entodos los casos se escribird
r=AP/PB.

34 Deestamancra larazén renlaque P divide al segmento AB pucde ser cualuicr ndmero real; r= |
si P es ¢l punto medio de AB. Por ¢jemplo: Si P estd entre Ay B, enlonces r> 0; 0<r < | s{ P estd préxinio

aA, internamente; y r> [ si Pestd mds
cercn de B, intemamente; si B estd entre
AyP,entonces r<-l, y r =-x cuando

A B
P->B. Si A csidentreB y P, entonees *—H-—'—t—"—_’_k—’——H——'—_"—-"_
<1 <r<0. Si P esideal, cntoncesr =1, ST R S I Y Y I S N S
Si P=A, r=0;ysi P=B, r=x. En .
Figura 3.4

la Fig. 3.4 scindican, para diferenies pun-
tos, razoncs de divisién del segmento AB.
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VS Teowans SUARPR = AQ/QR, donds Ay B con puatos ordinarios diferentes y Iy Q estin sobie [a
linca AB, Entonees P s (),

Demostracion

De 1a ccuacion dada tenemaos
AR _AR+PB AR, AQ, _AQ+OQB_AB
[41] rs rn on QB QB

Ya que Ja primera y Jaaltima fracciones ticnen numeradores iguales diferentes de cero, sus
denominadores tambidn sott iguales. Asl PB = QB,y entonces P =Q.0

36 Defnidon La razén cruzada de cuntro puntos coliretles A, B, C, D, denotado por (AB, CD), se define
Como

= (A, (AD
(ABCO)= () (o)

37 Defmbclon  La razdn cruzada de cuatro lineas concurrentes VA, VB, VC, VD, denotado por V(AB, CD),
se define como

senZAVC scnZAVD
)+ (

VAB.CD) (G e ) * (sanzbvs)

38 Teorenw  Siuna transversal ordinaria m corta enatro lineas concurrentes VA, VB, VC, VD, ¢n cuatro
puntos A, B, C, D, entonces la razén cruzada de las cuatro lineas ¢s igual a la razén cruzada
de los cuatro puntos. Esto ¢s, V(AB, CD)= (AB, CD).

39 Tearema Si A, B, C, D son puntos ordinarios colineales, entonces
(AB, CD) = (CD, AB) = (BA, DC) = (DC, BA).

310 Definicton Las ignaldades del 1corema 3.9 se utilizan para definir (AB, CD) en caso de que A o B sea
punto ideal; y Cy D scan puntos ordinarios diferentes, Estocs, (AB, CD) = (CD, AB).

311 Defnltan Si (AB, CD) = 1, entonces se dice que los puntos C y D dividen armdnicamente AB, El
punto D se llama conjugado arménico de C con respecto al segmento AB.

32 Teorema Si Cy D dividen AB jirménicamente, entonces A y B también dividen a CD arménicamente,

343 Teorema  El conjugado arménico del pinto medio de un segmento es el punto ideal de esa linea.

3. Ejewiclos

L Indique cudndo es cicrta o cuando ¢s falsa cada una de las proposiciones siguientes, en ¢l espacio extendido.
8) Cada linea liene exactamente un punto ideal.
b)  Cada plano tiene exactamente una linea ideal,
¢)  Dos planos distintos s¢ cortan en exactamente una linea,
d) Bay unnimero infinito de lincas jdeales.
¢) Hayunnimeto infinilo de planos idcales.
) Hayunnimero infinito de puntos idealus,
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g} Hayunodnas fadsitvd: Gees
Teazar w tdngio fios Lo s s,
a)  Ceravantices peates
by Uapvistice e
) Dosconed ideals .
&) Pres visties il
Encuentie of prnta e dinnbe at sepmnto At en T razon uidicsds donde Ay (3 son puntos con covedenadas cadusianas (0.0) ¥

aep o Paoleoede by adanae e ey sy p s Gartan € 0n punto dead, emten. es Jas Jineas m

(LU respectivantine
a1 by oo Bl 4y €} fy -2 [N
h)y A2 o REEXRUR

Venfigue bas proporicnres cu ). 4

Encuenre 3 Haveanes eqmvalintes cos namasdures ipurles v dog minadores Gifesentes. ¢ Invalida eatn fa desoustacion del teor o
187

3} Demvstre gue shdes puistos divido o fos Lode 2B Y AC el widngoto ABC o la wisma razon, entinces fa inea gne une s
o al bofo 30

plasa pot "CAY Cupne valionde el eorena?

SISy 08 par
b}y SEACT s
Demuestre of teorsma 3 X
Demuestie ef leorena 30,
Damuestre g s 1 es conjuyado anndsico de ©
a)  Danucste yus 5 (AL COY = 0B, CL), antouces D+ FL
B Deraaestre gue 2 conjus ado smsaico de i prants dada con respecta 3 un segsents dado iatiical con ef prunto dadu, ¢ Gnice.
Demuestre sl leoreua 3.2,
Demuestee o) 1200 ma 303
Hay 24 mancras didzantes de Jonas [y rasdn aneads parz cuatro pontas distintos A, 3, €, 1, ciatro de Jas enales fucron desplegadas
en ef iorema 19, Damucstre que estas 24 ureglos producen § sazones cruzadas diferenuss dnjcamente, y que, st (AL, CO) =7, fes
otros valorgs son e, 1y, or-d) Lela) y (-13e.

Al aitonses C es conjugado annenica de D con respecti de AR

. Dada (AB, CD) = r, demivestre que

a) Intercambiando ¢l priiero cen ¢l segundu pae de puntes, o intercambianda Jos putitas dentro def prittiee par y tambidn ageelhus
Aentro det segundu par, po cambia o) valor de 1 razén crusada.
b) Intercabianda fos puntos dnicameste dantio ded prinsce par, o Unicamente denru del segundo par, cambia ¢f valor de s ruzon

cruzadaa b o,
Intercambuando solasnents of priveer v cuarto puntos. o solamente of sepundo y (ercer puntos, ef valor de fa razdn cruzads cambis a

11,
latercambiando wancatiente o pmer v iroce pantas, o uaicamaite el segunda y cunte pslos, el valor de I razdn cruzada

cambiaa 1 (r-}).
En el plano cartesiano, considere &0,0) y BLA). Demuesue que el punto P qure divide 8) segmento AB en la razon g, tiens

coordenadas (1 {11}, V)
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el Cosliptier puste 1 o o e ds wa Gl ADC se Nawa Punto de Menelao pisy eza
e St oo propdo de ielaooa L paeaio ey conméatice det tridngalo.

P Teaa Ve Vel Cansderaines g In" pustos L, M, N son puntes de Menctio para los
Iades PO CADAR delrdngmla a7 Bionees los puntos L, M, N son colineales sii®
M CMAN
1. MY :

Denwinacion

Frimero, tomar 1., 14, W puntos propios de Mencizo y eolineales en una tinea biase mr. Trazar lus
perpendiculares AR W, C T de longitades s, £ 1a tinea ar desde Tos puntos A, B, C como se ve
clalig 420 Loy pares siguientes de tndngulos rectingulos son semejantes ya que comparten na
anglo agudo o ticnen wn dngito opucsto por ¢l véntice

ARLS < ACLT, asique M A

1.0 ! s /

(rN

ACMY = AAMR.  asique ML L . PANUT

MA r ~t

t \ L

AANR ~ ABNS, wige AN o ¢

NB s

Figma 42

De donde

BLLCM AN L r
LC MA NB trs

Puesto que una de fas tres divisicuss debe ser externy, este producto es negativo,

Para establecer el fnverso, coasideremos Lo M. N puntos de Menelao propios (1l que

BL CM AN |
LEMA N T T

Hag:umos que b linca que une a los puntos Ly M cone a la linca AB cit un punto N’. Entonces L,
M, N’ sont tres puntos colineales de Menelro para el tridngulo ABC, que por la pnmcr.x parte de csia
preba se ticne,

BL CM AN,
LC MA N'B
Dedonde  AN/NB = AN'/N'B, sl que N = N', por ¢l lcorema 1.5, 0

13 Teorema  Forma ingondmetrica del worema de Menefao. Sean L, M, N puntos de Menelao para los lados BC,
CA. AB de un tridngnlo ordinario ABC. Entonces los puntos L, M, N son colineales sii

sen <BAL sen ACBM sanA(N
sen ZLAC scn ZMBA  senZNCB-

-1

Demostracién

Este tecorema se concluye ficilmente de los teoremas 4.2 y 2.19.0

La expresion sii significa “si v eilo si™,

e e b b = et s . . e e et ot S P A



£) teoicin st ¢s i grompies de apheacion del ieorema de Menchio.

44 Tearems La hinca gue une puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralelo al wreer lado.

Demoatracicn

Considerar My N puntos medios de los lados AB y CA del tridngulo ABC. (Ver Fig.4.4)
Suponet que la linew MN carta al fado BC en el punto L. Por ¢l tearema de Menclio se tiene,
. A

BLCM AN
LC MA NB

Figura 4.4

Pero CM/MA = AN/NB = 1, ya que My N son puntos medios. Asi BIJLC =~1, y porlotanto
L. es un punto ideal; esto es, las lineas BC y MN son paralelas.(}

4.5 Teorema  Las lincas tmgentes al circuncirculo en los vértices de un tridngulo , cortan a los lados
opucstos del tridngulo en tres puntos colincales,

Demostracidn

Consideremos que la tangente al circuncirculo en A corta a la linea BC en L como se ve en la
Fig.4 3. Entonces ZBAL = 2£C, ya que la medida de cada dngnlo cs la niitad del arco AB.
Ignalmente tenemos que 21AC = 180° - ZABC, ya que las medidas de estos dngulos son,
respectivamente, Ja mitad de Fi niedida de los arcos opuestos. Entonces

BL _ AB.SengBAL_ . AB sendC_ | (ABY
LC CAsenLAC “CArsenZABC ~ (CAY'

por clrcorema 2.19 y la ley de los senos. El signo mienos vale ya que clarashente la division cs

externa.
CM_ BCr (AN __(CAY
MATT@aBy 7 NB TT@O)

donde My N son iniersecciones correspondicntes de lus tangentes a [a circunferenciacn By C
con las fincas CA 'y AB. Alora

BL CM AN_
LC MA' NB

Y

e
R

Figura4.§

ast que ¢l teorema se concluye del teorema de Menelao.0)

46 Deinicisn Se dice que dos tridngulos ABCy A'B'C’ son copolares sii las tres lncas AA', BB', CC’,
que unen vértices correspondientes, son concurrentes (cn un pusio ordinario o ideal); y se dice que son
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Figura 4.6

17 Fearuma  Tecrema dos tringales do Desargues. Sidos tridngulos son copolares, entances son coaxiales,
inversamente, si dos tridgngulos son coaxiales, entonces son copolares.

Demostracion

Supongamos que los tridgngulos ABC y A'B'C” son copolares en O, (Ver Fig. 4.7.) Aplicando cl
teorenia de Menelao al iridtgulo OBC con puntos de Menclao colineales L., C’, B, al tridngulo ;
OCA con puntos M, A, €, y al uiingulo OAB con puntos N, B', A’, abiciicnios

Figura 4.7 |

 on i

BL CC OB, CM AN OC_ AN BB OA' . :
LC C'0 B'B ! MA A0 CC ! NB B'O AA !

Multiplicando las tres ecuaciones anteriores lado a lado sc obticne

BL CM AN .
1.0 MA NB

Ast, pucsto que L, M, N son puntos de Menclao para cl tridngulo ABC, entonces L, M, N son
colincales; esto ¢, tos tridngmlos ABC y A'B*C’ son coaxiales,

ot e S e o




I ot e g papies a0 A O soa conditles e es puntos L MR
Homs que BEy OO cceranen O Aloados aidopatos MCCTy KBIY son copolares en
£, e donde, por L primsera part: de faprieta, estos trisingulos son conniades; esto os, los putos

AL AT O soneohneales. Ask las tridnpules ABC y A1°C son copolares en O

s JITTAERY

IE Feovans Teorena do Pupur. Sed hexdgono ABCDEF tene sus véntices A, C, E e una lined vy sus
vértices I, D, Festdn en otrit linea, entonces los tres puntos L, M, N de interseecion de pares
de tados opuestos AR y DE, BCy LF, CD y FA son colincales,

Demastracion

Supongamos que AB cortaa CD en P,y a EF en R, y consideremos que CD y EF se contan en Q,
como sc uestra en fa Fig. 4.8, Aplicando ¢l tecorema de Menelao al tridngulo PQR que s cortado
por las lincas FAN, MBC y ELD, oblenemos

OQF RA PN _ | OM R ¥C_, QE RL PD |
FR™ AP 'NQ ' MR BP ' CQ * ER LP DQ ’
¥ B bl

Figura 4.8

Ahora, multiplicando estas tres ecuacioncs lado a fado, y reagrupando factores se oblicne
(QU, RL PNyQF RB PD,QF RA FC)
MR’ LP 'NQ/AFR™ BP'DQ (ER' AP CQ/"Th
Yaque F, B, Dy E, A, C son dos conjuntos de puntos colincales de Menclao para ¢l iridngulo
PQR, cntonces cada uno de los dos altimos productos triples en paréniesis es igual a -}, Asl que
esta expresion se reduce a
QM RL PN _
MR LP NOQ !

estableciendo, por fa parte inversa del teoremna de Menclao, que L, M y N son colineales.03

49 En csta seccién hemos visto una prucha méds conveniente para la colinealidad de tres puntos. Eit la
scccion signiente encontraremos una prucba semajante para la concurrencia de tres linens.  Estas idcas se
Naman duales una de otra. Esto ¢s, dos proposiciones se aman duales una de otra si cada una se transformna
cn Jaotrat por l intercambio de Ias palabras “punto” y “lnca™; y, por supuesto, también los ténninos asociados
como “colincal” v “concurrente”. Una ilustracién apropiada de dualidad es ¢l tcorema de Desargues, porque
triangulos copolares y tridngulos coaxiales son conceplos duales. El teorema cstablece que cstos dos conceptos
duales son cquivalentes, considerando, por supuesto, que permitimos clementos ideales.

410 En geometria proyectiva, en la cual son bdsicos los tcoremas de Desargues y de Papus, sicmpre se
utiliza ¢l espacio extendido y cl teorema de dualidad, un tcorema acerca de teoremas, que establece que cl dual
de cualguicr teoreina proyectivo es otro teorema proyectivo, Observe que ¢l teorema de Desargues s su propio
dual. Cerramos csta seccidn al establecer sin demostracion ¢l dual del teorema de Papus. Comparar esta
proposicién palabra por palabra con ¢l tcorema de Papus, obscrvando que cada concepto es duatizado.
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Figurad.11

412 Ahora que ha sido cstablecido ¢ ilustiado el teorema 4.1, encontramos que el frasco puede ser
mejorade.  Esie hecho no menoscaba la utilidad de 1a dualidad por que hemos obtenido al menos una
proposicién del teorema y hay muy pocas expresiones cuyo fraseo no puede ser esclarecido, Reestablecemos el
teorema como sigue;  Si los lados de un hexdgono pasan alternadamente por dos puntos, entonces las tres
diagonales que unen vértices opucstos son concurrentes.

4. FElerciclos

1. Enlademostracion del leorema de Menefao se considerd que fos puritos de Menclao eran propios, Complee Ja demostracidn de

este Jeorema al establecetlo para ef caso en el cusl uno o mds puntes de Menelao no son propivs.

Restahlezca y demuastre el teorema de Menclao para un tridngulo que liene un véntice ideal.

S¢ puede aplicar el teorema de Menclao a un tridngulo que tiene dos o res vértices ideales?

Demostrar el teorema 4 3,

Dado que Py Q son puntos en las lineas AB'y AC del tridngula ABC, demostras que PQ es paralelo a BC sii AP/ B = AQ/QC.

Escoger un punto P ¢n et Tado A de un uidngulo ABC, Considerar que Ia paralels 2 BC que pasa por I cona at lado AC en Q; que

la paralela 8 AB que pasa por Q corta a BC en R, que Ia paraicla a AC que pasa por R corta 8 AB en S que la paralela a BC que pasa

perScorta 8 AC en Ty, que la paralcla a AB que pasa por T corta a BC en U, Demosteas que PU es paratela 8 AC,

Demuestre el teorema dos iridngulos de Desargues (Teorema 4,7) pasa ¢l caso en ef cual O es un punto ideal,

Demuesire que las res bisectrives de Jos dngulos externos de un tridngulo cortan a los lados of en tres punios colineal

9. Demuestre que fas biscetrices de dos dngulos internos de un tridngulo y 1a tisectniz extema del tercer véitice corta a fos fados opuestos
en wres puntos colineales,

. Los puntos P y Q son conpugidos isuidmicos con respecto al segmento AB sii A, B, I, Q son colineales y d(AP) = -ABQ); esto es, sii
Py Qestdn en lalinea AB y son simdtricos con respecto al punto medio del | segmento AB. Demostrar que cuando L, M, N son punios
de Menelao calineales del tridngulo ABC, sus conjugad L M’ N también son colincales.

- Laslineas AP y AQ son comugadas isogonales con respesto ol dngulo BAC sii APy AQ son simélsicos con respecto ata hisectriz de
£BAC, esto. e, sii { ZBAP) = - d(LCAQ). Considerentos que AL', BM', CN’ son emjugadas isogonales de AL, ItM, CN, con Ly
L', My M, Ny N enlas lincas BC, CA, AB. Demosyrar quesi L, M, N son colineales, enlonces L', M', N* son colineales.

. Generalice ef concepto de un punto de Menelao al aplicarlo o un cuadrildlero. Luego demuestre que los pumos de Menelao L, M,

N, Opara los Jadws AB, BC, CD, DA del cuadrilitero ABCD son colineales solamente cuando
Al OM CN DO

iy e =+],

LB" MC 'ND'OA”

P im de v

o =3

=3

-

oEs cierto el inverso?

13. Considere que e invirculo (circulo inscrito) dat tridngulo ABC toca a fos lados BC, CA, AD en los puntos X, Y, Z, y eMtienda YZ
hasta cwtar a BC en K. Demuestre que BX/XC = JIK/KC.

14. Sea P el punio medio de ba mediana A" en ¢l uidngulo ABC, y considere que CPcorta AB en Q. Demueswe que AQIQB=1.2.

1%, Los 1opdgralios tienen ¢f problema de trazar una tinea entre dos purtios que dienen una obstruccion (tal como un edificio 0 uaa montaita).
Demuestre como se puede utilizar el yeoreina dos tridngulos de Desargues para Jocalizar ¢l otro punto sobre Ja linea detenninada por
los dos puntos considerados.

. El problema e-regla. Demuestre como yazar 1 linea AB cuando Jos puntos A y B estin mds alid que fa longitud de una regla
disponible,

17, Denesue como razar una tinea parunpunta Py por un punlo inaccesible e interseccidn de dos lineas m v n dadas,

1

N
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SECUIONE | ELTLORLANY DE CRYA

S1 0 Defnlon Una binca que pasa por el vénice de wi tridngulo se llama coviana para kal véice. Si no
cunctde con wit lado de un tridngula, 1a ceviana se llama ceviana propia. Acordaremos que, cuando digamos
AL s naa ceviana, implicind que A es ¢l véitice y L es el punto de interseecién de la ceviana con el lado
opucsto del tridngulo.

82 Teorenw  TeoremadeCeva. ‘Tres covianas AL, BM, CN de un tridngulo ABC concurren sii

ll[. CM AN _

“MA NS T

Demostracion
Suponganos que fas cevianas propias AL, BM, CN se cortan en O, conio cn 1a Fig. 5.2. Entonces

C, 0, NyB, 0, M son triadas colincales de puntos de Menelao para los tridngulos ABL y ALC,
respectivamente. Asf que, por el tcorcma de Menelao

1BC 1O AN, , LB CM AQ__ |
CL' 0A' 'NB® y BC MA' OL

Figura 3.2

Ahora, multiplicando estas ecuacioncs lado a lado, oblencmos

BL CM AN _
TC MA'NB™

El inverso de este teorema se establece de la misma manera que el inverso del teorema de Menelao.0

83 Teoremm  Formairigonoméirica del icorema de Ceva. Tres cevianas del tridngulo ABC concurren sii

sen ZBAL, sen ZCBM senZACN 1
sen ZLAC sen ZMBA senZNCB

&4 Teorems Considerenios que cl incirculo (circulo inscrito) del tridngulo ABC toca a los fados BC, CA,
AB cn los puntos X, Y, Z. Entonces las cevianas AX, BY, CZ concurren en un punto
llamado punto Gergonne del tridngulo,

Demostracion

Yaque BX y BZ son tangentcs desde un punio
Saun circulo (ver Fig. 5.4), cntonces ZB=BX
Andlogamente XC=CY 'y YA = AZ, Entonces \I

BX CV,

A BX.CY,
XC YA ZB

AZ
* CY' AZ'BX © . Figua 5.4

Ei signo mis vale ya que los puntos X, Y, Z dividen internamente al tridngulo. E} teorema se sigue
del tcorema de Ceva.0
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Demestracion

Refiriéndonos a la Fig. 5.5, considesgmos que 1, E, F son los pids de Jas aluras desde los vértices
A, B, C del (ndngulo ABC. Def tridngulo rectangulo BAD,

90° 4 ZBAD « 4B,

A
D
E
£
C
o

Figura 3.5

cuando ZB ¢s agudo s¢ uliliza el signo menos y cuando ZB s obtuso ¢l signo mds. De esta
mancra sen <BAD = 2vos £B. Ocurren relaciones semejantes en los otros cinco tridngulos
rectingulos que tienen como un lado a una altura del tridngulo ABC, produciendo

sen ZB‘\D sen ZCBE 5enZACF ~ 08B, 60sLC, €0s4A w
ZDAC scn ZEBA scnZFCB c0sZC cosZA cosZB

Pero s ¢l signo mds ¢l que vale ya que en un tridngulo solamente puede haber un dngulo mayer de
90° y por lo tanto ningltio o bien dos de csos pids cortan externamente a los ladas del tridngulo.D

56  Terems S AL, BM, CN son tres cevianas concurrentes del tridngulo ABC, y si L', M", N* son
conjugados Isotémicos (ver Ejercicio 4.10) de L, M, N con respecto a los lados BC, CA, AB,
entonces AL’, BM", CN’ concurren, Los dos puntos de concurrencia se dice que son
puntos conjugados isotdmicos de} tridngulo ABC.

Desnostracion

Puesto que L v L’ son equidistantes ded punto medio del lado BC, enlonces BL = L'Cy BL' = LC.
. (Ver Fig. 5.6.) Se¢ mantiencn relaciones semejantes paraM y M" y paraNy N,

De estas relaciones se sigue que

BL  CM' AN'_ LC MA NB 1

TC MANBE BLCOM AN 717!

Figurs 4.6

por ¢l teorema de Ceva, va que AL, BM'y CM concurren. Por lo tanto AL, BM’, CN’ concurren
por cl teorcma de Ceva.D)
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Demostacicn

Hagamos gue L, M, N sean tres punlos de Menelao colineales para los lados BC, CA, AB del

triangulo ABC, como s iucstra enla Fig. 5.8a. Consideremos que CN cortaa BM en Py AL en

Q, y supongamos gue AL ¥ BM se cortan cn R Apliquemes el teorema de Ceva para cada uno de
A

Figura $.8a

los scis tridngulos tistados cn Ia Fig. 5.8b. Al muliplicar estas seis ccuaciones lado a lado,
abtenemos

DL. CM. ANY?.

LC MA NB

de Io cual se obtienc ¢l resultado del tearema, ya que bien uno o tres de los puntos de Menelao
colincales contan externamente a los lados.(3

ALAB LN, AC,BR Mo ALICIR l
AMBC ML, BA, CP N N = | |
ANCA  NM, CB, AQ L okl :
ALMA  LC.MR, AN B BARLE )
AMNB  MN,NP,BL c oM. . |
ANLC  NB,LQ, CM A s =
Figura 5.8b
39

Tt 3 s e Rt A i



29 werane WEALHRL CN san tics vovianas conuentes del ridngula ABC y st MN cortaa BC en L
ctoness (B, LE) = -1 os dear,
131 I

“

Demostracton

Aplicando el teorema de Ceva al uidngulo ABC de la Fig. 5.9 y las cevianas concurrentes AL, BM,
CN, y aplicando ¢l teorema de Menelio al tridngulo ABC y los puntos de Menelao colineales L', M,
N, obteneinos

BL CM AN BL' CM AN _

TE MA NR™! Tc ™A NBH

El teorema queda demostrado cuando dividimos estas ecnaciones lado a lado.
A

B L C v

Figura .9
510 Ahora que liemios establecido, demostrado y examinado el tcorema de Ceva, es aproplado recordarle los
comentarios en 4.9, de que los teoremas de Ceva y Menelao son duales. En primer lugar, un tridngulo es una
fignra que es su propio dual: Es la figura formada por tres puntos no colineales y las tres lncas que unen
pares de los puntos; cs (ambién la figura formada por tres lineas no concurrentes ¥ los tres puntos de
interseccion de pares de las lineas. Asi, un tridngulo lambién es un trildtero.

Al tratar el teorema de Menclao se discutié la colinealidad de tres puntos en las lineas (lados) de un
tridngulo, en ¢! teorema de Ceva se considerd la concurrencia de tres lneas en (que pasa por) los puntos
(vértices) de un tridngulo. Asi, cada uno cs dual de! otro. Es raro que aunque el icorcina de Menelao era
conocido desde 100 d.c., el teoremia de Ceva escapd su deteccion hasta 1678, mds de 1500 aftos despuds.

S, Eferclelos

. Demuestre ¢l inverso deb leorema de Ceva,

2. Enls prucha del Jcorema de Ceva dado en ¢l levo se corsiderd que fas cevianas eran propias. Demuestre el 1eorema sin esta
restriceion.

3. Demuestre el leorema 5.3,

4. Demuestre sintéticaments ¢l tearema de Cova. [Sugerencia: Tuu una lin¢a por A parsicla a BC que canea BMenSyCNen T,
Luego utilice tridngulos semejantes.)

5. Demuestre el tcorema 8.5 para ¢l caso en ¢f cual ZB = 90°.

6. Muestre como construir ¢l conjugado annénico de un punlo C que es\d en 1a linca AB con respecto al segmento AB.

7. Sean AL, BM, CN cevianas del tridngulo ABC, Sean L', M', N’ Jos punlos de imerseccidn de MN y BC,NL y CA, LM y AB.
Demuestre que L', M°, N’ son colineates sii AL, BM, CN concurren.

8. Muestre que las medianas de un tridngulo concurren. Su punto de concurrencia se llama centroide o baricentro del trikngulo,

9. Muestre que el centroide es ¢] Gnico punlo cuyas ceviamas dividen & fos lados del tridngulo en razones iguales.

10, Muestre que ¢ centroide e ¢l nico punto que divide & sus cevianas en razones Iguales.

11, Muestre que las bisectrices Inlemas de un tridnguto concurren. Su puoto de concurrencia se llama incentro.

12, Muestre que concurren una bisecuiz inlema y dos extemas de un tridngulo,

13. Muestre que si \res cevianas, ent concurren sus i ! jugadas, (vea Ejerciclo 4.11).

14. Considere que un circulo interseca 4 los lados BC, CA, AB de un lnlllgulo ABC en fos pundos Ly L', My M' N yN", Muestre
que AL, BM, CN concurren sii concurren AL’, BM', CN",

S, 415 g 196 K by e
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62 Meinkeiion Lnel tidngulo ABC, Ly weadida de dos dnpulos A, B, € se denotarda por A, B, C. Los lados
opucstos 4 eslas vétices tendrin fongitud o, b, ¢, respectivamente; y ol senliperimetro (athre)/) se
simbolizars cou s, Etdimine lodo deun tridngulo se referind al segmento o bien a la linca completa en la que
se encuentra ¢l segmento. Kl contexto proporcionard el uso claro.

Los puntos medias de los tados a, b, ¢ se simbolizan con A, B, C', Las tineas AA", BB’, CC’ s¢ Haman
medianas y tienen langitudes m,, my m, . Ei teidngulo AB°C’ se Wama ¢t tridngulo medial, Los pids de lus
alturas se denotan con D, E, 1. Las alwras AD, BE, CF ticpen longitudes #a, by o h. . Eltridngulo DEF se
Hama ¢l tridngulo rtico. Las bisectrices internas conan a los lados opuestos en U, V, W; y las longitudes de
las bisectrices AU, BV, CW sont, 1y 1.

El circulo dentro del iidnguto ABC v (angente a sus lados es ¢l elrenfo inscrito (inclreula) con centro Iy
radio . Los tres circulos exteriores al tridngulo ABC v tangentes a sus lados (Ver Fig. 6.2) se Haman
excirculos y tienen centros /, , Iy 1., yradiosr, ,re . 7. . Elincircalo toca los lados del tridnguto ABC
enX, Y, Z; yelexcirculo]; tocaalosladosen X, Y, % (paraj = a.b.c). Estos custro circulos también se
llaman equicirculos.

E{ circulo que pasa por los vértices A, B, C s¢ llama circuncircido y su centro y radio se simbolizan con O
yR.

Utilizamos G para denotar ¢l centroide (donde se cortan las medianas), H para ¢l orfocentro (corte de lus
alturas) y N para ¢l centro del circido de los aueve puntos (centro del circulo que pasa por los puntos medios
de los lados). Ll drea del tridngulo ABC se stmboliza con K y con Kane .

Figwa 6.2
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€4 Teorema  Elbutingulo medial de wi tidngulo dado (considerar el tridngulo ABC) ticue lados paralelos
y con Tanitad de longitud de tos lados del niingulo dado.

Demostracion

Ya que AC'=AB2 y AB'=ACR2 y «£CAB' =.<BAC (Verfigura 6.3), cntonces
ABAC ~(¢s semejame a) AC'AB’ por LAL (lado dngulo lado). De esta mancra C'B’ = BC/2 5 BA",
En forma andloga A'B" = BC’, asi que BA'B'C” ¢s un paralelogramo. Y el tcorema se concluye
facilmente.0

Firura 6.3

64  Corolarlo Eltridngulo medial parte al tridngulo dado en cuatro tridngulos congruentes.
68  Corolario El radio del circulo de los nueve puntos mide la mitad del circunradio del tridnguto dado.
66  Teorems Las trcs medianas concurren en un punto (centrolde) que triscca a cada mediana,

" Demostracién

Sca G la interseccién de Jas medianas BB'y CC’, como se mucstra cn fa Fig. 6.6, y sean Py Q
puntos medios de los segmentos BG y CG. Por cl tcorema 6.3, cada uno de los segmentos B'C’ y
PQ son paralclos y mitad de BC, entonces PQB'C’ es un paralelogramo, asf que las diagonales PB’
y QC’ se bisecan mutuamente. Estocs, PG=GB’ y QG=GC’. Y como también BP=PGy
€Q =QG, sc¢ sigue que BB’y CC' s¢ trisccan uno al otro. Por simetria, AA’ también es trisecado
por G.(Ver Ejercicio 3.8.)0

" Figura 6.6

61  Teorema Las medianas de un tridngulo, como vectores, forman un tridngulo cuya drea es tres cuartos
el dsea del tridngulo dado.

Demostracion
Dupticar 1a longitud dc 1a mediana AA’ hasta P para formar APCB =AABC, (Ver Fig. 6.7.) ScaB”

cl punto medio de PC, Ahora BB'"CC’ es un pasalelogramo, tal que ¢l vector CC' es igual al vector
B"B. Como ¢l scgmento B'B” ¢s paralelo y tiene longitud igual a 1a mitad de AP, entonces ¢}
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vector BTV es dgual sl vector AA”, Asique el tidagulo BT entd ommado e vectotes ipales a
las medianas de tridngulo ABC. E) resto de la prucha se deja como cjercicio L

Figua 6.7

68 Teorema Untridnguloy su tridngulo medial tienen ¢l misnio centroide,

69  Teorema Sidos medianas de wit tridngulo son congruentes, entonces ! tridngulo es isdsceles,

Demostracidn

Supongamos my =m,, Utilice ¢l teorcma 6.6 para obtener ABGC' = ACGB' .

610  Teorems  Las biscctrices internas de un tridngulo concurren en el incentro del tringulo.

Demostracién

Denotemos con [ 1a interseccidn de las bisectrices internas de los dngulos Ay B en el tridngulo
ABC, como se¢ ve ¢n la Fig, 6.10, Tracemos perpendiculares I1X, 1Y, 1Z desde | a los lados BC, CA,
AB. Ya que Bl ¢s la biscctriz del dngulo B, entonces los tridngulos BIX y BIZ son congruentes (por
AdL), asi IX = 1Z. Andlogamente 1Z = 1Y, Entonces I es cquidistante de los tres Jados, asi I es

A

Figura 6,10

ciertamente ¢l incentro del tridngulo, Como ACIY = ACIX por fener iguales la hipotenusa y un
cateto, entonces Cl biscea al dngulo C.0

631 Teorema  Dos biscctrices externas y la bisecuiz interna del tercer dngulo de un tridngulo concurren en
cada excentro del tridngulo.
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o) peeevmn Les bicechiices fateria v axterna de v dogulo de un tidogula dado, coran al arcunciveulo
ona ez en fay cadrcinidades del cirenndidmenro perpendicular at lado opuesto del tndngulo.

Demaoddracion

Si el tridngulo ABC es isdsceles con vértice A, entonces ta bisectriz AU es el circundidmetro
perpendicular a BC, y la bisectriz externa del dngulo A cs tangente al cincuncirculo, Asi, el
teoreina s cierto cuando el punto de tangencia se considera que es el segundo punto de imerseccion
de Ja bisectriz externa y ¢l circuncircufo. ’

Consideremos AB no congruente a AC. Hagamos que las bisectrices interna y externa del
Angulo A corten al circuncirculo nuevamente en S y T, (Ver Fig. 6.12.) Puesto que AS biseca al
Angnlo BAC, también biseca al arco BC. Asi ¢l circundidmetro por S ¢s 1a mediatriz del lado BC.
Unicamente necesitamos demostrar que ST s un didmetro. Esto ¢s cierto ya que ZSAT = 90°(0]

Figura 6.12

613 Coromro Elincentro de un tridngulo ¢s ¢l ortocentro del tridngulo T, Iy I, formado por los tres
excentros del tridngulo dado y los vértices del tridngulo dado son los piés de las alturas del
tridngulo I, 1 ...

614 Corolaro Cada biscctriz interna de un tridngulo biseca al arco del circuncirculo cortado por ¢l Jado
opucsto del tridngulo. De donde este biscclor y 1a mediawriz de este lado opuesto se cortan
en el circuncirgulo del tridngulo.

615  Teorema Eldrea de un tridngulo ¢s igual al producto de su inradio y semiperimetro; esto ¢s, K = rs.

Figura 6.13

Demostracidn

En ¢l tridngulo ABC con Incentro | (ver Fig. 6.15), las 4rcas de los tridngulos BCI, CAI y ABI
estdn dadas por

Tar yhr oy fer

El teorema se concluye al hacer la suina de estas tres cantidades.0
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ate Tenseer rlared dOnn Gidnpado o el sl produae coun esradio dido n v d seniperinetro
rostindole e fado ) Lo e,

B #0852y n(s-b)=r.(s-¢)
617 Troremn  Formulede Hoon,  Elidrea de untridngnlo ABC esta dado por
K =Vs(s-a)s-b)(s - ).
Demostracion

En ¢l tridngulo ABC, sca x = m(BD), como s¢ muestra en la Fig. 6.17. Entonces

Goxt=nl=bt - (a-x)

y obtenemos
1,312
¢ abta=bl
2a
A
¢ b Figura 6.17
]
B a 5
Ahora

hj=c -~y
=(c-N)(c+N)

-€-SEE)E T

=b’—(n-c)‘ (c+a)y-b
b} 2a
- b-a+c)b+a-c) (c+a+b)c+a-b)
2a * 2a
_ (25 = 2a)(2s - 2¢)(25)(2s — 2b)
" 4a?
=$ﬂpm@wm—q

De esta ccuacion oblenemos
Kone = é-ah.

=%aj§su-w@~m@-o

= yYs(s~a)(s~b)s-c) .0
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el Corelsdo Eldrea de un tridngulo eotd dado por

K=Y, .

630 Tewema  Elproducto de dos lados de un tridngulo es igual al producto det circundidmetro y 13 allura
del tercer tado. '

Demostracién

El circundidmctro AO del tridngulo ABC corta de nuevo al circuncirculo en P. (Ver Fig. 6.20.)
Entonces ZABC = £APC, ya que cada dngulo ticne la mitad de 1a medida del arco AC.

A
B c
< .
Figura 6.20 |
De este mado los tridngulog ABD y APC son semgjantes, y entonces '
AB _ AP VAC = AP
AD " AC y AB'AC = AP AD.

Estoes, ¢cb=2Rh, .0

621 Corolario Eldren del tridngulo ABC estd dado por

abe.
K=‘4R

632 Teorema El punto medio de un lado de un tridngulo cs el punto medio del segmento sobre ese lado
cuyas extremjdades son los puntos de contacto del incirculo y del excirculo para esc Jado,

Demostracién

En la Fig. 6.22, como las dos tangentes al circulo,
desde un punto fucra, son congruentes, ieneios

2s=cta+tb=c+BX,+X.C+b
=c+BZ,+CY,+b=AZ, + Ay,.  Figua6.22

Pero  AZ,= AY,, asique s=AZ,= Ay,.

Yportotanto CX,=CY, = AY,~AC=s5-b.
También BX=BZ=AB-~AZ=c-AY y BX =BC -~ XC=a - YC, de donde
BX=a+c-AY~YC=atc~-b,  entonces Bx,ﬁ_‘“_g:.‘las—bacxh

Y ¢l teorema se concluye.J
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L
12,
13

.

15.

Keviee dot tegienias dof Lilvo Ude Lo Lloreentos de Fudidus

Pumusire el corofane 6.4

Demuesue el vorcluiot . .

Demuestre que Tas diagonales de ua paraleh prano se bisevan uno af e

Ceipplete In demoziraciéat del tearang 6.7,

Demuetre el teorema 6.4

Conplete la demostracivn del Seotana 6.9

Duemuestre el feorema 614,

Demuestre que las bisectiices internas y externas de un dngulo dado son parpendiculares.

Demuestre el corolarin 6,13,

Demuestre el corolario 6,14,

Demuestre ¢l teoremia 6,16,

Demuestre el corolano 6.19.

Denuestre ¢ corolario 6.21.

Al didinetra de un semicirculo se divide en dos segientos @y b por ¢l punto de contacto de un circulo inscrito como se niuestra en fa
figura siguiente. Compruche que ¢ didmetra o del circulo inserito 8 s media amiinica de a y b, decir, J = Jabi(a + b).
(Pi Mu Epsilan Journal primavera 1970, pag. 237.)

£

7
Av D b B
Ejercicio 6.18
Dado que un dngulo centrai ¥ ¢l arco en un cirvulo s¢ inlersersecan, tienen Is misma medida, 4 los} ent

a) Lamedida de un dngulo inscrito en Un circulo o del dngulo entre una cuerda y una langenta ¢s Ia mitad def arco qw intersecan.

b) 1amgdida del dngulo entre dos Langenies, dos secanies, 0 una tangente y una secante & un circulo es Ta mitad de la diferencia de 1a
medida de los arcos que infersecan.

c) Lamedida de) ingulo entre dos cuerdas que sc cortan dentro d¢ un circulo e la semisuma de Jos arcos que itersecan.

Demuestre que fas dos tangentes desde un punlo a un circulo son eongruentes.

Demuestre que e producto de la secante completa y su segmento externo razado desde un punto a un circulo es igual al cuadrado de la
tangente desde ese punio,
, Demuasise que si dos cucsdas en un clrculo se int n, ¢l producto de 1os scgmentos an ef cual queda dividida una cuetda

et igual al producto de los segmentos de 1a otra,

. Demuestre que I/r = §/r, + 1ny + ifr,.
. Demucstre que e + Ll + 0y # 8.
. 3) Demuestra que en cualquier tridngulo senZA = a/2R.

b) Deduzca 1a ley de Jos senos: a'sen £A = h'senZB = c/senZC,
. Demuestre que 1a bisectniz de un dngulo de un tridngulo tambidn biseca a! dngulo entre la shura y ef circundidmietro desde ¢l mismo
vétice.
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SECCION 7 1 ENPOLO MAS UE CLOME BTN TRLNGULD
71 Teorems  Las mediatrices de los Jados de un widiipulo concurren en ef circuncentro ded tridngulo.
Demostiacion

Como ¢l circuncentio (3 ¢s equidistante de los tres vértices, ts equidisiante de los puntos extremos
de cualquier lado del tridngulo. De esta manera, se encuentra cn Ja mediatriz de cada fado.0

7.2 Teorema  En cualquicr tridngulo, R=(r, + 1 + 1, = 1)/4.
Demostracion

En la Fig. 7.2, hagamos que [A'cone a L X, en P, y considercmos que el circundidmetro por A’
corte al circuncirculo y a las bisectrices interna y externa del dngulo A en S y T (por tcorera 6.12).
Ya que A’ biseca a XX, (por teorema 6.22) y fas rectas 1Xy PX, son ambas perpendiculares a
XX., cntonces IXPX, esun paralclogramo, asi IX=PX,, ¢ LP=r -1

I .

Figura 7.2

Yaque A’S cs perpendicular a XX, en A’, se sigue que A’S unc a los puntos medios de los lados
IP ¢ IL del tridnguio IPL,. De donde A'S = (LPY2 = (r, ~ 1)/1.

Por ¢l corolario 6.13, LB = ZL CL = 90°, tal que el clrculoen L L como didmetro pasa por B
y C. Sesigue que T es el punto medio de &, I, . Del trapezoide I X. X, 1,, tenemos
TA =F(LX +LX)=1( +n)
Asi que R=TS=TA +AS=t(r+n)++(n-1),
de lo cual se sigue el teorema.D

73 Corolarto El circulo con didmetso ca cualesquicra dos excentros, pasa por los dos véntices del tridngulo,
que no son colineales con los excentros, (Ver Fig. 7.2.)

74 Corolarie El punto medio de un lado de un tridngulo es el punto medio del segmento determinado por
los puntos de tangencia, sobre cse lado, de los dos excirculos no referidos a ese lada. (Ver
Fig. 1.2.)

78  Corclarbe El ssgmento que unc dos excentros de un tridngulo es bisccado por el circuncirculo del
tridngulo, Si el tridngulo no cs isdsceles visto desde el vértice colineal con los equicentros,
entonces tal punto medio no s un vértice. (Ves Fig, 7.2.)
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X0

1.7

78

19

710

1

Veopema LS alniras de an tdngulo son biscetsices del tiangalo drtico.
Demostiacion

El circulo con didinetro el fado BC del tridagulo ABC pasa par los piés E y F de tas altaras BE y

CF, ya que £BFC = £BEC = 90° . (Ver Fig. 7.6.) Asi BCEF es un cuadriliicro ciclico (puede ser
inscrito e una circunferencia), asi que ZFEC+ «£B = 180°, De csta manera ZFEC = ZDEA, ya
que BDEA también es ciclico, v puesto que BE es perpendicudar a AC, entances BE biseca al dugulo
DEF, Anilogamente las otras dos alturas bisecan a los otras dngulos del tridngulo értico3

A
£
F
B n c
Fieura 7.6

Cortarle  El clrculo sobrc el lado de un tridngulo como didmetro pasa por los vértices opuestos del
tridngulo értica.

Coralario  Los lados det tridngulo drtico forman con aquellos del tridngulo dado tees tridngulos
semgjantes al tridngulo dado.

Demostracion

Enlafigua 6, £B=180°~ LFEC=/FEA, De¢dande AABC ~ AAEF por A4 (dos dngulos
deun tridngulo son coangrucnies a los correspondicnics dos dngulos de un segundo tridngulo).
Andlogamente AABC - ADBF ~ADEC.O

Teorema  La tngente al circuncirculo de un tridngulo en uts vértice del tridngulo es paralelo al lado
opuesto del tridngulo ontico.

Demostracion
Este tcorema se sigue de Ja demostracién del teorema 4.5 v del corolario 7.8.0

Corolario  El dnigulo que forma un extremo de un lado del tridngulo értico con cl lado del tsidngulo
dado en ¢l que termina, es congruenic al dngulo entre los atros dos lados del tridngulo dado,

Demostracion

El resultado se sigue del corolario 7.8.0
Corolarlo  Las altugas de un tridngulo concurren,

Derostracion

Por ¢l tearema 6.10 aplicado al tridngulo drtico.Q
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17

18

19

Pearema i alinas de on tsinguto son bisectriees del tadngulo dnico.
Demostiacion

Elcireulo con didmetro ¢l Jado BC del tridgugulo ABC pasa por los piés Ey F de las alturas BE y

CF, ya que £BIFC = £ZBEC = 90°, (Ver Fig. 7.6.) Asi BCEF es un cuadrildtero ciclico (pucde ser
inscrito en una circunicrencia), ast que ZFEC + £B = 180°. Deesta mancra £FEC = ZDEA, ya
que BDEA tambicn ¢s ciclico, y puesto que BE es perpendicular a AC, entonces BE biseca al dngulo
DEF. Audlogamcute las otras dos altnras bisecan a los otros dngulos del tridngulo dnico.0

A
E
F
] D [
Fieura 7.6

Corlado  El cfreulo sobre ¢l Iado de un tridngulo como didmetro pasa por los vértices opucstos del
tridngulo éstico.

Coralario  Los lados del tridngulo drtico forman con aquellos del tridngulo dado tres tridngulos
scimgjantes al tridngulo dado.

Demostracién

Enlafigura7.6, £B=180°- LFEC = ZFEA. Dedonde AABC ~ AAEF por AA (dos dngulos
deun tridngulo son congruentes a los correspondicntes dos dngulos de un segundo tridngulo).
Andlogamente AABC ~ ADBF ~ADEC.0

Teorema  La tangente al circunclrculo de un tridngulo cn un vértice del tridngulo ¢s paralelo al lado
opuesto del tridngulo éntico.

Demostracion
Este teorema se siguc de la deshostracién del tcorema 4.5 y del corolario 7.8.0

Corvlario  El dngulo que forma un extremo de un lado del iridngulo drtico con el lado del tridngulo
dado ¢n el que termina, es congrucnte al dngulo entre los otros dos lados del tridngulo dado.

Demostracion

El resultado sc sigue del corolario 7.8.0
Corolario  Las alturas de un tridngulo concurren,

Demostracidn

Por ¢l teorcina 6. 10 aplicado al tridngulo drtico.0
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112

213

Teorema  El producto de los segmentos en los cuales divide ¢l ortocentro a cada altura, ¢s

constante para un tridngulo dado.
Demostracion

Cualesquicra dos alturas, digamos AD y BE (ver Fig, 7.6), son cucrdas del mismo circulo, por
corolario 7.7. De aqui que los productos de los scgmentos cn cl cual s¢ dividen uno al otro son
igualcs, por cjercicio 6.19, Esto cs, AH*HD = BH*HE. Por sinietra, s¢ siguc quc cste valor
comin también esiguala CH-HF.D

Teorema  Los pids de las alturas dc un tridngulo sc localizan cn su circulo de los nucve puntos.

Demostracién

Refiriéndonos a la Fig. 7.13, AC’ = C'D, ya que C’ es ¢l punto medio de 1a hipotenusa del tridngulo
rectdngulo ABD. Asi, ¢l tridngulo C'DA cs jsdsceles, y ya que C'B’A’B ¢s un paralelogramo, se
sigue que C'B°A’D es un trapecio isdsceles, de esta manera el circulo que pasa por C', B’y A’
también pasa por D. Andlogamente E y F estan en este circulo, ¢l circulo de los nueve puntos.3

Figura 7.13

744  Teorma  Los puntos medios Ny, Ny , N, de los segmentos AH, BH, CH que unen los vértices con el

718

ortocentro, se encuentran en el circulo de los nueve puntos del tridngulo ABC.,
Demostracion

En la Fig. 7.13, C'N, une a los puntos medios de los lados AB y AH de! tridngulo ABH, asi que
C'N, es paraiclo a BE y por io tanto perpendicular s ACya A'C’. Esoes, £ N,C'A™™ 90",
Andlogamente N,B’ es paraleto a CH, asf que ZN,B°A’ = 90*, De donde ¢l circulo con N, A’
como didmetro, pasa por los puntos B' y C', que estdn en el circulo de los nueve puntos.
Andlogamente ¢l circulo de los nueve puntos también pasapor N, yN, .0

Vemos que los nueve puntos en cl clrculo de los nucve punios son: los punios medios de los lados, los

piés de fas alturas y los puntos medios de los segmentos que unen al ortocentro con cada uno de los vértices del

tridngulo,
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26 Caralarle  Elcentro del clrculo de los nueve puntos estd a la mitad delortocentro y ¢l circuncentro. De
hecho, cualquicr segmento que une al ortocenttro con un punto del circuncirculo es bisecado
por ¢l circulo de Jos nucve puntos.

Demostracion

Pucsio que ¢l centro del clrculo de los nucve puntos N estd en 1a mediatriz de DA’y de B'E, se
concluye la priniera parte de este corolario, (Ver Fig. 7.16.)0

B DA’ C
Figura 7.16
717 Tesrema Sea H el ontocentro del tridngulo ABC. Entonces A, B, C son los ortocentros, .
respectivamente, de los tridngulos HBC, AHC, ABH.

718 Definkiin Cuatro puntos, tal que cada uno es ¢l ortocentro del tridngulo formado por los otros tres, se
dice que forman un cuadrdngulo ortocéntrico,

719 Teorema  Los cuatro tridngulos de un cuadréngulo ortocéntrico tienen el mismo tridngulo brtico, ¢l
mismo circulo de los nueve puntos ¢ iguales circunradios. (Ver Figs. 7.6y 5.5.)

730 Teerema Los circuncentros de los cuatso tridngulos de up cuadringulo ortocéntrico fonman otro
cuadréngulo ortocéntrico que tiene ¢l mismo circulo de los nueve punios. Ademds, los
cuatro puntos de uno u otro cuadréngulo son los circuncentros de los trigngulos del otro
cuadrangulo. ’

Demostracién
Simbolicemos con O, O, , O, , O, a los circuncentros de los tridngulos ABC, HBC, AHC, ABH

Figura 7.20

como sc ve en la Fig. 7.20. Como O, O, es la mediatriz de AH, entonces es paralcla s BC. Ya que
00, ¢s perpendicular a BC, O estd sobre Ja altura del tridngulo 0,0, O, en ¢l véntice O, . Se sigue
que O es ¢i ortocentro de este tridngulo. De donde los cuatro circuncentros forman un cuadringulo
ortocéntrico.
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Como N biseca a HO (por corolario 7.16), citonces N también biscea a AO, , ¢l scgmento
correspondicnte al tridngulo HBC. Se sigue que ¢l cuadrangulo 00, 0, O, ¢s simétrico al
cuadringulo HABC cn ¢l punto N, Ahora, ya que 0,0, cs 1a mediatriz de AH, entonces BC cs
mediatriz de 0,0, Asf A’, B, C'son los puntos medios de los segmentos que unen a los vértices
0., 0, , O, alortocentro O del tridngulo 0,0, 0, . Y ¢l teorema s concluye.[J

721 Aqui encontramos ocho tridngulos que, todos tienen ¢l mismo circulo dc ios nucve puntos. Para
mostrar una mayor riqueza de tal figura, comentamos sin demostracién que en el siglo diccinueve cl
mitematico aleméan Karl Willieln Feuerbach demostré que ¢l circulo de los nueve puntos es tangente a cada
uno de los cuatro equicirculos del tridngulo dade. Del teorema 7.19, los cuatro tridngulos de un cuadrdngulo
ortocéntrico proporciona un total de 16 cquicirculos, todos tangentes al circulo de los nueve puntos del
cuadrdngulo. (Intente trazar todos estos circulos.) Por el teorema 7.20, sus circuncentros proporcionan cuatro
tridngulos inds, que tienen este mismo circulo de nucve puntos, y estos cuatro tridngulos proporcionan otros 16
equicirculos tangentes al circulo de los nueve puntos. Por lo tanto de un tridngulo obteneinos un total de 32
equicirculos, todos tangentes al circulo de los nueve puntos!

722 Conclufmos esta seccién con una "prucba” defectuosa de un "teorema” falso. Recucrde Jos teoremas
que s¢ han demostrado en esta scceidn y las anteriores para localizar la falacia cn el argumento. Le podria
ayudarsi hace trazos de figuras muy aproximadas.
723 “Teorema” Fsbo  Todos los tridngulos son isdsceles.
Demostracién
Si AB = AC, la afirmacidn es cicrta. Supongamos que no es clerto que AB 5 AC. Consideremos
que la bisectriz del dngulo A y la mediatriz de BC se cortan en P. (Ver Fig. 7.23.) Tracemos BP y
CP, y las perpendicularcs PQ y PR alos lados CA y AB. Entonces AAPR & AAPQ por AAL,
ast quu AR3AQ y PR3 PQ. Igualmente ABPA’'5ACPA’ por LAL, asi BP = CP. Ahora
ABPR = ACPQ por hipotenusa y un cateto iguales, asi que RB & QC. Entonces
AB= AR + RB = AQ+QC = AC,

por lo tanto ¢l ridngulo ABC es isdsceles.3(?)

Figura 7.23
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7. Ejerciclos

bR ol ol oK ol o

13,
14,
18,
16.
17,
18,

19,
20,

Demuestre ¢l corolario 7.3,

Demuestre ¢l corolario 7.4,

Denwestre ¢l corolario 7.5,

Demuestre que los dngulos opuestos de un cuadriliro eiclico convexo son supletnentarios.

Demueste ¢l corolario 7.7,

Demuestre ¢l corolasio 2,11,

Demuestre que el punta medio de |8 hipotenusa de un tridngulo rectingulo es equidistante de sus tres véntices.
Demuestre |a segunda parte de) corolario 7.16,

Denwestre ¢l teorema 717,

. Demuestre ¢l teorema 7.19,
. Encuentre 1a falacia en la “‘prucba” del “teorema” 7.23,
. Teace los dikmetros PA 'y PB en dos circulos que se inerzequen en P, como se muestra enla figura siguiente, Considere que AB

conta a los dos circulos en R y § como s¢ muestra, Entonces ZPRA =90° y ZPSB = 90°, ya que cada dngulo estd inscrito enun
semicireulo, Asl que PRy PS son dos perpendiculases desde un punto P a una linea AB. Encuentre 1 falacia en este argumento,

P

2N

Ejercicio 7.12

B

Demuestre qu yM en el tridngulo ABC se bisecan uno al oro  Vea Fig. 7.13.
Demumtquc (AH)'+ (BC)? = 4(AO)* en el trikngulo ABC, dela Fig, 7.16, .
Demuestre que, en ¢l tridngulo ABC, que HAyAOcmmcnclcuwnclmlo
Demustre qus los cuatro ides de los ridngulos de un cusdringul ico forman us cuadringulo ortocinlrico semsj \

Sdnoul dotri .

Demussize que los cuatro virtices de un cuadringul énurico son los ides do otro
Dmumwolmoqunmhunlrimlofoﬂmnuncun&tnplow‘oelﬂneomyncbmbhlumwpumunl

clreuncirculo del tridngulo dado. |
Demusetre que ¢} radio dat circuncirculo en los véstices da un trikngul diculares & os ados opuestos del tridnguto detico,

Demussire slgebraicamente o} teorema 7.2 utilizando los teoremas T3 lhléil
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SECCIONS [ CONSTRUCUIONES GEOMETRICAS

81 Uno de los juegos mds anligios en ¢l mundo ¢s ¢l jucgo de las construcciones enclidianas.  Se ha
gactado bastante encrgla buscando qué cantidades se pueden construir ulilizando tnicamente comyls y regla
(regla sin escala).

82  También mucho esfuerzo sc ha dedicado para demostrar que cicrtas cantidades no se pueden construir,
que cs impasible constmirlas, No se ha encontrado una construccién, en un niimero finito de pasos, utilizando
solamente herramicntas euclidianas, que leve a trisccar cualquicr dngulo (triseccion de un dngulo), trazar un
cuadrado que tenga exaclamente la misma drea que Ja de un circulo dado (cuadrar un clreulo), o construir la
arista de un cubo que tenga exactamente ¢f doble del volumen de un cubo cuya arista ¢s dada (duplicar un
cubo). A estos problemas se les ha llamado “fos tres problemas cldsicos de constniccion®,

Gedmetras aficionados que no estin familiarizados con el contenido de las prucbas de imposibilidad,
alin inventan construcciones que parccen resolver estos problemas antigiios. Un examen completo de cada
construccion revela los errorcs, Cualquier construccion cs solamente una aproximacion (y algunas son
excelentes aproximaciones) o al contrario, s¢ ha usado impropiamente la herramienta euclidiana o se han
utilizado otras hicrramientas.

83 Se puede demostrar que, dado cualquicr conjunto de nimeros (longitudes de segmentos), podemos
construir la suina, la diferencia, cl producto y ¢! cocicnte de cualesquicra dos nimeros del conjunto, de aquf
que, cualquier combinacion de estos nimeros. Igualmente podemos construir raices cuadradas de nimeros
(Ver 8.11). Y éstas son las tinicas magnitudes construibles. Por lo tanto ralces cubicas, ralces quintas o
niineros trascendentes no se pueden construir en general. Cada uno de los problemas clidsicos de construccion
incluye la bisqueda de un nimero inconstruible, Los ejercicios posteriores persiguen este fin.

84  Noteckéa Simbolizarcmos a la circunferencia con centro A y radio r = BC con A(r) o A(BC). La
circunferencia con centro A y que pasa por ct punto P sc denotard con A(P).

88 Suponemos que cl lector est4 familiarizado con las construcciones basicas de 1a suma y difcrencia de
longitudes dadas, de dngulos congruenics a dngulos dados, y de lineas perpendiculares y paralelas a lineas
dadas,

8.6  Los tres primeros postulados de Los Elementos de Euclides describen el uso de la regla y el compis,
Ellos cstablecen:

1. Se puede trazar un segmento que pas¢ por dos punlos dados.

2. Un segmento de linea se puede extender indefinidamente.

3. Se pucde trazar una circunferencia teniendo cualquier punto dado como centro y que pase por cualquler
otro punto dado.

Los primeros dos postulados indican cémo se utiliza la regla y el tercero describe el uso del compis.
(Una lista completa de los postulados de Euclides aparecen en ¢l Apéndice A.)

87 Deaciuerdo al tercer postulado, el compds de Euclides no se puede utilizar para transferir distancias. Su
compds se pucde colocar en dos puntos y trazar un arco, pero af levantarlo del pape! en un punto podria causar
que ¢l compds perdicra su abertura y picrda su medida.  El compds moderno sc pucde utilizar pars transferir
distancias. Esto cs, una forma de trazar la clrcunferencla A(BC) con un compds moderno al colocarlo en los
puntos B y C, luego alzando ¢l compds y moviéndolo al punto A,

Surge la pregunta si el compds moderno pucdicra desplazar al compds Euclidiano. Cicrtamente no lo
fiace menos, Para demostrar que los dos compases son cquivalentes, presentamos cl teorema siguiente.
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k8 Tevrema  Los compases moderno y Euclidiano son equivalentes.
Construccién

Construiremos la circunferencia A(BC) utilizando un compds Euclidiano. Obsérvesc que fa
construccién no requicre la ayuda de una regla.

Dados los puntos A, B, C, como en la Fig, 8.8, tracemos las circunferencias A(B) y B(A) que se
intersequen en Py Q. Ahora tracemos las circunferencias P(C) y Q(C) que se corten en D, La
circunferencia A(D) es la descada A(BC).e

Figura 88

Demostracion

La construccion se demuestra al observar que P y Q estin en 1a mediatrizde ABy CD. AsiAyD ¢
son las reflexiones de By C con ia linca PQ como cje de simelria, se tiene que AD = BC.O

89  Como se muestra ¢n e tcorema 8.8, una construccion consiste de dos parics; primero, la explicacién de
los pasos que uno da para encontrar al objeto deseado; y segundo, una demostracién de que ¢l objeto construido
es precisamente ¢l que se deseaba. En lo que resta de esta seccion las demostraciones se dejan para que las
proporcione el lector,

810 Prodema Construir la media proporcional entre dos segmentos.
Construccidn

Damos dos segmentos de longitudes a y b; y queremos encontrar su media proporcional, esto cs, i
necesitamos encontrar una longitud x tal que a/x = x/b; es decir, x = Vab . Sobre una linea (Ver (
Fig. 8.10) marcamos AP = a y PB = b, Tracemos una semicircunferencia sobre AB como didmetro ;
y hagamos que la perpendicular a AB en P corte a la semicircunferencia en ¢l punto X. Ahora ,
PX=xe i

X i

) | |

A P B
Figura8.10

a1t Paraconstruir V', utililice la construccién del probicma 8,10, tomando & = 1, Es necesario tener un
segmento unitario disponibie cuando se tomen raices cuadradas de longitudes. Igualmente se requiere un
segmento unitario para la multiplicacion y para la divisidn, como s¢ muestra en ¢l problema 8.12,



812 Troblema  Encontrar ¢ producto de dos seginentos.
Construccidn

Dados los segmentos de longitudes a, b, y 1, wilizareos proporcioncs en tridngulos semcjantes
para construir una longitud x = ab. Sobre una linea, marquemos PU = 1y UB = b, Sobre cualquicr
otro rayo por P, tharquemos PA = a (ver Fig. 8.12). Tracemos Ja paralcla a AU que pasepor By
corte PA en X, Entonces AX tiene Jongitud x = ab.e

Figura 8.12
833  Problema Inscribir un cuadrado dentro de una semicircunferencia dada.

Construccion

Del problema resuelto como se muestra en 1 Fig, 8.13a, consideremos que ¢l lado del cuadrado
PQRS ticne longitud 5y la semicircunferencia AOB ticne radio . Por simetrfa, 0Q = 5/2, Como
OR J:_r y QR =5, entonices (/2) + = P, de donde 5= 2r/N'5. Por lo tanto debemos construir
UNS.

Dada la semicircunfercncia AOB, trazar el tridngulo rectngulo EFG que tenga el cateto EG igual al
doble de la longitud del catcto FG. (Ver Fig. 8.13b.)  Sobre la hipotenusa EF, marcar EH=r.
Entonces EJ = 5, donde J ¢s ¢l pié de Ia perpendicular trazada desde Ha EG. Ahora marquems la
longitud 5/2 = m(HJ) sobre cualquier lado del punto O sobre 1alinca AB para obigner los puntos Py

Q. El cuadrado se puede compietar facilmente, o F
s n
r
A p U Q B E J ]
Firgura 8.13a Figua 8.13b
8.4 Probema Sobre un segmiento dado como hipotenusa , construir un tridngulo rectingulo igual (en drea)
8 un tridnguio dado,

Construccién

Consideremos que ¢l scgmento ¢s PQ y el tridngulo ABC, como en ia Fig. 8.14a. Tracemos la

A m\"' BC X
B D c P Q AD
Figura 8.14a Figua 8.146

altura AD. En seguida construir x = AD BC/PQ, como s¢ muestra en la Fig, 8,14b. Trazar una
paralcia a PQ a una distancia x y que corte en R y R'a 1a semicircunferencia con didmetro PQ.
Entonces PQR cs el tridngulo deseado.e
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815 Problems  Construir un tidngnto ABC dados £, , iy, e
Construccion ,

En un punto E sobre 1a linca base m, levantar una perpendicular con medida A, hasta B, como s¢
ve en la Fig. 8.15. Trazar la circunferencia B(c) que corte a m en A, Bisecar ambos dngulos en A
y sobre estas bisectrices marcar los segmentos AU, y AU;, de longitud 4, . Trazar BU, y BU;, tal
quecortena m enCyy Gy, . Entonces cada uno de los tridngulos ABC,y ABC; cs una solucion.e

B

Figura8.48

816  Definiclin  Un compds ristico es un compas cuya abertura cs fija y no se puede alicrar,

817 Ocurren muchos problemas interesantes cuando ¢l uso de la herramienta cuclidiana permitida cs
alterada un poco. Considere el problema de claborar varias construcciones con un compds cuya abertura no se
pucde cambiar ( tal vez por que estd oxidado). Estos problemas llamados de compds ristico pueden ser un
gran reto.  Sc ha demostrado que toda construccién posible con regla y compds se puede hacer con regla y
compds ristico (sicmpre que los objetos deseados scan puntos y lincas). Para una discusion completa, ver
Survey of Geomelry de Eves ( Vol. |, Seccion 4.5),

818 Problema Construir una perpendicular en un punto sobre una linea utilizando un compds nistico,
Construccidn

Dado un punto P enlalinca my colocando el compds fijo con abertura r, trazar la circunferencia
P(r) tal que corte am en A v B. Trazar las circunferencias A(r) y B(r) que corten a la semicircunfe-

Figura 8.18

rencia P(r) en Cy D, como s¢ mucstra en la Fig. 8.18. Ahora consideremos que las circunferencias
C(r) y D(r) se cortan en Q (también se cortan en P). Entonces PQ es la perpendicular buscada.o

819 Problems  Utilizando un compds ristico, construir un segmento de longitud dada AB en un punto P
sobre una linea m,

Construccion

Trazar AP, Construir una linea n que pase por Py paralela a AB, como sigue (ver Fig. 8.19),
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Levantar una perpendicular p a la linca AB tal que la distancia de p a P sea menor que Ia abertura
del compds. En seguida trazar n perpendicular a la linca p y que pase por P, Andlogamente, trazar
una paralcla a AP que pase por By que corte alalinea n en C. Ahora PC = AB, Trazar r biscctriz
del dngulo entre las lincas m y n, y trazardesde C la perpendiculara r quecorte a m enel
punto Q. Entonces PQ = AB.e

Figurs 8.19

8, Ejerciclos

1. Complete cada problema al & quels ion dads es corrects.
a) Problema8.10 b) Problema .12 ¢) Problema 8.1 d) Problems 8.14
¢) Problema8.)$ ) Problema .18 g) Problema 8.19.
1. Construya ¢l cociente de dos segmentos.
3. Muestre como bisecar un dngulo mayor de 120" wtilizando un compés riatico,
4. Enuwmh‘nnhnmlhuummwlowm‘m(nﬂlo%mnlhu\donmymhm
s. Mmmmnvrdnw“mmnﬂyuow
6. & un tiingulo dado y de cualro novenos de drea del tridngulo dado,
7 Cmuylutwomuuuwouoyhumm&'ut.n&u
8. Sobre un segmento dado como bass, un rectdagulo igual & un parsiel
9. CmvmmhMmhmhtuumhluwmhmclm«mnuwm
10. Construir un tridngulo i igual 8 un parslelogramo, dada la longitud de sus lados iguales. ;Es posible slompre Ia
consruccion?
11. Consruys o ridngulo ABC, dado :
8) B,k D) hy,m,B )bMy,c 4 ACY e) b,m,C NC AR
12 "D&mmﬂmwunwuhdnlpuhﬂo&hmmfnuﬁmlﬂnhuw Como ol cusdrado y s
forencia lienen ahors iguales perimetros, ienen iguates dreas. Esto cuadraal circulo.” ;Qud o8 lo aquivocsdo em este

argumento?
13. Dado el ingulo AOB, extender BO y trazar cualquier circulo con cemro O qua corte 8 los lados del dngulo en Ay B.(Ves Fig
siguiente.) Enuna regla marcar un segmento CD igual 4 OA. Deslizar La regla por ¢l pusto A com of pumio D movidudass en la
linea BO hana que ¢f punto C esté an ¢l cisculo. Trazar esta linea. Mostrar que ¢l dngulo ADB triseca o) dngulo AOB.

A

Figura 8.13

(Resuelve esta i6n ¢l anligto problenta de¢ triseccion?
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11, En eguida aparece la “ineicién de un dnguto”, algo simplificada de su forma osiginal en asuntos de Meedmica Hustrada de

{3
16,

febrero 2 1966, Facuentre ta falacia en el argmventn. Trazar un circulo con centra () que coite 8 lus lados de un kngula dado en

fos puntos A y H. Exticrals AQ y 130 hasta cortar otra vez al circulo eon C y D como en la figura, Considere que la bisectriz del
angulo AOB corta a la cuerda CD en G y al circuln en R, como se muestra, Marque H en OR tal que HR = RG. Hags que ¢l
circuto Gl conte a BCy AD en € y IV, Entonees £0°0D'= Z(AOB)'Y.

D’ A 1
010
c B C
Figura 8.20b

Demostracion

El circulo con radio iguat a OAy que pasa por C'y D’ como s¢ muestra, corta al primet circulo en fos puntos My N donde
0D’y OC’ cortan & ese clrcufo. Entonces ZRON w ZNC'C = ZNCC’ = (ZNOBY2, demostrando que ZRON triseca a

ZROB, y ef teorema s¢ sigue inmedistamente.0 (7)

En Ia "riseccion” del ejercicio antetior, tome ZAOB = j20° y mmmlre C'OD" utilizando trigonometria,

Demuestre las proposiciones listadas abajo, de fas cuales se sigue que ’
cubo s imposible. Puesto quc % cs trascendente, entonces ¥ x también es trascendents, de donde ¢f clrculo no se puede cuadrar,

2 no se puede construir, asi que la duplicacidn def

Finalmente, ya que 56n20° o8 una fafz d' 18 ecuacion 8x’= 6x= 1 = 0, a cual no tiene raices racionales, sntonces sen20° nose
puede construir, asf que un tngulo de 60° no se puede trisecar.

1)
b)

<)
d)

¢)

f)
8)

)

o A R A i s bt s DA

Muestre como corstruir las suma, diferencia, producto y coclente de dos fongitudes dadas, y 18 ralz cuadrada de una longitud

dada, con {a presencia de un segmento unitario,

Dado ¢! segmento unitasio OU, donde 0(0,0) y U(1,0) son puntos en ¢f plano Castesiano, mostrar como constuir un punto qus

tenga coordenadas racionalss,

Muestre que 4 ecuacion de una fines por dos punios con coordenadas racionales tiene coefici ional

Muestre que el punto de interseccion de dos lineas cuyas iones tienen odefic Honales tiene coordenad
racionales.

Muestre que dada una regla y puntos con das racionales, ent uno puede lamente puntos con
cootdenadas racionalos,

fes, tiene coe ficl il

Muestre que 1a ecuacion def circulo A(B), donde Ay B son puntos con coordenadas raci
Muesure que fos puntos de interseccion de dos circulos o dtuucwuloywlﬁu,myu

£t .

tienen

ummmmummimluoquhwluymlﬁonlw

Muestre que con una regla y un comphs s¢ pusden l

e pueden obtener porun

P‘W cuyss .
nimero finito de aplicaciones de las operaciones de suma, resta, multiplicacion, divisin y raices cusdradas aplicadas a fas

coordenadas de puntos dados,
Muestre que tos ios af principio de snte ejercicio, tienen validez ahora.
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CAPITULO Y ISOMETRIAS EN EL PLANG

SECCIONY ‘ LOS ASOMBROSOS GRIEGOS

91 Elinicio de 11 ameva era en nislemiticas sc establece por ef ano 600 a.c. La gente empicza i
preguntar “¢Por qué? y exigir respuestas logicas, Mucho tiempo ocioso y una socicdad que pone énfasis
creciente en el razonamiento logico, hace que el pensamiento acerca de fas matematicas cambic de prictica a
mds tedrica. E} resultado fuc 1o que se dié e Namar “material axiomdtico” que domind al razonamiento
matemdtico por mds de 2000 antos. En ¢l material axiomdtico se considera wn cuerpo de mitemitica aplicada
tat como la geometria del mundo real. Ciertos hechas obvios acerca de este estudio se aceptan como cicrtos,
sin prucba, como tos axiomas o postulados. Lucgo todos los otros hechos son deducidos Idgicamente de los
postulados.

92 El método det material axiondtico alcanza completa madurez aproximadamente en 300 aitos,
florcciendo britlantemente en Los Efementos de Euclides atrededor det aito 300 a.c.

93 Elprimer hombre que demostrd teoremas simples fue ¢l comerciante Tales (640-546 a.c.) de ka isla de
Mileto. En sus viajes por ¢l Mar Mediterrdneo, aprendié mateméticas de Egipto y de otros paises oricntales.
Lucgo demostré algunos teoremas simplcs tales como que un didmetro de una circunferencia biscca a la
circunferencia y que los angulos de la base de un tridngulo isosceles son congnientes.

9.4  Se dice que Tales asombro al Rey Amasis, mientras residia en Egipto, al calcular la allura de una
pirimide midiendo su sombra y la sombra de una vara vertlcal de altura conocida, utilizando proporciones.
Muy probablemente Tales calculé 1a altura de 1a pirdmide utilizando sombras y proporciones, pero es absurdo
imaginar que haya utitizado e} método descrito, porque uno no puede medir directamente la longitud de la
sombra de la pirdmide.

Adquirié gran fama por predecir un cclipse solar en 585 a.c.. Se dice que, una noche mientras
estudiaba las estrellas durante un paseo, cayé cn una zanja. Una anciana quien le ayud6 a levantarse le
reclamé: *;Camo puede usted ver cosas en el cielo cuando no puede advenlr qué hay a sus piés?”

95  Arropado en mucho misticismo y envuclto en muchas leyendas, Pitigoras (5727-5007 ac.), de la isla
Egea de Samos, y sus seguidores, contribuyeron enormemente a las matemétlcas. La Sociedad Pitagérica que
& fundé, con un secreto de fraternidad valorado ahamente por compafieros y matemdticos, acreditaba todos
los descubrimientos a Pitdgoras; lo que no facitlta decir qué es lo que desarrollé ély qué sus seguidores.

9.6  Secree, no obstante. que Pitdgoras demostré ¢l tcorema que toma su nombre, Se dice que cstaba tan
euférico con ese descubrimiento, que sacrificé cien bueves, Indudablemente esta historia no ¢s cicna ya que
los pitagéricos creian ¢n la wransmigracién del alma. De hecho, un diz a Pitdgoras le informaron que un
hombre estaba golpendo a un perro; le gritd al hombre que sc detuviera, pués, en los aullidos del perro podia
reconocer 1a voz de un amigo fallecido,

97 No sc pucde omitir Ia gran Academia de Platén (429-348 a.c.), sobre cuya puerta cstaba el Jema, “No
entre aqul quien no esté versado en geometria,” Cuando le preguntaron que lugar ocupaba la Deidad, Platén
respondid inmediatamente, “Dios geometriza continuamente.” Eudoxio (408-355 a.c.), el mds brillante de Jos
primeros matemdticos, inventd una teorla de proporciones que tomaba cn cuenta nimeros irracionales. Dos
il aos despucs Richard Dedekind (1831-1916) mostrd qué tan acertado habla estado Eudoxio en su teorfa,
Aristételes (384-322 a.c), autique primieramenie se le conoce por su slsiematizacion de la 16gica deductiva,
mejora continuamente algunas definiciones y discusiones geométricas.
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94  El (ratado cientifico mds famoso de toda fa antigiiedad, que ha sido publicado en mds ediciones que
cualquier otro libro, excepto 12 Biblia, ¢s Los Elementos por Euclides (3657-300? a.c.), escrito alrededor del
aflo 325 a.c. Es dificil encontrar mucha informacién acerca de matemdticos anteriores a Euclides, Los trece
libros de Los Elementos abarca no solo geometria bisica sino tambidn teorfa de nimeros y dlgebra clemental.
Es diflcil comprobar qué tanto del material s¢ debe al propio Euclides, pero se erce que contribuyb con
muchas prucbas nuevas.

9.9 Sc sabe poco de la vida de Euclides, pero hay rclatos de ser ¢l primer profesor de matemdticas cn la
gran Universidad de Alejandrfa, Cuando Tolomeo le preguntd si habla una manera ficil de aprender
geometria, Euclides respondié, “No hay camino real en la geometria,” Tal vez la geometrda (ratada por
miedios algebraicos —utilizando geometrfa analitica, isometrias y similitudes— s actualmente cl “caniino
real” que no existid en los dias dc Euclides.

910 E! mds grande matemdtico de toda Ja antigicdad fue Arquimedes (272-2)2 a.c.) de Siracusa. Sus
logros en geometria y mecdnica hicicron dpoca. Situda n enwe ¥y 3% al inscribir y circunscribie
poligonos de 96 lados dentro y fuera de un efrculo, Sus maravillas fucron mdquinas de palos, para Ja guerra
que sostenfan, para lanzar de Siracusa a los romanos. Cuande finalmente Ja ciudad fue conquistada, durante
it festival cuando sus guardias estaban dormidos, un soldado romano cayd sobre el vicjo Arquimedes que
cstaba trabajando con una figura geoméirica en una palangana de arcna; su recomendacién de no moleslar ¢
trabajo, enfurccid al soldado quicn atravezd con su espada a Arquinedes.

941 Muy pocos matemdlicos siguieron, cada uno contribuyendo con su parte, pero ninguno recuperé la gran
gloria que alcanzd la cispide con Arquimedes. Eratdstencs (ca. 230 a.c), Apolonio (2627,-1907 a.c), Hiparco
(ca. 140 a.c.), Herén (ca. 110 a.c.), Menelao (ca. 100 a.c.), Claudio Tolomco (837-1657), Papus (ca. 340),
Thedn de Alejandria (ca. 390) y su hija Hipata (375-413), 12 primer mujer matemdtica que se recuerda, pero

muy poco,

913 Mujer de bellcza sobresaliente y exclente macstra, Hipatia fue devota propagandista pagana en log
iniclos de la era cristiana. Tanto que un dfa en marzo de 415, una banda de cristianos la arrastré de su carro,
1a apedred y la maté con ostras de almejas, {a desmembré para luego quemar sy cuerpa y ascgurar que el
trabajo estuviera bicn hecho para cl afecto propio cristiano.

913 Lafamosa Universidad de Alejandria, fundada por Tolomieo alrededor del afio 300 a.c. y centro de todo
el conocimiento de mas de 900 aflos, se cmpicza a apagar cuando la sociedad romana comenzd a romperia, su
gloria se convintid en una sombra de lo que fue, Finalmente, en 641, los drabes conquistaron Alejandria,
quemando lo que no habia sido destruido por los cristianos, Grecia murid y ¢l oscurantismo cubrid Europa.

9. Ejerciclos

1. Explique por qué Tafes no pudo haber cafculado fa aliura de una pirdmide como se indica en 9.4, y muestre como podria haber
calcutado su ahtura por simple proporcidn, ulilizando dos sombras de observaciones en diferentes horas del dia.
3. Encuentse varias demostracionss def tocroma de piagérico.,
3. a) Muestre que cuando x o8 ¢t {ado de un potigono regulas inkcrito en un circulo de radio r, enloncss
y= @ 4P 2y :
¢ 1a tongitud del lado de un poligono regular que tiene ¢l doble del nimero de Jados ¢ inscrito en ¢! mismo circulo,
b) Muestre que clmmwohungdl’f«mmmd:% lados inecrito en un circulo de didmetzo | nos Heva & la formuta
w>48(20 (24 (2424 V) PIYIPA,
4, Encuenure formulas andlogas a las del ejercicio 9.3 pars poligonos circunscritos,
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SECCIONIO | INTRODUCCION A TRASLACIONES, ROTACIONES Y REFLEXIONES

101 Siun primer tridngulo ABC es congruente con un segundo tridngulo A'B°C’, enitonces ¢s posible mover
al primcr iridngulo y quizd voltearlo para quc coincida con ¢l segundo tridngulo. A tal movimiento se le lama
una isometria. Esto s, una isometria ¢s un movimiento rigido (inapco o transformacién) de los puntos del
" plano. La propicdad de la definicidn de una isometria es que preserva distancias, Si 1a Isometrfa o mapea Py
Q cn P’y Q' entonces PQ=P'Q, Se sigue que a cada punto se le mapea justamiente en un puito (su
imagen) y cada punto P’es la imagen de exdctamente un punto P (1a preimagen de P’). Escribiremos a(P) = P*
para representar que o mapea Pen P,

102 Sila isometria o mapea al tridngulo ABC en el tridngulo congruente A'B'C' y si las longitudes de los

segmentos AA’, BB’, CC’ son iguales y esios segmentos son paralelos uno al olro y similarmente dirigidos,

enlonces o sc llama una frasfacién mediante ¢l vector * AA’.(Ver Fig. 10.2a.) Nucstro punto de vista es que
A

Ac»

C
Figura 10.24

n

una traslacién mucve a fodos los puntos dei plano. Esto es, una traslacién medianie el vector AA’ mapea cada
punto P del plano a un punto P’ también del plano tal que AA’ y PP’ son paralelos, iguales en longitud y
ticnen la misma direccion; esto ¢s, son vectores iguales (Ver Fig. 10.2b), Asi, si las lincas AA’ y PP’ no

P
P /
A

A
Figura 10.2b

coinciden, entonces AA'P'P  es un paralelogramo. En ¢l instante en que estas lincas coincidan, ain
llamaremos paralclogramo a la figura, pero degenerado. Observe que ci tridngulo ABC se traslada al tridngulo
A'B’C’ sil AB, CA, BC estdn simiiarmente oricntados y paralclos a, 0 s¢ inciman en 1a misma linea que A'B’,
C'A’, B'C’, respectivamente .

103 Consideremos O un punto fijo en ¢l plano y 6 un ngulo fijo dirigido. Una rotacién alrededor del
punto O (lamado centro de 1a rotacién) mediante un dngulo & es una isometria que mapea a cada punto P ¢n
un punto P’ tal que OP = OP' y ZPOP' = 8, medido contrario a las manecillas del reloj. La Fig, 10.3 muesira
una rotacién aplicada a un tridngulo ABC, Ei punto O es su propia imagen. Cualquier punto que sea su propia

Figurs 103

imagen bajo una isometria dada se Hlama punto fijo (0 punto invariante) para tal isometria. Asl, ¢l centro de
una rolacién es un punlo fijo, y ningun otro punto es fijo por una rotacién mediante un dngulo que no sea

* Tomamos Un vector como una distancis dirigida, pero no un segmento dirigido especifico. Asl los vectores _Ar'.-ﬁl,',-c? delsFig 10,2050
consideran iguales.
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maltiplo de 360%, Una trasiacidn mediante un vector no cerg, no tiene puntos fijos. Observe que, aunque uka
rotacién preserva distancias, no es cierto que los vectores AB BC CA son cada uno igual a los vectores Al
B'C', C'A’ cuando el tridngulo ABC se rota cn ¢l tridngulo A'B'C’ wediante un dugulo que no cs miltipio dc
360°. Esto ¢s, cada lado del tridngulo, como vector, no es igual al lado correspondienic de su imagen,

1.4 La tercer isometrfa que consideraremos cn esta scccidn s quizd la isometrfa mds bdsica y mds
impotante de todas, Una reflexion en una linea m wapea cada punto P del plano ext su “imdgen simétrica”
Prcon 1a lnea m como eje de simetria. La Fig. 10.4 mucstra csta reflexin, con un tridngulo ABC y su imagen
bajo la reflexion, Asf P es 1a reflexion de P en la linea i sii m ¢s la mediatriz de PP* o Py P’ coinciden sobre
lalinca m. Por lo tanto todos los puntos de m son punios fijos. Si uno lee los vértices del tridngulo ABC
(Fig. 10.4) en orden ciclico, esto ¢s, “A-B-C-A,” uno cstd viajando alrededor del tridngulo en dircccion
contraria a las manccillas del reloj; por otra parte, en ¢l tridngulo A'B'C’A’ ¢l viaje es en el sentido del reloj,

V7
A4

Figura 10.4

Asl que una reflexién invierte el sentido de un tridngulo. Cualquier Isometrfa que invierte el sentido de un
trisngulo se llama opuesta. Una reflexidn cs una isometria opuesta. Una isometria que preserva el senlido de
un Iridngulo se 1lama directa. Las traslaciones y rotacioncs son isometrias dircclas.

105 La reflexion s la base de construccion de toda isometria. Toda traslacién y toda rotacidn s¢ pucde
escribir como un producto de dos reflexioncs. Simbolicemos la reflexion cn 1a linea m poro. . Sic. mapea P
aP’ylucgoo, mapea P’ a P, entonces cl producto de las refiexiones en las lineas m y n, en ese orden, mapea
PaP", ycscribimos

(0:0.)(P) = 0,(0.(P)) =0.(P") = P"",

Observe cuidadosamente que 0,0, significa cjecular primero 0.y cn scguida ejecutar o, para el resultado.
Esta definicion de “producto” sc manticne para transformaciones en gencral; no esta restringido dnicamente
para reflexiones,

1.6 Seanmy n dos lineas paralclas y sca v cl vector de la lineam a la linca n (considerado perpendicular a
cstas lineas). Consideremos P cualquicr punto con g.(P) = P’ y o,(P") = P*, simbolicemos con 2x al vector de
PaP’ycon 2y al veciorde P’ a P, (Ver Fig. 10.6.) Entoncesx +y = v, asi 2x + 2y = 2v, Es declr, o.0.
traslada cada punto P mediante ¢l vector 2v. Se siguc que ¢l producto de dos reflexiones 0,0, ¢n lincas
paralclas m y n es una traslacion dos veces ¢l vector de la primera a la scgunda linea.

Figura 10.6

Inversamente, cada traslacién mediante un vector 2v se pucde factorizar cn un producto de dos reflexiones en
las Mincas m y n , siendo 1a linca m escogida arbiwrariamente de cualquicr linea perpendicular en fa direccion de
v, ¥ lucgo la linca n es aquelia linea paralcla a m tal que la distancia dirigidademancsv.
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107 ¢ impontante repetir que escribiremos o para simbolizar el producto de las transformaciones o y i en
ese orden. Algunos autores prefieren hacerlo de izquicrda a derecha.

108 Alora sean m y n dos lineas que se intersecan en un punto O tal que el dngulo dirigido de la lincam a
lalinca n es 0. Scan P cualquier punto, a.(P) =P y a,(P)=P". Tomemos los dngulos dirigidos POP’ y
P'OP"" como 2x y 2y. (Ver Fig. 10.8.) Entonces x -+ y = 0, asi que el dngulo dirigido POP** ¢s 2x + 2y = 20,

Figura 10.8

Ademds, OP = OP’ = OP"', pués 0,0, ¢s una rotacién alrededor del punto O un 4ngulo 20, Inversamene,
teda rotacién alrededor de un punio O cn un dngulo 20 se puede factorizar en un producto de reflexiones en
dos lineas, sicndo la primera m cscogida arbitrariamente de las que pasan por O, lucgo la segunda n s
aquella linca que pasa por O y forma un dngulo dirigido 0 de a linea m ala linca n.

10. Ejercicios

1. Por deflnicién, una isometria preserva longitudes, Mucstre que una isometria también preserva dngulos.
2. SiABB'A’esun mﬂngulo cudles dos isometriag mapean al segmento ABen AB?
3. Enelplano Cartesiano, si uno efectia una iaslacion al mover los cjes coordenados en vez de los puntos del plano, ycémo son movidos
los ¢jes por la raslacion mediante al vector AB 7 ;
4. Muestre que el producto de dos traslaciones ¢s una traslacio ;

5. Muestre que cuslesquiers dos trifagulos di ) estin relacionados uno con ¢l otro, por una trastacidn o bien por una i
rolacién. :

6. Dados dos tridngulos di te con gruenies, re ¢f vector de traslacion o ¢l centro y dngulo de rolacion qQue mapea uno al ;
otro, :

7. Describa dos tidngul con lados corvespondientes paralelos que estén relacionados por una folacide y ninguna trastacid !
Cudlesel lnmlo de rolacion?

8. Utilice una reflexion pars demostrar que los dngulos de la base de un tridngulo isdeceles son
9. Muestre que un producto de reflexiones en tres lineas paralelas, es igual a unareflexicn en otra linea def mismo as.
10. Muestre que un producto de refiexiones en res lincas es {gual & una reflexion en oira linea de ese as.
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SECCTON I | INTRODUCCHLN A ISOMETKIAS

1.1 Unaisometria a estd detenninada complelamiente por cualesquicra tres puhtos A, B, C que formen un
tridnguloy sus imdgenes, ya que fas distancias de cualquicr punto I en el plano: m(AP), m(BP), m(CP), son
Gnicas. Porlo tanto suimagen P’ estd delerminada, ya que fa isometria preserva esas distancias, (1.4 Fig. 13.6
de la scccion 13, mucstra esta idea).

112 Scsigie que cada isometifa en el plano es ¢l producto de a lo mds tres reflexiones, porque ¢l mapeo de
un tridngulo ABC a un tridngulo congrucnte A'B°C’ requeriria a lo mds tres reflexiones, eseucialmente una
reflexion por vértice, como se mmestra en la Fig. 13.13. Asi, cada isometria dirccta, que es producto de un
nimero par de reflexiones, es producto de dos reflexiones, de donde, ¢s una traslacién o una rotacién. Toda
isometria opuesta es una reflexién o un producto de tres reflexiones.

113 Simbolicemos con « a ln isometria que deja fijo todos los puntos; esto es, 1(P) = P para todo punto P,
Llamaremos t (fetra miniscula iota gricga) al mapeo idéntidad, Sim es cuaiquier llnea, entonces 0.0 = 1, la
Fig. 10.4 muestra que siempre que una linca m refleja un punto P a un punto P', también reflcja P'a P; csto es,
la reflexion de 1a reflexién de un punto es el mismo puito. Ademuds, si my n son cualesquicra dos lineas,
entonces

(O 04)(0 0 Ou)=0a(0) G,)0, =04 10, =T, T =1,

ya que Ja multiplicacién de transformaciones es asociativa, Es claro que 1 cs una isometria dirccta, ya quc se
puede escribir como producto de un niimero par de reflexiones,

14 Siay B son transformaciones tal que of = Pa=1, cntonces P s¢ llama transformacion inversa de o, Si

a(P) = Q, entonces f(Q) = P. Sicmpre existe una transformacién inversa y es tnica, asi que escribinos o .
para la Inversa de a. Ya que 0. o4 = 4, entonces una reflexlon es su propia inversa, a,' = a,. La letra o se

reserva para isometrias que son sus propias fnversas. Escribiendo o} para a, una transformacién o difercnte

de la identidad 1, que cs su propia Inversa (o = 1) s¢ llama involutoria. Generalmente las rotaciones no son

involutorias y las traslaciones mediante vectores no cero nunca son involutorias.

118 Elinverso de la rotacién o = a,0. ¢std dado por o' = o0, y ¢s una rolacion alrededor del mismo
punto mediante cl dngulo opuesto, El inverso de la traslacidn o = 0,0, cstd dado de nuevo por o' = aua, ¥
¢s una traslacién en direccién opucsta y con la misma distancia. Las Figs. 10.6 y 10.8 muestran que si se
invierte el orden de las reflexiones de 6,04 & 040, , entonces ¢l punto P’* se mapea primero a P’ y luego a P,
inviertiendo justamente 1a traslacion o rotacion, por lo tanto se produce su inverso.

116 Existc justamente una rotacién que cs involutoria, la rotacion alrededor de un punto A mediante 180° {o
un miltiplo impar de 180°), llamado media vuelta (0 reflexidn en) en el punto A 'y denolado por o, Enla
Fig. 11.6 s¢ muestra al trifngulo PQR y su tridngulo imagen P'Q'R’ cn media vucliacn A. Observe que las

. R j
Q ‘.,.oe‘ N0 )
S >
N P

Figura 11,6

isomerias involutorias con subindices mindsculas (como en a.) representan reflexioncs sobre lineas, micniras
que aquellas con sublndices maydsculas (como ¢n o) representan medias vucltas alrededor de puntos.




1.7 Una media vucha alrededor de un punto A es ¢l producto de dos reflexiones cn enalesquiera dos lincas
perpendiculares my i en el punto A (Ver Fig. 11.7a). Ast o, = o,0.. Como también n y m son dos lincas
perpendiculares por A, sc tiene asimismo que o, = a.a, . lgualindo estas dos expresiones para o, ,
oblencimos o,d. = 6,0, . Dehiccho, 0,0, = a3, sii 7=5 orysson perpendiculares,

n P m

Figura 11,78

El producio 0,0, de dos medias vucltas cs una traslacion mediante el vector IAB. LaFig. 1L7b
mucstra que si a,(P) =P’ y a,(P") = P, cntonces A y B son puntos incdios de los lados PP’y P'P*’ del

P

P
Figura 1L.7b

trigngulo P'PP", Se siguc que PP"* es paralelo y doble de AB. Ahora al dar los puntos A, By C, tomemos cl
punto D tal que ABCD sea un paralelogramo (Fig. 11.7c). Enlonces Go0c0s0a = 3, ¥a que Golc ¥ Oa0 SON
traslacioncs inversas, de donde

Op = Opt & Op(0000a0s) = (ToUp)T0h0A= 100, = TcTaTa;

esto ¢s, ¢l producto de tres medias vugltas (0.040,) €5 una media vuelta (op) en cl cuarto véntice del
paralclogramo del que sus tres primeros vértices son los tres primeros puntos en su orden dado.

/ c B
5 \ /
Figura 1).7¢

118 En scguida volvemos Ja atencién a produclos de reflexiones en las lincas m ,myp. Si m,nyp
concurren ¢n un punto ordinario A, sca » la linca por A tal que scan iguales las rotaciones 0w y g,0,
(Ver Fig. 11.8a). Entonces

0,0,04 = 0,(0,0.) = 0,(0,0.) = (0,0))0, = 0, ,

Andlogamente, si m, n, p son paralelas, consideremos una linca » paralcia a cllas tai que las traslaciones 0,04
y 6,0, sean iguales (Ver Fig. 11.8b). Aqui dc nuevo tenemos  0,0.0, =0,

Figura 1(.8a m \n r \p
Figura 11.8b

Asi, si las tres lncas m, n, p forman un as, entonces el producto 6,0,0. de reflexiones en estas lineas se reduce
a una reflexién cn alguna linca del mismo as.
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1y Cualquicr otra isometria opuesta @ s¢ pucde factorizar en un producto de tres reflexiones o = 0,0,04
con m paralelaa n, y p perpendicular a ambas m y s, (Ver Teorema 16.4). Esta isometria s¢ llama
reflexién planificada; y cs el producto de la traslacidn o.0. scguida por la reflexion o, ¢n la linca p paralela
a la direccidn de la traslacién, Observe que

U= (7,0,0a = 07,0 0,00,
ya que p cs pcrpcndncuhr alas lincas m y 0. El inverso de esta reflexion planificada o = 0,0,0. ¢ puede
escribir como

o' = 00,0, = 0.0,0,% 0,0.0,,
y ¢n esta dltima fonna de o se ve que ¢s otra reflexién planificada, a saber, 1a traslacién inversa a la de la
planificada dada, y la reflexién iguala la reflexion dada. Asi, en la Fig. 11.9, a= g,0,0. llevacl punto A al
punto A’ micntras que a” regresa ¢l punto A’ (lincas punteadas) al punto A.

n n
A LA A
i ’ ’
Figura 11.9 - P
VPR WUUURUURRRON RO A

1110 En la tabla del teorema 16,14 s¢ hace un resumen de los principales resuliados de isometrias, En los
teoremas de 1a scccion 17 se dan otras propicdades geométricas,

11. Ejercicios

1. Paraun tidngulo dado ABC en el plano coordenado con A(0.0), B(1,0) y C(0,2), encuentre las coordensdas para fos vértices del

uidngulo imagen A’B'C’ bajo cads una de¢ las ngmmwl isometrias:

) Una uaslacion de $ unidades en 1 direccion positiva del eje de las “x"

b) Una traslacion de 2Y2 unidades a 43% en ¢l primer cuadrante,

¢} Una rotacidn de 50° Hrededor del punio P(3,0).

d)  Una rotacion de - 43° alrededor dei punto P(3,0).

€) Una rotacidn de- 90° alrededor det punto Q(2,+3).

) Unareflexion en ¢l ¢je de simetrla y = 0.

8) Unareflexion en ¢l ¢je de simeufa y = x.

h) Unareflexion en el cje de simetria x -y = 4.

i) Una media vuehta alrededor de P(3,0).

J)  Una media vuelts alrededor de Q(2,-3).

k) Unareflexidn planificada de $ unidades en la ducmbn positiva de a3 “x" con eje de simetriay = 2,

1) Unareflexion planificada de 2V2 unidades a 45° en el primer cusdrante con eje de simetria x-y = 4

m) Laidentidadv

Escriba cada {sometria del ejercicio £1.1 como una refiexidn o como un producto de reffexi

. Ninguna taslacion o reflexion planificada (con vector diferente de cero) pucde mapear un rectnguio en ¢l mismo. Encuentre todas fas
colaciones, medias vuchas y reflexiones que mapeen un rectingulo dado en & mismo,

4. Repita el ejercicio 11.3 para loa figuras siguicntes:

we

a) Cuadrado, . b) Panslelograme, <) Rombo,
d) Tridngulo equitétero, ¢) Hexigono regular, ) Pentdgono regular.

S. Escriba ¢l inverso de cada una de las isometrias del emcicio 11

6. Indique cudl de las isonietrfas del efercicio 11,1 son involutoriss.,

7. Indique pars cada {sometria a del ejercicio L. lcumdohnycunmkvopwiivonulqu a'«i Siesas, encuenire la m mis
pequeha. A esa 1 se lellama el orden de la i ris. Laa i lutorias tienen orden 2, s tiend orden 1. Las traslaciones y las
rellexiones planificadas mediante vectores no cero y muchas sotaciones no tienen tal nimero positivo m, asi que ¢l orden de tales
isometrias se define como cero,

8. Dadas las lineas m, 1, p con ecusciones y' = 0, y = 2x, x = 0, encontrar la tinea g tat que
8) 03,004 b) 0yec.0.0, €) 0ym040,a, d) 64%0)0.0,

Repita el Ejercicio 11.8tomando y =0,y =2, y-‘.!mwumnmwnlulﬁuu m,n,p.
m Muestre que una Uasiacion se puede escritir como un producto de dos rolaciones, Ademds, muestre que un centeo du rotacion y un

ingulo de rolacitn (» 0°) se pueden escoger arbitrariamente.
38 Mw«quulpunlomcdiodtll”, de un tridngulo rectdngulo es equidistante de los tres véntices; ulilice una media vucha
alrededor de! punto medio.
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SECCIONI2 l TEOHIA DE TRANSFORMACIONES

121 En csta seccién encontrareinos un tratamiento formal de 1a teorfa de transformaciones que sc requicre
para un tratamiento formal de isometrias. Se supone que el lector ha leldo el panorama dado en fas Secciones
10 y 11, tal que esié famifiarizado con l1a direccién que tome este desarrollo.

122 Menidin  Una transformacion del plano, o simplemente una transformacion, o es un mapeo o fancién
uno a uno de los puntos del plano sobre ¢l mismo. Esto cs, @ mapca cada punto del plano en un punto
imagen unico y cada punto en el plano es Ia imagen de exactamente un punto,

" 323 Demucton Si oy P son transformaciones, definimos su  producto (0 composicidén) o por
(Bo)(P) = P(c(P)) para cada punto P. También escribimos o' para ae, o para ac, cic.

124 Ya que una transformacién es una funcion, sc sigue que dos transformaciones o y f son fguales sii
son idénticas, csto s, sii piira cada punto P en ¢l plano a(P) = f(P).

128 Teorema Si a y f sonuansformaciones, entonces Pa cs una transformacién,

126 Teorema La multiplicacion de transformacioncs es asociativa; esto es, si a, f3, y son
transformaciones, entonces (yp)a = y(fw).

Demostracién

Para un punto dado P, sca a(P) = Q, f(Q) = R y(R)=S. Eulonces
(PP = P}aP)) = (1 PQ) = ¥(PQ) = 1R) =5,

GPa)P) = 1(Pa)(P)) = ¥(PaP)) = ¥(Q) = ¥(R) = §,

y

Por lo tanto (Pl = y(fa).0

127 Definlcion Para una transformacién a y unpunio P, si a(P)=P, cntonces P se llama punto fijo
(punto invariante o punto doble} para la transformacién a.

128 Demnicién La transformacion t, definida como 1(P) = P para todo punto P en cl plano, se llama la
transformacidn idéntica o ¢l mapeo Idéntico. Esto es, 1 es aquella transformacidn que deja fijo a todos los
punios.

129 Teorems  Sio ¢s una transformacion, cntonces at =10 = o,
1240 Definkcton Si oy P son transformaclones y Pa=1, entonces se dice que P es el inverso de o..
1211 Teorems Si f cs inverso de cmoncés a es inverso de .

Demostracién

Sea f(P)=Q y a(Q)=R para un punto dado P. Ya que P =1, entonces

Q= (Po)(Q) = P((Q)) = R).
Ya que P ¢s una transformacidn, ¢s uno a uno; esto es, ya que P(R) = B(P), entonces R= P,
Ahora

(aP)(P) = o(P(P)) = (Q) =R =P,
astque ap =1; estoes, o ¢s inverso de .0
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1L12 Tesrema  5i Py yson inversas de «, entonces ) =y, Esto s, una transformacion ticne a Jo mis uy
inverso.

Demostracidn
Se tiene f§ = fu=fi{ay) = (fayy = 1y =y por los Teoremas 12.6, 129y 12.11.0
1243 Teorenw  Toda transformacién tiene una transforniacion tnversa,
Demostracion
Dada la transformacién a y cualquicr punto P en et plano, sca a(Q) = P. Eslo es posibie sienipre
va que a es un mapeo sobre. Definamos ahora 3 por p(P) = Q. Entonces [ es una transformacion
ya que o cs una transformacion, y fla=y, 0
1214 Definictén  Si e es una transformnacion, denotamos a su inverso unico con o',
1215 Definiction Un conjunto G con una operacion binaria *, se Hama grupo sil se satisfacen los cuatro
postulados sigulentes:
Gl: Siempre que a, b € G, enlonces a*h € G,
G2:  Sia b, c € G, enlonces (a*h)*c = a*(b*c), ) '
G3:  Existe un clemento i en G tal que, si a € G, enlonces a*i = *a, y

G4; Paratodoa e G, exisic un clemento a* en G tal que a*a’ =a**a=|.

12.16 Definieton  Un grupo se Hlama abediano sii satisface la ley conmutativa:
GS: Paralodoa, b e G a*h=b*a,

1217 Teorems  El conjunto T de todas las transformaciones del plano, jurto con fa multiplicacion de
transforinaciones, €s un grupo.

Demostracién

Por los Tearemas 12.5, 12.6, 12.9y 12.13.00
12.18 Después sc demostrard que no es abeliano ¢l grupo del Teorema 12,17 (Ver Ejercicio 12.3). |
1219 La geometria sc puede definir por medio de sus grupos de transformaciones. La geometria Euclidiana
es ¢l estudio de aquellas propiedades (congruencia de figuras, igualdad de longitudes, paralelismo, cle) que

soh invariantes bajo las transformaciones del grupo de transformaciones que conticne todas las reflexiones y
productos de reflexiones (traslaciones, rotaciones y reflexiones planificadas).

1220 En cursos dc geometria de nivel medio también se estudian figuras semejantes, Este estudio se llama
geometria plana equiforme, ¢l estudio de propiedades invarianies bajo ¢l grupo de todas las semejanzas, es
decir, reflexiones, productos de reflexiones, homotecias (ampliacion untforme del plano), y todos los productos
de estas transformaciones.

1221 Si en cl grupo de transformacioncs, se incluycn todas las proyccciones de los puntos del plano
(proyecciones de un plano sobre ¢l otro), ¢l estudio resultante es geometria proyectiva. Cada teorema de
geometria proyectiva también vale en equiforme y en cuclidiana ya que cada propiedad conservada por todas
las transformaciones de geometria proyectiva serd conscrvada por cualquier subconjunto de estas
transformacioncs. Andlogamente, cada tcorema de geometria equiforine es cierto en geometria euclidiana,
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1222 En 1872 Felix Kicin (1849-1925) concibid Ja definicion de una geometria como ¢l estudio de aquellas
propicdades de un conjunto de puntos que son invariantes bajo las transformaciones de algin grupo de
transformaciones.  Asf, cuando estudiamos geometrfa cuclidiana determinada por isometrfas, estamos
interesados con congruencia, longitudes, medidas de dngulos, semejanzas, concurrencia de lincas, colincalidad
de puntos, cte. En geometrfa piana equiforme, fa congruencia y fa fongitud no se conscrvan. En geometefa
proyectiva solamente son invariantes cn 1a lista anterior la colincalidad de puntos y Ja concurrencia de lincas,
Cada vez se amplia ¢! grupo de transformaciones, ef campo de estudio se estrecha, ya que s¢ conservan pacis
propiedades cuando se consideran mds transformaciones. lnversamente, todas las propicdades que se
conscrvan bajo un grupo dado de transformacionces clertamnente serdn conservadas bajo cualquicr subgrupo de
cstas transformaciones.

1223 Euclides considerd (Ver Apéndice A) que “cosas que coinciden con otra son iguales”, Fue su intento de
“jevaniar y mover” una figura tal que pudicra ser superpucsta sobre otra figura como una prucba para
congruencia. Ya que los fundamentos {6gicos de esic método de superposicién no son claros, ¢! trataniicato
moderno postufa fa condicién L4L para congruencia de tridngulos. Donde fa superposicidn s ncbulosa
(¢como pucde usted levantar una linca genuinal, y jqué fc sucede si usted administra ¢l levantador?), cl
postulado L4 L es preciso. Ahora, una {sometria cs exdclamente ¢} movimiento que Euclides tuvo en mente, y
por lo tanto nosotros desarroilanios la teorfa de isometrias para dar claridad a las transformaciones cuclidianas.
De esta mancra, un tratamiento nioderno de superposicion establecerd que “dos tridngulos son congruentcs si
una reflexién o un producto de reflexiones mapea un tridngufo en otro,” con lo que se evita la idea vaga de
“levantar y mover”, Estudiantes principiantcs de geometria de nive! niedio tienen en las transformaciones,
bases para su curso de geometria. Este matcrial est escrito para tal nivel,

12, Bjercicios

. Demuestre el Teorema 12.5.

Demuesize ¢l Teorema 12.9.

Encuentre transformaciones & y § tales que aff v et

Demuestre que § es Unico.

. Demuestre que () v

. Demuesire que tfla)® = o' f,

. S’ =, entonces se dice que s o c3
2) Muesire que si a es dempolents, enlonces am ¢
b) Muesire qué existen lransfonnaciones diferentes de + el que o’ m .

8. Pars fas transformaciones & y 3 dadss, iniestre que existen trasformaciones Gnicasyy 8 tal que ya» fyaSw . Encuentre

expresiones para Y y S en tbrminos dea y i,

9. Mumwsml-py,onra-w.pmlu {i {ones a, i, v, ent a=f.

10. Muastre quesi a'B? w (aft)! para las transformaciones a y , entonces off = pa.

11, 8) Encusire Gansformaciones o, B, v tal queyas Py yas p.

b) Si son dedas ay y, encontrar una expresion pars .
) (,Scpudtmmr d«mﬂmuyydndu?
12, Musstre que iones forman un grupo bajo (s multiplicacion de transformaciones cuando:
H l-duudslnch.
2) Siempreque o & §,etoncesa”’ 4 8,y
3) Siompre que it, f @ 8, entonces fa ¢ S,
13, Muestre que las tres condiciones de! ejercicio 12.12 se pueden reemplazar por las dos condic igul
1) 8 es diferente det vacio, ¥
2) Sia,peS, entoncw P’ ae 8.
14. Mucstre que cada conjumto de fas i fas que se enJos sjercicios 11.3y 11.4 es un grupo,
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SECCION 13 ! INOMETRIAS COMO PRODUCTOS DE REFLENIONES

3.0 Para tener un ponto de partida, postulazemos que dos tridngulos son congruentes si satisfacen la
condicion LAL; esto s, si dos lados y el dngulo comprendido entre esos dos lados de un tridngulo son
congruciites a las partes correspondientes del segundo tridngulo. Después, en este capitnlo, se demostrarin
otras condicioncs suficientes para congruencia de tridngulos.

132 Deflnielin Una isometria es un mapeo de los puntos del plano que preserva distancias;, esto es, o
¢s unaisometiia sii para cada par de puntos Py Q en ¢l plano, cuando «(P)=P* y a(Q) =Q’, cntonces
PQ=zPQ"

133 Teorema  Una isometria mapea segmentos de linea en segmentos de linea congruentes.
Demostracion

Sca « una isometria y PQ v segniento. Scan w(P) = P’y o(Q) = Q'. Entonces PQ=P'Q'.
‘Tomemos cualquicr punto A en cf segmento PQ. Entonices PA + AQ = PQ. Asl, si a(A)= A,
entonces P'A™HA'Q" = P'Q’ ya que « conserva distancias. Por lo 1anto A’cstd en el segmicnto
P'Q" y el teorema se concluye.() .

134 Corelario  Una isometria mapea lincas en lineas y circulos en circulos.

13.5  vefnicén Si § ¢s un conjunto de puntos y o una transformacién, simbolicemos con a(S) al conjunto de
todas las imdgenes de los puntos de S bajo ¢l mapeo o; esto es, P ¢ S sii «(P) € w(S).

136 Teorema  Para cualquier punto X en ¢l plino existen tres distancias inicas a tres puntos 1o colincales
dados P, Q. R.

Demostracion

Existe una circunferencia (que se puede reducir a un simple punto) de punios Y tal que PX xPYy
una circunferencia de puntos Y tal que RX = RY. Estas dos circunferencias se cortan en a fo inds
dos puntos Y, y Y. Ya que PQR es un tridngulo, Q no estd en PR, 1a mediatrizde Y,Y;. Porlo
tmto QY, £ QY. puds alo mids uno de estos segmentos puede ser congruente con QX. Asi, desde
X existen tres distancias tinicas a tres puntos no colincales P, Q, R dados. (Ver Fig. 13.6.)0)

X=Y,

Figura 13.6

137 Corolario Siun mapco de los puntos del plano al plano conserva distancias, entonces ¢s uno a uno y
sobre: esto ¢s, una isometria es una transformacion del plano.

138 Teorema Si PQR csuntridnguloy a y B sonisometrias tal que a(P) = p(P). a(Q)=p(Q). ¥
a(R) =B(R), entonces a = f,

Demostracion

Por ¢l Teorenia 13.6, para cada punto X cn el plano, a(X) = B(X) ya que a y P conservan
distancias. Asi, @ =p.0

71

ekt bRt bR SO e e SR L5 0 K Y R € P AL i



139 Defidetn Un mapee del plano a se lama una reflexidn en la linea m, o unx reflexion, sii sicmpre que
1 = a(A) para los puntos A y B, entonces m es la mediatriz def segmente AR, o bién A =By Aem. la
reflexion en la linca m se denota por a. y la linea i se ltata su eje de simetria.

1300 Teorems  Una reflexion es una isomettia,
Demostracion

Supongamos que A y B son cualesquicra dos puntos; y sean A’= a.(A) y B'= a.(B). Supongamos
que AA"y BB’ cortan am en los puntos Fy G, y consideremos que A, B y A’ no son colineales,
como s¢ muestra en la Fig. 13.10, Entonces los tridngulos AGF y A'GF son congruentes por L4L
yaque AF = A'F,FG=FGy LAFG = ZAFG=90°. Asl, AG= A'G. Ademds £AGE = ZA'GB’
yBG =B'G. Porlo tanto los tridngulos ABG y A’B°G son congruentes por LAL.

m

A d
/'"‘“T”
[t} H

Figura 13.10

Aliora, AB = A'B’, El caso cnando A, By A’ son colineales no es dificil. Asf que a. conserva
distancias y cada punto ticne una imagen. As! o, es un mapco que conserva distaneias. Por lo
tanto es una isometria.ll

1341 Cordario  Todo producto de reflexiones es nna isometria
1312 Teorema  Paratoda reflexion o., . =a,.
1303 Teorema  Toda isometria es producto de a lo mds ties reflexiones.
Demostracidn
Consideremos que Ia isometria a mapea el tridngulo ABC en ¢l tridngulo A'B'C",
Casol. SiA=A,B=ByC=C" cntonces a =1, ¢l cuadrado de cualquicr reflexion dada o,

Caso2. SiA=A"yB=B" peroC#C’ comoenlaFig. 13.13a, entonces AB ¢s la mediatriz de
CC’ ya que Cy C" son equidistantcs de Ay de B. Por lo tanto una reflexion en la linea
AB mapea cl tridngulo ABCal A'B'C’,

cB-uS
B L
c
AN A=A’
Figura 13.13a Figura 13.13b Figura 13.13¢

Casod. SiA=A’peroB =B’ como enla Fig. 13.13b, entonces A estd en m, la mediatriz de
BB’. Entonces o. mapea Ben B’y deja fijo A, reducléndose esle caso & uno de los
dos casos antcriores.

Caso 4. Si A=A’ (VerFig. 13.13c), reflcjemos al tridngulo ABC cn la linea m, la mediatriz de
AA', tal que . (A) = A’, Ahora este caso se reduce a uno de los tres casos anteriores.)
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1314 Detinicion Toda isometiia que sea producto de un nameio par de rellexiones se Nama dirccra. Una
isomctria opuesta es producto de un nimero impar de teflexiones.

1305 Deftnicion  El dentido de un tridngulo ABC ¢s ¢} sentido del relof sii uno viaja en la direceion de las
manccillas del reloj cuando se leen los vénices en orden ciclico A-B-C-A; es contrario al reloj sil uno va en
direccién contratia a las manccillas dcl reloj cuando uno lee A-B-C-A. Cuando los tridngulos ABCy A'B'C’
son congrucnics y ambos se leen cn ¢l mismo sentido, se dice que son directamente congrientes; si sus
senidos no son el mismo, se dice que son opuestamente congruenies. (Fig. 13.15).

I . T\
¢ C c C
n& . u{\x
A A A A

Trirgulon by miume te (Ogrwnis nivguion spvanamets Lrgrosin

Figura 13,45

1146 Teovema  Una reflexion mapga un tridngulo en wn iridngulo congruente. Ademds, la congruencia es
opuesla.

Demostracion

Primero debemos demostrar, considerando Gnicaunente la condicion L4L para congruencia de
tridngulos, que si 0. (ABC) = A'B'C, entonces AABC = AA'B'C’. Harcnios ¢sto en tres casos.

Caso I, Supongamos que A y B cstin ambos en el ¢je de simetria m, y consideremos que CC’
cortaam en R (Ver Fig. 13.16a). Ahora, cualesquicra dos segmenitos correspondicntes
50N congrucntes ya que o. esuna isometria, Como CC’es perpendicular a m, entonces
AACR = AAC'Ry ABCR = ABC'R por L4L. Al menos uno de estos dos (ridngulos no
¢s degenerado, asf que al inenos una de las dos proposiciones ZBAC = £BAC’ y
£LABC 5 £ABC’ deberd ser cierta. Ahora los tridngulos ABC y ABC* son congnienics
por LAL.

Caso 2. Si Aestd en el cje de simetriam, pero By C no csidn cn m, entonces A no puede estar en
ambos BB’ ¥ CC". Supongmnos que A no estd en CC', y sca que CC’corte a m ¢n R como
enla Fig. 13.16b. Por el Casal, ACAR = AC'AR y ABAR = AB'AR, asi que
LCAR =z LC'AR v ZBARzZB'AR. Entonces £BAC=£B'AC'. Por lo lanto
AABC = AAB'C' por LAL.

c R C

Figurs 13,168 Figura 13.16b Figure 13.06¢

Caso 3. En cualquicr otro caso, 2 lo mds en un lado, digamos AB, del tridngulo ABC puede scr
paralelo al eje de simetria m, asi, supongamos que CA corta m ¢a Py BC lo corta ¢n Q.
Por ¢l Caso 1, APCQ =3 APC'Q, asi ZACB & ZA'C'B’, Ahora AABC & AA'B°C’ por
LAL.

La figura 10.4 da al lcctor una base para una demostracion de la segunds parte de esis teorema.0)




1317 Corolade  Una isoinetria opuesta mapea un tridnguto cn un tridngulo upucstamente congruente.
13.18  Corolarie  Una isometria directa mapea un tridngulo en un tridngulo directamente congrucnte,
1349 Teorema  Ninguna jsomctria ¢s a [a vez direcla y opuesta; pero toda isometria es directa u opuesta.
13.20 Teorena  Existen justaniente dos isometrias, una dirceta y otra opuesta, que leva un segmento dado
AB a otro segimento congruente A'B’ y que inapea Acn A'y Ben B’
Dcmoslmctén
Tomemos otro punto C tal que ABC sca un tridngulo, Hay cn el segmento A B’ exdclamente dos
tridngulos A'B'C’y A'B'C” congruentes al tridngulo ABC. Ademds, A'B’es mediatriz de C'C”,
asi que A'B'C"* es la reflexion en la linea A'B” dcl tridngulo A'B’C’, Asl, estos dos tridngulos son
opuestamente congrucntes, entonces uno de ctlos deberd ser directamente congrucnte y el otro
opuestamente congruente al tridngulo ABC. De esta manera las isometrias que mapean al tridgngulo
ABC en estos dos tridngulos serdn directa y opuesta, respectivamente.[)
13, Elercklos
1. Demuestre ef Corelario 13.4,
2. Dhmuesire ef Corolsrio 13,7,
3. Dumuestre el Teorema 13,10 pare o caso suando A, By A" son calincales.
4 Ltilice induccibn malemitica para demosuar el Corolasio 13.1).
& Demuestre ef Teorena 13.12.
6. Indique los mimeros de reflexiones posibles para Jus casos de) Teoreme 13.13.
7. Complete In demostracién dol Teorema 13,16,
8 Demuestre el Corolariv 13,17,
9. Demuestre ¢l Corolario 13.18,
0. Demuestre ¢f Teorema 13.19.
[1. Utilice induccidn matemitica y los Corolarios 13,4, 13.17y 12,18 pars 4 que una § fa mapea a cualguier pol{g
n un poligono congruents,
12. Sean P(a.0), Q(3,0), R(0,¢) puntos cantesianosconaw b ¥ ¢» 0.
3)  Muestre que hay justamente dos punios N tal que PX= s y QX =1, donde |3+ 1)< PQ< 3+ ¢, Considerando que uno de
estos puntos X tiens coordenadas (i, v), Ias coordenadas pars el otro pusto X.
b) Encuentre m(RX) pars ambos punios N, y muestre que estas dos distancias nunca son iguales.
13. Encuentre imigres para cada uno de fos puntos A(0.0), B(L,0), C(0,3), IX(1,3), E(2.3), F(13.12), O(-3.-3) con reflexion e el eje de
simevria:
1) y=0 b) xe=0 ) y=1 d) x=.) € yex f) x+y=2
14, Trace dos tridngulos congy ulqncno idan vinices corespondientes y ys las reflexionss que tlevan uno al olso.

M cada par de tridngul
3) unareflexion b) dwnﬂuimn ¢) tres reflexiones d)  cusiro reflexionss.
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SECCION 14 I TRASLACIONES Y ROTACIONES

141 Definicion Un mapeo a del plano se llama traslacién mediante el vector BQ sii para cada punto A,
a(A) =B donde AB = PQ; esto es, AB y PQ son seginentos paralelos, congruenics y con la misma direccién.

142 Teorewn  Si las lincas m y n son paralelas y ¢l veclor normal de m a n es v, entonces 0,0, es una
traslacion mediante el vector 2v.

143 Observe en ¢l Teorema 14.2 que ¢l vector 2y es perpendicular a m y a n, dirigido de m hacia n, y de
longitud el doble de la distangia entic i y n. ( Ver Fig. 10.6.)

144 Teorema  Toda traslacién es una isometria y s¢ puede factorizar en un producto de dos reflexiones con
¢jes de simetria m y # paralelos, sicndo una de estas lncas escogida arbitrariamenic y
perpendicular al vector de traslacion 2v, entonces ¢l otro eje de simetria 1 ¢s paralelo al
primero y colocado a una distancia dirigida de m a nigual av.

145 Teorenan  El inverso de la traslacion mediante ¢l vector PQ) es Ia traslacién mediante el vector QP. Si
la traslacién se escribe como .., entonces su inverso ¢s .o, .

146  Teorema Las traslaciones conmuian,
Demostracién

Por método vectorial, 2v + 2w = 2w + 2v, ya que en uno u ofro caso cste vector ¢s una diagonal
del paralclogramo determinado por los vectores 2vy 2w. (Ver Fig. 14.6.)0

Figura 14.6

147 El teorema 14.6 también sc pucde demostrar algebraicamente. Tal prucba se deja al lector en cl
Ejercicio 15.11.

145 Definicion  Sca O un punto y 0 la medida de un dngulo dirigido.' Un mapeo « del plano se llama una
rotacién airededor del punto O mediante un dngulo 9 sii para cada punto A, a(A) =Bdonde A=B=0 u
OB = 0A y A£AOB) = 0. E! punto O sc llama el centro de rotacién.

149 Teoreme Si las lincas m y n s¢ intersecan en ¢l punto O con dngulo dirigido de m a n de medida 0,
cntonces o,a, €8 una rotacion alrededor del punto O mediante el dngulo 26.

Demostracion

Sean o, (P) =P’ y a.(P')=Q. SiP ¢ m, entonces OPP' es un tridngulo isdsceles con m bisectriz
del dngulo POP’. Andlogamente, si P'¢ n,
entonces » es bisectriz del dngulo P'OQ del
ridngulo isdsccles OP'Q. (Ver Fig. 14.9.)

Se sigue que ZPOQ = LPOP' + £P'0OQ, asi
ZPOQ s ¢l doble del dngulo de la lineam a
lalinea ». Tambidn, ya que los tridngulos
OPP’ y OP'Q s0n isdaceles ambos, entonces
OP 2 0Q. El casocuando Pem o cuando
P'en cs mis simple. Y el teorema se sigue.l)
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1410 Teorema  Toda rotacidn es una isonetria y s¢ puede factorizar en un producto de dos reflexiones en

411

las lincas m y n que sc intersecan. Ademds, uno de los cjes de simetria se puede escoger
arbitrariamente por ¢! centro de rotacion O, luego ¢l otro ¢je de simetria es aquella linca que
pasa por O, tal que el &ngulo dirigido de 1 a n ¢s la mitad del dngulo de rotacion.

Teoremn  Toda isometria dirccta ¢s una rotacién o una traslacion,

1412 Teorems  El producto de dos traslaciones es una traslacién,

Demostracion

Geométricamente, Ja prucba es trivial. El vector del producto de las dos traslaciones es el veclor
suma de los vectores de Jas dos traslaciones dadas, Por lo tanto el producto es una traslacion.

Aliernativaniente, daremos una prucba utilizando los Teorcmas 14.2 y 14.4. Consideremos las
traslaciones a y f y tomemos « = 0,a. y P = 0,0,. Sim, n, p, g son todas paralelas o
coincidentes, entonces sea # otra linca de este as tal que 0,0, = 0,0a .(Ver Fig. 14.11a.) Ahora

P = 00,0.0. = 00,0,0,= T00, = OO, ,

Figura td.01a

es una traslacidn ya que es el producto de dos reflexiones en ejes de simetria paralelos.

Si n 'y p no son paralelas o coincidentes, consideremos que s¢ cortan en A, (Ver Fig.14.11b).
Supongamos que n° y p’ pasan por A tal que n’ es perpendicular a my g,-0, = 9,0, . Entonces p’
¢s perpendicular a g por los Teoremas 14,9 y 14,10 (Ver Fig. 14.11c). Consideremos que my n’ s¢
conanenB,y p'y g en C. Simbolicemos con 7 ala linca BCy conm’y n’ las perpendiculares a »
en By C, respectivamente. (Ver Fig. 14.11d.) Por los Teoremas 14.9y 14,10 otra vez, 0,5, = 0,0,
Y O0x=0,0.. Entonces

Po = 0,0,0,00 = 040,0,0¢ = 0y 0,0,0x =G0y,

¢s una traslacion ya que m’ y g’ son ejes de simetria paralelos.0

Figurs (4.11b Figura t4.01¢ Figura t4.114

1413 Teorema  El Inverso de una rolacién alrededor de O mediante un dngulo 6 es la rotacion alrededor

de O mediante el dngulo -6, Si la rotacién se puede cscribir como 0,0, , entonces
inversocs .0, (Ver Fig. 14.9).
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1414 Teorema  El producto de dos rotaciones alrededor del mismo centro O es una rotacién alrededor de O,
y l producto conmuta.

Demostracién

Sean oy f rotaciones con dngulos 0, y 0,. Por ¢l Teorema 14.10, escribimos a = 0,0. y'ﬂ = 0,0,
donde m, n, p son tres lincas escogidas apropiadamente a través de O (Ver Fig.14.14), Entonces

fa = 0,0,0,04 = 0,10, = 0,0,
una rotacién alrededor de O con 4ngulo 0, +0,. Yaque 0,+86,=0,+0,, scsigue que las
rotacioncs conmutan.[)

Figura 14,14

1418 Teorems  El producto de dos rotaciones es una rotacién o una traslacion y, en general, no cs
conmutativo,

Demostracion

Si los centros dc las rotaciones son el mismo, entonces se aplica ¢l Teorema 14.14. Asi que
supongamos que los centros A y B no son ¢l mismo. Simbolicemos con p a la linea AB. (Ver Fig.
14.15.) Porel Tcorema 14,10, existen lincas m y # que pasan por A y B respectivamente tal que las
dos rotaciones o y § estdn dadas por

a=00, y f==00,,

Ahora tenemos
fla = 0,0,0,04 = 0,0,
una traslacién si m cs paralela a n, 0 una rotacion si m y n s cortan en un punto ordinario.0
m n
A
P
Figura 14.13

1416 Definicia Una reflexion planificada es ¢l producto de una lmlacusn y una reflexidn en un cje de
simetria paralelo a la direccién de Ia traslacion (Ver Fig. 11.9.)

1417 La reflexién planificads completa nuestra lista de isomectrias opuestas. En la seccidm siguiente
mostraremos que toda isometria opuesta es una reflexion planificada o, como una reflexidn plaaificads
especlal, una reflexion. Como cada isometria directa es una rotacién 0 una traslacion, hemos introducido
suficientes Isometrias bdsicas. No obstante, en la seccidn siguiente introduciremos, por conveniencis, una
isometria directa mds, pasa completar nuesira lista de {sometrias.

1418 Teorema Latraslacién y reflexién de una reflexion planificada conmutan,
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14, Ejerciclos

13,
14,
18,
16.

17

18
19.

Demuestre el Teorema 14.2.

Demuestre el Teorema 14.4,

Demuestre el Teorema 14,5,

Demuestre el Teorema 14.10,

Demuestre el Teorema 14.11.

Demuestre ¢l Teorema 14,13,

Muestre que dos rotaciones slrededor de centros diferentes, en general, no conmutan, al examinas la naturaleza de los productos
oftyfa donde ay B son rotaciones de 90° alredador de los puntos A(-1,0)y B(1.0).

1Qué deberd ser cierto de dos rotaciones & ¥ ) si su producto a es una traslacion? .

Si ¢l producto Ja de dos rotaciones a y [} es una traslacion, yqué se pucde decir acerca del producto uf}?

. Demuestre ¢l Teorema 14.18,
. Explique cmo ¢s que una reflexion es una rflexion planificada especial. ;Es cierto que una traslacion también ¢s una reflexion

planificada especial?

. Demuestrs qus una reflexion planificada es una isometria. (Es directs u opucsta?

Encuentre la inversa de una reflexion planificada.
{Qué clase de Isometria puede wr ¢l producto de dos reflexiones planificadas? ;Podria ser una reflexion planificada? Explique.

LE! producto de dos reflexiones nunca es una reflexion? Explique.

Encuentre las imdgencs pasa cada uno de los puntos A(0,0), B(1,0), €(0,3), D(1. 1), E(2,3), F(15,12). G(-3,:5) bajo una rotacion
con ¢l centro y dngulo indicados.

1) (00),90 b) (o 0), lso" ¢} (0,0)90° d (1,0, 9o°

& (1,1),90° n @180 8 (1,:3),.90° by (1,:2). 45°

Encuentre Jas imigenes para fos puntos fistados en el Ejercicio 14.16 bajo cada una de las traslacioncs con vector I‘Q

1) P(0,0)y (,0) b) P00}y 2.3) ¢ PQSYyYQL.T d) P2y Q.

Demuestre que el producto de una rotacion y una traslasion es una rotacion.

El centro de a rotacion fla del Teorema 14.13 csth en 1a interseccion de las lincas m y n. Localice el centro de la yotacion afd.
(Cuindo afl es una traslecion?
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151 Teorema Unaisometria conserva dngulos. Sﬁﬂa m u m‘ich

Demostracidn

Del Teorcria 13.16, una reflexién conserva dngulos; esto es, una reflexién mapea un dngulo en un
dngulo congrucnte. Entonces cl teorena se concluye del Teorema 13.13 de Ja seccién 13.0

152 Sc concluye que una isometria es una transformacién de congruencia, y que toda transforinacién de
congruencia es una isometria. Asl, las isometrias son las mismas transformaciones que buscabamos por
superposicion cuclidiana.

183 Definiclon  Una isometria involutoria es cualquicr isometrfa no idéntica tal que su cuadrado cs el mapeo
identidad.

184 Obscrve que cs costumbre no Hlamar involutoria a t aun cuando ' =1, El Ejercicio 11.7 le ayudard
aclarar esta idea,

158 Deflnklon Una media vuelia airededor de un punio P (o una reflexidn en un punto P) es una rotacién
alrededor de P mediante un dngulo de 180°. Se simboliza con 6,. (VerFig. 11.6.)

156 El término “reflexion en un punto P” cs bastante indicativo de cémo mapea esta isometria a los punlos
del plano. En este capitulo, sin embargo, rescrvaremos estrictamente el término “reflexién” para una reflexion
en una linca. Por supuesto, ¢l término “media vuclta” también indica completamente bien la idea de esta
isometria. Auque una media vuella es justamente una rotacién (especiai), s le ha dado un nombre (media
vuelta) debido a su importancia y sus propicdades unicas. Es la unica rotacién involutoria y, de hecho, la
unica isometria involutoria directa. El tcorema 13.7 cstablece que las medias vueltas v las reflexiones son las
unicas isometrias involutorias.

187  Teorema  Toda isometria involutoria es una reflexién o una media vuelta,
Demostracién

Sca o cuaiquier isometria involutoria y o(A)=B con A= B. Como A =c’(A), cnlonces
o(B) = o(a(A)) = a’(A) = A. Escojamos P equidistante de A y B tal que PAB sea un tridngulo
isdsceles. Sea o(P) =P’ tal que o(APAB) = AP'BA. Ahora P’ ticne exdctamente dos localizaciones
posibles: asi que P = P’ o bicn PAP’B s un rombo. En ¢l primer caso, o ¢s una reflexion en Ja
mediatriz de AB, y en ¢l segundo caso o ¢s una media vuclta alrededor del punto medio de AB por
Teorema 13.8.0

158 Teorema  Si 0, c5 una media vu2lta alrededor de P; y a y b son cualesquicera dos lineas perpendicufares
que pasan por P, entonces a, = 6,6, = 0,0, .

189 Corolario  Las reflexiones en dos lineas perpendiculares contnutan,

1510  Solamente las isometrias involutorias se denotardn con o (sigma miniscula gricga); esto es, solamente
las reflexiones y las medias vucllas. Se deja como ejercicio claborar una prucba de que una media vuelta s
involutoria. Donde se quicra dar claridad a una isometria involutoria se subindicard 1a sigma; lctras
maylsculas siempre se referirdn a puntos y Ictras miniisculas a lincas. Entonces o, es una reflexion y o, e
una media vuelta.



Teorema  El producto 6,5, ¢s una traslacién mediante ¢l vector 2AB.

15.41
Demostracion
Sea . (P)=P'y &, (P)=P" (VerFig. 11.7b). Encltridngulo PP'P”, ¢l segmiento AB unc los
puntos medios de dos lados, asi AB s paralelo y congruente a la nitad del tercer lado PP, Por lo
tanto PP"" =2AB, y ¢l tcorema se sigue.0
1542 Teorema  El producto a.c,04 ¢s una media vuelta alrededor del punto D, el cuarto véntice del
paralclogramo ABCD.
Demostracién
El teorema se puede demostrar facilimenie como un corolario del Teorema 15.11.0
Es bastante instructivo demostrar los Tearemas 15.11 y 15.12 escribiendo cada media vuelta dada,
como produclo de dos reflexiones en lincas perpendiculares, una de las cuales se cscoge sobre
(o paralela a) AB encada caso.”
18, Ejercicios
1. Demussie el Teorema 15.),
2. Explique cdmo puede sev que uns media vucha s2a “reflexion en un punto®.
3. D que una reflexion es involutori
4. Demuestre que una media vucita s involuionia
5. Demuesire ¢ Teorema 13,8,
6~ Demuentre el Tearema 13,12 como un corolaric de] Teorema 15.1).
7. Demuestre el Tcorema 15.12 al escribir cada media vuelta como un producto de reflexiones camo se sugiere en el lexta,
8. Encuenire las imdgenes para cada uno de los puntos A(0,0), B(1,0), C(0,3), DL 1), E(2,3), F(15,12), G(-3.-5) bajo unia reflexién
planificada con vector PQ y con 1a ecuacidn dada para el eje de simetria.
0) P00, QLO) yy=0 1) POOLQLLIYyeS ¢ P2SLQQ2-) yxw-4  d) POOLQLI)Y y=x
9. Repita ol Ejercicio (5.8 para una media vucha airededor del punto dado:
a) (0.0) b) (5,0) ) (2.3) 4 (3,7
10. Demucsire el Teorema 15.11 al factorizar 0, v 6, enproducto de reflexiones que tienen un eje de simetria comiin m = AB,
£). Utilice ¢l Teorema 1512 y el inverso al Teorema 15.11 para demostrar que dos trastaciones conmutan (Teorema 14.6).
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SECCION 18 ! PRODUCTO DE REFLEXJONES

161

162

163

16.4

13

Tearema  Silas lineas a, 6, ¢ cstdn cn un as, entonces hay una linea d en ese mismo as tal que

60,0, =0, Inversamente, si 00,0, =a,, entonces las lincas a, b, ¢,d pertenecen a un as,

Demostracidn

Demos las lincas a, b, ¢ de un as, luego busquemos una linca 4 tal que 0,0, = 0.0, por uno de los
Teoremas 14.4 y 14.10 (Ver Figs. 11.8ay 11.8b). Entonces o030, =a,. Invertir ¢l argumento
para oblener ¢l inverso.D

Corolasto  Si 1as lncas g, b, ¢ forman un as, enlonces ©.0,6, =53, .

Teorema  Si 0,0,0, ¢s una reflexidn planificada con a y b perpendiculares a g, entonces, haciendo

B=gnb y A=gna,tenemos

0,00 = 6,00, = 0,00, = 0,0, S 040, .

Teorems  Todo producto o.0,a. cs una reflexién planificada. (Una reflexidn es una reflexién

planificada cspecial.)
Demostracion
El teorema es trivial si o, b, ¢ forman un as, Asf que, supongamos (por ejemplo) que solamenie a y

b se intersecan cn P (Ver Fig. 16.4a). Rotemios a y b alrededor de P en las lineas a’ y b'1al que
0,0,= 0,0, ¥ b'es perpendicular a ¢ en un punto Q (Fir. 16.4b). Andlogamente rotemos 5’ v ¢

alrededor de Q cn las lincas 5" y ¢’ tal que 0, 0,- = 0,0, y @’ es perpendicular a b” (Fig. 16.4¢).

Ahora tenemos

om0, = 6,00, = G.0,0,,

una reflexién planificada, ya que o'y ¢’ son ambas perpendiculares a 4.0

Teorema

Teorems

Teorems

Teorema

Teurema

Figura 16.4s Figura 16.4b Figura t6.4¢

Toda isometeia se puede escribir conto un producto de la forma oya, o de la forma a,0, .

Todas las reflexiones y productos de reflexioncs, esto s, todas las isometrias, forman un
subgrupo del grupo de transformaciones del Teorema 12,17,

Todas las rotacioncs y trastaciones forman un subgrupo de! grupo del Teorema 16.6,
Todas las medias vucitas y traslaciones forman un subgrupo det grupo det Teorema 16.7,

Todas las traslacfones forman un subgrupo del grupo del Teorema 16.8.

81




16.10

16.11

1612

1613

16.14

Teorema

Teorema

Todas las traslaciones con cje una linca fija, forman un subgrupo del grupo del Teorema
16.9.

* Una isometria sin punto invariante ¢s una traslacién o una reflexién planificada scgin que

sca directa u opucesta, .

Demostracién

Una tal isometria no podria scr una reflexién o una rotacién ya que cada una de estas fsometrias
tiene a! menos un punto invariante, El centro de una rotacidn es invariante y cada punto en el eje
de una reflexion es fijo.0

Teorema

Teorema

Teorema

Una isometria con al menos un punto invariante es una rotacion o una reflexion segin que
sea directa u opuesta,

Una isometria con mds de un punto invariante cs la identidad o una reflexién segiin que sea
directa u opuesta,

El cuadro de 1a Fig. 16,14 resume las relaciones entse cada isometria y su representacién en
términos de reflexiones.

Punlos Nimero minimo
isomelda  Santido  fics Lingas fi jas
Reflaxiones en Punics enla  m ylodes las 1enlaiineam
una linea m Opuesto  linea m lineas perpen-
diculares s m
Mapeo idéntico Directo  Todos Todas 2.on cuaiquler linea
Roltacidn svededor Directo O (solaments) Ninguna 200 lineas que s
de O en dnguio inlersecan on O en
8w 180° dngulo 912
Media vueits ae- Direcic O (solsments) Todas iss ineas 2 en ness perpen-
dedor de O que pasanpor O diculsres en O
Traslegidn con Directo  Ninguno Todas las I aen lmunopw
vector PQ parsieiss a P diculeres 8 PQ y se-
poredes ls mitad de
ledislacis Pa Q
Refexitn plenifi-  Opuesto  Ninguno m (solemente) 3, 0nm y dos liness
cedaporm yenm fos & m
Figura 16,14

1618 Los teoremas de esta seccién vinculan las propicdades algebraicas de reflexiones y productos de
reflexiones con las propicdades geométricas de iineas y puntos. Esta interrelacion entre dlgebra y geometria es
suficientemente importante para justificar una seccidn mis (Seccién 17) de recoleccidn, clasificacion y
enfatizar teoremas que muestren esta relacion.
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16 Ejersicios

PRl

=5

=3

i s G et B 4R

Complete el detalle de la demostracion del Teorema 16.1,

Demuestre ¢f Tearema 16.3.

Demuestre el Teorema 16.5.

Demuestre ¢l Teorema 16,6,

Demuestre los Teoremas 16.7 al 16.10.

Demucstre ¢ Teorems 16.12,

Demusstre ¢f Teorema 16,13,

Justifique los argumentos acerca de puntos y lineas fijos en el Teorema 16.14,

Musesire que una rotacion que no es media vucha no e involutoria.

Muestze que ni una traslacion ni una reflexidn planificads con un vector diferents de cero es involutoria.

. Las lineas m ¥ 1 s¢ cortan en P, Muesire que cuando smbas my i son tineas fijas bajo una isometria, entonces P es un punto fijo.

Dados un punto A y una linea m, encuentre un punto B y una linea n tal que 0,0, = 0,0,

. Indique cudndo cada conjunto de ransformaciones forman un subgrupo del grupo de todas las isometrias.

¢)  Todas las reflexiones en ejes de simetris que pasan por un punio dado Py todas as rotaci lrededor de P ( de que la
identidad s puede considerar una rotacion).

b) Todas las rolaciones,

) Todas las rotaciones alrededor de un punto fijo P,

d) Todas las reflexiones en ¢jes de simetrin paralclos & una direccion dada y todas Jas traslaciones que tienen vectores perpendiculares
o los ¢jes.

¢) Todas las medias vueltas,
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SECCION17 I PROPIEDADES DE ISOMETRIAS; UN RESUMEN

171 Los teoremas de esta scccidn recolectan las propiedades algebrdicas y geométricas de Isomctrias y
especialmente las relaciones entre ¢l dlgebra y 1a geometria de isometrias. Recucrde que Ietras mindsculas
representan lincas y mayisculas representan puntos. Aunque todos los icoremas de csta seceidn son de interés,
quizd s¢ dé cspecial énfasis a los tcoremas 17.3, 17.4, 17.8, 17.13 y 17.15. Estos resultados serdn de bastante
utilidad en aplicaciones en las tres secciones que siguen. Trazando una grifica para ilustrar cada teorcma y
relacionando cada parte. del teorcma con Ia figura, hard al teorema ficil de recordar. Asegrese trazar tal
ilustracién para cada lcorema.

172 Teorema  Las condiciones siguicntes son equivalenles.
1) Aeb,
2) o0 =00,
3) A= ai(A),
1) b=o,(),
$) av04(0 0,0,) es involuloria, y
6) 0,0, csunareflexion en ¢l eje que pasa por A perpendicular a b,

173 Teorema Las condiciones siguicnics son equivalenlcs:
1) a=b o ayb sonperpendiculares,
2) 0,0, 200,
3) a=a,(a),
4 (@o) =1,y
$5) 0,0, cslaldentidad o una media vuclta,

174 Teorems Las condiciones siguicntes son cquivalentes:
1) a,b,c,d pertenccen a un as y cf dngulo o distancia dirigidos de a a b esigual al de ca d.
2) 0,0, =04,
3) om0, csinvolutoria (y por lo tanto es la reflexién o. ),
4) 000, csuna reflexion (es declr o, ),
5) oom0, =,y
6) 000, =00,04 = O,

178 Teorema Sia# ¢, entonces las condictones siguienics son equivalentes:
1) bestd alamitad entre ay ¢ o b biscca al dngufo entre a v ¢,
2) g, =00, ,
3) c=0,(a)y
4) 0, =0,0,0.

176  Teorems Si A 2 C, cntonces las condicioncs siguientes son equivalentes:
1) bes mediatriz de AC,
2) 00, =0,0,,
3) C=a,(A)y
4) 0c 2000,

127 Teorema  Sia ¢, entonces las condicloncs siguicntes son cquivalentes:
1) aesparalelo a c y B sc cncucntra a la milad entre ellos.,
2) 0.0y =0,
3) c=ai(a)y
4) 0. =000,
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178 Teorems Las condiciones siguicntes son equivalentes:
1) ABCD es un paralelogramo,
2) 004 =0Dp,
3) g, =000,y
4) a0a0, =1

129 Teorema Si A # C, entonces las condiciones siguientes son cquivalentes:
1) Bescl punto medio de AC,
2) 00 =00, ,
3) C=a,(A)y
4) oc =000,

1710 Teorema Las condiciones siguicntes son cquivalentes:
1) A=B,
2) A=a,(A),
3) 0,04 =00, Y
4) 0,0, =0,

111 Teoremn Si o009, esinvolutoria, entonces es una reflexion,
1712 Teorsma Si 00,0, esinvolutoria, entonces cs una media vuelta.
1713 Teorema ©0)0, ¢s siempre involutoria, y asf 0,000, = 0,0,0c.
1714 Teorems ©, y O, son involutorias siempre.
1718 Teorsma (00,0, ) ¢s una traslacion.

Demostracién

E! Teorema establece que el cuadrado de cada reflexidn planificada cs una wraslacion. El Teorema
16.3 implica que a planificada y la scflexién de una reflexién planificada conmutan. Ei cuadrado
de la reflexién planificada, entonces, se reduce al cuadrado de su traslacidn ya que las reflexiones se
pueden acomodar hasta cancelarse.0

1216 Para concluir esta seccién mostrareinos una relacion interesante, un producto de 22 reflexiones que es
igual a 1a identidad! La importancia de cste resultado estd no en ser un teorema vital que todo estudiante debe
saber y recordar instantincamente, Tampoco es probable que a relacion de Thomsen sea un tépico apropiado
de conversacion en una cena. Es de interés para nosotros por la simplicidad de su demostracién. Antes de leer
la demostsacién dada en el texto, intente imaginar cémo lo demostraria usted.

1717 Teorema Relacion de Thomsen Para cualcsquiera tres lincas a, b, ¢
G,0,038)0.0,0,0,0,0,0,00,0,0.0,0,0,5,5,0, = 1.
Demostracién

Puesto que (0,0,0. ) ¥ (0,0.0. )* son traslaciones por Teorema 17,15, enonces conmutan,
Ademds,
(@00, )Y = (@0l ) Yy (@O0 )) =(coe ).

Ahora 1a relacion descada es simplemente Ja identidad

(0,9, ) (00,0, ) (0,050, ) (0,00 ) =1
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GRERNTERNS

17, Efercicios

1. LosTeoremas de 17.3 & 17.12 se pueden aparcar tal que ¢l segundo teorema diga para las lneas y puntos, aproximadamente lo
mismo que diga ¢l primer Leorema del par para los puntos y lineas. Los dos teorenias de cada par s¢ Hlaman duales uno dsi otro, Pot
Ejemplo, los Teoremas 17.6 y 17.7 son duales.

8) Amegle los teorcmas 17.3 8 17.12 en pares duales,

b) Encuentre duales pass los Teoremas 17.2y 17,14,

6)  ¢Qué 38 pucde decir scerca de un dual de) Teosema 17,137
2. Demuestre los Teoremas 17.24 17.14.
3. Paracualesquiera tres lineas a, b, ¢, demuesure que,

00,0, (9.0, )} (0.0, Y'3,0,00.0,0. (0.0, )’ (0.3, )'oi0.3, =1.
4. Muestre que, pars cualesquicra cuatro lineas paralelas a, b, ¢, d,
O00030,0.0,000£0,0.000,5,084.0,0,0,0060.0,0¢ = 1.

Muestre que I8 relacion de Thomsen y Ias [6rmulas de los cjercicios 17.3 y 17.4 todavia son ciertos si cada reflexion 0, se
reemplaza por una media vucha oy, Explique como deberdn ser cambiadas las demostraciones,

$
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SECCION 18 I APLICACIONES DE ISOMETRIAS A GEOMETRIA ELEMENTAL

181  Estamos listos para aplicar la tcorfa de isomctrias desarrollada en las sccciones anteriores de este
capitulo, a problemas cn geometria cuclidiana. Empezarenios con las propicdades mds bdsicas y
progresaremos hacia ideas mds avanzadas en las Secciones 19 y 20. Si se presentan suficientemente pronto las
isometrias, muchos de los tcoremas y demostracioncs presentados aqul s¢ pueden utifizar en clases de nivel
medio. Varios de los tcoremas de las secciones 18 y 19 aparecen en textos de geometria de nivel medio (con
prucbas diferentes).  El estudiante de nivel medio que comprenda cl trabajo con isometrias encontrard los
métodos de transformacioncs completamente 16gicos y comprensibles,

Al procedimiento que estamos utitizando se f¢ puede Namar mejor: transformar-resolver-transformar
porque cuando damos un problema, primero fransformamos en un nuevo problema medianie ¢l uso de
isometrias, resolvemos ¢l nuevo problema, y luego transformamos la solucién regresando al problema original,
En ¢l Teorcma 18.4, por cjemplo, ei problema dado se transforma a uno en el cual los dos tridngulos
comparten un lado comun, luego cf problema cs resuclto (cf tcorema es demostrado) para este caso, y
finalmente esta solucién se aplica af problema dado que consiste en demostrar que dos tridngulos que
satisfacen la condicion LLL de congrucncia son congrucnics.

Recuerde que hemos adoplado como un postulado, la condicién ZAL para congruencia, asi que cualquicr
otra condicién de congrucncia deberd ser demostrada.,

181 Teorems  Angulos opuestos por ¢l vértice son congruentes,
Demostracién

Sean AB y CD que sc corten en P como en la Fig. 18.1. Entonces o{ZAPC) = £BPD y
o ZAPD) = ZBPC, ya que las fincas por P son fijas bajo ¢l mapeo ¢,.0

D>'<A
B c

Figura 18.1
183 Teorems  Si un punto ¢s cquidistante de dos puntos, entonces estd en la mediatriz del segmenio que
une los dos puntos .
Demostracién

Sea A cquidistante de P y Q como en la Fig, 18.3, Seam la biscctriz del 4ngulo PAQ. Entonces o.
mapea a la linca AP cn la linca AQ, y ya que AP = AQ, 0u(P)=Q. Por lo tanto m es la mediatriz de
PQO

B m_( A

Figurs 18.3
Q

184  Teorema Dos tridngulos son congrucnles y salisfacen la condicién LLL; esto cs, si los tres lados del
primer tridngulo son congrucntes respectivamente a los lados correspondientes del scgundo
tridngulo,

Demostracion
Supongamos congrucnics los lados del tridngulo ABC a los Jados correspondientes del tridngulo
A'B'C’, Utilicemos una isomctria que mapee el tridngulo A’B‘C'al tridngulo ABC' con Cy C'" en

¢l Iado opucsto de la linca AB (Fig. 18.4). Yaque Ay B son equidistantes ambos de Cy de C”,
cntonces la linca AB es 1a miedistriz dc CC*'. Por lo tanto }a reflexion en la linca AB leva cl
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tridngulo ABC™* en ¢l tridngulo ABC. Ahora, ya que una isometria es una transformacién de
congruencia, se sigue ¢l teorema; cs decir, los tridngulos ABC y A’B'C’son congrucnies.0

o
Figura 18.4

185 Teorems  Dos tridngulos son congruentes si satisfacen la condicion ALA; esto ¢s, si dos dngulos y el '
lado entre esos dos Angulos de un tridngulo son congruentes respectivamente a las parics
correspondicntes del otro tridngulo.

186  Teorema Dos tridngulos son congrucntes si satisfacen 1a condicidn A4L; esto es, si dos dngulos y un
lado opuesto a uno de esos Angulos de un tridngulo son congruentes respectivamente a las
paries correspondientes del otro tridngulo,

187 Teorema Los dngulos correspondicntes y los alternos formados por dos lineas paralelas cortadas por
una transversal, son congrucnics, '

Demostracién
Sea p que corte a las lincas m y n en los punios A y B (Fig. 18.7). Una traslacién mediante cl veclor

AB licva a los dngulos en A en aquellos ¢n B (ya que las lincas m y n son paralelas), estableciendo -

¢l teorema.0 .
m

P B
Figura (8.7

158 Teorema LoOS Angulos de 1a base de un tridngulo isésceles son congrucntes.
189 Teorema Las diagonales de un paralclogramo se bisccan mutuamente.
Demostracién

Sea N ¢l punto medio de la diagonal AC del paralelogramo ABCD. Entonces o0y = ayOc .
Dcebemos demostrar que N es el punto medio de BD; esto es, que 0,08 = av 0 .0

1810 Corolarlo Un paralelogramo cs siméirico con respecto al punto de interseccion de sus diagonales,
1801 Corolarie Un paralelogramo y cualquiera de sus didgonales forman dos tridngulos congrucntes.

1812 Teorems La mediatriz de la base mayor de un trapecio isdsceles también es mediatsiz de la base
menor, ;

Demostracion

Reflejemos al trapecio isdsceles ABCD en su base AB como eje, en ¢l trapecio imagen ABC'D’
(Fig. 18.12). ' Sean CC' y DD’ quecorten AB enEyF. Los dngulos en Ey F son rectos y
DF a CE. Ahoss, es dado AD & BC, de donde AD & AD’, BCa BC'y CC' 1 DD'. De ests modo
los tridngulos isdsccles ADD' y BCC'son congruentes. Entonces sus alturas correspondicnies AF y




1813

19.14

18.18

BE son congrucntes. Por lo tanto la mediatriz de AB es la mediatriz de EF, de donde también de
CD, ya que CDFE cs un rectdngulo.0)

o c
Figura 18.12
Carolario
a)’ Los dngulos de 1a base de un trapecio isdsceles son congruentes.
b) Los dngulos superiores de un (rapecio isdsceles son congruentes.
¢) Las diagonales de un trapecio isdscelcs son congruentes.
d) Un trapecio isdsceles cs simétrico con respecto a la mediatriz de sus bascs,

Tearems  Si los dngulos de la base mayor (0 base menor) de un trapecio son congruenies, entonces el
trapecio es isosceles,

Teoreme  En la Fig. 18.15, si AB = BC = DE, AD = BE, ) BD = CE, cntonces A, By C son colincales.
Demostracion

Los tridngulos ABD y BCE son congruentes por LLL y BCED es un paralclogramo, asi BD es
paraleloa CE. Andlogamente, AD es paralelo a BE. Entonces hay una traslacién que mapea al
tridngulo ADB en el tridngulo BEC. Ya que una traslacién conserva direcciones de lneas, se sigue
que A, By C son colincales.

Figurs 18.13

18, Ejerciclos

1
2
3
4
S

. Demuestre ¢l Teorema 18.5.
. Demuestre el Teorsma 18.6.

D que dos ridngul Angulos son si satisfacen {a condicién hif 52 calelo,
Demussire o] Teorema 18.8 como un corolario del Teorema 183,

. Demumtre of Teorema 18.8 por ;eomcuh sintética wtilizando como una lines auxiliar desde 1a citspide (el vértice entre los dos

Iados congr ) de un Uidng

8) lamedians

b) Ladtura

¢) Labisectiz,

8) Demuestse ol Teorema 18.8 o reflcjar en Ia bisectriz de! dngulo de la cuspide.

b) Demuestre of Teorerma 8.8 mostrando que los tridngulos ABC y ACB son congruentes por el postulado LAL (dontde los lados
AB y AC son dados congrucnles).

Demuestze ¢] Teorema 18.9.

Demustre of Corolario 18,10,

Domusire ¢] Corolario 18.11.

. Demusstre ¢l Corolario 19.13,

. Demuestre o) Toorema §8.14.

. Demuestre que (s) las medianas, (b) las auras y (c) las bisectrices, trazadas desde los dngulos de s base de un tridngulo
indaceles, son

congruemes.
. Demusstre que ninguna mediana de un tridngulo escalmo e perpendicular af lado que biseca.
. Demuesre que las disgonales de un rombo som perpendiculares.
, Dy que 8i s diagonales de un paraicloge Mﬂhﬂ.mdmmmnumnmh
'Dummd‘l‘oamllﬂmm dngulo (considerado cierto on la d
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SECCION 19 ' APLICACIONES ELEMENTALES INTERMEDIAS

191 Teorema  Una circunferencia es simétrica en cualquier didmetro.

192 Teorenia U;l didmetro perpendicnlar a una cuerda de una circunferencia, biscca a la cuerda.

193 Teorema  Dos cucrdas de una circunferencia son congruentes sii son equidistantes del centro,
Demostracién

Dado que las cuerdas son equidistantes del centro, entonces se reflejan en el didmetro que biseca al
dngulo entre los radios perpendiculares a las cuerdas. El inverso se establece por una rotacién.C

194  Corolardo  Cuerdas congruentes de una circunferencia interceptan arcos congruentes de Ia
circunferencia ¢ inversamente.

196 Teorems Los dngulos de interscccion de dos circunferencias que se intersecan son congruentes.
Demostracién

Cada uno de los centros A y B dc las dos circunferencias es equidistante de los puntos Py Q de
interseccion de las circunferencias, asi A y B estdn en la mediatriz de PQ. Reflejando la figuraen la
linea AB. Las circunferencias se mapean en ellas mismas por cl Teorema 19.1 v P s¢ mapea en Q.
Y el teorema se sigue.0

196 Teorems El drea de un paralelogramo es Igual al de un rectdngulo con Ia misma basc y altura; es decir,
es ¢l producio de su basc por la altura a esa base.

Demostracién ’

En el paralclogramo ABCD (Fig. 19.6), hay una iraslacion a que lleva AD a BC. Suponicndo, sin
pérdida de generalidad, que ¢l dngulo A sea menor que un dngulo recto, trazar 1a perpendicular DE
al lado AB. Sea a(AADE) = ABCF. Entonces E, By F son colineales, asi DEFC es un rectdngulo,
y su drea cs igual a ladcl paralclogramo ABCD.O

Figura 19.6

195 Teorema El drea de un trapecio es igual al producto de su altura y la semisuma de sus bases.

Demostracién

2B
Figura (9.7
Ejecutar una media vuclia alrededor del punto medio M de un lado no paralelo AD para formar un

paralclogramo B'C'BC como s¢ muestra en la Fig. 19.7. Luego aplicar el Tcorema 19.6 para
establecer ¢l teorema.0)

Q




198 Teorema El drca deun tridngulo es 1a mitad del producto de cualquier lado como base y la altura a
esa basc.

199 Teorema Los puntos medios de los lados de un cuadrildtero forman un paralelogranto.
Demostracion

Sca ABCD un cuadrildtero que ticne M, N, O, P como puntos medios de sus lados, como se
muestra en la Fig. 19.9. Ahora 6,0,0,0, ¢suna traslacién, y una traslacién mediante un vector no
cero no tienc puntos fljos. Pero

(0,500:au J(A) = (9,800x )(B) = (5,3 )(C) = 0, (D) = A,
asl que debemos tener o000 =1, Asi MNOP es un paralclogramo.D

A P
. R
B Q
Figura 19.9 Figura 19.10

1910 Teorema Si ABQPy BCRQ son paralelogramos, entonces también ACRP es un paralelogramo.
Demostracion
Tenemos (Ver Fig. 19.10)
GO = 0,(0c0x0) ) = 0,000 = (0100350, )(O:T080¢ ) = 010,060 = 1,
asi que ACRP ¢s un paralclogramo.[]

1941 Teorema Si ABPQ y BCQR son paralelogramos, entonces también ACPR es un paralelogramo

(Fig. 19.11). A R
c P

Figura 19,11

1993 Teorema Si A, B, C, D, E, F son seis puntos que estdn en una circunferencia, y las lincas a, b, ¢ son

Figura 19.12

concurrentes, donde a ¢s 1a mediatrizde AB y DE, b s 1a mediatrizde BC Y EF, ycesla
mediatriz de CD, entonces ¢ también es mediatriz de FA (Fig. 19.12),

9



19.13 Teorema Si P es punto medio de los segmentos AB y DE, Q punto medio de BCy EF, y R punto medio
de CD, entonces R es también punto medio de FA.

Demostracion
Ver Fig. 19.13. Ya que (axa,a, ) =), entonces tencmos

o (A) = (0m00,0))(A) = F,
cntonces R cs ¢l punto medio de AF.0)

Figura 19.13

19. Ejerviclos
1. Demuestre ¢l Teorems 19.1.
2. Demuestre ¢l Teorema 19.2.
3, Demusase ¢l Teorema 19.),
4. Denuestre ol Corolario 19.4.
S. Demuestre ¢l Teorema 19.8,
6. Demuestre ¢l Teorema 19,14,
7. Demusstre ¢} Teorems 19.12.
9. 1,Quo figurs forman Las cualro bisectrices do un cuadrililero?
9, que 1as medianas do un widngulo, como vactorss, fnmm un mh\nulo ’
10. Dnnumquulpummdiodlla‘ deuntri ¢s equidi de los res vintices.
1. Demuestre que ludul(mulmcmu“nnmawchm\fmnmmwm
13. Revise la demosacidn del Teorema 8.8 (que los comp y son equ
13, Considers que las lineas o, b, ¢ forman un riingulo cuyo tridngulo éctico es DEF. Demuestze qué u,a.u. es la reflexion

planificada cuyo eje de simetria es 1a linea DF, y cuyo vector estd dirigido de D a F y liene longitud igual al perimetro del trikngulo
ontico,
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SECCION10 |  APLICACIONES AVANZADAS
201 Teorems Las mediatrices de los lados de un tridngulo concurren,

102 Primera demostracion

Denotemos con d, e, flas mediatrices de los lados g, b, ¢ del tridngulo ABC. (Ver Fig. 20.2.)
Entonces

(004)B) = (6. )(C) = 0, (A) = B,
asl que 00,0, es una isometrfa opucsta con un punto fijo. Por ¢l Teorema 16.14 ¢s una reflexion
en una linea; esto ¢s, d, e, f concurren, por Tcorema 16.1.0

Figura 20.2

203 Segunda demostracidn, Utilizando la Fig. 20.2 otra vez, consideremos que 'y fse contanen O y
simboliceinos a ia linca BO con g. Entonces laisometria 6,0,0, es una reflexion en una iinea m
que pasa por O. Ya que

(00,0 (A) = C; estoes, 0.(A) = C,

sc sigue que m ¢ la mediatriz de AC.0O

104 Teorems Lasbisectrices de ios dngulos de un tridngulo, concurren.
Demostracion

Simbolicemos con e y f a ias bisectrices de los dngulos By C en el tridngulo ABC. Supongamos
que ¢ y f seconan en I (VerFig. 20.4). Entonces ag,a, , donde g cs ia perpendicular desde | al
lado a, ¢s una reflexion en una linca m que pasa por [ por Teorema 16.1. Yaque (og,0, )(c) = b,
entonces m cs la bisectriz del dnguio A por Teorema 17.5.0

A

e I\

B c
Figura 20.4

308  Obscrve que cualesquiera dos bisectrices en el Teorema 20.4 se pucden tomar como externas y Ia tercera
intema.

206 Teorema Si 00,00 = 0y, 0,00 =Gy Y 0,00, * Oy, eNtONceS
O ® 0Oy ® )04, 00y *O0y =00 Y On0h) =00y = 0s0c.

Demostracion

Tenemos ambos 0,0 y 0oy son iguales a
0c ® OOy = OO0 = (00 0)0: * 00,00 =TT,

Las oiras ecuaciones se obtienen de una mancra similar.0

93




207 Los tecoremas 20.6 y 20,9 son puramente algebrdicos en afirmaciones y demnostraciones, basados
solamente en el grupo de propicdades de medias vueltas. Las interpretaciones geométricas de cstos teoremas
algebrdicos s¢ dan cn los corolarios que siguen a los teoremas. Resultados como estos, ilustran las conexioncs
intimas entre dlgebra y geometria.

208 Coroludo  Si CABU, ABCVy BCAW son paralclogramos, entonces ABC s cl tridngulo medial para cl
tridngulo UVW. Ademds, las alturas del tridngulo ABC concurren por Teorema 20.1 ya que
son mediatrices de los lados del tridngulo UVW (Fig. 20.8).

¢
v u

>

w
Figura 20.8

209 Teorems  Si aU) =V, ai(V) =W y 0,(W) = U, entonces oy = 0,0,0c, Gy = 0,0x0c Y Or = 0,0,
Demostracién

Ya que la media vuelta 0,0,0. deja fijo al punto U, entonces ¢s la media vuelta alrededor del v
punto U, eic.0 {

2040 Corolario El tridngulo (ABC) formado por la unién de puntos medios de los lados de un tridngulo
(UVW) tienc lados paralelos y congruentes a las mitades de los lados del tri‘ngulo dado

(Fig. 20.8).
2011 Teorems Las medianas de un tridngulo se cortan cn un punto de triseccién de cada mediana.
Demostracion

Tomemos G ados tercios desde A al punto medio del lado opucsto A’ del tridngulo ABC
(Fig. 20.11). Yaque cl vector AG ¢s dos veces el vector GA', enlonces a,0 = 00400y .
Debenios demostrar que G.Gg = 040 0s0¢, donde C’ es cl punto medio del lado AB. Por
Teorema 17.9, ya que A’ y C’ son puntos medios de sus 1ados respectivos, entonces @, = 0,00y
Y GiGcCG,0c =1,13l QUC Oc = G)F¢- Gy =0y OcT4CcCa .

Figura 20.11

Ahora tenemos
0000000 * TOL0,0040c0,)FCcTa
= 0(0s040c)0x (30c-0,00)0c Co
= 000,040, 040,0c Oc O
= 040604 000

-\

ya que G estd a dos tercios desde A a A'. Andlogamente, G estd a dos tercios desde Ba B y el
teorema se sigue.0
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2012 Teorems Silas Cevianas a’,b’, ¢’ de un tridngulo concurren, entonces sus isogonales conjugadas
a”, b", ¢"también concurren. [Lineas isogonales conjugadas son dos lineas por el vértice
de un dngulo y simétricas con respecto a la bisectriz del dngulo.]

Demostracién

Estamos dando la (Fig. 20.12) a0, = 0,0, 0,0r 20,0, OOy =0,-0, ¥ (0,0,0,) =1.
Debemos demostrar que (0, a4 a,)* = 1. Lo que nos lleva al final del teorema.

(0s-0,-0,) = ((0.000)(0.3s @)(G-G: a,))
= (040, 0.)(00) a.) (0., )}

= (a(o,0,0.)0,)

= 0,(0, 3 0,) 0, = 0,0, = 1.0

Figura 20.12

2013 Teorems  Sca P cualquier punto quc no esté sobre los lados de! tridngulo ABC y sean D, E, F las
teflexiones de P en los lados a, b, ¢. Entonces el circuncentro O del tridngulo DEF es el
punto isogonal conjugado del punto P en cl tridngulo ABC. [Dos puntos son punfos
isogonales conjugados con respecto a un tridngulo sii las tres cevianas que determinan un
punto son lineas isogonales conjugadas de las cevianas que determinan el otro punto.]

Demostracién

Por cl Ejercicio 20.1 aplicado al tridngulo PEF, 1a mediatriz de EF es la isogonal conjugada de la
linca AP ¢n el d4ngulo CAB (Fig. 20.13).0

Figura 2013

2044 Teorems El ortocentro y ¢l circuncentro de un tridngulo son puntos isogonales conjugados.
Demostracion

Encel Teorema 20.13 consideremos que el Lridngulo dado sea ABC y su circuncentro P. Enlonces
los tridngulos PEF y ABC tienen puntos medios comunes M y N para los lados PE y AC, y los
lados PF y AB (Ver Fig. 20.13). Se sigus que EF es paralelo y congruente a BC. Andlogamenie
para AB y DE, y para CA y FD. Por ko tanto los tridngulos ABC y DEF son congruenies. Ahora el
clrcuncentro P del tridngulo ABC es ¢l ortocentro del tridngulo DEF. De donde el circuncentro del
tridngulo DEF es el ortocentro del triéngulo ABC. El teorema se concluye del Teorema 20.13.0
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2018 Teorema Encl tridngulo ABC, S es el centroide sif

Ci0c030a T30, = 1.
Demostracién

Primero, supongamos que damos a,0.0:0x0:04 = 1. Ya que A’ ¢s ¢l punto medio del lado BC,
cntonces O = Gy 00, por el Tecorema 17.9. Ahora
= G000 5Ty
= 0400504 Ocs G100y
B (100G O304 G3Ta
= 3304 030, G0
= (0104)(Gs04),

lo que establece que S estd a dos tercios de la distancia de A hasta A’ Porlotanto S es e
centroide G (Ver Fig. 20.15.)
A

B A c
Figura 20.13
Inversamiente, si S es cl centroide, entonces (9:0c)(G:0)( 6:0,) = 1, Va que las tres

miedianas, como vectores, forman un mdngulo, por teorema 6.7, También ver Ejercicio 19.9
Respuesta 19.9.0

2046 Corolarto  El centroide de un tridngulo estd en un punto de triseccién de cada mediana.

2047 Teorems  Problema de Fagnano, En un tridngulo acutdngulo dado inscribir un tridngulo RST con el

perimetro ninimo.
Construccién
Elijamos cualesquicera tres puntos R, S, T en los tres lados del tridngulo dado ABC, como se muestra
enla Fig. 20.17. Sea aR)=R' y aR)= R" Entonces ¢l perimetro p de! tridngulo RST estd
dado por

p=RS+ST+TR=R'S+ST+TR",

asl, para R fijo, p es ¢l menor cuando R'STR™ es un a linea recta.
R

Figura 20.17

B R [+

Yaque ARz AR AR'y ZR"AR'3 2£A por construccion de R’y R*', entonces ¢l tridngulo
AR'R"‘est determinado cuando R es fijo y la longitud de R'R"“varia directamenie con la de AR,
Asi R'R’’ es un minimo cuando AR es tan corto como es posible; esto es, cusndo AR ¢s
perpendicular a BC, Andlogamente S y T también deberdn ser los pids de las alturas del tridagulo
ABC. Del Teorema 7.6, si RST es el tridngulo drtico, entonces R'STR '’ ¢ una linea recta. Por lo
tanto el tridngulo drtico e la inica solucion.O
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20. Efercicios

ENABE L

9.

10.
n.

Como un corolario al Teorema 20.1, muestre que el dngulo dirigido de d 2 g es congruente al de ea /.

Demuestre ¢l Teorema 20,4 para una bisectriz imerma y dos externas.

Denestre el Corolario 20.8.

Complete Ja demostracion del Teorema 20.9.

Demuestre ¢l Corolario 2010,

En la demnostracion del Teorema 20,11 muestre que G estd a dos tercios sobre 1a mediana BB,

Demuestre ¢l Teorema 20,14 como un corolario sl Teorema 6.20,

En ta demostracion del Teorema 20.14 muestre que el tridngulo DEF cs Ia imagen del tridngulo ABC en una media vuelta alrededor
del centro del circulo de los nueve puntos.

Demuestre ¢l Corolario 20,16,

Demuestre que un cuadrildtero con tres dngulos rectos tiene cuatro dngulos rectos,

Demuestre que Jas bisectrices de un Uikngulo concusren, al tomar X, Y, Z como los puntos de contacto del incirculo con fos lados
a, b, ¢ deluidngulo, y d, e, f como las bisectrices de los dngulos A, B, C. Luego muestre que (5@,0,XY) = Y. Complete Ja
demostracion

. Sea ABCD un cuadridtero con dngulos rectos en Ay C. Sea Q = a4(D) y R = o(D). Demuestre que I, ¢l punto medio de QR, es

¢] ortocentro del tridnguio ABC.

. Teorema de Hjelmslev. Sia es una isometsia tal que a{m) = n, entonces para cada punto P en m, hay un punto Q enn, tal que

a(P) = Q Demuestse que los puntos nicdios de tales segmentos PQ. coinciden todos o todos son distintos.

. Problema da Eves. Un granjero tiene su casa y establo en el mismo lado de un rio derecho, a distancias ¢ y ¢ def rio, conel establo

dunidades mm«\u shajo dela cass. I,Ilml qué punto sobre el eje del rfo deberd dirigirse desde su casa para enar  una cubeta con
aguay Ia al establo do la dist mds corta?

. Demnuestre que las perpendiculares trazadas desde dos vértices de un tridngulo sobre la mediana del tercer vénice, sun congruentes,
. Por un punto dado P trace una linea equidistante de los puntos dados Ay B.

. Demuestre que un Uapecio inscrito en una circunferencia o isdeceles.

. Los Uidngulos ABC y DEF lienen dreas iguales y bases congruentes BCy EF que estdn sobre la misma linea. Los véntices Ay D

endn en Jados opuestos de tal linea. Muestre que la linea biseca al segmento AD.

. Las medianas BB’ y CC’ del tridngulo ABC son extendidas una longitud igual a su longitud hasta fos puntos B y C”", Muestre que

A esth sobre la linea BC"

.D«dlunrwodenlmdcmdtwlo.upuedmlnwmhdedm & gruentes hasta la circunfetencia. Demuestre que el

punto es ¢i contro de la circunferencia.

. Una tangente & una circunferencia con centro 0, i en Ay Ba dos tangentes paralelas. D que la circunferencia

condszABpwpotO.

. [De“Dx jones di de lidi "porkl. Finney, Mmhamnnc: Magazine 43 (1970) piginas [ 77-188.]

a) 8i ABMy CDM son tridngu! Angulos isd con dngulos rectos en M, demostrar que AC
y BD son congruenies y paquhm

b) Slkmelmwﬂol‘ dr: id sobre los fados AB y BC del tridngulo ABC, demucsise que
XB'y YB' 1on congruentss y pupmdwuluaenB.clpunmmd:odﬂMoAc

¢) Sean W, X, Y, Z los centros de cusdrados (en orden) en Jos lados de un cuadrilitero, Demwestre que
WYy XZ s0n segment dicul

yp
d) Demuem que elupmloqtunmln:mﬂu de dos cuadrados construidos externamente en dos lados de un tridngulo ¢s
le yp dicular &) segr que¢ une al centro del lamo de los cuadrados af vértics opuesto,
¢) Muestre quels pclubu { " se puede reempiazar por " en 1as partes (b), (¢} y (d).
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SECCION21 I REPRESENTACION ANALITICA DE ISOMETRIAS DIRECTAS

a1 Parcceria 16gico escribir primero la representacién para una reflexion, lucgo encontrar un método de
multiplicar transformacioncs ya que todas las otras isometrias son productos de reflexiones. No obstante ¢s
mucho mds simple encontrar representaciones para traslaciones y rotaciones directamente de sus propiedades
geométricas, En efecto, en la scccidn siguiente utilizaremos los resultados encontrados aqui para calcular la
forma de Ia reflexion generali

En contraste a los métodos y férmulas gencralmente desarrollados en cursos de cdlculoy geometria
analitica, constderaremos la traslacin, la rotacién y la reflexién de todos fos puntos del plano en vez de mover
{os ejes coordenados, En 1al caso nuestros mapeos son justamente inversos a los mapeos considerados en
cdlculo. i

211 Supongamos que cada punio P(xy) setraslada mediante ¢l vector v =04 al punto P'(x’, y") donde
A(h, k) (Fig. 21.2). Entonces P sc mucve A unidades a la derccha y & unidades hacia arriba, tal que x'=x + h
y y'=y+k, Estas ccuaciones definen la trasfacidn, asi que hemos demostrado el tcorema siguicnte,

y P'(x"y’)
X
Kxy)

Figura21.2

13 Teorems  Seav=TOA donde O(0,0) y A(%,k). Entonces la traslacién, que mapea cada punto P(x, y)
mediante ¢l vector v al pun(o P'(x’", y'), estd dada por
x'sx+h,
y=y+k
1.4 Definkion Se dice que ¢l vector v del Teorcma 21.3 ticne companentes h'y k 'y escribiinos v = (h, k)
para estc vector o para cualquier vector v ="CD donde C(a, b) y D(a+h, b+k),

118 Consideremos la rotacion de cada punto P(x, y) airededor del punto O(0,0) mediante ¢l Angulo 6 al
punto P'(x’, ). Sea ¢ ¢l anguio dirigido del cjc positivo de ias “x™ al rayo OP, y scam(OP) = r, Entonces
(Ver Fig. 21.5)

PEY) oy

x=rcosp y y=rsend,

I3 of FE—

Figura 21,8

Ef Angulo desde ¢l eje positivo de las “x™ al rayo OP’ es entonces 0 + ¢, y tenemos
x'2rcos(0 +¢)
= rcosdcosd — rsenfsend
= xcos0 - ysend ,

y=rien(0 +§)
= rsenbcosd + reosBsend
= x3end + 0090,

Estas ecuaciones determinan la rotacion, asi que hemos demostrado ¢l teorema siguiente.
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216 Teorema La rotacién alrededor del origen mediante un dngulo 6, que leva cada punto P(x, y) sobre
P’(x", y'), estd dada por
x'= xcos - ysend,
y'= xsend + yeosO,

217 Seanay P dos transformaciones del plano, y sean a(x, y) = (x', ¥') y f(x’, »') = (x*, »"*). Entonces,
por definicién de multiplicacion de transformaciones, tenemos (Ba)(x, ) = (x",y"").

218 Podemos lograr una rotacion alrededor de! punto C(h, k) mediante el dngulo 0, primero al trasladar
mediante el vector v = (~h, k) tal que ¢! punto C(h, k) sea movido al origen, segundo al rolar mediante un
dngulo 6 alrededor del origen, y tercero al trasladar de regreso mediante el vector ~v = (h, k). Simbolizando
con «, fya’ estas isometrias, tenemos
. { x'=x-h,
y'=y -k,

¢ %"= x'cos0 ~ y'send,
f { y''=x'sen + y'cos0,

x=x"+ b,
y =y tk,

Calculando o'fa al eliminar x°,y', X" y y'* de las ecuaciones anteriores, tenemos ¢l teoreina siguicnte,

219  Teorems La rotacion alrededor del punto C(h, k) mediante ¢l dngulo 8 se logra por

x'= (x - hjcosO - (v ~kjsend + h
y'= (x - h)send + (v - k)cosB +k.

2110 Las ecuaciones del tcorema 21.9 son bastante complicadas tal que ¢s conveniente que el lector recucrde
cl método (trasladar al origen, rotar alrededor del origen, luego trasladar hacia atrds de nuevo) en vez de
memorizar las formulas.

2118 Asi, las traslaciones y rotaciones alrededor del origen ticnen formulaciones relativamente simples, dc
esta manera sus formas analiticas se pueden utilizar siempre que sca conveniente. Rotar alrededor de otros
puntos. probablemente serfa evitado sicmpre que sea posible cuando ulilice representacioncs anallticas. Por
supuesto. lineas y otras curvas cuyas ecuaciones s¢ conocen s¢ pueden rotar y trasladar haclendo uso de las
ecuaciones dadas en los Teoremas 21.3, 2.6 y 21.9. Mucho mds convenicnles son las formas implicitas que
s¢ encuentran al resolver estas ecuaciones para x y y en términos de x'y ', Para una rotacion esto s¢ logra
mds ficilmente al observar que P(x, y) se obtiene de P'(x’, ') por el inverso de la rotacién dada, Las
ecuaciones iplicitas para la traslacidn y la rotacién alrededor del origen son

{x=x'-h. x = x'cos(-8) - y'sen(-0)
yay'=k, y y = x 'sen(~0) + y'cos(-0).
Las ecuaciones para la rotacin sc pueden cscribir en la forma mds simple

x = x'cosd + y'send
y=-x'sen8 + y'cosd,

aunque en suma, pucde scr mayor confusion intentar recordar esta forma mds simple que la forma de rotacion

original. Eslo es, aqui oira vez ¢s probablemente mejor recordar 1a idea de que !a forma implicita proviene de
una rotacién mediante un dngulo ~0 al mapear P’ a P en vez de recordar las ecuaciones especificas.
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Ejemplo Rotarla linca 2x + 3y = § mediante 90° alrededor del origen. Tencmos
x=x'cos90° + y'scn90° =y

y=-x'sen90° + y'cos90° = ~x',

Haciendo estas sustiluciones en la ecuacidn dada para la linca, obtenenios 2y~ 3x*= 5, Se deja al lector hacer
las graficas de ambas ccuaciones para mostrar que el resultado es correcto.

1113

Concluimos esta scccién al declarar las ecuaciones para una media vuella.

Teorema  La media vuelta alrededor del punto C(h, k) estd dada por

x'=-x+2h
y'=-p+ 2k

2L, Ejerciclos

Para los puntos O, A, C, D dados en ¢l Teorema 21.3 y ha Definicion 21.4, calcular analiticamente ¢f producto acaposao para
mostrar que OADC es un paralelogramo,

Haga la grifica pars las lineas de! Ejemplo 21.12,

Demuestre el Teorema 21.13 desde una grifica geométrica,

Demueste ¢l Teorema 21.13 como un caso especial del Teorema 21.9.

Muestre analiticamente que ¢l producto de dos traslaciones es una trastacion

Muestre que ¢l producto de dos i lrededor del origen mediante los dngulos 0 y ¢ es una rolacion alrededor del origen
mediate ¢l dngulo 0 + §,

Muestre que ¢l producto de las dos rotaci lrededor del origen con dngulo 0 y alrededor del punto C(h, k) con dngulo ¢ esuna
traslacion il @+ ¢ esun miltiplo mtero de 360°.

Encuentre una represenkaciin analltica para ¢l inverso de la traslacion general como se da en ¢ Teorema 21.3.

Encuentre una representacion analitica para el inverso de la rotacién alrededor del origen como se da en ¢l Teorcrua 21.6.

. Encuentre una representacion analilica para el inverso de la rotacién general como se da en o Teorema 219,
. Encuentre una representacion analitica para el inverso de 1a media vuelta como se da en ¢f Teorema 21.13,
. Muestre que [a rotacién alrededor de C(h, k) mediante un dngulo 8 s¢ puede essibis en la forma de shajo, y encuenlre ry s en

téminos de b, k 'y 0;
x'mxcosdymenl+r y )= xsend - yvosd + 1

. Muestre que las ecusciones del gjercicio 21,12 muesiran que toda sotacion se puede escribir como una rotacion alrededor del origen

seguido por una traslacion.
Dado que a* + b* = |, musstre que cada Yaraformacitn de la forma
¥max-by+e y Yy ebr-ay+d
representa ¢l producto de una rotacion y una traslacion, y encuentre of dngulo de rotacion.
Muestre que lIa Tsometria del ejercicio 21.14 es una Uraslacidn cuando a = 1: por lo tanto muestse que estas scusciones representan
todas las isometrias directas.

. Rote A(1.0) mediante 120°y mediante 240° alrededor del origen para ubicar los véntices de un tridngulo equildlero. Muestre que

x=—7 e unodesus lados, y gire mediants s misma rotacidn para encontrar las ecuaciones para tos otros dos lados,




SECCIOND? I REPRESENTACION ANALITICA DE ISOMETRIAS OPUESTAS

224 Una reflexién en un cje de coordenadas ticne una forma muy simple. El teorcina siguicnte es obvio,

222 Teorems Lareflexion o, en ¢l eje de las “x" y la reflexidn o, en ¢l ¢je de las “y" estdn dadas,

respectivamente, por
X'=x . {x’= -x
% Yy'=-y y Gy,

223 Las reflexiones en otras lncas que pasan por ¢l origen s¢ manipulan sin gran dificultad. Sea m una
linca que pasa por ¢! origen con dngulo de inclinacién 0 como se muestra en la Fig. 22.3.  Simbolicemos
con @, ala reflexion en el gje de las “x” y con o una rotacidn alrededor del origen ¢n un dngulo 20, Ya que
0. @, = a, tenemos

On = Qdy;
esto ¢s, {a reflexion en Ia linca m es ¢l producto de una reflexién en ¢l eje de las X" seguida por una rotacion
alrededor det origen con dngufo 20, Ya que o, y  tienen las representacioncs

X'=X %"= X'c0s20 - y'sen20
O {)"= -y y % y""= x'sen20 + y'c0s20, !
cntonces 0. = ad, tiene fa representacion

X""= xcos20 + ysen20
Omy" "= xsen20 ~ ycos20.

Altomara0=0,0=90"ycomparar los resultados con aqucllos dados en ¢t Teorema 22.2, uno puede
ver que las ecuaciones para la reflexion a, como s¢ did arriba son en efecto correctas para las reflexiones en
los cjes de las X" y de las “y”. Los resultados que hcmos obtenido se establecen como ¢l Teorema 22,4,

Figura 223

124 Teorems Una reflexién oa en la linca m que pasa por el origen con dngulo de inclinacién 6 tiene la
representacion
X'=Xc0520 + ysen20
O {y'= xscn20 - ycos20,

18 Cuando su eje de simetria no pasa por et origen, podemos manipular la reflexidn justo como to hicimos
para una rotacién fuera del origen,  Asl, supongamos que la linea m pasa por el punto A(h, k) con
inclinacién 0. Primero, traslademos A al origen, luego reflejcmos en la linea n por ¢l origen y paralcla a la
linca m, y finalmente traslademos hacia atrds de nuevo. Los resultados se establecen en cl teorema siguiente.

226  Teorems Las ccuaciones para la reflexion a. en la linca m que pasa por A(h. k) con dngulo de
inclinacidn © son .

X' (X - h)c0820 + (y ~ k)sen20 + h
Tmiy'= (x - h)sen20 - (y - k)cos20 + k.
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227 Esta forma gencral del Teorema 22.6 cs otra vez complicada también para memorizar, pero es
facilmente reconstruible cuando se necesite.

228 Por tltimo, consideremos una reflexién planificada o cuyo cje de simetria m pasa por el origen con
inclinacién 0 y cuya traslacién  estd a r unidadcs sobre m medido positivamente hacia arriba, o por-una linca
horizontal, positiva a Ia derccha. La traslacién y la reflexién csidn dadas por

X'= x +rcos0 X '=xc0520 + ysen20
y'=y+rsend y O - y'= xsen20 - ycos20,

Ahora la reflexidn planiﬁcada.a = g.f} = fo. esid dada en el Teorema 22,9,

229 Teorema Una reflexién planificada cuyo eje de simetria m pasa por el origen con dngulo de inclinacién
0y cuya traslacién cstd sobre la linca m mediante r unidades, » medido positive desde el
origen dentro de los primeros dos cuadrantes o a lo largo del eje positivo de las"x", y
negativo de otra manera, cstd dada por

"= xcos20 + ysen20 + rcos0
y'= xsen20 ~ ycos20 + rsen0,

2210 Cuando cl cje de simetrla de la reflexién planificada pasa por el punto A(h, &) en vez de por cf origen,
las ecuaciones para su representacién son prontamente desarrolladas de la misma mancra que lo hemos hecho
antes para la reflexién y para la rotacién. Esta formulacidn para la reflexién planificada gencral se deja cono
un ¢jercicio.

22, Ejercleios

1. Demuestre ¢ Teorema 22.2

2. Demuestre ¢l Teorema 22.6,

3. Muestre anatilicamenle que ¢l producto de reflexiones en Jas lincas m y n por ¢l origen con inclinaciones 6 v ¢ cauna rotacion
alrededor del origen con dngulo 2(¢ ~ 0).

4. Muestre analiti que ¢l producto de reflexiones en lineas paralelas m y m de inclinacidn 0 con m que pasa por ef origen, y
n que pasa por Ach, k). o8 una traslacién, Encuentre su vector,

3. Muesure que las ecunciones dei Teorema 22.9 para una reflexidn planificada dependen de cuando uliliza uno analiticamente

asc.fl 0 axfo., dondn Py ou son latraslacion y reflexion dadaen 22.8.

E euna litica para el inverso de Ia reflexion del Teocema 22.4,

Encuentre una rtprnnlu‘idn apalitica para el inverso de (a reflexidn del Teorema 22.6,

Encuenire una represcntacion anaiitica para el inverso de la reflexion planificada de) Teomnl 229,

Formule (as ecuaciones para [a reflexién plwnud. general,
10. Encuentre una representacion analitica pasa el inverso de¢ la reflexién planificada genesal encontrada en el jercicio 22.9,
11, Muestre que cada reflexion se puede cacribir en ia forma

X'=ax+by+c
{y'abx~ay+d enelcval o' +4'= 1,

12. Muestre qua cada reflaxién planificada también liene la forma del ejercicio 22.11. Por lo tanto tods isometsia opuesta tiene sots
forma.

0 %0 o

13, Musstre que Ia forma del ejercicio 22.11 rep une reflexion en una linea Que pass por ol origen, seguido por una iraslacion
o ol vector (¢, ) no necesariamenta paralelo al tje do simwria de 1a reflexion. Por lo tant todes esas scuacionss representan
isomeurias opuestas,
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15.
16.

Muestre que toda isometria tiene Ja forma analitica

X'=ax - by +¢
y'=3(bx +ay)+d con a*+ b=,

y que cs directa si vale ¢l signo misy opuesta si s¢ aplica el signomenos, Inversamente, muestre que toda transformacion dada por las
ecuaciones anteriores es una isametria. Por 1o tanto estas ecuaciones caracterizan ansliticanmiente & las isometrfas,

Muestre que ¢l producto de dos isometrias de Ia forma dada en el cjercicio 22.14 es otra isometria de esa misma forma.

Muestre que toda isometria se puede escribir como el producto de una rotacidn alrededor del origen o una reflexin en una linea por ¢l
ofigen, seguido de una traslacion,

Encuentrs formas implicitas pars:

8) Lasreflexiones del Teorema 22.2,

* b) Lareflexion del Teorema 22.4,

19

20,
.

[

) Laseflexion del Teorema 22.6,

d) Lareflexion planificada del Teorema 22.9.

¢) Laseflexion planificada general encontrada en ¢l ejercicio 22.9.

De las formas implicitas para una reflexid das en el Ejercicio 22.17, encuentre una ecuacion pare la imagen de una

circunferencia 2 + y* = dx = 2y = 0 en una reflexion en la lines y = x. Encuentre algin punto fijo en la circunferencia y elabore una
ifica. .

Muestre que, en 1a forma dada para una reflexion planificada, si hacemos que la raslacidn sea un vector OA, tomando siempre

positivay @ el dngulo dirigido (nenor que 360°) del lado positivo del eje de las “x" al rayo OA, entonces las fonnulas dadas son

corvectas todavla.

Muestre analiti te que un producto de tres refloxiones en ejes de simetris que pasan por ¢l origen es una reflexion en un ¢je por ¢l
origen.

Muestre anatiti le que un producto de tres reflexiones en ¢jes de simetrfa paralelos es una reflexion enun cje de simeuia paralelo a
los ¢jes de aimetria dados.
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CAPITULO3  SIMILITUDES ENEL PLANO

SECCION23 I EL RENACIMIENTO DEL PENSAMIENTO MATEMATICO

231 Durante la edad media, iniciando con la caida de Alcjandria en 641, ¢! pensamicenio matemdtico se
hundid en la oscuridad. Auque aparecicron descubrimicntos pequeitos de cuando en cuando, los mil aios
siguicntes fucron completamente esiériles.  Adeinds, absolutamente ningin progreso ocwié eh métodos
matemdticos sino hasia ¢l siglo diecinueve. Asl, transcurrieron mds de 2000 afos antes de un segundo
florecimicnto desde 1a primer época de oro alrededor de 1a etapa de Arquimedes.

232 Los drabes acarrcando desde lejos y traduciendo al drabe, algo de la biblioteca de Alcjandria,
conservaron bastante del conocimicnio griego, que trasmiticron después de regreso a Europa.  Adoptaron
también ¢l sisiema de numeracion indl que trasmiticron a los matemdticos de occidente en aflos posteriores.
Asf que los drabes fucron custodios de la crudicion griega,

233 A finales de 1a edad media, empezd a filtrarse a Europa un poco del conocintiento. En ¢l siglo doce que
fue de traductores, se tradujeron las enscilanzas gricgas del drabe al latfn (lenguage que emergié de los
erudilos). En cl siglo trece empezaron a surgir universidades en ¢l continente, con gente que cmpezaba a
hurgar de nuevo en los misterios de! conocimicnto griego.

24 Elsiglo catorce esiuvo marcado por fa pesie negra y a guerra de los cien aflos, en detrimento de las
matemdticas. Los siglos quince y dicciseis empezaron a mostrar promesas de luminoso futuro con avances en
aritmética, dlgebra y trigonomctria. Se inventd la imprenta; y asi sc dispersé el conocimicnto mucho mis
rdpido y ampliamente que antes jamids. En estos siglos, quince y dicciseis, fue puesto el escenario para la gran
escena que empezd a funcionar en cl siglo diccisicte.

235 En 1647 William Oughtred (1574-1660) utilizé /5 corno simbolo para Ia razén x = 3.14159.... Diéun
total de mds de 150 simbolos, principalmente en 4lgebra.  Su invencidn fue 1a regia recta logaritmica
deslizable. También él y uno de sus estudiantes, cada uno independicntemente, inventaron la regla circular
deslizable.

236 Johannes Kepier (1571-1630). amigo cercano de Galilco Galilel (1564-1642), pasé 22 afos analizando
datos observados de tcorias que supuso para cl movimiento de los planctas. Finalmente concluyé que todos los
planctas viajan en érbitas elfpticas con el sol en un foco, que ¢l radio vector del sol a un planeta dado barre
dreas iguales en ticmpos iguales y que el cuadrado del periodo de revolucién de un planeta es proporcional al
cubo de la longitud de! eje mayor de su 6rbita. Al dividir una circunferencia en una infinidad de tridngulos
isésceles congrucntes, anticipd el calculo.

237 Pierre de Fermat (1601-1665), wvo una vida personal tranquila. Aunque su trabajo principal fue cn
teorfa de némeros, anticip el clculo con su De maximus et minimis.

38 Ensu tlicmpo sc sustentaba comunmente que no era posible Ja comprension del concepto del infinito por
¢l hombre quien ticne una mente finita, No obstante antes de 200 afios la matemdtica infinita fue comprendida.

239 René Descartes (1596-1630, fue cl descubridor de fa geometria analitica en 1637, Aunque otros anlcs
que ¢ (Apolonio, Victa, Oresme, Cavalieri, Roberval y Fermat) hablan aplicado dlgebra y coordenadas a
curvas especificas, Descartes fue el primero en introducir un sistema de coordenadas para ser aplicado a todas
las curvas geoméiricas. Introdujo los exponentes (como x* para xxx) y la regla de los signos que lleva su
nombre y se utiliza para determinar ralces de un polinomio como niimeros positivos y negativos,
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2330 Fermat criticd una vez a Descartes causando que su infame temperamento explotara.  Descartes atacé
con rencor al anterior “método de tangentes” de Fermat. La controversia continud mucho ticmpo después de
la muerte de Descartes. '

2301 En 1639 Girard Desargues (1593-1662) introduce la geometria proyectiva. Su trabajo, casi dos ailos
después de 1a geometria analitica de Descartes y escrito en un estilo muy excéntrico, atrajo poca atencién y se
perdid pronto por casi doscicntos afios. Introdujo ¢l concepto de un as de lincas o planos y demnostré su famoso
teorema "dos tridngulos”.

2312 A Blaisc Pascal (1623-1662) no le permitieron estudiar matemdticas hasta que hubicra dominado
completamente latin y gricgo, establecid sus propios axiomas y definiciones para geometria cleimental y luego
demostrd que la suma de los dngulos de un tridngulo es igual a dos dngulos rectos. Pascal escribié su tratado
en conicas cuando apenas tenia 16 aftos de edad. De su teorema del hexagrama mistico dedujo mds de 400
corolarios.

2313 John Wallis (1616-1703) fuc el primero en tratar analiticamente las secciones cénicas como polinomios
de scgundo grado. Introdujo ¢l simbolo = para ¢! concepto de infinito y descubrid ¢l interesante producto
infinito

2314 El descubrimiento del cdlculo en 1665 por Isaac Newton (1642-1727) e independientemente en 1675
por Gottfried Willielm Leibniz (1646-1716) convirtié en muy productive a este siglo en el cua! el pensamiento
matemdtico sc desarrollé de nuevo siguiendo el cjemplo de la expansién que hablan alcanzado los griegos. El
descubrimicuto del cleulo fue un progreso natural de la geometria analitica y de! “método de indivisibles” que
s¢ hablan aplicado ¢n muchas situaciones individuales por investigadores anterfores.

2315 Ahora los matemdticos, se emborrachaban con el poder del cdlculo, aplicando sus métodos ciegamente a
toda suerte de problemas, ignorando completamente los fundamentos inscguros sobre los cuales habia sido
construido. Surgicron muchas contradicciones que serian resueltas en ¢l siglo diccinueve con la teoria de
limites. Y despuds, con la aplicacion de los métodos de dlgebra y andlisis a la geometria, nacié la geometria
moderna. Y el productivo siglo diecinueve llegé a un final.

13. Eercicios

1. Demuestre sintéticamente el Teorema "dos tridngulos de Desargues™ (Teorema 4.7) para el caso donde los dos tndngulos estdn en
planos distintos que s¢ intersecan.

2. Ellcorema del hexagrama mistico de Pascal establece que si un hexdgono no necesariamente convexo se inscribe en una seccidn conica,
entonces los res punlos de interseccion de pares de lados opuestos son colineales. D este leorema para <l caso donde fa seccion
cénica es un circulo,

3. Dados cinco punlos que estdn ¢n una seccidn conica, ulilice el 1corema del hexagrama mistico de Pascal, ¢jercicio 23.2, para
localizar olros puntos en la cénica,

4. Utilice una calculadora de bolsillo 0 computadora, para calcular el valor del producto de {os primeros 10 0 100 factores de Ia expresion
de Wallis para /3 (vea 23.13). (Qué Lan ripido converge este producto?

5. En {806, mientras cra estudiante, C.J. Brianchon (1785.1864) d 6 que i un hexdgono s¢ ¢l ibe en una secsion conica,
enlonces las Ues diagonales que unen vértices opuestos son concursentes. Muestre que ¢l teorema de Brianchon es dual (ver 4.9) del
teorema de Pascal (Ejercicio 23.2).
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SECCION 34 | INTRODUCCION A SIMILITUDES

241 En cste capitulo haremos para similitudes -mapeos que llevan figuras a figuras semejantes-
andlogamente a lo que hicimos con isometrias en cl Capitulo 2. Empecemos con una homotecia, una simple
amplificacion o estrechamiento del plano que multiplica, por la misma razén & # 0, a todas las distancias
desde un punio fijo lamado centro. Esic mapeo cs una similitud directa que lleva cada linca en una linca
paralela y su centro es el Unico punto invariante. Inversamente, si dos figuras semcjanics ticnen lados
correspondicntes paralclos, entonces existe una homolecia que mapea una de cllas en la otra y su cenlro ¢s ¢l
punto de concurrencia de las lincas que unen vértices correspondientes (Fig, 24.1).

Figura 24.1

1.2 Dos circunferencias no concénlricas ticnen dos centros de homotecia. Estos centros sc localizan en la
linea de los centros de las circunferenclas v se pueden cnconltrar al trazar didmetros paralclos ABy A'B’ en
las dos circunferencias (Fig. 24.2). Entonces las lincas AA’ y BB’ s¢ cortan cn un centro de homotecia v las
lincas AB’ y A’B se cortan ¢n ¢l otro, Estos centros de homotecia, también lamados ceniros de similitud,
dividen arménicamente a 1a linea de los centros de las dos circunferencias.

0 “E;

[ “'7
B

Centros de homotesia

Figura 24.2

243 Dos homotecias conmutan cuando y solamente cuando tienen ¢l mismo centro o al menos una de las
razones es +1. El producto de dos honiotecias ¢s una homotecia ¢ una traslacion, lo ltinio ocurre cuando
sus razones son reciprocas (Ver Teorema 25.9).

144 Una similitud ¢s la composicidn de una isometria y una homotecla. Toda similitud que no sea una
Isometria es una rotacion segulda por una homotecia con ¢l misino centro o ¢s una reflexion seguida por una
homotecia cuyo centro estd cn ¢l cje de simetria, siwndo ¢! primer producto, directo y el scgundo opuesto
(Ver Teoremas 26.9 y 26.10),

148 Cualesquicra dos segmentos dados AB y A'B'estdn relacionados justamente por dos similitudes (con
A’ imagen de Ay B’ imagen de B), una dirccta y la otra opuesta. Cualesquicra dos tridngulos semejanics
estdn relacionados justamente por una similitud. En este sentido, si la similitud o mapea ¢l tridngulo ABC
cn el tridngulo A'B'C’, convendremos que a' mapea el tridngulo A’B'C’ ¢n cl tridngulo ABC que no
constituye una similitud diferente entre cstos tridngulos.

46 La teoria descrita anteriormente se desarroliard en las dos secciones siguicntes. Con tales

fundamentos tendremos bascs suficicntes para proceder a tres secciones de aplicacioncs cn geometria
clemental. Se desting una scocion final a la representacion analitica de similitudes, capacidndonos para
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utilizar estas transformaciones en cl plano cartesiano. Asl, este capltulo es parccido, pero méds breve, al
capltulo 2.

14, Ejerclcios

i

2
kX
4.

12,
13.
14,

. Demuestre que una similitud conserva dngulos.
. (Dénde estin Iuduoew«dtbmmwcilpmlubuulkunhpecioisbmla?

Dy ¢ que el producto de dos b ias con e} mismo centro es una homolecia. Encuentre Ia razén y su centro,
D ¢ que 3i dos tridngul sjantes tienen sus lados ooneqmdnmla paralelos, enlonces las lineas que unen vértices
ul. estin relacionados por una h

Dldﬁi dos tridngulos di 3l muestse como encontrar una rotacion y una homolecia (no necesariamente con el
mismo centro) myo pro‘mo mApes 8 un mlngu!o en ¢l olro,
Dados dos trik tjantes, muestre como encontras una reflexion y una homotecia (cuyo centro no esté
n«aunumm enel qe de umeldl) cuyo pmducto mapee & un tridngulo en el olso.

Xre {os centros de b de dos cil ias que 1o s¢ corten, con radios 3 y 3, y encuentre las razones en las cuales
st centros dividen o Ju linea de los centros de In circunferencias,

Demuestre que los centros de b ferencins dividen armé i a la linea de fos centros de s circunferencias
Demuestre que la construccite pars los centros de b ia de dos circunferencias, dado en 24.2, es comecto.

. Encuentre una homotecia diferente del niapea identidad (homatecia con razén = +1) que lleve un rectingulo dado en él mismo (no
necesariaments punto por punto),

. Simbolice la homotecia con centro A y razbn k por H{A.k). Dado que ((0.0), P(1,0) y Q(0.2) son punilos en ¢! plano cantesiane,
la imagen del tridngulo OPQ bajo cada homotecia.

) H(o.d), b) 1H(0.2), ¢} H(0.-1), d) Ho'h),
¢} H(A2) donde A(2,0), f) (l(A. I/2). §) 1(B.2) donde 1(4.0), hy  H(B.-14).
E lodas las h {as que son

Encuentre ol inverso de {2 homotecia mcenlm)'rum dados.

D que, para una b in dada a, el entero positivo mds pequedo para lo cuala® = 1

1) estsiia=y,
b) o8 2 aii Ia razin de la homotecin es =1,y
€} no existe en cualquier otro caso.
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SECCION 28 I HOMOTECIA

18.1

Definiclon  Una homotecia H(Ok), donde O ¢s un punio fijo en ¢l plano y k un niimero real diferenie de

cero, cs aquella transformacién que mapea al punto O cn ¢l misimo y mapea cualquier otro punto P en un punto
P, tal que O, P, P* son colincales y OP* = k‘OP. E| punio O sc llama centro y k razén de la homotecia.

La homotccia ¢s una base de construccién para mapeos por similitudes, en forma andloga como la rotacién

¢s una base para isometrias. No se pueden obicner todos los mapeos de similitudes tinicamente como
productos de homolccias, sino que, son necesarias y basicas para similitudes. En csla seccion estudiaremos las
propicdades clementales de homotecias y sus productos, En la seccién siguicnic mostraremos las relaciones
entre homotecias y similitudes.

282

283

Teorema La homohl(ecia H(O,k) mapca un segmento de linca AB cn un segmento paralelo A'B’ con
A'B’= k|:AB.

Demostracion

Consideremos que H(O,k) mapea A en A”, B en By cualquier otro punto P del segmento AB en P’
(Flg 25.2). Entonces £BOP = £B'OP'y

0B’_ OF'
o = op~ k!

Por lo tanto los tridngulos BOP LB OP’ son semejanies, as{ qu¢ B'P'/BP = k I) B'P'es paralelo a
BP. Andlogamente P'A'/PA = k|y P’'A’cs paralclo a PA. Ahora, ya que BPA ¢s una linca recta,
entonces también B'P'A’ es una linca rectay B'A7BA = k |0

A

Figura 2.2 ‘

o
B -3

Corolarte  Una homotecia mapea cualquier tridngulo dado en un tridngulo semejantc. En general,
mapca cada poligeno en un poligono semcjanie.

Corolarto  Una homotecia prescrva dngulos entre Hncas.

Teorema  Un homotecia H(0,k) mapea una circunferencia de radio r en otra circunferencia cuyo radio
r'es kIt y cuyo centro C' es la imagen homotética del centro C de la circunferencia dada.

Demostracion

Figura 25.8
o

Consideremos que H(0,k) mapca al centro C de fa circunferencia dada en C' y cualquier punto P en
la circunferencia en cl punto P’, como se ve en la Fig. 25.5. Ya que CP = 1, ¢) radio de¢ la circunfe-
rencia dada, entonces C'P’ = k |-t por ¢l Teorema 25.2, Esto es, ¢l lugar geométrico de las image-
nes del punto P en la circunferencia dada es otra circunferencia de radio kbr y centro C', la
imagen homotética de C.0
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256 Teorrma  Para cualesquicra dos circunferencias dadas existe una homotecia que mapea una en la otra.
Si son de radios diferentes v no concéntricas, entonces hay dos tales homotecias.

Demostracién

Si las circunferencias no concéntricas de radios diferentes ry 1’ no se intersecan, entonces los
centros estan en la interseccion de sus tangentes externas comunes (cuya razén de homotecia es r'/r)
y en la interseccidn de sus tangentes internas comunes (con razén ~r'/r). En todos los casos
podemaos localizar cstos centros (Fig, 25.6) al tomar los centros de las circunferencias dadas como C
y C'; v en scguida levantar perpendiculares a ta linea de los centros CC'en Cy C'. Considercinos
que ¢stas perpendicularcs conan a la circunferencia C en Py Q y a la circunferencia C'en Py Q',
Los centros de homotecia estdn en Ja interscecion de PPy QQ'y de PQ' y P'Q. Simbolicemos estos
centros por 1y E, siendo I ¢l centro interna de simititud que esta entre Cy C' y E ¢l centso eaterno
de similitud que es1d fuera del segmento CC'.0

Figura 25.6

257 Teorems  Si dos tridngulos semicjantes no congruentes estdn orientados tal que cada lado de uno es
paralelo al lado correspondicente del otro, entonces existe una homotecia que mapea un
tridngulo en ¢l otro.

Demostracion

Consideremos los tridngulos ABC y A'B'C", como en fa Fig. 25.7. Como son paralclos parcs de
lados correspondientes, entorices las dos lineas de cada par sc conan ¢n la linca al infinito; esto cs,
los dos tridngulos son coaxiales. Por ¢l teorema “dos tridngulos de Desargues® (Teorema 4.7), estos
tridngulos también son copolarcs en un punto O. Se siguc que el punto O s¢ comporta como centro
de homotecia y la razén de homotecia es OA'/OA = +A'B'/AB.O

Figurs 25.7

258 Teorema  Una homotecia estd dcterminada por dos puntos diferentes v sus imdgenes.
Demostracién
Consideremos 1a homotccia que mapea los puntos Ay B en A’y B', respectivamente. Entonces ¢l

centro de homotecia cs el puntto de interscccion de las lineas AA' y BB’, Su razén es +A'B'/AB, cs
vilido ¢! signo menos si el centro estd cntre Ay A°, sucede ¢l signo mas en otro caso.0
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289  Teorems Si jk # 1, cntonces ¢l producto de 1as dos hemotecias H(O,k) y H(QJj) es 1a hamotecia H(P jk)
_donde P es colincal con O y Q. Si jk = 1, entonces P se convierte en ideal y el producto de las
dos homolecias es una traslacion.

Figura 25,9

Demostracidn

Puesto que cada homotecia mapea un tridngulo en un tridngulo semejante con lados paralclos al
tridngula dado, se sigue que su producto ¢s e} mismo. Asi que e] producte es una homatecia de
razon jk # 1 6 es una traslacion cuando jk = 1.

Hagamos que H(O,k) mapee al AABC en ¢l AA'B'C’ y que H(Qj) mapec al AA'B'C’ encel
AAB"C” (Ver Fig. 25.9). Yaque AB, A'B'y A"B"’ son paralclos, se cortan en un punto ideal 1.
Asi que los tridngulos AA'A” y BB'B"’ son copolares en 1. Por el teorcma de Desargues, son
coaviales; de esta mancra, los puntos O, P, Q son colincales.D

2810 Teorema  El producto de dos homotccias que tienen el mismo centro, es conmutalivo v es una
homotecia con ¢l mismo centro y con razén igual al producto de las razones de las
homotecias dadas.

3511 Teorems  El centro de una homotecia de razon diferente a +1 es el inico punto fijo de la homotecia.
Las lincas que pasan por el centro son las nicas lineas fijas.

2812 Los concepios de directo u opuesto se aplican a figuras semejantes asi como a figuras congruentes. Se
deja como ejercicio escribir las definiciones apropiadas.

2813 Teorema  Una homotecia es una transformacidn directa.

3814 Teorema  Una homotccia de razon +1 cs el mapeo identidad.

1818 Teorems  Elinverso de Ja homotccia H(O k) es la homotecia H(O, 1/k).

3816 Teorema Todas las homo(ecia; y traslacioncs forman un grupo de transformaciones,

3817 Teorema . Todas las homotecias que tienen el mismo centro forman un grupo de transformaciones.
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10.
1.
12,
1.
14,
18,
16.
17,
18,
19.
20,

et b SR I W il e LA e B

Demuestre ¢l Coralario 25.3.

Demuestre el Coralario 25.4,

Locatice el cettro de Lomotecia y encuentre su razdn para das circunfetencias iguales na concéntrivas.

Demuestre que los centros de by ias de dos vircunfecencing estdn e la linea de los centrog de tas circunferencias,
Demucstire que, comu s¢ establecié cu [a demostracidn del Teorema 25.6, las i foues de las
circtinferencias que no se interscean son sus cenlros de homotevia.

Demuestre que |s construccion en la demosteacion del Teoretma 25.6 que se aplica *'en toda los casos™ ciertamente da los centros de
similitud.

En la demostracion del Teorema 23.8, demuestre que ¢l centro estd entre Ay A’ sii estd eore By B

En el Teorema 25.9, nuwiestre que P divide OQ en Ia razén (-1 (k1))

Utitice ¢l resuhado del Ejercicio 25,8 para demosirar que cuando j v 1 yk # 1, entonces lus homedevias del Teorema 25.9 no conmutan.
Hustre con una tigura csta no conmutatividad,

Demuestre e} Teorema 25.10.

Demuestre el Teorema 25,11,

Ei producto H(B, 1K) H(AK) cs una traslacion, Qué traslacién?

Demuestre ¢l Teorema 23,13,

Demuestre el Teorema 2514,

Demuestre el Teorema 25,13,

Deémuestre ¢l Teocema 25.16.

Demuestre ¢l Teorema 25,17,

Defina figuras semejantes directas y opuesias.

Muestre que ef producto de¢ tres hoimolecius es una homotecia o upa traslacién,
Generalice ¢l Ejercicio 25.19 a un producto de cuatro o més homotecias,

de dos

1



SECCION 26 ‘ SILITep

16.1

Defintcion  Una similinnd es un mapeo del plano que Heva cada par de puntos A, B en un par de punios

A’, B, tal que para un pdmero real positivo k, A'B'= kAB. El nimero k s¢ tama Iy razdn de similitud. i
térino semejanza se uliliza también para este mapeo. .

Esta seccidn completa nuestro estudio de similitudes y sus propiedades, ast que rdpidamiente podemos

proceder a las aplicaciones en las Sccciones 27 a 29, Aunque 1a teoria desarroliada aqul no ¢s tan extensa
como para isometrfas en el Capitulo 2, ¢s bastante suficiente para nuestros propdsitos.

262

63

26.4

268

6.6

267

168

Teoremn  Upa similitud de razén § s una isometria,

Teorema  Una simililud mapea scgricntos en segmentos.

Demostracidn

Consideremos una similitud de razén k que mapee A ecn A’y Ben B”, Tomemos cualquicr punto P
entr¢ Ay B y supongamos que Ia imagen de P es P’ Entonces

A'B'=lAB =k(AP + PB) = kAP +kPB = A'P" +PB’,

asf que P’ estd en ¢l segmento A'B’0)

Teorema  Una similied cs una transformacion del plano,

Tearema  Unia similitud conscrva dngulos.

Demostracidn

Margqueinos puntos B y C en fos dos lados def dngulo A para formar un tridngulo ABC,
Consideremos que la similitud mapea al tridngulo ABC en ¢l tridngulo A'B'C’ por ¢l Teoreina
26.3. Entonces

AB

AB:

@
(o]
a
>

:
|

jve]
(@)
(2}
>

Asl que los tridngulos ABC y A’B°C’ son semejantes por LLL. Por lotanto ZCABz ZC'A'B"y o
teorema se concluye.(l

Corolarto  Una similitud mapea un tridngulo cn un tridngulo semejante. Mds generahineiite, mapea un

polfgono ¢n un poligono scmejante.

Teorema  Una simititud queda determinada por cualesquicra tres puntos no colineales y sus imdgenes.

Teorema  Existen exactamente dos similitudes, una directa y otra opuesta, que mapean cualquicr par de

puntos A, B en cualquicr otro par de puntos A’, B’ (entendiéndose que A#= B, A’ # B’ A’ ¢es
1a imagen de Ay B’ cs la imagen de B).
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269 trerewms Toda sinnhind direeta de ra26n k que no sernma isometda, es producto de une rotacion y
una horuatesia de razén k que ticnen el mising centro. Ademds, tal producto ¢s conmutativo.

Deniosiracion

Claramente un producto tal, ¢s wna simvilitud directa. Por Teorema 26.8, esta similitud estd
detenninada por un segmento ARy su fmagen A'B’. Supongamos que AA"y B sc coitan en Q, y
tracesnos Jas circunferencins pur A, B, Q y por A', B, Q que s¢ corten ¢n O, comio se nwiestsa en fa
Fig. 26.9. Entonces tencimos

LAOB = ZAQB = LAQB = ZAOB
y

£BAO 2 ZBQO = ZB'QO = £B'A'O
por Ias propicdades ds dngulos inscritos en una circunferencia. De donde los tridngulos ABOy
A’B’O son seacjantes. Ahora, si AB se rota alrededor de O ediante un dngulo AGA” 3 A\B, ,
entonces AB; ¢s paralelo a A'B' y los trifngulos OAB, y OA'B” son semejantes, asf que B, estd en
fa linea OB', Asf que la homotecia 1O, k) mapea AB; en A'B’, Esta rotacion y 1a homotecia
satisfacen of teorema. Ahora, si 1 figura que se forma con O, A,, By, A’, B’ se rota alrededor de O
mediante cf dngulo A’OA (¢f inverso de ZAOA’), entonces A,B, coincide con AB, Se sigue que fa
howotecia y rotacién conmitan.3

Figura 26.9

2610 Teorewa  Cualquier similitud opucsta de razén k que no sea una isometria es producto de una
reflexién y una homotecia enyo centro cstd en ef ¢je de simetria, Ademds, tal producto ¢s

conmulativo.

Construccién

Consideremos 1a similitud que mapea al scgmento AB en CD, y supongamos que las lincas AB y
CD se contan cn Q (Fig. 26.30), Dc las dos bisectrices de los dngulos en Q, llamemos 8 una » 1al
que a, mapee AB en EF donde EF y CD ticnen ¢l mismo sentido, Tracemos cualguicr otra lnca m
paralela a (y distinta de) n, Reflejemos AB en la linca n, a A,B,. Supongamos que O, sca el centro
de 1a homotecia que mapea A,B, en CD. Tracemos 12 Hinca p por O, perpendicular an, Reflcjemos
ABcnlalincapa A"B”. Ahoraclcentro O dela homotecia queleva A“B"a CDestien p.
Tracemos la linea m por Oy paralcla a n, y sca 0.(AB) = A’B’. Entonces m ¢s el ¢je de simetria de
la reflexion y O es ¢l centro de homotecia que mapea AB cn CD.e
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269 Teoremn  Todi sinshited directs de razén k que no sex waa isometria, s producto de wi rotacion y
uta honotecia de razén k que tienen el mismo centro. Ademds, tal producto es connuiativo

Dentostracion

Claraimente un producto tal, cs una similitud directa. Por Teorema 26.8, esta similitud estd
detenminada por wn segmento AB y suimagen A'B’. Supongamos que AA"y BB’ se contanen Q, y
tracemos las circunferencias por A, B, Q y por A’, B', Q que sc corten en O, como se muestra ¢t a
Fig. 26.9. Emonces tenemios

ZAOB = ZAQB = LA'QB' = ZAORB’
y

£BAO = ZBQO = ZB'QO = ZB'A'Q

por kas propicdades de dngulos inscritos en nna circunferencia, De donde fos tridngulos ABO y
A’B’O son scincjantes. Ahora, si AB se rota alrededor de O mediante un dngnlo AOA” a AB; ,
entonces A;B, ¢s paralclo a A'B’y los tridngulos OA,B, y OA'B’ son semcjantes, asl que B, estd en
la linca OB’. Asi que la homotecia H(O,k) mapea A\B, cn A'B’. Esta rotacion y 1a homotecia
sitisfacen ¢l teorema.  Ahora, si fa figura que se forma con O, A, By, A’, B’ s rota alrededor de O
mediante el Angulo A'OA (¢l inverso de ZAOA"), entonces A, B, coincide con AB. Se sigue que la
homaotecia y rotacién conmutan.[)

Figura 26.9

2610 Teorema  Cualquier similitud opuesta de razén k que no sea una isometria es producto de una
reflexion y una homotecia cuyo centro estd en ¢l eje de simetria. Ademis, tal producto s
conmutativo.

Coustruccioén

Consideremos la similitud que inapea al segmento AB en CD, y supongamos que las lineas AB y
CD se cortan cn Q (Fig. 26.10). De las dos bisectrices de los dngulos en Q, llamemos a una # tal
que a, mapee AB en EF donde EF y CD ticncn el mismo sentido. Tracemos cualquier otra linca n,
paralcla a (y distinta de) n. Reflcjemos AB en la linca n, a AB,. Supongamos que O, sea el centro
de la homotegia que mapea A\B, en CD, Tracemos la linea p por O, perpendicular a n, Reflejenios
ABcnlalincapa A”B". Ahoraclcentro O de la homotecia que lleva A”B'*a CDestden p.
Tracemos la linca m por O y paralclaa n, y sca 0.(AB) = A'B’, Entonces m ¢s el cje de simetria de
la reflexidn y O cs el centro de homotecia que mapea AB en CD.o
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Demostracién

La demostracion de fa validez de 1o construccién y de: la conmutatividad del producte de estas
transformaciones se dejan para que las proporcione el lector.

"

u

Figura 26.10

Para verificar ta canstruccidn, prinmicro mostrar que todos los puntos A,y A’ reflexiones de A en
¢jes de simetrfa paralclos a o, estan en una linea por A y perpendiculara n. Lucgo mostrar que
todos los centros O, estdn en otra lnea p perpendicular a n. Mostrar que las reflexiones de AB a
A”B" en p transformana A”B"* paralclo a CD y cn sentido opucsto, tal que ¢l centro O de homote-
cia que lleva A”B"" a CD csié en p. Mostrar que H(O,-k)a, mapea AB (en A”'B"’ y lucgo) en CD.
Mostrar que este mapeo s igual a H(Okyo,a, = HO k)6,

Para establecer la conmutatividad, reflcjar la figura formada por O, A'B’y CD en la lincam y
considerar su imagen.0

2611 Teoremas Todas las similitudes forman un grupo de Lransformacioncs.

2612 Teorema  Todas las similitudes directas forman un grupo de transformaciones.

26. Ejerclclos

R

{. Demuestre el Teorema 26.2.
2. Demuestre el Teorema 26.4.
3. Demuestre que una simililud mapea circunferencias en circunferencias.
4. Demuestre ¢l Corolario 26.6.
5. Demuestre ¢] Teorema 26.7 como un corolario al Teorema 13.6.
6. Demuestre ¢l Teorema 26.8,
7. a) Discuta ¢l caso cuando las circunflerencias en I di ion del Teorema 26.9 son tlangentes.
b) Discuta el caso cuando uno o ambas circunferencias de la demostracion det Teorema 26.9 se reducen a una Hnes recta; esto cs,
cuando A, B, Q son colineales o cuando A’, ', Q son colineales.
8. Demuestre la conmutalividad del Teorema 26.9 como se sugicre en el lexto.
9. Enuna hoja d¢ papel limpia trace tos dos segmentos de Ja Fig. 26.9 etiquetada con ABy A'B’, Reetiquete el primero con BA, ¢esto es,
i bie tas cliquetas en sus Efectiela ion del Teorema 26.9 para estos nuevos segmentos,
10. Repita el ¢jercicio 26.9 para los segmenlos AB y CD de la Fig. 26.10 utilizando Ia construccion del Teorema 26,10,
11, Demuestre Ia construccion del Teorema 26,10,
12. Demuestre ta conmutatividad det Teorema 26,10,
13. Demuestre ¢l Teorema 26.11.
14, Demuestre e} Teorema 26,12,
135, En general hay dos homotecias que mapean una circunlerencia en olra, y una homotecia es uoa simifitud directa. E! Teorema 26.8
estahlece que hay solamente una similitud direvta que mapes un segniento en otro,
3) Explique ests aparente paradoja.
b) Encuentre una similitud opuesta que mapee o una circunferencia en otra.
¢) (Hay mds de dos similitudes directas que mapean una circunferencia en otra? Argl U resp
d) (Cudntas similitudes opucsias mapean una circunferencia en otra?
¢)  En ese mismo sentido, {Cudntas similitudes directas y opuestas mapean a un tridngulo equililero en olro? Se puede pernititir que
¢l vértice A del tridngulo ABC se mapee en cualquiera de los tres vértices del tridngulo imagen,
f) Repitala paste (¢) para un cuadrado.
8) Repita la parte (¢) para un rectdngulo en general,
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SLOCIONYT | APLICACIONES DE SINALITUD A GYOMETRIA CLEMENFAL
7.4 Endstay en la seccion siguiente e presentan aplicaciones de similitudes a geomettia de nivel medio.
En la Seccidn 29 se presentan aplicaciones mis avanzadas, que son aplicaciones del dominio de nivel superior.
Ciertamente muchos de estos tearemas, atn de Ja Seccidn 29, son ufitizados ficilinenie en clases de geometria
de nivel medio.
270 Tearcma  Tres lineas paritlelas cortan segmentos proporcionales de dos transversales.
Demostracion
Si las transversales son paralelas. entonces el teorema se sigue inmediatamente ya que los lados
opuestos del paralclogramo resultante son congrucntes. Asl, supongainos que fas transyersales
ABC y A'B’C" sc cortan en P (Fig. 27.2). Entonces H(P,PB/PA) mapea al tridngulo PAA  en PBB’,
y H®P,PC/PB) mapea al tridnguio PBB' en PCC’. Ahora
AB/BC = A'B'/B'

sc sigue de tridngul os semejantes.

A A

T |

< l \C' !

Figura27.2

173 Corolarte  Una lnca paralela a un lado de un tridngulo corta a los otros dos lados en segmentos
proporcionales.

174 Teorems  Encl trapecio ABCD con lados paralelos AB y CD, consideremos nue las diagonales se
corfan en E. Entonces los tridngulos ABE y CDE son semejantes.

Demostracién :

Figura 274

Bajo la homotecia H(E,-AE/EC) ¢l punto C se mapea cn A;y D se mapea en un punto en EB
(Fig. 27.4). Yaque la linea CD se mapea en una paralela a clla que pasa por A, se sigue que D se
mapea en B. Porlo tanto la Imagen del tridngulo CDE es cf tridngulo ABE, de tal manera que
AABE ~ ACDE.D)




178 Teorenn  Las tangentes inteonas comunes de dos circufer:nziay que ne s intersent 02 vt o b
finea de los centrog de 1as circumferencias.

Demostracion
Consideremos que Ias tangentes TT y VU se cottun en C como en bt Fig, 27,5, La homtesia

J(C.-CT/CT) mapea una circunferencia en la otra. Por el Tearema 285 wipea un centro en el
oir0, Pero un puntoy su imagen son colineales con ef centro de homotecia. Y el teorenn se signe.”

Fimira 27.5

216 Teorema  La figura que se forma af unir Jos puntos medios de los lados consecutivos de wn cuadrado, ¢
un cuadrado que ticne drea igual 2 la mitad del cuadrado dado.

Demostracién

Consideremos O centro det cuadrado ABCD (Fig. 27.6). Emonces O ¢s ¢f conte de Jas medianas
A'C yB'D’. Yaque las diagonales y también las medianas se cartan en dngulos rectos y son
bisccadas por ¢f centro, se siguc que la similitud compucsta de una retacion de 43°y nna homotreia
de razén OAJOA’, ambas con centro O, mapean al cuadrado ABCD en el cuadnilitero A'B'C'D".
Yaque OA/OA' = V2 el teorema se concluye.d

A Y D
A 0 ¢
B B C
Figura 27.6

217 Problema Tomemos un punto fijo P en una circunferencia. Encontrar ¢l lugar geométrico de fos puntos
medios de todas las cuerdas PA.

Solucidn

"Todos las puntos medlos M estdn en la imagen
homotética de la circunferencia dada bajo la
liomotecia H(P,1/2) (Fig.27.7). Por lo tanio su
Jugar geométrico ¢s una circunferencia con radio
igual a la mitad del radio de la circunferencia
dada, ytangente internamente a ella en P.0 Figura 117
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178 Teorena  SiPTesuna tangente y PAB una secante desde un punto externo P a una circuaferencur,
cntonces PA-PH = (1),

Demostracidn

Reflejemos al tridngulo PAT en la biscetriz interna det dngulo P, y hiego apliquemos i homotecia
H(P,PB/PT) al resultado. Entonces PT se mapea en PBy A se mapea en un punto cn I'T (Fig. 27.8)
Ya que ZPBTy £PTA son medidos ambos por la mitad del arco AT, cstos dngulos son congruenics.
Asl la homoteciay reflexion mapean ZPTA en £PBTy s¢ concluye que el tridngulo PAT se mapea
en ¢l tridngulo PTB, Ahora enemos PA/PT = PT/PB, y se concluye cl teorema.0)
T
P \

A

Figura 27.8

179 Tewrema  Laalwra a la hipotennsa de un tridngulo rectingulo ¢s ta media proporcional entre los
segimentos en que se divide fa hipotenusa.

Demostracion

Sea CF la aliura a Ia hipotennsa del tridngulo rectdngulo ABC como se muestra en fa Fig. 27.9. En
¢l tridngulo rectdngnlo ACF, ZACF = 90° - ZA. Por lo tanto ZACF = £B. De esta manera, exisle
una simititud {una rotacion de 90° y homolecia con centro F) que mapea al tridngulo ACE en ¢l
tridnguto CBF. Por lo tanto AF/FC = FC/FB, cstableciendo cl tearema.C

F

Figuwa 279

2710 Teorema  La longimd de fa mediana de un trapecio es igual a Ia mitad de la suma de Ias bases del
trapecio.

Demostracion

Supongamos que M y N son los puntos medios de los lados no paralelos de! trapecio ABCD, asi que
MN es Ia mediana. Consideremos que los lados AD y BC se cortan en P (Fig. 27.10). Entonces
H(P,PM/PD) mapea la base superior DC en la mediana MN y H(P,PM/PA) mapca a la base AB
sobre la mediana MN. Por lo tanto

MN_PM |, AB.PA,

DC PD MN PM
de lo cual, al cscribir 1a primer ecuacion ligeramente diferente y multiplicando las dos ecuaciones
fado a lado, obtencmos
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M PDDM_ DM ;o AB_PA FDHIDM_ o 2DM.

DC PD D be D D b

Figura 27.10

Resolviendo cada una de estas ecuaciones para DM/PD, oblenemos
DM _MN 1 (AB ) MN_1/AR
ek ek Ed bt 1 B ——a 33 o= | l)

PD DC DC 2\DC
y finalmente,

MN =4 (AB + DC).0

17, E]ercleios

Demuestre ef Corolario 27.3.
Demuestre ¢} Teorema 27.6 8l reflejar tos tridngulos AA'D', BB'A', CC'B’ y DD'C’ en sus hipolenusas.

. Desde un punto dado A, trace lineas rectas a los puntos P en un seginenio dado BC, Encuentre ¢f lugar geométrico de todos los puntos

M que dividen a estos segnienios en una razdn dada v, !
Encuentre Ia razén de las dreas de Jos dos tridngulos ABE y CDE en el tapecio de la Fig. 27.4.

. Demuestre que las diagonales de un apecio se inlersecan en un punto que Jos divide en segn proporcionales y 1a razén

de proporcionatidad.

. Demuestre que ¢! segmento que une tos puntos medios de las diagonales de un trapecio tiene longitud (b - 5)/2 cuando b y s son las

longitudes de las bases mayor y menor, respectivamente.

. Las cuerdas AB y CD) de una circunferencia dada se cortan en ¢l punto E, Encuentre 1a similitud que mapea a) tridngulo ACE en el

wrikngulo DBE.
. Encuentre ¢l lugar geométrico de Jos puntos medios de todos los segs trazados & una circunfesencia desde un punto fijo P en ¢l
plano de la circunferencia.
D quelu genies extemas # dos circunferencias s¢ cortan en la linea de sus centros,
Do cil i y sus radios estdn cnrazén 2:1. Demuestre que una cuerda de la circunferencin mis
yu\dcdadcwpumadl ia, cs bisecada por Ia cir ia mis pequea,
. Dos circunferencias de radios 3 y7sont Hes ext Sus tang, extemas secotanen P, E Ia longitud

de 1a tangente desda P o la circunferencia mis grande

. Dadas PAB y PCD) cualesquiera dos secanics desde un punio P extemo a una circunferencis, encuentre la similitud que mapea a

tridngulo PAC sobre ¢l Uidnguto PDB.

. Extienda ¢l lado BA del rombo ABCD) hasta un punto E. Por E wace una punleln N BC, y por A una paralela a Ja disgonat BI),

considere que estas paratelas se cortan en F. Demuestre que ¢l tridngulo EAF es

Desde un punto P en el cateto AC del riknguto mlngulo ABC race unay dicular PQ o ta hipat AB, D tre que los
tridngulos APQ y ABC son semejantes. Extablezca qué similitud mapea Wl lntn;ulo APQen ABC.

Trace perpendiculares & los catetos BC y CA en tos puntos dados D y P, resp , de un Wridngu) ingulo AHC, a lus punios
E y O sobre 1a hipotenuss AB. Demuestz¢ qua Jos trikngulos AFQ y DBE son umejmlem

Las medianas AA’ y BB de un ridngulo ABC se cortan ¢n Q. Demuesire que los Uridngulos ABG y A son setnejantes y encuentre
su mapeo por similitud,

-
-
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SECCION 28 l APLICACIONES ELEMENTALES INTERMEDIAS

291 Torems  Sea A el punio medio del arco CD de una circunferencia dada, Considercmos que by enerda
AB corta a ta cuerda CD en M. Entonces AM-AR es independienite de 1a localizacion de B
en fa circunferencia.

Demostracion

En !a Fig. 28.1 los dngulos ACD y CBA son congruenics, ya que sus medidas son mitades de los
arcos congrucntes AD y CA. Aslque los iridngulos AMC y ACB son semcjantes, entonces
existe una similitnd que mapea un tridngulo en el otro. Entonces AM/AC = AC/AB y par lo

tanio AM+AB = (AC)}, que es consiante.[
A

Figura 28.1

282 Teorems Los tridngulos ACD y BCE que se formian con las alturas AD v BE de un tridngulo ABC, son
semejanes.

Demostracion
Ya que estos tridngulos rectingulos comparten un dngulo agudo en C (Fig. 28.2), se stgue que hay

una similitud (una reflexion en la biscctriz del Angulo C y una homotecia con ceniro €) que mapea
eslos tridngulos uno sobre el oiro.”

B D c
Figura 28,2
8.3 Problems Sca P un punto variable en la semicircunferencia de diametro AOB. Supongamos que la
perpendicular desde ¢l punio B a Ia tangente en P corta a 1a tinca AP en el punto X.
Encontrar el lugar geométrico de X.

Solucién

Yaque OP cs perpendicular a la tangente en P, P
cntonces OP y BX son paralelas como se muesira
en la Fig. 28.3. Por lotanto H(A,2) mapea OP en
BX. Luego ¢l lugar gcométrico de X es la imagen
homotética de la semicircunferencia en la que estd P, A 0 B
una semicircunfercncia con centro B y radio BA. D Figura 28.3




WA Teavms Considanom s s prrpadicndaa s fonntadas cnopaintus abitarios, soive dos bades del
tridngui AGC, o se et an praes dz purdes B O e Entonees el tdngalo POK ¢
setnepants ol ridagulo dido,

Dentostiacton

Ver Fig. 28.4. Una rotacidn de 90° del tridngulo ABC en ¢l tridngulo A'B C” deja los fados del
wridngulo AB'C pasalclos a los lidos correspondientes det tridngulo PQR. Por Teorema 25.7,
mediante unit hontotecia apropiada se mapea al tridngulo A'B'Cen el tridngulo POR. Y ¢l teorema
se¢ sigue.(]

Figura 28.4

285 Terema  Scan AB, CD y EF cada una perpendicular a BD tal que AD y BC se contenen E. v fos
puntos A y C estén en ¢l mismio lado de BD. Entonces EF es igual a la mitad de fa media
arménica de ABy CD.

Demostracién
Recordar que la media arméniecade ay b es 2ab/(a +b). Sca AB=04,CD=b EF =x, BF =1y

FD = v (Fig. 28.5). Entonces H(B,n/(u+v)) mapea al tridngulo BCD en BEF. asi x.b = w/(u+v).
También H(D/(u+v)) mapea al tridngulo DAB en DEF, de tal modo que x/a =1/(u=v). Entonces

tenemos
XL v M v r= ab
a b uvv wtv ’ ath

asl que EF cs la mitad de la media arménica de AB y CD.O

Figura 28,5

286 Teotems  La biscctriz de un dngulo interno de un tridngulo divide al 1ado opucsto en segimentos
proporcionales a fos lados adyacentes.

Demostracién
Supongainos que AU biseca al dngulo A del tridngulo ABC (Ver Fig. 28.6). Sea H(B,BC/BU) que
wnapee al tridngulo BAUen el tridngulo BPC. Entonces ZBAU = ZAPC. Se sigue también que

BU/UC = BAJAP. Ademds, ya que AU es paralelo a PC, entonces
ZPCA = £CAU = £BAU = ZAPC,
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asi qua el iridioadn APC es islomlos y AP 5 AC, Por o tanto RUAJC = BA/AC T

[

A B
Figura 28.6

M7 Teorems  Considerando que las mediatrices de los lados de un tridngulo concurren, entonces sus alturas

también concurren.
Demostracion

Supongamos que H(G,~2) mapea al tridngulo ABC cn el tridngulo A,B,C; (Fig. 28.7). Entonces los
vértices A, B, C s convierten en los puntos medios de los lados del iridngulo A,B,C,, v puesto que
los lados correspondientes son paralelos, las alturas AD, BE, CF sc convierten en mediatrices de los
lados del tridngulo A\B,C,. Elteorema se concluye, ya que hemos supuesto que las mediatrices de
los lados de un tridngulo concurren.

Figura 28.7
288 Comparar la prucba del Teorema 28.7 con ¢l Corolario 20.8,

289  El mélodo de homolecias es bastante itil para construcciones. El principio basico se ilustra en los dos
artfculos que siguen, En cada caso no es posible satisfacer inmediatamente lodas las condiciones requeridas.
Asi que resolveremos ¢l problema parcial mente al omitir una de as condiciones. Luego que una homolecia
mapee la solucién parcial para ia solucién completa. Uno recuerda el gambilo en ajedrez, donde un jugador da
una picza a su oponenle para obtencr una posicién de ganador.

2810 Problema Localice puntos Dy E ecn AB 'y AC de un trigngulo dado ABC tal que BD = DE 5 EC,
Solucion

Escojamos arbitrariamente puntos D'y E' en los la-
dos AB y AC (Fig. 28.10) tal que BD' S E'C. [Aqui
considcramos la condicién que D'E’ scrd congruente
a las otras dos longitudes) Supongamos que la
circunferencia D'(B) corte en E”* dentro del tridngulo
alaparalelaa BC que pasapor E'. Tracemos A'C’
por E” y paralela a AC, Observemos quc los
tridngulos ABC'y A'BC’ son scmejantes y que ¢l problema estd resuello para el tridngulo A'BC'.
[Hemos recuperado la condicién BD' = D'E"" 5 E''C'a reserva de la medida del tridngulo.) La

Figura 28.10
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.11

2812

hemoteata HBUCABCT) mapes esta solucion sobre el tridagnio ABC. Con este mapeo se logra
encontrar 3ino de fos puntos deseados £ en AC, al trazu y prolongar BE .03

Problea  [nscribir un cuadrado ¢ una semiciicunferencia dada,
Solucién

En cl probicma resuclto, claramente cf centro O de fa semicircunferencia es el punto miedio de un

lado det cuadrado, Conscrvemos esta condicion y femporalmente tengamos a fa vista la condicidn
que dos vértices deberdn cstar en la semicircunferencia. En el didmetro AOB de la semicircunfe-

rencia, construyamos algin cuadrado convenienie P'Q'R’S’ con O cf punto medio del lado P'Q’

que estd en AB (Fig. 28.11). Ahora, con O como tentro, proyectemos los vértices R' y S sobre la
semicircunferencia a los puntos descados Ry 8, Los otros dos vértices Py Q son simpleinente los
piés de las perpendiculares a AB desde Sy R.[D

) R

A P o qQ B
Figura 28.11
€ompare la construccion del Problema 28,11 con la del Problema 8.13.

28, Ejerclelos

1
2,
kX

1}
12,
13,

14,
15.
16.
17,
18,

La cuerda AB es congruenie al radio de una circunfirencia dada con centro O, OM es perpendiculara ABen M, y Des el pid de la
perpendicular razada desde M a OA. Encuentre ef drea del tridngulo MDA

En una circunferencia las cuerdas AB y AC son congruentes. La cuerda A corta a! segr BCenE D ¢ que los tridngul,
ABD y AEB son semcjantes.

Tres circunferencias con ceniros A, B, C pasan !)ov Q. Estin trazsdos los didmetros OAA’, OBB’, OCC'. Demuestre que los lados del
tridngulo A'B'C’ pasan por [os otros puntos de ion de las circunforenci

Las longitudes de las bases de un Unpecio son by s, Encuenire 14 razén en Ia cus] divide a la altura del trapecio un segmento de linea
MN que s paralelo a las bascs, sus extremos estdn en los lados no paralelos def Uapecio y tiene longjtud m,

Tome cualquier punto F ¢l Jado AB del parsiclogramo ABCD y miponga que DF corta & la disgonal AC enE yal lado CB
(extendido) en G. Demuestre que (DE)' = EFEG,

Demuestrs que ¢l ngulo entre Ja hase de un tridngulo isdsceles y 1a altura a uno de los ados congruentes es congruente & [a mitad del
dngulo del vértice,

En ¢l tridngulo isdsceles ABC con AB 3 AC, considers que la alura desde B corta a la perpendicular a BC en C enun punio D, Tome
¢l punto E en BDtal qus DE & EC. Desnuestro que los tridngulos ABC y ECD son semejantes.

Tome los puntos Xy Y en 108 lados AB y AC del tridngulo ABC lal que XY sea paralelo a BC. Desde ¢l punto medio A’ del lndo BC
trace 1a linea A'X que corte 3 CAen M, y Ia linea A'Y que corte s BA en N. Desnuentre que MN ¢s parsieio a BC,

Demuestre que la bisectriz de un dngulo extero de un tridngulo divide externamente al lado opuesto en segmenlos proporcionales a los
lados adyacenies,

. Tome los punios D, E, F en los lados BC, CA, AB de! tridngulo equilitero ABC tal que BD 3 CE & AF, Demuestre que ¢l tridngulo

DEF es equilitero,

En al tridngulo ABC, ZA% £B24C y AU es la bisectriz del dngulo A. Demuestre que (AB)' = BUNC.
Construys un tridngulo ABC dadas las medidasde A, a+¢ ya+ b

Consiruya un cuadrado tal que un lado esté sobre 1a linca base BC que s lado del tridngulo dado ABC y sus otros dos vértices estén ¢n
los rayos BA y CA fucra del tridngulo.

En un tridngulo dado inscriba un tridngulo homotético & otro trikngulo dado.

En un tridngulo dado inscriba un paratel ogramo homotético 8 un paralelograma dado.

Inscriba un cuadrado en un sector circular dado.

Inscriba un cuadrado en un tidngulo dado.

Tnscriba un rectingul cjante 8 un rectinguly dado;

8) En unaciscunferencia dada.

b) En una semicircunferencia dada.

¢) Enuntridngulo dado,

d) En un cuadrado dado tal que un vértice dél rectingulo esté en cada ladu del cuadrado,
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16,
172,
18

hemoreain HELBCAC ) map o et soluctdn ~obre of tridugoio ABC. Coa et nupeo se logra
cnzontzar uao do fos puntos deeados B en AC, al iz y predengar BE™.O

Problymu  Inscribin un cuadrada ¢n i semicireunferencia dada.
Solucién
En ¢l problema resuclio, claramente ¢l centro O de la semicircunferencia es el punto medio de un
lado del cuadrado. Conscrvernos esta condicién y lemporalmente tengamos a la vista Ia condicién
que dos vértices deberdn estar en la semicircunferencia. En el didmetro AOB de la semicircunfc.
rencia, construyamos algn cuadrado conveniente P'Q'R’S’ con O el punto medio del fado P'Q’
que cstd en AB (Fig. 28.11). Ahora, con O comio ceniro, proyeciemos Jos vértices R’y S* sobre la
semicircunferencia a los puntos deseados Ry S. Los otros dos vértices P y Q son simplemente los
piés de las perpendiculares a AB desde Sy R.O
1) R
S R
A PO qQ B
Figura28.11
Compare la construccién del Problema 28.11 con la del Problema 8.13.
ercicios
La cuerda AB es congruenle af radio de una circunferencia dada con centro O, OM es perpendicular s ABen M, y 1) es el pié de Ia
perpendicular trazada desde M a OA. Encuentre el krea del tridngulo MDA
En una circunferencia las cucerdas AB y AC son congruenies, La cusrda Al cona al segy BCenE. D ¢ que los tridngul
ABD y AEB son semcjantes.
Tres circunferencias con centros A, B, C pasan por O, Estin trazados los didmetros OAA’, OBB’, OCC'. Demuestre que los lados del
tridngulo A'B'C’ pasan poe los otros puntos de | i6n de Ias circunferenci
Las longitudes de las bases de un trapecio son b y 1, Encuentre 1a razdn en 1a cual divide a la alturs del trapecio un segmento de linca
MN que es paralclo a fas bascs, sus extremos esthn en los 1ado no paralelos del trapecio y tiene longitud m,
Tome cualquier punto F mn ¢l lado AB del pasalelogramo ABCD y muponga que DF corta 8 Is diagonal ACen E y al lado CB
(extendido) en Q. Demwestre que (DE)* = EF-EQ,
Demuestre que ¢l dngulo entre la hase de un tridngulo isdsceles y Ia altura a uno de los lados congruentes es congruente a la mitad del
dngulo del vértice.
En el tridngulo isésceles ABC con AB& AC, considere que Ia altura desde B corta a la perpendicular a BC en C en un puoto D, Tome
¢l punto E en BD tal que DE a EC. Demucstre que Jos tridngulos ABC y ECD son semejantes,
Tome los puntos Xy Y en los lados AB y AC del tridngulo ABC tal que XY ses pasalelo s BC, Desde sl punto medio A’ del lado BC
trace la linea AX que corte s CA en M, y lalinea A'Y qua corte s BAen N, Demuastre que MN es paralelo s BC.
Demuestre que 1a bisectriz de un &ngulo extemo de un Uridngulo divide extemamente 4l iado opuesto en segmentos proporcionales a los
lados edyacentes.
. Tome los puntos D, E, F en los lados BC, CA, AB del tridngulo equilétero ABC tal que BD a CE & AF. Demuestre que ¢l tridngulo
DEF es equilitero.
. Eodiriingulo ABC, ZA% £Ba24C y AU es la bisectriz del dngulo A. Demuestra que (AB)' = BU-BC.
. Construya un tridngulo ABC dadas las medidas de £A, a +¢ ya+b,
. Construya un cuadrado tal que un 1ado esté sobre la linca base BC que ¢s Jado del tridngulo dado ABC y sus otros dos vértices estén en
los rayos BA 'y CA fuera del tridngulo.
. Enun tridngulo dado inscriba un tridngulo homolético s otra tridngulo dado,
. Enun tridngulo dado inscriba un pararelogramo homotético s un paralelogramo dado.
. Inscriba un cuadrado en un sector circular dado,
. Inscriba uin cuadrado en un tridngulo dado,
. Inscriba un rectingul jante » un rectingulo dado:

8) Enunacircunferencis dada.

b) En una semicircunferencia dada,
¢} En untridngulo dado,

d) Enun cuadrado dado Lal que un vértice de! rectdngulo esté en cada lado del cusdrado.
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Veorvme Las raedianas de un teidneulo concuring,
Demastracion

Como el tridngulo medial A'B'C’ tiene lados paraiclos a log del tidwgulo dada ABC, hiy una
llomolccm que mapea un tridngulo en el otro. Ef centio de 12 homatecia es el punto de
concurrencia de las Hneas que tnen vénices correspondicntces, esto cs, fas medianas del tidngulo
ABC.O

Teorema  El ortocentro H, ¢l circuncentro O y ¢l ceatroide G de un tridngulo estdn en una linea que s¢
lama finea de Euler dul tridogulo; y HG = 2GO

Demostracion

En el Teorema 28.7 se demostrd que H(G,+'/) mapea al tridngulo ABC y su ortacentro H en ¢l
tridngulo A'B’C’ y su ortoceatro que s el circuncentro O pasa el tridngnlo ABC. Por lo tanto ¢l
teorema cs valido.0

Coroterto  La distancia desde el circuncentro a un lado de un tridngulo es la mitad de la distancia desde
¢l artocentro al vértice opucsto.

Teorema  Elteorema de lacircunferencia de los nueve puntos.  L0s puntos medios A", B, C’ de los lados, los
piés de las alturas D, E, F; y los puntos medfos N,, Ny, N, de los segmentos que unen al
otrocentra H con las vértices del tridngulo ABC, estdn todos ¢nn una circunferencia cuyo
centro N es ¢l punto medio del segmenta de Euler HO.

Demostracién

Demostraremos que la lomotecia H(H,2) mapea los nueve puntos listados, sobre la circuncircunfe-
rencia, de lo cual se sigue ¢l tcorema (Fig. 29.4).

Figura 29.4

\\,/

S —p

M

Considcremos que ¢l didmetro AQ corta olra vez a la citcunferencia en P. Entonces
ZABP = ZACP = 90°, ya que cada dngulo estd inscrito en unat semicircunferencia. Ahora PCy BE
son perpendicularcs ambos a AC; y BP y FC son ambos perpendiculares a AB. Asf BPCH ¢s tn
paralelogramo, asl, sus diagonales se bisecan mutuaimente; esto es, HP pasa por A'y HP = 2HA".
Por lo tanto la homotecia H(H,2) mapea A’ ¢n P en l1a semicircunferencia. Andlogamente B’y C’
también son mapcados sobre la circuncircunferencia por H(H,2).
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La altuin 20 coin de naavo ada circuticinanivrencia it Ay Citoneey
ZACB = ZA AR = 90" - LABC = BCE,

ya que los primeros dos dngulos son inscritos enwivarco BA, y en las Gltimas igualdades se ve de los
tridngulos rectdngulos BAD y BCF. Como CD es perpendicular a HAr y ZA,CD = £DCH, ¢l
tridngulo CHA, es isdsceles, asl su altura CD biscea a su base HA,. Por lo tanto H(i,2) mapea D ¢n
A:. Andlogamente los otros piés E y F de Jas alturas del tridngulo ABC son mapeados en la circun-
circunferencia por H(H,2).

Claramentc H(H,2) mapea N, N,, N, sobre A, B, C en kit circuncircunferencia. Por lo tanto los
nucve puntos A', B, C', D, E, F, N, N,, N, estan todos en una circunferencia con mitad 1a medida
dela cxrcnnurcunfucncn.l y cont centro de homotecia H. Asi H(H,2) también mapea ¢t centro N de
esta circunferencia de tos nueve puntos en ¢l centro Q de 1a circuncircunferencia. Estocs, Nestd a
la mitad entre Hy Q.0

9.5  Teorema Laaltura ala hipotennsa de un tridngulo rectdngulo divide 3 fa hxpolcnusa cn segmentos
proporcionales a los cuadrados de los lados adyacentes.

Demostracion

Sca CF la altura a la hipotenusa det tridngulo rectdngulo ABC. Como los tridngulos ACF y CBF
son semejantes (Ver Fig. 27.9), entonces

AC_CB , AC_CB

AF " CF ! CF BF
Al multiplicar estas ecuaciones kado a lado, oblenemos

AC _CB'
AF T BF

9.6  ProMema Construir un tridngulo rectdngulo, dade su perimetro y la razén de los cuadrados de sus
catetos.

Solucién

m n

Supongamos que p simboliza el perimetro
y min 1a razén dada como s¢ muestra en la
Fig. 29.6a.- Enuna linca base marquemos
los segmentos A'F'=my FB' =n. Trace-
mos una semicircunferencia cuyo centro
sca Oen A'B’ como didmetro (Fig. 29.6b) . PF—Q
Consideremos que la perpendiculara A'B’
en F'cortaala semicircunferencia en C',
Asl, ¢l tridngulo A'B'C’ ¢s semejante al
tridngulo descado, por Teorema 29.5. En
la tangentc a la semicircunferencia en B',
marquemos B'P’ igual al preriinctro del
tridngulo A'B'C’ y también B'Q=p. Sea
que la perpendiculara B'Qen Q corte OP°
en P. Laparaiclaa B'P* por P cortaala
linca A'B’ enB. Lospuntos Ay Cselo-
calizan homotéticosa A’y C’ con centro O
y cn lacircunferencia O(B). La prucba de
1a construccién se dcja como cjercicio.

p

Figura 29.6a

Figura 29.6b
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Dados 2ns dngules, pedemos construir un tridngulo semejante A'B°C*y su altura A'D” con longitud
m, como s¢ mucestra en la Fig 29.70. Altora + BC-AD =1, asf i ¢s 1a media proporeional entre
+BC y AD. Construir la meddia proporcionul m’ entre +B'C’ y A'D” en un segmento de linca
P'QR’ donde PQ =4-B°C’ y Q'R* = A'D’ (Fig. 29.7b). Trazar la semicircunferencia queg tiena
centro O cn P'R’ conto didmetro. Consideremos que 1a semicircunferencia anterior corta a la
perpendiculara PR desde Q" en §°. Entonces Q'S” cs la media proporcional m’ entre +B'C* ¥
A'D’, Localizar § en OS” tal que QS =m y QS seu perpendiculara PR en Q. Entonces QS» Q'S
son homatéticos con cenlro Q. La circunferencia con centro O y radio OS cortaa la linea PR en
los puntos P y R tal que PQ = L pc y QR = AD. El tridngulo deseado se construye facilmente al
marcar Aen A'D’ tal que AD” = QR. Entonces AB y AC sc trazan paralelasa A'B 'y A'C'.Z

A
m A >
BoDC P PFQQ O R R
Figura 29.7a Figura 29.7b
298  Problema Porun punto dado P trazaruna linea que pasc por el punto de interseccién inaccesible de dos
lincas dadas my n.
Solucién
Q
P P’
=
R R’
Figura 29.8

Trazar dos lincas PQ y PR por P tal que Q esté en m y R en n, como se muestra en Ja Fig. 29.8.
Ahora trazar Q'R’ de m a n paralelaa QR. Trazar lincas paralelas a PQ y PR por Q'v R’ que s¢
corten cn P’ Entonces los tridngulos PQR y P'Q'R’ son homotéticos. asi que la Ilinea PP’ pasa por
¢l punto de interseccion de QQ' y RR°.0

29, Eferciclos

1. Enel Uidngulo ABC, muestre que O y M dividen a NO ¢n la misma 1azon interna y extemamente, razénes 5 y <4,

2. EnclUidngulo ABC, muestre que (10, <2) mapea también ala circunferencia de los nueve puntos en el circuncirculo, por fotanto i y
G son los dos o:mtros de homotecia para estas circunferencias,

3, Demuestre que las cuatro lincas de Euler de los cuatro Uikngulos de un cuadrdngule otocéninco ABCH son concunrentes. Envuentre
sus punlos de concurrencia.

4. Demuestre ol Corolario 29.3.

5. Demuestre |a construccion del Problema 29.6.
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Demmestre by constineai€a dzl Problena 29.7

Por um <& Jos dos puntoe cde interseceion de dos citcuafernivias, trace ura linea en 14 cual las dos circunfeiencias intersequen cucrdas
congricnics (1o 1o 18 cuerds comiin de fas dus cirunfererisiag).

Por uno e los puntos de intwiseccion de dos circunferencias trace una lines an 1a cual las dos cirvunferencias intervequen cuendas que
tengan una razin dadar,

[Dadas tres circunferencias concéniricas, tace uns secante tal que el segminto entre 13 primera y fa segunda uuunl’ctmcm 3
cenguente al de entre la segunda y 1a tereet circunferencia.

. Construya un tringulo, dado un dngulo, ba longitud de Is biseotriz de oxte Angulo y 1a razén de Jos dos segmentos en ¢l cual esta

bisectriz divide a fado opuesto,

. Construya un trapecio dados los lados no paralclos, €1 dngulo cotre ellos y 1a razén de los Lailos paralelos.

. Construya un cuadrado dados 1a suma de su lado y diagonal.

, Construya un tridngulo rectAngulo, dado ¢l perimetro y la razén de sus catctos.

. Demuestre que los cuatro centrnides de un cuadrdngulo ortocéntrico funman un cuadringulo ortocéntrico homatétivo al dado.

. Demuestre que la circunferencia de los nueve puntos de un cuadrdngulo ortocéntrico es concéntrica con fa del cuadringulo ortocéntrivo

formado con los cuatro centruides.

. Demuestre que los cuatro puntos de un cuadringulo ortocéntrico son los centroides de olro ciadringulo ortocéntrico homotélico,[Este

es el inverso del cjercicio 29.14)

Los circuncentros y los centroides de un cuadringulo ortocéntrico fornan dos cusdrangulos ortocéntricos que tienen ¢f nusino eentro de
los nueve punios, ¢l centro de simititud de etos cusdringulos. Demuestre este teorema y encuentre la 1a26n de similitud,

Demuestre que el ontocentro de] triingulo formado por los centroides de los triingulos HBC, HICA, HAR (H es ¢l ortocentro del
widngulo ABC) es ¢! centroide de! tridngulo ABC.

Demuestre que el lugas geométrico del tercer vértice de todos los Ui dngulos semejantes a un trikngulo dado y que lienen ¢l primer
véttice en un punio fijo y el segundo vértice ¢n una linea recta, es una linea recta.

. Si el segundo vértice del Urikngulo del ejercicio 29.19 se encuentra en ung circunferencia en vez de en una Jinea recta, demuestre gue

¢l lugar geométrico de] tercer vértice es una circunferencia homotética.

. Construya un Uidngulo smejante & un tridngulo dado. que tiene un vértice en un punto fijo y los otros dos vértices se encuentren en dos

lineas fijas.

Construya un bridngulo sensejante a un tridngulo dado que tiene sua tres vértices en wres lincas dadas.

e ¢ que [a mediana AA' y ¢l seg B'C’ que une los puntos medios de los 1ados CA y AB de un tridngulo ABC se bisecan
mutuamente.

Encuentre el lugar geométrico del centroide de un Uridngulo que tiene un lado y el cincurcireulo fijo.
Demuestre que el producta de dos 1ados de un tridngulo es igual al producto del Grcundidmetro y Ia altura del tercer fado. [Este es el
Teorema 6.20,]
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SECCI0N 30 | REPRESENTACION ANALITICA DE SIMILITUDES
300 Teorema LA homoteciia H(O,K) con centro el origen 0(0,0) estd deternunada por las ecuaciones

X" = kx
y' =ky.
Demostracién

Claramente las ccuaciones indicadas multiplican cada distancia desde ¢l origen por el factor |k}.O

302 Trasladando desde un punto P(a,b) al origen aplicando 1a homotecia H(O,k), luego trastadando P hacia
atras de regreso, oblenemos las ccuaciones para una homotecia con razén k y centro Pt

X' =k(x-a)+a
y =k(y-b)+b,

que se reducen a las que se indican cn ¢l Teorema 30.3,

303 Teorems  Una homotecia H(P k) con centro en ¢l punto P(a,b) tiene la representacion analltica
X'=kxt(l-k)a
{Y' =ky+(l -k,
que ¢s una homotecia con centro en ¢l origen scguido por una traslacién,
304  Vemos que cada homotecia se pucde escribir como una homotecia con centro ¢n cl origen seguida por

una traslacién, Obscrve tamblén que, cuando k sc factoriza en cada lado derecho, Ja homiotecia se pucde
escribir como una traslacién seguida por una homotecia con centro en cf origen:

308 Teorems Una homotecia H(P.k) con centro en cl punto P(a,b) tiene la represcntacién analitica
X' =k(x+ak-a)
y' =k(y+bk-b),

que s una traslacién seguida por una homotecia con centro en el origen.

Por el Ejercicio 22,14, toda isometria tiene una ecuacién de 1a forma

X'=ax-by+c
{y'ﬂ:t(bx+ay)+d donde '+ b* = |,

dirccta si s valido el signo més y opucsta si es el signo menos. Entonces, toda similitud que sea producto de
una homotecia y una isometria, se pucde escribir en la forma siguiente.

306 Teorema Toda simililud sc pucde escribir analiticamente en Ia forma
X'max-~by +¢
y' = {bx +ay) +d,
donde (a* + 4*)"? = k, Ia raz6n de la homotecia. Es dirccta para el signo mds y opucsta para
¢l signo menos. '

307 Teorems Todo conjunto de ecuaciones de la forma dada en ¢l Teorema 30.6 representa una slmilitud,
siempre que a* + b* # 0.




WE Vjemphy  Litcongyyg souacioaes govn bas dos stimthinds e nooeaa o] ccamenta OA en el segmento
BC deads ), A0L01, B3y CET). Por L semetiia directa coma se cscritid en cl
Teoruma 30,6, vhicncmos 115 wnaciones

; S=ute

= qf ’ T2b+d,

fuc produce

X' =In-dy +2
{y'=4x +3y+ 3.

Para la isometria opuesta del Teorema 30.6, tenemos
l=¢ y S5=a+e
=d 1=-~b+d,

que produce

X =3Ity +2
Yy =dx-3y+3,

30, Eferciclos

. Demuestre ¢f Teorema 30.1,

. Muesire slgebraicamente la equivalencis de fas formas de Jos Teoremas 30.3 y 30.5.

Mutstre geomébuicaments ta equivalencia de tas formas de los Teoremas 30.3 y30.5,

Demuestre ¢) Teorema 30.6,

Demuestre el Teorema 30.7,

Encuentre el valor de Ia razén k en Tas similitudes del Ejemplo 30.8.

Encuentrs of dngulo de rolgcion para cada una de fas similitudes del Ejemplo 30.8.

Escriba analiticamente tas imilitudes del Teorems 30.6 coma productos de (1) uns homotecia con centro el origen, (2) una rotacion
alrededor del origen, (3) una reflexion si es posidle, y (4) una raatacion.

Muesire qus ¢t producto de dos similitudes de Jas fomus dadas en ¢ Teorema 30.6 es oina unulnud de la misma forma.
Encuentre 1a similitud directs que mapea al segmento AB en ¢l segmenio A'B’ donde estos cuatro punlos ticnen Jas coordensdas:
1) A(LO) B(2.0) A'(1,0), B'(2,0)

b)  A{1,0), B(32,0), A'2,0), B'(1,0)

€) A(L0)B(23), A':1.2). B'(:3,)

d) A1) B(2,3), A'(-3,-3), B(:LD)

11, Encuentre I aimititud oputsta que mapes 8 cada segmento AB en A'B'’ para [os conjuntos de puntos dados en ¢} ejercicio 30,10.
12. Encucnire scuaciones para s similitud que lieva al tridngulo ABC, donde A(0,0), B(1,0)y C(0.2) en el tridngulo A'BC’, donde
a) A'(3,0),B'(3,2),C(7.0)

b) A'CAd)B44). CCA)

) A(0,0).B'3.0),C(0.6)

4 A'(3), B'(-4§‘2). C'(-3.4)

¢ A(:3.5),B(6.4). C(2.3)

-0 e

— 0
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APENDICE A | UN RESUMEN DEL LITRO LUE £ ON FLPAANTOY DE EVOTIDES

Fos Axiomas (Nociones Comunes)

1. Cosas iguales a Ia misma cosa son iguales cntre si.

2. Cuando iguales se agregan a iguales, entonces las sumas son iguales.

3. Cuando iguales sc restan de iguales, entonces las difcrencias son iguales.
4. Cosas que coinciden una a otra son ignales.

5. Eltotal cs mayor que cualquiera de sus partes.

Los Postulados

1. Se pucde trazar un segmento de linca entre cualesquiera dos puntos.

2. Se pucde extender indefinidamente un segmento de Jinea.

3 Sec puede trazar una circunferencia teniendo cualquier punto como centro y que pase por cualquier otro
punto.

4. Todos los dngulos rectos son congruentes.

5. Siuna transversal corta a dos linicas tal que la suma de los dos dngulos interiores en un lado d2 1a
transversal es menor que dos angulos rectos, entonces las dos lincas se cortan en ese mismo lado.

Seleccién de las 48 Proposiclones del Libro I

1. Construir un tridngulo equiiatero sobrc un scgmento dado.

2. Construir un segmento congruente a un scgmento dado desde un punto dado como un punio extremo.

3. Cortar de un segmento dado un segmento congruente a un seginento mids pequedio dado.

4. Dos tridngulos que satisfacen la condicion LAL son congruentes.

S. Los dngulos de Ia base de un tridngulo isdsceles son congruenles.

6. Si dos dngulos de un tridngulo son congruentcs, entonces los lados opuestos a ¢stos Angulos son
congruentes.

7. Enun lado de un segmento congruente a la base de un tridngulo dado, nicaniente s¢ puede construir un
tridngulo directamente congruente al tridngulo dado.

8. Dos tridngulos que satisfacen la condicion LLL son congruchics.

9. Bisecar un dngulo dado.

10. Bisecar un segmento dado,

11. Levantar una perpendicular en un punto dado en una linca.

12. Desde un punto dado trazar una perpendicular a una linea dada.

13, Si sale un rayo desde un punto de una linca, cntonces los dos dngulos formados dzf mismo iado de {a
linea son rectos o tienen suma igual a dos rectos.

14, Si de un punto salen dos rayos en dirccciones opuestas ¥ sus dngulos advacentes miden dos dngulos
rectos, entonces tales rayos estdn en una linea.

15. Los dngulos opuestos por ¢l vértice, formados por la interscccidn de dos lineas. son congruentes.

16.Un 4ngulo exterior de un tridngulo es mayor que cualquicr dngulo interior y opuesio.

17. La suma de cualesquiera dos dngulos de un tridngulo es menor que dos dugulos rectos.

18.En un tridngulo el lado mayor ¢s opuesto al dngulo mayor.

19. En un tridngulo el dngulo mayor ¢s opuesto al lado mayor.

20.En un tridngulo la suma de cualesquicra dos lados es mayor que el tercer lado.

22.Con tres segmentos dados construir un tridngulo .

23.En un punto dado sobre una linca construir un dngulo congruente a un dngulo dado

24. Si dos lados de un tridngulo son respectivamente congruenics a dos lados de otro tridnguio. y ¢l dngulo
comprendido entre los dos lados del primer tridngulo es mayor que el del segundo, entonces ¢l lado
opucsto del primero cs mayor que cl del segundo.

25.S1 dos tridnguios tienen dos lados congruentes a dos lados respectivamente, pero el tercer fado dei
primero es mayor que el del segundo, entonces ¢l dnguio del primero que estd entre jos dos fados es
mayor que el del segundo.

26. Dos tridngulos que satisfacen la condicion ALA o la condicién AAL son congruentes,
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2TUSEuma traasverd conty dos Hneas Gl e Jos dngudas ienores y adweosos son congricides, enlonces
Fas dos Hineas soa pidelas

29 Unitrmsversal que conlg finens parilelas, formia dngulos alternes congrucutes y dngulos corespon-
dicaltes congicntes

30, El paralelismo de tineas es tansitivo .

31 Por un punto dado fuera de una linea dada, teazar una tinea parajela a la linea dada.

32, Un dngulo exterior de un tridngulo s igual a 1a simna de los dos dngulos interiores opuestos. La suna de
los dngutos de un tridngulo es igual i dos rectos,

33. Los scgientos que uncn puntos extrentos conespondientes de dos segmentos pararclos congrugnics
igualmente dirigidos, son congruentes y paralelos,

34. Lgs lados opucstos y dngulos opucstas de un paralelogramo son congrueates, ¥ cada diagonal biscca el
drca.

36. Los paralelogramos en bases congrucntes y dentro de las mismas paralelas ticnen Areas iguales.

38. Los tridngulos cn bases congruentes y aliuras congruentes, ticnen dreas iguales.

40. Tridngulos dc dreas iguales en bases congruentes y sobre el niismo ltdo de 1a linca base, estdn también
dentro de las mismas paralelas.

41. Si un paralelogramo ticne la misima base y estd entre las mismas paralelas que un tridngulo, entonces et
paralelogramo tiene doble drca que la del tridngulo.

46. Trazar un cuadrado sobre un segmento dado.

47.En un tridngulo rectingulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a 1a suma de los cuadrados de los
catetos.

8. Si ¢! cuadrado del lado de un tridngulo es igual a la suma de los cuadrados de los oiros dos lados,
entonces el tridngulo es rectangulo con el 4ngulo recto apuesto al primer lado.
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APEADICE B CONSTRUCCIONES BASICAS CON RYGLA Y COMPAS

Bl Notscion  Simbolizarcinos una circunferencia con centro A y radio » = m(CD) por A(r) 0 A(CD). La
circunferencia con centro A que pasa por ¢l punto B se¢ simbolizard con A(B). A menos que sc cslablezea de
otra manera, en este apéndice ry s simbolizarin longitudes arbitrarias convenientes,

n2  Las construcciones que aparccen aqui, no pretende que formen una relacién exhaustiva.  Son
construccioncs basicas que todo estudiante serio de geometria deberd tener disponible cuando lo necesite. Se
le sugiere que practique estas construcciones, guardando en mente que se requicre precision, Los [Apices que
se utilicen deberdn estar perfectamente afilados y nunca usar borrador.  Ascgiirese que sus Ifneas y circulos
pasen precisamente por los puntos que s quiere, no aproximados a ellos, Nunca ponga mancha grande para
indicar ¢} tugar del punto! Si es necesario, trace una pequefia flecha dirigida hacia cl punto, pero no borre o
cubra. Observe que estas técnicas s¢ sigucn en las construcciones de abajo, imitelos.” Asegirese que sus
construccones sean exactas, cheque sus dngulos con un transportador y mida sus distancias con una regla.

B3 Comstrwecin Trazar un tridngulo ABC dadas Jas longitudes de sus tres lados a, b, c.

b

2

A B

Figura B3
Desde un punto A en una [inea m tracemos una circunferencia A(c) que corte a 1a lincam ¢n
un punto B, Luego trace las circunfercncias A(b) y B(a) que se corten en C (Ver Fig. B.3)

‘B4 Comstrwccida  Trazar un dngulo C'A’B’congruente a-un ngulo dado CAB en un punto A’ en una

linca dadam. _ ?

Tracemos la circunferencia A(r) que corte ABen Dy AC en E; y la circunferencia A'(r) que coste
a lalinca m en B’ (Ver Fig. B.4). Tracemos la circunferencia B'(DE) que corte a la circunferencia
A'(r)enC',

Figua B4
BS  Comrwion Bisccar un dngulo dado CAB.

Tracemos la circunferencia A(r) que cornte
AB cnDyACenE, Tracemos las circun-
ferencias D(s) y E(s) que secortenen T,
Entonces AT es Ja bisectriz descada,

et B g s i i efon i pab ol 8 T A gy S N

R e TR




I

.6

B.7

Construcclén  Bisecar un segmento dado AB o bien levantar su medialriz.

Tracemos Is circunferencias A{r) y B(r) que s¢ corten en C y D con r>'/,AB. Entonces €D cs la
wediatriz del segmento AB que corta AY en el punto medio M (Ver Fig. B.6).

D

Figura B.6

Comtruccion  Trazar una perpendicular desde un punto P dado fuera de una linea dadam .

Figura B.7

“ Tracemos la circunferencia P(r) que corte a la tinca m en dos puntos A y B. Tracemos las circun-
ferencias A(:) y B(s) que s¢ corten en C como en la Fig. B.7,. Entonces 1a linca PC es 1a perpendi-
cular det

Comstruccién Levantar una perpendicular en ua punto P sobre una linea dada m.

Primer método. Tracemos la circunferencis P(r) qﬁe cortea m en Ay B. VerFig. B.8a, Con
5> r, tracemos las circunferencias A(s) y B(s) que se corten en C. Entonces CP es Ia perpendicu-
lar deseada,

Segundo méiodo. Elijamos cualquier punto Q fuesa de m y de la perpendicular descada, como en
laFig. B.8b. Tracemos ia circunferencia Q(P) que corte a Ia linea m de nuevo en Ry tracemos el
didmetro RQT. Entonces PT ¢s la perpendicular deseada,

Figura B.8a Figura B.8b




B9 Comtrveckn  Trazar una linca # paralela a una linea dada m y que pase por un punto dado P,
Tracemos cualquier linca por P que corte a lafinca men A. Utilizando la Construccién B4, tra-
cemos un dngulo en P congruente al dngulo en A y en el lado opuesto de la linca PA. Entonces
1a Iinca n es el lado final de este dngulo construido. (Ver Fig. B.9).

P

Figura 89
B10  Conslruccién  Dividir internamenic un segmento dado AB ¢n una razéndada ab.

En un rayo convenicnte AD que no esté en la linea AB, marqucmos AC’ de longitud ay C'B’ de
longitud b como se muestra en la Fig. B.10. Tracemos BB’ y una linca por C’ paralela a BB’ y
que corte AB ¢n C, ¢l punto descado.

A \A\A
c D
b B

Figura B.1O

B11 La construccidn B. 0 s alterada ficilmente al proporcionarle ¢i punto C que divida AB en la razén
a:b externamente. Si a>b, entonces que el punto B' esté entre Ay C* envez de C entre Ay B’ El resto de
Ia construccion es inalterada. Si a<b, entonces se intercambian los papeles que juegan Ay B;y ay b antes
de iniciar la construccién.

B13  Comsiruccién Localizar ei centro de una circunferencia s dada.
Tracemos cualquier cuerda AB y consideremos que su mediatriz (Construccion B.6) corte a la
circunferencia en C v D. El punto medio de CD (Construccion B.6 de nuevo) es el centro O de

la circunferencia s. (Fig. B.12).
c

Figura B.12 “? B

BI3  Comlrwccion Trazar una tangenic a una circunferencia s en un punto dado T en la ¢ircunferencia.

Considerando que es dado el centro O de la circunfercncia, trazar ¢l radio OT. La linca
perpendicular a OT en T (Construccion B.8) cs la tangente deseada.




B4 Constiwecktn  Trazar una tangente a una circunferencia s desde un punto externo a la circunferencia.
Considerando que cs dado el centro O de la circunferencia, tracemos OP y localicemos su punto

medio M (Construccion B.6). Tracemos la circunferencia M(O) que corte a la circunferencia s ¢n
¢l punto T. Entonces PT es la linea tangente deseada (Fig. B. 14).

RN,

TS

M

Figura B.14
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APENDICEC | UNA INTROUCCCION SHSTORICA DEL DESARROLLO DE LA GEOMETIIA

1 Encl principio, la geametria fué una coleccidn de reglas para calcular longitudes, dreas y voltniencs.
En muchos casos, fu¢ una aproximacion burda que llegd por prucba y crror. Este cuerpo de conocimicnto,
desarrollado y wiiliziido en construccion, navegacién y agrimensura por los Babilonios y Egipcios, pasé a los
Gricgos quicnes con una inclinacion hacia el pensamiento especulativo y ¢l ocio, transformaron a la geometria
en una ciencia deductiva. Alrededor del affo 300 a.c,, Euclides de Alejandria organizé algo del conocimiento
de sus dias, cn sus “Elementos", en una forma tan efectiva, que hizo que todos los gedmetras de los siguientes
2000 aflos, utilizaran y siguicran esic libro como su punto de partida, dejando en ¢l olvide muchos de los
trabajos anteriores a ¢l

c2  Euclides, definid primero los (érminos que utillzaria: puntos, lincas, planos, etc. Lucgo escribid cinco
postulados que le parccicron claros tal que uno pudiera aceptarlos vélidos sin prueba. De estos, procedid a
demostrar cas 500 proposiciones o tcoremas geométricos, La verdad de estos postulados era cn varios casos
no del todo evidente por si mismos, pero los tcoremas estaban garantizados por ¢! hecho de que habian sido
derivados estrictamente de acucrdo a las leyes aceptadas de la légica y de estas afirmaciones,

c3  Para procedimicntos modernos, los métodos euclidianos son imperfectos, Para empezar, intentd definir
todas las cosas en términos dc una nocién mds familiar, creando algunas veces mds confusidn que claridad,
Los gjemplos siguientes proporcionan una ilustracién:

Un punto es 1o que no tiene partes, Una linea es una fongitud sin anchura. Una linea recta o8 una linea que esid uniforme con los
puntcs ds elta misma. Un daguio plarto o8 la inclinacidn de una & olrs de doslineas que se cortan. Cuando una lines rects esid
colocads tal que hace dngulos sdyacentes igusies uno a olro, cada uno de los dngulos iguales es un dngulo recto.

4 Euclides no definié longitud, distancia o inclinacién. Una vez que hubo hecho sus definiciones, nunca
los utilizd. En su Jugar utilizd “reglas de interaccion” entre los objetos definidos, sus cinco postulados y otros
postulados que supuso sin establecerlos, Los cinco postulados de Euclides son los siguientes:

1. Trazar una linca recta desde un punto a cualquicr otro punto.

11, Una linca recta se extiende continuamente en ambos lados,

111, Un centro y una distancia describen wna circunferencia.

V. Todos los dngulos rectos som iguales,

V. §i una linea recta corta a dos lincas rectas haciendo los dngulos interiores del mismo lado de la recta
menor que dos dngulos rectos, las dos lineas rectas, sise prolongan indefinidamente, se cortan del lado
en el que los angulos son menos que dos dngulos rectos.

cs  Ewlides no considerd necesario enunciar el postulado siguiente, ain cuando lo utilizé en su primer
teorema;

Dos circunferencias, 1a suma de cuyos radios e mayor que la distancia entre sus centros y 1a diferencia de cuyos radios es menor que tal
distancia, deberin tener un punto de interseccion. :

cé  Es natural preguntar ;Por qué Euclides no explica su quinto postulado? Después de Euclides, los
matemdticos intentaron hacer explicito ¢l quinto postulado que Euclides habla desatendido hacerlo, El quinto
postulado atrajo mucha atencién, Fue embarazoso pero intuitivamnte airactivo y la gente sintid que podia ser
deducida de las otras proposiciones de Euclides. Se propusicron muchas demostraciones del quinto postulado;
pero cllas contenian alguna suposicion cquivalente escondida que deberia ser demostrada. Tres condiciones
cquivalentes son:

i, Doslineas que se internecan no pueden ser paralelss a una misma tinea recta. (Playfair)
ii, Laslineas paralelas p & una distaci una de otrs. (Proclo)
iii. Los dngulos interiores de un trikngulo hacen dos dngulos rectos. (Legendre)
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71 En 1763 Kligel escribié wna disertacion en Gottingen en la que evaluaba todos los intentas
significativos para demostrar ¢l postulado de las paralelas que 2000 afos antes, Euclides lo habla establecitlo.,
De las 28 demostraciones que examiné ninguna fue satisfactoria.  De interés particular fué ¢l trabajo del
Jesuita Saccheri (1667-1733). Saccheri consideré la negacion del quinto postulado y dedujo consecuenciits
18gicas, esperando llegar a una contradiccién. Dedujo muchos resultados extraios, algunos de los cuales
considerd quc cran inconsistentes con otros postulados de Euclides. De hecho, habia descubierto algunos
resultados fundamentales acerca de Jo que ahora se llama geometria hiperbélica.

c8  Gauss (1777-1855) fud, aparentemente, ¢l primer matemdtico a quicn se le ocutrrié que esta negacion
nunca podria llevar a una contradiccion y que podian ser posibles geometrias que difirieran de la de Euclides.
Considerd que cra una idea tan revolucionaria en su tiempo que no lo podia hacer publico. En 1829 escribié
que tuvo temor a las “criticas de sus contemporancos” atrincherados en las ideas de Euclides. Lovachevsky
(1793-1856) y Bolyai (1802-1860) independicntemente, trabajaron geomelrias que parccian consistentes
negando cl quinto postulado de Euclides. Estos trabajos fucron publicados e¢n 1829 y 1832, respectivamente,
La experiencia demostré que Gauss habia sobreestimado a sus contemporancos. Ellos no pusieron atencidn a
las nucvas tcorfas.

c9  Casi 40 afios después Beltrami (1835-1900) y Klein (1849-1925) produjeron modelos dentro de la
geometria Euclidiana de la geometria de Bolyal y Lobachevsky (liamada ahora geometria hiperbdiica). De
esta manera s establecié que si la geometria de Euclides estaba libre de contradiccion, entonces también la
hiperbdlica. Ya que la geomelria hiperbdlica satisfacia todas las suposiciones de la de Euclides exceplo cl
postulado de las paralelas, Finalmente se determind que cra imposible una demostracién del postulado quinto.

€10 Con esta bifurcacién de la geometria en euclidiana y no euclidiana, fué necesario categorizar resultados
de acuerdo a su dependencia del quinto postulado. Cualquier teorema de Euclides que no hiciera uso del
postulado de las paralclas s le llamé un tcorema de geometria absoluta. Era iguaimente valido en euclidiana
¢ hiperbdlica. Por contraste, ciertos leoremas euclidianos que dependieran sdlo de los postulados I, [Ty V se le
di6 el nombre de geometria afin. A los teorcmas comunes a geometria absofuta y afin se les lamé teoremas de
geomelrla ordenada,

< El estudio de proyeccién central forzd a Jos matemaéticos por los problemas de perspectiva enfrentado
por artistas tales como Leonardo da Vincl (1452-1519). La imagen hecha en lienzos por un pintor se puede
apreciar como una proyeccion del original sobre los lienzos con el centro de proyeccion en et ojo del pintor.
En este proceso, sc deforman las longitudes de manera que dependen de la posicion relativa de los diferentes
objetos representados. ;Como es posible que la estructura geométrica del original se pueda reconocer ain en
los licnzos? Elio debe ser porque hay propicdades geométricas invarianies bajo proyeccion central. La
geomelria proyectiva cs ¢l cucipo de conocimiento que se desarrolla de estas consideraciones. Muchos de los
resultados bdsicos de la geometrfa proyectiva fueron descubiertos por ¢l ingeniero francés Poncelet (1788
1867) en 1813 mientras cra prisionero de gucrra en Rusia, privado de libros,. La geometria afin y la geometria
proyectiva estdn cstrechamente relacionadas también, porque ¢l estudio de aquellas propiedades de figuras que
permancces invariantes bajo proyeccion paralela también se mantiene en geometria afin. Este aspecto de la
geometria afin fue reconocido por Euler (1707-1783).

car  El progreso en geometria frecuentemente se estancd por carencia en la facilidad de cdlculo. La
invencién de la geometrla analliica por Descartes (1596-1650) hace simple 1a aproximacién a un mayor
niimero de problemas posibles. Por ejemplo, permite un tratamiento ficil de Ia teoria de conicas, un asunto
que anteriormente habia sido muy complicado, Desde los tiempos de Descartes, los mélodos analiticos han
continuado siendo fecundos porque han permitido a los gedmetras hacer uso de nuevos desarrollos en dlgebray
calenlo.

c13  El alcance de la geometrfa ha sido amplificado por Ricmann (1826-1866). Se dié cucnta que la

geometria de superficics proporciona numerosos ¢jemplos de nuevas geometrfas. Supuso que una curva en la
superficie s¢ llama una linca sl cada pequefio segmento de clla es la curva mds corta que une sus extremos.
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Asi, por cjemplo, si 1a superticic ¢s una esfera, las lincas son las circunferencias mds grandes. En csta
geometria, Namada geoinetria eliptica duble, son vilidos los tcoremas siguietes:

i Todo par de lineas rectas tienc dos puntos de interseccién. Estos puntos son antipodales: esto es, estdn en Iados opuestos del mismo
difmetro,

ii.  Todo par de puntos no antipodales d. i te una linea. Por wn par anlipodal pasan muchas lineas,

iti. L suma de¢ los dngulos de un tridngulo es mayor que x.

ci4  Ricmann y Schiafli (1814-1895) consideraron espacios esféricos y cuclidianos de mayor dimensién, y,
Ricmann, en su célebre conferencia inaugural en Gottingen en 1854, establecié los fundamentos de la
geometria como un estudio de espacios generales de cualquier dimension, que ahora se Haman multifories
riemanianos. Estos cspacios son el objcto principal de cstudio en geomerria diferencial modema. Como lo
sugicre ¢l nombre, los métodos utilizados dependen del cdlento. La geometria de Riemann fue utilizada por
Einstein (1879-1955) como una base para su lcoria general de Ia relatividad (1916).

€18 Aunque Gauss observé la relacion enire la suma de dngulos de un tridngulo y la curvatura de la
superficie en Ia que ocurre, Riemann y quicnes lo sliguicron Hevaron estas ldeas a los inultiformes riemanianos.
Asi, 1a curvatura todavia es un importante fendmeno en geometria diferencial ¢ indica cémo inucha de la
geometria del espacio que cstd siendo estudiada difiere de ser euclidiana.

C16  Aunque Euclides creyd que su geometria contenfa hechos ciertos acerca de! mundo fisico, se did cuenta
que cstaba tratando con una idealizacidn de la realidad, No quiso decir que habia una cosa fisica tal como
longitud sin anchura. Pero s atuvo en muchas de las propicdades intuitivas de objetos reales. Para liberar que
la gecometria se conflara en conceplos fisicos para sus demostraciones, Hilbert (1862-1943) reescribié los
fundamentos de la geometria en 1899. Hilbert inicié con objetos Indefinidos (cjemplo: puntos, lineas, planos),
relaciones indefinidas (ejeiplo: colinealidad, congruencia, estar entre) y ciertos axiomas expresados en
1érminos de los objetos y relaciones indefinidas. Cualquier cosa que puediera ser deduclda de esto por las
reglas usuales de ldgica, seria un teorcma geométrico vdlido en esa geometria particular, La eleccidn de
axiomas fué un asunto de gusto. Por supuesto, algunas geomctrias serfan interesantes y otras no, pero es un
asunto de juicio subjetivo. Los teoremas no dependen de la naturaleza de los objetos Indefinidos sino
solamente en los axiomas quc satisfacen,

C.17 Viendo todas estas gcometrias alrededor de ¢l, Klein, en 1872, se propuso clasificarlos de acuerdo al
grupo de transformacloncs bajo el cual permanecen cienas sus proposiciones. Desde entonces, 1a teoria de
grupos ha aumentado en impontancia en los gedmetras. Las nuevas geometrias de Riemann dieron
surgimiento a grupos de transformaciones complicados. Pronto se desasrollaron técnicas de estudio de estos
grupos. En tal asunto, Sophus Lie (1842-1899) elabord abundante trabajo y en su honor s le did ¢l nombre de
grupos de Lie a estos grupos.

C18  Actualmente, los grupos de Lic y la geometria diferencial son dreas activas y corrientes en Investigacion
matcmdtica de transformacioncs,
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213
216

31
32

4.10
41
412

413

SUGERENCIAS PARA FIERCICIOS SELECCIONADOS

Trace una alwara desde el vértice opuesto a la base det tidngulo isosceles y aplique ¢l worema de
Pitdgoras,

Tome (+-d ) =n@-d) yresuclva paran.

Trace las diagonales y utilice Teorcima 2,17,

Considere que la pirdmide original ticne altura H. Muestre que H/(H - h) = B/b y resuclva esta
ccuacion para H. Luego reste ¢l volunien de fa pirdmide pequena cortada de 1a original.
Considere los valores numéricos de las Arcas.

Algunas personas consideraban que ef “mar fundido™ era de fonna ovai por ello su circunferencia cra
solamenle tres veces su didmetro (maximo).

¢) Haga y/2=x.

d) Haga 3y=ux,

Considere que !:I(AB)| = ld(BA) | pero AB y BA son directamente opuestos.

Trace Jaaltura b, al lado AB.

Utilice Teorema 2.19.

Aplique Teorcma 2.11, utilizando d(AM) = d(MB).

Recmplace AB, BC, CA en términos de DA, DB, DC.

Considere E pié de 1a perpendicular desde D a la linca ABC. Por Ejercicio 2.9, vale la férmula
para A, B, C yE. Reste esta férmula dc la formula deseada y utilice el Teorcma de Pitigoras para
mostrar que la diferencia es cera.

En Teorema de Stewant, reemplace A, B, C, D por B, L, C, A, respectivamente, en el tridngulo ABC
para la mediana AL. Recuerde que BL =LC,

Vea Sugerencia 2.12. En este caso BL, / LC = ¢/ por Ejercicio 2.5.

Observe las dreas representadas en términos del teorema de Euler, Considere segmentos dirigidos.

b) Considere ¢l plano ideal.

b) Considere la linea ideal.

d) Suponga que m es la linea ideal y P un punto ordinario.

d) Tres puntos ideales no colincales ocurren solamente en el plano ideal del espacio extendide. No se
puede mostrar en una figura,

Se debe violar algo de los “numeradores” en la demostracion del Teorema 3.5,

Aplique dos veoes ¢l Teorema 2.19 al tridngulo VAB.

Vea Teorema 3.9,

Utilice 2.18.

Dcbe estar de acucrdo que. si C es ¢l vértice ideal del tridngulo ABC, entonces 0-CX = 0 para
cualquier punto X; si L y M son puntos ordinarios, entonces LC = ~CM; ysiL (oM)estdenC,
entonces LC (0 CM) es cero,

Inicie con Teorema 4.2 y utilice Teorema 2,19,

Utilice Ejercicio 4.5 scis veces.

Utilice Ejerciclo 4.2.

Utilice la formna trigonométrica del Teorema de Menelao, mostrando que, cuando AL es la biscctriz
externa del dngulo BAC, entonces los dngulos BAL y LAC son suplementarios en magnitud y
opuestos en sentido.

Utilice Teorema 4.2, Muestre que BL = L'C, elc.

Utilice Teorema 4.3 e ideas andlogas a las de 1a Sugerencia 4.10.

Deberd mostrar que, si los cualro puntos dados son colincales , entonces vale la ecuacién dada. Trace
la diagonal AC que corte a la linca LMNO en cl punto X. Luego aplique el teorema de Menclao a los
dos tridngulos ABC y ACD.

Las tangentes desde un punto a una circunferencia son congruentes.

138




11
+.16
417

31
5.2
5.3
54
5.6
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5.13
sS4

6.4
6.6
6.12
6.14
6.16

6.18

8.2
84
8.3

8.6
8.10

Utilice tridngulo ABA" cortado por Ly linea CPQ.
Vea Respuesta 4.15,
Vea Respuesta 4. 15,

Vea demostracion del inverso del Teorema 4.2,

Considere vilido el Ejercicio 4.1,

Utilice Teorerua 2.19.

Mugstre, por cjeniplo, que BL/OL = AS/AQ, CM/MA = BC/AS 'y dos relaciones anilogas.

Vea Teoremia $.9. Observe que esta construccién requicre regla solamente.

Utilice Teorema 5.9.

Tome fa razén comin AQ/OL = BO/OM = CO/ON = r. Lucgo utilice el tridngulo BOC y las
cevianas BN, CM y OL.

Utilice forma trigonométrica del Teorema de Ceva,

Vea Sugerencia S.11.

Vea Ejercicio 4.11.

Utilice Teorema 5,2 y recuerde que ¢l producto de una secante a una circunferencia desde un punto
externo Py su scgmento externo cs constante. Asl, por cjemplo, AM:AM'= AN-AN’. Vea Ejercicio
6.18,

Considere O punto medio de la diagonal AC en el paralclogramo ABCD. Muestre que los tridngulos

ABOy CDO son congrucnles,

En la Fig. 6.3, mucstre que AA’y B'C* se bisccan mutuamente,

Vea Teorema 6,10,

Vea Teorgma 6,15,

Utilice Teorema 6.20,

b) Considere PT tangentc y PAB una sccante a una circunfcrencia dada y trace la linea AT.
Entonces £TAB es un dngulo externo del tridngulo PTA. Luego aplique la panie (a).

Vea Sugerencia 6.16(b).

Utilice Teoremas 6.15 y 6.16,

Utilice Ejercicio 6.20, Teorema 6,15 v Corolario 6.19.

Utilice Teorema 6.20,

Utilice parte de la ultima ecuacién desplegada en la demostracion de! Teorema 7.2,
Utilice Corolario 7.4,

Vea Teorema 29.4.

Utilice Teorema 7.17,

Trace una figura aproximada.

Mucstre que son diagonales de un paralclogramo

Utilice ¢l tridngulo rectdngulo BA'O de la Fig. 7.16.

Utilice Ejercicio 6.9.

Inicie con ¢l Jado derecho de 1a ccuacion y utilice los teoremas indicados.

a) Trace AXyBX.

b) Utilice tridngulos semejantes,

f) Trace AC, CQ, CP, PD, BDy DQ.

8) (Qué clase de tridngulo es PQC?

Utilice Problema 8.12.

Forme un tridngulo isésceles en ¢l dngulo dado come base y los lados congruentes con Ja misma
longitud dc la abertura dcl compds. Transfiera por Problema 8.19 1a distancla base al punto dado o0
1a linca dada, etc.

En una linca marque AP y PB d¢ longitudes @ y 1. En una linca paralela trace una semicircunferen-
cia A'B’ utllizando la abertura del compds como ¢l radio dado. Ulilice proporcioncs.

Las dimensiones lineales serdn dos tercios de las dimensiones dadas.

Coloque cl ridngulo isdsceles tal que uno de sus lados congrucntes sea la base.
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.
811 Trace primero vna figura nostrands el tndognto completo en que se han marcado las panes dadas.
$.14  Eunla “demostracidn” no es cienta la primera proposicion.

816 h) Con estas herramientas s8lo se pueden construiv ag interseccionies de circunferencias y lincas.

9.2 Vea Eves, Survey of Geomeltry, vol 1, paginas 44, 50, 233 y 236, por ejemplo. .

9.3 b) Inicie con un hexdgono y aplique la fdrmula de la parte (a) euatro veces.

9.4 Laférmula de la parte (a) s cneuentra rdpidamiente, pero escribir explicitamente la parte (b) es inds
complicada. EI perimetro del hexdgono circunscrito es 2v3, ef del poligono de 96 lados es 3.1427,

10,4  Investigue como s¢ suman vectores.

10.6 Sl los lados correspondicntes de los tridngulos no son paralelos y semejantemente dirigidos, el
centro de rotacién cs la interseccidn de las mediatrices de los segmentos que unen véntices
correspondicntes de los tridngulos.

10.8  Utilice Ejercicio 10.1,

1.8 Vealls.

1.9 Vealls.

11.10 Censidere que 1a traslacion lleva cl punto A al punto B y que una rotacién arbitraria mediante un
dngulo 0 lleva A aun punto C. Encuentre 1a rotacién mediante un dngulo 0 que Heve Ca B, Vea
Ejercicio 10.6,

11.11 Se forma un rectangulo. ;Qué es cierto de sus didgonales?

12,3 Intente una traslaclén y una reflexion o rotacién.

12.5 Ambos de cstos mapeos son {nversos de a”.

126 Ambos de estos mapeos son inversos de fa.

12.7 b) Considere que « es involutoria.

12.8  Multiplique ambos lados de cada ecuacién dada por o,

12.9 Multiplique ambos lados de cada ecuacién dada por y'.

12,10 Multiplique ambos ladex de Ia ecuacién dada por « en el lado izquierdo y por 7 en el derecho,
12.12 Enla propiedad (3), haga f = a*,

132 Aplique Teorema 13.6.

13.10 Vea qué sucede al sentido de un tridngulo dado.

13.12 Considere las circunferencias P(s) y Q(r) para la parte (a).
13.14 d) Vea Teorema 13.13.

14.1 VeaFig. 10.6.

14,5 Utilice Teorcma 13.13.

14.10 Factorice la reflexion planificada en un producto de reflexioncs en tres lineas, siendo la tercera
perpendicular a las otras dos lincas. Mucstre que si las lineas m y n son perpendiculares, entonces
0,0, = 0,0, (al considerar qué rotacién representa cada uno de estos productos).

14.18 Encuentre lincas a, b, ¢ tal que 1a rotacién sca 0,0, y la traslaclén a,0,. Su producio ¢s a0, , elc,

152 Observe la grifica,
15.4  Utilice la Respuesta 15.3 como gula,
15.6 Si ABCD es un paralclogramo, cntonces 0,0c = 0,0, por Teorema 15.i1.

16.2 Vea Sugerencia 14.10.

16.4 Recuerde Ejercicio 12.12.

16.6 Elimine traslaciones y reflexiones planificadas.

16.7 Utilice Teorema 16.12 y muestre que ninguna rotacién no trivial tiene mds de un punto fijo.
16.11 Considere el lugar geométrico de la imagen de P.

16.12 Factorice o, en un producio o,0, con p paralclo a m.
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16.13 b) Recuerde Teorema 14,185,

174 Vea Teorema 16.1.

178 Vea Teorema 15.12,

17.10 Vea Teorema 1511

17.12 Vea Teorema 15.7,

17.16 Este producto se facloriza en cuadrados de productos de cuatro reflexiones cada una, sicndo la
primera (m.o0.0, )} .

18.1  Utilice un mapeo semejante al de 1a demostracién del Teorema 18.4.

18.2  Mapee un triangulo al otro tal que los dngulos congruentes coincidan y los tridngulos cstén en cl
misnto lado del lado comiin.

18.3  Mapee un tridngulo al otro tal que formen un tridngulo isbsceles,

18.6 b) Este cs ¢l Teorema 2.3.

18.12 Reflcje en la bisectriz del dngulo opuesto a la base.

18.13 Suponga que la mediana AM cs perpendicular al lado BC.

18.14 Encl rombo ABCD, a, (AABC) = AADC donde m cs la linca AC.

19.2  Refleje en ese didmetro.

19.6 Esta demostracion es cnteramente semejante a la del Teorema 19.10.

19.8  Consldere 1a suma de pares de dngulos opucstos.

19.9  Muestre que 0,00, 00,0, =1 al encontrar la imagen del punto A bajo este producto de medias
vueltas que ¢s una traslacion,

19.10 Rote ¢l tridngulo, media vuclta alrcdedor del punto medio de su hipotenusa, para formar un
rectingulo,

20.8 Los puntos L, M, N son los puntos medios de los lados del tridngulo ABC y los puntos medios de los
segmentos que unen los vértices al ortocentro del tridngulo DEF.
20.10 Ya que la figura es un paralelogramo, liene un centro de simetria.
20.12 El tridngulo ACH es el tridngulo medial para el tridngulo QDR,
20.14 Refleje 1a casa o ¢l establo en la rivera del rio, Luego resuelva el problema.
20.15 Aplique una media vuelia alrededor del punto medio del lado del tridngulo,
20.16 Aplique Ejercicio 20. 15 para una solucion, Hay otra solucién (;trivial?)
20.17 Trace el didmetro perpendicular a su base.
20.18 Sus alturas a 1a linca de 1a base comun son congruentes.
20,19 Muestre que 0¢-0, = 0.0, .
20.20 Muestre que una rotacion alrededor del punto dado deja fija la circunferencia,
20.21 Trace las lincas OA y OB,
20.22 a) Utilice una rotacion de 90° alrededor de M.
b) Considere que ¢l tridngulo ABC est4 orientado contrario a las manecillas del reloj. Haga que
a y P represenien rotaciones de 90° alrededorde X y Y, respectivamente. Luego
(02 aPXC) = C1al que 0, P =1 ya que ¢s una traslacién. Entonces (wP)(B')=B’. Sca
f(B)=B", 1al que a(B') = B’. Entonces cada uno de los tridngulos B'XB"* y B"'YB' son
rectdngulos isosceles, ctc.
¢) Trace cualquier diagonal del cuadrildtero y utilice 1a parte ().
d) Un tridngulo se puede pensar como un cuadrildtero degenerado,

21.6 Recuerde las formulas pam sen(044) y cos(0+4).

21.10 Proceda como ¢n el Ejercicio 21.9,

21.14 Encuenire ¢l dngulo 0 tal que sen® = b/ (@ + b*)'? y cosO = af (a* +b*)'*. Un método es
tomando 0 =2 tan* ([(a* + b* '* - a}b),

21.16 Para la linca utilice las ecuaciones del Ejercicio 21.9.
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224 Estoes andlogo a) Ejercicio 22,3,

22.6  Una reflexién es involutoria,

22.8 " Ya que solamente Ja traslacibn es invertida, reemplace # por - e ¢ Teorema 22,9,
22,10 Vea Sugerencia 22.8.

22.12 Inicie con las ccuaciones de 1a Respucsta 22.9,

22.14 VeaEjercicios 21,13 a 2115y 22.11 222,13,

22.16 Vea Teoremis 21.6 y 22.4, y Ejercicio 22.14.

22,18 Los puntos fijos son (0,0) y (3.3).

23.1  Considere varios planos en los cuales estd cada fado y aquellos en los cuales estd cada par de Jados
correspondicnics.

23.2  Extenda cualquicr otro lado del hexdgono para formar un trifngulo y aplique varias veces el
teorema de Menclao (Teorema 4.2),

23,4 Los valores obtenidos para n para Jos factores 1000 y 1001, son 3.1400 y 3. 1431, respectivanmente.

24.4. Vea Teorema 25.7,

24.6  Refleje en la biscetriz del dngulo formado por un par de lados correspondictites (extendido).
24.8 VeaEjercicio 24.2,

24.10 Su razén es negativa.

24.12 No hay ninguno con razdn positiva,

256 Vea Teorema 25.5.

25.8 Muestre que QB' /B B'=j(1-/)y B'B/BO =k - §. Utilice el teorema de Menelao en el tridngulo
OQB’ para oblencs OP/BQ = (f - 1)/(jik - 1)).

25.12 Para encontrar el vector de traslacion, localice Ia imagen del punto A bajo este producto de
homotecias.

25.16 Por o Teorema 25.9. También s¢ debe demostrar que ¢l producto de una traslacion y una homotecia
s una homotecia. Considere la imagen de un segmento dade AB bajo tal producto.

25.20 Utilice el Teorema 25.16.

26.2 Vea la prucba del Corclario 13.7.
266 Vea Teorema 13.20.
26.10 Considere que n sca la otra bisectriz del dngulo en Q.
26.12 Refleje la figurs OA'B'CD ¢n 1a tinea m.
26.14 Este es un corolario al Ejercicio 26.13,
26.15 a) ;Qué isometria deja fija a una circunferencia?
b} (Qué isometria opuesta mapea una circunferencia en elfa misma?

212 (Qué figura se forma con la unidn de las cuatro imdgenes?

274 Recuerde que las dreas de figuras semejantes varian como los cuadrados de las dimensioncs lineales.

27.6 Considere que los puntos medios de AC y BD scan My N en la Fig. 27.4. El resuliado descado se
puede obtener al resolver algebraicamente las razones resultantes del hecho que H(E, EA/EM) mapea
MN en AB y H(E, EM/EC) mapea CD en MN. El lgebra es algo extenso.

278 Vea Problema 27.7,

22.10 Vea Problema 27.7,

22.12 Es opuesto,

27.14 Vea Teorenta 27.9.

27.16 Los segmentos ABy A’B'son paraiclos.

282 VeaTeorema 28.1,

283 Haga que H(O,2) mapee al tridngulo ABC en A'B'C'.
284 Vea Teorema 27.10.

28.5  Utilice los tridngulos DEC y FEA, adcmids DEA y GEC.
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28.8  Muestre que si H(M, k) napea XY en A'Cy H(N, j) mapes XY en B A, entonces j = k. Deduzea
que My N estian igualmente distantes de BC,

28.9  VeaTcorema 28.6,

28.10 Utilice una rotacion y una howmotecia apropiadas

28.12 Utilice cl Problema 28.10.

28.13 Inicie con un cuadrado que satisfaga casi todas las condiciones.

28,14 Utilice el método de Ia Respuesta 28.13.

28.18 a) Centre algin rectdngulo semejante en ef gentro de Ja circunferencia.
b) Coloque algin rectingulo semejante simétrico sobre ¢l didmetro.
d) Una diagonal es un cje de simetria.

29.1 Utilice los Teoremas 29.2 y 29.4.

29.2 (En dondc mapea obviamente H(G, -2)?

29.7 Refleje una de las circunferencias en fa linea tangente a elfa ¢n el punto de interseccién dado.

29.8 Utilice una homotecia de razén -1 en vez de 13 reflexién recomendada en la Sugerencia 29.7.

29.9 Trace un didmetro AOB de la circunferencia mds pequeda. Vea qué es cierto si [a secante deseada
termina en A.

29.10 Recuerde Ejercicio 2..5.

29.11 Primero utifice [a medida del dngulo y las longitudes de los lados no paralelos

29.12 Primero trace algun cuadrado,

29.13 No se preocupe acerca del perimetro, al principio.

29.14 Muestre que la razbn de homotecia es 1/3.

29.16 Utilice Ejercicio 29.14.

29.17 Utilice Teorema 7.20,

29.18 Utifizando un punto medio de un lado def tridngulo ABC como un centro de homotecia de razon 1/3,
encuentre la imagen del vértice opuesto y det ortocentro.

29.21 Utilice Ejercicio 29.19,

29.22 Escoja un pusito arbitrario en una de las lineas y aplique Ejercicio 29.21.

30.4 Recucrde Ejercicio 22,14,
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RESPUESTAS A EJERCICIOS

Las respuestas incluldas aqui alternan partes de lodas Tas preguntas que tienen mds de una parte v todas las
preguntas impares de los ¢jercicios de los capitulos 1, 2 y 3.

11
13

2.5

2.7

2.9

211

8VG.

Suponga A, B, C, D que simbolice los vértices cntrelos lados dy a, ay b, b y ¢, ¢ y d. respectivamente.
Ya que el drea del tridngulo ABC, por cjemplo, cstd dado por LabsenB, entonces el drea K del
cuadritdtero ABCD es la inilad de la suma de los cuatro tridngulos cortados del cuadrildtero, dos a la
vez, por una diagonal, Esto cs,

K="% absenB + % besen C+ L cdsen D + & dasen A

S L(ab + be+ cd + da) = %(a + c)(b +d),

ya que sen 0 < 1 para toda 6. Ademds, la igualdad vale sii
LA 2 B=sC= D =90,

Cada tridngulo rectingulo con catetos 3 y 4 ticue drca 6, asi que el drea total de este cuadrado s
64 +1 =25, teniendo el otro lado lgual a 5. Esto cs, ¢! tridngulo rectdngulo tiene lados de 3. 4 v 5.
a) I ¢ 6

Por los Teoremas 2.10 y 2.11, d(AB) + d(BC) + d(CA) = d(AC) + d(CA) = 0.
Supongamos que B estd entre A y C. Entonces d(AB) + d(BC) = d(AC), de donde

d(AB) = ~d(BC) + AAC) = (CB) ~ d(CA). Los otros casos son analogos.

Utilizando la notacién del Teorema 2.19, considerar AL biscctriz del angulo A. Entonces
senZBAL = senZLAC, asl que

BL_BL_ABsen £BAL AB

LC LC CAsenZLAC CA’
Por el Teorema 2.12, 5i O es colincal con A, B, C, D entonces 20N = OC + OD y 20M = OA + OB,
Entonces IMN =2MO +20N=A0 + BO + OC + OD = AC +BD,
::'expresién dada cs igual a

DA (DC - DB) +DB* (DA - DC) + DC' DB - DA) + (DB - DA)(DC - DB)DA - DC).
que s¢ reduce a cero cuando se hace el desarrollo. ‘

Este escl inverso del Ejercicio 2.8, Scan My N los puntos medios de AB y CD, respectivamente.
Entonces AM = MBy CN =ND. Ahora

MN=MA + AC+CN
y también
MN=MB+BD +DN =AM + CA + NC = ~(MA + AC + CN) = -MN.

Por lo tanto MN = 0, de donde M y N coinciden.
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2.13

2.15

31

32

3.3

34
37
3.9
kA ||
313

315

4.1

Denate coni AL a la bisectriz del dngulo A en el tridngulo ABC. Ya que BL/LC = AB/CA por ¢l
Ejercicio 2.5 y BL + LC = BC, entonces

BL=ABBCACA+AB) y LC=BC-CA/ACA + AB).

Por cl teorema de Stewant,
AL'BC + AB*CL + AC*-LB + LB-BC-CL = 0,
de lo que se obticne
- (AB!'CA + AC' *AB)(CA + AB) - BC*-AB :CA
AL= (CA + ABY

ol 2]

El drca K = al/2, tal que K! = (ah/2)* . Utilizando el Ejercicio 2,14 para reemplazar h*, la expresion
resultante s factoriza en s(s - a)(s - b)(s - ¢).

y finalmente

a) Falso; una linca {deal tienc mis de un punto idcal.
c) Cierto.
¢) Falso; hay solamente uno, -
a) Falso; una linca ideal ticne mds de un punto ideale.
¢) Cierto.
¢) Falso cuando » cs la linca ideal.
8) Falso; hay solamente una linca ideal en el plano extendido.
a) Un tridngulo ordinario tiene tres vértices ordinarios.
¢) Trace dos lincas que s intersequen en en un punto ordinario A, Los otros dos vértices cstdn en la
linea al infinito en ese plano.
3) (/,0) ¢) (0,0) ¢) Elpunto alinfinito g) ('4,0) i) (-, 0).
Uno necesita considerar unicamente las diferentes posiciones posibles para el punto P.
a) Considere que son los puntos M y N. Entonces AM/MB = AN/NC, tal que AM/AB = AN/AC. Ya
que £ZBAC = ZMAN, entonces los tridngulos ABC y AMN son semejantes por LAL.
Para (AB,CD) = (AC/CBYDB/AD) = (CA/ADXBD/CB) = (CD,AB), etc.
a) Si (AB,CD)=(AB,CE), entonces D y E dividen AB en la misma razén, asi D = E por Teorcma 3.5.
Ya que el punto medio de un segmento divide al segmento en 1a razén 1, su conjugado arménico deberd
dividir al segmento en la razén -1. El punto al infinito lo hace asl.
a) Por cjemplo,
(AB,DC) = (AD/DB)/(AC/CB) = 1/((AC/CB)/(AD/DB)) = 1/(AB,CD).
¢) Por ejemplo,
(DB,CA) = (DC/CB)/(DA/AB)
AR DC AC+CB DC AC .DB+BC DC
CB DA CB DA CB -AD DA

= AC, DR AC BC DC
cs Ab* B “AD'DA

= ~(AC/CB)/(AD/DB) + | = | - (AB,CD).

Supongamos, por ¢jemplo, ¢l punto de Menelao L = B, y L, M, N colineales. Entonces N =By M estd
arbitrariamente en la linca ACON#ByM= A, En ¢l primer caso BL = 0y NB = 0, asf, por 2.18 ¢s
vilida 1a ecuacion para ¢l teorema de Menelao. Los otros casos son andlogos.

Inversamente, si algun factor en e} numerador de Ia férmula de Menelso es cero, entonces también
deberd ser cero un factor en el denominador. Todos estos casos producen tres puntos de Menelao
colineales.
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43
4.5

47
49
411

413

4.15

417

5l

53

3.5

5.9
511
5.3

6.3

6.5

6.7

No sin alguna clase de acuerdo en fa definicién de conio debe ser fa razdn enla que un punto ideal
divide a un segmiento de una linca ideal, Parece ser que no hay ventaja alguna al intentar hacerlo.
Aplique el teorema d2 Menclao cuando PQ corte al lado BC en el punto L. Luego, si PQ es paralclo
aBC, y tenemos BL/LC = -1.

Al aplicar cl Ejercicio 4.2, fa demostracidn dada en ¢l texto también vale para cste caso.

Vea sugerencia 4.8,

Dé senZBAL = senZl'AC, senZLAC = sen<BAL', elc. Luego, aplique la forma trigonométrica

del teorema de Menelao. La formula de Menclao para L, M, N ¢s igual al reciproco de su férmula para
L‘, M’, N', asi, si alguno es igual a -1, entonces ¢l otro también es ~I,

Por ¢l teorema de Mencelao, (AZ/ZB)(BK/KC)(CY/YA) = -1. También BZ zBX,CX=CYy

AY s AZ, ya que las tangentes desde un punto cxterno a una circunferencia son congruenies, Ahora la
sustitucién produce el resultado deseado.

Scan L y N los puntos como en ia Fig. 4.7. Trace lincas NAy NA' per N hacia L. Desde otro punto O,
fuera de esas lincas, trace dos lincas OAA’y OBB’ quecortcn NAen Ay B,y NA' en A"y B’, Trace
BLyB'L. Trace una tercer linea por O que corte BLen Cy B'Len C*. Trace ACy A'C’ que se corten
en M. Ahora los tridngulos ABCy A'B'C’son copolares cn O, asl, son coaxiales. Esto es, L, M, N son
colineaies.

Scanm y n las lineas NA y NA" de 1a Respucsta 4,15 y sea el punto dado P igual a L.

Considere que (BL/LCHCM/MA)(AN/NB) = 'y suponga que BM y CN se cortan en Q. Suponga que
AQcortaaBCen L', El resto de la demostracion es andloga a [a del inverso del Teorema 4.2,

Un estudiante dié la prueba siguiente de este inverso. Suponiendo la ecuacion dada, considerd que
AL cortaa BMen Oy CN en Q. Entonces, utilizando cl teorema de Menelao en los tridngulos ALBy
ALC cortados por CQN y BOM, respectivamente, obtuvo

BCLOAN | LBCM.AO_
CL QA NB BC MA OL

Al multiplicar estas dos ecuaciones lado a lado y simplificar, obtuvo AQ/QL = AO/OL, asf 0= Q. Y
Y concluyé ¢l tcorema.
Iniciando con la ecuacion del Teorema 5.2 podemos utilizar el Teorema 2.19 para hacer ¢l reemplazo

BL _ ABsensBAL CM_ BCsen<CBM AN_ CAsendACN
LC CA%nZLAC' MA™ ABsnMBA ¥ NB BCsen<NCB
Se obticne |a ecuacidn del Teorema 8.3,

Cuando £B = 90, entonces B = D) = F, asi {as alturas concurren en B,
Por ¢l Teorema 89, BLAC=-BL'/L'C,CM/MA=-CM'/M'Ay AN/NB = -AN'/N'B
asl
(BL/LCXCM/MA)XAN/NB) = ~(BL'/L'CCM'/M’AXAN'/N’B).
Si BL/LC = CM/MA = AN/NB = 1 y las cevianas concurren, entonces ' = [, asir = [, ya que r es real,
Utilice ¢i Teorema 3.3 en las cuales cada fraccidn se iguala a 1 en este caso.
Vea Respuesta 4.11. Utilice csta misma técnica junto con ¢l Teorema 5.3,

El tridngulo medial ¢s 1a mitad de largo (en dimensiones lincales) que del tridngulo dado, asf que sus
circuncircunferencias tienen también radios de razén 1/2. Pero la circunferencia de los nueve puntos es
la circuncircunferencia del tridngulo medial,

En la Figura 6.7, suponga que BC corte a B'B”” en X. Entonces X biseca CA’,y BX = %/,BC. Ya que
la altura de! tridngulo BXB' al lado BX es la mitad que la del tridngulo ABC, entonces los tridngulos
ABC yBB'B" tienen las mismas alturas. Por [0 tanto Kees- = */Kuac.

Por ¢l Teorema 6.6, ya que BB' 3 CC', entonces ABGC’ 3 ACGB' por LAL. Asi BC' & CB’, de lo cual
AB =z AC,
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6.9

6.13

6.15

6.16

6.17

6.19

6.22
623

11

7.3

1.5

117

Sean AX 'y AY las biscctrices interna y extema del dngulo BAC como se imuestra en 1a figura siguiente,
Scun o y P las medidas de los dngulos asl formados. Entonces 2c + 2 = 180%, yasi o + § = 90, Y cl
tcorema sc siguc,

Y C
X
B /a
p a
A i
Respuests 6.9
El circundidmetro ST del Teorema 6.12 biscea al lado BC, ya que es perpendicular a la cuerda BC, El
lcorema se siguc.
De los Teoremas 6,15, 6.16 y 6.17, tenemos
K.KKK__K

K'=s(s-a)(s-b)s-c)= iy Py ’. r, e

de lo cual se sigue el teorema.

En la figura para ¢l Ejercicio 6.15, OC = (a + b)/2 OQ=@+b-dy2,QD=di2yOD = (b -a)2. Ya

que OQD es un tridngulo rectdngulo, lucgo aplique el teorcma de Pitdgoras para obtener el resultado

descado.

a) Téme como dngulo inscrito ABC, trace ¢l didmetro BOD y suponga que no coincide con BA.
Entonces ¢l tridngulo OAB es esésceles, ya que ¢l dngulo externo AOD tiene el doble de la medida
de cualquicra de sus dngulos interiores y opucstos, y especificamente ¢l dngulo ABO. Por lo tanto

m(£ABO) = m(£ABD) = '/, m(£AOD) = '/, m(arco AD).
Andlogamente m(£OBC) = '/, m(arcDC), ya sca que ¢l didmetro BOD coincida o no con ¢l lado BC.
Ahora los dngulos se pueden sumar o restar para dar el resultado deseado de acuerdo a que O sea
interior o exterior al dngulo ABC.

¢) Suponga que las cucrdas ABy CD sccortanen E. Ya que AEC esun dngulo exterior para ¢l
tridngulo ECB, entonces ZAEC = LECB + ZEBC = (arco DB + arco AC)/2.

Sean PTy PU las angentes desde ¢l punto P, y sea O ¢l centro de la circunferencia. En los tridngulos

rectdngulos POT y POU, PO = PO, OT s OUy £T = ZU=90°. Por lo tanto APOT = APOU por HC

(hipotenusa cateto),

Considere que las cucrdas ABy CD s cortanen E. Ya que ZADC 5 ZABC y ZDAB = ZDCB por ¢}

Ejercicio 6.16a, entonces AADE ~ ACBE, asi AE/DE = CE/BE, y ¢l teorema se concluye.

Por ¢l Ejercicio 6.20, el Teorema 6.15 y el Corolario 6.19,

L L N rove reve )
rotrsct R s Y, (, w1t T A "El.s/}' =4
a) Sca BP el circundidmetro desde B. Entonces ZBPC = ZA, asl senZA = senZBPC = a/2R.
Este es un corolario al Teorema 6,20,

Por el Tecorema 6,11, cada par de excentros sublienden un dngulo recto en cada vértice del tridngulo no
calincal con estos excentros. El leoreina se sigue.

E! punto medio de LL es T por el ultimo pdrrafo en la demostracion del Teorema 7.2, Ahora Al corta
al circundidmetro SOT que es mediatriz del lado BC en ¢l punto S en el circuncirculo, Entonces A=T
sii A esté en la mediatriz de BC; esto es, sii ABa AC,

Ya que cada lado (tal como BC) incercepta una dngulo recto en cada uno de los dos vénices (E y F) del
tridngulo drtico que no estd en ese lado, se sigue el teorema,

Sea M ¢l punto medio de la hipotenusa AB en ¢l tridngulo rectdngulo ABC, y trace la perpendicular
MN al catcto BC. Ya que AC es paralclo a MN, entonces BN = CN. También MN = MN, asi
ABMN & ACMN por LAL, Asi CM =BMa AM.,

147




8.1

8.3

8.5

Referido a la Fig. 7.6, va que CA, CBy CF son perpendiculares, respectivastiente a, BH, AHy AB,
centonces CA, CB y CF contienen fas alturas (AE, BD y {1F) del tndngulo HAB. Por io tanto C es su
ortocentro.

El punto P estd en cf circunclrculo por el Teorema 6.12 y no dentro del tridngulo ABC. Ahora, cuando
AB < AC, entonces ¢l punto R esta fucra del segmento AB y Q estd en ¢l segmento AC. Las congruen-
cias establecidas son todas ciertas, pero en Ja tltima ecuacién, AB = AR ~RB v AC = AQ +QC, asi,
no es cierto que AB = AC,

Ya que AN, cs paralcloa OA’ y como AH es cf doble de OA’ porque ellos son segmentos de alturas
correspondientes para el tridngulo dado y su tridngulo medial, entonces AN, = OA". Asi AN,A'O ¢s un
paralelogramo y sus diagonales AA 'y ON, se bisecan mutuamente. .

En la Fig. 7.16, OA'cs paralelo y con longitud la mitad de AH por Ejercicio 7.13. Por lo tanto AQ y
HA' s¢ cortan en un punto P tal que AP = 20P por los tridngulos semejantes AHP y OA'P. Asi AP ¢s
uit circundidmetro y P ¢std en la circuncircunferencia.

Para ¢l cuadrdngulo ortocéntrico ABCH, encontrar sus centroides G., Gy, G,, G. El cuadringulo
descado, digamos L,L,L.L, es a ABCH como ABCH ¢s a G,G,G.G. Por lo tanto, va que G,G,G.G es un
tercio de ABCH en medida lincal, extendido cada uno de AG., BG,, CG, y HG doble de su propia
longitud a L, L., L, y L, los vértices del cuadrdngulo ortocéntrico deseado.

Este ¢s un corolario al Teorema 7.9.

a) Yaque AXB es un dngulo recto, como son APX y BPX, ya que £XAB =£ PAXy LXBA = £PBX,
tenemos AABX ~ AAXP ~ AXBP por A{ (dos dngulos de un tridngulo son respectivamente
congruentes a dos dngulos del otro). De los dos tltimos tridngulos, AP/PX = PX/BP y ¢l teorema
queda demostrado,

¢) Yaque AEHJ - AEFG, entonces EJ = 2HJ, asi SHP = HF + QHI' s EH* = . Asl HI=m/v5, y
Hl =42,

¢) La construccidn satisface claramente las condicioncs dadas.

8) Yaque PCBA es un paralelogramo, PC = AB. El tridngulo PCQ es isdsceles va que 1a bisectriz del
Angulo P es también una altura de ese tridngulo.

Considere que la circunferencia A(r) corta a los Jados del éngulo BCA ¢n los puntos By C. Trace las

circunferencias B(r) y C(r) que corten a la circunferencia A(r) dentro del 4ngulo BAC en los puntos D y

E. Entonces ZDAE = ZBAC ~ 120°y la bisectriz del dngulo DAE e¢s también la bisectriz del dngulo

BAC. :

Un procedimiento alternativo, sugerido por un estudiante, es bisecar el suplemento del 4ngulo dado

y luego levantar una perpendicular a esa bisectriz,

Sobre una linca marcas AP = gy PB = 1, donde Va_es lo deseado. Sobre una linea paralela a AB

marcar A'B’ = 2r donde r es 1a abertura del compds. Sean AA’y BB’ que se corten en O, Sea OP que

corte A'B’ cn P'. Construir P'X’ = ((A'P")(P'B'))'"? por ¢l Problema 8.10. Ya que P'X'es perpendicular

a A'B’, s¢a la perpendicular a AB ¢n P que corte a la linea OX' en X. Ver la figura que se acompafia.

Por tridngulos semejantes PX = Vo~ o




5.7 Caleule (/)" y marque los puntos B’y D enlos lados AB y AD del trapecio ABCD  tal que
AB" = (/)" ABy AD = (*/;)'* AD. Trace paralelas por B' 2l Jado BC y por D" ul fado CD que se
corten en C'. Entonces AB'C'D'es ¢l trapecio deseado.

8.9  Scan by hbascy altura, respectivamente, de un tiidngulo dado y sea dado el segmento de longitud c.
Construya x tal que xc = bh. En la mediatriz. del segmento dado, marque un segmento de longitud x
desde 1a linca base. El punto asi construido cs ¢l vértice del tridngulo deseado,

8.11 a) Enunpunto E en una linca base m levante una perpendicular BE de longitud A, . Vea la figura que

sc acompaila. Trace arcB( ) que corte a men V. Construya cn B, en ambos lados de BV, rayos
que hagan dngulos iguales a B/2y que cortenamen Ay C,
B

A E V [
Respuesta 8.11a

¢) Enel punto E sobre una linea base m levante una perpendicular BE de longitud A, . como en la
figura que sc acompaia, Trace la circunfercncia B(c) que corte a m en A, Sea la circunferencia
A(b) que corteam en C, y C. Enlonces los tridngulos ABC, y ABC; son las soluciones.
B

[ N

) m
AN E ¢y
Respuesta 8.11¢

¢) Enun punto C en una linea m construya ¢l scgmento CA de fongitud 5 y que haga el dngulo dado C
con m. Trace la circunferencia A(w, ) que corteamen A’y y A'y. Localice B, y B,. cn m, tal que
A’ biscqueaB,C y A'; biseque a B,C, como sc ve en a figura que s¢ acompaiia. Ambos
tridngulos AB,Cy AB,C son soluciones.

. -

¢ ! A~ I B:l

Respussta 8.1 te

8.13 Ya que OCA es undngulo exierior del tridngulo COD, entonces £OCA = £COD + £0DC =
2£0DC, Andlogamente ZAOB = £AOD + ZADO= ZOCA + £0DC = 2£0DC + £0DC = 3£0DC.
Ya que se requiere utilizar una regla con escala, no se satisfacen las restricciones euclidianas,
8.15 40°7°.
8.16 ¢) Lalinca por(a,b) y (c,d) tienc [a ccuacion y - b = (x - a){(d - b)/(c - a),
¢) Por las partes (a) y (d), ya que solamente se pueden trazar las lincas v puntos, entonces sdlo se
pueden construir niimeros raclonales. '
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9.1

9.3

i0.1
10.3
10.5
10.7
10.9

L1
112
11.3

114

115

116
117
11.8
119
1.1

g) Lacircunferencia X* +y? +ax + by + e =0y lalincay = vx + u sc cortan en los puntos (p,q) donde

-(a + v+ vy L ((a + by + 2uv) ~ (1 + V)l + bu + c))*?
T+ V)

yq=vp+u. Doscircunferencias X' +y* +ax + by +c=0 y X’ +y' +dx + ey +f=0secotan
en lalinca (a - d)x + (b~ c)y + (¢ ~ f) = 0, si se cortan en todos los puntos, asl, este caso se
reduce al de una circunferencia y una linca,

i) Ninguna de estas cantidades incluye sélo raices cuadradas y operaciones racionales que se
apliquen a nimeros racionales.

La medicidn de la sombra de una pirdmide requicre s localice ¢l punto base de la altura directamente

debajo de la cuspide de 1a pirdmide, cuyo punto ¢s inaccesible. Con dos observacioncs de sombras, la

distancia entre las puntas de las dos sombras de Ia pirdmide ¢s a la altura de la pirdmide como la

medidas entre las dos sombras de a vara cs a su altura,

a) Sea AB un lado del poligono dado en la clrcunferencia con centro O. Sea M ¢l punto medlo del arco
ABYy N el punto medio de la cuerda AB. Entonces y = m(AM)y x =m(AB). Ahora wtilice el
teorema de Pitdgoras cn los tridngulos OAN y AMN.,

Vea Teorema 15.1. )
Mediante el vector de B a A, el negativo del vector dado.
Vea Teorema 14,11,

180°.

Vea Teorema 16.1,

a) (50),6,0),(52) ©) (3,02, ) G-D,(5-2.(0-) ) (00), Q1) (20)

i) (6,0),(5,0),(6,2) k) (34),(64).(52) m) (0,0), (1,0), (0.2)

a) x=0,x=" ) y=0,y=x-3 ¢) y=x-5y=-} g y=x

i) x=3,y=0 k) x=0,x=%,,y=2 m)x=0x=0

Una mediavuelta alrededor de su centro y una reflexion en cualquiera de las dos linea por su centro y

paralela a un par de lados, y, por supucsto, ¢l mapeo indentidad .

a) Lo mismo que en la Respuesta 11.3. También una rotacion de 90° o de 270° alrededor de su centro .
También una reflexion en cualquier diagonal,

¢) Laidentidad, una mediavuelta alrededor de su centro y reflexiones en las diagonales,

¢) Rotaciones miltiplos de 60, reflexiones en las mediatrices de sus lados y reflexiones en sus
diagonales que pasan por su centro.

a) Una traslacién de $ unidades en la direccion negativa de las "x"-

¢) Una rotacion de 270° alrededor del punto (3,0).

¢) Una rolacion de 90° alrededor de Q,

g) Es su propio inverso.

i) Essu propio inverso.

k) Una reflexion planificada de $ unidades en direccion negativa de las *x” con cje de simetria y = 2,

m) La identidad.

Las isometrias de (g) € (i) son involutorias, aquellas de (a), (c), (¢), (k) y (m) no son.

a) No hay c) 4 ¢) 4 g) 2 i) 2 k) Nohay m)!
a) y=x/2 c) y=-xf2
a) y=1 €) y=-1

El tridngulo rectingulo ABC con dngulo recto en C y el punto medio M de 1a hipotenusa y su imagen
bajo la mediavuelta alrededor de M forma un rectdngulo ACBC' cuyas diagonales son congruentes y se
blsecan mutuamente en M, estableciéndose ¢l tcorema,
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121

123

12.5
12.7
129
12.11

12,13

13.1

133

13.5

13.7

13.9

13.11

13.13

4.1
143

Para cualquicr punto A cii ol plano, sea « (A) = By BB3) = €. Entonces (Pa)(A) = C. Yaquefes
uno a uno, ningitn punto diferente de B se mapea en C por f. Andlogainente, A ¢s el tinico punto que
se mapea cn B por «. Por 1o tanto foc ¢s uno a uno,
Para cualquier punto X cn et plano, ya que B es sobre, hay un punto Y tat que p(Y) = X,
Andlogamente, hay un punto Z tat que o(Z) = Y. Entonces (fa)(Z) = X, asf, fu es sobre,
Sea a una traslacion de unidad 1 cn la direccién positiva del cje de las“x” y sea B una reflexién en ¢l
cje de las“y”. Entonces o mapea cf origen en (-1,0) y «f} mapea el origen en (1,0). Por lo tanto
Poceaf.
Yaqueay (') ambos son inversos de «* por Teorema 12,11, como a = (a*)" por Teorema 12,12,
a) Tenemos o = a = afaa’) = olat = aa’ =1,
Suponga que ay = fly, Entonces a = av = afyy"') = (ay)y” = (Py)y* = Plyy™ ) = Pr= . El otro caso ¢s
analogo.
a) Seana, B,y una reflexion en cl eje de las “y", una reflexién en la linea x = 1 y una traslacion de
unidad 1 en la direccién positiva del eje de las “x”.
¢) Si,peroa=fsiay [ conmutan,
Por (1), tome aeS. Por (2*),ya quc aeS y aeS$, entonces 1 = a’aeS, Por (2*), utilizando a ¢,
a'=a"&S§, Porlo tanto la condicién (2) s satisface. Ahora, para ay b dados en S, entonces a* y b
estdn en S por (2), ast ab = (a*)* b estd cn S por (2*). Por lo tanto se satisface (3).

El tcorema 13.3 muestra que una isometria o mapea cualesquiera tres puntos coiincales en tres puntos
colincales, Por lo tanto las lineas se mapean en lineas. Si P es algin punto en una circunferencia de
radio r y centro O, sean P’y O las imégenes de Py O. Ya que o es una isometria, m(OP) = m(Q'P"),
asf que P’ estd cn la circunfercncia de centro O' y radio r. Andlogamente, todos los puntos P’ a una
distancia » de O’ son imdgenes de los puntos en Ja circunferencia dada con centro en O,

St A, By A’ son colincalcs, entonces B’ también es colineal con ellos, Haga que {a linca ABA'B’ corte
eleje de simetria en F. Por definicién de una reflexién, AF=FA’ y BF=FB'. Entonces
AB=AF+FB=FA'+BF=B'A’"

Para cualquier punto A, 0.(A) = A’ sil A=A’ om cs lamediatrizde A’A. Perocntonces A= Aem o
m es la mediatrizde A’A, asi que 0.(A') = A. Asl 6% =0,

En laFig. 13.6¢, fos segmentos (tal como AB) gencralmente paralelos al eje de simetria m tienen
generalmente el mismo sentido que sus imAgencs. Esto cs, ABy A’B’ ambos estdn gencralmente cn cl
sentido que el de m, Los scgmentos (tal como CA) aproximadamente perpendiculares a m tienen sus
sentidos aproximadamente en orden inverso. Esto es, CA'y C'A’ estdn dirigidos mds o menos hacia el
cje de simetria, pero en sentido opuesto, asl, cuando CA cstd dirigido hacia la derecha, C’A’es dirigido
hacia la izquicrda. As}, ¢l sentido de] dngulo BAC es opucsto al del &ngulo B'A'C". Se sigue que !
sentido de cualquier tridngulo es invertido por una reflexién,

Toda reflexidn invierte el sentido de un tridngulo, asi un producto de dos reflexiones prescrva el
sentido. Se sigue que cualquier isometria directa, que es producto de un nimero par de Isometrias,
preserva ¢l sentido de un tridngulo,

Los Corolarios 13.17y 13,18 establecen este lcorema para un tridngulo (un poligono de 3 lados),
Suponga que ¢l leorema es valido para cualquier poligono de k Jados, k23. Sea A,A;...Asy un pollgono
dek + 1 lados y sea o una isometria. Entonces a(AiAs.. Al 3 AAs..As Y a(AAAWA; ) 3 AAAWA,
por hipdtesis. Debe haber al menos un vértice A, , f <k, 1al que A,, Ay A no sean colineales. Ya que
(A Avi) = A Aua , 56 sigue que afAun) st del mismo lado que a(A,A), relativo al resto del poligono
imagen, como lo estd Aw, relativoa A,A,, yel poligono dado. Ahora tenemos (A Ay Avn) =
AjA,... A por suma de regiones.

a) A’(0,0). B'(1,0), C'(0,:3), D’(},-1), E'(2,+3), F'(15,-12), G'(-3.9)

) A'(0.4), B(14), C'(0,1), D'(},3), E'(2,1), F'(15,-8), G'(-3,9)

¢) A’(0,0), B'(0,1). C'(3,0), D'(1,1), E'(3,2), F'(12.15), G'(-5.3)

La demostracién dada en 10.6 es completamenie suficiente .
Este es un corolario a los Teoremas 14.2y 14.4.
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15.1
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15.5

15.8
15.9
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16.1

16.3

Por el Teorema 13.13, cusilyier 1sometnia « es un producto de a lo mids tres reflexiones. Ya que ¢s
directa, ¢s un producto de exactamente dos reflexiones en los ejes de simetria m y 4, una rotacidn si m y
n se intersectan o una trasfacion si m y n son paralelas, siendo el mapea identidad un caso especial de
una rotacion o una traslacion.

Por (Ba)(A) = p(A) = (1.-2) y (afi)(A) = a(1,-2) = (1,2).

También es una traslacion, el inverso de la traslacién fa.

Una reflexion es una reflexion planificada cuya planificacidn s cero, No, una traslacion ¢s directa y
una reflexién planificada es opuesta. .

Sca fa reflexion planificada a=a,0,0., en 1a cual g es perpendicular a ambas a y b. Entonces
o' =0,0,0, = 0,0,0, por Sugerencia 14.10, asl &' s ¢l inverso de la planificada dada, seguida de una
reflexién.

No, un producto tal, es una isometria directa.

a) (0,0), (0,1), (:3,0), (-1,1), (-3,2), (-12,15), (5,-3)

) (0,0), (0,-1), 30), (1,-1), 3,-2), (12,-15), (-5,3)

e) (2,0), (2,1), (-1,0), (1,1, (-1,2), (-10,15), (7,-3)

8) (2,4),(2,5), (5,4), 3.+5), (5.-6), (14,-19), (-3,°1)

a) (5,0), (6,0), (,3), (6,1), (7.3).(20,12), (2,-5)

c) (-1,2),(0,2), (-1,5), (0,3), (1,5). (14,14), (4,-3)

El centro de la rotacién aff cs el punto simétrico al centro de rotacién fo en el punio medio de AB
como centro de simetria. Cuando n y m son paralclas, esto s, cuando los dngulos de las rotaciones son
opuestos, ¢l producio o es una traslacion y af es su traslacién inversa.

Ya que, para un dnguto dado ABC, cuatquier reflexién mapea al tridngulo ABC en untridngulo
congruente, mapea al dngulo ABC en un dngulo congruente. Pero cada isometria es un producto de
reflexiones.
Por et Teorema 13.12, o’y =1, pero alli hay puntos Ay B tal que 0.(A)=By A # B, asi o, # 1. Por
supucsto, A sc puede fomar como cualquier punto fucra de .
Ya que b y a son perpendiculares. entonces ambos 9,0, y 0,0, representan rotaciones de 180°
alrededor de su punto P de interseccion por el Teorema 14.9.
SeamlalincacnAyB, yscan av b laslincas por A y B y perpendiculares a m. Secan las {neas ¢y d
trazadas paraleins aay b y espaciadas tal que la distancia dirigidide aa b seaigual que lade dac v
con el punto C en lalfnea ¢. Finalmente, sea la lfnea n que pase por C perpendicular a ¢y sea n que
corte ad en D. Entonces 00,0, = 0p0,0:040,s =00.0:0:0.0:0a0a0, = 0,0800, =0p, Y2 que
04, = 0.0,
a) (1,0), 2,0), (1,-3), (2,°1), (3.-3), (16,-12}, (:2,5)
¢) (-8,-6), (-9,6), (-8,-3), (9,-5). (~10,-3), (-23,6), (-5,-11)
a) (0,0), (-1,0), (0,-3), (-1,+1), (-2.-3), (-15,-12), (3,9)
) (4,6), 3.6), (4,3), (3.5), 2.3). (-11,46), (7,11)
Si ay B son traslaciones, entonces hay puntos A, B, C talque a=0c,0, y B =0.0,. Entonces
Pa = 0.osas04 =00, . Ahora, tomando D tal que ABCD sea un paralclogramo, entonces
A= = 00, ¥} =00, = 0.0, 8sl que

aff = 00,0004 = 004 = fat.

St a, b, ¢ son todas paralclas, entonces tome d tal que la distancia dirigida de ca d scaigual aladeb a
a. Si las lineas dadas son concurrentes, entonces reemplace “distancia” por "dnguio” en la primer
proposicién de esta respucsta.

Inversamente, si 00,9, = g, , cnlonces 0,0, = a,0,, asl 0,0, ¢s la misma traslacién o rotacién que
0,0,. Por lo tanto las cuatro lineas pasan por ¢l centso de rotacién o todas son perpendicularcs en la
direccion de la traslactén. En cualquier caso, forman un as y los dngulos o distancias dirigidas se
establecen en el primer pdrrafo de esta respuesta,

Toda Isometria directa es producto de dos reflexiones, Cada isometria opuesta es una reflexién
planificada por el Teorema 16.4, asi, se puede escribir como un producto 0,0,0,, donde g ¢s
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perpendicular s ambas ey b Ahora, sca I3 el punto de imerseecion de fus tineas b y g, tal que

Oy =

16.5

16.7

16.9

16.11

16.13
17.1
17.3

17.5

17.7
17.9
17.11

17.13
17.15

1717

18.1

183

0,00 .
Las trasformacioncs de cada conjunto forman un subconjunto de aguetias dc arriba y en cada caso. Jas
condiciones del Ejercicio 12.12 se satisfacen.
Una rotacidn no trivial tiene justamente fijo su centro, pero si una rotacién a tiene un punto fijo X,
entonces sea  «=0,0, donde la linca a pasa por X Ya que o, (X)=X, tencmos que
X =a(X) = (0,0.)(X) = a, (X), y X ¢s un punto fijo bajo o, , también. Asf X estd en la linca b,
también, Esto cs posible solamente cuando X cs el centro de rotacidn o cuando las lineas a y b
coinciden tal quc la rotacién es el mapeo identidad.
Si es involutoria una rotacién mediante ¢l dngulo 6, entonces su cuadrado, una rotacién imediante ¢!
dngulo 20, cs ¢l mapeo identidad. Esto implica que 20 es un miltiplo de 360°, asi 6 es un maltiplo de
180°. Ya que la identidarl no se Hama involutoria, catonces 0 es miliplo impar de 180°, y la rotacién
¢s una media vuelta.
Ya quc la isometria o mapea m cnm y n en n, entonces a(P) deberd estar en i, ya que P estd enm y m
¢s una linca fija. Andlogamente, a(P) deberd cstar en n ya que P cstd en n y n es una linea fija. Por lo
tanto a(P) = P, el tinico punto cn ambos m y n,
a) Si <) Si  ¢) No;elproducto de dos medias vueltas cs una traslacion.
Otros parcs duales son 17.4y 17.8, 17.5y 179, 17.11 y 17.12.
Sia=b o si a cs perpendicular a b, entonces claramente s siguen las otras condiciones, principalmente
por ¢l Corolario 15.9.

Si 00, = a=a,q,, entonces (4,0, ) =1, asl, sc aplica ¢l Ejercicio 16.11. Los otros casos son
anilogos o se siguen del Teorema 16.14,
Las condiciones (1), (2) y (3) son equivalentes por los Teoremas 14.4 y 14.10. Las condiciones (2) v (4)
son cquivalentes algebraicamente; sintplemente multiplique en la derecha de ambos lados de cada
ecuacién por a, .
Estos resultados son andlogos al Teorema 17.5.
Este teorema cs dual del Teorema 17,5, asi que su demostracién es andloga.
Ya que 6.6,0, ¢s un producto de un nimero inspar de reflexiones, ¢s una reflexion planificada. Luego
aplique ¢! Teorema 5.7,
Aplique ¢l Teorema 15.12.
Esta identidad es cquivalente a (0.0,0, ) (0.0, )(0,08, )'(5.0:0, (0,00, (€05, )} =1, que ¢s
cierta, ya que ¢l primer y cuarto factorcs son inversos no de otro, asl como el segundo v el dltimo v ¢l
tercero y ¢l quinto.
Ena relacién de Thomsen, cada producto (0,0,0¢ )* es ¢l cuadrado de una media vuelta, por lo tanto
cs la identidad, En el Ejercicio 17.16, cada tal producto es una traslacidn.

Sca m(AB) = m(A'B’), m(ZA) = m(£LA’) y m(£B) = m(£B") cu los tridngulos ABCY AB'C’, Seaa
una isometria que mapca AA'B°C’ en AABC'* asi que C y C'* estdn en lados opuestos de AB, como en
laFig. 18.4. Hacicndo que m denote la linca AB, sca 0. (C) = X, Ya que AB es bisectriz dcl dngulo
CAC”, Xestdcnclrayo AC™". Andlogamente, X cstd en el rayo BC™. Por lo tanto X = C”, el punto
de interseccién de los dos rayos. Ahora (a'a. )J(AABC) = a’(AABC") = AA'B'C’). v ¢l teorema se
concluye.

Sean los tridngulos rectdngulos ABC y A'B'C’ que
tiencn m(ZC)=m(LC')= 90", m(AC)=m(A'C’)
ym(AB) =m(A'B’), Sca a una isometria que mapee
al tridngulo A'B’C’ en el tridngulo A”B"’C, con B™
enelrayo CB y A y A" enlados opuestos de BC.
Haciendo que m denote la linea BC, cntonces
0 (A)=A". AsimBA)=>mBA")=mB"A"),
asique B=B". Ahora o, (AABC)=AA"B'"'C=
AA'B’C’. Vealafigura,
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18.5 a) Si AM cs la mediana, entonces los tridngulos ABM y ACM son congruentes por LLL.
¢) Si AU cs la bisectriz, entonces los tridngulns ABU y ACU son congruentes por LAL.

18.6 a) Sca la bisectriz det dngulo A que corte a la base BCen U, y sea m que denote la tinea AU, Ahora

o. mapea b tinea AB en AC'y ya que m(AB) =m(AC), a. (B)=C. Aslque a,(LABC) = ZACB.

18.7 Porel Teorema 17.8, 0, = 0,0,0,, de donde g,0n = 0T3Oy = BOTNTe = ANITTe =0T, 12
siguiente a la viltima lgualdad utilizando el Teorema 17.13.

18.9 Porcl Teorcma 18.9, ax(AABN) = ACDNy oy (ABCN) = ADAN,

18.11 Enel trapecio ABCD, sca m(ZA) = m(£B) y sea m la mediatriz de AB. Ahora el rayo BC = au(rayo
AD). Sca 0.(D) = X, Entonces X estd cn e rayo BCy ya que AB cs paralclo a CD, entonces X
también estd en CD, Por lo tanto X = C. Esto es, 0.(AD) = BC, asl que el trapecio es isdsccles.

18.13 Sila mediana AM cs perpendicular al lado BC, entonces 0.(B) = C, donde m ¢s la finca AM. Perocl
tridngulo ABC es isdsccles.

18.15 Secan las diagonales perpendiculares ACy BD que s corten en N, Por ef Teorema 18.9, m(BN) =
m(DN). Haciendo que m simbolice a ta linca AC, entonces a.(B) = D, asl que m(AB) = m(AD) y
m(CB) = m(CD). Y el tcorema se sigue,

19.1  Sea P cualquicr punto en una circunferencia con centro O, y sea m cualquier didmetro. Si 0.(P) =P,
entonces a.(OP) =OP’, asi OP = OP' y P’ estd en la circunferencia siemprc que P lo esté,

19.3 Para el inverso, supongamos que son congruentes las cuerdas AB'y CD. Sea o una rotacién alrededor
del centro de 1a circunferencia que leva AB a CD, Esto cs, consideremos que a(A) = Cy au(B) estd del
mismo lado de Ccomo estd D. Ya que o(B) estd en la interseccién de la circunferencia daday fa
circunferencia C(AB), entonces a(B) = D, Ya que la distancia desde el centro de 1a circunferencla a
una cucrda se preserva por o, el teorema se sigue,

19.5 Rote el tridngulo una media vuelta alrededor de! punto medio de cualquier lado, formando un
paralelogramo. Ahora aplique et Tcorema 19.6.

19.7 Pana (0,000, (A) = (0,000 )(B) = (6,00, )(C) = (5,0, )D) = 0, (E) =F. Pero 0,0,0000, = 0.,
asi o, (A) =F.

199 Yaque 0c0.0:0,0,0, ¢suna trastacidn, cs ta identidad sii ticne un punio fijo. Ahora
(9 902 9,0, G NA) = (Oc 0.0y 0,0, S(A) = (000, 0,05 J(A) = (000, 0, (C) = (ac 00,0 Y(C) =
(e 0:3.)(C) = (000, Y(B) = 0 (B) = A, Y ¢l teorema de sigue.

19.11 Una tangente se mapea en la otra por una reflexién en ¢l didmetro que pase por et punto dado.

19.13 La linea DF es fija bajo ta reflexién planificada o,0,0, (vea Tcorema 7.6), asi DF s cl cje de simetria,
El punto D ¢s fijo bajo o, y lo mapea en un punto D’ en el rayo FE bajo o, tal que m(ED’) = m(DE).
Finalmente, o. lleva D’ al punto D* en ¢l rayo DF tal que FD** = FD' = FE + ED’' = FE+ ED. Ahora

DD"'=DF + FD"* = DF + FE + ED,
D" A
D
E
F
B D C

Respuesa 19.13

20.1 Yaque 00,0, = O, , €nlonces 00, = 0,
20.3  Yaque, por ejemplo, CABU es un paralelogramo, entonces 000,00 =1, a8l 0y = 0.0.0,. Yaque
oW =0y, entonces C es el punto medio de UV, etc,
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20.7

20.9

20.11

20.13

20.15

20.17

20.19

2021

20.22

2.1

213

LS

217

Lacondicién a- (U) = V establece que C es el punto medio de UV, cie. Ahora o = ayesae tmplica
Oyty = e, 38t m(BL) = w(AC), pero BU = Y, WU, cte.

Encl Teorema 6.20, ya que los tridngulos ABD y APC son semicjanies, entonces AD y AP son
conjugados isogonales, Esto es, 1a alturi y ¢f circundidmetro que se relacionan desde un vértice de un
tridngulo son conjugados isogonales. ¥ ¢l teorema se sigue.

La demostracion det Teorema 21).15 mucstra que S triseca a la nediana AA’. Andlogamente S wiscca
a las medianas BB'y CC',

Como se establecid, (o, a)(Y) = (0a)Z) = a4X) = Y, ya que las tangentes desde un punto a una
circunferencia son congruentes. Asl, ags,0, tiene un punto fijo, asi que no es una reflesidn planificada,
sino sofamente una reflexion en una linca que pasa por ese punto fijo y también por el punto de
interseccién de estos tres ¢jes de simetria por Teorema 16.1. Esto ¢s, d, e y fconcurien,

Supongamos que los puuttos nicdios no son todos distintos. Entonces hay puntos distintos Py S cnm
con imagenes a(P) = Q y a(S) = T en n, 1k que algin punto R es el punto medio comin de PQy ST.
Ahota 6.(PS)=QT. Yaque a. deja fijos a los puntos de n, entonces (0.2 )(PS) = QT, también. Por
¢l Teorema §3.20, entonces a = o, 0 a = 0,0, . En cualquier caso todos ios puntos medios descados
coinciden en R.

Scan BB, y CC, perpendiculares trazadas desde los vénices B y C sobre {a mediana AA'. La media
vueha o, Jieva A'Ben A'Cy el rayo A'B, en el rayo A'Ci. Ya que hay solamente una perpendicular
desde C a lalinca AA', se sigue que o, (B,) = C.. Poriotanto los tritngulos BA'B, y CA'C, son
congruentes y se sigue el tcorema, ‘

Sca ABCD un trapecio ciclico con lados ABy CD paralclos. Refleje en ese didmetro perpendicular a
ABy CD. Entonces A y D mapean a los puntos en las lincas AB y CD, respectivamente. Pero cllos
tambiéiy mapean a los puntos en la circunferencia. Por lo tanto mapean a By C. Asf m(AD) = m(BC).
Tenemos Ge- = 0e-00¢ Yy Oy =0, 0,0, por Teorema 17,9, También,

T4 = 0)0c Y 004 =00y,

Ahora

T 00304 = (T TT e )3y (T4 0Ty )Ty = O Tc (Oc O}y Gy (T 0 ) = O G0, T 03 G0, Ty

= 0z (0 040c JOs (0401 ) = 01055 =1,
ulifizando ¢l Teorema 17.13 también. Por lotanto ac o, = a,a,-, usi que A ¢s ¢l punto wedio de
B"'C" por Teorema 17.9.
Las bisectrices a y 4 de los dngulos inferiores en Ay B pasan por O. Yaque ova, Hevamen s,
entonces 0,0, ¢s una media vuclta (ya que mt y u son paralelas). Asfay b se intersectanen O ¢n
Angulo recto. Asi la circunferencia en AB como didinelro pasa por el vértice O de esc dngulo recto,
a) Una rotacion de 90%trededor de M, lleva a uno de los tridngulos AMC y BMD ca ¢l otro,
¢) Tome M el punto medio de cualquicr diagonal del cuadrildtero. Luego aplique fa parte (b).
Finalmente aplique la parte (a). Observe que WY y XZ, en general, no se cortan et M.

¢) Las demostraciones son las mismas,

Las ccuacioncs para las miedias vuclias son:
para go, x'=-x y ye-y para o, x=-x+2h y y=-y+2k
para oc, x'=-x+2a y y=-p+db, para op, Xm-x+lat+dh y y=-y+2b+2k,
Entonces para 0,000,
Xoo(-[~(x)yt MW 2+ 2+ 2a=x y Y ({-(PH UP 2 +2K) +2b =y,
asl 000,00 = 1.
Yaque C cs el punto medio delf segmento que une P(xy) y P(x'y’), cntonces h=(x+x")2y
k= (v y)2, de lo cual se sigucn las ecuaciones deseadas, :
Suponga que a tiene las ecuaciones x'=x+h y y'=sy+k, y f ticne lasecuacionesx'=x+m y
yay+n.  Entonces las ccuaciones para Pa son  x'=(x+h)+m=x+(h+m) vy
y'a(y+k)+n=y+(k+n), ccuaciones para una trastacion.
Scan a y f las rotaciones dadas. Entonces Pa tiene fas ccuaciones
x'= (xcos0 - ysen0 ~ h)cosd ~(xsenB + ycosO - k)send + 4
= x(cosOcos¢ - senOsend) ~ y(senBcosd + cosOsend) + A(1 ~ cosd) + Asend
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= x008(0 + §)~ peen(l + 4) + A(L - cosp) + ksead

y d¢ una mancra semejante,

v o=xsen(B + ) tseas@ + )+ k(L - cosy) ~ hscrd.
Para quc estas ecuaciones representen una traslacion, debemos tener sen(® + ) == 0 y cos(d + ¢) = +1.
Esto ocurre iinicamente cuando 0 + § es mitltiplo de 360°.
Reemplace 0 por -0 para obtener x’= xcos0 + ysend y 3’ = ~xsenf + yeos(l.
Ya que una media vuclta es involutoria, utilice las mismas ecuaciones.
Latraslacidnes x*'=x\+r y y'=p" +s
Sia=1 ctoncesh=0,asix'=xtc y p=y+d

La imagen reflejada del punto Pa.b) en ¢l eje de las “x" ¢s ¢l punto P'(a,-b). Asl 2'=x y p'=-p
definen 1a reflexion en el Gje de fas “x”, Las ecvaciones para Ja reflexidn en el eje de las "y se
chticnen en forma andloga.
Haciendo que o y f simbolicen estas reflexiones y utilizando las ecuaciones como se dié en ¢l Teorema
22.4, tenemos, para fa,

x' 2 (xcos20 + ysenl0)cos?d + (xsen2@ - yeosQ)senld

= x(c0520c0s 24 + 5en20 sen2d) + 3{sen20cas2é ~ sen2dcos20)
= x¢08(2$ - 20) - ysen(2$ - 20),

y de mancsa semejanic obienemos

¥ =xsen(29 - 28) + yeos(2$ - 20)
que son las ccuaciones para 1a rotacién descada.
Esta es una sustitucion directa.
Lo mismo que para la reflexién dada,
Ellas son x* = (x - A)0s20 + (y - k)sen20 + i + rcos@  y

»o= (¢~ hysen20 - (v - h)cos20 + k + rsenD.
En las ccuaciones del Teorema 22.6, tome  a=c0s20, b =san20, ¢ =h--hcos20 - kscu20, y
d =k~ hsen20 + kcos20.
Hayun dngulo O tal que  a=cos20  y b =s5en20. Y se sigue el resultade ficilmente,
Tomemos w con las ccuaciones  x=ax~-bdy+c y=elbxtay)+d, y B conx=fi-gv+i
y yajlgx ) +k, dondee=zxl, j=4], a+bi=1y f+g =1 Entonces Pa tiene las ccuiciones

x'= flax - by + ¢}~ glebx + eay + d) + h
= (fa ~ geb)x ~ (/b + gealy + (fc ~ gd + h)

v flglax - by +c) + flebx + eay + d)) + &
= je((gea + fbYx + (fu - gebly) + (jge + jfil + k).

Estas ccuacioties tienen 1a forma propia. Todas las restantes mucstran que la suma de los cuadrados de
los cocficientes de x y v es 1. Para tal fin, observe que e’ = 1, y tenemios
(o ~geb)y + (b + gea) = fa'- Ungeb + ge’b + 5} + 2fbgea + g'e*a’
sp@+b)+ g +b)=prgal,
a) Tenemosx=x' y y=-p' y x=~x"y y=y.
¢) Tencmos x = (x' - h)os20 + ()’ ~K)sen20+h y ya(x' ~h)sen2d - (" = k)cos20 +k
¢) Ahora  x=(x'-h)os20 + (V' - k)sen26 + h - rcos26 y
y=(x' - h)sen20 ~ (v’ - k)cos26 + & - rsen20,
Esto es cierto, ya que  sen(6 + 180") = -scnd y €os(0 + 180°) = ~c0s0,
Considere que {os ejes de simctrfa m, n, p pasan por [os puntos (a,0), (c.d), (¢/), respectivamente, cada
uno con inclinacion 0. Entonces, utilizando ecuaciones como en ¢l Teorema 22.6, encontramos que
0,0, ticne las ecuaciones
x'= ((x -~ c)cos20 + (v ~ d)sen20 + ¢ ~ €)cos20 + ((x — ¢)sen2O ~ (v ~ d)cos20 + d - f)send0 + ¢
ny+e~c+(c-e)kosd6 +(d-f)sen26
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' (e - €)cos20 + (y =~ d)send) + ¢ - )sen20 = (¢ - c)sen20 - (y ~ dcas20 + d - fcos20 + f
sy+f-d+(c~e)nl0 - (d- fleos20,
Se sigue que 0,d,0, ticne las ecuaciones
x'=(x - a)oos0 + (y - b)sen20 +ate ¢+ (¢~ e)e0s20 + (d - f)sen20 y
Yo (2= a)sen20 - (v - b)cos20 + b + £~ d + (¢ ~ #)sen20 - (d ~ fieos20.
Ahory, al trasladar el punto (a,5) por ¢l producio o,0, a
(are-c+(c-e)osd0 + (d - flsen20,b + [~ d + (c - e)sen20 - (d - ficos2B) = (g.h).
Lucgo un poca de dlgebi muestra que ¢,0,04 ¢s una 16flexién en una lnea paralela a las lincas dadas
y que tiene Ias ccuaciones x'= (x = g)cos20 +(y~ h)sen20 + g
y'= (v - g)sen2d ~ (- h)eos20 + A

23.1  Scan copolares cn O los tridngulos ABC y A'BC’. Considere que los planos de los dos tridngulos se
intersecan en la linca m. Entonces antbos ABy A'B’ estin en el plano ABO y se sigue que se conan
cn un punto que estd cn los tres planos ABO, ABCy A'B'C". Entonces eslas lincas se cortan ¢n un
punto en 1a lincam. Andlogamenic, BCy B'C'se contan enm, y CA y C'A’ se cortan en m. Por lo
tanto los tridngulos son coaxiales cn 1a linea m. El inverso sc establecs como cn el Teorcina 4.7,

23.3 Scan A, B, C, D, E los cinco punics. Supaiigu que AB Y DE se cortan en L. Considere que cualduicr
linea por Lcotaa BCen My CD en N. Ahora ME y NA sc cortan en F, es sexto vértice del hexdgono
inscrito ABCDEF por el inverso del teorema del hexagrama mistico de Pascal.

241 Es suficiente mostrar que bna hamolccia conserva dngulos. Utilizando la Fig. 24.1, haga que la
homotecia mapee ef dngulo BACen B'A'C". Ya que B'O/BO = A'O/AQ y ZAOB = LA'OB', entonces
fos triangulos AOB y A'OB’ son scmncjantes. Andlogamente, los tridngules AOCy A'OC’ son
semejantes. Al restar dngulos congruentes tenemos m{£BAC) = m(£B°A'C’).

243 Larazén esel producto de las dos razones y ¢l centro os el centro comiin para las dos homolecias.

24.5  Utilizando cualquicr centro, rote wn tridngulo tal que sus lados sean paralelos al otro, luego aplique et
Ejercicio 24.4.

24.7 Haciendo que las circunferencias de radios 3 y 5 tengan centros en (0,0) y (4,0) con a>8, los ceutros de
homotecia estdn cn (24,0 y (~*4.0). Las razones san £y,

24.9  Por triingulos semejantes cualesquiera tales puntos O y O’ dividen a la linca de fos centros interna y
externamiente en fa razdn de sus radios, Por to tanio tudos tales punies O v O coinciden.  Asf estos
puntos son los centros de similitud. :

24.11 a} (0,0). (1,0). (0,2), ) (0,0), (-1,0), (0,-2),
¢} (=2,0),(0,0),(-2,4), g} (4,00, (=2,0), (-34). .

24.13 Una homotecia con el mismo centro y cuya razon es el reciproco de ta razén de la homotecia dada,

24.14 a) Obvio.
¢) Yaque la razén de un producto de homotecias cs ¢l producto de fas razénes y ya que * = 1 sii
r=tl, y para n>2, =1 solamente cuando »=1 oquizd -1 (parar rcal) y los casos para r=1 y
r=-1 ya cstdn cubicrtos, entonces la n mds pequeia nunca es mayor que 2.

25.1  El resultado para los tridngulos se sigue del Teorema 25.2. Para ¢l poligono utilice ¢l método de la
Respuesta 13.11.

25.3  El centro cs el punto medio de la linca de los centros y la razén cs -1,

25.5 Este es un corolario dirccto al Teorema 25.5, }

25.7 Elcentro estd entre Ay A’ sii cs negativa la razén de homotecia. Andlogamente paraBy B'.

259 Sifw 1yk= |, entonces el producto de las dos homotecias en orden inverso ¢s una homotecia de razén
(k= 1)k - 1),

25.11 Por la Definicién 28.1, el centro es un punto fijo. Para cualquicr otro punto P, sca su imagen P'.
Entonces OP' = kOP. Asi, P =P’ sdlosi k= 1. Del mismo modo, si una linca estd a una distancia d de
O, entonces su imagen estd a una distancia kd de O. Por lo tanto las unicas lineas fijas son aquellas que
pasan por O.

25.13 Sea la homotecia H(O,k) que mapee al dngulo ABC en A'B'C’, Si la razén k es positiva, entonces
como un punito P, intcrior a ZABC, se mucve lejos del centro de homotecia O, su imagen P’ se mueve
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¢n la misma direccibn dentro de ZA'B'C’. Se sigue que los &ngulos ABC y A'B'C’ estAn semejante-
mente orientados, y poc 1o tanlo, 1os tridngulos ABCy A'B'C’ son directiments seincjanles.

25.15 Aplique los Teoremas 25.10y 25,14,

25.17 Por el Teorema 25.10,

2519 Aplique ¢l Teorema 25.9 y Sugcrencia 25.16.

26.1  Por Definicién 13.2,

263 Este resultado es andlogo al del Teorema 13.4.

26.5 Suponga que cada una de las similitudes o y f mapean al tridngulo ABCen A'B'C’. Yaque o y 8
son transformaciones (Teorema 26.4), entonces ' €5 una transformacién y, de hecho, una sinulitud.
Ya que fra mapea al tridngulo ABC cn é1mismo, es el mapeo identidad, Por Jo tanto o= f3,

26.7 a) Entonces ABy A'B’ gon paralelos tal que ¢l punto Q es el centro de homolecia, y 1a rotacion se

reduce a l1a identidad.

26,9 Elpunto Qestaricntre Ay A’y entre By B,

26.11 Siga la sugerencia dada en el testo.

26.13 Sean a y P similitudes de razones j y k. Si a(AB)=A'B’ y f(A'B’)= A"B", entonces
Ba)(AB)= A"B”y A"B” = kA'B’ = jkAB. Asi fa cs una similind de razén k. Y el teorema se
sigue.

26,15 a) Una circunferencia ¢ no es un segmenlo y cualquicr rotacién o alrededor de su centro lieva a fa

circunferencia ¢ a clla misma. Asf, sl p es una similitud, entonces tambdién Pl e una similitud, ¥
Ple) = (Pa)e). Asique hay una infinidad de similitudes que levan a una circunferencia dada en
otra.

¢) Si, una infinidad de similiwdes.

¢) Tres de cada una.

g) Dos de cada una.

27.1 Trace otra paralela por ¢l tercer vértice y Jucgo aplique el Teorema 27.2, Allernativamente, i una
paralcla al Jado BC del tridngulo ABC corta los lados ABy AC cn M y N, entonces H(A.AN/AC)
mapca BC en MN, y H(A,AM/AB) tambidn mapea BC en MN, asl ANJAC = AM/AB, y el teorema se
sigue.

27.3  Un scgmento de linea paralelo a BC y de longitud r/(r+1) veces la longitud de BC.

27.5 Estees un corolario al Teorema 27.4 y la razdn es DC/AB.

27.7  Una reflexién cs la bisectriz del Angulo AED seguido por la homotecia H(E,ED/EA).

27.9 Eslo es andlogo al Teorema 27.5.

27.11 '5¥2T » 16,039,

27.13 Yaque los lados de los tridngulos EF A y ADB son directamente paralelos, hay una similiwud que mapea
un {ridngulo en ¢l otro. Asl ¢l tridngulo EFA ¢s isésceles ya que ¢l tridngulo ADB es isésceles.

27.15 Aplique dos veces ¢l Ejcrcicio 27.14 .

28.1 Un cuarto de drea del tridngulo OAM o V3732, donde r es el radio de la circunferencia.

28.3 LaSugerencia 28.3 establece ¢l ieorema, .

28,5 Los tridngulos DEC y FEA y también los triéngulos DEA y GEC son semejantes por A4, Entonces
DE/EF = EC/AE y EC/AE = EG/DE, de lo que se sigue ¢l resultado deseado.

287 Unarotacion de 90° seguido por una homotecia lieva un tridagulo en ¢l otro.

28,9 Sea AU una bisectriz externa del dngulo A del tridngulo ABC y utilice la demostracion del Teorema
286. .

28.11 Una reflexion en la bisectriz del dngulo B seguida por la bomotecia H(B, BA/BU) mapea al tridngulo
BAU en el tridngulo BCA. El teorema se sigue.

28.13 Desde cualquier punio P’ en el rayo CA lejos del punto A trace una perpendiculas P'Q’ a BC, y
constryya ¢l cuadrado P'Q'R'S’ que contenga al punto A ea su interios, Vea la figura. Suponga que
CS' cortaBA en S. Ahora S es un vértice del cuadrado deseado, homotético a P'Q'R’S’ con ¢l punto C
COMO centro,
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Respuesta 28.13

28.15 En gencral, (inicamente tres vértices del paralelogramo deseado tocard al iridngulo dado. Vea la
Respuesta 28.13 asl como ¢l Problema 28.10.
28.17 Utilice el método de la Respucsta 28.13 y el Problema 28.10.

29.1 Por cl Teorema 29.4, H divide NO en la razén =¥,. Por el Teorema 29.2, HG/GO = 2, Entonces
NG_NH+HG E_lj+2 _ﬁ_l_l.!l_(}“ wt. HG+GO
GO GO GO 110 GO 2 GO

et (24 1)+2=F

+2

29.3 Concurrenen N,

29.5 Primero aplique ¢l Tcorema 29.5, lucgo aplique una homotecia H(O,OP/OP°).

29.7 Trace una tangente m a una de las circunferencias en el punto I dado. Refleje esa circunferencia enm
y trace la cuerda comin de Ja clrcunferencia Imagen y de la otra circunferencia dada. Observe que
esta reflexidn también sc puede efectuar por HP,~1).

29.9 Trace el didmetro AOB de la circunferencia mds pequeda y haga la circunferencia B(2s), donde s ¢s ¢l
radio de la scgunda circunferencia, corte Ja tercer circunfesencia en C. Entonces AC es la secanie
descada. Para mostrar este hecho, haga que AC corte a la scgunda circunferencia en D, Luego OD = s,
asi que H(O,AC/AD) = H(O,AB/AQ) = H(0,2).

29.11 En el dngulo P, de la medida dada, construya
PQ y PR sobre los lados de longitudes iguales e
alos lados no paralelos. Vealafiguraquese 2
acompafia. Lucgo trace, uniendo los lados b
del dngulo P y paralelo a QR, segmentos
A'B’yD'C’ de longitudes m y n, donde min es
la razén dada. Eltrapecio A'B'C'D’ es seme-
jante al trapecio deseado, asi que utilice una A__
homotecia para obtencr el trapeclo ABCD
cuyos lados no paralelos ticnen las longitudes

apropiadas. Respuesta 29.11
29.13 Trace ua tridngulo rectdngulo que tenga la razdn apropiada de los catetos, luego utilice una homolecia.
29.15 Ya que O es el ortocentro del tridngulo medial A'B'C'de un tridngulo ABC bajo la homatecia H(G,-'/.),

entonces el centro de la circunferencia de los susve puntos N' del tridngulo medial estd a (res cuartos de

distancia de H 2 0. Por'el Ejercicio 29.14, H(H, ) mapea al triéngulo AB'C'y N’ en G.G,G, y su
centro de la circunferencia de los nueve punios N, asi N'* estd 8 dos tercios de ls distancia desde Ha

N, estoes, N' estd a (,))(*/) = '/ ds la distancia desde Ha O. Porlotasto N''= N,

29.17 Por ¢l Teorema 7.20, el cuadringulo ortocéatrico que se forma con los circuncentros, liene ¢l mismo
centro de la circunferencia ds Jos nueve puntos N como, y es coagruenis 8, ¢l cusdringulo ortocéstrico
dado ABCH. Por lo tanio la razdm es '/, y ¢ centro o8 N para la homotecia.

29.19 Una similitud consiste de una homotecia y una rotacién con centro en ¢l punto dado que mapes la linea
dada en ¢l lugar geométrico del tercer vénice,
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29.21 Sea el tridngulo dado ABC y el punto dado P. Construya cualesquicra dos tridngulos PQR y PST
semejantes al tridngulo ABC, con Q y S en la primer linca. Entonces RT corta a 1a otra linea en ¢l
vértice descado, .

29.23 La Homoltecia H(A, 2) establece rapidamente ¢! resultado.

29.25 Refiriéndonos a la Fig. 6.20, rote el tridngulo ABD alrededor de A, un dngulo de 90° -~ £C = £DAC, y
aplique {a homotecia H(A,AC/AD), Entonces AD se mapea cn ACy AB sz mapea en AP, ya que
m(£BAD) = m(£LPAC) y m(£ADB) = m(£ACP) = 90", El teorsma s¢ concluye de los tridngulos
semejantes ADB y ACP.

30.1 Yaquex'=kxy y' = ky, entonces, si P(ry) tenemos
OF'= (x"? +y"1)" = (K’ + k) = k(e + )" = -OP,
30.3  Sea P cualquier punto, sea « 1a traslacién mediante el vector (a/k - a, b/k ~ b), sea a(P) = Qy sea
H(Ok) que mapec Py Qen Py Q. Entonces ¢l vector PQ’ =k(a/k - a, blk ~ b)= (a = ak, b - bk) =
(a(1= k), b(1- k), el vector def Teorema 30.3, Y el teorema se concluye.
30.5 Scapk=ayqgk=b, Entoncesx' = kipx - qy+c/k) y y=tk(px + gy + d/k), una isometria seguida por
una homotecia con centro el origen, en el cual cualquier silimitud se puede factorizar,
30.7 Angulo cuyo coseno es ¥y en ¢l primero y cuarto cuadrante, respectivamente; esto es, 53°8° y 306°52°,
30.9 VeaRespucsta 22.15.
30.10 a) v
¢) Tenemos x' = (~17x -y +7)/10 y yo=(x-17y+19)/10.
30,11 a) Lareflexidneneclefe delas"x:x'=x y  y' =~y
¢) Tenemos x’= (13x~ 11y -23)/10 y y' = (=1x-13y+31)/10,

30.12 a) Tenemos x'=2y+3 y y =2
¢) Tenemos x’ = 3x y Y =3y
¢) Tenemos x' ==-x+Yy~5 y ye-tx-y+5,
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29.21 Sea ¢l tridngulo dado ABC y el punto dado P. Construya cualesquicra dos tridngulos PQR y PST
semejantes al tridngulo ABC, con Q y § en la primer linca. Entonces RT cortaa laotra linea en el
vértice descado.

29.23 LaHomotecia H(A,2) establece rapidamente el resultado,

29.25 Refiriéndonos a la Fig. 6.20, rote el tridnguio ABD alrededor de A, un Angulo de 90° - £C = £ZDAC, y
aplique 1a homotecia H(A,AC/AD). Entonces AD sc mapea en AC y AB se mapea en AP, ya que
m(£BAD) = m(£PAC) y m(£ADB) = m(£LACP) = 90*. El tcorema se concluye de los tridngulos
semejantes ADB y ACP.

30.! Yaquex'=hx y y = ky, entonces, si P(x,y) tcnemos
OP= (x4 y' )3 = (Kx* + k) = k(x* + y")" = k-OP.
30.3  Sca P cualquier punto, sca  1a traslacién mediante el veclor (a/k ~ a, blk ~ b), sea o(P) = Qysca
H(O,k) que mapee Py Qen P’y Q. Entonces cl vector Q" =k(alk - a, blk - b)= (a - ak, b ~ bk) =
(a(1- k), b(1~ k)), el vector de! Tcorema 30.3. Y ¢l teorema se concluye.
30.5 Scapk=ayqk=b. Entonces x’ =k(px-qy+c/k) y y = k(px + gy + dik), una isometria seguida por
una homotecia con centro ¢l origen, en el cual cualquier silimitud se puede factorizar.
30.7  Angulo cuyo coseno es %y en ¢l primero y cuarto cuadrante, respectivamente; esto es, 338" y 306°52",
30.9 VeaRespuesta 22.15,
30.10 a) 1
¢) Tenemos x' = (~17x~y+ 7)/10 y Y=~ 17y +19)/10.
30.11 a) Lareflexibnenel cjedelas “x" x'=x y  y' =-y
¢) Tenemos x’» (13x - 1y <23)/10 y y = (=1x=13y +31)/10.

30.12 a) Tenemios x' =2y +3 y y=2
¢) Tenemos x’=3x y Y=
¢) Tenemos x' =-x+'y-5 vy yex~yt+s
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