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I INTRODUCCION
Las funciones elementales son:

Algebréaicas:
n
f(x) = x , conO0 < X Y nER

f(x) = \//X, conx >0

Logaritmicas: con x >0 ,
f(x) = 1nx ,
f(x) = logx ,
f(x) = ex, con x € 2 .

Trigonométricas:
Con 0 < x <Jr,
f(x) = senx
f(x) = cosx
f(X) = tanx

Y sus reciprocas:
f(x) = cotx
f(x) = secx
f(x) = cscx



Las Instituciones docentes de Nivel Medio Superior
contienen dentro sus programas de Matematicas 1la
ensenanza de las funciones elementales , sus defini-
ciones , y cébmo aplicarlas a 1la resolucién de algu-
nos problemas; cuyo planteo da lugar a este tipo de
funciones; para encontrar las soluciones se consultan
"tablas" especiales o se recurre a las calculadoras

cientificas de bolsillo.

Pero , con el auge de las corrientes constructi-
vistas en el proceso de Ensemanza - Aprendizaje y a
que cada vez, mayor ndYmero de profesores han asumido
las teorias epistemolégicas. A grandes razgos citaré:
Teoria de Piaget, sustenta que el alumno tiene
una estructura cognitiva, que €&l construye a partir
de desestructurar sus conocimientos, mediante 1la
problematizacién, para crear condiciones que propi-
cien el desarrollo de la estructura de conocimientos
nuevos y lograr un equilibrio temporal, hasta que el
estudiante accede a nuevos conocimientos. Las teorias
de Vigotsky, que aseveran que no hay desarrollo sin
apredizaje, y la de Ausubel, quien ha descubierto que
no puede haber aprendizaje,si éste no es sigificativo.



Debido a que el profesor ha retomado estos coceptos
como estrategias didacticas para sus cursos
de Matem&ticas, el estudiante moderno (Del 90 a la
fecha) ya no se conforma con que le proporcionen los
conocimientos "digeridos" a través de TABLAS prefabri-
cadas o de apretar un botén en sus calculadoras cien-
tificas. Afortunadamente, el estudiante de hoy en
dia, desea conocer la forma en que se realizan los
cldlculos para evualar las funciones elementales.

Para contestar estas preguntas el do-
cente necesita recurrir a conocimientos mas avan-
zados que el Algebra Elemental y la Trigonometria,
como son el CAlculo Diferencial e Integral y de una
~ introduccién al Andlisis Numérico. Pero el nivel de
los estudiantes,Medio o Medio Superior, no es sufi -
ciente, ya que, como se sabe, el conocimiento de las
Matematicas es progresivo y paulatino.

Ante tales inquietudes de los jovenes y dilema de
los profesores, decidi realizar esta tesis basada
en un articulo del Doctor Pablo Barrera S&nchez,
en el que propone algoritmos sencillos para la eva -
luacién de las funciones elementales.



Con este propésito, inclui la forma usual en que se
calcularon estas funciones, a las que llame "Algorit-
mos Cléasicos", en seguida, propuse algunos algorit-
mos para evaluarlas, que por su sencillez, llame "Al-
goritmos Aritméticos".Y por #ltimo, una contrastacién
entre ambos métodos y las conclusiones de esta com -
paracién.



Il METODOS CLASICOS
PARA EVALUAR L AS

FUNCTIONES ELEMENTALES

n
ALGORITMO PARA EVALUAR X
Para 0 < x , conn € 2.

n
Para evaluar x , se realizan n - 1

multiplicaciones , es decir :

1
X = X
o
2
X = XX =X
(o} o) 1
3
X = XXX = XX =X
1 o0 2
n

X = X'X'X « « «'X =X N
n—
Y esto proviene directamente de la propiedad asocia-

tiva de la multiplicacién de los ntmeros reales

10



5
EJEMPLO , para evaluar (5.5)

(5.5) = 5.5
(5.5)2 = (5.5)(5.5) = 30.25
(5.5)3 = (5.5)(5.5)(5.5) = (30.25)(5.5) = 166.375

(5.5)4= (5.5)(5.5) (5.5) (5.5)= (166.375) (5.5)=915.0625

5
(5.5)

915.0625(5.5) = 5032.84375.

Si 0 < x, con x € 2 , entonces:

n n
(-x) =+ x . si n es par
n n
(-x) = - x , si n es impar
EJEMPLO:
4 -
(=3) = (=3)(=3)(-3)(-3) = 81
5
(=3) = (=3)(-3)(-3)(=3)(-3) = -243

Esto es claro de la regla de los signos para la
multiplicacién

Si n es un enterod n < 0 , entonces de la definicién:

11



-n n n
(x) = 1/x = (1/x)(1/x)(1/x) ... 1/x = 1/xn .

Con n-1 multiplicaciones.
Adem&s. por la regla de los signos para el producto:

-n n .
(-x) =1/x > 0 . si n es par
-n n . .
(-x) = -(1/x) < 0 . si n es impar
EJEMPLO: x
(1.2) = 1/2.0736 > O
EJEMPLO:
-3
(L.7) = =-1/(4.913) < 0.

12



ALGORITHO PARA EVALUAR \/X , con X >0, nimero real.

(\/‘K’f = Y , con YER

donde:

X = . «b b ... g ¢
akpk-l 3.8,+b.b, , con kelN

es la expansion decimal de X, dondeé :
Vavoys v, (0077 conj ek, jem

rs la expansidn decimal de Y, (Si k es impar, se agrega un cero a la
izquierda de X).
E1 algoritmo se aplica de la siguiente manera:

EJEMPLO:

Evaluar \/ 1034

Como el nlmero que vamos a evaluar tiene 4 dfgitos, ksi; entonces el al-
goritmo se zplica separando las clfras de 1a parte entera de dos en dos:
Es decir:

Sean - Irlo = akak_]

Wl S A3

Wi T8

Y, 1a narte decimal:

biby = wWeyy/2

baby = Wi 49/9

k/2

Entonces X = wwy ... Wi Mh1/92 -0 = Woo WyL . Wy, (10) 2 10.311(10)7‘

Entonces el algoritmo se aplica de la siguiente manera:
Primero buscamos un nomero dfgito Yor Cuyo cuadrado sep el méximo ndmero

2
A € wo<(Yc+H

2

N PR L1amemos X; = Y, = 3

W Wol = 10,34
Entonces buscamos un nlmero dfgito L

tal que sea el méximo dfgito que cumpla la condicién:

(% + ote wo<o(x o+ (Y + D/10 )?
9 + 6Yp/10 + ¥{ / 102 £ 10,34

2(60 + 2) = 124 < 134<3(63) = 189

13



Entoncers el nOmero huscado es Y' = 2 L1amemes: Xl = Yq*Yllm = 3,2

Ahors busquemos otro nlmero, tal que su cuadrado sea el méximo nlmero
aue cumnle le condicibn:

(% +%,/107)” £ w < (X +(1#1)/107)7
(3.2% « 23.2)v,/10% + Yaro* < o3
Multiplicando por 10
102 40O + 64OV, + Y: £ 103 4eO
thslno + vz) £ 1 000
1{ek1) = 6h1 £ 1 000 < 2(642) = 1284

Entonces el nGmero buscado es Y7 = |

L1 amemos Xz = X' + Y,/10 = 3,21

Ahora busquemos otro nfmero, dfgito, Y3, tal que elevado el cuadrado sea
el méximo nflmero que cumpla que:

(X, + ¥2/109)2 £ W & (X + (Y3 + 1)/10%)?

Entonces: 9 2 ‘

(3.21)° + 2(3.2|)Y3/10“ + v3/|0‘ L W

Y, (6400 + Y,) < 10 250 000 - 10 30k 100 = 35 700
5(6425) = 232125 £ 35 900 < A(6h26) = 38 554

Entonces el nOmero buscado es Y, = &
- B

Y = 3.215(10) = 32,15 ;X =10.350107 = 1 034

(3 215)2 = | 033.6225 = 1034

Si se requiere mayor precisién, el proceso continGs, ¢ si el residuo es
cero, el algoritme termina.

EJEMPLO:
Evaluar v53%

Como X tiene 3 dfgitos, k es impar, entonces para aplicar el al-
goritmo, agregamos un cero 8 la izquierda del nGmero 0535, y nrocedemns
a separar las cifras de dgs en dos como en el ejemplo anterior:

Con Wa 05,35 : X = W(I0)° ; Y = Yo Y oo (19

14



Primero huscamos un nfmero cuyo cuadrado sea el méximo ndmero , tal oaue:

2 2
Y A F <
a Yy ( Y0 + 1)

2t 5< 32ag

El primer ndmero buscado es Y, = 2 .

Ahora,busquemos otro dfgito cuyo cuadrado sea 1 mayor nlmero cuyo cua-
drado cumpla la condicifn:

(v, + V102 £ W < (1, + (Y + 1102
22 4 BY, 710+ Yf/loz ¢ 535
Multinlicando nor 102 .
LOO + hOY' + Y? < 535
v, (48 + Yy) £ 535 -h00 =135

3(43) = 120 £ 135 < W(hh) = 176
Entonces el nlmero buscado es Y, = 3.
Llamemos Xy = Y _ + Y'/If) - 2,2
Busouenos ahora otro nGmero cuyo cuadrado sea el méximo:
(X, +Y2/102)2 £ w < Ry # (¥y 171072

(2.7 4 2(2.3)Y,/10% + v3/10" £ 535
Multiplicamos por 10t B

Yz(luﬁo +Y,) £ 53500 - 52 900 = 600
Entonces, el nGmero buscado es Y2 =1
1161) = 461 £ 600 < 2(h62) = 92h
Como Y = 2.31(10) ; X = 5.35(10)% = 535
(23.07 = 533.61 = 535

Si se reaquieren mas decimales el procedimiento puede continusr o se termi-
na si el residuo es cero,

116



ALGORITMO GENERAL:

En general, el algoritmo clasico se basa en

las siguientes ideas:

Primero: Encontrar una sucesién {x } que sea
n

convergente a

AVeal es decir
11 = |\/ X
nTﬁoéxn} | |

Segundo: { Yn} debe ser seleccionads de tal manera que cada Vn sea di-

gito de 1a serie decimal que representa a Y, como se indichd en los ejem=

plos:

Si X = B aza]. b'b, T , con k par,
Entonces el algoritmo se aplica separando las cifras de X, de la si -
guiente manera:

- . bob
Womoad gyt Y 7NN
R WL R e &
Vo™ 821 N
K/2
Donde X = Wye Wy oo .Nk/z < Megn/2 ... (10) L, conk, ne W

Y, embos, k y n son pares, agregando un cero a la izquierda de X, si
las cifras son impares X = Oakak_*.v 52a1.b|b2v~ y/6 un cero 8 1a
derecha, si las cifra decimal de X es impar

ir? . .
Entonces Y, = Yo‘Y]"' Ym... (10) Lconjak/2; iméM

Entonces conviene seleccionar y , tal que
o

2
y=max { y EN | y <X}

o
entonces: 5
Yy o<W, (y +1)
Qo o]
llamemos: y = X
o o
2
W- y =z
c o o

16



De la desigualdad:

2 2
y<w<s y + 2y +1
9 - ‘o o

obtenemos:
0< 2z <2y +1
o [¢)

z2 < r
o
con r =2y +1
o o

Considemos ahora la desigualdad:
2 2
(y + y /10) < w < [y + (y +1)/10]
o 1 o

entonces: 2 2
y +2 10 + 10 <
o Y0Y1/ Yl/ < w

Y|6 N, conforme 8 la seleccibn de Yo'

2

2
multiplicagdozpor 10 3
y 10 + 2y y 10 ¢y < 10 W

o o1l i

factorizando: 2 2
Y(2Y°1° + Yl) < (W - Y0)10

entonces, conviene seleccionar yl, tal que:
2
Y, = max { y EWN | ¥ (Zyolo +y) < 10 zo)

con y1 digito

llamemos: - 10
= +
Xy ﬁ) % /
2
z = W - X
} 1

De la desigugldad: .
x < <[y + (y, +1)/10] = (x +1)
1~ o 1 ==

se tiene que: 5 5
0 <WwW- x1 < 1/10 (lelo + 1)
2
0 <W- x1< 2/10 ( x1+'1/20)
z < r
1 1
con r1= 2/10(x1 + 1/20)

Consideremos la desigualdad:

17



+y /10 + /102)2( % /10’*)2<
= (X
(Yo Yl Y2 1 Y2 =
2 2
<w < [x_ + (y_ +1)/10 ]
- 1 2
2 2 )
De (x1 + y2/10 ) < W 7 se tiene

2 & By e % y2/1oq <W< [x + (y +1)/10 ]2
1 1Y2 2 = 1 2

4
multiplicando por 10 :

10 x

IA

104x2 + 2x y 102 + y2
1 1 2 2
factorizando:
2 4 4
y2(2x110 + yz) < 10 (W - x1 )
2 4
y2(2x110- + yz) < 10 z
Entonces conviene elegir yz, tal que

-2 4
y2 = max{y € N | y( 2x110 +y) < 10 z

- 1
con y digito
llamemos:
x2 = X, + yz/lo

18



De la desigualdad:
2 2 2 2 2 4
X < w < (x +1/10 ) =x + 2x /10 +1/10
2~ 2 2 2

implica que:
2 2 2 2
0 <w - x2< 1/10 (2)(210 +1/10 )
2 2 2
0 < z < 2/10 [leo + 1/2(10) ]
z < r
2 2

2 2
con r, = 2/10 [x2»10 + 1/2 (10) ]

En general, por induccién:
Considemos‘la desigualdad:

n .2 n 2
(x +y /10 ) < W < [x = (y + 1)/10 ]
n n

con yhdigito porque

2
(y 1+1) > w conforme a la seleccién de y
n- n

De la desigualdad:

2 n 2 2n
xn_1+ 2xn_1yn/1o + yh/lo < W
multiplicando por 102n tenemos que:
x2 102n + 2X Y 102 + y2 < 102nu/
n-1 n-1"n w o =

19



2 2 2n 2n 2
2X y 10 + y < 10 R - 10 b ¢
n-1n n - n-1
factorizando:
2 2n
y (2x 10 + vy ) < 10 (W-x )
n - n - n-1
2 2n
Yy (2x% 10 +y) < 10 =z
n n-1 n - n-1
Entonces conviene seleccionar y , tal que :
n .
2 2n
y = max {y BEIN | y(2x 10 + y) <10 z }
n n-1 - n-1
n
Llamemos: X = X +y /10
n - n
2
z =w - X
n n
Entonces de la desigualdad:
2 n .
X <MW o< (x _ +1/10 )
n n
2 n 2n
X < W < x + 2x / 10 + 1/10
n n n
2 2n n n
0 <wW-Xx < 2/10 ([x 10 + 1/2(10 )]
n n

20



2n n n
z < r con r = 2/10 [10 x + 1/2(10 )]
n n

Hasta aquil, se encontrd una_sucesién, {y,} de tal ma
nera que enécimo digito es la expansién Qecimal de wx

Esto es: Como X = W(10)k/2  antoncas:

1im ({x }

2 n n
y +y /10 +y /10 +...+y /10 +...
n->0 n o 1 2 n

*

k
+ 10 = X
yo Eil yk/

Es decir que { x } tienge a un limite y ese limite es

n
la expansién decimal de X R

X < X < ¥ < ... < X
k — k=1 — k-2 - -

Ahora demostraremos que la sucesién residual { r }—>0

n
r = 2y + 1
o o
2
r1 = 1/10 (2x110 + 1) = 2/10 [x . + 1/2(10) )
4 A |
r =1/10 (2x 10 + 1) = 2/10 [ X + 2/10(x +
2 2 2 2
2
> + 1/2(10) ]
§ 2n n n
rn = 1/10 ( 2xn10 + 1) = 2/10 [x + 1/2(10 ) ]
n

21



Vamos a ver que: lim { r } => 0

n->00 n
Demostracién:
n n
r = 2/10 [ x + 1/2(10 )]
n n
ademés :
n
X = y +y /10 + ... +y /10 < y +1
n o 1 n (o}

entonces:

n n
r < 2/10 [y + 1 + 1/2(10 ) ]
n (o]

or lo tanto:
e lim ‘r }y =0

n->0  n u
Ademés: 0 < z < r
n n
Pero: lim {z,.} = 0
n->co
por tanto: 2
lim (x -x ) =0
n->a n
por tanto: x = 1lim x = 1lim x )
n->c¢o n->¢o n
*2 *
por tanto: x = X => |¥X| = X ~

22



ALGORITMO PARA EVALUAR ‘?/’x’ , con X>0 , nimero real.

donde :
X = akak_1...a2a1.b1b2... es la expansidén decimal de

X, con k =1,2,...

El1 algoritmo se aplica: 12 )

Separando las cifras enteras de tres en tres

Esto es :
” = . =
o= Ak Wiy 371 P23
GI1 = a, .4
- kel W, = b,b_b
W, = A . s x+¥3 456
“k/i a3a2a,‘

. X = k/3
Entonces: X = W W ... W, W, ... (10)

Si Ho tiene 1 6 2 digitos, entonces agregamos 1 6 2 ceros , para
completar la terna.

EJEMPLO:

SiX=23M =) Wy =003, W =34

Si X = 25687 D W, =025 , W,

§

De tal modo z = g
que W "0'1"2.

.

Entonces: X = w(w)“” . .
, Vv aplicamos al algoritmo a W, donde:
LTS A5 A A S (10)3 , con j = k/3 .

23



EJEMPLO: ) 3
El algoritmo usual para calcular v 93

Primero .
Examinamos los né@meros cuyo cubo es menor 6
lgual a 93:
3
3 = 27 < 93
3
4 = 64 < 93
3
5 = 125 > 93

Entonces seleccionamos y = 4 como el primer digito
o
Segundo: Observamos la desigualdad:
3
(4 + y /10) < 93

2 2 2 3 a3
64 + 3(4) y /10 + 3(4)y1/10 *y /100 < 93

2 . B 8~ g
64 + 48yl/10 + 12y1/10 + yl/lo < 93

20 32 3 3
Yy /10 + 12y /100 + y /10 < 93 - g4
1 1 1
(4800 + 120 + 2) 29
<
Yy 5 Y

Entonces buscamos un digito que cuﬁpla la condicién
anterior:

Siy=75
€ 5[4 800 + 120(5) + (5)2] -

= 5[4 800 + 600 + 25] = 27 125 < 29 000
S1 y1= 6 g
6(4 800 + 120(6) + 6 ] =
= 6[(4 800 + 720 + 36] = 33 336 > 29 000

Entogces el mayor digito que cumple la condicién es
Y:
1

24



Entonces la desigualdad:

2 3
(4.5 + yl/lo ) < 93

2 2 2 4 3 6
(91.125 + 3(4.5) y2/10 + 3(4.5)y2/10 + y2/10 ) < 95
6
multiplicando por 10 . tenemos que:

2 3
91 125 000 + 607 SOOy1 + 1 035y2 + y3 < 93 000 000
factorizando:

2
Yy ( 607 500 + 1 035y2 + y2 ) < 1 875 000
2

entonces buscamos un di{gito que sea el mayor que cum-
pla la condicién anterior:

Si y2 = 3 -
3[607 500 + 1 035(3) + 3] =
= 3[607 500 + 3 105 + 9] = 1 831 842 = 1 875 000
siy =4
4[607 500 + 1 035(4) + 4] =
= 4[607 500 + 4 140 + 16] = 2 446 624 > 1 975 000

Entonces el siguiente digito que nos conviene elegir
es 3, por tanto:

3 o 'g
(4.53) + 92.959677 ¥ 93

Si se requiere mayor precisién,se puede seguir selec-

clonando mads digitos decimales siguiendd el mismo

procedimiento.

25



ALGORITMO GENERAL:
Se basa en las siguientes ideas:

0 . ..
1—-) Seleccionar una sucesidon de tal manera que sea con-

vergente, esto es
m {x} = %
El algoritmo se aplica de la siguiente manera
si X = a.a 555 a2a1.b1b2 5@ %
es la sucesidén decimal de X, separemos X en ternas de digitos:

Sean:

Yo = g0

1 7 %-2%%-3%%-2

Donde ké N , k maltiplo de tres, porque si wo tiene uno 6 dos

digitos, entonces agregamos uno 6 dos ceros a la izquierda de

wo, para que k sea maltiplo de 3; y entonces aplicamos el al-

¢ - - -k/3
goritmo a W, donde W = wow1"‘wk/2"' = X(10)

EJEMPLO:
Si X =1 001 , entonces hacemos X = 001 001

y aplicamos el algoritmo a W, donde W = 001.001 = x10%/3

Si llamamos W = wo.w 10k/3 = X

100
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20 Selecionar la sucesién de tal manera que cada { y \
sea digito de la serie decimal de Y. n

Observemos 13 desigualdad:

< < +
yo_\,\/o (yo 1)

3

con y EN , digito
Entonces conviene seleccionarga J °
Yy, = m&x { y EWN | y <w)

Llamemos: y = X
o o
3
z=\wo—y
. o o
De la desigualdad:
3
YOS Wo< (y_+ 1)
3 3
0 < Wy Yy <y + 3y + 3y +1
o o o
Obtenemos: 2
0 £ 2 < 3y + y £ 1/3)
0 o
z € r 2
o © . congp=3(y +y +1/3)

Consideremos ahora, la desigqualdad:
3 3
(y + y/10) < W < [y + (y + 1)/10)]
o | o 1

con y digito conforme a su seleccién

o
Observemos el primer miembro de la desigualdad:

(x + Y/lO)Bi\fJ
o 1

3 2 2 2 3 3
X + 3y x /10 + 3y x /10 + y /10 < W
o 1o 1o 1
factorizando y multiplicando por 10
2 2 2 3 3
y [ 3(10 )x + 3(10)xy +vy_ ] < 107 (W =-x )
1 o] o1 1 K o
2 2 2 3
y [ 3(10 )x + 3{(10)xy + Yy ] < 107z
1 o o1l 1 - o

Entonces conviene seleccionar y1 , tal que :

2 2 2 3
Y, = max{ yEN | y[3(10 )x + 3(10 )xy +y ] <10 z }
o o o
con v, digito.
Llamemos: ( & /10)
X = (x
1 o Yl
3
z = W - X
1 1

27



De la desigualdad:

3 7 3 3
x1 < W < X + y, /10 + 1/10 = (x1+Ly'+1)/10)
Obtenemos:

3 2 2 3
0 < w- xl < 3x1(1/10) + 3x1(1/10 ) + 1/10 =
3 2 2
= 3/10 (xllo + x110 + 1/3 )

2 2
=> 0 < z1 < 3/103(x110 + xllo + 1/3)

3 2 2
conr = 3/10 (x 10 + x 10 + 1/3
1 1 1
Observemos ahora la desigualdad:
2.3 2 3
(y +y /10 +y /10 ) <W< [y +y /10 + (y + 1)/10 ]
o 1 2 o 1 2
con y1 digito conforme a la seleccién de y
Del primer miembro de la desigualdad anterior tenemos :

x + /102)3 < W
(1 Y, =

- /1024-3 2/1o4 + 3/106 W
X X X <
1 1Y 172 Y, o
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3 /102 I 10 3/106 o - %
=> X + X + < - X = A
1Y2 1y2 Y2 - 1

6
multiplicando por 10 :

3x ¥y /10” + 3x y2/102 + y3 < 10 z
12 1 2 2 -

factorizando tenemos que:

IA
H
(=]
N

(3 104 3 102 2)
X + 3% +

y2 1 1y2 yz
Entonces conviene seleccionar yi, tal que :

4 2 2 6
y2 = max{ yewN | y(3x110 - 3x1y10 +y) <10 zl}

Llamemos: 2
X = xXx + y /10

2 1 2

3

z = W - X

2 2

De la desigualdad:

. < W< + 162+ 33— 33
x1 < (XL yz/ 1/10) = (xZ + 1/10)
Obtenemos: 2
3 2 2 212 - 3
0 < W - X, < 3x_(1/10) + 3x_,(1/10 ) + [1/10] =
323 yA 2 1
/2 4

% 2
< pd = 3/10 (x 10" + x 10 + 1/3
0 2 /107 (x e /3)
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;. 2
=> 052 < 3x1(1/10) +3x 10+ 143) © =

=> A < r
1 1

con r = 3/103(x2102 + x 10 + 1/3)
1 1 1
Observemos ahora la desigualdad :
(y +y /10 + y /102)3 <w< [y +y /10 + (y + 1)102]3
o b ¢ 2 - (o) 1 2
con y2 digito conforme a la seleccién de y1
Del primer miembro de la desigualdad anterior se tiene:
2 3
( x o+ y2/10 ) < w
x3 + 3x2y /102 + 3x y2/104 + y3/106 < W
1 12 1.2 2 -
=> 3x 104 + 3x-y2/104 + y3/106 < W - x3 = 2
1 12 2 - 1

multilicando por 10

4 2 2 3 6
3x1y2/10 + 3x1y210 + y2 < 10 z1
factorizando, tenemos que:
4 2 6
y2(3x110 + 3x1y210 + y2) < 10 z1
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Llamemos :
2 ik

z
2

I
¥
|
X

Entonces, del segundo miembro de la desigualdad :

3 2 2 = 2 3
x, = W <(x1+y2/10 + 1/10 ) +(x2+1/10 )

3 2 3 3
0 < w-x < (x +1/10 ) - x
- 2 2 2
2 2 4 6
=> 0 < z < 3x (1/10 ) + 3x (1/10 ) + 1/10
i 2 2 2
2 2 4 6
=> 0 < z < 3[x /10 + x /10 + 1/3(10 ) ]
= 2 2 2
6 2 .4 2
=> 0 < z < 3/10 (x 10 + x 10 + 1/3)
- 2 2 2
b4 < ) o
2 2
6 4 2 2
con r2 = 3/10 (10 x2 + 10 x2 + 1/3)
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EL ALGORITMO GENERAL , por induccién:

Considerando la desigualdad
n 3 3
(x_ _+y /10)° < w < [x___ + (v + 1)0"]
n n-1 n

con 0 <y < 10
- n

3
porque (Y + 1) < W, cony €N, O0<y<10
n-1 - n-1 ~— 'n

De la desigualdad

n 3
(x + vy /10)) < W
n-1 n -
Obtenemos:
3 2 n 2 2n 3 3n
X + 3x y /10 + 3x y /10 + y /10 < W
n=1 n-1"n n-1n n -
de donde: mult;Pllcando por 103",
(3% 1021{1 + 3x 1on+ 2)< 1o3nz
yn n= n-1yn yn - n-1

Entonces conviene seleccionar y , tal que :
n

2 2n n 2
y = max { yeiIN | y(3x 10 + - 3% 10y +y ) <
n n-1 n-1 =
3n
< 10 z
- n-1
Llamemos: n
X =X + vy /10
n n- n
3
zZ =w - X
n n-1
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Entonces de la desigualdad:
3

3 n 3
X < w < (x + 1/10 ) , obtenemos:
n

3 3 3 2 n 2n 3n
0 <wWw - X <-Xx + x + 3x (1/10 ) + 3x (1/10 ) + 1/10
. n n n

3n 2 2n n
=> 0 < z < 3/10 ( x 10 + x 10 + 1/3 )
- n n

2 < r
n n

3n 2n n
conr = 3/10 (x 10 + x 10 + 1/3
n n n

3n 2n 2 n 2n
r = 3/10 (10 (x + x /10 ) + 1/3(10 ) ]
n n n
Adenés:
2 2n
w = y+y /10 + . . . +y /10 <y +1
n o 1 n (o}
Entonces:

n 2 n 4n
r < 3/10 [ (y + 1) + (y +1)/10 + 1/3(10 )]
n o) (o}

=> lim {r {= o0
n->060 n
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0 < z < r => 1im {2z } =

lo) n n->00 "N
Entonces: X = w1ok/3 3
s Iim (x - x ) = 0
n->60 n
3 3
=> x = lim {x } = (1lim {x })
n->30 n n->%o n
3 3
=> x = 1lim {x } = (lim {y })
n->@ n n->% n
%3
=> X = X
n
3 *
= |vx | = X
n
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FUNCTION LOGARITMO

DEFINICION:
DEFINICION DE NAPIER : ( Siglo XVI )
Esta definicién incluye dos puntos moviéndo
se en diferentes lineas:
P X

P + —~ 0 — 7

o PO =10

o
L t
o L

7
El punto P se mueve con velocidad inicial 10 a través
de PO y con esta velocidad decrece. E1l punto L se mugve

hacia la derecha con velocidad constante igual a 10

Entonces el segmento se define como y =LVL= 1O7t

o]

’

¥ *
con t = intervalo de tiempo de manera que el logaritmo

de Napier se define como : . .
Nogx = n , si x =10 (1 - 10 )
La idea de Napier se basé en construir una tabla de
valores de la progresién geométrica :
7 -7 k
xk + 10 (1 - 10 ) ; con k& IN

El usé las siguientes PROPIEDADES para n pequena :

7 -

la 10 (1 -10 ) = n
-7 100 -5

2a (1-10 ) x (1-10 )
-5 50 N

3a (1-10 ) > (1 - 1/2000)

20
4a (1 - 1/200) ~ (1 - 1/100)

Y as{ construye la tabla siguiente:
7 =1 q-
X = 10 ( 1 - 1/200)p (1 - 1/100)
pPq



El logaritmo de Napier tiene las siguientes propiedades:
Vi

i) x_x = 10" x
m n m+n

W X%, _ qg77x
m—-n

Y ademés si :

Nlog(xy) = Nlogx + Nlogy + NJog107
Demostracion:
x = 1071 =10 H™
y = 10'(1 - 10 H"°
xy = 10/ 1d (1 - 1077)™0
10 = (1-10H1
xy = 107(1 — 10 ymHd
Nlog(xy) = m + n + q

= Nlogx + Nlogy + N]og107



demostracién:

-4 4
m = 10 n ’ n = 10 m
4
s n -4 10 m
x = (1 + 10 ) = (1 + 10 )
m
4
- -4 |10
- 1 + 10
2a
- 4
-4 10 -
(1 + 10 ) - e
Hm (1 + 1/n) =
m + n = e
n*oo( /

Entonces, . aplicando la idea anterior, proveniente de
la defincién de BHrgi a la definicién de Napier, tene-
mos que :

7 -7 n
10 (1 - 10 )

X =
7 7
7 -7 \10(n/10")
= 10 (1-10 )
v 7
7 -7 10 \n/10
= 10 (1-10 )
7
~ 7 -n/10
x = 10 e
Lx = L10 - n/10
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DEFINICION DE BYRGI . ( Siglo XVI )
Esta definicién es similar a la anteriog, solo que
Birgi utilizé como radio vector a: 1 + 10
Entonces:
: -4 n
Blogx = 10 n s1 x= (1 + 10 )
Con las siguientes propiedades

la Si Blog x = m
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DEFINICION DEL NUMERO "e" .  (Siglo XVII)

Para toda x €IN , con n >»>1 , "e" es el enécimo término
término de la sucesién:

e={ajil= (1 + 1/n)n = 2.71828...
n

n
El lim (1 + 1/n) existe y
n->00

por el Binomio de Newton :

(%1 -+ 1/n)n = 1 + n(l/n) + [n(n—l)/z!](l/n)2 -

[n(n—l)(n-2)?3!](1/n) + 5 =4 +
+ [n(n-1) (n=2)...(2)(1)/n!](1/n)
2 2 1,3 2 2 3
1+1+ [(n =-mn)/2'1(1/n) +3T(n - 2n - n + 2nN@/n")

¥ ...+ [ (an)/(nt) 1@/
=141+ [(1)/(21)1(1 - 1/n) + [(1)/(3!)](1-1/n) (1-2/n)

+ ... + [(1/n!)](1 - 1/n)(X - 2/n)...[1 - (n-1)/n](1/n)
Para n distinto de 1 :

(1 + 1/n)n <2+ 1/2! + 1/3! +...+ 1/n!
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3 n
<2+ 1/2 + 1/2 +...+ 1/(2 y A 3
Ya que n' 1/ Z"'l, puesto que 2"") n!
Ademés, para n¢ N

n
lim (1 + 1/n) =1+ 1 + 1/2! + 1/3! +...+ 1/k! +...
n—»co
- 2.71828...

DEFINICION DE BRIGS:

. El esquema de la definicién de Brigs, a%n tiene
vigencia ﬁ se ensena a los estudiantes de " Nivel Medio y
de Nivel Medio Superior.

Si b = A con b > 0

. El logaritmo del némero A, con base b > 0, se de-
fine como el exponente x de la base b.
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DEFINICION DE GLASSER (Siglo XX)

Con la moderna notacién del C&lculo, Glasser ,

basado en el esquema de Brigs , definié el logaritmo
como:
X
log x = E at/+
1
u
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PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Seglin la definicién de BRIGS :

log A =
gb

Para todo b >

la

X =>

o , x

A

o

Todo logaritmo es un exponente

Es claro de la definicién.

Si A < 0 , el logaritmo no existe

De la de

Entonces

X
Pero b

Si 0 <

En efecto,

Como, por

finicén b > O

X

b > 0,
=A <O

7

log A <
gb

si A =

definicién

X
0 < 1/b < 1 =>

42

=> log A
gb

para todo x€ [R

lo cual contradice la

hipétesis

1

entonces

< 1



4a La unidad es al logaritmo de la base ,

i i
En efecto, b = b, para toda bR => logbb =1

S5a El cero es el logaritmo de 1la wunidad.
= o
En efecto , b = 1, para toda b&éR => 1og1b =0

6a lo AB = log A + log B
a gb( ) gb gb
X
. A =D => log = X
Si b
Y
B =Db => logbB =y
Entonces:
X X +
AB = b by = b ¥
=> logb(AB) =X + Yy
7a lo AB = log A - log B
a gb( ) gb gb
X
A =D => logbA = X
Si Y
B =Db => logbB =y
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Entonces:

X X -
A/B = b /by o= b ¥
=> logb(AB) = X -y
8 1 (A)m i
a o = mlog a
a gb gb
Entonces
m X \m mx
A = 1(b )) = b
=> 1log A = m X
gb
. n
9a Si logb VA |, con né€ N
Entonces: n
log ¥vA = (1/n)log A
b b
. b4
Si A = b => 1log A = x
b
n n X n/x 1/n x
VA = V(b) = (b) = (b )
n
=> logb( vV A ) = (1/n) x
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PROPIEDADES Segtin la definicién de GLASSER

la Todo logaritmo es el &rea bajo 1la curva

Yy =1/t , entre 1 y x, segtin la figura :

2a Si x < 0 , el log x, no existe.

Es claro, porque sélo estd definida para x > 0

H
3a Si x <1 => log x < 0
Y De la figura: si x < 1 ,
entonces:
1
Idt/t = jxdt/t <0
t 1 X
-
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6a log (ab)

Supongamos que a < b
entonces:

figura,

x = 1 , entonces :

[ e Y
Q
o]
oy
»
I

log a

’

* log b
segdn la

S dx/x

a

Demostracién

Entonces:

Si
Si

Il
LA )
Q
e
—~
w
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w = ab t=05>O b
K dw/w = { adt/at = X dt/t
w = a t=1 1
ab b
=> de/w = g dx/x
a 1
ab a b
=> log(ab) = j dx/x = I dx/x + K dx/x
1 i i
Pero de la definicién :
a b
log a = K dx/x y logb = ‘I dx/x
1 1
=> log ab = log a + 1log b .
7a Log(a/b) = 1log a - 1log b
Si a< b, con b distinto de 0, de la figura :
a/b
Y‘ log(a/b) = S dx/x =
1
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a a/b

log(a/b) = I dx/x - S dx/x
h a
Pero:
a/b 1/b b
S dx/x = g dx/x = - x dx/x
a 1 1

Demostracién :

Por la 6a propiedad, se vié que :

a/b 1/b 1/b b
g dx/x = g dx/x Pero S dx/x = - I'dx/x
a 1 1 1
Por la definicién :
a b
log a = I dx/x Yy log b = S dx/x
1 1
Por la 4a propiedad:
b 1/b
log b = ; dx/x = - x dx/x
Entonces : t !
a/b a b
log(a/b) = S dx/x = S dx/x - S dx/x
1 1 1
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=> log (a/b) = loga - ‘logb

8a log am = m log a , para m E N
m
a
Por definicién log am = ! dx/x
1
Pero :
m 3 m
a a a.a a a
de/x = Idx/x + de/x + Idx/x +eoot s m_glx/x
1 1 a a.a a

Pero por la demostracién anterior, dada en
la propiedad 6a :

b ab
s dx/x = I dx/x , si a = b , entonces :
1 a
m
a a a a a
de/x = sdx/x + de/x +o..t de/x = dex/x
1 1 1 3
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a a
=> S dx/x = mI dx/x = mloga = loga
1 1
w
9a log va = ( 1/n )log a i con ngEN
1/n n
Sea zZ = a => a = z
como n € N :
n 1/n
a z b4 a
g dx/x = x dx/x = nf dx/x = n! dx/x
il 1 1 j
1/n
a a
K dx/x = I dx/x
1 1
1/n
a a
g dx/x = (1/n) S dx/x
1 1
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CONSTRUCCION DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS :

TABLAS DE NAPIER Y BURGI :

3 La idea central consistié en relacionar una
serie geométrica con una aritmética.

Es decir, si x, > 0 son tales que se desea
calcular el producto xy, entonces, como x e'y, son tér-
minos de las progresiones geométricas:

X = ar , y = ar , a € 12 p

I
v
2]

=> Xy = ar ar
=> Xy/a = ar

El objeto fué sustituir las operaciones aritméticas
de multiplicacién y divisén, por las mas sencillas de -
suma y resta.

En las tablas, "a" es una potencia de 10 y b€ R,
esto es:

Progresion PYrogresion
aritmética geométrica
b ar
2b ar2
nb arn

) “m+n
(m+n)b ar
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En la tab%a de Napier . En la tablasde Burgi
b=1, a=10, r =1 - 10 b=10, a =10, r =1 + 10
7 =7 R =z
1 10 (1 - 10 ) 10x1 10 (1 + 10 )
7 -7 2 8 -4 2
2 10 (1 - 10 ) 10x2 10 (1 + 10 )
7 -7 3 8 -4 3
3 10 (1 - 10 ) 10x3 10 (1 + 10 )
’ 7 -7 n ) 8 -4 n
n 10 (1 - 10 ) 10xn 10 (1 + 10 )
En la tabla de Burgi para
23027
8 -4 \" 8
10x23027 10 (1 +10 )[ & 10 (1)

-7 n
Puesto que n es el logaritmo de las bases ( 1 - 10 )

-4 \n e ;
)4 i 1 «+:10 '1 para Napier y Burgi , respectivamente,

para Burgi, fué la tabla de antilogaritmos, excepto por
el punto decimal.
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CONSTRUCCION DE TABLAS

LOGARITMOS COMUNES (BRIGS)

El logaritmo de BRIGS,
estd definido por la transformacién:

En términos de NAPIER

[ 4

log x

n
log 10 x = n +
Nog 1 - Nog x
G(x) = g g
Nog 1 - Noglo0

Usando la relacién de Napier

- 7 9
Nogx = 10 L (10 /x)

veremos que
G(x)

log x
Demostracién:

10'L(10") - 10 L(10
G (x) (10 ) (10 /x)

7 7
L(10 ) - L(10 /x)

7 ~ 7 [3)
10 L(10 ) - 10 Nog 10

( 7
I{ 10 7
/10 /x))

o 7
L (10 /10 )
y

G(x)

=> log 1 0 log
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L(10 ) - L(10 )

Lx

L10
1
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Esto es consecuencia de los logaritmos que difieren
sé6lo por el punto decimal

n

log 10 x = n + log x
EJEMPLO :

log 2 = 0.3010

log 20 = 1.3010

log 200 = 2.3010

- La tabla comienza calculando sucesivamente las
raices cuadradas de 10 , empezando por log 10 =1

TABLA D E BRIGS

NUMEROS LOGARITMOS

10 10.000 U000 000, ... T

20 3.162 277 660,... 0.5

3 1.778 279 410,... 0.25

49 1.333 521 432,... 0.125

50 1.154 781 984,... 0.625

60 1.074 607 828,... 0.03125

70 1.036 632 920,... 0.015625

80 1.010 015 217,... 0.0078125

160 1.000 035 135,... 0.000015255876
5&9 1.000 000 00O0,... 0.00000000000000
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CONSTRUCCION DE TABLAS DE LOGARITMOS.
METODO DE NEWTON:

Se basa en el célculo de las integrales del &rea

bajo la curva. De la figura:

A

Yy = para x > - 1
+x) 1+ x

7k
W

5 3 X

El &rea bajo la curva hiperbélica A(1 + x) sobre el
intervalo [0,x] para A(1 + x) > 0 es :
y = 1/(1 + x)
Pero la serie :
y =1/(1 + x) =1 - x + xz- x3+ S x2n + xzn-1
es el resultado de divir 1 entre 1 + x :
Como : X
L x = (1/t)at , tomando integrales
término a término, s tiene que:

2 3 4
A(l + x) = L(1 + x) = X=X 2 + % /3 = X [fq Fiiis

2

n 2n-1
- X /2n + X /(2n-1)
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Por las propiedades de los logaritmos :

A [ (1 + x)n] = A[n(l+x)] = nA(1+x)
Al (L +x)(L+y) ] = A (1+x)+A(1+Y)
A [(1 +x)/(1 +vYy)] = A (1 +x) -A (1 +Y)

Newton construyé su tabla, primero para némeros

enteros . El tomé6 x = + 0.1 , + 0.2 , y calculé
A(0.8) , A(0.9), A(1,2) hasta con 57 lugares decimales y
noté que : y At
2 = [(1.2)(1.2)]/((0.8)0.9)]
= [(1.2)(2)]/0.8
5 = ((2)(2)/0.8]
11 = 10(1.1)
10 = 2(5)
100 = 10(10)
Y asi se obtiene :
A(2) = 2A(1.2) - A(0.8) - A(0.9)
A(3) = A(1.2) + A(2) - A(8)
A(5) = 2A(2) - A(0.8)
A(10) = A(2) + A(5)
A(11) = A(2) + A(1.1)
A(100) = A(10) + A(10)
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Sustituyendo ahora x + 0.02 , + 0.01 , para
para calcular A(0.98), A(1.02), A(0.999), A(1.001),
esto le permite calcular los logaritmos de 7 , 13 y 17

porque :

7 = v{I00U)(0.98)/2
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USO DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS :

El logaritmo se compone de un nédmero real > 0 ,
tal que tiene una parte entera ( c ) , que se 1llama
CARACTERISTICA y una parte fraccionaria (m < 0 )
MANTISA , entonces : log X = C + m

Las tablas proporcionan la matisa ; es decir , el
4rea hiperbélica del intervalo [0,1] .

EJEMPLO:
Evaluar  log 3.28
caracteristica c = 3
mantisa m = 28

Los ntmeros comprendidos en el intervalo (0,1)  tienen
por caracteristica 0 ; sabemos que por definicién

10: = 1 => log 1 =

102 = 10 => log 10 =

10 = 100 => log 100 =

10n = 10n => log 10n = n
entonces: Cc <fedgx <. c + 1

Para calcular la caracteristica si x est& escrito en -
forma decimal , y c¢ tiene d digitos,sele resta una
unidad , i.e.,

d-1 < logx < d
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EJEMPLO:
0.51587

2.51587

log 3.28
log 328

Las tablas proporcionan la_mantisa de un mémero
el cual no varia si se, multiplica por una potencia
10 , como vimos anteriormente:
En efecto, si1 x = c + m
d
log (x 10 ) = logx +d = (c+d) + m
conc +d € 272 . 0 <m«<1

Si m = .4ddddd ..., en la primera columna de
123435

tablas se buscan los digitos dld2 se encontrara el
mero buscado en la interseccién de la fila donde se

X,
de

las

na
lo-

caliza la columna del digito d , el siguiente digito d4

se busca en la interseccién de la Parte proporcional vy

se le sumaré& a los ndmeros encontrados .

EJEMPLO:
log .8727 = 0 + 9727 (10 1)
caracteristica = 0 , mantisa 8727
entonces :el ndmero para la mantisa
es 9405 + 3 = 9408
=> log 0.8727 = -1.9408
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tablas de

LOGARITMOS DECIMALES CON CUATRO CIFRAS

) Partes proporcionales
B2 A2 §F A S T Y s i s61809
10 | 0000 0043 0086 0128 0170 | 0212 0253 0294 0334 0374 A8 1217 21 25 29 33 37
11 | 0414 0433 0492 0531 0569 | 0607 0645 0682 0719 0755 48 11 15 19 23 26 30 34
12 | 0792 0828 0864 0899 0934 | 0969 1004 1038 1072 1106 3710 14 17 21 24 28 31
13 139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430 36101316 19 23 26 29
14 | 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732 36 91215 18 21 24 27
15 | 1176171790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014 36 B 11 14 17 2022 23
16 | 2041 2068 2095 2122 2148 | 2175 2201 2227 2253 2279 35 B 111316 18°21 24,
17 | 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529 | 25 7 10 12 15 17 20 22
18| 2553 2577 2601 2625 2648 | 2672 2695 2718 2742 2765 25 7 912 1416 19 21
19 | 2788 2810 2833 2856 2878 | 2900 2923 2945 2967 2989 | 2 4 7 9 11 13 16 18 20
20 3010 3032 3054 3075 309 3118 3139 3160 3181 3201 24 B 11 13 15 17 19
21 3222 3243 3263 3284 3304 | 3324 3345 3365 3385 3404 24 6 B 10 12 14,16 18
22 | 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598 | 2.4 6 B 10 12 14 15 17
23 | 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784 24 6 7 911 131y 17
24 | 3802 3820 3818 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962 24 5 7 9111214 16
25 | 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133 23 5 7 91012 14 15
26 | 4150 4166 4183 4200 41216 | 4232 4249 4265 4281 4298 23 5 7 R 10111315
27 | 4314 4330 4346 4362 4378 | 4393 4409 4425 4440 445G 23 % 6 8 91113 14
28 | 4472 4487 4502 4518 4533 | ASAB ASGA 4579 4594 4609 23 % 6 8 91112 14
29 .| 4624 4639 4654 4669 46B3 | 4698 4713 4728 4742 4757 13 4.6 7 9101213
30 | 4771 4786 4000 4814 4R20 | 4BA3 48T 4871 4RRG 4900 13 4 6 7 9101113
31| 4914 4928 4942 4955 4969 | 4983 4997 5011 5024 5038 13 4 6 7 8101112
32 | 5051 5065 5079 5092 5105 | S119 5132 5145 5159 172 13 45 78 9112
33 | 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302 13 4 5 6 8 91012
34| 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 SAIG 5428 13 4 5 6 8 91011
35 | 5441 5453 465 5478 5490 $502 5314 5527 5539 5551 12 45 6 7 91011
36 | 5563 5573 3587 5399 5611 5623 5635 SGAT 5658 5670 12 4 5 6 7 81011
37 | 5682 5694 5705 ST17 5729 5740 5752 S76% S775 3786 12 3 56 7 8 910
38, | 5798 5809 $821 S832 5843 5855 SRGG SR77 SBBB 5899 12 3 5 6 7 8 910
39 | 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 S9BB 5999 6010 123 4578910
40 [ 6021 G031 6042 G053 0G4 6075 GORS G096 6107 6117 12 3 45 6 8 910
41 |' 6128 G138 6149 6160 6170 | 61RO 6191 6201 6212 6222 123 456 789
42 6232 6243 6233 6263 6274 6284 6294 6304 G314 6325 12 3 4 5 6 7 8 9
437 6335 G345 6335 6365 6375 | GIB3 6395 6405 GAIS G425 12 3 4 56 7 89
44510 6435 G444 G454 GAGA 6474 | GABA G493 6503 6513 6522 12 3 456 7 89
457 J1 6532 ;6542 6351 6561, 6571 6580 6590 6599 6609 GR1B 12 3 456 7 8 9
46 | 6628 G637 GGAG 6656. GAGS | GGTS GGRA 693 G702 G712 12 3 4567 7 8
47 1 6721 6730 6739 6749 IR | 6767 6176 GRS G194 (R0Y 12 3 455 6 7 8
48 | 6B12 G821 GB30 6B39 GR4B | GRS7 GBGH GB7S G6BBA 6RO} 12 3 4 456 78
49 | 6902 G911 6920 6928 6937 | G946 6955 6964 6972 G9BI 12 3 4 456 78
50 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067 12 3 3 4 5 6 71 8
51 7076 7084 7003 7101 7110 TR 7126 7135 7143 7152 12 3 3 45 6 1 8
52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 723% 12 23 45 6 71 7
53 | 7243 7251 7259 1761 10715 73R4 7292 7300 7308 7316 12 23 456 6 7
S4 | 7324 7332 7340 7348 7356 | 7364 7372 7380 7388 7396 12 2% 45 6 6 7
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 123 456 789
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Logaritmos dccimales con cuatro cifras

Partes proporcionales

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 23456178¢9
35 7404 7412 7419 7427 7439 7443 7451 7459 TAGG 7474 1223 45567
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7328 7536 7543 7951 1 22 3 45567
57 75%9 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627 122 3 455 67
58 7634 . 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701 1123 44567
59 7709 7716 7723 7731 V738 7745 7752 7160 7161 7174 112 3 4 495 67
60 7782 7789 779G 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846 1123 44566
61 7853 78G0 78GR 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917 1123 4 4566
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 1973 7980 7987 1123 3 4566
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8033 BO41 B0O4B 8035 11233 4536
64 8062 8069 8075 8082 BOR9 8096 8102 8109 8116 8122 11233 4556
65 B129 B136 8142 Bl149 6156 8162 8169 8176 8182 8189 112334556
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8239 8241 8248 8254 11233 4556
67 B261 8267 8274 8280 B287 8293 8299 8306 8312 8319 11233 49556
68 8325 8331 8338 8344 B35I 8357 8363 8370 8376 8382 11233 4456
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 B426 B432 8439 8445 11223 4456
70 8451 8457 BAGY 8470 8476 8482 B488 B494 8500 B506 11223 4456
n 8513 8519 8525 8531 8537 8543 B549 8555 BSG1 A567 I 1223 4 455
72 8573 8579 83585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 112 2 3 4 455
73 8633 BGI9 BG4S 8651 BGYT 8663 8669 8675 8681 8686 11 22 3 4 455
74 BG92 BGIR 8704 8710 B7IG 8722 8727 8733 8739 8745 1122 3 4 45 5
79 8751 8756 8762 B7G8 8774 8779 8783 8791 8797 8802 112233 455
76 8808 8814 8820 A825 8831 8837 B8B42 8848 8BBS54 8859 13 223 3 &%y
n 8865 B871 B876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 B89IS 1122 3 3 4 459
7 8921 8927 8932 8918 8943 8949 8954 8960 B965 8971 tT1272 3% 3 445
9 8976 8982 8987 8773 BI98 9004 9009 9013 9020 9025 112 23% 3% 445
80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079 112233 4 45
8l 9085 9090 9096 9101 9106 2112 9117 9122 9128 9133 112233 445
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186 112233 445
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9237 9238 112233 445
B4 9243 9248 9253 9298 926} 9269 9274 9279 9284 9289 112233 445
85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340 112233 445
86 9345 9350 9355 9360 93165 9370 9375 9380 9385 9390 I 1223 3449
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440 011223 3 404
88 9445 9450 9453 9460 9465 9469 9474 0479 9484 9489 011223 3 44
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9338 01 1223 3 44
90 9542 9547 9552 9357 9362 9566 9371 9576 9581 9586 011223 3 44
91 9590 9595 9600 9603 9609 9614 9619 9624 9628 9633 01 1 22 3 3 4 4
92 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680 011 2 2 3 3 4 4
93 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727 011 2 23 3 434
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773 01 1 2 2 3 3 44
95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818 01 1223 3 4 4
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9BG} 01 1 223 3 44
97 9868 9872 9877 9881 988G 9890 9894 9899 9903 9908 011223 3 44
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9919 9943 9948 9952 011223 3 44
29 9956 9961 9963 9969 9974 9978 998} 99A7 9991 9996 0112231334
N 0 1 oY 3 4 5 6 T 8 9 123456717879
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LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

DEFINICIONES:
EUCLIDES :

Sea ABC un tri&ngulo rect&ngulo
x el cateto opuesto,

y el cateto adyascente,

r la hipotenusa

Las funciones trigonométricas se definen :

sen a = y/r
cos a = xX/r
tan a = y/X

Y sus reciprocas como
cot a = l1/tan a
sec a = l/cos a
csc a = 1/sen a
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definicidén de DESCARTES:

v

Entonces las definiciones en el plano cartesiano, son

las mismas .

sen a = y/r
~

cos a = x/r
~

tan a = y/x

Y sus reciprocos:

n n i
cot a = 1/tana = r/y
sec a = 1/cosa = r/x
csc a = 1/seni = x/y

63



PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Solo se mencionar&n las propiedades y las demos-
traciones que se utilizaré&n para evaluar las funciones.

la sen”a + cos?a = 1
Por definicién sena = y/r , cosa = X/r
2 2, 2 2 ? 2 2
=> senda + cosa = (y/r) + (x/y) = (y + x)/r

Pero por el teorema de Pit&goras , se tiene que :
2
r = x% + y2
2 2.2
=> (x + vy )r = 1

Es claro que despenjando :

sena = VI = cosZa
cosa = VI = séenza
u
2a tana = sena/cos
De la definicién:
sena/cosa = (y/r)/(x/r) = y/x = tana
Similarmente : cota = cosa/sena
cosa/sena = (x/r)/(y/r) = x/y = cota
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sea (a + b ) = sena cosb + cosa senb

Por construccidn sea ABC
un circulo unitario de

radio r con centro en O.

=> 0OA =0UB =0C =r =1
Sean AD - OUC , OB - AF , GF // DC y EF // GD

De aqui{ que,por construccién, los triangulos AFG,
OEF, OAF y OAD son triangulos recté&ngulos, por lo que
OEF ® AFG porque tienen un &ngulo congruente y dos la-

dos proporcionales, que son

OE // GF . &G // EF , vy el &ngulo recto con-
gruente; entonces se tiene que
En el tri&ngulo OEF

senad = EF/OF => EF = UOF sena w5 o ER)
En el tri&ngulo AFG
cosa = AG/AF => &BG = &F cosa « o0 (2)

En el tri&dngulo OAF
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N

senb

-

cosb

En el tri&ngulo OAD

sen(a + b )

A

=> sen ( ; + b )

Sustituyendo (1) , (2)

sen ( a +

o>
]

A

=> sen ( a +

o>
]

De la misma figura

.o

A ~

cos (a + b))

En el tri&ngulo OAD

cos (a+b) =

=> cos
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EF/r => senb

OF/r => cosb

= AG

r (3) Yy

-~

AF cosa

N N

senb cosa

- A

cosa cosb

AD/OKX = &D
pero por construccién : GD

+

(4

)

EF wie
OF e
AG + GD

EF
EF
en (5)

N

+ OF sena

+

N A

cosb sena

A A

sena senb

’

(3)
(4)

(5)



En el tri&ngulo OAD :

cos ( ; + g ) = OD/r = 0OD = OUE - DE
pero como DE = GF , se tiene que
cos ( ; + ; = OE GF
En el tri&ngulo OEF :
cos; = OE/OF => OUE = OUF cos;
En el triadngulo OAF :
cos ; = OF / r = OF
sen ; = AF |/ r = AF
En el tri&ngulo AFG :
sen; = GF/AF => GF AF sen;

.. (6)

(7)

. (8)
- (9)

. (10)

Sustituyendo (7) , (8) , (9) y (10) en (6), se tieneque:

A A A

sen ((a + b ) = 0OF cos a

A - A A

=> cos( a+ b ) = cosa cosb
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AF sen a

A ~

sena senb



De la propiedad anterior :

sen(2a) =

Puesto que :

2 send cosa

send cosa + sena

sen2a

cosa cosa - sena

sen(2a) = sen(a + a) =
= 2 sena cosa
Y , también :
cos(2a) = cos2a -
cos(2a) = cos(a + a) =

TEOREMA DE PTOLOMEO
Si

| a | <1

Tri&ngulo
Entonces:

drea triangulo AED > A4rea

=> sena ~

Figura :
Sea 7BD un arco

rencia unitaria
tal que :
AB

Los segmentos

=> BT //

ABC = triangulo

A~BD

cosa =

sena

de circunfe-
de radio r

ap =1
BC L &AD
DE L BD
oo
AED

> &rea triangulo ABC



Como:
area [\ AED ='2 &C BT

drea A*BD = mir (a/2m) =4 .a
&readAED = /2 AD-ED
Sustituyendo, se tiene :
Yaxc-BC > lha > YHaED ED
AdemA&s por definicién:
tana = ED/AD = AD/r

sena BC/AB = BT/r = BT

Sustituyendo se tiene que:

'/2(1)tana > !/2a > !/2cosa-sena

ED , cosa = AC/AB = AC/r

AT

Dividiendo entre /2sena y utilizando la 2a propiedad:

sena/cosa
> a/sena > cosa => 1/cosa > a/sena > cosa
sen a
Pero , para a<<1 , a ->0° , cos0®° =
=> 1 > a/sena > 1 => a4 = sena
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5a Los &ngulos interiores de todo tri&ngulo suman 18¢

S § De la figura:
X Y . ; ;
Az;iii;? Si [; ABC es un tridngulo cualquiera

a, b, c son los &ngulos interiores
un recta que pasa por T // al lado AB;

>
>

es
, Yy . C son 4ngulos suplementarios de L
X

(-4

+ y +# Cc = 180

>

Pero *©
B

I
=
>
]
x

por ser &ngulos alternos internos

= > A + B + € = 180°

De esta propiedad se tiene que:
Si /\ ABC es equildtero => sus &ngulos son de 60°

si /\ ABC es un tri&ngulo rectangulo isésceles =>
sus &ngulos agudos son de 45° cada uno .
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ALGORITMOS PARA EVALUAR LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS:

PARA LOS ANGULOS ¢° , 90°, 180°, 270° y 360°

.De acuerdo a la

cartesiano

defincién dada

radio r = 1 , dadas en la siguiente tabla:

3 para el plano
se pueden calcular directamente

con radio

0.8 o104 807 270¢ 360° ragﬁT__
§{ e
u 0 2 n e V2 las
n { i funciones
cion '\
sen a 0 1 0 = 0 [-1,1]
cos a 1 0 o | 0 = [=1;1]
tan a 0 + @ 0 - 0 ( —ao, +av)

PARA LOS ANGULOS DE 30° y 60°

De la figura:

Sea
yos

Por

60° .
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ABC un triangulo equilatero cu-

lados sean =

2 y DB la altura.

la 5a propiedad, cada lado tiene

Entonces DB es bi@triz del B vy



vale 30 . Adem&s, por el Teorema de PitAgoras, se tiene
que BD = V3 .
Entonces, los valores de los &ngulos son :
sen30® ='A , cos 30° = V3/2 , tan30® = v3/3
sen60® = Vv3/2 , cos 60° = 1/2 , tan60® = V3

PARA EL ANGULO DE 45°:

De la figura :

|_A Sea /\ ABC recténgulo isésceles
1 de catetos = 1 . Por el Teorema
de Pitagoras la hipotenusa = V2

'67 o
Y por la 5a los &ngulos valen 457

1
Entonces por definicién :

sen45° = v32/2
cos4s5® = v2/2
tan45® 1

CALCULO DE LOS VALORES PARA LOS ANGULOS DE

. 20° , 30°, 40° , 50° , 60% , 70° , 80° y 90°

METODO GEOMETRICO: De la figura:
Con ayuda del papel milimétrico, se traza un circulo
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unitario y directamente de las definiciones se calculan

los valores de las funciones trigonométricas.

H
. 35 [
i
af
.175F
i iy
4 i
ST T %E{
RIS M RRaE TR ARL] Lgut 4B
T i
gl l[
0



PARA LOS VALORES DE CUALQUIER ANGULO
(Método de Ptolomeo):

10
Con dominio a ¢ (.q,m) si n=10 ya = |Jal|/2
(o]
~ . 10 11 -4
=> la | = | a|/2 < 2w/2 < 1.54 x 10
o

Entonces por la propiedad 3a , se tiene que :

2 . 2. 2.
sen (2a ) = 4sena (1 - sen a)
o o o
2 2. 2 s 2 A
sen (2 a) = 4 sen (2a )( 1 - sen (2a ) )
o o o
2 » 2 A 2 2.
sen (2 a) = 4 sen (2a )( 1 - sen (2 a ) )
s o o o
PN 2 8. 2 8.
sen (2 a) = 4sen (2a)( 1l - sen (2 a ))
o o
10 A ~ 9-A
sen2(2 a) = 4 sen2(§ a)(1- senz(z a))
o o o
2 10, 2
sen (2 a ) = sen a
o
- —F IO .
+ \/ sen (2 a) , si a>0o0
o
=> sen a =
2 10
- \//sen (2 a ) ., siac<
o

74



Demostracién:
Por la propiedad 3a , se tiene que :

2 2
(2sena cosa) = 2 senavI = sema

2
sen (2a)

2
=> senz(za) 4 senaa[(v¢=senzaT ] = 4sen?a(1-se§ a)

sen2(22a) = sen2(4a) = senz(za + 2a) = (2senl2acos Zaf2
= 4 sen2(2a)cosg(2a) = 4sen2( a)(1-sen3(2a)

sen” (4a + 4a) = (2sendacossa)? =
4 serl2 (223)[1 - senz(zz.a)]

3
sen2(2 a) = sgnz(sa)

2 9 2 8 2 8
sen (2 a) = 4 sen (2 a)[ 1 - sen (2 a))
. 10
Sin=10 => & = | a|/2
Entonces :
2 .10 2 .9 2 9 10 10
sen“ (2 A4) 4sen“(2 a)[1 - sen“(2 a)] = sen(2 |a|/2)

= sen(]|a])

Por induccién :
2,.n 2 N
sen (2 a) = sen (2
Entonces para n+1

2 n+l 2 n 2 n
sen (2 4) = sen (2 4a)[ 1 - sen (2 A4)]

1 2 n-1
) 1 - sen (2 a)]

¥ n+1
S1i ao = laj/2 , entonces :
2 N+l n+l  n+1
sen (2 ao) = senz (2 a/2 = senZ. (a)
=2 sena = sen (2 a)
)

Para todo n € N , n >>1 , con |a] € ( -N/2 , %72 )
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Para evaluar las demis funciones, Ptolomeo tomo como base el
cilculo del sena con a € @/2,72).

Entonces:
~ 2~
cosa =V 1-sen“a
”~ ~ ~
tan a = sen a/ cos a
Pero -
i sen a
tan a =
/ O
1 — sen a
cotd —/send .
B — por definicidén de cota = 1/tan a
V 1 -sen a
Entonces:

, ya que por definicién seca = 1/cosa

V- senza

- - .-’ ~ ~
por definicidén csc a = 1/sena , entonces:
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USO DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS

Las tablas contienen_ 1los valores para los
&ngulos de oo a 90o , divididos de la sigulente manera

. En la primera columna se indican los grados

los minutos para cada funcién trigonométrica , dada

en la Erlmera fila. En la segunda columna , se propor-

ciona la conversién de grados a radianes , conforme a
la definicién :

= =/180° rad.
x° = x°( n/180°) rad.
hasta 45°. A partir de 46° , la tltima columna de aba-

jo hacia arriba indica tanto grados como su conversién
en radianes _en la pentltima columna y _el valor de_ las
funciones trigonométricas estd dada en la dltima colum-
na

EJEMPLO :
# /

Ccalcular sen 82° 30
La tercera columna_groporciona mas de 450, asi que hay
que buscar la funcidn seno en la dltima fila, de abajo
hacia arriba donde diga 820 30’ vy la interseccién; el
valor de la tabla es:

sen 82° 30’ = .9890
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TABLA VALORESDE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS (GRADOS)

Grados |Radiane Sen Cac Tan Cot Sec Cos
0000 | L0000  —— | 0000 _tovo  1.0000 | 1.5708 | 30 0/
029 029 343.8 029 343.8 000 000 679 50'
058 0s8 1719 os8 1719 000 000 650 40’
0087 | 0087 114.6 | 0087 114.6 | 1.000 1.0000 | 1.5621 30’
116 16 8595 116 85.94 000  0.9999 592 20"
145 | 145 68.76 145 068.75 000 999 563 10"
.0175 } 0175 57.30 | 0175 57.29 | 1.000 9998 | 1.5533 | 89° 0’
204 204 49.11 204  49.10 000 998 504 50’
233 233 4298 233 42.96 000 997 475 40
0262 | .0262 38.20 | .0262 38.19 | 1.000 9997 1.5446 30"
291 291 34.38 291 34.37 000 996 417 20
320 320 31.26 320  31.24 oor 995 388 10
-0349 | 0349 2B.65 | .0349 28.64 | r1.001 9994 | 1.5359 | 88° 0
378 | 378 2645 | 378 2643 | oo1 993 330 50
407 407  24.56 407  24.54 ool 992 301 40’
0436 | .0436 2293 | .0437 22.90 | 1.001 9990 | 1.5272 30’
465 465  21.49 466  21.47 oo1 989 243 20"
495 494 20.23 495 20.21 001 988 213 10
.0523 _19.11 | .0524 19.08 | 1.001 9986 | 1.5184 | 87° 0
55 552 18.10 | 553 1B.07 002 985 1ss | 507
581 17.20 582 17.17 002 983 126 40’
.0610 16.38 | 0612 16.35 | (.002 9981 | 1.5097 30’
640 15.64 641 15.60 002 980 068 20
669  14.96 670 14.92 002 978 0319 10°
0698  14.34 | .0699 14.30 | 1.002 -9976 | 1.5010 86° 0’
727 13.76 729 13.73 003 974 | 1.4981 50
756 13.23 758 13.20 003 971 952 40’
.0785 12.75 | .0787 12.71 | 1.003 9969 | 1.4923 30
Brq 12.29 B16 12.25 003 967 893 20°
50° Aaq | _Ba3 1By | Bg6 1183 | dbg 904 864 10
T6° 0| ‘o#z3 | 0872 11.47 | 0875 11.43 | 1.004 9962 1.4835 | 86° 0
10 | 902 901  I1.10 904 11.06 004 959 | 806 | 507
20" 931 929 10.76 934 10.71 004 957 777 40’
30" 0960 | .0958 1043 | .0963 10.39 | 1.005 9954 | 1.4748 30"
40’ 989 | .0987 10.13 | .0992 10.08 005 951 719 20"
50’ 1018 L1016 9.5\9_ 1022 9.788 005 94§ 690 10°
8° 0’ .1047 | .1045 9.567 | .1051 9.514 | 1.006 9945 _1.4661 | 84° 0O’
10 076 | 074 9309 | 080 9255 | o006 942 632 | 50°
20" 105 103  9.065 110 9.010 006 939 603 40’
30" | .r134 | .1132 8834 | 1139 8.777 | 1.006 9936 | 1.4573 30"
40’ 164 161 B.614 169  B8.556 007 932 544 20"
50" to3 | 190 8.405 198  8.345 007 929 515 10"
7° 0 1222 | 1219 8.206 | .1228 8.144 | 1.008 .9925 1.4486 | 83° 0O
107 | 251 248 8016 | 257 7.953 008 922 | as7 | T 50
20’ 280 276 7.834 287 7.770 008 918 428 40’
30" | .1309 | 1305 7.661 | .1317 7.596 | 1.009 9914 | 1.4399 30’
40’ 338 334 7.496 346 7.429 009 911 370 20
SO | a6y 303 7.337 376 7.269 009 907 341 10’
__B"_O’ 1396 | .1392  7.185 | L1405 7.115 | 1.010 0903 1.4312 | 82° 0’
10 425 421 7.040 435 €968 | oro 899 |~ 283 | 50’
20" 454 449 6.900 465 6.827 ot 894 254 40’
30" | .1484 | 1478 6765 | .1495 6.691 | 1.011 9890 | 1.4224 30’
40" 513 507 6.636 524 6.561 o12 886 195 20"
SO | _s42 ] s36 6.512 554 6.415 Uk AR 166 10"
9" 0 | .57t | 1564 6392 | 1SRy 6314 | 1012 oR77 | 1.4147 | 81° O°
| _Cos Sec Cot Tan Cic Sen Radianes| Graodos
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TABLA

VALORES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS (GRADOS) (Continuacion)

Sen Csc Tan Cot Sec Cos )
1564 6392 | SRy 6.314 | 1otz gR77 | TATIT [T gre g
593 277 O1y 197 o1y B2 T rom <)
622 166 014 6.084 o013 B8O 079 40’
1650 6.059 | 1673 5976 | 1.014 L9863 1.4050 3o’
679 5.955 703 871 ory Rs8 | 14021 20"
7O Hss 733 700 015 Bsy | 1.3092
d736 5759 | 1703 50671 | rors o8 | 3003
765 605 | 7oy 876 | o016 Ky
794 575 823 ELE 10 LRE
(1822 5487 | 1931 5396 | 1017 9833
851 4n3 KRy 309 018 R27
880 120 Oty 220 018 H22
] 1908 s241 | Liggs 545 | 1ot oRi
TT937 U6y | T1or4 moo6 | o9 Rir
9065 089 | 2004 3089 020 Bog
1994 5.016 L2038 34915 1.020 9799 1.3701 30’
L2022 4945 0hg 672 200
0s1 76 095§ 643 107
2079 4810 | L2120 RERI{ON
Tok 7as | asn TR | s
130 (82 PRO 555 407
316§ 4020 | 2217  4.8511 1.3520 RItH
193 560 247 449 197 20°
221 502 278 390 408 10
42250 445 | 2300 433 T3 | gge gt
278 390 | 3 275 410 S0
300 330 370 219 RLE 40"
<2334 4.284 2401 1.165 F.1as82 307
363 232 432 Ty A 20°
91 1K2 §h2 061 294 1
‘,u 1) K L2493 .1.ni| 1.031 0703 i.3208 _76° 0
T 447 0RO 22) 1961 oxt ogn | T 23s 30
470 1.0309 338 91y 032 OGRy 200 407
.2504 3.994 | .2580 3.867 1.033 9684 VAVTT RIY
532 950 617 821 034 67y 4R 200
906 648 770 (SR ¥ 065 119 10
3H04 | 2059 3712 | roas gnsg | V300 | 50 o
K2z |~ 3 oRg | 016 T 62 T T
782 R 647 037 (':I-l 032 10’
3742 | 27730 3.006 | 1038 0 9636 | 13003 30
-03 Rosg 566 019 628 1 1.2074 200
6065 R0 520 030 621 915 107
3028 2R6; T 3487 | nogo ooy | 12015 | 140
592 ' Koo 450 T o 1 Gos KNG _-;(“)‘V
550 011 a2 042 500 K57 407
30" | .2R8R0 3820 | 2962 VATH | raeigy 0888 | 1 2R28 0’
40" | 909 187 1 200y Mo | oy SKa 790 20°
S0’ Ukl 133 | 3020 105 045 s72 vk 1o’
170 0 | 2967 120 | a0sy w25t | roge gser | TERA | 330 ¢
10 | g6 RN oy 2y: oy 238 i S| SV
20" | .3025 s7 [B1] 204 a8 S0 My 407
30" | 3054 L3007 332001 yisy V172 1R 0517 1265y i’
40" LAY 015 295 [ o o ogg 528 623 20"
NIk 101 062 205 217 108 | 030 g0 503 1’
180 0| T2 | 30090 y240 | e LOT8 1 1o gz | 72807 | g0 g
Cos Sec | Cot Ton ;A Cic Sen_ Fd-o_;:l ! Grodos )
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TABLA .VALORESDE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS (GRADOS) (Continuacion)

Grados [Radiones] Sen Cos Tan Cot Sec Cos
T8 o' | 3142 | 3090 3.236 | 3249 3.078 | r.ost _.gst1 | 1.2566 | 727 o’
10’ 71 18 207 281 047 | o052 502 537 S0’
20| 200| 145 179 | 314 3o18| os3 4oz | 508 ol
30° | 3229 | 3173 3052 | 3346 2.989 | 1.054 0483 | 1.2479 30°
40 258 201 124 | 378 960 | 0s6G 474 450 20
50 | 287 | 228 o9B | a1 932 | os7 465 421 10’
19 o' | 3316 | 3256 3.072 | 3443 2.904 | 1.058 9455 | 1.2302 | 71" 0’
100 | 345 | 283 o046 | 476 877 | o039 440 363 S0’
20" 374 31 3.021 508 850 060 436 334 40
30° | .3403 | 3338 2996 | 3541 2824 | 1061 9426 | 1.2305 3o’
40’ 432 365 971 574 798 062 417 275 20’
50 | 462 | 303 947 | 607 773 | 63 4 5 10’
20° o' | 3401 .3420 2.924 | .3640  2.747 1.06§ 70" 0
10 520 19 901 673 723 065 50"
200 | 549 878 | 706 699 | of W
30" | .3578 855 | .3739 2675
40’ 13 iq 772 651
50’ Bos ¢ ’
i o 1839
e . . -- * .
; v . .
. 4
458 s
A6 | 6194 - 0
. 828 | 536 s, 50
20 820 77 520 ‘ ) 28
_30' S Lol9 1812 | 6619  1.§511 | 1. .9861 30
40’ 876 S44 804 661 501 20. 832 20"
S0 | 905 568 796 | 703  1.492 | 204 W7 803 10
34° 0 | 5934 | 5592 1.788 | 6745 1.483 | 1.206 8290 | 971 | 56° O
10| 963 | 616 731 | 787 473 | 209 274 | 745 |  50°
] 5
20’ 992 649 773 830 464 211 223 ;:(j 48'
30' .6021 | .5664 1.766 | 6873 1.455 | 1.213  .B241 9687 30
40, 050 688 758 916 446 216 225 657 20°
50° | 8o 712 751 | 6959 a7 218 208 628 10"
35” ‘g .mn;; .5716 1.743 | 7002 1.428 | 1.221 8192 | .9sou | 55° 0
’ 13 760 736 046 419 22 1 TS0
20: 167 783 729 089 411 ng xgg gi? 33
30 6196 .s807 1.722 7133 1.402 1.228 841 9512 30
40’ 225 831 715 177 -393 231 12 ‘8 20
50 | 2sq 854 708 | 221 185 23\_\ lo:" :s'z fg'
36° 0 6283 | 5878 1.701 | .7265 1.376 | 1.216 8090 1425 | 54° 0°
Cos Sec Cot Tan Cac Sen | Radianes | Grados
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I I I M E T O D O s

AR I TMETTI C O S

n
ALGORITMO PARA EVALUAR a :

La idea se basa en lo siguiente :

Primero : si n es par , entonces :
n 2 nj/2
a = (a) 4
Segundo : si n es impar , entonces
n n-1
a = aa

Es decir, necesitamos dos némeros naturales que
n m

a = bc , con m >0 , mEN , donde b y c con-
viene seleccionarlos de la siguiente manera:

b =1 ’ (o = a i m = m
o o o

hasta obtener ck , para alguna k€ N , tal que

m = 0 .
k

Sea m impar : entonces hacer :
o L ]
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{ =r0)

donde a b

o o

Sea m es

([ =

donde a
o

EN GENERAL

m -1 m -1
o o o
= ( ab ) = (ab)b =
oo oo o
= a b = b m -1
1 o 1 ¥ o
par , entonces hacer :
m (m )/2
o o
b E = a ( b ) = i ab
o o (o] 1 A
b 2 2
a = m = m
1 1 o ' 1 of
, si mk > 0 . mk es impar ,
k } k-1
= ab b = a
k k k k+1 k+1 k+1
= ab b b , m = m
+1 k k k+1 k k+1 k-1
0 . mk es par , hacer :
m /2 m
k-1
= ab (b)) = a b
k k k k+1 k+1
= a F b2 = b , m =
k+1 k k+1 k+1

82
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EJEMPLO : i
CALCULAR ( 345 )

4 2 2 2
(345) = (345) (345) , donde (345) = 119 025
4
=> (345) = (119 025) (119 025) = 141 666 950 625

EJEMPLO : 17
Calcular x

8 2 2 2 2
X = (x) x=(x x)(xx) X
Entonces

X X

l
x
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ALGORITMO PARA EVALUAR WX |, con x > O

El célculo est& basado en las siguientes ideas :

’

Si ak i bk > 0 son una pareja de n¥Ymeros reales

con k E N . seleccionados de tal manera que :

T Xl Yo T Bt B2
Seleccionamos primero ao> 0 arbitrariamente y bo= x/ao
Entonces wx - Ibn[ = |an| para alguna k = n
donde :

(an,bn) (o (an—l'bn-l) C % 8 & e (al,bl) c (ao,bo)

y cada ak es intervalo abierto .

Demostracién :

Sea L = | b - a_| la longitud del intervalo ( a , b )
o o o o o

Yy supongamos que b > 0, puesto que b ,a > 0 y que b es
o o o o
distinto de a .

o
Entonces L = b - a >
o o o -
Sea a_ = (a + b) => a <a <b por ser punto
1 o o 2 1 o medlo.
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o o o o
=> 1l/a > 1 > 1/b =>
o Ta +¥b)/2 o
o o
=> x/a > 1 > x/b ’ X > 0
o a ¥ b )72 o
o
Como b = x/a ; X/a = a > X/b = a
o 1 1 o o
=> Db > a > a => b >b >a > a => L CL
o 1 o o 1 1 o 1 o
Sea L =| b-a | jconb=-a >0 => b > a
2 2 2 2 2 2 - 2
Entonces :

a< (a +b 2 <b ; por ser punto medio de (a ,b
" ( 5 l)/ g 7 p p ( 1’ 1)

=> a1< a2< b1 => ’1/a1< 1/a2< 1/b1 => x/a1< x/a2< x/b1

con x > 0 ;

= b > b > a > a => L C L C L
1 2 2 L 2 1

En GENERAL, por induccién :

Sea L C L C-een C L c L L& L

Entonces : L C L
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Si a , b son seleccionadas de tal manera que :

n n
a = a b b = x a
n 1n—1n-1t/2 ¥ n / n
=> a < ( a b )/2 < b por ser el punto
n n-1 n-1 n
medio del intervalo (a +b )
n=1 n-1
Sea : L =|b -a | >0 1la longitud del intervalo
n n n -
Y supongamos que b -~ a > 0 , esto es , b > a
n n n n
Entonces :
a < ( a + b )/2 < b
n-1 n-1 n-1 n-1
=> a <a <b => 1/a > 1la >i1fb
n-1 n n=i. n=1 n n=1
= > x/a < x/a < x/b : para teda x °> 50
n- n n-1
=> b > b > a H como b > a
n-1 n n o i n
=> b >b >a > a => di e Chevve €7 E
n-1 n~- n n=1 n n-1 (o)
Ademds WX € L C L C . fren’ CUNE QTR : X >0
n n-1 1 o
Demostracién: .
Demostraremos también que X - |b | - |a |
n n

para alguna k = n .
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b se escogiéd, de manera gque b = x [/ a
o o o
con L = b - a > 0, para a > 0 , arbitrario
o o o o 5
= b > a => bb > ba =x => b > X
o~ o oo~ oo = T
=> b > V¥ > a => v € (a, b )
o o o o
Adem&s , como a1 ; bl fueron seleccionadas tal que :
a =(a,b), b =x/a conL=b-a>0 =>Db>a
5 o o 1 1 1 1 1= - 4
debido a que a es punto mediode L = (a , b))
1 o o o
= > a < a < b
o 1 o
Entonces :
2
a = (a ,b) = (a + x/a )/2 = (a + x)/2a
o o o o o o
2 2
= (a +2aVx x -2avx )/ 2a = (a-V¥X) +yx > W«
o o o o o
2
puesto que : (a-Vvx) >0, a>0 , X >0
o o
=a >¥Ww => a < ¥Xx <a <b <b => Vx < 0
1 o~ 1 ¥ ka=.6 -
=> vk E (a,b) C (a,hb)
1 1 o o
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En general , por induccién

L = b - a > 0 , para k = n-1. con b > a 4
n-1 n-1 n-1 = n-1— n-1

¥X € (a ., b
Y ( n-1 n-l)

Sea L=b-a > 0, para alguna n => a es el punto
n n n — n

[ medio del intervalo L

Entonces: 2 n
a = (a + b ) = (a - VX ) /2a + ¥VE > VX
n n-1 n-1 n-1 n-
=> a >yX => a<a<...<yYgx<a=b<b Cuus$ b
n o~ 1~ - n n- n-1- - o
=3 VQAE L .
n
Pero como a es el punto medio para alguna k = n, su-
n
ficientemente grande : b - a = 0 .
n n
=> b > YX > a , con b = a
n — . n n n
Entonces V& = b = a
n n
-
EJEMPLO:

Evaluar vI9

Primero seleccionamos un ntimero entero cuyo cua-
2 2

drado se acerque a 19: 4 =16 & 5 = 25 , entonces
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2
4 = 16 es el mAs cercano, esto es :
|19 - 16| = 4 y |19 - 25| =6

Seleccionamos 4 = b
o

a=x/b = 19/4 = 4.75 y b1 = 19/4.75 = 4
o

Il

a =(4 + 4.75)/2 =8.75/2 =4.375; b2= 19/4.375 =4.342857

a2=(4.375 + 4.342857) /2 =4.35892857; b3= 4.145885416

a = 4.3602325 H b = 4.468065
3 4
a4 = 4.358902895 : b5 = 4.358894992
a5 = 4.35889894354 H b6 = 4.35889945168
a6 = 4.35889919761 s b7 = 4.35889868947
a7 = 4.35889894354 . b8 = 4.35889894354
Entonces vI9 = a7 = b8 = 4.35889894354
con 11 decimales de aproximacién .
Comprobacién: 2 2 2
B (V19) = a = g = 18.9999999999...% 19
EJEMPLO:
Evaluar v75454... = VX

VX~ puede convertirse a racional mediante el siguiente
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ALGORITMO PARA CAMBIAR X DECIMAL A RACIONAL

Sea x = a/b€ @, con b distinto de cero, tal que x = x
o o

Multiplicamos por 105, donde n es el ndmero de cifras
de la serie decimal de x = O.dldz...d A d seed sei

nil?2 n
n h n
10x = x 10 =x + x 10 donde x €N , x = X
o 2 1 2 1
con x =dd ...d , cada d es digito y k =1,2,3,...n,
12 n k
Entonces 10"x = X + X
. o 2 1
restando X = X
o 1
10nx - X = X
o o 2
n
=> Xx (10 - 1) = x
o 2
n n
X = x /10 -1 = aéb .con b =10 - 1
o 2 con distinto de cero
Del ejemplo: X = .545454...

o)
n = 2 cifras decimales que se repiten, entonces mul-
tiplicamos por 10"

10"x = 10™(.5454... ) = 54.5454...
(o]

- x = - 0.5454...
o

Entonces : x (100 - 1 ) = 54
o
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99x = 54
o

X = 54/99 = 6/11
(o]

Entonces resulta mas sencillo evaluar V6/VIT = V.,5454...
Con el procedimiento anterior :

VG1VTT = 2.449489766278/3.316624790355 = 0.7385489519
donde (0.7385489519? = .54545455435 = .5454...

con siete decimales de aproximacién.
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3
ALGORITMO PARA EVALUAR ¥X , con xXx& R .

EstA basado en las siguientes propiedades de 1los
exponentes:
o

x = 1 , por definicién.
m n m+n - . .
X X = X , por la propiedad asociativa de los R.
1/n n L.
X = VX , por definiciédn.
m \n mn . f il
X = X , gor la propiedad asocilativa
e los n¥Ymeros R .
El algoritmo consiste en_ seleccionar los némeros:
X, X o, %X, . . . xXx , de 1la sigulente manera :
o L 2 k 5
3
10) Escoger un ndmero x > 0 , tal que x Yx , x <x,
o o o
3 3
Entonces multiplicamos x por x /X H
o o
3 3 3
x = x(x /x ) = (x/x_)(x)
o o 3 o
1/3 3 1/3
X = x (x/x ) /
o o
20) Seleccionar otro némero xl = x/ X
o

entonces se tiene que:
1/3 1/3 173 2/2 1/2 2/3
X

= (xl) x0 = xo(x1 ) = xo(x
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1/2

Ahora seleccionemos x2 = x1
1/3 2/3 (2/3)(2/2) 1/2 4/3
=> X = X (x) = X X = (x )
o 2 o 2 o
1/2 3/3 1/2 1/3
= x (x ) (x )
o 2 2
. 1/2
Ahora seleccionemos x3 = x2
1/3 1/3 1/3 2/2 1/2 2/3
=> X = X X gx & = X X (X ) = x X (x
o o3 3 o 3
. 1/2
Ahora seleccionemos: x4 = x3
1/2 2/3
= > X = X X (x)
o3 4

Por induccién , selecionando sucesivamente se tiene:

1/2
x = (X
n n-1
1/3
De donde : X = X X X ... (x )(x ) ...
o3 6 3k 2k
k
1/(2 ) ;
Pero x = ( x1 ) , porque asi se seleccioné
n

Entonces para una k suficientemente grande:
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1/2 - 0 i xk - 1 i para alguna k € N.
1/3 o
X = X X X . . . X = X X X . . . (1)
o 3 6 k o 3 6
EJEMPLO: 3
Evaluar 279
3
Xx =6 , porque x = 216 < 279 = X
o o
3 2/3 2/3
Entonces V279 = 6(VI.2916) = 6(1.1232393)
4/3 1/3
= 6(1.259801) = 6(1.02948) (1.02948)
1/3 2./3
= (6.17688) (1.02948) = (6.17688) (1.014633)
4/3 1/3
= (6.1768) (1.0073) = (6.5219)(1.0073)
1/3 1/3
= ( 6.5219) (1.00182) = (6.5333)(1.000182)
273 4/3
= (6.5333) (1.00009) = (6.53389)(1.00004499)
1/3 2/3
= (6.534183959) (1.00002249) = (6.534283959) (1.00001)
1/3 .
= (6.534257) (1.0000055) = 6.534257
3
= (6.534257) = 278.98999902

Si se requiere mayor aproximacién + el proceso puede
continuar hasta que alguna xk sea <= 1 .
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m
ALGORITMO PARA EVALUAR \/'Yh , conm, n &N , X > 0.
m m/n
Ve = x / , con m distintode 0 . n/m = m < 1 .

(foe e

Entonces :

Q
(¢]
3
x
Il
;
=
Il

2m

——
b3
=
~——
(=Y
I
x
[
—
»
(=
~—
[y
I
<
X B
P
x
[
~——
N
Q
¢}
o |
o]
I
k3
[

= X ; m =m-1
2 1 2 1
EN GENERAL: m
S . K 1
i x = X m <
Yy k ! k
Entonces:
2m m
m 142 k K+1
X = X = X ; con = ;
e k Y41 k+1 ! Year Ty
X = VR : m = 2m
k+1 k k+1 k
Si mk > 1 , entonces se tiene que:
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m -1 m
k k+1
X = X X = X
Y5 %% k Y41 k+1
n = X ’ X = X H m =
il Yy %7 *n k '

El algoritmo d& un resultado muy préximo, cuando x
aproxima a 1 y la solucién es

m nr
x -
Yk

EJEMPLO:

«32
Evaluar ( .327)

.32

{-327)

64 1.28
= (.7562)

=(.5718391)

. .56 1
=y (.7562) " = y (.86695978353) "~ = y, (.93252232)

.12 <24 .48
= v,(.93252232) "= y,(.96567195) y, (-98268609)

.96
Y, (-99130524563)

1.92
y,( -99564313166)
.92 1.68
¥, (-99564314) y, ( -99781918785)
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.28 .28
(.7562) (.7562) = y {.7562)



.68 1.36
= y_ ( .9989 ) = y, ( .99945435 )

Il

.36 .86
= y6( .999455435 ) y6(.99945435 )

1.72 .72
= y6( .999727138) y7(.999727138)

1.44 .44
= y7(.9998635597) y8(.9998635597)

.88 1.76
= ¥ ( 99993177752) v, (-999965888)

.76 1.52
= yg(.999965888) = yg( .999982944)

( 999982944)'52 ( 99999147196)1'04
Y10 Yol

.04 .08
= y11('99999147196) - le('99999573597)

.16 .32
= Y ,(-999997866798) = y ,(-999989) (1)

BREE

«32 .
=> «327 -
( ) y1y2y3y4ysysy7y8y9y10y11Y12

= .75131796322
Si se requiere mayor precisién ,

se puede continuar con el procedimiento.
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ALGORITMO PARA EVALUAR LN X , X > 0 .

El método se basa en _la interpretacién geométrica de
que S{ = , es 1a func16n que determina el &Area

a curva 1gua1 lo & uno de los métodos
cl sicos utilizado por GRE@OR ) .

Y se trata de calcular el &rea gor aproximaciones suce-
sivas, de acuerdo a las siguientes figuras :

El Area del trapecio A(T) de dimensiones :
altura x - 1 ,
base mayor 1 ,
base mehor 1/x

es :
A(T) = 1/2(1 + 1/x)(x -1 ) = 1/2(x -1 + 1 +1/x) =
= 1/2(x + 1/%) = L1
Para una mayor aproximacién , se toma un punto inter -
medio entre y X . Sea x1 ese punto, entonces :
1 < X < b 4
1
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De acuerdo a la figura :

A(T) = A(T ) + A(T ) = L
1 2 2

=1/2(1 + x )(x - 1) +
1 1

+ 1/2(1/x1— 1/x) (x - xl)

Pero por_ las propiedades de los leogaritmos que se vie-
ron en el Capitulo anterior, se tiene que :

1/x
(1/2)log x = 1log X = log VX

Entonces, para desarrollar el logaritmo, nos conviene
elegir vk = xlz

=> L2= 1/2(1 + 1/VX) (VX - 1) + 1/2(1/V& + 1/x) (x = VX)

1/2(VX +1 -1 =1/VR) + 1/2(x/VX +1 -1 + vX/X)
1/2(VX - 1/vX) + 1/2(vX + 1/VX)
vk - 1/VX = (x -1 )/VX

Repitiendo el proceso para una mayor aproximacién,

A(T) = 1/2(x ~ 1/x) = L1
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L = (V& - 1/V&)

4 4
L = 2( v -1/ vx )

3 1 2n“2 1/2 not
2n[x(/) RN EYEY [

2 1/2 net 1/2 =
Lo 2“(x"’ o1y ) I

Simpiificando el proceso para obtener 1ln x , a partir
de 1ln x - 1 :

L2 = Ll/cl(x) con cl(x) = 1/2(v€ + 1/VX)
L2 _ VR - 1/VR _ (x - 1)/ V¥ _ (x - 1) x
= 2 p.
L1 1/2( x - 1/x) 1/2(x - 1)/x 1/2(x = 1)V%
3 vk (x - 1) . v v 2VX
1/2(x4- 1) 1/2(x + 1) 1/2(x£- 1) vk
L2 " 2Vx ) 2V N 1
L1 X + 1 2V% —1/2( V& + 1/VR )
=5 L2 = Ll/ c1 con c1 = 1/2( ¥V + 1/¥X )

100




2
c
2

g

4 4 4
2( VX - 1/ V¥R ) - 2(vk - 1)/ wx

3 = =
L2 vX - 1/vx (x - 1)/ ¥
4 4
2(VE - 1)v¥ 2(VEK - 1) v§  2(VX - 1) ¥X
(x - 1)4v2 ¥ =1 (V¥ + 1) (v -1)
4 4
_2( vr) /[2( VR) = 1 2 1
(VX + 1)/2(4vx) (VX + 1)/2(4v§) 1/2(vX¥ + 1)/4V§)
Z \ Z Z
1/2((vx + 1)/ v } 1/2( v + 1/( vx)E
=> L = L = 1/2 4v§ + 1 4vx
= , = 2/c2 , con c = r2 g /( )

Observemos que c1 N c2 , entonces :

=1/4 (VX + 2 + 1/ ¥R ) = 1/4 i 2 + (VX + 1/ VX)) =
=1/4 ( 2 + c1 )
= 1/2 (v + 1/v¥ ) = (1 + c1 )Y/ 2
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=> e = \/ I+ cl) 7 2

EN GENERAL :

C
n+1

) P4
\/ T TR

De agui se Euede proponer el algoritmo simplificado
para evaluar nx , conx >0,

PROCEDIMIENTO SIMPLIFICADO PARA EVALUAR Ln X , X > 0:
Sean:
. = 1/2(x - 1/x%) 7 c.- =. Bf2lx 1) Fx)
o
L = L (04 C = i g &
5 1/ i ' i /T e
L = L (o] C » L ST o P4
3 2/ 2 ' 2 VT 1)/
L = L c o] = I +FC 2
n n-l/ n=1 ' n-1 \[( n—Ll
Cuando c <~ 1 , entonces
n-1
Inx =L =1 /[.e = L
n n=1 n-1 n-1
EJEMPLO:

Evaluar 1n 4
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c =1/2( 4 + 1/4) = 2.125
(o]

L =1/2(4 - 1/4)=1.875, cl= \/TT ¥ 2.1I25)72 =1.5625

L2= (1.875)/c1=1.2 p c2= V(T ¥ I.5625)/2 =1.28125
L =1.2/c = .93658 , C = v I.93658/2 = .984017276
3 2 3
L = .93658/c = .876927 , c = vI.876927/2 = 1.068
4 3 4
L5= .876927/c4=.862387 , c5= VvZ2,U068/2 = 1.01686
L = .862387/c =.85518 , C = \2Z.0I686/2 = 1.00843
6 6 6
L = .85518/c =.85338788 , c = \Z.00842372Z = 1.0021
7 6 7
L = .85338788/c_=.8529358, <c = W2.0021/2 = 1.00052
8 7 8
= 1.00013

L = .8529358/c =.8528249, «c = vZ.U0UU0U052/2
8 9
L =.8528249/c =.8527976, c = VZ.000I3/2 = 1.000032
10 9 10

L =.8527976/c = .85279, c = vZ2.000032/2Z = 1.000008
11 10 11

L =.85279/c = .852788 , Cc = VZ.UU0UU8/2 = 1.000002
12 11 12

L =.852788/c =.85278758, «c = VZ.0000UUZ/2Z =1.00000049
13 12 13

=> 1n 4 < .85278758

Si se requiere mayor aproximacion, se puede continuar.
»
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Demostracién:

sea | v¥ | para x > 0
1/2

Sl(x) = x1/4
S =

2(X) xlle

S3(x) = X

. o0

5 (x) = X /

n

n
1/2 1/4 1/2

1

Entonces la sucesiébn {x } X , X ,eee, X , o..}
n

tiende a uno, para alguna n.
n
1/2 -> 0 para

N

=> lo] =VT1+C )]/ 2 ﬁ f- =
n
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ALGORITMO PARA EVALUAR SEN a .

Para desarrollar el Rrocedimiento se usa el método de
Ptolomeo, visto en el capitulo anterior:

Sea a tal que a = | a |/2" donde a € (-w/2, w;/2)
o
para n > 0 , como & es muy pequeno, por la propiedad
o

vista en el Capitulo anterior , se tiene que :
sena = a
Ademas, por las propiedades vistas en el mismo Capitulo

para calcular el seno del &ngulo duplo, se tiene lo si-

uiente :
9 cosa(a) =1 - senza => cosa = vI - séenx*a
sen(2a) = 2sena cosa
Entonces :
sen(24) = 2 sena cosa = 2 sena(l -yI = sen¥a)
sen(2a) = 4sen23(1 - sen2a)
Para n = 10 , con a € (-M/2,;/2), se tiene :
10 10 -4
la | = |[a]/2 < Qr/2)/2 < M/2 < 1.54(10)
o

Por lo tanto se tiene 1lo sigquiente :

2 2 2
sen (2a ) 4 sen a4 (1 - sen .a )
o o

2 2 2 2
sen. (2 a ) = 4 sen (2a )[1 - sen (2a )]
o o o
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2 3 2 2 2 2
sen (2 a ) 4 sen (2 4 )[1 - sen (2 & )]
o o o

29 2 8 2 8
sen (2 a ) 4 sen (2 4 )[1 - sen (2 a )]
o o o

2 10
sen (2 a)
o

2 9 2 9
4 sen (2 4 )[(1 - sen (2 & )]
o o

10 2
> sen (a a ) = sen a
o

2 10 .
+ sen (2 a ) , Ss1 a < 0
o
2 10 ]
- sen (2 a) , S1i & > .0
o

Evaluar sen 37°

R

=> sen a

EJEMPLO:

sen 37° = sen (37%y/180°) = sen(0.645771277)
10 -4
sen a = a/2° = (.644771277)/1024 = 6.305246 (10)
o
2 -7
sen (a ) = 3.97555 (10)
(o]
2 -6
sen (2a ) = 1.580499 (10)
o
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2 2 -6
sen (2 &) = 2.497997 (10)
o
2 3 =
sen (2 a ) - 6.239889 (10)
o
2 4 =
sen (2 a ) = 3.893662 (10)
o
25 -4
sen (2 a ) = 1.516027 (10)
o
2 6 -
sen (2 a ) = 2.298337 (10)
o
2 7 -4
sen (2 a ) = 5.282356 (10)
o
2 8 -
sen (2 a ) = 2.790328 (10)
o

2 9 -2
sen (2 a) 7.78593 (10)
o]

2 10
sen (2 a)
o

-1
6.016807 (10)
=> sen a Z 0.6016807

EJMPLO : °
Evaluar sen 132

Como aé€ (351/2 , 731/12) , a > 90° , entonces :
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sena = | sen(a - 96’)] p puesto que a est4d en
2
en el tercer cuadrante del plano cartesiano R :

\r=1 T sen 4 = y/r =Y
N & Entonces hagamos :
b f‘\ a =137 - 90° =43
% »
Sea ao = al/zlo = (42%N/18d’)/210= (.7330377) /1024

Siguiendo el procedimiento anterior ,

=> sen A = sen a = .6691752961

o]
[
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ALGORITMO PARA EVALUAR COS a :

PRIMER METODO :
y . Como cos a = v I - senta , por la
propiedad vista en el cagitulo anterior. Se_ puede

calcular el coseno usando a férmula para evaluar el
seno y después esta propiedad.

EJEMPLO : "
Evaluar cos 18

Entonces cos 18° = v T = sem(I8)
senl8o = sen 18 77//1800 = sen(.314159)

10 -
Sea a4 =a /2 = 3.05660214 (10)
o 1
Usando el procedimiento anterior :
sen18® = .0954808
=> cos 18° = v I = .0954808 = Vv.9045192
cos18° = .95106214
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, -3
a = 1.159 (10)

(o]
-3 2 -6
cosa = 1 - [1.159(10) ] = 1 - 6.716405(10) =
o
= .9999993
2
cos(2a ) = 1 - 2(.999993) = .9999972
o
. 2
cos(2 a) = 1 - 2(.9999972) = .9999888
o
3 2
cos(2 a) = 1 - 2(.999988) = .9999552
’ o
4 2
cos(2 a ) = 1 - 2(.9999552) = .9998205
. o
5 2
cos(2 a) = 1 - 2(.9998208) = .9992832
o
6 2
cos(2 a ) = 1 - 2(.9992632) = .9971341636
(o]
7 2
cos(2 a) = 1 - 2(.9971341636) = .98855308042
o
8 2
cos(2 a) = 1 - 2(.98855308042) = .09544743856
(e
9 2
cos(2 a ) = 1 - 2(.09544743856) = .82204270552
(o]
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10 2
cos(2° a ) = 1 - 2(.82204270552) = .35150841938
o]

10
cos (2 a) = cos a - 0.35150841938
o '

TERCER METODO
Como cos a = sen (J1/2 - a)
con a € (0, Jr) .

=> sen(fr/2 - a) = sen a => a ( -¥/2 , ¥¥/2 )

Entonces, se puede usar el algoritmo para evaluar el

seno.

Demostracién:
Sea A ABC un triangulo rect.angulo Yy sean

A A

X , y los angulos agudos del triangulo;C = 90° = Jq/2 .

Entonces por la propiedad de que todos los angu—
los interiores de cualquer tri&ngulo suman 180°

" X + y + w2 = 180° = 7r
=> ;( + ; = 3J1/2
B - 2-y 6 y = W2 -x
cos Ji/2 cos(—;) - sen /2 sen (-;)
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Como cos fr/2 = O i sen /2 = 1

A

=> cos(']tlz—;() = sen ( -X )

=> x € (0=-73i/2, 1 -f/2) = (-%/2,W/2)
]
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ALGORITMO PARA EVALUAR TAN a

PRIMER METODO

Como tanad = sena/cosa _, con a (-31/2,7[2)
Se puede evaluar sena con el método descrlto Y. sustituir
cosd con alguno de los métodos descritos anteriormente :
EJEMPLO:
Evaluar tan 32°
a = 32P9r/180° = .5585
10 o=
a = aJ/2 = .5585/ 1024 = 5.4541 (10)
o
sen2(a ) = 2.9747 (10)
o
2 -
sen 2a = 8.84884 (10)
o
2 2 =
sen 2 & = 7.83019709383 (10)
o
2 3 -
sen 2 & = 6.13119865282 (10)
o .
2 4 =
sen 2 & = 3.75915969203 (10)
o
25 =
sen 2 & = 1.41312815901 (10)
o
2 6 -
sen 2 &4 = 1.99693119378 (10)
o
2 7 -
sen 2 4 = 3.98765728732 (10)
o
2 8 =
sen 2 & = 1.59020239915 (10)
o
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(10)

2 9
sen 2 &4 = 2.32874367026
o
2 10 -1
sen 2 a& = 5.30455804253 (10)
o)
=> sen & - .530155804253

Usando, por ejemplo,

la férmula trigonométrica para el

coseno:
cos a = VvV I - senza
cos 32° - v I = (-.530I55804253)
- VI = 28102509392 -~ v.71897490 -

.8479238763

=> tan 32° - .530155802/.8479238763 - .62498982526

SEGUNDO METODO

En el ejemplo
valor del seno por el coseno,

anterior, se sustituyé el
una variante seria :

Como sen’a = 1- cos?’a => sena = VI = Co¥3A
=> tana = [ VvI = cosZa ]/cos”*a
geggi%%gg ag%erfgigggtepor cualquiera de los métodos
ks s :Evaluar tan32°
cos 32° = .84801532697
sen 32° = cos( Fi/2 - 32°) = .62498925387
tan 329 = .62498925387
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PROCEDIMIENTO PARA EVALUAR = LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS

El procedimiento consiste en evaluar cualquiera de las
funciones trigonométricas con los métodos descritos
anteriormente’y, después tomar el reciproco, esto es:

Si el dominio de 4 (a) esta definida en el intervalo
(-3/2 , 91/2) , existe y es distinto de cero, entonces :
1/f(a) también existe

Por  defincién las funciones trigonométricas estéan
definidas _en el intervalo de (—ﬂ{Z,ﬁ/Z),_ para los
valores del rango se vié en el capit@lo anterior, Yy por
la defincién de funciones trigonométricas reciprocas se

tiene por consiguiente

tana = 1/cota
seca = 1/cosa
Ccsca = 1/sena
EJEMPLO: B
Evaluar cot 32
Como tana = _1/cota, se uede evaluar tan a por
cualquiera de los métodos anteriores:
=> tan32% = .62498982526 => cot32% = 1/.62498982526
=> cot 32° = 1.6000260475 :
EJEMPLO :

Evaluar sec 32°

Como seca = 1l/cosa , se puede calcular el coseno por
cualquiera de los métodos anteriores :
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sec32 = 1/c0532° = 1/.8479238763 = 1.179351161

EJEMPLO "
Evaluar csc32"

Como sena = 1/csca => cscad = 1/send , para sena dis-
tinto de cero.

=> csc32° = 1/.530155802 = 1.88623796292

Las variantes para calcular las funciones
trigonométricas, pueden determinanse utilizando
cualquiera de 1los metodos de cdlculo propuestos
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Cc ON C L U S I O N E S

Los algoritmos Clasicos tienen la ventaja de proporcio
nar el origen y desarrollo de las funciones elementa -
les.
En la Grecia Clasica, los métodos para evaluar las fun
ciones trigonométricas, se realizaba a base de regla y
compas; Euclides explica este método en su "Elementos"
,
pero conforme se fué desarrollando la Geometria; Ptolo
meo propone un método a base de relacionar el arco con
el radio de 1a circunferencia, y los teoremas que usa-
mos en ambos capitulos; el método euclideano , inter -
pretado en coordenas cartesianas,resulta de utilidad
para ensefiar a los jovenes estudiantes de secundaria,
como se pueden coastruir las tablas de las funciones
trigonométricas, no s6lo por su sencillez, sino para -
proporcionarles una visualizacidén mas completa que 1o0s
introduzca a la comprensidn de los conceptos trigonomé
tricos basicos,y que puedan acceder, de manera natural
a la Geometria Analitica. En el nivel Medio Superior ,
es esta materia,la que cuenta con mayor reprobacién es
colar, y la que constituye el cuello de botella propio

para la desercidn escolar ; y el principal motivo es -



esa falta de percepcidn geométrica de la que se habld.
Consideramos que el estudio del origen y desarrollo de
las funciones trigonométricas , puede ayudarles a que -
incorporen en sus estructuras cognoscitivas el acceso a

la abstraccidén requerida para el estudio de las Matemi-

ticas.
Los algoritmos para evaluar las funciones f(x) = x" 5
fix) = ' vV X ], con x>0 , vy, £f(x) = Qﬁf A=

que son lentos y las operaciones que se deben realizar
son cuantiosas , resultan indispensables para la compren
sién de su primer curso de Algebra, paso ineludible para
incorporar sus conocimientos a su vida académica, en 1la
resolucién de problemas de Matematicas y de otras asigna

turas.

Durante el descubrimiento de América, las operaciones pa
ra calcular las nuevas rutas de los viajeros resultaban

excesivas y suamente largas; pero los pioneros del anali
sis numérico, inventaron los logaritmos, Napier dedicd -
su vida entera (25 afios) en construir tablas que facili-
taran los calculos; al sustituir,una progresidn geométri
ca por una aritmétiica; al idear un cambio de operaciones
de multiplicacidn y divisidbn ,por otras mas sencillas co

mo son adicidn y sustracciédn; utilizando para ello una -
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curiosa definicidén que desencadend una serie de repercu
ciones que dieron inicio al Calculo Integral, desde las
Comrecciones realizadas por Biirgi, Brigs, Gregory , -
Newton, Leibnitz y otros hasta la moderna definicidn de
Glasser en el Siglo Pasado.

Es muy importante dar a conocer a los estudiantes del -
nivel medio superior un pancrama del desarrollo de las

Matematicas, porque como dice Ausubel, uno de los peda-
gogos mas importantes de nuestra década, "el conocimien
to solo se aprende cuando es significativo". Los alum -
nos deben .conocer el origen de la evaluacidn de las -
funciones elementales para que valoren el trabajo que -
le costado a la humanidad avanzar hasta las estructuras
matemdticas que se les muestran , y al mismo tiempo ,es
importante que observen ¢ue hay otras opéiones para eva
luar las funciones elementales, que no son tan laborio-
sas y que les pueden ayudar a resolver sus problemas -
cuando requieren hacer calculos con estas funciones, si
no disponen de computadoras o calculadoras cientificas.
Lo cual es usual 2n el bachilleréto.

Los algoritmos Clasicos, desde luego, resultan Gtiles -
para que el alumnado obtenga un grado cognoscitivo mas

avanzado, pero no resultan practicos para evaluar las
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funciones elementales cuando se requieren calculos muy
laboriosos. Para ello, se presentaron los algoritmos a
ritméticos, que aunque no son muy rapidos, son mas sen
cillos de ejecutar que los clasicos y mas eficientes;a
demas, tienen la ventaja que estdn bién sustentados er
una base matematica sdélida, no solo los clasicos ; de
comprender mas sencilos, puesto que no recurren a cono-
cimientos muy avanzados.

Por altimo los algoritmos aritméticos pueden ser utili-
zados por estudiantes de Nivel Medio y Medio Superior ,
que no tengan conocimientos de Calculo , y conslituyen —
un medio introductorio , tanto a la Geometria Analitica
como al Calculo; y una herramienta para resolver pro -
blemas, cuyo planteo , involucra la evaluacidn de 1las
funciones elementales.

Para finalizar, pueden ensefiarse durante los cursos eie
mentales de Algebra , para explicar a 1los alumnos como

se calculan las funciones elementales.
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