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INTRODUCCION 

Siendo miembro de un grupo asesor en Análisis Numérico que· 

comenzaba a fonnarse dentro del ClMASS* bajo 1! dirección del Dr. Pablo Barrera 

Sánchez, empecé mi trabajo dentro del mismo estudiando algo acerca de la resolu

ción de ecuaciones mediante procesos iterativos a principios del afto pasado. Llega

do el momento, vi muy someramente la aplicación del método de Newton en la re

solución de ecuaciones polinomiales: no se hacía· patente la diferencia entre la apli

caciún de dicho método al caso real y la aplicación al caso complejo. 

Por aquel entonces el Dr. Barrera recibía el encargo del CIMASS 

de averiguar algo sobre un problema que se le presentaba al grupo de Probabilidad 

y Estadística de la misma institución: detenninar las rafees de funciones analíticas. 

El Dr. Barrera notó la relación entre lo que yo estaba haciendo y dicho problema, 

pues existen criterios para la aproxúnación de funciones holomorfas mediante 

polinomios. 

* Centro de Investigación en Matemáticas Aplicadas, Sistemas y Servicios . 



A partir de aquel morncntu dediqué mi tiempo a documentarme 

sobre métodos que nos ayudaran en la resolución de polinomios en general con la 

intención de llegar a un buen método en Ja resolución de polinomios con coeficien

tes complejos. Manejamos varios métodos, más que nada para conocer sus ventajas 

y sus limitaciones. Así fue corno nos enteramos de que Jos métodos de Newton

Raphson y Bairstow-llitchcock poseían una convergencia magnífica pero sólo si las 

primeras aproximaciones eran lo suficientemente cercanas a la solución y que el 

método de Bernoulli nos resolvía en parte este problema al darnos una primera 

aproximación del cero de mayor (ó menor) magnitud de un polinomio. 
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Estudiamos entonces una generalización del método de Bernoulli: 

el método de Rutishauser ó Algoritmo Cociente-Diferencia (Q-D), que nos da una 

aproximación simultánea a todos los ceros de un polinomio y, más aun, de funcio

nes trascendentes. Desgraciadamente este método resultaba, numéricamente, un poco 

inestable, es decir, se perdía mucha exactitud en los resultados debido a Jos errores 

de redondeo y tan sólo podíamos utilizarlo para obtener primeras aproximaciones a 

las raíces de un polinomio. 

Pero fue uniendo todos los métodos que hemos enunciado hasta 

ahora como dimos un buen paso en Ja resolución de nuestro problema. Si los mé

todos de Newton y Bairstow funcionaban sólo con "buenas" primeras aproximaciones 

y el modelo Cociente-Diferencia era capaz de proporcionarnos esas primeras aproxi

maciones, Jo lógico era unir en uno solo a estos tres métodos. Sin embargo, la ma

yor desventaja del método conjunto radicaba en su poca generalidad. Poca generali

dad en el sentido de que la determinación de raíces que se presentaban en conjuntos 

de más de dos ceros del mismo módulo resultaba una labor muy complicada median

te este método, además de que sólo poseíainus su implementación para el caso de 

polinomios reales. 

Casualmente, por aquel entonces, cayó en nuestras manos un artí

culo ·que no era más que un programa en FORTRAN para calcular las raíces de un 



polinomio complejo (ref 11 ). Se basaba este programa en un artículo de M. A. 

Jenkins y J. F. Traub que describía un algoritmo -Iteración de tres pasos de des

plazamiento variable- para calcular los ceros de un polinomio complejo (ref 10). 

Hicimos correr este programa para polinomios reales y complejos de reconocida di

ficultad en la determinación de sus raíces o especialmente construidos por nosotros, 

de grados y distribución de ceros arbitrarios. Todos los resolvió, con magníficas 

aproximaciones y tiempos de ejecución mínimos. 

Profundizando en la teoría de este método nos dimos cuenta de 

sucenorme poder, que superaba todas las desventajas mencionadas hasta ahora para 

los otros métodos. Esencialmente este es un método iterativo seguido de deflación, 

es decir, de los que Wilkinson considera muy confiables (ref 17). 

El presente trabajo es la recopilación de lo hecho a lo largo de 
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un año de estudio del tema que da título al mismo y creímos conveniente iniciarlo 

describiendo, en el capítulo 1, un método de localización que sirviera a manera de 

introducción, pues los métodos de ese tipo resultan sencillos e interesantes aunque, 

desde luego, no puedan competir en eficiencia con métodos como el de Rutishauser 

o el de Jenkins-Traub. Concretamente, pensamos en el método de Lehmer. Des

graciadamente, todos los escritos que al respecto consultamos (refs 2, 7, 12) se de

dican a postular los resultados y posteriormente a checarlos. Aquí se da una versión 

original del algoritmo. 

En el capítulo 2 pasamos al estudio del algoritmo Cociente-Dife

rencia, un método muy general en el sentido de sus numerosas aplicaciones, entre 

ellas la determinación de ceros y polos de funciones~ trascendentes, habiéndose deri

vado toda la teoría del método, incluyendo algunos aspectos enteramente nuevos, pa

~ este caso concreto y sólo hasta el final del capítulo dando el algoritmo que a no

sotros nos interesa: es ahí donde se unen en un solo programa los métodos de New

ton, Bairstow y Rutishauser. Finalmente, en el capítulo 3, hacemos un estudio com

pletamente original del magnífico método de Jenkins y Traub. 
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Originalmente se pensó que mi ti;sis abarcara todo el problema men

cionado en un principio, esto es, la determinación de rafees de funciones analíticas. 

Pero creo que en mi caso pasó lo que en muchos otros: a medida que uno avanza 

se va especializando más y más en determinadas partes del problema original. No 

obstante, pienso que se ha dado un buen paso en la resolución de éste. El siguiente 

sería la aproximación de funciones analíticas mediante funciones racionales, del cual 

se comienza a ver algo en el capítulo 2 de este trabajo, independientemente de que 

el método ahí discutido es bueno ya en la determinación de raíces de funciones tras

cendentes. 

Por último, quiero agradecer al Dr. Pablo Barrera Sánchez la ayuda 

brindada no sólo durante el periodo de elaboración de esta tesis sino durante todo el 

tiempo que fui becario del CIMASS -tiempo del cual resultaron dos trabajos hechos 

conjuntamente con él- y mientras fui alumno suyo. 



CAPITULO l. 

INTERPRETACION ALGORITMICA DEL TEOREMA DE ROUCHE PARA 

POLINOMIOS 

1.0 INTRODUCCION 

Comenzamos este trabajo discutiendo, en el presente capítulo, un 

algoritmo que a Ja vez que es interesante resulta de fácil comprensión. Nos referimos 

al método de Lehmer, un método de localización, de esos que tienen ciertos aspec

tos geométricos muy bonitos. 

Hemos querido dar una versión original del algoritmo, partiendo 

de un hecho en el que creemos se funda todo el método -el teorema de Rouché

y llegando a establecer los resultados finales de una manera natural. 



l.l INDICE DE UN PUNTO CON RESPECTO A UNA CURVA CERRADA 

1.1.1 Definición de 'índice. Consideremos una curva cerrada 'Y lisa por pedazos y 

asociémosle a cada punto a cid plano complejo que no se encuentre sobre dicha 

curva un número entero de la siguiente manera: si el punto se encuentra en la re

gión no acotada por la curva asociémosle el número cero, si se encuentra en una 

de las regiones acotadas y es "rodeado" por 'Y m veces en el sentido contrario al 
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de _las manecillas del reloj y n veces en el sentido inverso asociémoslc el entero m-n. 

Et número así asignado al punto a del plano complejo es llamado el índice del pun

to a con respecto a la curva cerrada 'Y y lo denotaremos por n(r, a). 

Ejemplo. Los puntos localizados en la región no acotada n1 de 

la figura 1.1 tienen por índice, con respecto a la curva cerrada 'Y, a O, los de ta re

gión n 2 a 1 y aquéllos de la región n 3 a 2. 

Fig 1.1 

Si cambiásemos el sentido de la curva 'Y, los índices de dichos .puntos nos vendrían 

dados por O, -1, -2, respectivamente. 



1.1.2 Expresión Análitica para el Indice de un Punto. Introduzcamos formalmente 

el concepto motivado en el párrafo anterior. 
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Lema 1 .1. Si la curva cerrada 'Y lisa por pedazos no pasa por el 

punto a, entonces el valor de la integral 

f dz 

'Y z - a 

. es múltiplo entero de 2rri. 

Demostración. Si la ecuación de 'Y es z = z(t), a ~ t .;;;; ll, con

sideremos a la función 

h(t) = J 
a 

t z'(t) 
----dt 

z(t) - a 

Esta función está definida y es continua en el intervalo cerrado [a, Jl) y tiene por 

derivada a 

h'(t) = z'(t) 

z(t) - a 

siempre que z'(t) sea continua. De esta ecuación se sigue que la derivada de e·h(t) 

(z (t) - a) se anula excepto, quizá, en un número finito de puntos, y como esta 

función .es continua debe reducirse a una constante. Así, tenemos que 

z(t) - a 
z(a) - a 

Pero como z(ll) = z (a), obtenemos eh<ll> 

tiplo de 2rri. Esto prueba el lema. · 

1 y por lo tanto h(ll) debe ser un múl-



8 

Puede verse que ( l/2rr i) J dz/(z - a) no es más que la cantidad 
'Y 

que motivamos en el párrafo anterior, así que definiremos el índice del punto a con 

respecto a la curva cerrada r por la ecuación 

n(r, a) 
dz 

2rri z - a 

Enunciamos ahora algunas propiedades de este índice (ref 1). 

i) n(--'.)', a) -= 

en el párrafo anterior). 

n(r, a) (como puede observarse del sencillo ejemplo dado 

ii) Si 'Y se encuentra en el interior de un círculo, entonces n(r, a) = O 

para todos los puntos que se encuentren en el exterior del mismo círculo. 

iii) Como función de a el índice n(r, a) es constante en cada una de las 

regiones acotadas por r y cero en la región no acotada. 

1.2 CEROS DE UNA FUNCION ANALITICA EN EL INTERIOR DE UN CIRCULO 

Y EN UN SEMIPLANO 

1.2.1 lnterpretaciónGeométrica. Consideremos a la función analítica f(z) y suponga

mos que tiene un cero en el interior del círculo C. 

La función w = f(z) manda a la curva C en la curva cerrada r 

en el plano w; entonces, como f(z) tiene un cero en el interior de C, r rodea una 

vez al origen. 

La interpretación geométrica ya no es tan obvia para cuando f(z) 
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tiene un par de raíces en el interior de C': sin emb;irgo, no resulta muy complkado. 

Para ello, dividamos el círculo C en dos curvas simples cerradas, una conteniendo en 

su interior al cero z1 de f(z) y Ja otra al cero z2 tal y como se mm:stra en la fi

gura 1.2. Pero por lo dicho para el caso anterior, cada una de estas curvas debería 

tener por imagen, bajo la función w = f(z), a una curva cerrada que rodeara una vez 

al origen, por lo que el caso que se ilustra en la misma figura 1.2 no es posible. 

e 

f 

Fig 1.2 

De la misma manera se ve que otros casos no son posibles, por lo 

que la única situ¡¡ción factible y natural debe ser del tipo de la que se ilustra en la 

figura 1.3. Es decir, la imagen de C bajo f seguramente rodea al origen dos veces. 

f(c) 
e 

f 

Fig 1.3 f {t) 

En general, si f(z) es una función analíUca de raíces z1 , z2 , ••• , z
0

, de las cuales 

z1 , z2 , ••• , zr se encuentran en el interior del círculo C, lo lógico es esperar que 



la imagen !' de C bajo f rodee p vect:s al origen en el st:nlido contrario al de las 

manecillas del reloj. 

Probemos analíticamente este resultado. 

1.22 Resultado Analítico. De lo dicho en el párrafo anterior se desprende el si

guiente resultado. 

10 

Lema 1.2. Sea f(z) una función analítica en todo el plano. Su

pongamos que f(z) tiene un . número finito de ceros y denotémoslos por z1 , z2, .•• , z
0

, 

donde cada cero se repite tantas veces como su multiplicidad lo indique. Sea 'Y una curva 

cerrada lisa por pedazos tal que f(z) ,¡ O sobre 'Y y denotemos por r (en el plano w) a la 

curva imagen de 'Y bajo la función f(z). Entonces 

n(r, o) 

n 
n(r, o) = }; n ('Y, z

1
.J. 

j•l 

Demostración. Como ya sabemos 

dw 

211i w - o 

que por un sencillo cambio de variable se transfonna en 

1 f n(r, o)=--. 
. 2111 r 

pero, 

r(z) 

f(z) 
dz 

con g(z) analítica y i' .o en todo el plano. Así pues, 

dw 

w 



r(z) 
f{z) 

+ 
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g'(z) 
+ ... +---+--

z - zn g(z) 

donde, como g(z) 1' O en todo el plano, w = g(z) manda al conjunto compacto 

formado por la curva 'Y y su interior en el conjunto compacto formado por la curva 

r 1 y su interior, el cual no contiene al origen; es decir, el índice del origen con res

pecto u la curva I' 1 es cero, o Jo que es lo mismo 

dw 

Ír 1 

dw 

w-0 w 
r g'(z) 

)'Y g(z) dz= O, 

de tal manera que 

n(r,O) = 
211i 

f(z) d Ir f(Z) z 

corno se quería probar. 

n =-- 2: 
211i J=l 

~ n (r, zJ.), 
j=I 

1 l 
)dz +-.- r 

z ·- zi 2111 J.y 

dz 

g'(z) d 
-z 
g(z) 

Corolario 1.3. Si r, en el lema anterior, es una curva simple 

cerrada C (el cículo unitario, por ejemplo) que contiene en su interior p ceros, 

z1, z2 • • • , zp de f(z), entonces 

n (l', 0) = p · 
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Demostración 

n(I', 0) ~ n (C, z.) 
i·l J 

n 

fc 
dz 

~ 
27Ti j=l z - zi 

p 

Íc 
dz l n 

J: 
dz 

l.: ---+-- ~ 
27Ti j=l z - zi 27Ti j=p•I z - zi 

p 

fc 
dz 1 

.2:: ---= --p·27Ti p 
27Ti j=l z - zi 27Ti 

El resultado establecido en esta ·sección vale, obviamente, para el 

caso particular de un polinomio P(z) de grado n con coeficientes complejos. 

Observación. El número 

1 f n ('Y, a) = 27T i 'Y 
dz 

z - a 

se puede definir también como la variación del argumento de z - a cuando el punto 

z recorre r una vez en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, tal y como 

se muestra en la figura de abajo. 

y 

Fig 1.4 



' 
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Como puede observarse de esta figura, la variación de los argumen

tos de z - a1 , z - a2 y z - a3 cuando z recorre 'Y una vez en el sentido contra

rio al de las manecillas del reloj es 2rr, 4rr y O, respectivamente; es decir, que análo

gamente a como ocurre con el índice, si un punto a del plano complejo se encuen

tra en la región no acotada por la curva 'Y, la variación del argumento de z - a 

cuando z recorre 'Y una vez en el sentido contrario al de las manecillas del reloj es 

cero; si, por el contrario, dicho punto se encuentra en una de las regiones acotadas 

Y 'Y Jo rodea m veces en el sentido contrario al de las manecillas del reloj y n veces 

en el sentido inverso, la variación del argumento de z - a será 21, (m - n). 

Este hecho nos sirve para establecer el siguiente resultado. 

Teorema 1.4. Sea L una recta en la que el polinomio complejo 

de grado n P(z) no tiene ceros. Denotemos por AL arg P(z) Ja variación del argu

mento de P(z) cuando el punto z recorre L en una dirección específica y denote

mos por p y q el número de ceros de P(z) a la izquierda y a la derecha de esta 

dirección de L, respectivamente. Entonces 

p - q 

y así 

q =+ [n 

1 
- ll.L arg P(z) 

1T 

1T 
AL arg P(z)] . 

Demostración. Si denotamos por z1 , z2 , ••. , zp a Jos .ceros de 

P(z) ·a la izquienla de Ja dirección en que el punto z recorre L y P?r zp+I, zp+l • .. 

. . , zn a aquéllos a la derecha de esta dirección y si 

P(z) 



entonces 

donde 

arg P(z) = arg a
0 

+ t 
j =I 
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n 
arg (z - zi) + . :E arg (z - zi). 

J•p+l 

Así, como puede verse de la interpretación geométrica que acabamos de dar, cuando el pun· 

to z recorre la recta L en el sentido indicado en la figura 1.5, el argumento de 

z - z¡ se incrementa en rr cuando 1 .;;; j .;;; p, pero disminuye 7T cuando p < j .,,;; n. 

L 

org(z-z1) 

z 

Fig 1.5 

De esto se concluye que 

AL arg P(z) = pir - q7T , 

p - q 
7T 



y como 

p + q n , 

entonces 

p = -~ [ n + + Á L arg P(z)] , 

q = +[n -+ÁL arg P(z)]. 

1.3 TEOREMA DE ROUCHE 

Del primer resultado probado en la sección anterior se deriva el 

siguiente imporante teorema. 
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Teorema 1.5 (u.! Rouché). Si P(z) y Q(z) son funciones analí

ticas en el interior de una curva ~imple cerrnda C y si son continuas en C y 

IQ(z) 1 < l P(z) i en e, ( l.l) 

entonces la función F(z) == Q(z) + P(z) tiene el mismo número de ceros en el in

teribr de C que P(z). 

Demostración. Escribamos 

F(z) = w P(z) , w 
Q(z) 

1 + P(z)' (1.2) 

Si p denota el número de ceros de P(z) en el interior de C, entonces de actierdo con 

el primer resultado de la sección anterior 



p 
~¡¡j 

P'(z) 
dz . 

p (z) 
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( 1.3) 

Como 1Q(z)/P(z)1 < 1 en C, el punto w definido en las ecuaciones ( 1.2) describe 

(fig 1.6) una curva cerrada r que se encuentra en el interior del círculo con centro 

en w = 1 y radio J. Así, el punto w pennanece siempre en el semiplano derecho. 

Por lo tanto, el índice del origen con respecto a la curva r es cero. Esto significa 

Plano - W 

o 2 

Fig 1.6 

de acuerdo con las ecuaciones ( 1.2) y ( 1.3) que 

_1_ [ F'(z) dz = _1_J. ~ + ~ 1 P'(z) dz 
2rri e F(z) 2rri r w 2iri e P(z) 

= - ( P'(z) dz = p 
2iri "C P (z) 

y de acuerdo con el resultado de Ja sección anterior F(z) tiene también p ceros en 

el interior de C. 



1.4 INTERPRETACION ALGORITMICA DEL TEOREMA DE ROUCHE PARA 

POLINOMIOS 
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Estamos interesados en utilizar el teorema de Rouché para locali

zar y calcular las raíces del polinomio complejo 

P(z) = a z" + a zn·l + + a z + a a t O 
o 1 • • · n-1 n ' o ' 

La idea básica es escoger un polinomio Q(z) del mismo grado que P(z) y tal que 

i) Solamente se cumpla una de las siguientes desigualdades a lo largo de 

una curva cualquiera C, 

1 P(z) 1 < 1 Q(z) 1 , 

1 P(z) 1 > 1 Q(z) 1 

ii) · P{z) + Q(z) tiene cuando menos un cero conocido. 

Veamos cómo podemos lograr lo anterior en dos casos particulares 

para C. 

1.4.1 Ceros de un Polinomio Complejo en un Semiplano. Supongamos que la curva 

C del párrafo anterior es el eje real. 

En este caso lo que necesitamos es que la función 

h(z) = 1 P(z) 1 1Q(z)1 

sea positiva (6 negativa) para todo real z. Para hallar un polinomio Q(z) con tales 
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propiedades observemos lo siguiente: basta con hallar un polinomio q(z) de grado n 

tal que lq(z)I = IP(z)I, z real, para lograr nuestro primer objetivo, pues entonces to

maríamos Q(z) = (3 q(z), con (3 un número complejo tal que 1 (31 < 1 (o lfll > 1). 

El polinomio q(z) se puede obtener fácilmente a partir de P(z) de la siguiente mane

ra 

+ ªn·l z + ªn = P(z), 

ya que así 

q(z) P (z) , 

para z real. 

Tendríamos ent9nces eJ· siguiente lema. 

Lema 1.6. Si P(z) y q(z) son polinomios complejos de grado n, 

q(z) = aozn + ª1 zn-1 + ... + ªn-1 z + ªn P(z), 

y 

F(z) = a P(z) - (l q(z) , 

con a y (3 números complejos tales que 1 a 1 > 1 (l I , entonces F(z) tiene el mismo 

número de ceros arriba del eje real que P(z) y el mismo número de ceros abajo del 

eje real que el· mismo polinomio. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que P(z) no tiene ceros 

reales, pues si así fuera estos también serían ceros reales de q(z) por la forma en que 



hemos definido a dicho polinomio y podríamos escribir 

P(z) = P 
1 
(z) r(z) , 

q(z) = q 1 (z) r (z) , 

donde r (z) es el polinomio cuyas únicas raíces son los ceros reales de P(z), y tra

bajar entonces con 

F(z) 

r(z) 
a l\ (z) - P q 1 (z) 
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Bajo esta suposición, todos los ceros de F(z) son complejos pues 

si F(z) = O, entonces 

a P(z) = p q(z) p P(z), 

pero si z es real, 1 P(z) 1 1 P(z) I, y de aquí 1 a 1 1 p 1 , contrario a las hipótesis. 

Ahora, como 1p1 ·;;. O, 1 a 1 f' O y podemos considerar a 

F(z) =a [P(z) -+ q(z)], ¡ + l < 1, 

y Ja demostración del lema se sigue del teorema de Rouché p:rra el caso en que la 

curva C es una recta. 

El lema establece que si 1 a 1 > 1 P 1 en F(z) = a P(z) - P q(z), 

ento.nces este polinomio tiene el mismo número de ceros arriba y abajo del eje real 

que P(z); esto nos sugiere escoger a y P de tal manera que F(z) tenga un cero co

nocido, consiguiendo así el segundo de nuestros objetivos mencionados al principio 

de esta sección. La manera de lograr esto se muestra a continuación. 



20 

Tratarl'rnos de encontrar números complejos a y µ de tal manera 
-

que el número complejo ~ , lm (~) < O, 1 Plt) 1 fo 1 P(~) I, sea raíz del polinomio 

F(z) = a (~) Ptz) - µ m P(z), 

es decir, tales que, para cuando z = ~ , 

F(~) = a m P m - µ m P (~) = O. 

Una solución nos vendría dacia por 

-
a (O P(O, ~ m = P (~), 

presentándoscnos dos casos: 

o 1 P <~) 1 > 1 P m 1 • 

iO 1 r <~) 1 < 1 P m 1 . 

En el primer caso F(z) tendría, por el lema 1.6, el mismo núme

ro de ceros que P(z) arriba del eje x y, como lm(H < O, 

F(z) 
P l (z) 

z-~ 

también, pero ya con P 1 (z) un polinomio de grado n - 1. 

En el segundo caso, como 

IP<nl < IP(OI, 



no nos conviene dctenninar a las constantes a y ~ di: tal manera que ~ sea una raíz 

de F(z), sino de tal forma q uc en z = ~ F(z) tenga un cero, pues entonces ten

dríamos que para que 

F(O = a(O rm o, 

habría que escoger, por ejemplo, 

-
~m=P(O=Pm. 

de donde 

1 a(~) 1 > 1 ~ m 1 ' 
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de tal suerte que F(z) tendría el mismo número de ceros que P(z) arriba del eje x, 

y corno ahora ím (~) > O, 

F(z) 

z - ~ 

tendría un cero menos que P(z) arriba del eje real. 

Resumiendo, lo que hemos hecho en la presente sección es lo si, 

guiente: Tomamos P 
0 

(z) = P(z) y formamos la "sucesión" de polinomios 

P º (z) ' p 1 (z) 

como sigue: Seleccionamos , de ser posible, un número complejo ~ tal que 

1P
0 
m I > I P

0 
m I. Entonces tomamos 



P
0
m P

0
(z) - P

0
m P

0
(z) 

z - ~ 
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Si Im (0 < O, entonces P 1 (z) tiene el mismo número de ceros arriba del eje real que 

P
0

(z). Si Im (!;) > O, tiene uno menos. Más aún, para cualquier !; dada para la cual 

IP
0
<nli=IP

0
m1,si IP

0
<nl>iP

0
(0!.entonceslP

0
m1<1P0 m1. 

El mismo procedimiento podría seguirse para Pi (z) y polinomios sub

secuentes y construir así una sucesión que nos permitiría elaborar un algoritmo para 

la localización de los ceros de P(z). Sin embargo, un algoritmo más simple se obtie

ne para el caso que a continuación analizamos. 

1.4.2 Ceros de un Polinomio Complejo en el Interior del Círculo Unitario. Supon

gamos ahora que la curva C mencionada al principio de esta sección es el círculo 

unitario. 

En este caso necesitamos encontrar un polinomio q(z) de grado n 

tal que 

1q(z)1 1P(z)1 . 

para 1z1 l. Observemos que si 1 z 1 l, entonces 

y como 



23 

z = ~-1' 

k natural, tendremos que 

1P(z)1 

1 a + a z + + a zn -I + -a zn 1 
o 1 · • • n-1 n 

de donde una posible elección para q(z) sería 

Entonces si P(z) y q(z) son polinomios complejos de grado n, 

- 1 zn p (z- ) , 

y 

F(z) a P(z) - (j q(z) , 

con a y (j números complejos tales que 1 a 1 > 1 ~ 1 , tendremos, por el teorema 

de Rouché, que F(z) tiene el mismo número de ceros en el interior del círculo uni· 

· tario que P(z). 

Procediendo de manera análoga al caso anterior, se llega al reque

rido algoritmo. Esto lo hacemos en el siguiente párrafo. 



•'' 

24 

1.4.3 El Algoritmo. Para tenninar con este primer capítulo, describamos brevcmen

te el algoritmo a que da Jugar el teorema de Rouché. Para ello, en vez de asignar

le un cero de antemano a F(z). procedimiento que se siguió en el primer caso, dis

minuiremos su grado. Veamos cómo es esto. 

Consideremos al polinomio con coeficientes complejos 

""1l 

P(z) = aozn + ª1 zn·l + ... + ªn·I z + ªn• ªº t O, 

y supongamos que P(O) t O, pues en caso contrario podemos deflacionar inmediata

mente el polinomio hasta obtener uno que no tenga a O por raíz. La combinación 

lineal 

donde 

P*(z) =· ; z" +a z""1 + +a z +a = z" P(z-1 ) 
n n·l • · · 1 o ' 

no tiene término en z" de tal manera que T(P) es de grado menor que P. El término 

constante de T(P) es de particular interés debido a que es real. En efecto 

Si este ténnino constante es diferente de cero, podremos aplicar Ja transformación T 

al polinomio T(P). Procediendo de manera análoga con los polinomios subsecuentes 

obtenemos la sucesión finita 

T(P), T2 (P), . . . , Tk (P) , (1.4) 
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donde 

Tk (P(O)) = O. 

Si denotamos por d¡ al grado de Ti(P), tendremos que 

El interés de la sucesión (1.4) radica en el siguiente teorema, que 

ha quedado establecido a todo lo largo del capítulo. 

Teorema 1.7. Supóngase que P(O) i= O. Si, para alguna h > O, 

Th(P(o)) < O, entonces P tiene al menos una raíz en el interior del círculo unitario 

C. Si, por el contrario, Ti (P(O)) > O para 1 .;;;; i < k y Tk·I (P) es constante, en

tonces P no tiene raíces en el interior de C. 

Este algoritmo básicamente se utiliza para encontrar aproximacio

nes numéricas a las rices de un polinomio con coeficientes complejos y consiste en 

plantearse una pregunta básica: ¿tiene un polinomio dado una raí:i: en el interior de 

un círculo dado? Por ejemplo, supongamos que se tiene el círculo unitario y que 

el valor de nuestro polinomio en el origen es distinto de cero, i,e., P(O) t O; se 

va duplicando entonces {o disminuyendo a la mitad) el radio de dicho círculo pro

gresivamente hasta que se llega a uno de radio R tal que el anillo. 

R < 1z1 < 2R 

contiene una raíz de P{z) en su interior, mientras que el círculo interior se encuen

tra libre de raíces. Este anillo puede ser cubierto por ocho círculos traslapados de 

radio (5/6)R cada uno, uno de los cuales contendrá a una raíz de P(z). Esto cubre 

un primer paso. Enseguida procedemos de manera análoga con este último círculo 

(con centro en a 1) hasta llegar a un círculo de radio R1 tal que el anillo 



-
5
- R 2-8 

6 
O natural, 
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contenga a una raíz de P(z) en su interior, pero de tal manera que el círculo inte

rior no contenga raíces. De nuevo cubrimos este anillo con ocho círculos translapa

dos, ahora de radio 

_5_ R 
6 1 

= .2_ ( 2._R) 2-0 
6 6 

25 25 5 2 

36 
R 2-0 .;;:;; n R = 2 ( J2 ) R 

cada uno, uno de Jos cuales contendrá a una raíz de P(z). Esto completa el paso 2. 

Es fácil ver que después de K pasos tendremos un círcalo de radio 

menor o igual que 2 (5/12)K R que contenga una raíz de P(z). Es decir, este método 

no posee la convergencia cuadrática del método de Newton, pero sí la de la progresión 

geométrica de razón 5/12. Además, como se ve, las raíces son localizadas por orden 

creciente de magnitud. 

.... .. .... -· 

Todo lo anterior vale para el problema: ¿tiene el polinomio Q(z) 

una raíz en el interior del círculo 1 z - c 1 = p?, pues este puede reducirse al caso 

del círculo unitario para el polinomio 

P(z) = Q(pz + c), 

ya que éste tiene una raíz ~ = (a - c)/p para toda raíz a de Q y 1 ~ 1 < 1 si y 

sólo si 1 a - c 1 < p , i.e., si y sólo si a está en el interior del círculo lz - c 1 ".'· P. 

Para responder entonces a la pregunta ¿tiene un polinomio dado 

P(z) una raíz en el interior del círculo unitario C? , construimos la sucesión de poli

nomios ( 1.4) tal y como se indicó al principio de esta sección. 
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Para aclarar ideas terminemos con un sencillo ejemplo. 

Ejemplo. Sea 

Entonces 

de donde 

T (P(z)) 

con 

De aquí T(P(O)) > O. Ahora 

por lo tanto 

P(z) = 9 + 3 z - 14 z2 
- 8 z3 

P*(z) = - 8 - 14 z + 3 z2 + 9 z3 
• 

9 P(z) - (-8) P* (z) 

17 ( 1 - 5 z - 6 z2
) = 17 P 1 (z), 

P 1 (z) = 1 - 5 z - 6 z2 
• 

Pf(z) =-6-Sz + z2
, 

T2 (P(O)) = 17 T (P 1 (0)) 

17 [(!) P1(0) - (-6) Pf(O)] 

17 (- 35) < o. 
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Así, P(z) tiene una raíz en el interior de C. En efecto, las raíces· de este polinomio 

son 3/4, -1, -3/2, no habiendo importado que una de ellas está sobre C para poder 

aplicar el teorema l. 7. 
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Si en el polinomio original reemplazamos z por z/2. tendremos que 

P(z) = 18 + 3 z - 7 z2 
- 2 z3 • 

para el que es fácil comprobar que 

donde 

y de aquf 

T(P(z)) = 320 + 40z - 120z2 = IOP 1(z), 

T2(P(z))= lO T (P1 (z)) = 8 800 + 1760 z = 440 P
2
(z), 

T3(P(z))= 440 T (P2 (z)) = 440 (384), 

P1(z) = 32 + 4z - 12z2
, 

T (P(O)) 320 > o' 

T2(P(O)) 8800 > o 

T3(P(O)) 168960 > o, 

respectivamente, es decir Ti (P(O)) > O, i = 1, 2, 3 y T3 (P(z)) es constante, de tal 

manera que por nuestro teorema, P(z) no tiene raíces en el interior de C. Con esto 

queremos hacer notar tan sólo que eí polinomio original P(z) = 9 + 3 z - 14 z2 
- 8 z3 

tiene cuando menos una raíz en el anillo 

2 
< 1z1 < 1 , 

1 
pero ninguna raíz en 1z1 < T 
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La condición del teorema 1.7 de que rk·l (P(z)) sea constante y 

el hecho de que nada se diga acerca de cuando Tk·l (P(z)) no sea constante parece 

ser una restricción grave del mencionado teorema. Sin embargo, no es así, pues el 

evento de que tal transfonnación no sea constante tiene probabilidad cero de ocurrir 

si los coeficientes de P(z} son números complejos aleatorios. 

La implementación del algoritmo discutido a lo largo de este ca

pítulo es posible, pero muy complicada, según se desprende de lo dicho por Lehmcr 

en (ref 12): afimia que uno de los programas más simples que se logró hacer 

correr consta de 900 instrucciones. No obstante, en ese mismo artículo se da un 

diagrama de flujo conciso y claro. 

Para nosotros, el interés principal del algoritmo aquí estudiado fue 

más que nada teórico, pues en los dos capítulos restantes veremos métodos más com

putables, eficientes y modernos y sus correspondientes implementaciones. 



CAPITULO 2. 

EL ALGORITMO COCIENTE-DIFERENCIA (Q-D) 

2.0 INTRODUCCION 

En el presente capítulo se estudiará un método debido a Rutishauser 

y que en realidad tiene muchas más aplicaciones de la que se intentará dar en la últi

ma sección (ref 4). Es por ello que la motivación, deducción y demostración ·del mé

todo se hace en general para la función meromorfa F(z) y la detenninación de sus ce

ros y de sus polos, y sólo hasta la última sección es cuando se describe el algoritmo 

y se mide su eficiencia en el caso particular de la detenninación de las raíces de un 

plinomio. 

En la siguiente sección se prueba el teorema de Koenig y se moti

va el algoritmo; en la segunda sección se aproxima la función F(z) mediante fun~iones 

racionales y .con ellas se construye la tabla de Padé, viéndose la estrecha relación que 

ésta guarda con la afirmación del teorema de Koenig; en la parte final de la misma 
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sección se ve una segunda manera de obtener el algoritmo a partir de la tabla de Padé. 

Finalmente, en la última sección, se describe un algoritmo útil para 

calcular las raíces de un polinomio complejo, sin embargo, como la implementación de 

tal algoritmo no es sencilla, la sección se concluye analizando la eficiencia de un pro

grama que calcula las raíces de polinomios reales, incluyéndose el listado de dicho pro

grama. Este se probó exhaustivamente y demostró ser bueno para polinomios de gra

dos no muy grandes; aquí se incluyen sus resultados. 

Como señalamos, el método es debido a Rutishauser, y otros auto

res lo han investigado a fondo (refs 4, 5, 7, 8 y 14). No obstante, el presente capí

tulo contiene resultados enteramente nuevos, en especial la parte intermedia del mismo. 

2 .1 TEOREMA DE KOENIG Y MOTIV ACION DEL ALGORITMO COCIENTE-DI

FERENCIA (Q-D) 

2.1.1 Teorema de Koenig. Consideremos a la función merornorfa F(z) y supongamos 

que es halomorfa en z = O. Se nos presenta entonces el siguiente problema: determi

nar las singularidades de dicha fundún a partir de los coeficientes de su desarrollo en 

serie de Taylor 

F(z) (2.1) 

1 alrededor del origen. 
¡ 

! 
l 
l 

¡ 
! 

J 

Veamos primeramente un par de casos particulares para entender la 

~fmnación que queremos hacer y su correspondiente demostración. 

Supongamos que F(z) tiene un polo r simple en 1 z 1 < R. Entonces 

w(z) (z - r) F(z) = b0 + b1 z + b2 z2 + ... 



es holomorfo en 1 z 1 < R y 

- r 

- r 

e o 
e l 

si multiplicamos las primeras n + 1 ecuaciones por l, r, r2
, ••• , r", respectivamen

te y las sumamos miembro a miembro a todas ellas, obtendremos 

'11 (r) = - e r11 + 1 
n n ' 

(2.2) 

donde 

'11 n (z) = b0 + b1 z + . . . + b
0 

z" . (2.3) 

De aquí 

'11 
0 

(r) --> '11 (r) , 
n+~ 

de donde 

'11 n (r) _,. 1 
'1' 

0
+1 (r) n ·h 

Pero 1(1
0
(r)/w

0
• 1 (r) = c

0
/c

0
• 1 r, o equivalentemente 

1 

c
0 

r IJI n (r) 

cn+l 'ltn+l(r) 

por lo tanto, para n suficientemente grande,_ 

o, 

(2.4) 

(2.S) 

32 
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en r 

"" o' (2.6) 
e n +1 

es decir, 

en 
~ r' 

en+) n +~ 

· que es precisamente lo que establece el teorema de Koenig t:n este primer caso. 

Como segundo caso, supongamos que F(z) tiene dos polos simples 

r1 , r2 de módulos distintos y denotemos por r a cualquiera de ellos. 

Sea 

'l'{Z) = a2 z
1 + a1 z + l = (1 - r¡1 z) (1 - r;_• z) 

el polinomio que tiene por raíces a los polos de F. Entonces 

es holomorfa en 1 z 1 < R y 

Co 

C¡ + a1 C0 

C2 + al Cl + 3 ! CO 
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si multiplicamos de nuevo las primeras n + 1 ecuaciones por 1, r, r2 , . . . , r", res

pectivamente y las sumamos miembro a miembro a todas ellas, obtendremos, en virtud 

de que '11 (r) = O, 

r" e + ( 1 + a r) rn·I e ¡ n 1 n· • 

y de aquí 

:~. 

siendo claro de estas relaciones que 

r2 'ltn(r) = r n+2 en + (1 + ª1 r) r"+l cn-1 ' 

r .¡rn+l(r) = rn+2c +(! n+I + a r) r"+ 1 e 1 n , 

.¡r n+2(r) = r"+2 cn+2 + (1 + ª1 r) r"+I en+! ' 

o, escrito de otra forma, 

(cn-1, en , r2 .¡r n (r)) (( 1 + ª1 r) r"+l, r"+2 , o 

o 

(en+!• cn+2 • .¡r n+2(r)) (1 + ª1 r) r"+l, r"+2 
1 - 1)1 = O , 

lo que en un espacio vectorial de dimensión 3 nos indica que los vectores de la izquier

da son linealmente dependientes, es decir, que el determinante con ellos. formado. se anula: 

r2'1r n(r) 

r .¡rn+l(r) 

.¡r n•2 (r) 

o 
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Y como para el presente caso se satisface una relación equivalente a la (2.6) del caso 

anterior, tendremos que, para n suficientemente grande, 

r'i1 n(r) 

r'l'n•l(r) 

111 n+2 (r) 

o sea, que en el Hmite, r1 y r2 van a satisfacer la 

cn-1 en z2 

en cn•l z· 

en•¡ cn+2 

o equivalentemente 

en·! en 

i,o(z) ,., 
en·l en+! - e~ 

en en+! 

en+! cn+2 

ecuación 

O, 

z2 

z o, 

que es lo que afirma el teorema de Koenig en este segundo caso. 

o ' 

(2.7) 

Pasemos ahora al caso más general y probémoslo formalmente. Es 

decir, supongamos que (2.1) tiene exactamente k polos, no necesariamente distintos, 

en el disco 1 z 1 < R y que dichos polos satisfacen 

1 r 1 1 ..;;; 1 r2 1 ..;;; ••. <;; 1 rk 1 < o R < R, 

con o un número real entre O y 1. Denotemos por i,o(z) al polinomio de grado k 



'j 

' ¡ 

i 
l 
l 
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cuyo término libre es 1 y que tiene por raíces a los k polos de F(z), esto es, 

( l - r;1 z). . .( 1 - r¡;1 z), (:!.8) 

y por A(z) = O a la correspondiente ecuación (2.7) en el presente caso, i.e., 

cn·k+l c n·k+2 en zk 

cn-k+2 c n-k+3 
c zk·l 

n+t 

A (z) (2.9) 

en en+! cn•k·t z 

en+! cn+2 cn+k 

Finalmente, denotemos por ¡¡ (z) al polinomio A(z) normalizado (i.e., con ténnino li

bre igual a la unidad). Tendremos entonces el siguiente teorema. 

Teorema 2.1 (de Koenig). Bajo las hipótesis anteriores 

ll(z) = .,o(z) + O (an), O< a< 1 . (2.10) 

.•. 

Demostración. F(z) se puede escribir, en el caso que nos ocupa, 

de la siguiente manera 

donde 

k(z) = F(z) 
'lt(z) 

'lt(z) 
F(z) = k(z) + -;Tz) , 

--- k0 + k1 z + "2 z2 + ... 
.,o(z) 

(2.11) 

(2.12) 

es holomorfa en 1 z 1 < R y '11 (z) es un polinomio de grado k-1 a lo más (ref . I ). 



Sea 

'V(z) 

ip(z) 
}; y.zi 
j=O J 

entonces, en virtud de que 'V(z) es un polinomio de grado k-1 

dremos 

r º ªk + r 1 ªk-'1 .+ . + rk o 

r i !\. + r2 lic-1 + .+ 'Yk+l = o 

'Yo ak + 'Y n+I ak·I + + r n+k o 

Sean 

d 1(n) = (r r r ) n • n+ l' • · • ' n+k • 1 ' 

de aquí y de las relaciones (2.14), es claro que 

d1(n) ·a = - 'Yn+k• n = 0,1,2, ... , 
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(2.13) 

cuando mucho, ten-

(2.14) 

pudiéndose obtener d(n+ 1) a partir de d(n) como puede observarse de la siguiente 

relación obvia 

X d(n) = d (n+ 1), (2.15) 

donde 
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o o o o 
o o o o 
o o o o 

X (2.16) 

o o o o 
-ak -ak·l -ak-2 -ak·J. -al 

es la matriz compafiera del polinomio zk ip(z"1 ), i.e., la matriz cuyo polinomio carac

terístico coincide con zk ip(z"1 ), polinomio cuyas raíces son los recíprocos de los po· 

los de F(z). 

Hagamos 

'Yn·k+I 'Y n ·k+2 'Yn 

'Yn·k+2 'Y n·k+3 'Y n+ 1 

A .. rn 

'Yn+k·I 

(d (n-k+ 1) d (n-k+2) d (n)) 

entonces, en virtud de (2.15), tendremos que 

X r n r n+1 , 

de donde, a su vez, 

r" X" r 0 , n = o, 1, 2, .... 
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Por otro lado, si denotamos por Cn y Kn a las matrices análogas 

a la matriz l'n pero para los coeficientes en y k
11

, respectivamente, tendremos, por la 

fonna en que nos viene dada F(z), que 

(2.17) 

Antes de proseguir, denotemos por 11 Y 11 e a la nomta matricial 

cuyo valor nos viene dado por el máximo, sobre los renglones, de las sumas de los 

módulos de sus elementos. Entonces, como k(z) es holomorfa en 1 z 1 < R, para 

cualquier p que satisfaga 

1 rk 1 < p < R , (2.18) 

cada elemento de K
0 

será O (p-n) y basta con observar el último renglón de esta ma

triz para concluir que también . 

o {p-n) . 

Por otra parte, el radio espectral de x-1 (esto es, el mínimo ra

dio cuyo círculo contiene a todos los valores propios de x-1) es igual a 1rk1 ; de 

aquí que. para cualquier e > O 

O (e + 1 rk 1 ) , 

(ref 6), de donde 

O ((e + 1 rk I)" ) . (2.19) 

Ahora bien, de (2.17) obtenemos 
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e r-1 
n n 

I + K r-1 
n n 

en donde, por lo que acabamos de probar, 

O [P-n (e + 1 r k 1 ) " J (2.20) 

y de estas dos últimas relaciones tendríamos que 

(2.21) 

si tan sólo pudiésemos probar que para cualquier a que satisfaga las condiciones del 

teorema, es posible elegir una p que satisfaga (2.18) y una e, de tal manera que 

(j = r 1 (f + 1 rk 1 ) ' 

lo cual se consigue fácilmente si determinamos p a partir de esta ecuación, es decir, 

pa e + 1rk1 

eligiendo la e apropiadamente, lo cual, como se ve, se logra si 

e < a R - 1rk1 , 

quedando así probada la relación (2.21 ). 

Mediante una transformación elemental en el determinante 
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en·k•I cn-k+2 en z-k 

en ·k•2 en-k+3 en+l z'ik-1 J 

A(z"1) 

en en+l en+k·I z-1 

cn•I cn+2 cn+k 

obtenemos 

zcn·k•l cn·k+2 Z cn·k+2 cn-k+3 o 

z cn-k+2 cn·k+3 z cn·k+3 cn·k+4 o 

.z!< A(z-1) 

z en en+! z cn+l - cn+2 o 

en+! cn+2 

lo cual se reduce a 

(222) 

La razón de tomar Mz-1) es que las raíces del polinomio carac

terístico de X son los recíprocos de los polos de F(z). 

Ahora podemos ya completar la demostración del teorema .. Nue

vamente de (2.17) tendremos que 

y 

z en = z r n + z K 0 

en•!= X r n + Kn•I 
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de donde, restando miembro a miembro, tendremos 

y de aquí 

pudiéndose probar, de nuevo mediante (2.20), que 

de donde se sigue que 

det (zen - en+!) 
1 + O (u") , 

det (r n) det (zl - X) 

lo que unido a (2.21) nos da 

det (z e
0 

-Cn+I) 
1 + O (un) 

det (e
0

) det (zl - X) 

pero de (2.22) y sustituyendo la variable z por z-I , tendremos que 

z-k 11 (z) LI (z) 
1 + O (u"), 

det (e
0

) z=k ip(z) det (e
0

) ip(z) 

esto es, 
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A(z) 
.,o(z) + O (an ), 

y como se puede apreciar de (2.9), det (Cn) es precisamente el ténnino libre del po

linomio A(z), de tal manera que el miembro ezquierdo de esta expresión no es más 

que el polinomio normalizado li (z), es decir, 

.·, ·, 

con lo que se tennina la demostración del teorema de Koenig. 

De este teorema se deriva un corolario obvio pero muy importan

te. Para ello, debemos observar que tanto el término de la potencia mayor de z co

mo el término independiente del polinomio A(z), pueden obtenerse inmediatamente, 

es decir, 

;t.»· .. , .. · 
-' '" · ··•· · Si 'denotamos a det (Cn) por H n ,k , i.e., 

cn-k+l cn-k+2 en 

cn-k+2 cn-k•3 cn+l 

Hn, k ' 
(2.23) 

en cntl cn•k-1 

donde el subíndice k nos indica el orden del determinante, el corolario nos diría ·lo 

! siguiente. 

Corolario 2.2 (al teorema de Kocnig). Bajo las mismas hipótesis 

de dicho teorema 
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(2.24) 

Nota.- A estas H k son a las que se les conoce por el nombre de determinantes n, 

de Hacnkel. 

2.1.2 Motivación del Algoritmo Cociente-Diferencia (Q-0). Los determinantes de 
! 

Haenkel son de gran importancia en la construcción del modelo Cociente-Diferencia. 

Su utilidad nos viene dada básicamente por una fórmula de rccurrencia debida a 

Aitken y de fácil deducción. 

Sabemos ya que 

Hn, 1 , de donde 

H H H -H2 n,2 ntl,I n·l,l n,I · 

Esto nos sugiere tomar 

donde d es una constante por determinarse. 

Por un lado tenemos que 



e n-2 e n·l en 

d cn-1 e 
11 cn+I 

e n cn+I cn+2 

d (cn-2cn cn+2- cn-2c~+I- c~-1 cn+2 + 2 cn·l en cn+I + 
- c:1 ) ; 

por otra parte 

Hn+l ,2 Hn-1 ,2 - H~.2 

..'.. c~-I c~. 1 + 2 c0 _1 e~ en+! - e~ 

de donde, si hacemos d = c
11 

= H
11 1, tendremos que 

H H - H2 
n+l,2 n-1,2 n,2 

siendo fácil probar (por inducción, por ejemplo) la fórmula general 

Hn+J k Hn·l k - H~ k ' . . ' 
(2.25) 

que es la requerida fórmula de recurrencia de Aitken. 
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Esta fórmula nos pennite el cálculo recursivo de los determinan~ 

tes Hn,k de Haenkel a partir de las Cp lo cual se ve claro si construimos la siguiente 

tabla para dichos determinantes 



¡ 
l 
'. 
l 

! 
l ¡ 
¡ 
¡ 
! ¡ 

>.i 
,.J' 

46 

TABLA 2.1. TABLA DE DETERMINANTES DE HAENKEL 

HO,I 

HI ,l Ho.2 

"2.1 H1.2 Ho,3 

H3,1 H2.2 Hl,3 Ho,4 

H4,I H3,2 H2,3 HI ,4 Ho,s 

Debemos notar que además de conocer la primera columna de esta tabla, pues defini

mos H
000 

= 1, conocemos también la segunda ya que H
0

, 1 = c
0

• Entonces la fór

mula de Aitken se puede expresar mnemotécnicamente si hacemos que Hn,k sea el 

elemento central de dicha tabla y lo denotamos por e y denotamos a los elementos 

vecinos por puntos cardinales, es decir, N, S, NO, SE, etc. Así, la fórmula de Aitken 

nos vendría dada por 

C2 = NS - NO (SE). (2.26) 

Sin embargo, la utilización de esta fórmula para generar la tabla 2.1 

requiere de muchos cálculos y, por otro lado, la utilidad de la misma es manifiesta 

pues, por el Corolario 2.2, los cocientes de elementos sucesivos en la columna j tien

den al producto de los j primeros polos de F(z) cuando n-+ 00 • Por lo tanto, sería 

conveniente tener un modelo equivalente pero mucho menos laborioso en su formación. 

Para ello, démonos cuenta que el único interés que para nosotros 

· guardan los determinantes Hn,k está en relación con las cantidades 



pues cuando n -+oo , 

Hn+l,k Hn·l,k-1 

Hn,k 11 n,k-l 
(2.27) 

qnk --> r~ , suponiendo que se satisface la condición 

1 r1 1 < lr2 1 < ... < 1 rk 1. 
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La razón de definir a las qnk de tal manera que tiendan a los recíprocos de los 

polos de F(z) radica en el hecho de que mediante ellas se obtendrán relaciones muy 

importantes que de otra manera no serían factibles, como se verá más adelante. 

Estas cantidades surgen de manera natural a partir de Ja expan

sión en fracciones continuas de la función F(z) (refs 7, IS). Sin embargo, existe 

una manera de motivar la selección de ciertas cantidades análogas, que denotaremos 

por enk, a partir tan sólo de las primeras y de la fórmula (2.26) de Aitken, que

dándonos al final un par de importantes fónnulas recursivas tanto para qnk como 

para enk con las que generaremos el modelo equivalente que requerimos. Veamos 

cómo es esto. 

Como Jo que buscamos es recursión lo natural es tratar de en

contrar una fónnula que nos relacione qnk con qn+l ,k. A continuación se muestra 

la forma en que Ja relación (2.26) puede ser aprovechada para conseguir esto. Para 

ello, consideremos la siguiente porción de la tabla 2.1, suponiendo que ésta se halla 

centrada en F = Hn ,k. 

(2.28) 
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Así pues, 

Hn•l ,k Hn-1,k-I JQ QJ 
qnk 

Hnk Hn,k-1 FA AF 

(2.29) 

Hn+2,k Hn,k-1 NA AN 
q"•l ,k= 

Hn+l,k Hn+l ,k-1 JE EJ ' 

de tal manera que si queremos relacionar a estos dos elementos tendremos que apli· 

car dos veces la fónnula (2.26) tomando como elementos centrales a A y a J, res

pectivamente, 

QE - RF FN - OE 

y enseguida forzar el que los primeros ténninos de los segundos miembros de estas 

dos relaciones sean las correspondientes cantidades (2.29); esto se consigue de la 

forma siguiente: 

AJ QJ JR AJ AN OA --=----- --= ---EF AF AE EF EJ FJ 

con Jo que no sólo conseguimos eso, sino, lo más importante, que ambas relaciones 

sean una misma cosa y podamos por tanto igualarlas; pero antes conviene observar 

que los segundos términos en los miembros derechos de estas igualdades son cantida

des análogas a los qnk, como puede observarse de (2.28), por lo que si hacemos 

tendremos entonces que 

OA 

Ff 
Hn+l ,k+I Hn,k-1 

Hn,k Hn+I, k 

(2.30) 



JR 

AE 

Hnd,k Hn,k-2 

Hn,k-1 8 n+l ,k-1 

teniendo así que, igualando y trasponiendo ténninos en las últimas ecuaciones, 

(2.31) 

Pero necesitamos otra relación para poder determinar tudos los 

elementos del modelo que se quiere construir a partir de q01 = cn+l /en. Dicha 

relación se obtiene inmediatamente con tan sólo observar que 

QJ OA OQ Hn•l,k+t Hn·l ,k·l 
qnk · enk =--AF FJ F2 H~.k 

AN JR NR Hn•2,k Hn,k-2 
qn+l;k · en,k·l = --=--EJ AE E2 H

2
n+ l ,k-1 
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esto es, que ambas cantidades son análogas, únicamente se encuentran localizadas en 

diagonales distintas (ver esquema (2.28)), digamos n y n+2, respectivamente, de tal 

manera que si queremos que las dos sean iguales solamente tenemos que sustituir .en 

la segunda relación n por n· l y k por k+ l, de donde obtendríamos la fórmula re

querida 

(2.32) 

En virtud de que Ja relación (2.31) nos da las enk en térmi11os 

de las diferencias de los cocientes q
0 

k, a este método se le conoce con el nombre 

·de Algoritmo Cociente~Diferencia o Algoritmo Q-D (quotient-difference). · Mediante 

el mismo se puede construir una tabla análoga a la construida para los detenninan

tes de Haenkel, pero muc.ho más fácil de calcular mediante las fórmulas (2.31) y 
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(2.32). (Tabla 2.2). Y análogamente a como ocurrió con los detenninantcs de 

Haenkel, en esta tabla conocemos las dos primeras columnas ya que, por un lado, 

definimos eno = O y, por el otro, tenemos que q111 = en+ 1 /cn , ambas para n;;;. O. 

Como se muestra en la tabla 2.2, esto es 

qo 1 o o - - -

o eo 1 e02 q,ºq" Q¡3 - - -

C¡ l el2 o 

q21 /q22 q23 - - -

o 021(>'22 
Q3 ¡ q32 q33 - - -

TABLA 22. MODELO COCIENTE-DIFERENCIA (0-D) 

suficiente para generar el modelo completo rr.ediante las. relaciones (2.31) y (2.32), 

las cuales, por otra parte, nos relacionan, cada una por su lado, cuatro elementos de 

la tabla 2.2 localizados en los vértices de un rombo; de aquí que a dichas fórmulas se 

les conozca también con el nombre de reglas del rombo. 

Finalmente, y al igual que ocurre con la tabla 2.1 existen dos ma

neras de generar el modelo Q-D. La primera es utilizando la fórmula (2.31) para cal~ 

,cular las cnk y la (2.32) para las q
11
k. Esto nos genera la tabla 2.2 columna por co" 

'. 
lumna y presenta el siguiente riesgo: como bajo la suposicón 1 r1 1<1r2·J< ... <1 rk 1 

tendríamos que q 111 

mula 

-. rj"1 , cuando n --+ 00 , entonces· al calcular e111 mediante la fór" 
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tendríamos una cantidad que tendería a cero, perdiendo así exactitud al calcular qnk 

mediante la fónnula 

Es decir, tendríamos un método inestable. 

La otra manera de generar la tabla 2.2 es por renglones utilizando 

la fónnula (2.31) para calcular las qnk y la (2.32} las enk. Así, al calcular las qnk 

mediante la igualdad. 

podremos tener pérdida de exactitud en los primeros pasos al topamos con valores 

grandes de las e
0 

k, pero al final el método resulta mucho más estable ya que bajo 

la suposición de módulos distintos tanto e
0

k como en,k·l tenderán a cero cuando 

n ~ ""· 

Observación.- Hasta ahora no habíamos hecho ninguna considera

ción sobre la necesidad de que los determinantes Hn ,k sean distintos de cero para 

no perder continuidad en la motivación. Sin embargo, puede probarse que para n 

suficientemente grande, Hn,k *O bajo las hipótesis que hemos estado manejando 

(refs 7, 14) 

2.2 LA TABLA DE PADE Y EL ALGORITMO COCIENTE-DIFERENCIA 

2.2.1 Aproximaci6n de la Función F(z) = .~0 cJzJ Mediante la Función Racional. 
',, J 

A
0

,k(z)/8
0

,k(z), donde A
0

,k(z) es un Polinomio de Grado n y Bn,k.(z) un 

Polinomio de Grado k.· La Tabla de Padé. Consideremos nuevamente a 

la serie de potencias 
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!· 

F(z) = 2: cJ.zi , c
0 

"! O. 
j=O 

(2.33) 

Lo que queremos ahora es construir una función racional 
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An ,k (z)/Bn ,k (z) 

tal que 

con A" ,k y Bn ,k polinomios de grados n y k, respectivamente-

lin ,k (z) F(z) - An .k (z) 

Bn ,k (z) 

2: 
j=n•k•I 

c.' zi 
J 

O (zn+k+ 1) , 

donde A
0 

,k y B
0 

,k están unívocamente detenninados y A
0 

,k es tal que anula los 

primeros n términos de Bn ,k (z) F(z) y B
0 

,k los siguientes k términos. Veamos de 

que forma tienen que ser An.k y Bn,k para que esto se cumpla. 

En primer lugar, si hacemos 

B n ,k (z) F(z) = 2: dJ. zi , 
j•O 

tendremos, por lo anterior, que 

O, j = n+ I, n+2, ... , n+k 

por otra parte, si 

Bn,k(z) = 

es claro que 

- t0 (c0 + c1 z + ... ) + t 1 z (c0 + c1 z + ... ) + 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

. ' 



de tal manera que si hacemos 

tendremos que 

n+k 
2-: d. zj 

j=O J 

y, en virtud de (2.35), 

F1(z) = 

D¡(z) = 

1 zj }:; cj 
j=O 

(2.37) 

1 
}:; 

j=O 
d. zj 

J 
(2.38) 

D1(z) = 0
0
(z), 1 = n+ 1, n+2, ... , n+k , (2.40) 

donde, debido a la suposición que hicimos sobre A k(z), es claro que n, 

(2.41) 

Es decir, la suposición (2.35) nos lleva a la resolución del sistema 

t0 F
0

(z) + t 1zF
0

_1(z) + ... + tkzk Fn-k (z) = D
0
(z) = A

0
,k(z) 

t0 F
0

• 1(z)+ t1zF0 (z) + ... + tkzk Fn·k•l (z) = An,k (z) 

toFn+k.¡(z)+t,zFn•k-2(z)+ ... + tkzk Fn-1 (z) = An,k (z) 

·t0Fn+k (z)+t1zF
0
+k-l(z)+ ... + tkzk F 0 (z) ~ An,k (z), 
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(2.42) 



para determinar la fomrn de B
11 

,k , i.e., éste es un sistema de k+ 1 ecuaciones 

en las k+ 1 incógnitas 10 • t 1 , • • • , tk. 

Las siguientes manipulaciones algebráicas con las ecuaciones del 

sistema (2.42) 
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a) sustituir la i-ésima ecuación por lo que resulte de restar a la ecuación 

(i + 1) -ésima la ecuación i-ésima, i = I, 2, ... , k : 

b) en el sistema resultante de la operación anterior, sustituir la ecuación 

k + 1 por lo que resulte de restarle a ésta la suma de todas las anteriores, 

nos llevan al sistema equivalente 

e zn•lt + e zn•I ti + 
n+I o n 

+ e zn•I t n·k+l k o 

e z11
•
2 t +e z11•

2 t
1 

+ n+2 o n+J 
n+2 t + cn·k+2 z k o 

e zn+k t n+k o + e zn•k t + 
n+k·l 1 + en zn•k tk o 

Fn (z) t
0 

+ z F n-l (z) t1 + + zk F n·k (z)tk An ,k(z) 

pero como de aquí 

zn• 1 (cn·k+ 1 tk + cn·k•2 1k-l +. .+ en+! t
0

) = O 

zn•2 (cn·k+2 1k + cn·k+3 1k ·1 +. .+ cn+2 t0) = o 
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¡estro sistema original es enteramente equivalente al sistema 

o 

o 

(2.43) 

o 

An,k (z) 

este sistema se resuelve en términos del determinante 

zk F n-k (z) 

zk·I F n-k• I (z) 

= Nn,k (z), (2.44) 

' en cn+t cn•k cn•I Cn+2 F
0 

(z) 

i k F ( ) k·I F ( ) ~ z n-k Z Z n-k+ l Z •• Fn (z) 

j 

;e la siguiente manera 

cn·k+l cn·i o cn·i•2 cn•I 

cn·k+2 cn·i+I o cn·i+3 cn+2 

e n cn•k·i o cn•k·i•2 cn•k 

zk F n·k(z) An, k (z) F
0 

(z) 

t¡ 
Nn,k(z) 
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de aquí 

t¡ 
An,k (z) 

M¡, o, 1,. ' k (2.45) 
Nn,k (z) ' 

donde 

cn-k•I cn·i cn-1•2 cn+J 

c n-k•2 cn-i• 1 cn-i•3 cn•2 

M¡ (2.46) 

en cn•k-i cn•·k·i+2 cn•k 

es el menor correspondiente a la i-ésima columna del determinante original. Pero t¡ 

es el i-ésimo coeficiente del polinomio Bn, k (z), es decir, una constante, de la misma 

fonna en que de (2.46) se ve que M1 es independiente de z, de tal manera que pa

ra que (2.45) se satisfága debemos tener que 

(2.47) 

c constante, y de aquí, por (2.45), 

c - M1 , (2.48) 

1 para toda i, con c la misma constante. 

Tratemos de deducir ahora una f6m1ula análoga para el polinomio 

B
11

, k(z). Sabemos que 



de donde, utilizando la relación (2.48) anterior, tendremos que 

Bn, k (z) c(M0 + M1z+ ... + Mk_
1
zk-l + Mkzk) 

e Kn, k{z), 
(2.49) 

donde 

cn-k+l cn-k+2 en zk 

cn-k+2 cn-k+3 cn+l zk-1 

Kn,k(z) = (2.50) 

cn+l cn+2 cn+k 

Conviene señalar, por otro lado, que este determinante K
11

• k(z) 

no es otro que el determinante A(z) utilizado en la demostración del teorema de 

Koenig en la primera sección, y que, en virtud de las relaciones (2.47) y (2.49), 

se tendrá la importante fórmula 

An, k {z) 

Bn, k (z) 

Nn, k (z) 

Kn, k (z) 
(2.51) 
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de donde, por el mismo teorema de Koenig, dicha igualdad entre determinantes re

sulta clara ya que A
11

, k (z)/Bn, k (z) es una aproximación a la función F(z). En lo 

sucesivo, se irán aclarando otra serie de puntos al surgir similitudes igualmente inte

resantes. 
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Además, con esos cocientes se podrá construir una tabla doble

mente infinita en la que el elemento (n, k) vendrá dado por la aproximación Nn. k (z)/ 

Kn, k(z), como se muestra enseguida. 

'"" 1 2 3 - - - - k - -

o 1 1 1 1 
- - - - - -

K01 (z) Ko2<z> Ko3 (z) Kok (z) 

1 
Nll (z) N12 (z) N 13 lZ) Nlk(z) 

-- -- - ·- - - -- - -
K11 (z) K12 (z) K13 (z) K1k(z) 

2 
N21 (z) N

22
(z) N23(z) N2k(z) 

-- - - - - -- - -
Ki 1 (z) K22 (z) K

23
(z) Kik(z) 

N01 (z) Nn2(z) Nn3 (z) Nnk(z) 
n -- -- -- - - - - -- - -

Knl (z) Kn2(Z) Kn3 (z) Knk(z) 

TABLA 2.3. TABLA DE PACE 

Esta tabla es la llamada Tabla de Padé y es interesnate observar 

que cuando F(z) es la función racional Q(z)/P(z), con Q y P polinomios de gra

dos m y n, respectivam~nte, entonces el elemento (m, n) de la tabla de Padé para 

F(z) nos viene dado por Q(z)/P(z) precisamente. 
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Pero para que la relación (2.51) resulte realmente útil , sería bue

no que tuviésemos fónnulas de rccurrencia para N
0

• k (z) y K
0

, k (z). Se darán en 

el próximo párrafo unas cuantas de ellas que valen tanto para uno como para el 

otro polinomio. 

2.2.2 Obtención del Modelo 0-D a Partir de la Tabla de Padé. Consideremos al 

detenninante K
0

• k(z). Las fórmulas que se deducirán ahora para este polinomio 

son igualmente aplicables al detenninante N
0

, k (z) y la fonna de hacerlo es entera

mente análoga. La única razón de hacerlo para K
0

• k (z) en vez de N
0

• k (z) es 

que para aquél la notación resulta un poco menos engorrosa. 

Sea k 1, entonces 

z 
Kn,l (z) 

z 

de donde, multiplicando estas ecuaciones por cn+I y en , respectivamente, 

z c~. 1 

1 y de aquí, restando miembro a miembro la segunda de la primera, 

¡ 

1. 
l 
j 

'i ;_.,¡ 
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o lo que es lo mismo 

Esto nos sugiere tomar, en el caso k 2, 

donde d(z) está por determinarse. 

Por un lado 

cn·l en zl 
e cn+l n 

Hn+ l ,2 Kn,2 (z) en cn+l z 

cn•I cn+2 
cn+I cn+2 
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y por otra parte, 

en en+l z2 e n-1 en en+l 
cn-1 en 

en+l en+2 z + z en en+I en+2 d(z) 
en en+l 

en+2 en+3 en+l en•2 en+3 

+ (en en+2 - e~+l ) 1 + 

+en en+I en+2 -- 2n+1) z. d(z) 

z 
Si tomamos d(z) Kn,1 (z) tendremos que 



, 
1 
i 
l 
i 
•I 

l 
~ 
! ¡ 
¡ 
1 
t 
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de donde 

pudiéndose probar (por inducción, por ejemplo) la fórmula general 

dondePn,k(z) denota a cualquiera de los polinomios Nn,k(z), Kn,k(z). De una mane

ra enteramente similar puede llegarse a una segunda fórmula de recursión para los mis

mos polinomios: 

I-In ,k• 1 P n ,k (z) (2.53) 

Por otro lado, sucede que en la práctica es generalmente más convenien

te trabajar o bien con polinomios mónicos, o bien con aquéllos que tienen su término libre 

igual a la unidad. Si queremos esta última normalización para los polinomios Nn k (z) y 

. Kn,k(z), es fácil ver que tenemos que hacer las siguientes sencillas transformaciones 

(2.54) 
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es decir, 

(2.55) 

si nuevamente denotamos por p
0
· k(z) a cualquiera de los polinomios n k(z), k k(z). , n, n, 

Sustituyendo P
0
,k(z) = Hn,kPn,k(z) en (2.52), obtenemos 

Pn,k(z) = Pn+l,k (z) + enk Z Pn,k-1 (z), 

donde definimos 

Hn+l ,k•l Hn,k-1 
e k = --------

" Hn,k Hnd,k 

La misma sustitución, pero en (2.53), nos lleva a lo siguiente 

donde hicimos 

Hn+l ,k Hn-1,k·l 

Hn,k Hn,k·l 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

_;.: .. 



64 

Es interesante observar que las cantidades enk, qnk que hemos de

finido aquí no son otras que las que se motivaron en la primera sección de este 

capítulo. 

Otras dos fórmulas de recurrencia, similares a las dadas por (2.52) 

y (2.53), pueden deducirse de manera análoga a como se hizo con estas últimas: 

(2.60) 

(2.61) 

de donde, a su vez, pueden obtenerse fórmulas análogas a las dadas en (2.56) y (2.58) 

utilizando los polinomios normalizados (2.54) (ref 8). Pero lo verdaderamente interesan

te es que mediante estas nuevas fórmulas de recursión se llega a las relaciones (ref 8) 

(2.62) 

(2.63) 

donde enk y qnk son las mismas que en (2.57) y (2.59), haciendo uso exclusivamente 

de la siguiente propiedad del polinomio normalizado Pn,k (z): 

Pn,k (O) 1 • (2.64) 

De nuevo con".iene observar que las relaciones dadas aquí no son más que las que 

. se motivaron en la primera sección de este capítulo (i.e., (2.31) y (2.32)). 

Además, con los polinomios normalizados dados en (2.54) se puede 

' ' 

-~ · ,._,~·~.,.=~ t.tt1t•..,,_,._.=""'~tl<v-'1.l.r.!\l,/lUN-..l.,,._r:.-~il:U!(::O.".':!J<>; r..i- .i&.r4t.•i:<.'-' 
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construir la tabla de Pacté, a ellos asociada. para la función Flz). Esta tabla es exac

tamente igual a la Tabla 2.3. sólo que ahora el elemento (n, k) di: la misma nos wn

drá dado por el cociente nn,k (z)/ kn,k (z) lver Tabla 2.4). Y como las fórmulas (2.56) 

y (2.58) valen t¡111to para 11
0
,k(z) como para k

0
.k(z), lo que en realidad se ha encon

trado son relaciones entre numeradores o denominadores de elementos contiguos de la 

tabla de Padé: por ello, de ahora en adelante utilizaremos una Pn,k (z) para designar o 

bien a cualquiera de los polinomios nn,k (z), 

~ 1 2 3 - - - - k - -

1 1 1 1 o ---
ko2 (z) 

--- - - - - - -
ko t (z) ko3 (z) kok (z) 

11
11 

(z) 1112 (z) 11 13 (z) ntk (z) 
1 - - - - - -

k 11 (z) k12 (z) k13 (z) klk (z) 

1121 (z) n22 (z) 1123 (z) . 112k (z) 
2 - - - - - -

k2 t (z) ki2 (z) k23 (z) k2k (z) 
.. 

11" 1 (z) nn2 (z) nn3 (z) nnk (z) 
n - - - - - -

knl (z) kn2 (z) kn3 (z) knk (z) 

TABLA 2.4. TABLA DE PADE 
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k0 ,k(z), o bien un elemento arbitrario de la tabla (análoga a la 2.4) que con cual

quiera de ellos se construya. Como se verá, la fónnula (2.56) nos relaciona a los 

siguientes tres elementos de la mencionada tabla 

* * 

* 

en tanto que (2.58) hace lo propio pero con los elementos 

* 

* * 

de tal manera que utilizando la primera fórmula dos veces y una la segunda, obten

dremos tres ecuaciones que nos relacionan a los siguientes elementos 

* ·----"" L .. 1 

y de las cuales es factible eliminar a los dos de abajo para obtener la siguiente rela

ción entre los tres de arriba. 

(2.65) 

<habiendo utilizado la fórmula (2.62) en el último paso. De la misma manera, una 

aplicación de (2.56) y dos de (2.58), nos llevan a relacionar a los siguientes· elem'e'ntos· 
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1 i .......... ~ ....... ~ ...... ~ 
1 : 
l_ ___ j 

pudiéndose eliminar a los dos de la derecha para obtener la siguiente relación entre 

tres elementos de una misma columna 

(2.66) 

habiéndose utilizado previamente la iguladad (2.63) del algoritmo Q-D. 

Observación. De esta última relación se infiere que 

(2.67) 

pues de otra manera tendríamos que,_ para n grande y para Pn ,k (z) = kn ,k (z) 

es decir, que un polinomio de grado k se aproxima a uno de grado ¡ k + 1 ! En 

cambio, (2.67) se satisface si 1 r1 1 .;;; lr2 l .;; ... .;; 1 rk 1 < l rk+l l, pues entonces 

los polinomios k k (z) tienen límite para k fija, es decir, n, 

f para n suficientemente grande. ,. 
¡ 
t 

·.·. l 
' '~ 
& 
~ 

~ 
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Ahora bien, aplicando (2.67) en la relación (2.65) tendríamos que 

para n grande y nuevamente para Pn,k (z) = k
0

,k(z) 

esto es, que 

qn,k+l (2.68) 

si 

que es precisamente como seleccionamos a la qnk en la primera sección de este capítulo 

(refs 4, 7). 

Por otra parte, la relación entre Teorema de Koenig y Tabla <le 

Padé (Tabla 2.4) se nos presenta ahora más clara que nunca. Aquél nos dice esen

cialmente que si aproximamos Ja función meromorfa F(z) mediante Ja función racio

nal An,k(z)/Bn,k(z) = N
0 

,k (z)/K
0 

,k (z), entonces K
0 

,k (z) tenderá a un polinomio de 

grado k cuyos ceros son los polos de F(z), cuando n-+ oo. Esto, trasladado a Ja 

tabla de Padé 2.4 , nos quiere decir que los denominadores de las fracciones de la 

columna k de dicha tabla tenderán al polinomio de grado k arriba mencionado cuan

do n -+ oo • Algo similar podemos señalar para los renglones de esta tabla: si F(z) 

tiene n raíces, los numeradores de las fracciones del renglón n tenderán a un polino" 

mio de grado n cuyos ceros son las raíces de F(z), cuando k-+ 00 ; esto se puede 

apreciar también considerando a Ja función l /F(z). La razón de considerar a la ta-

bla 2.4 en vez de la 2.3 es que como en aquélla los polinomios se encuentran ya nor

malizados, el límite, tanto del numerador como del denominador, será único. 



Otra expresión más se puede obtener si aplicamos dos veces la 

fónnula (2.56) y una la (2.58) de tal fonna de abarcar a los siguientes elementos 
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de éstos, se elimina a los dos que no están sobre la diagonal, quedándonos la reque

rida relación, después de haber aplicado, de nuevo, la fórmula (2.63): 

(2.69) 

Recalcamos que las relaciones (2.65), (2.66) y (2.6,9) se satisfacen 

tanto para numeradores como para denominadores de la tabla de Padé, siendo la más 

interesante la última, la cual nos permite un desarrollo en fracciones continuas a lo 

largo de una diagonal de la tabla. Y es aquí donde radica precisamente la importan

cia de estas fórmulas, ya que, como mencionábamos en la primera se_cción, es de la 

expansión en fracciones continuas de la función F(z) de d,onde surgen de manera na

tural las cantidades e
0
k, qnk que determinan al algoritmo Q-D (refs 7, 15). 

2.3 DESCRIPCION Y EFICIENCIA DEL ALGORITMO 

2.3.1 Descripción del Algoritmo. Hemos visto en las dos primeras secciones de este 

capítulo otras tantas formas de derivar un mismo método para calcular los 'polos de 

una función F(z) meromorfa en 1 z 1 < R. En virtud de como se definieron ahí las 
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cantidades enk y qnk , señalamos la necesidad de que los detenninantes de Hacnkel 

no se anularan para garantizar la existencia del modelo. A este respecto cabe seña

lar que para una función trascendente el esquema Q-D siempre existe, en tanto que 

para la función racional F(z) = Q(z)/P(z), con Q y P polinomios de grados M y N, 

respectivamente, únicamente las columnas qn 1 , en 1 , ••• , qnN, enN siempre existen 

para n ;;. máx (O, M - N + 1), con enN = O (ref 4). Además, para la construcción 

de la tabla 2.2 hemos supuesto 

e00 O, n ;;. O , 

q0k 0, k > 1 . 

Veamos cómo podemos aprovechar todo esto para calcular Jos ceros 

del polinomio de grado N con coeficientes complejos 

Denotemos por r¡, 1 .;;; .;;; N, a las raíces de este polinomio y 

supongamos que 

Evidentemente podríamos calcular estas raíces calculando los polos de la función 

f(z) = l/P(z). Pero como J.as cantidades qnk convergen en este caso a Jos recípro

cos de tales cantidades, sería mejor considerar de una buena vez a la función cuyos 

polos sean los recíprocos de los ceros de P(z), esto es, f(z) = l/zN P(z-• ), i.e., 

f(z) = 
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Por lo dicho al principio, el esquema Q-D para esta función con

sistirá de N columnas q limitadas a derecha e izquierda por sendas columnas e que 

son idénticamente nulas. 

En este caso existe una fonna alternativa de calcular el modelo 

considerando, en vez de la función f(z), a la función 

Entonces la tabla 

Halábamos resulta 

1 
F(z) =

f(z) 
ªo + ª1 z + ... + a zN-1 + a zN N-1 N 

correspondiente puede calcularse por renglones - que como ya se-

ser un procedimiento mucho más estable que aquél por columnas -

de la siguiente manera (refs 4, 14). 

ª1 o o o 
ªo 

o ª2 ª3 34 aN o 
ª1 ª2 ª3 ªN-1 

ql 1 ql2 ql3 qlN 

o CI 1 e12 el3 --- el,N-1 o 

q21 q22 q23 q2N 

o e21 C22 e23 --- e2,N-1 o 

TABLA 2.5. MODELO COCIENTE-DIFERENCIA (Q-D) 
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Como mencionábamos en anterior observación, tendremos que 

i) para toda k tal que 1 rk 1 < 1 rk+l 1 , 

lím o ' n-. oo 

ii) para toda k tal que 1 rk_ 1 I < 1 rk 1 < 1 rk+l 1 , 

lím 
n..., oo 

(refs 4, 7). (Notar que, por lo dicho en el párrafo precedente, las qnk convergen 

ahora directamente a las raíces del polinomio P). 
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Surge ahora una pregunta natural: ¿Es éste método tan de escasa 

generalidad que no se aplica más que a polinomios cuyas raíces satisfacen 1 r 
1 

1 < 
1 r2 1 < ... < 1 rN 1? La respuesta es negativa ya que para el caso 1 rk-l 1 < 1 rk 1 .,.;; 

1 rk+l 1 < 1 rlc+2 1 , por ejemplo, se tiene que (ref 3, 4) 

iii) lím 
n ... co 

lím [qn+l k + qn k+l l "'00 . ' 

Es decir, que para el caso de un par de rafees de módulos posi

blemente iguales (un caso muy frecuente y que abarca una situación muy interesante 

para nosotros: pares de rafees complejas co¡tjugadas), éstas pueden calcularse de colum

nas contiguas en la tabla Q-D mediante las relaciones anteriores. Pero no sólo esto 

sino que para módulos de una multiplicidad aun mayor se pueden obtener relaciones 

simil~res; aunque más complicadas, a las dadas arriba (ref 4). Aq.uí nos concretare

mos a manejar un programa que nos detennina las raíces de un polinomio de grado 



I· 
l 
\ 
\• 

¡ 

'! 

mayor o igual a 3 y que se presenten en conjuntos de no más de dos ceros del 

mismo módulo. Este programa está discftado para resolver únicamente polinomios 

reales. 

Resumamos el procedimiento que sigue tal programa y cuyo lis

tado damos al final de este capítulo (ref 4). 
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Si el modelo Q-D no existe para nuestro polinomio original (de

bido a que algún coeficiente del mismo es cero), el programa introduce la sencilla 

translaciórt 

z* z - c , 

donde c es un número aleatorio generado por la submtina GENERA que se incluye 

en dicho programa. Se aplica así el algoritmo al polinomio P* (z*) = P(z* + c), 

ya que puede probarse que si P tiene algún coeficiente cero, entonces todos los coe

ficientes de P* son distintos de cero para valores suficientemente pequeños de e -:P O. 
' 

Al final, se calculan los ceros rk del polinomio original a partir de los ceros r~ del 

polinomio P* mediante la fómrnla 

Hemos dicho que la tabla Q-D se genera por renglones; aún así, 

sin embargo, el método resulta un tanto inestable, además de que su convergencia es 

apenas lineal (refs 4, 14). Es por ello que cuando dicha tabla ha quedado dividida 

en subtablas (en virtud de la condición i) de arriba) que contienen conjuntos de raí

ces de P de no más de dos de ellas, utilizamos métodos como el de Newton, para 

las· raíces simples, o como el de Bairstow para los pares de rafees del mismo módulo; 

métodos poderosos de convergencia cuadrática que detenninan a las racfces muy aproxi

madamente y que tan sólo requieren de "buenas" primeras aproximaciones, como aqué-
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llas que, simultáneamente a todos los ceros y utilizando como únicos dalos a los 

coeficientes del polinomio, les ofrece el algoritmo Q-D. No discutiremos aquí esos 

métodos (ref 3). El programa incluye sendas subrutinas para la aplicación de los 

mismos. 

Pueden suceder tres cosas. Primero, que el procedimiento falle des

de un principio, es decir, que el modelo Q-D no presente ninguna convergencia, en 

cuyo caso se dice que el método PRINCIPAL no convergió. Segundo, que alguno de 

los métodos secundarios falle para la aproximación proporcionada, consignándose así 

en los resultados obtenidos al final. Finalmente, puede suceder que "todas" las raí

ces sean calculadas; si así es, se llama a una subrutina (POLORI) que reconstruye 

el polinomio original a partir de las rafees halladas y como una pmeba de la efica-

cia del método conjunto. Pudo pasar que alguna raíz haya sido calculada más de 

una vez, en cuyo caso el polinomio será mal reconstruido. 

Para finalizar esta parte tan sólo diremos que para satisfacer uno 

de los requisitos que generalmente se recomiendan para un buen método que calcule 

los ceros de un polinomio, este programa fue elaborado en su totalidad en doble 

precisión. 

2.32 Eficiencia del Programa. El esqueleto del programa en FORTRAN que inclui

mos al final de este capítulo fue tomado de un artículo de Henrici (ref 4) y adap

tado al sistema BORROUGHS 6700 del CIMASS. Las gcneralid~des y las ventajas 

de este programa quedaron ya expuestas en el párrafo anterior; aquí nos concretare

mos a señalar algunos de sus resultados prácticos. 

La relativa poca generalidad del algoritmo no nos permitió probar 

una gran diversidad de polinomios. Sin embargo, la gran cantidad de polinomios 

aleatorios reales resueltos por el programa (utilizando para generarlos la misma sub-



rutina GENERA mencionada con anterioridad), nos llevaron a dctenninar los datos 

óptimos que requiere el mismo (además de los coeficientes) para resolver un detcr· 

minado polinomio. Estos datos son 
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EPS: tolerancia de las primeras aproximaciones calculadas mediante el algo

ritmo Q-D, 

MMAX: número máximo de renglones que se calculan en el modelo Q-D, 

ETA: tolerancia de las raíces calculadas por el método de Newton o el 

de Bairstow, 

lTMAX: número máximo de iteraciones pem1itidas para dichos métodos: 

y las cantidades óptimas encontradas 

EPS = 0.1 

MMAX = 500. 

ETA = 0.000 001 

ITMAX = 30 . 

Dentro de los polinomios especialmente construidos por noso-

tros y resueltos por este método se encuentran los siguientes dos. Ambos 

fueron resueltos con el programa dado por Henrici (ref 4), es. decir, en precisión 

simple, sin reconstruir el polinomio, sin datos óptimos y cuidando de que ninguno 

tuviese algún coeficiente cero. No obstante, los resultados fueron excelentes y los 

tiempos de ejecución mínimos, lo que, después de todo, nos pennite considerar al 

algoritmo Q-D como un método poderoso. 

1) Polinomio real de grado 12 que tiene por raíces a 7, 6, 5, 4, 3, 

1 ± 2 i, 2, 1 ± i, ±i, es decir, seis raíces reales de multiplicidad uno y tres pares 

de raíces complejas conjugadas. 



P(z) 

datos: EPS 
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z12 31 z 11 + 415 z 'º - 3 18 7 z 9 + 1 S 811 z8 + 

54 315 z7 + 134 953 z6 
- 247 733 z5 +· 

+ 338 428 z4 
- 347 414 z3 + 269 272 z2 + 

1 so 840 z + 50 400 . 

Se obtuvo una aproximación mínima de 6 cifras con los siguientes 

0.5, MMAX = 20, ETA = 0.000O1, ITMAX = 10. 

2) Polinomio real de grado 12 con tres pares de raíces complejas conjuga

das (1 ± 2i, 1 ± i, ±i) y tres pares de raíces reales de la misma magnitud (2, 2, 

3, 3, 4, 4). 

P(z) = z
12 22 z11 + 217 z1º - 1282 z9 + 5 113 z8 + 

14658 z7 + 31207 z6 50 102 Z
5 + 

+ 61 198 z4 57 248 z3 + 40 648 z2 + 

20 544 z + 5 760 . 

Los resultados fueron diez raíces calculadas con una aproximación 

mínima de cuatro cifras y dos en las que el proceso iterativo no convergió. Los da

tos fueron los siguientes: EPS = 1.0, MMAX = 30, ETA = 0.000 01, ITMAX' = 30. 

Sin embargo, una vez modificado el programa y con Jos datos 

óptimos en la mano, nos dedicamos a probarlo exhaustivamente con polinomios alea

torios reales de grados 3 al 10. 

De Jos muchos programas corridos con el juego de datos ópti

mos, escogimos aquél que parece darnos resultados representativos. De los 80 poli-
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nomios que generó ( 10 para cada grado del 3 al 10), resolvió 64 (es decir, ¡un 80 

por ciento! ), dejó sin tenninar 5 y en 11 falló Ja convergencia del modelo Q--D. 

Estos resultados se aprecian nuís claramente en la siguiente tabla, en la que se in

cluyen 

n: 

NR: 

NM: 

NNR: 

TEJT: 

TEJP: 

APROX: 

n 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Total 

lo 

grado del polinomio, 

número de polinomios resueltos, 

número de polinomios dejados sin tenninar, 

·número de polinomios en los que falló la convergencia del modelo Q-D, 

tiempo de ejecución total para polinomios resueltos, 

tiempo de ejecución promedio por polinomio resucito, 

aproximación estimada a partir de los polinomios reconstruidos. 

NR NM TEJT TEJP 
APROX NNR (segs) (segs) 

10 o o 1.412 0.1412 9 cifras 

9 l o 1.707 0.1896 6 cifras 

10 o o 3.629 0.3629 5 cifras 

9 o 1 2.927 0.3252 5 cifras 
-

7 1 2 2.853 0.4076 5 cifras 

6 2· 2 4.886 0.8143 5 cifras 

6 o 4 4.101 0.6835 4 cifras 

7 1 2 5.101 0.7287 4 cifras 

64 5 11 26.616 3.6530 

80 6.25 13.75 

TABLA 2.6. TABLA DE POLINOMIOS ALEATORIOS RESUELTOS POR EL ALGO

RITMO COCIENTE-DIFERENCIA (Q-D) 

Con los tiempos dados en la sexta columna de esta tabla elabora

mos la gráfica que aparece en la siguiente página y que nos pennite apreciar mejor 
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el tiempo promedio que tarda el programa para resolver un polinomio de grado n 

(3 .;;; n .;;; 1 O) y compararlo con el que tarda para resolver polinomios de otros 

grados. Como se observará, los polinomios de grado 8 son especialmente difíciles 

de resolver; esto lo comprobamos a lo largo de todos nuestros programas. 
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Para finalizar diremos que en un momento dado llegamos a pro

bar polinomios aleatorios de grados 11 al 20 y tan sólo incrementando el número 

máximo de renglones que se calculan para el modelo Q-D (MMAX) con respecto a 

los datos óptimos que dimos con anterioridad. Con MMAX de 1 000 o 1 500 se 

llegaron a resolver hasta SO polinomios de un total de 100 (JO para cada grado del 

11 al 20). 

En las hojas que siguen incluimos el listado del programa discuti

do a lo largo de esta tercera sección . 

... -<...,~' ... 
-.'\ 
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2.3.3 Programa en FORTRAN IV para Polinomios Reales 
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~:.,~ 
'll 

¡1 
,,~ 

'i 

I·~ ' 
('.: 

~-

'J 
l 

,.1 

1 

J 

"l:··~-:·~-·~~ ..._~.·~-~~-~~--:.--~:·:~~--~.' __ -·.--.·_._-~- ·~~,.~~ ~.--·--=~=- --- - -. ---·--~- .• -.· ...... - - ··----- CoHr ILACION. [N. roRTRAN . &;DfUV 

1 

NIVEL rr.02,04 
... - - -·· - --- ·-·-·· - ... rtDRtRO Jur:VtS/Ol/TJ 12121 PM ----

rrn IS 0007 LONG 

~ 
START •lr- si:r.~ ' 

So LftT0~1 UIJIT • ~EA•ER C 0021000010 
rR11r.~A11A rAílA CALCULA• LOS.CEROS ot. Ull PllLlllO~ro ---- - -- -----·-C 0021000010 --- ----·- --· ---·- - --- ---

. e 0021nooo10 
OJ1.1rtlSIIJll lllll(49) - ..•. -- -·--· C 002:000010 -- ----- -
DOUoL[ rRrc1s1011 A¡49i>o¡49¡1E¡49¡10PR[H[¡49¡• R¡IOOolOO¡• Cl•C¡49 e 0021000010 
-J.7f.~JIQ(4"-l~l'lttl~l49), ~111 ¡gg¡, ~111go¡,VRC~H-l•&. -002100001Q-------------------
CO">lllll IT!IAX, KLUDPo 11 ETA C 0021000010 

l- 10000 ~(AllC!i1lOtl01(tf0:ró2>-H·- -·--- - · ---·----·- ··- ---·-- ------ C 002H'00010 ---·-¡ i\ílft ~ O C 002H'IOOCIO 
t·------ Ki!U •o- -···· ·-··--·----- --------·---- --- --·- ····-- - -·---·-· C OOZIOOOCl4 

H
llPI = " • 1 C 0021000012 
fu\¡¡~rl4 -002: oa·or••-------------------
rs • 0,10 e 0021001L12 

r----·-·-f'HAX:: 504.t --·· - ·--·--·-------·---------------· ---·---------- ··-- --C 002t0020Jl 
j í.TA = o.oncioot C 00:?:007.t:3 

¡----- -~~·;~i ~º~~. ,;,"(;(1):!-.-1-. -~-p-1 )-------------- - --- -- - -- --- ~ gg~:~~~~:~ 
1------- r¡~ !5 O~f~---------------

1 

PRJllT ;."'001, [PS, llllAX, ETA, JTl-tAX C 002tOOJ61S 
- -----· -U0.711 l 1:1: 11tH'1·-·--·---------·------- C OOl'10049t3 

lí<AC!J) 70171070 C 0021004h10 
- ·---70 CUIHIUIJ( ---·-··--···-----------·--- e 002:00•cl4 
j KR :. O C 002I00ll[J5 

! 71 ~~ -:~1" ~ gg~:gg;~:~-------------------
:-. --- c:\1.L Gí.flf.RAc2•4:t4 .. 2..,,BJ..t9 .. .1 .. BltNr----- e Oú2100S014 

1 
et = nc1,1> · e 00210054:3 

.. cCI). Alll ···-· -------··-- ---···-·-- - . e 0021005514 
• Do 7~ ,J • lnr e 002:00571! 
•----no. n .. ¡~2-,..#"4-+ e 0021005" 1 º'-------------------

'

. C(I¡ = A(I¡ + C!•C(l•f ¡ C 0021005910 
·· H ¡¡ = r.c ll ---·· -· -·--- : .. - e 002:ooso11 

¡ 7J CrwTI111JC e 0021 oosr:2 
r _ rs cm1r1:wc ____ -----·- ·--· e 0021006212 
J PR!llT 2002, 11• ¡C(I)' I,1,llPI¡ e 002100641J 
;---~D-1LI.=-Lll C 002•0076:51 __________________ _ 
¡ An> = ccn e 002:007a10 
1 . 7• co1H:rwE -----·-···----------- --·--- e 0021007Arl 
1 C IHICIAL!ZAC!OH e 002:oorc12 

e ··-· --·- ._. ·---· ..• .. e 0021oo<c12 
12 Q(ll • -A<2Jt~Cll e 00?1007c:2 

~---DU-lo.JL - " e ooz:oorr:o'-------------------
1 100 QCJ:l • O• C 002:008010 

l ~ICl~)e=~,º: 1 ----·---------· g gg~:g~~~:~ 
'. ou ioo ~ • 1 •. m1¡_ _____________ ---· e 002:005612 
! 20() ECK+l) = A(K-+2l/ACK•1) C 002:00A710 

r---Tu11~~;-;,. 1," e m:gg~~:;·-------------------
L. ... 300 IUll(K) "·º·---·---- ·-·-··--- -----·-·-- ·--·-··- -- ··- -. ···-· -··-·--- ------._.c. 002100Br10 --·-·--------- -- ·- --
1 e ITERAclOll e 0021009215 ¡· C---~u~x-~-l11i:\x~1---------·---------- -----·------------- --~- ~~;:~~:;:;-------------·---- --· 

~I 



----- -¡-=~:~;;~~¡;.;;;; !;,:.:;:, ;~; .. ~; ,,,,:.=-=~~ -· - rn •••• :~ -r ¡¡¡:¡¡¡¡:¡ 
- ('In A20-L ~--t,.-N=a------------------ -- __ ----_--··--·----e 002100?t:o 

((L +l ):(•ll'R!lff(L +l )•(rL +I ))/OPíl!llE(L) e 0021009r10 
1-----lfi".;s!'rt-8 C -002:COA214-------------------

I:Jf1(L) ~ ItiOCL) + 1 C 002:00~4:5 

----r.IJ Tll··•12Q· · ------·--- -··-------- -·-·----- --· C 002•00A710 
10 tr:nCL> = o. e 002:00A71l 
20-cm:TtHllí~ ·--- ---------·----··--· ..... ··- ---- - ·-· ---C 007.lOl)AQJ 1 ·------ ··--

rl~llf' : 1 C 002100ABl2 
1 50 IF-Ci4!lf.Kcó+<l _ C---002100AC•<?!-------------------

lí( ll;ll¡t;L~UP+!),C,E,5J GO TO 21 C 002100A[15 
-----IF<n·hl·:t'tAX)-'lll Tfr-4.11-----------------------· --·· --- --·---e 002100íll10 

PR!11T 20Q7 C 002100íl212 
-·-TEJ =·n11r.c2i16c•,o ----------··--··-- -----· ·--·-· e 002:0011610 

HS = T!llEC3l/60,•J e 0021oons10 
f P•lllT-;l;!~ . C- 0021QOHA:O'-------------------

GO TQ 10000 e 002rooce:o 
e--- ••••••••••••_.. ................................................. +------·---- ____ ::_,___ ·---~-e oo?.:oocarJ 

431 00 430 I = 1, N C C02:00C81l 
-4.10 QCIJ a.q•RIHt:CH ··--------------··---··- ---- C 002:COCAl0 

~o TIJ Y?99 e 002100C[S4 
¡ 29 tlt"ilP--11 c-002: oocr 11-------------------

GO TO 30 C 0021000015 
-21- KLHIJP-. #• KLflOP·--+- 2·- e 0021OOlll12 

I~flt:4> e s C 0021~00J1t 
__ .JO.lfC CXLllílP•l ).~T .11)--GO. :ro . .50_________ e 002:0011• 15 
e OEC!3lílll 50onc LA TEc~IcA QUE SERA USADA e 002100D61S 

C 002: O•>D6t S-------------------
KLUOP = 1 C 002•00061S 

79 lr< illOcKL:HJP¡.LT.5) .,;n. T0-60--------- e 0021001l71S 
z = 1irn111EcHu10r> e 0021000412 

-- -CALL llEWT (ll•Z,Kll•C1•ZERUR .. ZEHOl·KRA.l--- e 0021oonc 12 
KLOUP • KLDUP • l e 002•00Eo1S 

1----~·11-+ e 002100[21l•------------------~ 
60 S • Ql'R!ilC(l:LOQP¡ + •l"r.Itl((KLOOP+1¡ C 00210U[)10 

-R.=· -QCKLllDPJ•QPR!llE(,LDOPUl -·----· --- C 002:00E612 
CALL 0/¡JH5Cu,n,s ... trn ... ct,.z(RQR'ZE:Rot,KRUl e 002100(915 
KLUUP = KLOOP -•· 2 -- .------------- C 00210QE(15 

61 1rcKLcor.1.r.it> ~o ro 1? e 0021oqro1q 
¡ ~~l~~ e 0021oor212:------------------~ 

IFCKRL,Ll,Q) Gíl TO 11113 e OOZ•00r315 
--- - C.l.LL PULUllltz[RUl!.ZEll~l .• A.{lJ•O•OD()>XR .. Xt.YR•Hl e 002 ioora 15 

PRillT 2003, (XRC[), X'C!), J:al,tJPl) C 0('1210•)flU3 
.u1 ll T[.J = nurc2J1i>ll.D----------·---- e 002:010(15 -- -·-·-·---- -·- ·- -

TES= Tl~[C3l/60,0 C 0021011015 
! PPl.i+L--2 ~ C 002:011215----------------·------

GO TO IOQOO C 0021012110 
62.C~LL EXIT- -·--·-------·----------·. C 0021012113 

e FOPUATS e 002:012212 
_c. . . -·- .. ---------------------- -·· e 0021012212 

1000 íDR!IAT ¡¡3¡ C 002:012212 

-im rn~~g(~~.'i°r~lRAOA//5'>4ttll • 1¡3/~X•12HCOEr!CIOOES;ctx.lPÓ26, !6)) C gg~:m~:2 
___ .2001.fuRHAT.-C5X16tiCP& .. •_J.(16.e1J!11.MMAlL• .. •J6•Tu .ETA • •El6oe1_ - ------- - e. 0021012212 -- ---

l9H !TllAX • ,¡Jl C 0021012212 
--2D02._ruP.11ATc611.tt1TP.AOAU5Xo4llll~-'-ll/5X.19ttllUEVOS COErIClENTES/. ---- ·---- c .. 0021012212 - -- -·-----

•llX•lP026, !6)) . C 0021012212 
I Znnl CURU1T(1tfnr22•<pm I110ftrQ R(CUllSTRU¡DDttlC1Xr2~4.1-4XJJ//t> C Q02.J..O.i.~.U------------------__.; 

N 



~...: ...... ,~h~h • .;.__ 

l __ 
1 

¡-

------·------ -- ---- --.-- -

------- - ---------------

------·------- -----···- --

¡----------- ------------------·· ---------- ----------------------------
1.:0·1 
t.) 1 ---------- ----------· --- -- -------------------------------------



--------------------------

¡- -- . ·- ---·-··--· ···- --------·--···-- ----- .. ----· --------------- ... ·····-----· -···· -....... . 
~i 



·y 
' 

-'f" ., 

~·· 

':./ 
.. , 

.. ·¡j_:=-~~~~1~e~-t~~·~mm~~~-; t~K~É~~~~t~~~~!~~fü~RÚJ .. ~ -_----· ·:=·-_ ------~~=-=~-- ~. m:mm ~-= _, __________ ... . 
j Píllllll[ rnr.c !Híl•I A( ~9) 'º' 49¡ ,Cc49¡ ,s,R.orr.oi:LS10ELR1RE:Z•DISC1W• e 006100001 o i 
___ .....,,,.,.,M-l-H..fl!•lll(.41).}..;7.[~l-<-JIQ. 0610000fU--------------------; 

CO'!lftl~ lT•fAX, KLna~, ~,, ETA e 006ronoo10 
tTH4X. rr·~A'< + ! . ·--·-·-- - e 0061000010 -- --~------·-----·-·· ; 
"J"rt =r 'J • 1 C OQ6r000114 1 

t't • KL 1 ltJI' ------·-·-··- -·-·--- ·-·-· ·--·-·--------C 006:rOOOl10------------------··---·-- J 
DIJ ?99 !T • I• Irn~x e 0061000411 ' 

~ALWl~IJ,;:1.--A~RFf;lll-B~ C-0061000510'------------------~ 
e e 006 r ooos 1 o 

aC() • A!ll ····-·· -----------·-----··-- - .. - . ----··---· C 0061000510 ----------------
0(2) • ACZl + S•~Cll C 0061000613 

f· oo tvo r = 1,, :w1 --· .. ----·-------·------·--- -····--··-------------····e 006:00091J 
1 IDO ~(! l • A( !l • s•DC l"l l • R•3(1•2) e 006I000BIO 
-i:--C~lCulH-n;:1.--¡¡HR!:r.1.·0~I ·C-0061001Jr2------------------~ 
: e e 0061001312 
!·- ce 1 i • nn, -··--· -· - ... -----------····· --· ..... ·-···-·· -· .. --·· e 0061001312 

ce~> = f1c2> • S•CCt> e 00~100141~ 
oo :!·M J R 3, u ---·· ···-------------·· e 006:0017a4 

! 200 C(.1) = fl(J). ~·CCJ-1) + n•CCJ-2) e 0•)6100191() 
,~--oCTl:l-+li;;,.¡ Tf.--.:-1.cuLA0.1--\'-41Tlt.lzA~~CIJL-AR..-OElS-v-l>EL e . 006 :00211•--------------------' 

or.r = cc:J-1>••2 - cc:1,•cci~-2> e 00610021:.ta 
rEu = c11c:14l>•r.c.1·n· HC1n•cca·1»1orr- e oa6,oou,s 
Oél<! = C11Cli¡.cCll) • OfoHll•cC~·l)l/~ET C 006r002L:O 
R = .i + fl[lf~ C 00610034:rO 
s • s + l>ELS e 006100Jsr2 

C----P~!H nA-lJr..c1111:.tr.:1:t.LJlCit--- e \l06J00)6.SA------------------~ 
e e D06:oo36r4 

IrctTA.~[.nAnSCfl[LR).!Hp.(TA.GC.DABS(DCLS)) GO TO 10 e 0061003614 
999 co1JTit:11r. · e 006100J.0111 

P~¡r¡r 2001,. ¡( e OD6:r00lDJ1 
rH:r:nm e 006:0049 10 

:.__c.._.cu:,~u.:.•-:r:JC r .A e OIJ ei: ooi. 9 i -'-------------------~ 
i e e oa61on•913 
1 10 Y.P.tl = l\r/U + 2 C 006JOIJIJ9J3 ----.--·~--·--.-·-

e 
~ 

REZ : ,5•3 C 006t0048t0 
Dl5C = nEz••? • R e 006100•[10 
l"'íllJL:1.\ r~r SIGNO ?ARA rL DISCRJttI:lANTE e O'J6:00SOrJ 
-·------ e 006:aasa1.._ __________________ ~ 
~ = !1s~~rc1innsc111sc,, e OQ61o~so13 

'~ IrcDI~C.LT.O,) !ji.} TO.~? - -· ·---· ·-·-· ·-··-· e 0')610')!>2:2 ¡ Zl = il[Z + ll C OQ6:0:J5313 
, .. _ kPl = '\ + 1 ---- ·--··--·-·--- C 006tOJ5t;:S 
! zz = R(Z - w e 0061005611 
¡..___. 1r.u:1ti-Zu.L · e 0061oosr '-'--------------------< 

10 z1 == zt • r.1 e 006:r0058r4 
.. - Z7. = Z2 • r.t -· --·---·----- ------ e 00610051.10. 
71 Zt;:lnlPCI': ) = Zl C QQ6I005lil2 

Z(f!!JICK ) :; o.O. --- -------·------·--- C ·006r005tH3 
ZEl?'lll(KPl> = Z2 C 006:rOO~f:r4 

----.J.[ft.Jl u:r! L.:... .o C--DJ.5- l:J06J zS------------------~ 
P~1:11 2oq1, KJ1 21, KPl1 Z2 e 006JOn64IO 
íl(Tlll!U -····-···--------~ --- ----------· ·--··- ---·· - ·-- -· .... -- C OJ~t007t.10 -···----·-- - --- .- - - -

r
; __ umf·~',n·:Jér¿ -·-----------· ___ _ ___________ g ggg:ggj~:: ---------------··· 

73 Zl!Pll1CKJ • r>J:Z C 0061007910 
!----~thIJl C.K.l...--;-U..- e -O.Jl :oo7li:r 1--------------------; 

! ffl --------------------··--· -·- --· 



--·--=···-~·.:..··- ··~ 

·~~~!~'t~:r~~-~:~~:~~·-~·---==~:~·-=~-:=~~.-~-~-
rR tllT. ?002,. ·~1R[Z,W 
nrr11~i. . __ .. ___ -·- ··-·---------- _______ ·-- _ 

.,;¡' 
e 006ioon11 
C 006100Alll 
C 006•üO?l10 

íOill 1ATS C 006t0091a3 
r-v--------------------------- ---·· ------ --·· -- -------C.-006: 00911 l-·-------------------

2000 í~llll•\T(6ilnAIP.5TIHl/51t 'e ,¡3,J)1t El. PRílC[Sfl ITEílATIVO tlO CílNV(pGE¡ C 006:CO•lil 
__ 2001-.¡·01111.\T .. (~ill;A1P.STUY/Sll.-.~.,_,JJ,61t Zl " . .trU26, l6•711 K+l • ,¡3, e 0061C09113 

16!1 Z2 e " lr026•l6) C 00610t)91S3 
--200-2-í\llit-l~TCfHHlAlRSt1llt¡.~H-L-::t-¡11oll,7il-REZ = .-1P0:?6.161TH IHZ = ,.1P02b.16 C 0061009113 

• 1 · e 0061009113 
_,,,, - ·-----C-006..<00-91.µ.--------------------, 

t=-00,,0%1 •3-IS-THE-LnrAHofl .. íOP.-EXcEpTIOtlAL AcTION ON TH( 
006:001121~ IS THE LIJrATinN FOR EXtEPTIOtlAI.- ACTION ON THE 

-006100a4 •.t-1 s. ... T¡¡C:.--{,Or-A-T.!Otl--FOR-EXCEp:r.!íluAL.- AcTIOtl ON THE 

-------- ·------ - --

----· - --· ---- -·. 

--------

1-

NONRÍ.ENTRANT ÍOHHAT ARRAY Is 0021 
l/O sTATEHENT AT 
1/0 5TATEMENT AT 
!/O sTATEM(llT AT 

S(~M(NT 006 IS OOBS 

LONG 

LONG 

.,,. 
en 

~-----------------~----~--~--~-----·~---~~~~----~--------~---~-----~--· 



··-T ~- ~¡~11iü~~ffr~11~:r.~~~faE~:fii~~:·:m~~~~~-1~~~tctriíí;4~11;¡¡;¡¡I,íao~s1rH> '"-- _ · ~ gg::g~g~:~ 
; e s1r.11n v.11.t 1 ~1 se qutrr.c,, 111111ruos rnsn1vns e 0091000010 ¡ e OPCIOM VALC 1 SI S[ oUIEn• HATR!Z con HAGn!Tlln ílJA e 0091000010 
~re tO!l-...VAl.l:-2-."·1--Sf_...aUI E.nr-:4ATí?l 7.-.C.DU- !.11\CUI Turi. VARtAoLr..__ C-009 ,f 0000.i~------

c OPC!ílll VAi.E J 5! se Qlllfl!r Jl,\Tf?IZ S!11ETRICA cor1 HAGll!TUO rIJA e 0091000010 
e OPC!íl:1 VAL[ ,, SI SE otJIE¡,r 11ATr.tz CUll !IAG!l!TUO VARIABLE e 0091000010 
e A r.s LA 11/.Tl<IZ •lOL se r;f:¡C~A e 0091000010 
e M Y u s·1rn LA~ r:J1¡EtJsJll~:rs e 0091ooooso 

! e RA1t1;11 r~ EL 11.~11r,n orL J:sr:crn REllr.Lor:~s e 00910000 10 
~C-[tJTtP:..-nnurnn .nr:-s:r:rli:11r. ;iAHA. llpr.Inu-1--'t-3--------- c-000,0000,0--------------------; 

e occ:r11r. f'1:c111.\IJ:5 PAUA IH·crou 1 y J e oo91oono 10 
¡ e Bl[ll v~1.r· 1 -;¡ 11:nr. rl!r. 1:~n11AL ... . e 0091000010 
l e e1E·1 VAL~ 2 Si SALJO 1•111: r~Rflíl e 009:000010 

¡ j~~1:.1¿ff/·,r¡~;;,!,~¡r1:' A(lO:l1JOO) - i gg::gggg:g 
-' ---··Hifl;.at-·----·--·--··-··~------- c.. 009100tl010--------------------; ¡ l;((:r"PAl/~11J,Ll,O) r.0 TO 10180 C 0091000014 
' !lllt 1·==1ü*•'F":l:T[P.A-1) ---- -·-·-··· C 0091000212 

,~¡r:rcr:10 .... f'ltcI:1,, e oo9Jooo=.,:o 
f!llL'"!::.rflTI r;.~O[<:l!!A -··--···---· --- C 009:000711 -- ·---· ------· 
f,ri11::,-;.ttJ••i~lll.T¡ e OO?ICrOOS14 

·----1 P •!•• T P!í el l·· C - 009: 00011: "--------------------· 
. líCll!'CI!l'.1.t;r .• 3) GU TO 10000 C 0091000C13 

t~o 1fl'lt0 .1=1 ·~' ------ --·---- e 009SOOl"l01S 
no 1'1"1º r--:t,Rt.11;.n e 0091noor10 
rin T:l(lt11Jl}L),J011'J),0pllf)U --------~-·- e 009JOillO:O ·- ----------

: 10110 AflI ,:;¡;~1!Jdflll(!PM:l C Q09tOOtSl3 
-' ____ g1¡r1::::.;:;[19•tnnO- C 009100171l---------'------------
! IUiL~t.::lll:C./tl"\0 C 0091001613 

rnt.cI::IIJ!to-l!IT(IU.•100 - --- ---------- ·- e 00910019:4 
][1[CI:!:2Jil[Ct110 C 00910Jltt:4 

. !!'lt1.W!:l1lLC.I-IOf'.CJt1•1~ ------ - --····-----·- e 0091001c1s ¡ !t1Trr::..dliJn(!1,TET'..",.,4) e 009:00H:1s 
·----:íll i:¡:-1.::::1i!H1( P•l:CJ;i.,5-) C C09;002012--------------'----~ 

t.!Hrn:tfh-.ll:::1 Ff\•I11r.c~11> e 0091007115 
Aiid-c1=o11J.•?nrcr11 . ____ ---------·------ e 009:0021.14 

10090 r.ZM·:::i!f1l1i1l1l'(lP/\i:; C C09J0027:0 
1z,·11?::t,zA 1 ~·M;un -----·---·----·- e oo91002a,.q 
lrCIZ.,H. 1lf.<1) 1)11 TO I.,100 e 009J00i'9tS ¡ 

'-· ---1-Z:.l!=,;Z,;:!:'!.!01100.-- e oo9:002A111 1 

¡ 1z:..1:::,i;o¡¡;1.M1•Jt1 e oo9:002c11 
' !rc1z.;t:,.ir.o) Gll ro l~too ___ .. __ __ e 009:0020:2 

{lAl'.=A7Ai!•l0000 C 009:002[;1 
tZAH=r.zr,.: ... ;1:i•1n ___ ·-------------- e ºº":002r:1: 

10100 l<t•Jl•¡l•R C 009:003015 
---~~!IJJ)::Aí...!...zJl~AlD e oo?:Q03~:"-------------------~ 

110 T!1(l/Jll\•1.,:0IJO)l'SI'"tl0 • e Q09s'J03611 
10130 lf(il[l¡.C!Slr.~l~¡,2¡.[q,o) ACI•J)~~AU•J.l____ e 009:~ollli3 
too10 cn·irtm:r. e 009:oort214 

!1!1 !iJ2<10 !=f:J•.t!G:J+1"fl ·- - - --·--··· C 009:0047SO 
; f,Cllt.:H:1~l')íl1HJPAI~) .e 00910011910 
~----lcn 1 :.:..r.p1.rt:.o .. ••C. e_. oo91004A1"-------------------:--
¡ 1cr!l:1=1c11t /} 1J00 e OOr.il004CS5 
¡,. ICflL2:tC1H.-IGUl.l•lOOO ·--· -·--. . ---· - -- • C Oíl9:004(11 

[t'[t¡J=.1:1J11t 1rrn.1,1:t.r1r,1n e 00?,oo~o,2 
tHLr.2-=1lfl!.J!lr.t!L2 ... r.r1tlttOl ·--------- ·----- ·- -· - ----. --·-- -- e 01)9~00~115 

1 JS•·1 · . C 0~9:~0·,)12 
:-----lí(llUO(l=nLl•IC11~2"2¡..Dl...O.)-l.S .C.- 009:0054:1 o:> 
: ~ 
'-··---- ··-··---- -- -·---------------



' 
-lO:ZiO ~~;·!3~!2'~-t~r~-~1 :~,j)•l~*A(-IRCr.2•1#J).------- -·- .. - - . C Ó09:00saiÓ 
10200 COf!TI!Jll[ C O'lQt0063:3 
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¡CAPITULO 3. 
l 

frERACION DE TRES PASOS DE DESPLAZAMIENTO VARIABLE PARA CAL

CULAR LOS CEROS DE UN POLINOMIO COMPLEJO 
¡ 

¡.o. INTRODUCCION 

De todos los métodos que se estudiaron para la elaboración de 

¡te trabajo el que se describe en el presente capítulo resultó ser muy superior a 

\alquier otro, si bien no tiene las numerosas aplicaciones del Algoritmo Cociente-Di.

~encia y en su paso final utiliza una fórmula que no es más que ~na iteración de 

'.¡wton-Raphson para una cierta función racional. Lo que nos lleva a hacer esta 

'1nación son los resultados obtenidos con el programa implementado para este al-
1. 
1fi•mo (ref 11): resuelve polinomios de cualquier grado, con coeficientes complejos 

'.;on cualquier distribuClón de ceros. 
! 

l 
La primera sección est:í dedicada !ntegramente a la motivación 

\algoritmo; en la que le sigue se da su presentación formal y se analiza cada uno 
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de sus pasos; finalmente, en la tercera sección, se incluyen Jos magníficos resultados 

obtenidos con su uso exhaustivo, concluyéndose l!sta con el listado del programa en 

F~RTRAN que se utilizó. Al igual que en el capítulo anterior, una serie de resul

tados importantes tan sólo se enuncian a todo lo largo del capítulo, concluyéndose 

éste con un apéndice donde se da la demostrnción ele los mismos. 

El método es debido a M. A. Jcnkins y J. F. Traub (ref 10) . 

. ,.-Sin embargo, la motivación del algoritmo dada al principio es completamente origi

nal y a lo largo de todo el capítulo se incluyen resultados enteramente nuevos. 

3.l MOTIVACION DEL ALGORITMO 

En, lo que sigue consideraremos al polinomio con coeficientes 

':omplejos 

(3.1) 

J 

¡>nde m1 + m2 + ... + mr n, y trataremos de obtener un método para 

\lcular sus raíces. 

Para resolver este problema se nos presentan dos casos: 

a) Raíces simples de módulos posiblemente iguales, es decir, m¡ = 1, 

2, ... , n y 

P) Raíces múltiples~ esto es, 

1 P 1 i <;;; 1 p2 1 .¡;; • • • .¡; 1 p r 1 , r < n . 

1e la parle final de este capí1ulo. 
1 

' 

.t 
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Por ahora consideraremos tun sólo el primer caso dej:rndo el segundo 

para la última parte de este capítulo. SIN EMBARGO, AL FINAL NOTAREMOS 

QUE EL ALGORITMO ES EXACTAMENTE EL MISMO PARA AMBOS CASOS. 

La idea esencial del algoritmo es Ja de construir una sucesión de 

polinomios fH (X, s>., z) ]-donde X es un natural y ls¡..l una sucesión de númi:ros 

complejos- de grado n - 1 y tal que 
\ 

) 
P(z) 

H (X, s , z -+ --- , X --. uo , 
" z - p. 

J 

(3.2) 

~ionde H (X, s11 , z) no es 1mís que el polinomio H (X, s11 , z) dividido por el cocficien

'e de la potencia mayor de z (ref l 0). 

Es claro a partir de esta última expresión que si logramos constru

dicha sucesión tendremos detenninada automáticamente una aproximación a la raíz -
de P(z), pues como P(z) y H (X, s1" z) son mónicos y de grados n y n - 1, res-

'.ctivamcnte, al efectuar el cociente P(z)/H (X, sx, z), obtendremos una expresión del 

·piente tipo 

P(z) R(z) z - a + __,, ___ _ (3.3) 
H (X, S¡.., z) H (X, s¡.., z) 

\ 

~e R(z) es un polinomio de grado menor que n - 1. Pero, en virtud de (3.2), 
~ 

fremos que para X suficientemente grande 
¡ 
' 

í¡l manera que 
¡ 
1 

1 
l 

t 

P(z) 

H(X, si\, z) 
(3.4) 



l'(z) 
P. "' a "' z - -----

J H(ll, 8¡._,Z) 

1.1 Construcción de la Sucesión [ H (;>.., 5A, z) ] . Sea 

.':! donde, como 

P(z) 
P¡(Z) = -----

P'(p¡) (z - P¡) ' 

P'(z) = ~ ( JI (z - P k)) • 

94 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
.~ i=l k;oli 
l 

fi' claro que 

! 

P¡(pk) = ¡¡ik, i, k = 1, 2, ... , n . (3.8) 

Hagamos ahora que H (11, s,., z) sea una combinación lineal 

los polinomios P¡(z), es decir, 

\'." 

H(A,~,z) = (3.9) 

\de los coeficientes C¡ (;\., sA) dependerán de los parámetros 11, s,. y veremos la for-, 

)apropiada de escogerlos. Claramente los polinomios H(;>..,~z) son, a lo más, de 

\O n - 1, pues las P¡(z) son de grado exactamente n-1. Observemos, por otra 

;e, que, el coeficiente de z"· 1 en H (;>.., ~, z) nos viene dado por 

n 
m (;>.., 511) = ~ 

i=I 

C¡ {A, SA) 

P'(p¡) 
(3. IO) 
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de tal manera que cuando 11 p .. , ~, z) sea tk grado n - 1 y queramos hacerlo mó· 

nico tendremos que construirlo de acuerdo a la. siguiente relación (posteriormente pro

baremos que si X es grande, entonces m (X. sA) * O) 

H (].., sA, z) 
H(;i.., ~.z) =---

m (X, s.._) 
(3.11) 

La conveniencia de que los polinomios de la sucesión [H(X,sA, z)) 

1.ean mónicos, la veremos al responder la siguiente pregunta: ¿Cómo podemos conse-

' -~/:iir que H (X, ~, z) -> P(z)/(z - pj)' cuando ].. -> 00 ? 

De acuerdo con las reglas del Cálculo para los límites en "" tene

~os que si ci (X, ~) > c¡ (X. s.._) para toda i 4= j y para toda ].. 

n C¡(A,SA) C¡(A,!?._) 
~ P¡ (z) Pi(z) + E P¡(z) 
i=I ifi cj (X, SA) C¡ (A, s) 

(X,~, z) = 
C¡ (X, 5¡.,) 1 C¡ (A, 5¡.,) \ n 

E + E ·--
i=I ci (X,~) P'(p¡) P'(pi) i¡lj Cj (A, SA) P'(p¡) 

;ADEMAS SE SATISFACE LA IMPORTANTE CONDICION -COMO SE VERA, BA

~A EN NUESTROS PROPOSITOS DE CONVERGENCIA-

¡ 

í 
1 
¡ 
~ i. 

C¡ (X, SA) 

cj (X, SA) 

t 
\ toda i * j, entonces (ref 10) 

r r· 
\\, SA' Z) -+ 
U A+• 

Pi (z) 

1 

P'(p;) 

P(z) / P'(pi) (z - P¡ l 

1/ P'(p;) 

(3.12) 

P(z) 
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.2 Selección de los Coeficientes e¡ (i\, s"). Una manera de conseguir que la con

ón (3.12) se cumpla, es haciendo que 

C¡ (i\, SA) 

CJ (i\, s,_) 

C¡ (i\) 

cj (i\) 

P¡ 
-A 

=--= 
-A 

P. 
J 

P¡ -i\ 
(-) (3.13) 

pj 

1 pi 1 < 1P¡1 para toda i '4= j ; en particular esto se lograría si pj fuese la raíz 

módulo más pequeño, esto es, si p. = p 1 (la interpretación que sigue nos permi-
. J 

1 manejar el caso con raíces de módulos iguales). 

Tomando módulos en (3.13) 

1 C¡ (i\) ( 

1 ci (i\) 1 

-i\ 
) (3.14) 

,expresión entre paréntesis -cociente del cual depende la convergencia- se puede 

!rpretar como la distancia relativa de la raíz P¡ al origen con respecto a la raíz 

:¿Qué pasaría si cambiásemos de origen, es decir, si 
\ 

C¡ (i\, ~) = C¡ (i\, s) (3.15) 

' .omitir el subíndice de sA en c¡ (i\,S¡_) y escribir c1 (i\, s), queremos dar a entender 

~I nuevo origen s será el mismo para cualquier i\ hasta entonces con$iderada, i.e., 

's1 = 8:i = . . . = SA ). 

Como estamos suponiendo raíces simples, siempre podremos escoger 

: tal que (3_15) nos detem1ine un cero pi tal que 

1 
,:-,__,,.~·.a,.,.1<.P.~·;.:1<,<,_;.(¡'.;!l-.i..,7,,:;.,,::J..,,,:».:;,;.>~~~,L~"..-.'.d";":·":"'•'~ ' 
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(3.16) 

•ara toda i :F j. de tal manera que 

Notemos qnc este resultado pemianece válido si para cada >.. se

:ccionamos un nuevo origen s,_, pero de tal fonna que se conserve 

(3.17) 

~ara toda i :F j y para toda /\. Las e¡(/\, ~) estarían entonces dadas por 
\ 

(3.18) 

';e donde, .si hacemos C¡ (0, s
0

) = Q(p¡), obtendremos 

(3.19) 

\nde Q(z) es un polinomio de grado menor o igual que n - 1 que no tiene ceros 
\ 

i común con P(z) y cuya utilidad veremos posterionnente cuando queramos calcu-

las H(/\, s, z). (Dados n valores Q(p 1 ), Q(p 2), • • • , Q(p 
0

), el polinomio Q(z) 

grado n - .1 queda determinado). 

'.3 H(/\, s, z) es un Polinomio de Grado n - 1. Señalamos anteriormente que 

)arfamos que, para >.. suficientemente grande, m (/\, s) :F O. Hagámoslo ahora, 
i 
j 

' ¡ 

j 

~~;&;k~&ü~d~~-.L~bii·.•~ 
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bando de paso con ello que H o., s, z) es un polinomio de grado n - 1. 

Sabemos que 

m (X, s) 
n C¡(X,s) 
E 

P'(p¡) l =I 

. ,-
n Q(p¡) (P¡ - S)-A 

E 
P'(p¡) i=I 

donde, como 

1 P¡ - S 1 < 1 P¡ - s 1 , 

;a toda i ~ j, existirá un natural X
0 

(N
0

) tal que 

P¡ - S -A 

< (3.20) 

~ toda X ;;;. X
0 

(N
0

) y, por lo tanto, 

(3.21) 

; ·. 
p cual conseguiremos que los polinomios de la sucesión [ H (X, s, z)) sean 1116-

~ (ref 10). 



1.4 Construcción de dos Sucesiones que Convergen a una Raíz de P(z). Una primera 

mna de construir una sucesión que converja a una raíz de P(z) la comenzamos a 

'..!r al principio de esta primera sección de este capitulo. Dijimos entonces que la 
' 
.1cesión [ H ()l., s, z)] nos detenninaba una aproximación de la raíz pj de P(z) de 

siguiente manera 

P(z) 
(3.22) 

H()l.
0
,s,z) 

' donde una primera aproximación nos vendría dada por 

P(s) 
(3.23) a¡ =s------

H ()1.
0

, s, s) 
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'.!esto que s es ya una aproximación de pJ) siendo >.
0 

y s las mismas que mencio

áJnos en el párrafo anterior. Evidentemente una mejor aproximación a2 de Pi se 

»tendrá si aplicamos (3.22) en z = a1 y para >. 1 = )1. 0 + l, i.e., 

P(a1) 

al - --------
H (A

0 
+ I, s,a

1
) 

(3.24) 

~~tinuando de la misma manera, obtenemos la fónnula de recurrencia 

(3.2S) 
¡ 
'· 

rnos' dará la sucesión requerida faltándonos únicamente verificar que está bien de-
~ ,1'.· 

;a, es decir, que 
i 
1 

l 
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(3.26) 

Veremos al final de este capítulo que, en efecto, esto se cumple, 

ndo el argumento para probarlo análogo a aquél que utilizamos para demostrar 

'.e m (X, s) =F O. 

Una segunda manera de construir otra sucesión que converja a 

J raíz de P(z) ·es mediante el método de Newton. Partamos de nuevo de la 

:mximaci6n inicial a 1 dada por (3.23). Observemos que si a 1 está suficientemente cerca 

· Pj, entonces podemos aplicar el método Newton-Raphson a la función P(z)/HcX
0

, s, z) 

:enerar una sucesión que converja a pi' pues esta función y P(z) tienen a pi por raíz co-

111; más aun, ambas funciones tienen exactamente las mismas raíces. Esta sucesión que

:ía de la fonna siguiente 

::n general 

P(a 1 )/H(X
0

, s, a 1) 

[ P(z)/ H() .. 
0

, s, z)]~~a 
1 

ªk - ---------
[P(z)/ H (X0 , s, z) )~=ak 

(3.27) 

(3.28) 

Estas serían, pues, dos fonnas posibles de generar sucesiones que 

)rjan a Pj, pero, desgraciadamente, ambos procedimientos ignoran el trabajo he

. ~n el otro; por ejemplo, el segundo procedimiento no toma en cuenta lo hecho 

l 
.1 
':.} 
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1 la sucesión [ H(X, s, z)] w el primero. Así pues, sería conveniente un mlito<lo 

! utilizara, simultáneamente, las magníficas cualidades del método de Newton y las 

· menos apreciables de la sucesión [ H(> ... s, z)} . Recalquemos antes un hecho 

1ortante dado en la siguiente observación. 

Ob " (A) L . ' d f · · 1 P(z) servac1on . a suces1011 e unc1011es raciona es [ ) , 
H(X, s, z) 

~ >.. 0 , es tal que P(z)/H (11, s, z) tiene exactamente los mismos ceros que P(z). 

Notemos ahora que al aplicar la fórmula de Newton a la función 

l/H (X
0

, s, z) y con la aproximación a 1 obtuvimos la relación (3.27); pero preci

·ente lo dicho en el párrafo anterior y en la observación que le siguió nos sugie-

1plicar dicho método a la función P(z)/Hc>..0 + 1, s, z) que resulta una mejor 

,)ximación al factor lineal z - Pj· Tendríamos entonces que 

P(a 1 )/H(>.
0 

+ l, s, a 1 ) 
ª1 - ~~~~~~~~~~ 

[ P(z)/Hc>.. 0 + l, s, z) J~ªt 

'sí· sucesivamente hasta obtener la fómmla general 

!e 

..:.· 

P(uk )¡Hp,
0 

+ k, s, ªk) 
ªk - ~~~~~~~~~~~ 

( P(z)/H (X
0 

+ k, s, z)] ~,.a 
k 

H(} .. 0 + k, s, z) 
n 

== :E c¡(X0 + k, s) P ;<z). 
i·l 

(3.29) 

Esta forma de gen"crar una sucesión que converja a P¡ es ya bas

superior a cualquiera de las dos que dimos en un principio; sin embargo, no 
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todavía la óptima. Se siente como que no estamos utilizando simultáneamente 

. dos procedimientos originales, sino calculando, por un lado, a las H (>, 0 + k, s, z), 

1diendo pasar, por otro lado, de una aproximación inicial a1 a una mejor aproxi

Jción que a 2 con tan sólo utilizar la última H(X
0 

+ k, s, z) calculada. Uno 

rnsa entonces que la mejor manera de generar la requerida sucesión que converja 

ºi pudiera consistir en un proceso combinado que alternara Jos pasos de los dos 

ocedimientos originales, aprovechando el segundo las cualidades del primero y vice

rsa (ref 10). 

Antes de pasar a resolver este problema, hagamos una importante 

servación. 

Observación (B). En Ja última sucesión que generamos, utilizamos 

'sucesión de polinomios {H(X, s, z)] , con 

n 
H(X, s, z) = E c1 (X, s) P1(z), 

l=l 

:n~c s es un número complejo con la siguiente propiedad 

i 

1 1 P¡ - '1 < 1 P¡ - '1 , 

l 

(3.30) 

(3.3 J) 

: 1 ;a 1 toda i :1: j. Además, la rapidez con que H(X, s, z) tiende a P(z)/(z - pi) de-
·' > 

',de de los cocientes 

i * j , 

¡ 
(al fomta que entre más pequefios sean éstos, mejor aproximará Íi(x' s, z) a 
) {<z - pi). En otras palabras, si s y s' son "buenas" aproximaciones a Pj y s' 
; 
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. - . 
·- " - .. - ... ··- "" 
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mejor aproximación a P¡ que s, entonces H(>.., s', z) es mejor aproximación a 

z)/(z - pi) que ifo,, s, z); 

Cabe preguntarse después de esta observación por qué, en vez de 

Jcular las H(>..0 + k, s, z) en fonna independiente y con s fija, no se calcularon en 

'nna alternada con las ªk• J utilizando, en lugar de s, la ªk recién calculada y en

.guida calculando ªk•I con b l-1(>..
0 

+ k, ak, z) así obtenida. Siguiendo este pro

so, obtendríamos 

P(s)/Í1(>..
0

, s, s) 
s - ~~~~~~~~ 

[P{z)/Hc>..
0

, s, z)]~ 5 

P(a 1)/H(>..
0 

+ l, a 1, a
1

) 
ª1 - ~~~~~~~~~~~ 

[P(z)JH(>.. 0 + 1, a 1 , z) l~~a 
l 

i 

. etl general (ref 10) 

' 1 

(3.32) 

(3.33) 

Observación (C). La sucesión que hemos construido resulta ser la 

aceptable desde todo punto de vista, excepto por el hecho de que alguien po

objetarnos que requiere de demasiados cálculos. Sin embargo, nosotros responde

con las siguientes afinnaciones definitivas: 



. ,.. 

Afinnación (l). 

, P(ak )/H(X 0 + k, ak, ªk) 

(P(z)/H~0 + k, ak, z) ]~~ªk 

* 
-H(X 0 + k + l, ªk' ak) 

* 
.ando únicamente por probar que H{X

0 
+ k + I, ak, ªk) =F O . 
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(3.34) 

De esta última relación, el algoritmo se reduce a calcular 

P(s) 
ª1 s -

tto .. 
0 

+ 1, s, s) 

P(a 1) 

ª2 ª1 
H(X

0 
+ 2, ª1• ª1) 

P(ak) 

ªk+l = ªk 
H~º+ k + 1, ªk• ªk) 

' fo 

Afinnación (ll). 

* 
(3.35) 
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Para finalizar esta primera sección del capítulo diremos tan sólo que 

s querido que en ella quede clara la idea del algoritmo y no su rigurosa presen

; analítica, pues consideramos que lo primero es lo más importante. Con est9 

}eremos decir que la parte analítica del algoritmo resulte secundaria, ni mucho 

s. Es más, cuando uno trata con la parte esencialmente matemática de dicho 

tmo es cuando tennina de entenderlo completamente. Sin embargo, como es

rte resulta un poco tediosa, decidimos incluirla hasta el final para que no inter

con nuestro; propósitos principales (ref 10). 

SL ALGORITMO 

Hemos motivado en la primera sección un algoritmo para resolver 

>blema general de calcular los ceros del polinomio complejo 

(3.36) 

'.fces p l' p 2 , ••• , Pr de multiplicidades m¡. m2 , ••• , mr, respectivamente, 

.~s que 

1P1 1 .;¡; 1 P2 1 ~ . . . ..;; 1 Pr 1 , r < n . (3.37) 

ldremos, sin pérdida de generalidad, que O no es raíz de P(z) ya que si así fuera 

'.nos deílacionar inmediatamente el polinomio hasta obtener uno que no tenga 

)or raíz. 

\ 
t. 
'. 
:11 y 
! 

Una. vez motivado el algoritmo, procedamos a su presentación 

expliquemos brevemente cada uno de sus pasos (ref 10). 

Algoritmo (Iteración de Tres Pasos de Desplazamiento Variable para 
~ 
{lar los Ceros de un Polinomio). 

i 
.. ··~ 



Primer Paso (Sin Desplazamiento). 

H (O, O, z) P'(z) *, 

1 
H (>. + 1, o, z) = --

0
[H(>.,O, z) 

z-

' O, l, ... , M - l. 
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H(>., O, 0) P( ) 
P(O) z ), (3.38) . 

Este paso tiene como finalidad el ponernos en contacto con los 

>s de módulo más pequeño del polinomio (3.36). Es por ello que para éste no 

Jerimos de ningún desplazamiento y la duración del mismo será corta, tan sólo 

l obtener una H(M, O, z) adecuada con la cual iniciar el segundo paso, siendo M 

1úmero de iteraciones llevadas a cabo en este primer paso. La M del programa 

o en la tercera sección es igual a 5. 

Segundo Paso (Con Desplazamiento Fijo). 

Calcular una cota inferior (3 > O de Jos módulos de las raíces de 

. <) y seleccionar una s tal que 1 s 1 = (3 y tal que 

J 
j 

¡ 
! 

1 Pj - S 1 < 1 P¡ - S 1 , (3.39) 

·a toda i -J: j, siendo Pj una de las raíces de módulo más pequeño. Enseguida, 

hando a s como nuevo origen, calcular 

· 1 H(M,0,s) 
H(M + l, s, z) = ~ [H(M, O, z) - P(s) P(z)] , 



_ .... -

1 
· H(X + I, s, z) = --[H(X, s,z) 

z-s 

H(X,s,s) 

P{s) 
P (z)) 

X M + I, M + 2, ... , L - 1. 
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(3.40) 

Este segundo paso es ya de mayor trascendencia, iniciándose con 

elección de un nuevo origen s que en el caso particular del paso anterior fue 

ado como s = O. Como las H(X, O, z) fueron construidas de tal manera de ob

r corivergencia hacia las raíces pequeñas de (3.36), la razón principal de seleccio

un nuevo origen es hasta cierto punto obvia y aparentemente la única: conseguir 

alguna de las rafees pequeñas de (3.36) sea la más cercana a s, resolviendo, de 

>, el serio problema de los módulos cercanos. Sin embargo, ésta no es la única 

in y en el tercer paso veremos por qué. 

Para que se satisfaga este primer cometido de la s, debemos selec

tarla de acuerdo al siguiente criterio. Hallar una cota inferior (J > O de los mó

:>s de las raíces de (3.36) calculando la única raíz positiva del polinomio 

n n·l 1 1 • Z + 1 a1 1 Z + ... + 1 ªn-l 1 Z - ªn , (3.41) 

; el método de Newton-Raphson. Inmediatamente después seleccionar a la s sobre 

é~írculo de radio (J, i. e., 1 s 1 = (J, de tal manera que 

(3.42) 

' \ha selección se realiza de manera aleatoria -utilizando una distribución unifonne-, 
·l ., 

'> •· Jiéndose demostrar que 
c. i 

" 
(3.43) 

~lbid. 
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ta relación nos dice que el proceso satisface uno de los requisitos para resultar 

;able (ref 17). 

Con respecto a este segundo paso tan sólo nos falta seleccionar 

' número de veces L-M en que hemos de aplicarlo. La manera de hacerlo es 

ndo por terminado este paso cuando se satisfaga la simple y débil prueba de 

nvergencia 

:nde 
¡ 
' 

1 
1 t>..+ 1 t>.. 1 .;;;-2 

1 t;>.. 1 ' 

1 
1 t:>..+2 - t;>..+11 .¡;; 2 1 t;>..+11 ' 

t;>.. 
P(s) 

s - -----
H(X, s, s) 

(3.44) 

(3.45) 

\ esta prueba de convergencia no tiene éxito, X alcanza un límite dado y se selec

~na una nueva s; si nuevamente la convergencia folla, X alcanza otro límite dado, 

_¡tinto del anterior, y se selecciona otra s, y asf sucesivamente hasta que se alean

; la prueba de convergencia (ref l 0). 

Tercer Paso (Con Desplazamiento Variable). 

Calcular 

P(s) 
s ------

H (L, s, s) 

. ' ·_.:¡ 
·¡después, haciendo s = sL·I, aplicar alternativamente las fórmulas de recurrencia 



-·-

109 

(3 .46) 

P(sA) 
s" -------

Íi(>.. + J , 5¡, ' S¡. ) 

(3.47) 

>..= L, L + 1, 

Una vez terminado el segundo paso contamos ya con la H(L, s, z) 

lpiad¡ con que iniciaremos este último pa30. Lo que hace esta fase final del al

tmo es aprovechar de una manera aun más eficiente la idea del paso anterior, o 

utilizar la misma fónnula de recurrencia que para ese paso sólo que ahora to

ldo un nuevo origen s;.. en cada iteración. ¿Cómo obtener un nuevo origen sA, 

próximo a la raíz pi que el ~-l anterior, para aplicarlo en el cálculo de 

• + l, S¡, , z) ? 

Sabemos que G(z) = P(z)/fí{>.., s, z), en el segundo paso, es una 

pión racional cuyas rafees son las mismas que las de P(z) y que tiende al factor Ji

!, z - p. cuando >. --> 00 • Es aquí donde nos percatamos de la segunda razón 
: J 

haber elegido un nuevo origen en el paso anterior, pues una mejor aproximación 

j a P¡ la obtenemos aplicando a la función G(z) el método de Newton-Raphson 

\ lo único que requiere es una primera aproximación s lo suficientemente cercana 

para garantizarnos convergencia cuadrática hacia dicha raíz. Así pues, tendríamos 

P(s)/Hc>.., s, s) P(s) 
s,..1 s - ~--.....-----

[ P ( z) /H ('A' s, z) ]'z=s s - ---~--H ('A+ t, s, s) 

1 

)anterior nos sugiere principiar el tercer paso con el nuevo origen 
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P(s) 
s ------ (3.48) 

H(L, s, s) 

ecir, calculando H(L + 1, ~, z); pero no sólo esto, sino que antes de calcular 

guiente H, obtener una mejor aproximación a P¡ de manera análoga a como se 

en (3.48), esto es, 

P(s11.) 
(3.49) Sii. -

ilizarla como nuevo origen en la siguiente iteración, i.e., calcular H(X + 2, 

z), X = L, L + 1, . . . De esta manera la convergencia del algoritmo 

ta superior a la cuadrática pues no sólo se aprovecha la del método de Newton 

simultáneamente, la geométrica del proceso 

P(z) 
(3.50) Z - Pj • 

H(X, 511._ 1, z) 

Tan sólo nos resta decir Ja forma en que daremos por terminado 

'último paso. El criterio que se seleccionó nos parece de lo más natural: el 
i 

'.eso tenninará cuando el límite de aproximación haya sido alcanzado, o dicho en 

: palabras, cuando el valor de P(z) en z = s11. .·sea de un orden de magnitud me· 

'o igual que el del error de redondeo cometido al calcular P(s11. ). 

Ya itaplementado, !a manera de aprovechar este algoritmo es la si-

.1te: los ceros se calculan uno por uno, en orden creciente de magnitud y las 

. ~s de multiplicidad m. son determinadas m. veces; una vez hallada una raíz, el polino-
, ~ ' l 1 

lse deflaciona y vuelve a aplicarse el mismo procedimiento al polinomio deflacionado, de 
¡ 
(rnnera que P en el algoritmo anterior nos representa al polinomio original o a uno de 
l 

!o menor (ref JO). 

" 
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3.3 EFICIENCIA DEL ALGORITMO 

3.3.1 Ventajas del Algoritmo y Resultados Numéricos. El algoritmo descrito en la 

segunda sección fue exhaustivamente probado por nosotros mediante una rutina en 

FORTRAN debida a Jenkins y a Traub (ref 11 ); tan sólo se le hicieron ligeras modi

ficaciones para adaptarla al sistema BORROUGHS 6700 del CIMASS y se le agrega

ron un programa principal y dos subrutinas más, una que nos diera el polinomio 

reconstruido a partir de las raíces encontradas -para tener una prueba de la eficien

·cia del algoritmo- y una que generara números aleatorios para obtener polinomios 

arbitrarios y resolverlos. El listado del programa completo, excepto su última sub

rutina, aparece al final de esta tercera sección. Cabe señalar, además, que aunque 

nosotros sólo probamos el programa para grados del 3 al 49, el mismo puede modi

ficarse en sus dimensiones para resolver polinomios de grado aun mayor. 

La tremenda generalidad del algoritmo queda de manifiesto en 

las ventajas que posee y que a continuación mencionamos (ref 10). 

l. Converge para cualquier distribución de ceros. 

2. Las raíces se calculan en orden creciente de magnitud, lo que evita 

la inestabilidad que tiene lugar cuando el polinomio se deflaciona con un cero 

grande. 

3. El tercer paso es un proceso iterativo, teniendo por consiguiente ias 

propiedades de estabilidad de los métodos iterativos. 

4. · Pocas decisiones críticas son hechas por el programa que implementa 

el algoritmo. 

5. El algoritmo es rápido para toda distribución de ceros. 
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6. Las traslaciones se incorporan en el algoritmo mismo de una manera 

estable y natural, evitándose con ello el problema de los módulos iguales y acelerán

dose la convergencia. 

Por su parte, el programa tiene la gran ventaja de no requerir 

más datos que los coeficientes del polinomio a resolver, pues una serie de constan

tes requeridas se proporcionan dentro de una subrutina y la duración de los pasos 

dos y tres, que varía con cada problema, es elegida por el mecanismo del programa 

mismo. 

La elasticidad del algoritmo nos pennitió resolver una gran varie

dad de polinomios, la gran mayoría de ellos aleatorios con coeficientes complejos. 

Dentro de los especiahnente construidos por nosotros o tomados de otra referencia, 

se encuentran los siguientes: 

1) Polinomio complejo de grado 9 que tiene por raíces a i, i, -1, l + i, 

-1 + i, - l + i, 2i, 2i, 2i; es decir. tres de módulo 1, tres de módulo ./2" y 

tres de módulo 2. 

P(z) z9 + (2 - l li)z8 - (52 + 21i)z7 - (96 + 

137i)z6 + (215 + 25Ji)z5 + (412 + 

190 i)z4 - (SS + 434i)z3 (284 + 

+ 52i)z2 
- (56 - 104i)z + (16 + 16 i). 

Los resultados obtenidos nos permitieron apreciar una exactitud de por lo menos 

11 cifras. 

2) Queriendo comprobar las ventajas del algoritmo en lo que se refiere a 

raíces múltiples y del mismo módulo, metimos, en primer lugar, un polinomio real 



de grado 10 cuyas raíces, aunque simples, eran todas de módulo (0.01)
1
110, es 

decir, 

P(z) = z1º - O.O l. 
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Enseguida metimos polinomios que elevasen la multiplicidad de las raíces de este po· 

linomio a 2, 3 y 4, respectivamente, i.e., corrimos en sucesión 

P(z) = (z 1º 

P(z) = (z'° 

P(z) = (z'° 

0.01)2
' 

0.01)3
' 

0.01)4
• 

Los polinomios reconstruidos nos permitieron estimar una aproxi· 

mación que va desde las 16 cifras -cuando menos- para el primer polinomio hasta 

una de todavía 5 cifras -por lo menos- para el último, pasando por las de 12 y 9 

cifras, respectivamente, para los polinomios íntennedios. 

3) Para probar, independientemente, altas multiplicidades metimos el poli· 

nomio real de grado IO que tiene por única raíz a 1, i.e., 

P(z} (z - 1) 10 • 

Como los resultados fueron óptimos (16 cifras de aproximación, cuando menos), pro

bamos con el polinomio real de grado 20 que duplica la multiplicidad del cero del 

polinomio anterior, esto es, 

P(z) (z - 1)10 

y lós. resultados fueron igualmente satisfactorios. 
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4) Polinomio real de grado 12 cuya dificultad estriba en Ja alta multipli

cidad del módulo 2 en sus raíces. 

P(z) = (z6 
- 26 ) (z + 2) (z2 + 32 ) (z - J )3 • 

Se obtuvo una aproximación de cuando menos 8 cifras. 

5) Polinomio real de cuarto grado cuyos ceros son 9, l O, l 000 y 1001 y 

de los cuales se desprende que la dificultad para resolverlo radica en que el coeficien

. ~ de separación es 0.001 para las dos raíces mayores. 

P(z) = z4 
- 2020 z3 + 1,039,109 z2 

- 19,199,090 z + 90,090,000. 

Los resultados obtenidos fueron los siguientes: 

ENTRADA 

N = 4 

COEFICIENTES 

] .00000000000000000 00000 0.00000000000000000 00000 
-2.02000000000000000 00003 0.00000000000000000 00000 

1.03910900000000000 00006 0.00000000000000000 00000 
- ] .9] 990900000000000 00007 0.00000000000000000 00000 

9 .00900000000000000 00007 0.00000000000000000 00000 

SALIDA 
RAICES 

9.00000000000000000 00000 -4.92148590814024170 - 00021 
1.00000000000000000 00001 4.93142830391424280 -00021 

1.00000000000000000 00003 5.80019391946852330 -00017 

1.00100000000000000 00003 -5.80019491370810070 -00017 

Es decir, se aprecia una exactitud de cuando menos 16 cifras. 
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6) Polinomio real de grado 20 con sólo módulos dobles y cuyo coeficiente 

de separación más pequeño es 0.0246. 

P(z) = zw - 20 z18 + 170 z 16 - 800 z14 + 2275 z12 
- 4004 zm + 

+ 4290 z8 
- 2640 z6 + 825 z4 

- 100 z2 + 2. 

Se obtuvo una aproximación de por lo menos 15 cifras. 

7) Polinomio ciclotómico real de grado 9 cuyas raíces son ( 1 ± i) Jli2:' 
± i, (-1 ± i) Jlfi: - 1, O, O, es decir, una doble y siete de módulo l. 

P(z) = z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 
z8 

- 1 

z - 1 

El polinomio reconstruido nos pennitió estimar una aproximación 

mínima de 16 cifras. 

NOTA. Los siguientes dos polinomios son típicos por la extre

ma dificultad que encierra su resolución (ref 16). 

8) Polinomio real de grado 16 que posee únicamente pares de raíces com· 

plejas conjugadas en el semi-plano izquierdo. 

P(z) = 2.03253121 z16 + 3.4356048 z15 + 

+ 25.1783048 z14 + 37 .65 1096 z13 + 

+ 128.218748 z12 + 166.44768 z11 + 

+ 345,07256 zlO + 378.908 z9 + 

+ 524.327 z8 + 468.88 z7 + 443.576 z6 + 
+ 304.08 z5 + 190.68 z4 + 89.6 z3 + 

+ 32 .8 z2 + 8 z + 1. 
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Esk polinomio no representó problema alguno para el algoritmo 

descrito en este tmbajo, pues lo resolvió con una aproximación mínima de 13 cifras. 

9) Polinomio real de grado 16 cuya dificultad radica en el hecho de te

ner únicamente raíces complejas conjugadas y de módulos cercanos: cinco pares 

de raíces se juntan alrededor del eje imaginario. 

P(z) 1250162561 z16 + 385455882 z15 + 

+ 845947696 z14 + 240775148 z13 + 
+ 247926664 z 12 + 64249356 z11 + 

+ 41018752 zw + 9490840 z9 + 4178260 z8 + 
+ 837860 z7 + 267232 z6 + 44184 z5 + 

+ I0416z4 + 1288z3 + 224z2 + 16z + 2. 

Tampoco la dificultad intrínseca de este polinomio representó mu

cho problema para el algoritmo ya que lo resolvió con un mínimo de 8 cifras de 

aproximación. 

Sin embargo, como dijimos anterionnente, la gran mayoría de los 

polinomios resueltos por el algoritmo discutido en este trabajo fueron aleatorios y 

con coeficientes complejos. En base a ello, elabormnos la siguiente tabla en la cual 

incluimos el tiempo de ejecución promedio para resolver un polinomio de grado n 

(3 .¡:; n .;; 49) y la aproximación estimada a partir de los polinomios reconstruidos. 

Con los tiempos dados en la cuarta columna de la tabla siguien

te elaboramos la gráfica que aparece posteriormente y que nos permite apreciar me

jor el tiempo promedio que tarda el programa en resolver un polinomio de grado n 

(3 .;;; n ~ 49) y compararlo con el que tarda para resolver polinomios de otros 

grados. 
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TABLA 3.1. TABLA DE POLINOMIOS ALEATORIOS RESUELTOS POR EL 

ALGORITMO ITERACION DE TRES PASOS DE DESPLAZAMIENTO 
VARIABLE 

Número de Tiempo de Tiempo de Mínima 
Grado n polinomios ejecución ejecución aproximación 

resueltos total (segs.) promedio (segs.) estimada 

3 9 3.32 0.37 11 cifras 
4 10 5.38 0.538 11 cifras 
5 10 6.74 0.674 16 cifras 
6 10 8.63 0.863 9 cifras 
7 10 11.29 1.129 9 cifras 
8 10 13.42 1.342 7 cifras 
9 10 15.52 1.552 9 cifras 

10 10 18.95 1.895 15 cifras 
11 9 20.808 2.312 9 cifras 
12 10 25.537 2.5537 8 cifras 
13 10 29.072 2.9072 9 cifras 
14 10 30.947 3.0947 8 cifras 
15 10 35.478 3.5478 15 cifras 
16 10 38.908 3.8908 8 cifras 
17 10 43.700 4.3700 7 cifras 
18 10 49.919 4.9919 7 cifras 

-,9 10 51.321 5.1321 10 cifras 
20 10 57.121 5.7121 15 cifras 
21 10 63.651 6.3651 10 cifras 
22 9 59.513 6.6126 9 cifras 
23 10 71.905 7.1905 9 cifras 
24 10 76.590 7.6590 9 cifras 
25 10 80.653 8.0653 7 cifras 
26 10 89.388 8.9388 7 cifras 
27 9 84.411 9.3790 10 cifras 
28 10 100.030 10.0030 9 cifras 
29 10 106.469 10.6469 7 cifras 
30 10 112.794 11.2794 11 cifras 
31 10 117.992· 11.7992 7 cifras 
32 9 116.332 12.9258 9 cifras 
33 8 109.407 13.6759 9 cifras 
34 9 124.184 13.7982 9 cifras 
35 10 155.989 15.5989 8 cifras 
36 10 155.595 15.5595 7 cifras 
37 9 154.592 17.1769 10 cifras 
38 10 184.586 18.4586 10 cifras 
39 10 193.975 19.3975 9 cifras 
40 10 198.467 19.8467 10 cifras 
41 10 218.711 21.8711 9 cifras 
42 10 226.344 22.6344 9 cifras 
43 10 227.469 22.7469 8 cifras 
44 10 249.235 24.9235 6 cifras 
45 9 215.825 23.9805 7 cifras 
46 10 250.702 25.0702 10 cifras 
47 10 263.388 26.3388 7 cifras 
48 10 275.618 27.5618 10 cifras 
49 10 280.666 28.0666 8 cifras 
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Este programa fue probado por un total de 629 polinomios de 

grados 3 al 49, de bs cuales 609 fueron aleatorios con coeficientes complejos y 

20 especiahnente construidos por nosotros o tomados de (rcf 16), habiéndose puesto 

especial empeño en que estos últimos resultaran realmente difíciles de resolver. 

Creemos que los resultados no pudieron haber sido mejores: los 629 polinomios 

fueron resueltos y con las magníficas aproximaciones antes se11aladas. 

Para concluir la tercera sección de este capítulo presentamos el 

listado del programa en FORTRAN que se utilizó. 
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3.3.2. Programa en FORTRAN IV para Polinomios Complejos 



~j 
~¡; 
:~. 

,}i 

~1 

C 1 H A S S U ~ A H ····· CílllPILACION EN FORTRAN 116700 

t NDVIEMBU 
NIVEL 11,02,04 j 

llARIES/07172 12143 PH 1· 

FILE 5• LECTOR• UHIT • ~EArCR 
e . [ST[ pnnr.RAttA ttns CALrULA Toons LOS CEROS nr. IJN POL!Níl~IO COMPLEJO 

Htn!AllTE EL AlíoílRITllO CO>!PLl:Jll DI: TRES-ESTADOS fSTllDI•no POR JfN -
Kl'IS T TRA•m, EL rr.11r.rA11A CALCULA LDS CíROS Ulfíl A LA vrz T [N OR • 

e OCN Cíl[CIEttT[ OE nnou¡n, O[fLAClílNANOD [L PULINOttln A UNO nr GRADO 
e--- HC•inR, n rROGRAr•A-cs-cxrnr.nAOAMCllTf.• RAPIOO SICNDD ESTA RAPIDEZ 
C INOEPCttO!EttTE OE LA DISTRJOUCION DE LOS CEROS, 
e -- .. -------- --· 

ODUOL[ rRC•ISION ílPRc~0¡10PicS0¡1ZEROR(49)1ZCRDic49¡1XRCIOD¡1XICIO 
•DloYRCIOO) ---- --·-----· ...... · 

LOr.ICAI. fAIL 
trnr.r.c:n ncnRr.r -·--·--· - --

IDOOO R[A0(5o IOOO,Ltt0•62) ornREE 
111 • or.r.P.rr • 1 ·-·- - -- ---
RE101s .1on1 ¡ (ílPRlll• I• ''"''' COrlCll• 1 • l•Nll 
PR!NT 2000, OfCRf[,- Cri'íllll• ílPllll• 1 • l•Nll 

------------ -----·--·- ---·--rc--rnrcrALIZHIO'I 
e 

. - - CALL CPOLYCOrn1nr11P[rRE[,z[ROR•ZERDl>íAIL) 
PRrtlT 7.001 • CZ(llílHC 1 ), ZEROI C ! lo 1 • l•OCGílEr> 

~ 
CALL Pnr.llR 1CZERnr..ZrRrl•DPR<1 hOP lC l loXR1Xl•YR10[GR[[) 
rRlllT 2002. (~RCil•Xlfl)o l•ltNI) 

e 
e 

·rcJ •· rrnr.c211eo; ns • 1111r<J>160,o 
PRlllT 22?.• Tf.J•TCs---·----------·-· 
r.o TO I 0000 . 

62 CALL EXIT 
fORl!A Tíl5 

1000 fOílttAT(I6J 
1001 fílfHIATCGOIO,OJ 
2000 ro•11ATcllll·Bll EllTPAOA//IX.41111. ·ll//IX'1211CCfF!Clf.NT(S/// 

· •CIX•2Clr026,16•4Xll///l 
2001 fORlf Af( 1110• 711 SAL IOAI /IX1611ílAIC[S///C !X•2C IPD26, l 6• 4X> l/.-ll 
2002- íORttA T et Hl1,2:lHPnt:lHOtt~fJ-RF.P.OHSTRUI00·/1'/( 1X,.2C1 P026 .16 "4 X))///) 

222 rGnttH<1110,211;11r11ro rr. EJEt11c1011 •1rs.2,511srGs .. 3x. 
- •2911rrr11r>o or CNT«AoA. v sAl.IDA •.• rs,2,s11sEr.s. > 

rrn IS 0007 LONG 
STAlll or :;r GH[Nf\)1)-----------~----< 

e 0021000010 
e 0021000010 --~··-~--~-----· 

e 0021nooo10 
c 0021oono10 
C 00?.100C\OtO 

e ºº''ºººº'º ·--------------------1 e oo,1onno10 
e 0021oono10 
e 0021000010 
e 00?.1onno1C1 
e 0021000010 
e 00210000, o ··-------------------' 
e cc?1nono10 
e 00?1onnc10 
e 00;>1nnno12 
C C011CC2lt2 

r¡ ~ l S 0005 LONG 
C 002JOOlA12 
e 002soo~a12 
e 002:00Ja12 
C 00~1003C14 
e on2100.r1s 
e 002100.,po 
e 0021006?12~-----------------__, 
e 0021006012 
C OC2100ln12 
C 0021007GIO 
e 0021cn1u11 
C 0021007Cl2 
C 00/J007Cli' 
C 00?.1il07C12 
e 0021r.01c1;> 
C 0021CC7C12 
C OO?I007Cl1 
e 0021001c12 
C 0021007Cl2 
e 0021r,01c12 
e 0021001c12 ¡ 

1 

rnn e 0021001c12 
RfENTRANT rDRHAT S[GHENT 003 IS 0003 LONG 

----002 100?0 14--1 s-rne--tnr~ T l!IN-fOR-f XCEPT! OHA L 

1 

0021009010 IS TI~ LDrATION rOR r.xcrrTIONAL 
--- . 0021no9ro2 -1S rflr. LOfATJílll fOR rxcr.rrrDNAL 

0021009fl 4 1 s me LDrA TI 011 ron cxcf.pTI nllAL 
1 - . -· 002100AI 10-I s -THC-tOrATloll-fílR-EXctpTIONAL 
1 00210DA411 IS TllE LílrATION ron EXcEpTIONAL 

•cTinN ON 
ACTlílll ON 
ACTlílN DN 
ACTION ON 
ACTION ON 
ACTIDN. ON 

1 - ----· -· ---- -------------------
1·- -----·-

THC 
THE 
THC 
THI: 
THE 
TttE 

NílNRFí~TRA~T FORMAT ARRIV IS 0030 LONG 
1/0 5TATEH[NT AT ··- --------------------· 
110 STATfuENT AT 
1/0 STATEMENT AT· 
1 ¡D STATf.1tENT AT 
l/O STATEMF.NT AT 
1/0 STATEHENT AT 

SEGH[NT 002-!5--0&A~--()li&--------------< 

1 
1 

¡ 
~J 



,.~---

SUBROUTINE crOLYCOPR,rPI,oEGREE,ZEROR•ZEROI•rAIL> 
tNcllEllTRA 1,0s crnus or Ull POL!llOH!O CONPLCJO, 
O?R,Oi'! - VECTOP[S Ell nonLE-PREC!SIOrJ OE LAS PARTES 

e Rr•L E INAqlu•nrA nE ¡os cnEriclCUTES EN 
-c--o~nEtl íl[CPF.c¡r•TF-l'f-•OTEHr.IA5,----------

c nrr.nr.E - r,nAnn rnn1:0 DEL rourio111n. 
e zERnR,zrent - rrcTn~ff DE SALlqA EN ílOALE PRCC!SION DE 

' e LAS PART[S P.f.AL r I.iArlllARIA nr. LOS cEnos. 
e rAIL - P•1P.M•ETRll Lílt.IrU PE sr.uo1 .. V[ROAOERO SOLO SI 
e fL coErtcrri:rr It1IctA1 E5 crrri n SI crnLY 

- e-- l;A cAtr.111.Ann t!lHíiS 11[-íl[r¡HF:E C:F.ROS.-------
c EL pROr,r</.i1A "'' SIOO r.~cP.ITO rl.llA REOIJCIR LA FOSinILIOAo DE OVERFLO w. 
e SI ESTO OCUPA[, EX!STI TnoAVIA LA PílSiílILIAAO nE QU[ 
e EL !tErnnn TRAr.•.1r SI 1 A cAriTIOAO CAllSA"TE ílEL OVf.RíLOW SE 

r C R(F:JIPl.A~A rnr. ltU Ullnf:f"O r.nt.NOL, 
e co•wou Ar?.[,,. 

- r.n:111orur.1.nnr.1.1PP.1 p I, tH-, ti I' qpr,, o PI ,,,HP., QHI, SHR1 SHI, 
•SJ\1Sl, rr:, TI ,r,;R .. rvt ,Ar E niR[ ,(TA,. Ir ru,.uu 

OOllílL[ F'RfCI5Iflfl ~r,S' ,.r.rpT1'f'i/Rl'f'VI1ARE ... HilE'f.TAI' If'IN, 
.rRC50),ric50)1fl1{(50)1~1(50)1nrHcSO),QPJCS0)1~H~CSO), 
•t')uI <so>, ~nr.-CSI'>, 5HI csr '' c;-r.c 5Ch orrcso" zrRnRC 49,, 7f.ROI< 49) 

e PARA C~!lf,IAR [[ TA:1Allr [J[ LOS POLlllíll!IílS ouE P11EpE11 SER nEsuELTDS• 
~·e--· RHl'.PL~¡1.p u r•11•[11slr•¡· rr. LU5-AP.Pfr.LOS· nr El AJ!lA co1111N, 

oouou: rr.[C Is I Cíl XX, y,•. COSP, s t un, S•1r.um, CASf, XXX, ZP, 2 I,. et10 .. 
. •CJ.!ílO, S~Al.f, CAl1r11y ,1,sorT -

LílGICAL fAIL1 CIHIV 
trircntH nr.nRcr.crir1,crr2 
INICIALIZACinri PE cnrrrTArrrr.s. 
CALL 11cnt:( rr Al f 1'!1!1 Stf/Llln10ASH-------
ARE • ETA 
HRt • '·º"~·nsQRTfZ.orOJ•tTA 
XX • ,70710678; -· 
Y'r' ~ • XX 
COSR • - .a6o756A7A 

-----·-st~IR'• ,99756405 ----------
íA!L • ,íALS[, 

. NN • D~~R[f + 1 
' e EL ALGílll!TuO rALLA SI EL cotrlclENTE IlllCIAL ES CERO, 

rrcnPRC1>.tir.o.noo.oR•OPic-t>.NE.o.ooo>- Go ro 10 
íAIL • ,TRllí.• 
P[TURtl -- -·-

C REHOVER LOS crnos OEl ORIGEN SI ES QUE EXISTE ALGUNO, 
- 10 IíCOPRC~ll).~[.n,ooo,o~.or1cNt1),ll[,O,OOO>-GO TO 20 

10:1112 • oU,RrE • 1111 • 2 
ZE:RORClnUIJ7.)•0.0llO· - ----- ---------

¡ ZEROicto11112¡ • o,ono 
-· ---N~ ·• Wi----1---------------
, GO TO 10 

e HAC[n 1111~ r,oPIA nE LO~-coErICIENTEs.- ---
20 DO 30 I • !,trri 

PRcl> • orP.c!J - - · 
· PlCil • Op!(!l 
-' ---sHnCI>-~C~PPIP?,(~fH)hp~pu7~1~1~1·>-------------
. 30 COUTillQE 

e GRAOllAP. EL rnu1rn1110,-- -·· ··-·--
Prm • SCAlf(rJIJ1SlfJ:.1[l/.J1líllhSMALfl01llAS() 
IfCfiNo·EQ.I .ono> -{,O Tr-·40-·---
0D 35 I • 111111 

-, ---PR(_I,-:-RtlO•PP.Cf"J" 

31 

START or SEGMENT 005 
e oos1000010 -------------
e Ol>510000,o 
e oos1000010 
C OOiJ00001D 
C 00510C00101---------------
C 0051000010 
e 00510000 10 
C OOS1D00010 
e 0051000010 
e oos1000010 
e C05100nc10---------------------
c 0051000010 
e oos1oono10 
e oos 1 0000 1 0 

e ocis:ooooro 
e 0051000010 
e oo~,000010------------------
c oos10ono10 
e oo5sr.nooao ----------------- -·----·
e 0051000010 
C 0051COOC10 --------------------- ··-·--· 
e 0051000010 
e 0051ºº''º10 ------------------
e oos1onoo10 

. e 0051000010 -------
e oos1000010 
C 0051C00010 
C 005100M10 
e oos1onoo10··~----------------~-
c 0051000314 
e oos1noos1s 
C 0051000Al2 
C 0051COOCl4 
e 0051000012 
e oos1ooor1s------------------
c oos1001114 
e oos1001212 
e 0051001•12 
e 0051001412 
e 0051001114 
e 0051001512 
e oo51on181S 
e oo51001s15 
e 0051oo1r11 
e 0051007.t 15 
e oos 1 oo?.u o 

------------------------. 

e 005100?.611--------------------
c oos1002e11 
e oos100?.!14 
e oos•oo2a14 
C 005100?.AIO 
C 005100?.0IO 

------·-- --------- --- --

e 0051003011-------------------~ 
e 0051003512 
e 0051001511 
C 005100.181l 

·-·----- ---·- -· -· --
e oo51oolr12 
e oos1oolrsJ ! 
e oos1004110 .... 

N' 
N J 



e 
PJ(ll • RuO•PIC!l 

J5 CIJllTilllÍC . 
PRl~CIPIAR rl ALGílRIT•O PARA ALGUN CERO, 

40 trcttu.~T.~> en Tn so 
CALCULAR [L ~[Rtt JlllA¡ Y REGRESAR, 
CAL l en 1V10 ( •Pl!t2);~Pf.fh;Pf!f+t;PH1-r,ZEROR(OEQREE', 

eZ[ROtCnrr.f![E)) 
RtTUílll -- - --- - . 
CALCULAR 0110, UllA cnrr 111rtRIOR PARA LOS HílDllLOS DE LOS CEROS, 

50 no 60 r • i.11r. - ----- - --·- --- - ---- --·-
¡ SHíl<ll • cnnncrHct1.p1c1¡¡ 
;----6~ CO!ITlflU( - -----------------

9fl0 • CA!lr.JIY(rJll,SllR,Sl•I 1 
e 
e 

i e 
¡--·--
1 
: 

LOnr (XT[RICn PA~A co•TROLAR-2 PASCS-nAronEs COff DISTl~TAS SUCESIO NES 
oc cA11ntns. 
DO 1no CNT1 a 112 
pP.l11f.R (STAOO nf. cALCl'LO• lllllGIJN CAHBIOo 
CALL r:ns1;rrcsr-· _ 
LOOP llJTfíl!IO PARA SELrccrnJJAR UN CAnn10. 
on "º rnr2 ~ l•Q ---- ------· 
S[ tscnr.t "" c•11n1n or 11ílOlllO Rilo y AHPLITUO ROTADA 
94 r.n•nns Of.L CAllOIO INTERIOR,---------------- -

! XXX • cnSk•Xx ·SillR•YV 
----,.y·= s ltlP•~x--·-cns ..... ....,-------------
¡ XX¡aX(X 
~- SP. t:: e~iO•XX 

SI a OUíl•YY 

I • ¿¡~~,,~~s;¡~;~~g,gr,T~:~~;~~: ~ii~~~1n-r1-.m.--
~-1rc .. t:nr, cnrJv >-r;11-l 
' e EL SEr.11rmn rsTAnn SALTA n!RECTAHCllT[ AL rrncr.P. [STAOO oE LA ITERAC ION, 
1 e SI 5[ r1rnr rxPn·EL-CíP.O-SE--aUAROA-Y-EL-POLlllOHIO SE OEíLACIONA. 
' 1 om1¿ :::. uUiUrr • PW ... 2 
1 7ERORC!Mlrl2) : zn---- ---------
\ zcnorc 1nm12> • zr 
--- - r.r: = rm • 1 -------------

00 70 l • ¡, 1111 
rR ( Il • flrP ( I) 
PH Il • nrrc 1> 

70 COUT trl'J[ 
GO TO 40 

----80- cmtrJt¡11c-~ 

. e SI SE r~ACASA Eq LA !•ERAclOll SE ESCOGE OTRO CAHDIO, 

e 
e 

90 cor:nr11Jf -- - - .. ---------------- ------
SI FALLAll 9 CAHnlos, rL LOOP EXTERIOR SE REPITE CON OTRA 
SUCE5Inll OE cA1tRIU51· ---·------··----

100 COllTlllllE 
'-i:·--- EL· ~ETOOO-HA--f',\ltA~Aó PASES lió ¡ORES, 

e RETUP.11 rurrr 111.11~EO, 
rAIL • ,TRUE, 
R(TURll 
ENO 

e oo51oou10 
e oo51ooor12 
e oo51oo·•A11 
e oos1ooü11 
e oo51COli.crl 
e oos 1004c·11-------------------' 
e oos ioo5413 
e nor;,nnc;613 
e 00~1005710 

--------- ~-- ----- -------· -·· 

e oo51oosr10 ---------- ---------- ·---- ----- -
e oos1005a10 
e 0051005011------------------~ 
e 0051006010 
e 0051006•11 
e 0051006411 
e 0051006•11 
e oo51006510 

-----------·--·-

e 0051000510-------------------
c OOS100IS610 
C 0051QM610 
e 0051006110 
C 0051006710 
e oosroo671íl 
e nos,00•912------------------
c 005JC'Of.Br4 
C OOS1Q06CIJ 
e oosrc06[r3 
e oos1ooro1J 
e 0051001011 
e oosroorJ1J------------------
c OOS10o741J 
e oos1nnr•:J 
e 0051001013 
e oos:oo771t 
e oos1oor912 
C OOSH107B13 
C 0051G0701l 
e oos:oorr:o 
e oosrona1 ''° 
C 005:00A41J 
C 0051COi17:?. 
e 0051 roB715 ·------------------
e OOS100A715 
C OOS100A715 
C 005100R~.10 
C 005:00BA10 
C 005100BA10 
C 005100RC1I ----------~---------
e 005100RC1I 
C 005100BC1! 
e oos1ooac15 
C 0051QOB0t2 

SEGHENT 005 IS 0090 LONG 

~1 

"'' "'' 



: 
' / SUOROUTif!( flOSllrT<LD---------· 
: c CALCULA LA O(íl!vAOA OFL roL!t:011!n COllU [L POL!NDt!IO 
1 C INICIAL H Y CALCULA ·l'-POUNOHIOS-~·SIN CAHSIOS, 
¡. C COrnrou ARíA. 
,----- co11,.oll/GlOllAL·/PfhP~rlif7tth11Pf!nif'-1..-.:HR, QHI ,SHR• SH!, .. 

•sp, s r, TR.1 T r. P\•R, rv r, Ar[, lfR[• ET"' l f"JN .. "" 
OOllC!L[ PJ<r.c r 51011 Sil' z '., Tr• TI, PVr.• PV ¡,AR( •llRE• rTA>I ritl• 

.PR(SO)•ric50).1Híl(S0).1•1 I(50)•QPR(50)-'QPIC50)1QHRCS0)1 
•QUI'~º )J' SH~C50), SHI csr) 

OOIJOLE PPEr. Is rrrn x:u .. 'r1, T?, e mio 
~ -·-· -- u 2 rm - 1 ·· ---------------
. NMt • ~ • 1 

oo 10 1 • 1 .. u 
XNI • ~u • r 
HRC 1 > • wr•rr.c 1 ltrLOrTCtll 
H!C!l • Xfl!•P!C!l/rLOIT(lll 

'--;o cnr;r11111r ·- ·-··- -------------· 
. 00 50 JJ • loLI 

rrcc11onCHN(fl)oH!(H)),¡E,ETA•IO,ooo•cMOO(pRCN),p!(N))) 
•GO Tn 30 

CALL cn1vrnc-PRcfltt),-r1cHN)'HRcNJ,HI(H)1TR,TI) 
no 20 r = 1.11111 

------J = rm ·-?- -- ------·--------
r1 = 11nc ..1-1 > 
12 = ll((J•ll 
NRCj) • TR•Tt • Tl•T2 + PRCJ) 
HICJ) :r Tl:•"r2 + TI•Tt-+·P¡CJ}--------~ 

20 COllT 111ur 
lfR!ll = Pf:(!)-------------
H!ClJ •PI(!¡ 
no ro 50 

i c SI [L Tí.Rttil/O COllSTAIJTC: r.s ESl:UCIALHENTE CC:RO. CAHRIAR H COUICIEN TES, 
30 CO 40 I = t.llHI ·- ... -- ----------

¡ J = mr • I • 
---· HRCJ) a· HRC.J-1 

H¡!Jl • ll¡CJ•ll 
40 COt~TitltJ( -----·---------

HRCI ¡ • O ,ODO 
HI<ll • O,ono 

. 50 Co~r!ttUE 
----RETuP.11-----------------
. rnn 

START or S(GHENT 007 
e 0011000010 ..... ·-------·------····--
c 0071000010 
c 0011000010 
c 0011000010 
e 001,oono,0--------------------i 
e 001inooo10 
c 0011000010 
e 0011000010 
e 0011000010 
e oo7:üooo10 
C 007IOOOO10 --------------------; 
e 001iooo210 
e 0011oottJro 
c 0011000 .. 0 
C 0071ct<JOOI! ··-........ ·--
C 0071000915 
e oo7:ooaoi4·------------------· 
e 0011ooor1s 
e 00111101110 -· ··-· .... --·· 
C 0071~0IA15 
C 0071001At5 - · · - ·--- - .. - ..... 
e 001:0021ro 
e 001:11c>?.a10 -------------------
e oo71no;>A11 

oo71002cro 
0071007015 
0011003315 
007tilOJAt0 
0071003C 1! .. -------------------
0ú7IOOJú15 

C 0~71OOJf14 
e 0011004011 
c 0011004011 
e 0011004110 

--------- --- -·--·-·---

e 007ro04l1 !·------------------~ 
e 0011004610 
e 0011004a1s 
e 0011004010 

007r004Cl2 
00711'104Dl4 
007J004íl5-------------------

c 0071005012 
SEGHENT 007 IS 0058 LONG--------·--. 

-~~~~~~~~~~~~~ 



,,,i.\,,;"',:1~~·-~:-.:.- .... .; -,.1._.,-'" .. ··_:·::::,.'-. -, 

SU"ROUT!llE fXSHíTCL2•7R•Z!•CONV) 
e CALCULA L2 POLllJOlllOS 11 OE cA11r.10 rtJO y PRUtBA PARA 
e co11vrnr.Et1c t A. 
e llllCIA Uht !TE~AC!OU re cg11r.Jn VAelAOLf y REGRESA CON EL 

--e -- ceno A~rnr ll'•Nl-5 r--!lf.-T1Ct11:-·Eltt rr1,----- · · --· - · 
e . L2 • Lll\JTf 0[ PASOS re CA'IGIO rtJO, 
e zn,zt - C[Rll APPOXIHA['O SI cnNv ES .TRllE. 
e CO•IV • VARIAOLí. 1.or,1cr QllE tlmttA COtlVERúEllCIA' EN EL í.STADO 3 oc L A 
C ITERACIOll. 

. e C0 1 lllO~ ANCA. 
---- COl!liílll/GLOf' Alf PP.1PhttP>ttl 1CPlh-nptrtiHR1~Hh SHlh SHI 1 

•SR· SI, rn. TI, rvn. rvl. hrE111Rf1ET A• lrtN1lill 
DQllBL[ Pprr. 1s1 OIJ sn• s ¡, T R' T l •PVR• py¡, ARE. ttnE1ETA'1 ÍIN• 

•PRC50JoPIC50¡1HCC50)11•t150)10PRC50J10PICS0)1QHRC50)1 
•tHIIC50),SllF'.(!;011~l1ICS~) · --·~ --- -·-- ·-· · 

0011BL[ rr.r.ctslOfl ZP.1Z'10TR10TI,SVSR1SVSl1cHOo 
---- LOGlCAL r:m:,1;TE~"f7f"'~·r-,1Htn ~ 

u • tm - 1 
CALCtlLAr.' r CU ~. ··- ---· - -------- ------···-· 
CALL POLYfVCllll•SPoS!1•R,p¡,gpR,gPl1PVR1PVIl 
TEST e .Tl{tJ[, ·······- -----. ·· 
PASO • ,íl\LSL. 

--e--· CAl.CULAH r1:111Ettn T • _, CST/ltt"5'~.----
CALL CALCTCOOOL) 
LODP PRlllclPAL PARA· 1J>'- PASO! SEG11HnG ESHoo. 
C\Q 50 J • 11L2 
OTR e rn 

~e---· gxt.c~Lg ·Et:-!. lt;ttl€#Trytl1;fll011fll-tr-'f-EL-4itJEVO T. 
C~LL llf.XTllCDOílL> 
CALL CALCTCl100L1 
ZR : SP • TH 
Zl s SI + T! 

' • PílílDaC rARA CONV[RGrn•11 AL Uf.NOS QU[ r.L rsr,oo 3 HAYA FALL1DO [ST A VEZ o 
--·c--·rsrc l~ f.L ·HtT 111n-rnL1Nn111n--u-·~, -----

1~c0onL.nR •• t1nr,rtsr.~n.J,EQ,L2> GO To so 
trcc~no(TR•OTR1T1•nTt\,GE •• SnO•tHílnCZR1Zl)) ~o Tn 40 
IFC,noT.PASP) 60 TO 3• 

; ~ ~~p~~~[~~T~~~ 1 ÜE 0~.c~~~~~~~~~!'o~~r~igºó~'~!~~A~º!Lv~g~~~o~~~E~Z!~ ,~iL 
~---V ('l¡,HOJ/\P.t·-~ . 

DO 10 l = l•ll 
SllP C l l = 11~ II) 
SH!lll ~ 11111) 

10 COllT!lllJ[ ·-· ----- --·-----
SVSR e Sl? 
!iVSI =- SI 
CALL VRSllíTC10oZR,Z¡,rONV) 
IFCCOIJV) P(TUP.11 · ·-· -· · ·· ---·-·--- --· 

¡ e LA !TtRAcJOll rALLO LA CílftyERcEt1cIA. DEJAR LA PRUEBA y RESTAURAR H• S•PVIY T 
; T[ST = •FALSE• -··----·---·-·------. - --
; 00 20 I = 1'11 
---- HR( I l •· sHRl'!-)----------------

Hl C ll • SllIC!) 
20 COllTillll[ · -- -·---------·-

; SR • svsn 
:· SI • SVSI ·-
¡ . CALL POLY[V(UN1SR1SI1rR1Pl1QPR1QPl1PVR1PVIl 
------i:Al~l~-T-<t-flffl1!::7-----------------

START nr SfGHENT 008 
e ooa1000010 
e oo~1000010 

e oos1000010 
e onssr1noo,o 
e ooa 101>00 10---------------------' 
e ooa1000010 
e ooa1oonu,o 
e 0081000010 
e oos1000010 
e ooa1000010 
e ooa1000010------------------~ 
e ooa1000010 
e 0081000010 
e oo~1000010 
e ooa1000010 
e ooa1000010 
e ooa1000010,--------------------, 
e ooe1000010 
e 001\J 0002 •o 
e ooa,0002,c 
C OOAI000Al5 ·-------
C OOfH01108t3 
e 00A1oooc11------------------~ 
e oos1oooc11 
e oos1oonu12. 
e 0051000012 
e ooa1oooc10 
C OOAIOOOF"tl 
e ooa1001110------------------
c 0061001110 
e 0061001211 
e ooasoo1312 
e ooarno1610 
e ooe1001a1• 

008100l61•-------------------
00A100l~1• 

e 008100IB1I 
e 00~100241• 
e 0081002s1• 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

00Ai0025tll 
008100?S1•---~---------------

0o8M~2514 
0081002710 
OQAI007.~IO 

00~1002010 
OOR10l12F"t1 
0081003014-----------------
006I00321! 
0081003414 
0081003610 
0081003610 
0081003614 
008100l8IO------------------~ 

0081003R•O 
0081003(10 
0081004011 
0081004114 --·- -·--·---··- ·----· -·--·- --·- -
008100•3•1 
00&1QO~C11>------------------_¡~ 

"' .,,, 



-·-···.:...;....:. ·----------------------
GO TO 50 

30 PASO • •TRUE:• -
GO TO 50 

40 PASO • ,fALS(,··· --
50 COUT !llll( 

-e--- RfALJCEt10S--tltl~l1tftttlltffl-tt-f'IHAt-OEL SEGUNDO ESTA 00, 
CALL VílSllFTCIO•ZR,zI,rO~V) 
Rr.TUl!ll ···-··-------··-----
(NO 

------· ------------------------

... -···· --- --------------

-··----·------------

------- -----

. ---- ·-------------· 

--------------· 

e 008100•011 
C 0081004DU 
e 0081004E12 
e oos1004E15 
e 0081004ra 3 
e oos1oos114--------------------' 
e ooeioosti• 
e 0081oos•r1 
e 0081ons•1• 

SEGMENT 008 IS 0067 LONG·------- --

------·- -- ---·- -

... 
~ 



t~.i:::~~.¿G.:;:~~r-'.~; '~~ ·.<::;;!::'-!::'.,;:.;,,,.. .. :;;~\~.·~·,,; .:.-'. 

e 
e 
e 

:-t---
c 
e 
e 

SUllROUT t ur. VRSltrT CLJ .. ;-n, z t .. couv) 
LLfVA A C'"º EL TERcEr ESTADO nE LA ITERACIOH, 
Ll • Llll!T[ OE PASOS rtt f.L E5TAPO ], 
ZRoZl - AL PAlttCIPln •nttTl[ttE A LA IT[RACION INICIAL• SI LA 
ITEP.ACllltl- cot1vEf!GE-e<JN IEHF-A-t:A-ITERACIOH- r lttAL 
A LA SAllnAo 
CO'iv • • TIHIE • SI LA J TERhC ION CONVERGE• 
co1111n11 Anr.a, 
COnHOll1~LO~AL/Pf!oPl1Hr,Hl1QPRoQPl•QHR•QHl•SHR•SHlo 

' •SR .. S[,TR,T? .. rytt,PvI .. A~E.ttR(,[TA,trtH .. NN -
·--- ílOllRLE rRlr. l5IOIH1TTS•-rT1frH'ri'Y1171'VbApE-.H¡¡E•ETA• I í!N1 
l •PRCSO¡,r1cso¡.Hncso¡.~1(50)1QPR(50)1QPl(50)oQHR(50)1 
) •QltIC50),SllftC50) .. SllIC5f"") ··-·· ------·----- - -· 
1 oOuílLE PRCclSlílll ZRoZToHPoHSo011PoRELSTPoRl•R2•cMOoooSORToERREVoTP 

LOr.ICAL cnnv,o,nooL -
1 cora1 

• • r ·'Lsr, 
-, ----R ~ ;rAtSt9'--="-------------------

e 

SR • Zíl 
SI • Z¡ 
LOílP PRJllC!PAL PARA E¡ ESTADO Tíl[S, 
00 60 l = l •LJ 

e r.ALCllL.\P p ni 5 y pPOrAR cOllVERr.Ellr,IA, 
--- CAl L rflt.Y[V(fttl;Sn-,s·t1rff·.;r-1,-0Pff;;'QrJ·,iPVRTPV1')--

Hr • caoocr1n,rv1> 
llS ,= C•tflPCSR,Sll ------ ----
lfCHP,AT,20,0pO•ERREV'Nll,QPR,QPl1llS•HP•ARE•HREll GO TO 10 

1- e EL VAlJlf! OEL PílLllllJtt!"- ES 11EtlllR-EN- VALOR QUE u•u COTA r.H EL ERROR 
, C AL CALCULAR P• TC~HIU: LI ITCRAC!ON, 
-----cor1v • ;TRU • 

ZR • SQ 
Z¡ • s¡ 
RrTllílll 

10 1rc1.CQ.IJ no rn 40 
1rcc.n~.11P.LT,n~1r.nn,rELSTP.ct •• osno> GO rn 30 

:-c--LA !ff~AC!Utl sr.-11~-t>UEH!Ol)--¡-PROlh\RlE---ACUt<IJLAC!ílN DE CEROS, HACfR s PASOS 
: e CE Cll!ll!U r!JO r•f:ttTRO ~EL PUllTIJ p[ ACUllULACION PARA rORZAR A UN cE RO A 
· C OOHIU1'\ll, ---· -- · .. :. 

rr • nn.srr 
e J;" • rnur.. 

¡ lí(ílf.LSTP,LT 1 ETA) TP ~ETA 
------ Rl '::' 0:'.;tlP.TClr} -----------

R2 e SR•(J,noo + Rl) • SJ•P.1 
SI • Síl•RI + Sl•CloOOr.+Rll------------
SR • R2 
CALL POLYEVCllH0Sk,Sl1PR,P!1QPR,QPl 1PVR 0PVIl 
DO 20 J = l>S 
CALL CALCT<Oll0t->------------
CALL ti EX lit ( ílOOL) 

20 COIH!llllE 
OHi' • IíUl 
GO Ta 50 · ----------- ---- ------- --- -

e SALl04 SI [L VALOR oE¡ rnLINOHIO CRECE SIGNlrtcATIVAHENTE, 
c--30 lf"CftP•1100eGTe0HP+-R~RN---·---,--------
' 40 OHP • llP 
: C CALCUL4R LA Slr.llIEIHE-HERACION,-------
J SO CALL CALCTCMOL l 
: CALL NEXTHcROOL-l ---------------------
1 CALL cALcTCOoDLl 
,~r(BOD~~&&~:i---.~----------------
1.__ _________________________ _ 

' START or SCGHENT 009 e 0091000010 -- --- ------~--

e 0091000010 
e 0091000010 
e 0091000010 
e 009 1oono,o------------------
c 0091oono10 
e 0091000010 
c 0091aooo10 
e oo91o•ioo10 
e 0091000010 
e 00910000 10--------------------
c 0091000010 
e 0091000010 
e 0091000010 
e 0091000010 
e oo9ir100010 
e 0091oono14-------------~-----~ 
e 0091000112 
e oo9100021s 
e 0091000412 
e 0091000412 
e 009J0005r0 

---- ---···- -----·------
C 009JQOQ510--------------------
C 0091000015 
e 0091001110 
e 0091001411 
e 0091on1c12 
e oo91nn1c12 
e 001roo1cr2------------------~ 
r. oo910J1n10 
e oo910,11c1l 
C OQ9SOO:?Ot0 
e oo9:00201l 
e 009100211• 
e 00?1oo::?a11 ·-------------------
c 0091002811 
e 00?1002a11 
e oa91002a11 
e 0091002910 
c 009100291• 
C 0091007.Utt--------------~-----
C 009100?.E1• 
e oo91oon10 
e oo9100Jr12 
e 0091003s15 
e 009100•11• 
e oo91004l10-------------------
c 0091004411 
e 0091004512 
e 0091004713 
e 009100•910 
e 0091001J9 1 3 
e 009100•911-----------------~
c 009I004fl0 
C 0091004í1S 
e 0091004r1s 
e 0091005110 --
e oo91oos211 
e 0091005312'-----------------~ 

l\l 
...... 



~J.f".,l..,."i."'~~.;,; .. ~ ~ :..:'.t~:,.;•i;j.,.,.~:~-l:· ._<;.:! :"··-<·"'~·.,"'...1 ..... ~,.,.~.-.,,,. • ..; ... -... 41J ''",.,,...., ._,. •• '~'·"·•· >:-<!"-<!!~ •»."..::..:...-.·•. • ;.;.;,. ··-.·..;;,_,. iu"':·"~c~-.:~-~-· :..;,.•:-~,·,:,;;. '<·'"'1 

r~·-- -RCLSTP ·-:· C~OOCTR, TI )/rHDO(SR,SI) 
; SR •-SR + TR · •· ·------- -----------·-· 

! eo ~~H;,:~E· '' 
1 RET!IRll 
í·--- ENO • ---------------------

~---·- ----------------~--

~----·------------------------ -- --

~ 

' - . 

--------'-------------------

e oov 1oosu1 
C 0091005AI 1 ··- ·· 
C 009t005Ct5 
e oov1oosr13 
e 009100611• 
e 0091006211---~--------------

• SEGHENT 009 l S OOH LONG 
-·--··-----·-----

------ ---------- ·---· -- -·. 

--------------------...; 

- -- -------·------

";;3 .., 



SURROUTill[ CALCTCnnnt) 
C CAl.Clll:AO Ta •r(S)/llCn, 
e no•lt - tnr.ICA, ,TP.llf:, SI 11(5) r.s E~nltllLrtl:NTE CfRO, 
e cn·•HOtl APíll. 

co•111r.r11r.LO"'!tL/Prt1 r l JI tlr, Ul,. 11PR111P I, r¡HR1 t')fi!, SttR1 SH I, 
• SR1 s I, Tti1TI,1'Vf!1 rv I,. Arr, t!P.[,. [TA .. I t I u, tJU 

DolllllE rnrr.r s I nn sn· s' 1Tr.1 TI ,PVR1PV l •ARE•HRE •ETA• rr IN• 
•PRC50)oPIC50¡,H11150>••lC50),QPR(50),QP!(50)oQHRC50)o 
•QHICSOhSllPCSO>.SHICSrJ -- ------- --- -- -----

1 OOllRLE rncr.1s1011 11VR01'Yl.c1tOO 
,-, ~~-,to~r~~t.n~nt~--------------~~~-

'C CALCUL~R'll($¡, __ ,_,_ -- --------
tlLL PntYEVIU•SR•Sl•ttr•Hl•QHR•Qttl•HVR•ttVIJ 
0011L • cuno CtlVR,llV". t f:' AR[• I o ¡OOO•CHOíl (ftR(H) ,HJ(H)) 

, 1rcooou en ro 10 
· Atl ·en rv ?'~ncrc~-~'"l,.M-r1wr,.,,_1 t-hr<t"'' ~"~°''"'"'""'lh•"T"'~"'""'"'l""> ________ -- ·-

RETURll 
! -10 TR • o,ooo-

TI • O,Of,O 
RETURll 
END 

- - -------------------

-----·- - ---- -·- --

START cr S(GMCNT OOA 
C OOA1000010 
C OOAJOOOOfO 
C OOAJ000010 
e 00A1nono10 
C OOAiOO~O¡O·-------------------
C coA1cono10 
e oouoono10 
e oo~1000010 
e ooAJ nono 1 o 
C OOA1000010 
C OOAfOOOOro------------------
C OOArOOOOJO 
C OOA1000210 
C 00Ar0002rO 
C OOA10009:5 
C OOAJ001115 
C 00At0012r2------~-~---------~ 
e OOA100IA12 
C 00~ 100IA1S 
e OCA1001c12 
C OOAIOOIOIS 
C 00AIOOIE12 SEGH[NT ODA --r s-OOZ-1-t1)1(,,,_ ______________ _ 

~ 



SUnP.OUT!tJE· llEXTllCUOOt:1•-----~----
C CALCULA EL S!GU!EílT[ rOL!llOM!O CA"DlADO H. 
e 80ílL - LílG!CA1 S!--.TR\l[,-H(S)-[S-(SrnctALHCNTE CERO, 
e co:irrnn ARLA, 

~----- COt!HO!!/CLORAL-/PR;i'!~1=7H-l-¡QPP.-r>P.I-,tlHR70Ml, SHP, SHI, · 
•SR1S I, rn, TI •PV•1PVl1ArE1llRE•ETA1 lf!N1fll1 

i'H"1tlílL( rr.r.r. t SIº" SR.1 s y, Tlh TI, PVR, Pvl, ARf..1 MRE,E:TA, I rIN.1 
•PR e so), r r C!'O), inl e ~o,,, I' I e so,, r1PR e 50), QP leso,, OHRC so,, 
•r.111eso1 .1Sn'?csc' ,5111 csr > 

ODUOL[ rílECtstn~ 11,T~ 
r·----- lOt.fC.AL flOl1t ·-··----------------- - · 

e 

N :s flil • 1 
tHl1 = 11 - 1 
rrcnooL> e~ ro 20 
DO 1 o .J = '-, t: 
Tt :s. QllR(J•l) 
T2 = q11¡ (J•t ¡--------------
HR CJ> z TR•Tl • TI•T2 • QPR(J) 
H!CJl : 1R•T2 + Tf•Tl ·+ QP!CJ) ----------~--

10 CO'lT!fiiJ[ -
HRCl> =ornen 
H!CIJ = OP!CI) 
Rt Tt1R:1 · -· ----=----------------
SI llCS l í.S CERO P.EOlPI AZAR H CON QH, 

20 DO JO J =~•ti· ---------· ----------
HRCJ) • íl!IRCJ•ll 
ll!CJ) • O!llCJ-ll 

JO CO'IT!tWE 
HRCll = o,nOo·--------------
11!( u • o,oro 
RETUP.tl 
EllD 

START or SEGM[NT 008 
----¡ 

e ooe1000010 ---- --------
e OOB1000010 
e oon1000010 
e oos1000010 
e 0001000010--------------------i 
e 0001000010 
e OOB10000r0 
e 00R1ooooro 
C OOAIOOPOIO 
C OOfHOOf'lOIO 
C OOR1000010-
C OOAIOOOOIO 
e 00Rsooo210 ~·-·---------- -
e 0001000310 
C OOíl1CCCl315 - ·-·--- -· -----
C OOAIC005&0 
C 001i:OJ<i710 
C COíllC00910 
C OOfllC'OOFtl 
e 00111001512 
e ooesoo11s3 
C OOR1001912 
C OOBICOIUll 
C OOR100!B14 
C OOR100!0l4 
e oon1001010 
e ooe:oo2010 
C OOR1007.3IO 
C OOB 1002511-------------------
C OOR1007.613 
e 00R1002r•5 
C OOAI00?812 

SEGMENT 008 IS 002r 1.;DHQ----------

g J 



f'.i.;::;!.S~k.-,.;;,:, ·,c.f ;:~;.i:r"'::,,,·¡.:-:.-:::.~:i·'-1 ::-i.."":· i _ -~.~,;,, .' :-;·,: -:•,;, ,},•. · ~-:'"o-~X .:·:;o·'t,; ;•o--0.:.;;•'·: ·, ;'" ·.::.>,.,,.· ~~" ;;:~'·. • 

SUflROUTI flf>.Pnl Y[V(mh·e;P.,Sl•PR•PI ,QR,.QI,.PVR .. PVJ) 
' e CALCULA Utt POLlllOHIO r [tt s tt[OIANTE LA RECURRENCIA DE HO"N[R 
: e COLOCAflOO LAS SUttAS piRcULES EN Q y EL VALOR CALCULADO EN PV, 
1 OOllOLf. rRrc1s1011 PRClll"J,pJ(Ntt),QRlflN>.QICNN), 
:--·-•SR• st ,rvn.f'vr, 

l. . ~~g: : ~~~:~ -----------------. 
PVR o·QP,(J) 

t PVI • Ql(ll 
i 00101.2.rm 

1
----T-•·PvR•SRR~--t>p~g~¡roS~l,_,+.....,P~RH(~IH).-------------

• _ . ~~~: ~VR•~l-~_"._~l•SR. + PICI> __________ _ 

ORC ll • PVR 
i· OICI> • PVI ---
! 1 O CONTillll[ ETOR..-----------------------

ENO 

! 
i--· 
1-- ------------
1 
1 L. --------·--
1 

i ··- ··-

' 
' ! 

í. ----

,· 
' 

START or Sr.G~tNT OOC 
C OOC ICOCiOZO 
e ooc,0000,0 
C OOC1000010 -
C OOC1000010 
e ooc1000010---------------~----, 
e ooc1000010 
e oocaooo11s 
C MC 1000314 
e ooc1ooos10 
e c.oc1000612 
C OOC1000810-------------------
C O Oc 'ºººet 1 
C OOCtOO!Ot2 
e ooc1001111 
C OOC100ll12 
C OOC100IS13 
C OOC10017t•------------------~ 
C OOCI001811 

SEGMENT OOC IS 0029 LONG--·--------·- - --· -

--------- ·----- -·-- -

gj 



r-· 
; 
1 DOUBLE PRECISIO"·FUHCTIOH CRREVCNN,QR,Qt,HSrHPrARErHRE) 

e ACOTA EL ERROR EH EL rALCllLO PCL POLIHOHID MEDIANTE LA RECUR~ENcIA 
C DE llORllERo · ·· ·- ·--- ·-· ··-·- --- ··--
C QRoQI • LAS SU~AS PARr!ALCS, 

;-c·-·11s • 11nn11Ln·or.t:-rut1ro,,-,----------
1 e HP - 11nnuLO oEL VALOR PEL rOL!nílnlo. 
: e AR[·~--r - COTAS OEL EFHOP. EN LA 511MA ·y LA !!llL TIPlICAClON C0HPLEJA5 • 

OOllALE PREC ! SI íltl QP, C lit" J, 111! Ntll, HSo liP ,ARE o HRE,Eo CHOO 
E • cMno<OnCll•~I(IJl•HnE/(IRE•H~El 
00 10 1 • lot!ll 

¡--·--·E = E•ttJ •··C1tCO(OP.Cf·t,--qI-tlll--------· 
· 10 co:ir11111r. 

ERREV • t•CIRE + llRCl • HP 0 HRE 
P.rrurw 
Et!O 

--------·-·-··- ---------·· 

---------------

-----

~-¡ 
' ¡ 

' 
1 

CST~~b1gbo~i8MENT 000 
e ooo,0000,0 
e ooorooooro .... --· -------
e ooo,000010 
e ooo,0000,0 -
e ooo,0000,0 
e ooo,cooo,o 
e ooo,0000,0 
e oon1000010 - .... -- -- .. -·. 
e oon1ooo•u 

' i 

e 0001000610------------------
c oon1oooa1s 
e oon1000E10 
e 0001001015 
e 0001001112 

SEGHENT 000 IS OOID LONG 

ITT 



DOIJOL[ rP.LCISlílll r1111c•1011 CAIJCllT(fl'i•PT•Q) 
e CAUCHY CALCllLA IJllA cOTA lllf[~IOR PARA LOS HOOIJLOS OE LOS CEROS DE UN 
e POLlllOttlíl - rT rs EL rOOULíl DE LOS CílEFICIE~TES, 

OOURL[ rnrc1s1nn Q(MN),PTCllNJ•X•Xt1.r,ox.nr. 
:·---•oAns.or.xr,ntnc 

PTCllll) • • PTCllll) 
C - CALCULA IJllA EST!HACIOP SUPERIOR-OC LA COTA, 

n • trn - t 
X • OEXp((ílLDc<•rTCH~,,·-·DLOG(pT(l)),/FLOAT(N)) 

i IFCPTCllJ,[Q,0,000) GO TO 20 
r-e--- s 1 -[ 5~ Jl[JOR ·n:-10~lt-!lf-HE1fffi"'N-F["ll-Et-o"'""'' ... ªfftT-11T-fti ZA RLO .. - .. 
' XM • •PTCNllJ/PT(lll 
/ · IrtXtl,LT,Xl X •·xtt------------
. e CORTA [l INTERVALO (O,X) HASTA QU[ r • o, 
:·- 20XM•X•.too-·--
' F • PTC 1 > .----no 10·1~-+~~.~.~.-----------------
l F • F•Xtl + PT(l) 
f-· -30 COllT!tllJf. · -- -------------· 
j 1rcr.tr.o.oooi r.o Ta 'º 
1 -- X 2 XH -·---- ------·------

~---40 gi !ºx 2~ ------------------
. : e [f[CTUA LA ITERIC!OQ rr. NEHTOll HASTA Qll[ X CONVERGE HASTA oos ctrR AS 

• e··. OEC!llALES, - ·· 
1 50_ IFCOARSCOX/XJ,LE •• oosroi GO TO 70 
¡-· · QC!l • PTCll ·-···· 
! 0060!•2•1111 
~---- Q ( lJ ·a Q ( "l ""11-lH•~•-•-P""'tf<!P-'l!"l,...._ 
1 60 COtlTftJIJ( 
.. r • oc1111> 
[ or • oct > 
1· g~. :5 oF-~ ~·~CI> 
f..---fls··co11rrn11r.----------------
i OX • F/OF 
1 X• X• DX------------------
" GD TO 50 

70 CAUCHY a X -- -----------------· 
RETURtl 

'----<"N 

START ·n·r S[GMENT OOE 
e oor.1000010 
e oor 1000010 
e 00E1000010 
e ooE,000010 
C OOE1000010-------------------~ 
C OOE1000010 
e oor1000212 --------· ------·- ---· 
e oor.1000212 
e oor.1000314 
e oot10009,J 
e oor.1oooc11---------------------c 
C OOE1000C1l 
e oor1001012 
e oor.1001211 
e oor.1001211 
e oor1001110 
e oor1001a12---------------------c 
C OO[IOO!AIO 
C OOE100I01! 
C OOElOO!r12 
e oor100201~ 
e oor.roo2113 
e cor.:00??20------------------
c OOf.:007.~15 

e oor1oon15 
C 00[ s Ch122 15 
e oor1002v10 
C OOE100ZA15 
C OOfl002CtO------------------
C oor.1003210 
e oor 1ooJ•11 

OOEI003612 
oor.1003714 
oor:10039ao 

e OOEIOOJc11-------------------
c OOEI003[12 
C OOEt003íJ4 
e oor100•110 
C OOE1004!13 
C OOE1004212 
C OOEI 004215 ------------------

SEGHENT OOE IS 0040 LONG 

(;l 
w, 



ooueu: PRECI SIOU ruuc-•·!Ofl-SCALt-{f-111,PT .r.r •• If"IN• SH
0

ALND. RASE) 
e REr.RESA UIJ r•cTor. í.SCIL~ PARA •tULT!PLICAR LOS COErttlENTE:S DEL 
e POLI"OM!D. LA ESCALA ·FS·HECHA PARA EVITAR EL nvERfLOW y PARA EVITA 
e llNOE~fLOW NO•Q[TECTAor !UT[Rf!R!EllOíl (U EL Cíl!TER!o 

.-·e---- OE CO:JvEf?GE:HeI h .. -F.L-rt C-TOP.-ES-UMA ·rOTEtfC I A OF: 1.A BASE"• 
e rr • Hnr.11LO 1•E Lns corric1rnrrs ne r. 
e ETA,1r1r1,s!!ALNO.~Asr • cnrrsTAHTES nESCRIRIENnn LA 
e ARIHlETICA or: PlltlTO ti OTAr:TE. 

r.ounr p1:r.c l 51 ílll PT( N" ¡,ETA• 1 r JN, S!IALllO• BA sr. ti 1. LO· 
•HAX, •~1:1, x, se .os 1rnr, nLrí 

- e-- Et:curr. TRA •.ns ·:~OULílS. :tf. Y!lR-Y-11EtlOR -OE--LOS -COErIC l EtHES. 
HI • nsanrcir1ni 
LO = 5''AUIO¡[TA 
MAX ;; a.oOC'I 
Hl•I • lr!IJ 
on 10 1 = 1,1111 

----·x = Prcr' -·-·-·-

e 

1rcx.GT.•1AX> ffAX = X 
rrcx.:ir,0.-100,l•ID.X.LT,H!N)· Hl•1-~x ··-·-· 

10 co·:11r;11r · 
(~CALf.. SOLO SI Er.Isrn·- co11rDNENTES--11u'1' GRANDES o llUY PEQUENAS, 
sc,\LC = 1,nno 

---- -I r<uJ !l ·GE.lo .Mljt-.,¡AX-.-r€-'i11í-~E·TttRH------
x = LC'!ltl?fl 
rrcx.r,r.1.ovol r,n·TO 'o··-
se = 1.0001cnSQl'TCllAXl•DSQRTCHIN l l 
Gn rn 3o 

20 se • x 
--- 1rcrnrr1sc.-cr;·,,A~e-=-r.iloe------

30 L • OLO&CSCltOLOGCOASrl + ,500 
SCAL[ • DASE .. L --·-·- -- ------· 
RETURll 
EtlO 

·--- ·--- ----·---------

START or SEGMENT 011 
e 0111000010 ·--- .--------------

¡ 
e 0111000_0,o i 
e 01110000 10 
e 01110000,0 
e 011,000010 ------------------
e o 1110000 10 
e 0111000010 
e 0111000010 
e 0111oono10 -- ------
e 0111oono10 
e 01110000:0------------------
c 01110011010 
e 0111000113 
e 01110002•5 , 
e 011.onoJ:• ---·----------------- -- · J 
e 0111000.uJ 1 

e 01110005•0 __J 
e 0111oooe11 · 
C OlltOOOA.10 
e 011:onoo11 
e 011 ronnriz ---------· --·-·- ----·-
C O!l1t>fl'1íJ2 

e 0111001012 ------------------
e 0111001311 
e 0111001•13 
e 0111001~•• 
e 011:001910 
e 0111001913 
C Ollt001Ar2----~-------------~ 
e OllrOOIPll 
e 0111002210 
e 0111002•12 
e 0111002 .. 5 

SEGHENT 011 !S 0037 LONG 

~ 



SUOROUTINE CnlYIP!AR•'l•OR•fll•CRoCI>-- -
n1v1s1nr1 cn11rLEJA e • Alllo EVITAIJOO EL OVERíLON, 
om~LE rttEclslOll ~R,A•,aR.BloCR1CloR•D•T·IFIN,oABS 
IFCAR.~[.n.on~.nn.n1.rr.o,noo1 en TO 10 

e - 01v1s1nu roR-cE.mt~ttcffi~--.-----~-
CALL nconcr,1r1N,r,r1 
CR • !FIN 
et • ·1rrn 
RETURll - - --- ---------

1 D IFCOAílSCílR),r,[,PADSCBfl) GD ro 20 
·----R • DRtD?--------------------

P • fll. • R•RR 
CR • IAR•R • All/ --------
CI • CAl•R • ARl/D 
RETURll --- ---------------

L __ z_o_~-=-:~~~-~n ... .,.. __________________ _ 

. CR • CAR + Al•R)/0 
CI • CAI·•-AR•Rl/n---'---------
RETURll 
END 

----------------

----- --- --------·-------------

; ___ _ 

! -

' 

START nr S[GH[NT 013 
e 0!31000010 . - ._ --------- --
e Oll1000010 
e 01J1onno_10 
C OJJ1000010 
e 01310007.12----------------'----
c 0131000212 
e 0131900510 - - ----- -- . 
C Oll1000515 
e 01310006,. 
C Olll000711 
e 01J1000911------------------
c Ol31000All 
C Dl31000Cl2 
e 0131oooc1• 
C 0131001110 
e o!l 1001113 
C 01310Dl215------------------
C 0131001414 
e 0131001110 
e 01310019:2 
C Oll1001915 

SEGHENT 013 IS.002F LONG 

------- ----- - ---·-

¡;¡ 
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t 
ll 
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e 
DOIJDLE PRECISIOfl" rur1cTI011-cMODcR.I·1·----· -
ltOOULO or IJll llUll(RO cr11PLC:JD E:yJTAllDD EL OVERF"LDN. 
DOUDLE rRrc1srm1 R•l•'R•AI•DASS•OSQRT-
AR • DADSCPl 

---Al • OADSCI> 
IFCAR,r.E.All GO TD 10 
CHnD = AI•DSQRT(loODO-+ ·e ARIA! )••2) ··-- -
RrTIJR'I 

10 !f"(AR•LE•AIJ Gn TO 20 
CltílD = AR•ílSQRTCJ,ono • (Al/ARl••2) 

---·· nnum1·- ·--·· 
20 CltílO • AR•PSQRT(2,0PO) 

R[Tllflll · --·----- - - ---------
rno 

.. -- ---- -·---· ·----------

·- ·------------

---- -·-------------------

·-----------------------------· 

'· 

START OF SC:GMENT 014 
e 0141000010 ·--------· 
e 0141000010 
e 0141000010 
e -0141000010 
e 0141000111---------------------; 
e 0141000212 
e 0141000314 
e 01uoooa12 
C Ol41000Bl5 
e 0141000111 
C 014IOCO(15 ------------------
C 01•1onor12 
C 014100IJ14 
e 0141001211 

SEGMr.NT 014 IS 001r LONG· 

j 

---- ---- ------·-
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SUílílOUTINE llCON([TAolrílllYoSllALllOoílAS(l 
·e Hcnrr rRnvrt nE CUllSTM'T[S nE 11Aurr1UA UTILIZAOAS EN VARIAS PARHS DEL 
e PROGRAt1A. íl llS\1/.klO rlJEf\f: CC'ILOCARt•s ('IJPEr.T•nEtlT[ n UTILIZAR LAS 
e PRIJPOStc!Oto[S 0[ ARAJr PARA CALClll.ARLAS. EL SlGNlf'tCAOn O[ LAS CUA TRO 
e -- COllSTA:IT[S rs -----------------·-··· 
e ETA - [L 1••x111n [RP.OR ll(LATIVO nr R[PR[S[llTACION . 
e QU[ PU[U[ S[R ncscr.1Tr cn11n [L lil!HERO POSITIVO O[ PUtlln-
c íLOTAl:T[ !•AS rr.orrrnn 'AL Qll[ 1,ono • ETA H 
C llAYOñ QllÍ. loOOO, 
e ltiíltllTY EL ulll•(íln r[ rurr1n íLOTM;f[ llAS GRA11nr., 

- e-- SllALt:O . - [L· lltrt!Utll·ro~ Hlv1t·-1<A5--p[QUEUO· DE· Ptr'ITO rLoTA~iTE. 
e BAS[ LA nisr O[L sirTEtrA Nt111r.n1r.o or PllflTD fLOTANTE rrTILIZAOílo 
e SEA T [L Nlltl[RO oE olrllos-oASE [ti CADA tlU!lERO CE Pllllln-
c íLOTAllT[ cnnnLE PRECl~ION)o [NTOllC[~ [TA [S o ,5•e••<l-T) 

' e o n .. c 1-Tl nrHrrn!E!lnr oE SI SE··uTILIZA ·nEoOllQEO o TRU'lcAHIENTOo 
' e S[A 11 r.1. cxrntl[llT[ ... , GP.AtlO[ y tl f.L f.XPOtlENTE HAS PEQllEtrO 
--c--rn EL s1s•E1 1A-N1t1•t:r.let"¡-fttTUHCft-tt1r·1t1IT1'-Es- ci-BASE••c-T»•RAsi: .. M 

e y Sl<ALllll [5 nAS[ .. 11, 
C LOS VALORF:S r'RA ílASEoTonotl OE-AohJO··CílRRESPONOEN A LA BORROUGHS 6 700, 

on11ntr PR[C 1s1011 ET A1. HrI llY. SllALNDoDASE 
!lll[G[R lloll•T · ---------------------·---· 
BM•r • a. ono 

-· ---r • 23 ·---------------------
. H a 68 

N :s: • ti7 
ETA • OA5[••(t•T) 
l Nr I HY ·- BAS[•( 1. ooo-r AS[••<·-T)-)•BASE••<-M-1) 
SHALllO • CRASE••Cll+3)•/BAS[••3 

-. ---PETllR 
: ENO 

-· ------·------------

- -~····--------------

------

.... ____ , _____ ---- ,,. __________ _ 

L___ ____________________ _ 

START nr S[GH[NT 015 
e 01s1000010 
e OIS100o010 
e 01s1oono,o 
e 01s1oono10 
C úlSrú00010-------------------
C 0151000010 
e 0151000010 
e 0151000010 
e 01s1000010 
e 0151000010 
e 0151000010------------------
c 01s1nnoo,o 
e 01s,000010 
e 01s 1 ocoo10 
e 0151000010 
e 0151000010 
e 01s1000010------------------
c 0151000010 
e 01s1000010 
e 0151000010 
e 015:000010 
e 0151000010 
e 01szocn111 ------------------
e 0151~00210 
e 015:000215 
e 0151000315 
e 0151000613 
C 0!51000CIJ 
e 01510~1112------------------

c 01s100111s 
SEGHl:NT 015 IS 0025 LONG-----·---·· 

~ =------



1 

r
- ···---~UOROUTitll: ~-0~-0RI ~~-1:-R_r_R_.-Z-ER_O_I_.-nr-R-:~·:xR. XI. YR.,,, 

e PRll[nA nr LA [XACTITll" DE NUf.STRA SOLUCION1 RECONSTRUCCION DEL PO• 
1 e LillOoln ORIGillAL A PAPTIR-0[ LAS RAicES ENCONTRADAS 'nE Sii PRIMER 

¡-_e ___ ~g~;h¿~t~~~:iisfi!H ZERBP¡ OhZ~~OPR•DPI•XR¡IOO),xI¡lOO),. 

1 

•YRCIOOl•XRO•XIO 
. - .... XRO • orR --

XI 0 • DPI 
NI • N + l --·-----

l___~~g:: :-: =~ERORC l l --- __ 

1 . - ~~gg : ~:~ ----------- --- ·-- --- --· 
1 ~~(~~ ; ~-~'--"=~-------- - --------· ----
' XICil • O,O 
r---;o-·cn•1r1nu!:'··--------------------------------· 
1 no Jo J • 2.11 

1
- OD20I•2•U---

YRCll • xn<Il 
1 XRCil • -cZERílR(J)oXRl!~---ZF.RílICJ)•X!Cl)) • XRCI+l) 
j XICil a •CZl:RDRCJJ•xirl) + ZERDICJJ•YRCill + XICl+l) 
;-20· CO!JT Ir/111: 
1 TffClll l • XRCtll l 

¡ ~~~:~g : =m~g~ti~=~~;~n-=-i~~g~~~~=m~!~~ -
1
- · 30 COtlTltlllE · ---

XRC 1 > • t.O 
~x1c1r-.-o•c,-n--------------

¡ DO 40 I a l •NI 
' · · YRCil • XR<ll ----------------
¡ XRCll • XRCIJ•Xno - X!Cil•XlO 
1 ... · XIC I> • · YR(l·)•XJO-.-Xf-fU•XROl------
j 40 CDNTINUE 

CTUR...---------------~ 

ENO 

l' _____ _ 

START nr ó[G•ENT 016 
e 0161000010 
C Ol61000010 
C 01610000 10 
e 0161000010 
e o1•1oono10 --------------~-----: 
e 0161000010 
e 0161000010 
e 016•'>ono1s 
e 0161000114 
e 0161000310 
C 0!61000515------------------
C 0161000814 
C 0161000AJ5 - -
e 0161ooorJ10 
e 0161000[10 --- -------·- ----- ------- -
e 0161001011 
C Ol6100ll12··------------------
C 0161001415 
e 0161001610 
e 0161001110 
C 0161001AIJ -··----------··-·--·- -
e 0161002315 
e 0161007011------------------
c Ot61002rr2 
C Ot/.1003:215 
e 01~1003~1• 

e 0161004213 
e 0161004414 
e 0161oocdro~-----------------
c 0161004712 
e Ol6100•810 ------------ ----
e 01610o4B1J 
e 0161005013 
C OJ6100551J 
e 0161oos114~------------------...; 

e 0161005&11 
SEGHENT 016 IS 0060 LONG-- ---

j 
1 

~J 



r· . . ..... - ·------··-··· 

I
' E,.TRAOA ·--·-----· __ ----· _ ·-· 

,. • 9 
. - ------ -·-- - --· -

COErIC!EllTrS 

r·~.-~;o~:::oooooncon -00000--·o· ººººººººººººººººº ººººº ¡ 1,ooonoooooooooryooo 00000 0,00000000000000000 00000 
: 1,00000000000000000 00000--0.00000000000000000 00000 

·1,oooooooooooooo()oD-1'0000 u.oooot'floooooooooort·onooo ·-----··-· -f-- 1.000000000000000~0 ººººº º'ººººººªºººººººººº ººººº 
1,onooooooooooooooo 00000 o.ooooooooooonooooo 00000 

1 
1,ooooooooooooooocn-00000---0-.00000000000000000 00000 

1.00000000000000000 ººººº º'ººººººººººººººººº 00000 
o, oooooooooooooooco -00000-----c, 00000000000000000 00000 

~~?!'ºº·ººººººººººººº ººººº º•ººººººººººººººººº º~-ººº---- -
i SALIDA ... _ . ···-·-··--------------- _ 
i RAIC[S 

! , 
- o, ooonooooooooooooo-000110 u. ooooooonooooooooo 00000 --· --
' o,ooooonoooooooooon 00000 0,00000000000000000 00000 
1 7 ,01106781166547520·00001--1 .07!06781186547520•00001 ¡ •7,07106781186547520·00001 7,071o678118654752D·OOOOI 
. •7, 07 I06781!A65~7520"0000l--7,07I06781 lfl6547520•0000! 
1 1,01106Ta118654752o·nooo1 •1,011067fl11a654752o•oooo1 
¡--1,•5oe6Jt99876ot11n-0002l!---t-;coooooooooooooooo 00000 
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•6,617444900•2422140-oOo22--•1,ooooooooooooooooD 00000 
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1.ooooooooooooooooo~oooa 2,111sa?.l&ans1sono-00022 
1,00000000000000000 OoOOO •1,244o796412797536D•00021 
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APENDICE: FORMULACION DEL ALGORITMO EN EL CASO GENERAL 

A.1 El Caso de Raíces Múltiples. En la primera sección de est~ capítulo estableci

mos un algoritmo para calcular las raíces del polinomio con coeficientes complejos 

con m1 + m2 + .. ; + mr = n, habiendo supuesto durante la motivación que las 

raíces P; eran simples y de módulos posiblemente iguales. Pasemos ahora a analizar 

las razones por las que dicho algoritmo funciona en general, es decir, cuando 

IP 1 1..; IP2 1..; ... <; IPr 1 , r < n. (A.2) 

En el caso de raíces simples utilizamos la fórmula 

n P(z) 
H(A, s>., z) = l: c¡(A, s,.) ( ) P'( ) 

l=I Z -p1 P¡ 



142 

para definir a los polinomios H(>., s,., z}; cuando existen raíces múltiples la razón 

por la cual no se puede aplicar esta definición es que el factor P'(p¡} del deno

minador se anula. En lo que sigue veremos que éste no es un problema grave y 

que dicho factor es sólo un caso particular del caso general pCmO(p¡)lm¡ que no pre

senta dificultades de este tipo, estando definidos los correspondientes polinomios P1(z) 

por la fórmula 

donde 

de aquí, 

m1 P(z) 

pCmiJ (p¡) (z - P¡) 

Veamos antes algunas relaciones que utilizaremos. 

En virtud de (A.!), se puede escribir 

P(z) = (z - p ¡)01 1 R1(z) , 

R1(z) = fl (z - P¡·)ml 
jfi 

(A.3) 

(A.4) 

m· 
m¡ - CN - k)) (z - P¡)m¡-(N-k) ~> (z) • 

O ..:· N < m1 , por lo tanto 

m¡ 
p<mt>(z) = .E ( ~¡ )2 (mi - k) ! (z - p/ Rr> (z) 

k=O 

siendo evidente que 
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(A.5) 
p<N) (p¡) = O, O ~ N < m¡ . 

Recuérdese ahora que los factores P'(p 1) en el caso de raíces sim

ples, servían para normalizar a los polinomios 

P(z) 
(A.6) 

Z - P¡ 

ya que 

(pj - P¡) 
1, 2, ... , n. (A.7) 

Por tanto, lo que va a cambiar en el caso de raíces múltiples no . 

es otra cosa que las constantes de normalización pues como podrá verse de (A.5) 

( P(z) ) (míl) 

z - P¡ z•p¡ 

P(z) CN) 
(---) 

Z - P¡ z • P¡ 

P(z) (N} 
(---) 

z-pl z•p¡ 

O, O ~ N < m1 - 1 , (A.8) 

O, O~ N < mi' * i ' 

y. de aquí, por la manera en que los definimos, los polinomios P1(z) resultan nor

malizados, i.e., 
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P
(m¡-1) _ 
¡ (P¡) - 1 , 

(A.9) 

p~N) (P¡)= 0, O.;;;N<m¡i jofoi. 
J 

Esto significa que si queremos que H(X, ~, z) sea una combina

ción lineal de los polinomios P¡(z), esto es, 

r 
H(X, ~· z) = ~ C¡ (A, sA) P1(z), 

i=I 
(A.10) 

tendrá entonces las siguientes propiedades 

(m¡-1) 
H (X, s,_, P¡) = c1(A, SA) 

(A.11) 

H(N) (A, sA, P¡) = 0, 0 <; N < m1 - 1 

y como queremos que c1 (X, ~) * O para toda X, esto quiere decir que H(X, s,., z) 

tiene las mismas míées que P(z) sólo que de multiplicidades m¡ - 1; entonces el 

polinomio H(O, O, z) inicial que demos debe satisfacer esta propiedad. Construir 

polinomios que cumplan esto es un problema serio, pero afortunadamente contamos 

con uno que tiene esta propiedad y que se relaciona con P(z) de manera natural, 

éste es el polinomio derivada; así pues, 

H(O, O, z) = P'(z) (A.12) 
y 

(m¡-1) (m¡) 
H (O, O,p¡) = C¡(O, O)= C¡(Ü)= p CP¡)· (A.13) 
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A.2 H(;\., s;1., z) es un Polinomio de Grado n - 1. Consideremos primeramente el 

caso de un desplazamiento fijo, es decir, ~ = s para toda X. Como 

r 
H(X, s, z) = :E C¡ (;\., s) P¡(z) , 

i=l 

este polinomio no podrá ser de grado mayor que n - 1 pues los P1(z) son polinomios 

de grado exactamente n - 1. Por otra parte, el coeficiente de la potencia mayor de 

z nos viene dado por 

m(>.., s) 
r 
:E 
i•I 

C¡ (}.., S) n1¡ 

p{m¡) (P¡) 

de tal forma que si queremos probar que H(A., s, z) es un polinomio de grado n - 1, 

tendremos que demostrar que m(>.., s) °4' O. Esto sucede para >.. suficientemente gran· 

de y la demostración es esencialmente la misma que se dio en la primera sección pa· 

ra el caso de raíces simples. Debido a ello la omitimos y pasamos directamente a 

probar el mismo resultado pero para el caso de un desplazamiento s;1. variable. 

y 

Ahora 

r 
H(>.., 8>., z) == }; c1(>-., ~) P1 (z) , 

i=I 

r 
m(X, s;1.) = 1: 

i=l 

c1 (>.., s;1.) m¡ 

pCm¡) (P¡) 

Pero para nuestros propósitos actuales nos conviene tomar 

H(X, 8>., z) = 
p (z) 

Z - P¡ 

(A.14) 



donde 

m(X, ~) = ~ ~¡(X, ~) , 
i•I 

c1 (X, s;-.) m 1 

p<m¡l (p.) 
1 

(A. IS) 

(A.16) 

(es decir, lo que se ha hecho en realidad es un cambio de notación). 
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De manera análoga que para el caso anterior, supondremos para 

este caso 

1 Pj - S;>. 1 

IP¡ - s;-. 1 
< a < 1, 

para toda i * j y para toda X. Entonces, como 

tendremos que 

C¡ (0, S
0

) ID¡ 

pCm 1J (P¡) 

Sustituyendo esta expresión en (A.IS) 

m(X, ~) = 

(A.17) 

p - \ 
j ~ 1 

P¡ - \ 
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de donde, por (A.17), 

Por lo tanto, existirá un naturnl ;>..
0 

(N
0

) tal que 

para toda ;\ :> A
0 

(N
0

) , y de aquí 

con lo que se prueba que los polinomios de la sucesión [HG\, sA, z)] son de grado 

n - l. 

-A.3 H (;\, sA, z) 

grado n - 1 

P(z)/ (z - pi) • Considerando a los polinomios mónicos de 

H(;\, ~· z) 
H(X, ~· z) 

m(X, sA) 
(AJ8) 

se consigue que el límite de la sucesión [H(;\, sA, z)] cuando ;\-+ 00 (si es que existe), 

sea único. 

Nuevamente, la demostración de este hecho para el caso de un 

desplazamiento fijo welve a ser enteramente análoga a la dada en la primera sección 

de este capítulo para el caso de raíces simples; por ello, pasamos directamente a 



probar lo mismo para cuando el desplazamiento es variable. 

H (X, s¡,,, z) 

m(X, s>-) 

r - P(z) 
.E C¡ ()., s~) 
1=1 · (z - p¡) 

r -
.E c1 (X, si>) 
l•l 

r 1-. -1 P(z) 
E m1 íl (p¡ - !\:) 
l•l k=l (z - p) 

= 
r 1' )-1 I: m. 11 (.p

1
. - sk 

l=l 1 k=l 

P(z) m¡ Z-P¡ ). 

(Z - P¡) 
[l+ E- (-) n 

1+i m1 Z -p1 k•l 

= 
m¡ 

fi P¡ - 5k 
l + ¡; ( 

lfj m¡ k•l P¡ - 5t 

en donde, tomando límites, 

H (X, s,., z) 
f(z) 
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( 
Pj - 5k 

P¡ - 8lt 
) 

) 

Con lo discutido en las tres primeras secciones· de este Apéndice 

se notará que el . algoritmo discutido para el caso de raíces simples no es un caso 

.Particular del que aquí se ha visto para el caso general de raíces múltiples, sino que 

COINCIDE EXACTAMENTE CON EL. 
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A.4 La Sucesión (sA 1 está Bien Definida. La demostración de que el proceso itera

tivo que hemos descrito está siempre bien definido, esto es, 

Ífo, + 1, ~, sA) '* 0, A ;;.o L, 

en 

P(s~) 
SA - --------

Íi(>. + J , SA. , ~) 

donde L es el número de iteraciones efectuadas durante los dos primeros pasos del 

algoritmo, se da con toda claridad y detalle en (refs 9, 10) no teniendo caso trans

cribirla aquí. 

A.5 El Algoritmo es Precimnente una ltaraci6n Newton-Rephson. 'Pasemos a pro

bar ahora uno de los hechos más importantes de cuantos se vieron y que correspon

de al de la AFIRMACION (1) dada en la sección 3.1. Este hecho nos permite afir

mar que el proceso iterativo discutido a todo lo largo de este capítulo es PRECISA

MENTE una iteración Newton-Raphson para una cierta función racional. La valía 

real de esta afirmación quedará de manifiesto cuando en la última sección de este 

Ap6ndice digamos algo acerca de la razón de convergencia del método. 

Consideremos 

P(z) P(z) 

r A. 1 P(z) 
E m n (P¡ - S¡¡)-

i·l i kal (z - P¡) 

H(X, 5A• z) 

obteniendo de aquí 
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P(~) - 1 
(A.19) 

H(>.., ~· s) 

de donde, a su vez, 

- 1 

H(>.. + 1,8>.,~ 
(A.20) 

Por otro lado, derivando P(z)/H(>.., sA, z) y valuando en z = '"' tendremos 

r m¡ >. 
(p r1 :E 

. (p¡ - 8>_)2 
n 1 - \ 

[ P(z) ] 
i•I k·l 

H(>.., ~ , z) = ( r m¡ A -lf '. 
Z•S¡.. :E 

(pi - s,_) 
O (P¡ - Sic) · 

i•l k•l . 

de esta expresión y de (A.19), se tendrá entonces 

P(8>_) r m¡ A (p )-1 :E n 1 - Sic 
H(>.., 8>.• 8>.) i•I (P¡ - S¡..) k•l 

(A.21) 

[ P(z) ] ' r m¡ >. -1 
:E 

(p¡ - s,_)l 
11 (p¡ - \) 

i•l k•l 
H(>.., sA, z) 

Z•S¡.. 

Pero de (A.20) y de 

r 
m(>.. + 1) = :E 

i=l 

A 
11 (P¡ - !!¡¡)-¡ , 

k=I 



obtenemos 

P(sA) 

y de aquí, por (A.21 ), 

P(\_) 

'i'b + l, 8>.· s,_) 

de tal manera que la fónnula 

es idéntica a 

8A+1 8A -

H(). + 1, 5A• S¡_) 

m(},, + 1) 

r m¡ A 
~ n 
¡.¡ (P¡ - SA) k•l 

r m¡ A 
~ 2 n ¡.¡ (P¡ - 8A) k=l 

P(~ )/H(X, 5A, 8>.) 

(P¡ - \)-1 

<P¡ - sk)-1 

[ P(z)/H(A, ~, z) ) i.s . 
. A 

Ü(). + 1, ~· 8>.) 

( P(z)/ H()., 8>., z) J i::s 
A 
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es decir, no es más que el método de Newton-Raphson aplicado a Ja función racio

nal P(z)/H(A, 8>., z). 
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A.6 Construcción de los Polinomios H(A, s, z). Consideraremos la construcción de 

Jos polinomios con desplazamiento fijo, i.e., con sA = s para toda A. La demostra

ción de la expresión dada en la AFIRMAC'ION(II) de la primera sección y que cu

bre el caso de un desplazamiento sA variable, sigue un procedimiento análogo. 

¿Cómo construir los polinomios H(A, s, z) prescindiendo del cono

cimiento de las raíces de P(z} y de tal manera que se sigan conservando sus propie· 

dad es? 

Para ello, tratemos de obtener una ecuación en diferencias finitas 

para H(X, s, z) y H(X + 1, s, z) a partir de la cual podamos detenninar una fórmu

la de recurrencia para la obtención de las ff(A, s, z). 

Como 

r 
H(X, s, z) = t 

i•l 

)-A m¡ CP¡ - s 

(z - P¡) 
P(z), (A.22) 

lo primero que se nos ocurre hacer es dividir tanto H(A, s, z) como H(>-. + 1, s, z) 

por P(z} para eliminar a este factor de las correspondientes sumatorias; de esta for

ma, tendríamos 

H(A, s, z) r m¡ CP¡ - s)-A 

P(z) 
t 

(z - P¡) ¡.¡ 
(A.23) · 

-(A+ 1) 

H(X + l ,s, z) r m1 (p1 - s) 

P(z) 
t 

(z - P¡) ¡.¡ 

Ahora bien, si queremos que estas sumas sean totalmente independientes de z, lo que 

podemos hacer -en vista de la similitud que guardan dichas expresiones y de que 
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(z - P¡) sería denominador común en la suma de las mismas- es multiplicar 

H(X, s, z) /P(z) por un factor q(z) y H(X + 1 , s, z)/P(z) por un factor r(z), ambos 

por detenninarse, de tal manera que la suma de estos dos términos nos llevara a la 

cancelación del factor (z - P¡) en los denominadores de las relaciones (A.23). 

Veamos cómo serla esto. 

H(X, s, z) H(X + 1, s, z) 
q(z) P(z) + r(z) P(z) 

-(;1.+l) 
r m¡ (P¡ - s) 
E ------[q(z)(p¡ - s) + 
i=l (z - P¡) 

+ r(z)), (A.24) 

requiriendo nosotros que 

q(z) (p 1 - s) + r(z) = z - p 1 , (A.25) 

siendo la forma más sencilla de conseguirlo aquélla de tomar a q(z) como una cons

tante y a r(z) como un factor lineal, i.e., 

q{p1 - s) · + (z + a) = z - P¡ , 

de donde 

a + qp¡ - qs =-pi, 

una manera de conseguir lo cual es tomando a = s, q = - 1; así, tendríamos que 

q(z) =- 1, 

r(z) = z - s, 



y sustituyendo esto en (A.24) 

H(H I, s, z) 
(z - s)----

P(z) 
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H(>.., s, z) r -(A+ l) 

P( ) 
= .:E m; (p 1 - s) ; 

z J•l 

pero el segundo miembro de esta expresión, además de ser independiente de z, es 

el coeficiente m(>.. + l} de z0
•
1 en H(>.. + 1, s, z), esto es, 

pero 

1 
H(>.. + l, s, z) = --[ H(>.., s, z) + m(>.. + l)P(z) J 

z - s 

r 
m(A + l) = - l: 

i•I 

m¡{p¡ - sr" 
(s - P¡) 

= 

así que la expresión (A.26) se reduce a 

1 H(A, s, s) 
H(>.. + 1, s, z) = -- [H(>.., s, z) - P(z) J , 

z - s P(s) 

que evidentemente nos da un polinomio de grado n - 1. 

(A.26) 

A.7 Selecci6n de una Cota Inferior, ti > O,.'*ª los M6dulol dt. 1• Rafeíl dtl Po

lincrnio P(z). Una cota inferior para ios módulos de las raíces· de (A.l} nos 

viene dada por el único cero positivo, ji, del polinomio (ref 13) 

F(z) = z" + 1 a1 1 zn·l + . : . + 1 a
0

_1 1 z - 1 a
0 

1 . (A.27) 
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En primer lugar notemos que, en efecto, (A.27) tiene solamente 

un cero positivo, pues 

g(z) = zn + 1 a1 1 zn·l + ... + 1 a n-l 1 z (A.28) 

toma valores en el intervalo [O, + 00 ) para ze [ O, + 00 ) además de ser continua y 

estrictamente creciente en este intervalo; por lo tanto, existirá una y sólo una {3 

e[O, + 00) tal que g(~) = 1 an 1, es decir, una y sólo una 13 > O tal que F(13) == O. 

Ahora pasemos al resultado que se quiere probar. Considérese 

al polinomio 

p(z) = z" P(z-I) = a z" + a zn·l + + 1 
n n·l ' · · · (A.29) 

De la misma manera que para el caso anterior, puede probarse que la ecuación 

l + 1 a1 1 z + ... + 1 a
0

_1 1 zn·l - 1 ªn 1 zn o (A.30) 

tiene una sola raíz positiva r. Pues bien, todos los ceros del polinomio p(z) se 

encuentran en el círculo 1 z 1 .;; r ya que, de (A.29), 

lp(z)I ;;¡. ja
0 

llzl" -O+ la1 1 lzl+ ... + la
0

_1 l lzl""1 ), 

y si 1 z 1 > r, el miembro derecho de esta expresión. es positivo pues el miembro iz

quierdo de (A.30) es negativo para r < z < + 00 , y por lo tanto, p(z) iF O, 1z1 > r. 

Pero debido a la fonna en que se escogió al polinomio p(z), i.e., 

p(z) = z" P(z"1 
) , 
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lo que en realidad se ha probado es que todas las raíces del polinomio P(z) se en

cuentran en el exterior del círculo 1 z 1 .;;:; l/r = (3, esto es, que (3 es una cota 

inferior para Jos módulos de las raíces del polinomio P(z), corno se quería demos

trar. 

A.8 Razón de Convergencia. Para finalizar con este Apéndice comentemos brevemen

te la razón de convergencia del método aquí analizado. 

Hemos visto como la sucesión de funciones racionales [ P(z) ) ) 
H(A, SA' z 

converge al factor lineal z - P¡- Evidentemente esto sucede con una cierta razón de 

convergencia. Si a esto añadimos el hecho probado en anterior sección de que me

diante la fónnula 

P(8>_) 
SA - -------

ff(A + 1, 8>.• ~) 

lo que hacemos en realidad es aplicar el método de Newton-Raphson -que como es sabido 

posee una razón de convergencia cuadrática (ref 3)- a dicha sucesión, se obtendrá como re

sultado un método poderoso de convergencia superior a la cuadrática. 

El motivo de que no se pruebe nada aquí sobre este hecho es el mis

mo que se dio cuando afinnamos que la sucesión (~] está bien definida, es decir, si 

igual que este resultado el de la razón de convergencia es tratado por Jenkins y Traub 

con toda claridad en (refs 9, 10), no teniendo caso reproducir aquí sus deducciones. 

Con esto terminamos de discutir la parte esencialmente matemática 

del algoritmo. 
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