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PROLOGO 

:\/Iuchos procesos físicos y de ingeniería, al ser tnodelados rnatenuitica-
1nente, nos conducen a. ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con 
condiciones ele frontera. sin embargo, la solución analítica a (-\stos problctnas 
rara '\~ez puede ser obtenida, por lo qne la necesidad de a.proxin1aciones 
nu1néricas está presente pr~\ctica.n1ente en todos ellos. 

Desafortunadanu:•nte los cursos chisicos .sobre ecuacio1u~s diferr>nciales no 
contflrnplan tal situación y est:in dedicados Pll su rna.:vor parte a. la büsqueda 
de soluciones dada ...... en ténninos de series de Fourier sobre reµ;iones sirnples, 
tales corno un cuadrado o el círculo unitario. 

El rnétodo de diferencias finitas es un proceso :--it~ncillo y eficaz para 
obt<>ner aproxinui.cinIH_ ... S a problern<.L-:; dPfinidus subreo regiuIH:.'S irregulares. 
por lo que p11ede Cl111siderarse con10 indispensable para c11alq1lier peorsona 
intr>rPsada en la sol11ci611 clP (?~tas ecuaciones. 

Podetnos cnnsick·rar h<í.!Sica.111ente clos tipos de prohlenuis en f~cnaciones 
parciales tratados por l\stP 111óto<lo: 

El prin1er problt-·rna pnden1os enunciarlo cou10: 
··Una ecuación cu111plica<la cuyo dorninio es una región sin1plc, con10 el 

cuadrado unitario"'. 
Para este prohlen1a. en g;m1eral no es posible garantizar la. existencia ni la 

unicidad de la solución (las ecuaciones son no linea.les en sn n1ayoría.), a pe
sarde esto cuando la solución existe el desarrollo en diferencias proporciona 
excelentes resultados sin ninguna. con1plicacit-':in extra que el de discretizar 
la ecuación. 

El segundo prublt-~rna podernos <lt:•firlirlo corno: 
··Una pcuación sencilla sobre ttn dotninio irrcµ;ular plano·· . 
. .\hora. la principal dificultad del rnétoclo Ps el de discretizar el do

n1inio de la ecuación. pues en n1uchos ca .... -.;os é!':it.e un puede ser expresado 
analítica.n1ente, pensen1os por ejernplo que la ecuación esta. definida sobre 
el contorno de algún país. 

La geotnetría jtu:>ga un papel prirnordial en la biísqueda de la solución, 
ya que atln et tanda se trate ele una ecuación n1uy sencilla. resultará i111posi
ble de integrar analíticarnente incluso si la. frontera del dominio puede ser 
descrita por funcion<>s si1nples. 

La discrctización <le 1111 do111inio puede llevarse a cabo por medio de 
trhingulos, o bien por c:11adril<.iteros, el primer caso es utilizado en el método 
de elen1ento finito y nu es estudiado dentro de éste trabajo, 1nientras que 
el sPg;undo caso corresponde al rnétodo de diferencias finitas. 



La discrctización de un clutninio tan1bith1 P.s lla111ada gPUPraci1.H1 1 l1• 111a
llas .v Pll lCJs tíltituus a1ios s1-~ hu tenido uua iutt-'IlSa actividad t>ll la l>1ís11111•tla 
do procpsns para la µ_-f_•JlPracit'.'>11 de 111alla.s fonuadas por 1:11addlci.t1!ros. 1·011 
propiedades ~cntnf>tricas particnlare:-::>. para que uun. 111alla :->Pa titil ni 1u1'•t1 H lo 
de diferencias t'S JlPCf'sario que t;sta s1-•a s11avc ~· c-Oll'\"PXa. ta!Ps prnpi1•da1 l1•s 110 
sou fri.cilPs de alcanY.ar c11ando la rPgión Ps irn•µ;1tlar. Pll t>l prPsPrttf~ trallajo, 
sn rPodiza lllln. síntPsis th• 1li\"Pr:-:>1lS t1•rna.~ 1l1• a11<-ilisis 1111111<•ricn 1•11f1H'a1l11s a 
ln :-.nl11ci1'111 1l1• t•c11a1·i1111t>s 1lif1•n•11cia!Ps par<"ialt•s snl1n• n·gion<-'s irrP!..!,11larPs, 
t<-•11i.-111_lo corno nl1jnti\·1i la gPttt•ración clP 111alla . ...;. 

La Pstr11ct11ra del trabajo PS la siguieut1~: 
Eu <~l capítulo 1 SP plautc<\. PI pr1iblerna de la grnPradún ch• 111allns par<l d 

ca~n llllidilllPllSioual. .V SP Jll"l)pnreiollall l li\'PI"Sa.S npcintit·~S para Sll sn}UC"Íl~lll, 

con Pst.n SP dPsarrollan los concPptos h:í..sicos y la 11otac-i<'1n n~ual. tinaltni:>nte 
se cnn1para11 los rPsnlta<los oht0nidos al aprnxiznar 11na 1•c11ación snl1n• (li
.... ,~r:-:as n1alla .. -.;. 

En PI cnpítnlo 2 sn proporciona una introd11<-"Cit'1u al 1116todo <k 1lifetT'tl

ci¿1s finitas Pil una.\· dos tlinH•nsioncs desarrollando los 1•sqt1<-"IIH\.S principales 
para la discrctizución di' f'C"li<tcinnPs, analizando Pl Prror de apn1xir11aci1í11 
cnuu~tido <'11 al,e;1111os tlP estos Psrp1ernas. 

Final1111~nte en Pl capitulo :J SP desarrollan los Illt~todo~ para la µ_P111•ra_ci(Sn 
de 1nalla8 PU el plano ha~"->ados Pn la teoría del cú.lc11lu de \'<l.riacioues. se 
hace énfa .. o;;is en el proble111a de la g;eon1etría del do1ninio y si-'! proporcionan 
algunos ejernplos <le ecuaciones resueltas sobre las mallas generadas. 
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CAPITULO 1 

GENERACION DE MALLAS 

SOBRE UNA LINEA 

1.1 INTRODUCCION 

Una tendencia connín ele los inétodos nun1érico.s para. la solución de ecuaciones diferenciales es el 

de transfonnar c.licha~ PC\laciones en siHtenHl..'i de ecuaciones algebraicas, en donde las incógnitas 

serán los '\·alores de la funciún en un conjunto de puntos sobre los cuales se desea realizar la. 

aproxin1aciún. 

Esto 1108 conduce a la elección de un conjunto discreto de pu11tos en el do111inio de la ecuación 

a resolYer, tal Plección se denomina generación de 1nallas. 

Una 111alla subre <~l in.tcrYalo [a.b] es un conjunto de puntos .rn .. r¡ •... ,.LN, ta.les que: 

a = xo < .r1 < ... < .r.v = b 

De acuerdo con esto detenninar una n1alla sobre un cierto intervalo no parece tener ninguna 

dificultad . .sin en1bargo la. aproximación obtenida. por los rnétodos nun1éricos de-penderá en gran 

111edida de la elección n<lecnacla de la 111alla. 

Uno dP los principale;,:; 11bjetiYos de la generación de 111a.lla.s es el de encontrar una dis

tribución de puntos que nos penuita. reducir el error corn.ctido en las aproxinul.ciones obtenidas 

al discretizar l111a ecuacilSn diferencial. 
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La malla tná.s shnple consiste en una distribución uniforme de puntos en todo el do1ninio, 

sin en1bargo est.a distribución en general puede producir un error de aproxhn.ación n1uy grande, 

por lo que los 111étodos nu111éricos pueden conYerger n1ás lentarnente. 

La idea lní.sica que utilizare111os para la generación de rnnllas nuidh11ensio11al es la de det.er

n1inar una función inyecth·a defiuida en el iuterYalo [O~ 1]. al cual 11os referire1uos co1no do111inio 

lógico, cu~-;"'\ in1agen sea el do111inio en el cual se desea tralJajar. ~iendo l~ste uuest.ro do111inio 

físico, de esta 111anera una distribución unifonne de puntos en la región shuple, ::;erá lleYada en 

una n1alla sobre la región física, cu~·a distribución dependerá del 111apeo utilizado, 

A.sí, se tiene el siguiente proble111a: 

Detern1i11ar: 

X: [O, 1] ~ [a,b] 

X(O) =a X(l) = b 

X{ ,,¡,O 'o'(. E [O, 1). 

Por supuesto la solución 110 es tinica pues existen Yarias funciones que cun1plen con las 

condiciones del proble111a. las funciones que cun1plen estas condiciones son lln111ndas funciones 

de distribución o generadores de mallas. 

Algunas funciones de distribución del intervalo [O. 1] al intervalo [a, b] son dadas a contin

unción con sus respectivas ~ráficas: 1 

1) El ca..or.:;o 1nás sencillo es la función: 

.\."(~)=a+ (b - a)~ (1.1) 

La distribución obtenida por esta función es una inalla unifonue, es decir es la 111alla 1nás 

sin1ple que p11ede generarse. 

:2) Para obtener una distribución diferente con una función lineal poclen1os utilizar una 

1 Lns gn\.ficns ~on realizadas tonumdo [a. b] = [-1, 1) y ~o= .5 

5 



Fig. 1-1: ::\IALLA UNIFOR2\1E 

función por pedazos de la for111a: 

X(~)= { 

donde 

ko~+a 

2ko(~ - 1) + b 

b-a 
ko = ---

2 - ~o 

~o<~ ::5 1 

Las inallas generadas por esta función tendrán un ca111bio de distribución en el punt.o ea~ 

dicho ca1nbio dependerá del yalor de 1.-o~ es decir~ ]a acu111ulación de puntos depPnde directa111e11te 

de las pendientes de las rectas in,·olucradas. 

Fig. 1-2: ::\IALLA LINEAL. 
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3)El ejen1plo anterior puede ser generalizado fácihnente a polinón1ios de cualquier orden, 

con10 ejen1p]o ton1e1nos Ja función cuadnitica: 

X(.;)={ 6(.;+t)+n 
-.; (.; - 2) + (I> - 1) {o<~$ 1 

Los puntos en este caso se acu111ulan en los extre111os del interYa}o [a. b] 111ient.ras que los 

puntos en la parte centraJ están n1uy separados. este ca.111bio en la distribución se debe a la 

111anera PU que crece o decrece Ja derh·ada de la función. 

0.5 

o 
-0.5 ~11111. 

-1 o 0.5 

/ 

. 

Fig. 1-3: ~IALLA Cl'ADRATICA 

4) Por supuesto los polinónlios no son la....;; tínicas fuuciones que pueden utilizarse, ]a expo

nencial es una función que resulta de gran utilidad~ ~l que puede ser utilizada de Yarias forn1a.s, 

una de ellas es la siguiente: 

_ 1 {-exp(2(t;o-t;))-'-exp(2fo)-'-2n 
_\:(.;) =? 

- exp (2(t; - fo)) - exp (2(1 - t;o)) + 2b 
(1.2) 

~fl <E. :5 1 

Una i111portante Yentaja de e:-;ta función sobre las antPriores r~s la 811U'\"idad. es decir tiene 

derivada continua. la cual es una propiedad 111uy iinportante en la generación de n1alla.s. 

En las siguientes secciones Yereinos algunos ejen1p1os de generadores ele n1e:1llas suaves que 

no ínvolucrnn a la exponencial. 

Es in1portante analizar las propiedades de cada una de la...'"> funciones utilizn<las para generar 

n1allas para de e:=;ta nu1nera ~aber cuH.1 es la que 111ás conYiene utilizar en cada problen1a par-

7 



Fig. 1-4: :\1ALLA EXPONENCIAL 

ticular. 

En las siguientes secciones se analizarán dh:ersos rnétodos para generar 111alla.s y las propiedades 

de estas. 

Por sin1plicidad la generación de 111allas a 1nenudo se lle,·a a cabo sobre el interYalo [O, 1] 

y post.erion11ente es transforinada al interYalo [a, b] por rnedio de la función (1.1), así que los 

eje1nplos que serán dados n.1ás adelante serán trabajados sobre el inter'\·alo [O, 1]. 

La generación de n1allas unidirnensional servirá principaln1eute para ilustrar los conceptos 

básicos ~-· los algoritn1os nu111éricos necesarios para la generación de 1nallas en clin1ensiones 

superiores. 
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1.2 MALLAS Y ERROR DE APROXIMACION 

''ean1os ahora un eje1uplo de la utilidad de generar una 111alla apropiada. 

To111en1os conl.O n.1odelo Pl problen1a de Dirichlet para la ecuación: 

__.:!_ [r(X) ±!__] = O 
dX ~ dX 0<.'L<l (1.3) 

bnjo las condiciones: 

11(0) =o u(/) = 1 

Una aproxhuación st.andnrd de la ecuación anterior y el error correspondieute serán obtenidos 

ahora, considerando una 2nalla de _,-r - 1 puntos internos con _".\'"o= O; -Y:v =l. 

Usando el esque111a de diferencias centrales:2 

donde 8_'\'"7 = _y7+~ - .'\'",_1:. ¡"-;±! = 1~-(-X'i±~) ~-.Y,±~= j(.Yi + .Y1±1)

Para salu;•r cual es el error con1etido en la aproxin1ación anterior defi.1u\n1os 

La serie de Taylor para Fi+~ es: 

con 6 ... Yi = .\.""1+! - ."'\C1 

pero de la t.~cuación 1.3: 

du 
-F=K(X)dX 

dF =O 
ciX 

2 El esquen1a de diferencias centrales y ot1·ns esquemas comunes :<:el'á.n est.udiados en el cnpitulo 2. 

g 

(1.4) 



Así que se tiene: 

Es decir 

F;+~ - F; =O (1.5) 

Por otro lado si considera1nos la serie de Taylor para F:·-~ y desarrollRinos de 1uanera 

análoga poden1os obtener la identidad: 

(1.6) 

Finah11ente sun1ando 1.5 con 1.6 tenen1os: 

es decir, la aproxin1ación (1.4) es exacta pues la diferencia entre el esque1na usado y la ecuación 

original es igual a cero, es itnportante tener en cuenta que esto se debe a la ho1nogeneiclad de 

la ecuación. en general dicha diferencia es distinta de cero. 

A .. proxiinando ahora la derh·ada de u con el 1nisn.10 e~que111a '.\" usant.lo lns identidades 

Debe1nos ahora analizar el error de esta nueYa aproxhnnción. 

La serie ele Taylor para u; y u;+1 son: 

10 

(1.7) 

( d"11) 
d_Y:" . .! + ... 

1+2 



L:>.X; ( du) 1 L:>.Xf ( d
2u) 1 A X3 

( d"u) 
u.;=u;+J.--.,- dX. +?t-4- d:Y2. ,-3!T dX". l.+ ... 

2 - - 1+~ -· "+2 1+2 

Tene1nos entonces: 

11;+1 - u; = e du) ET (A) 
~-Y, dX 1+~ + . . 

donde 

análogatnente usando la serie para H-i y lli-1 tenen1os: 

ET ( "7) = vxf ( d
3 u) ~ vx¿ ( d

5 u) 
•• V :24 d,\:3 . ' + 5! lG dX'' ·_l.+ ... 

1-2 1 :.! 

Finah11ente, sunl.ando los errores de cada aproxin1achSn tenen1os que el error tot.al del 

esque1na(l.I) esta dado por: 

(1.8) 

El error co1uetido usando espacio de rnalla constante puede obtenerse por un desarrollo 

silnilar, to111ando para este caso: 

A.Y, = 'V X; = L:>..Y 

con lo cual el error ton1a la for111a: 

(1.9) 

donde T.O.S. denota Ténninos de Orden Superior. 

ObserYen1os que el error con1etido con un espacio de 111.alla constante es proporcional a ~-Y2 

111ientras que para un.a n1alla no uniforn1e el error es proporcional a 

11 



y con10 ~-Y < 1 entonces ~X2 <~-Y, es decir, en ténninos generales el esquen1a resulta una 

111ejor aproxin1ación usando una 111a1la uniforn1e. sin en1bargo con10 Yeren1os a continuación es 

posible dar una 111alla no unifonne de tal fonna que el error diininuya aün IJH"Í.S, para Yer esto 

analice111os el error (1.8). 

En (1.8) la parte do111inante es: 

De la ecn. (1.3) tenemos que 

o bien 

F(v) du 
~ -~ dX = q 

du 
dX 

(1.10) 

{1.11) 

con q una constante, por lo que las deri,·adas superiores de u pueden ser calculadas en ténninos 

de K, pode111os a.sí sustituir ]as derh·adas de u involucradas en el error por dPrivadas de I<

para esto observen1os que: 

d2
u [ 1 (dB.-)] 

d.-..;:2 = -q A·2 d.Y 

[ 
2 (dK)2 d2A-J 

lí..- d,Y - d.Y" (1.12) 

Al calcular el error en térininos de las derivadas de I\..p se tiene: 

12 



1 {'7X'f [ 2 (d/.;)2 
1 (d2J<)] } 

- li~Y; 24 q ¡.;2 dX - J.; dX2 •-! 

'24.~.Y¡ [~-Y12n1-+~ - V.Yln.--~] 

donde de la ecn. (1.12) 

Desean1os tener E.T.c10 m =O para esto debe cu111plirse 

es decir 

1.2.1 Aproxin:iación. en. una rnalla un.ifor11:1e y un.a n:ialla geon."létrica 

de la ecuación ((o+ 3.X")ux)x =O 

(1.13) 

(1.14) 

Obseryen1os que la regla. obtenida es especifica de la ecn. (1.3) pero no esta restringida a 

ninguna for111a particular de I'\..-(.X). 

Toni.enlos el ca.so particular 

K(X) = n..;.,3X. 

La solución analítica a la ecuación (1.3)con 1{ dada por (1.15) es: 

u(X) 
ln(~) 

In(":ª') 

(1.15) 

(1.16) 

La solución se caracteriza geo1nétricamente por una zona con un rápido cn.nibio en sus 

,-alares cerca de ... Y = O. esta Ynriación es rn.ayor Pll 'tant,o sea 1T1.ayor el Yalor de 13. 

Si aproxiina111os la ecuaci1:ln (1.3) utilizando una xnalla uniforn1e obtC:'ndreinos un error de 

aproxi111ac.:iC.:111 proporcional a ~.Y2 f'in e111bargo el resultado no es con1pletan1e11te satisfactorio, 
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0:~1 
o 2 4 6 8 10 

Fig. 1-5: Gráfica de la ecn. 1.12 usando n = 1: 1 = 10 

con10 puede observarse en la figura 1.6. Est.o se debe a que el error en la aproxin1ación no solo 

es proporcional al espacio de la 111alla ~.X~ sino tan1bién al Yalor de la cleriYada en el punto de 

evaluación. ~- en este ca.so la deriYada nu111enta 111uy rapido.El espacio utilizado es t:::....-Y ?:::: 0.625 

con los valores .:3 = 10,a = 1 :o-·/= 10 (la n1alla consta de 15 nodos iuternos).Podeni.os observar 

que la diferencia entre la solución exacta y nuestra aproxhnaciún es 111ayor en tanto 111ás cerca 

de .. Y = O nos encontran.1os. 

0:~1 
o 2 4 6 8 10 

Fig. 1-6: * =Aproximación en una n1alla uniforn.1e - =Solución exacta con .B = 10 

Utilizar una n1alla Jllás fina (aun1entar el nurnero de nodos) nos lleYará sin eluda a una nlejor 

apro..xhnación~ sin e111bargo el proble111a seria entonces la diiuensión del sisten1a algebraico que 

debe ser resuelto, ésta aun1enta de acuerdo con el número de puntos de la n1a1la., por lo que es 

deseable I"nantener el número puntos de la nl.alla lo nl.ás peque:ü.o posible. 
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Con10 ya n1encionan1os el error nuis grande se co111ete cerca de _y = O, por lo que en realidad 

nos interesa solo tener una 111alla llliÍS fina en esa zona, es decir una n1alla cuyo espacio no sea 

constante pero que acu111ule inás puntos en la zona donde la solución tiene un can1bio 1nuy 

rápido. 

Basándonos en el análisis del error, considerare1nos ahora una. n1alla con 17 nodos cuya 

localización esta dada por nna progresión geo111étrica de la fonna: 

( 1.17) 

To111ando p(_Y) = cte. < 1 para toda _y, obtene111os una n1alla de 15 nodos internos que se 

acumulan cerca de _y = O. 

0.5 

º~** * 
0.5 

Fig. 1-7: ).Ialla generada por la progresión geo111é.trica 1.13. usando p = 0.7 

Por supuesto el error es proporcional a 

~-X"max = .max,(.ó..Y;) 
1=1. .. 1\ 

ya que la rnalla no es unifonne~ sin e111bargo la solución 111ejoró notable111ente, con.10 puede verse 

en la figura 1. 7 . 

Este es un eje111p)o ele coino una distribución de uodos adecuada puede cuuducirnos a un 

111ejor result.ado a pesar de que el error aparentemente sea 111ayor. 
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10.8 

0.6 

0.4 

0.2 

2 4 6 8 10 

Fig. 1-8: * = . .\.proxirnación en una rnalla geo1netrica - =Solución exacta usando ¡3 = 10 

l..2.1.1 Valor óptin~o de p 

El valor de p utilizado anterionnente nos condujo a una J"nejor aproxhuación para el caso 

particular en que l = 10. ,3 = 10 y el nú1nero de nodos es n = 17, nuestro int.<-~rés ahora es saber 

si es posible deternlinar un Yalor de p adecuado si carnbiamos los pará111etros en la ecuación. 

con 

Si aplicamos la regla (1.1-1) al caso particular de I<(.Y) = n + ;3X tenemos 

Por lo que 

2q/32 
n(X) = (a+ ¡3X)2 

q= __ !3 __ 

ln( 0 :ª1
) 

"VX; n + /3X;-~ _ a+ f3(X; - ~) 
Pi = ~X¡ = a + /3-"<i+"'1 - a + ¡3(.X¡ + ~) 

sustituyendo V' _y, por p;.6.-Yi y sin1pli:ficando tene1nos: 

a+ ¡3.Y; 
p¡ = a+ J3Xi+1 

(1.18) 

(1.19) 

Aunque la ecuación (1.19) esta dada en términos de X¡ y de _X1+1 en realidad Pi es constante 

para toda i, situación que demostraremos a continuación. 
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Considere111os la figura 1.9: 

X¡ X¡.1 X¡.z 

Fig. 1-9: 

ObserYe111os que por sen1ejanza de triángulos se tiene: 

aden1ás por (1.19) 

es decir debP. ctunplirse: 

al despejar la segunda igualdad: 

y de aquí: 

V')(;+1 

.ó.~Yi+l = Pi+l 

b .a+ ª1 
Pi-+-1 =: ~ = b + b1 

a+ a1 a1 
P;+i = b + bi = "b,° 

(a+ a,) b1 = (b + b1) n1 

17 
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por lo tant.o: 

a 
Pi+l b =Pi 

Así pues tenen1os que Pi es constante. 

Finahnente deben1os detenuinar el Yalor constante p que debe111os utilizar para obtener los 

resultados deseados. 

Suponga111os que desea1nos aproxirnar la solución en .1.V - 1 puntos internos del intervalo 

[O, l], es decir desean1os generar una 1nalla geon1étrica de .IV+ 1 puntos. 

Para _y!V-1 por (1.19) debe cumplirse : 

p= 
o + 3(1 - f:!:.XN-1) 

n + i3l 
(1.22) 

Por otro lado tenernos de acuerdo con (1.17) y de la definición de .ó...Y¡ y V.Y¡: 

'VX1 :=pAX1 

p!).X:1 = p 2 AX2 = ... = PN- 1Ax:_,,.,_1 

La stuna de las ~-"X"i debe ser igual al ,·alar extre1110 <lel interYalo, es decir: 

."\'-1 }'V-1 

L AX;= L p;i:>.XN-1=1 
i=O i=O 

La su111a anterior puede ser eYaluada explícita1nente, con lo que tenen1os: 

(1.23) 
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Despejando ~-Y ... •-1 <"U (1.22) 

(o + ,31)(1 - p) 

/3 

sustituyendo en (1.23) y desarrollando 

[ 
31 ] ~ p= 1---

<1 ...¡.. 31 

de esta 1na11era el valor de p esta dPtenninado por los CCH-'fk·ientes de 1~·(-Y). ( ... ¡ interynJo de 

trabajo y el nt1111ero de nodos en los que clesea1nos aproxitnar ]a ecuacióu. 

1-2~1.2 Generación. numérica de una malla geométrica 

Para generar una rnalla de_,., - 1 puntos internos sobre el int.erYalo fa, b] de acuerdo con la regla 

(1.17) del>Plll08 resoh·er un ~istP1nn de ecuaciones algebraica.sel ctrn.1 esta dado por 

o bien 

1 :Si :S .V - (1.24) 

bajo las condiciones 

El tiiste111a con1pleto esta dado en forina inatricial de Ja siguiente 111a11era: 

Ax=b 

donde: 

19 



-(1 + p) p 

1 -(1 + p) p 

A= 1 -(1 + p) p 

1 -(1 + p) p 

1 -(l+p) 

b = [a,0 .... ,0,pb]' 

1.2.1.3 Generalización. de la n-ialla geométrica al caso continuo 

.~hora si cou:;::;idera111os a _y con10 una función de e E [O. l] poden1os realizar el f'iguiente análisis: 

La ecuación (1.24) puede ser escrita con10: 

X;+1 - 2X; + X;-1 = (1 - p)(X;+1 - X,) 

Para generar una n1alla de _""\r - 1 nodos se tiene ~~ = *~ y al diYidir a111bos lados de la 

ecuación por ~.;2 • tenernos: 

.\.'"¡+1 - 2.Y, + .X",-1 
~e:.? 

(1.25) 

ObserYen1os que si t.on1arnos el linüte con .ó..; - O la prin1era parte de la ecuación será la 

segunda deriYada ()\.""ee) ni.ientras que el segundo factor del lado derecho será la prin1era derh·ada 

(-Xe), sin e1nbargo el coeficiente º:;_{) crecerá a OO. 

De lo auterior tene1nos que la ecuación (1.25) para una~€ fija (es decir una n1alla de J.'r - 1 
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nodos) representa una aproxi111ación a la ecuación: 

>.N = (l - p) = (1 - p)N 
~.; 

(1.26) 

Para nuestro caso particular la ecuación (1.26) estará snjet.a a las condiciones de frontera: 

X(O) =0 X(l) = 10 cnu >..v = ú.l 

.. ~sí, la función de distribución de una n1alla geo1uétrica es la soluci6n a 11ua Pcuaci6n difer

encial con c:tJndiciones de Dirichlet. 

Es decir que el proble111a discreto de generar una 111alla por rnedio de 11na progresión 

geo111étrica puede ser ,·isto t=>ll fonna continua c-01110 la solución de una Pcttm.:ión diferc>ncial 

de st=>gunclu <1rdf>n. 

1 .. 2 .. 2 Conclusiones 

Las 111allas gc->neradas por este 111étodo tienen la particularidad de acu111ular puntos en uno de 

]os extre111os del inte1Talo de trabajo [a. b], dicho extretno dependen\ de-) Yalor dP. P~ así si p > 1 

los puntos ~P acunntlanin cerca de by para p < 1 lo harán cerca de a. El ca::-u ¡J = 1 corresponde 

a la 1ua1ln nnifonne ~obre ~ª· b]. 

Una t.h-•:-.'\'<'•11taja de ef-'te n1étodo es que ~i Yaria111os el nlh11r_•ro de uodu~ <h .. Ja n1alla estare-

1nos ca111biando la ec11aciéin diferencial correspondit:•nte en t'} l'aso c:untiu1111. a:-.í J 1ués realu1eJJte 

est.an1os trnhajnndo con una fainilia de ecuaciones diferenciak~!:>. 

En general cuando la solución tiene zonas con un r::ipido ca111bio, es r<:>co111endable utilizar 

esque111as de orden nlenor con una dis'tribución no constante. 
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1.3 GENERACION CON CONTROL 

DEL ESPACIO DE MALLA 

Existen dh·ersos 111étodos para generar n1allas en una línea~ nuestro interés se cPntra en aquellos 

que puedt:•n r-:er «"'xteudidos a otras din1ensiones. 

El siguiPute inétodo de gencradün de 111alla.s que estudiarP111os tiene una 111otivaciún gecn11étrica 

111uy sin1ple. la cual nos conducirá a una ecuación diferencial de .-..Pgundo grado. 

El prob1("Jna consiste en g,enerar un:=t 1nalla ~obre el int<:>rYalo In. b] de tnl 1un11era que el 

e~pacio de 1nalla. es decir la longitud de los interYalos [_'\."°1 ._\.-1 +1]~ sea J>ropnrcional al Yalor 

~~i = ~i+I - e,, y a una función -I-(e.). evaluada en el punto n1edio del intcr,·alo [e.;.e.;+1]. de una 

111alla u11ifor111e en el e~pacio lógico ~O. l]. 111ás precisan1ent<:>. he;dlar una distribución de p11ntos 

_y, sobre p} <"':-opacio físico [n. l1J cnu _Y0 =a. _\."'m=b tal que se c11u1pla: 

(1.27) 

donde I\..- es una constante por detenninar n1ayor que cero. adcnüLs f:.1 =;;; ctin i=0 ..... 111-l. 

Clara1nente <!J({) debe ser posith·a pues la longitud <le los interya}os f_Y,,-Yt+1), debe ser 

n.utyor que cero. 

Para resolver Pl proble111a considerare111os que la rnalla esta ciada por una trn11~forn1ación del 

espacio lógico Pll PI e:-.;pacio fí~ico. así tene111os que_'\."= _\."'(f:.) y cada _y, e:-.tarú dada por el Ya.lar 

de _y en el punto t;..,- es decir. _y; = .Y(~¡). ahora bien si _y es coutinua. para ~~ suficiente111ente 

cerca de ct=>ro ~e tPudrá que -Y; .... 1 - _'\-.,.es cercano a cero, sin <"n1bargo W(~,-+-1) uu lo es, así pues 

al cliYidir la expresión (1.27) por ~~ tenen1os : 

(1.28) 

esta ecnadón puede expresarse para todo punto t:. en :o. Ii c-01110: 

(1.29) 
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Al considerar la transfor111ación _'\."'({) continua el li1nite en la ultin.1.a ecuación nos lle,:a a la 

ecuación diferencial ordinaria 

X, (I;) = K•I•(I;) 

nl dividir por <l! y derivar respecto de E. t.ene111os: 

(
X,(I;)) =O 
<I>(I;) " 

(1.30) 

(1.31) 

ObserYe111os que en la ultin1a expresión la constante I'\.~.ha sido ren10Yida de la ecuación así 

que no es necesario conocerla para re~oh·er el problen1a original. 

Si <I> PS diferenciable ;i.· _"'\."" es do.s ,·eces <lifereuciable e1ltoncP.:-::. usando la n_.gla del cociente 

pocle1nos e~<:ribir la ecuación (1.31) a.sí: 

( 1.32) 

para cualquiera <le las ecuaciones anteriores las condicioucs de frontera est:\n dadas por: 

X(O) =.Yo= n:X(l) =X,..=¡, ( 1.33) 

Estas c.:(1ndicion12s dP frontera y la PCttación dif~reucial <lc·~tPrtuinau dP u1:111Pra 1ínica a la 

transfornH1ci611 _y= -Y(t;.). 

La ecuación (1.31) es una ecuación de Laplace con coeficientes \"arinbles en forrna conser

YatiYa. e~ta uo requiere de la <liferenciabilidad de la función tJl lo cual repr12senta una Yentaja 

sobre la fonna no consen·atiYa (1.32) pues la función de peso en oca.':'lioncs dPhP. ser obtenida en 

fonna 1111n1érica. 

El Yalor de I< aunque no es indispensable. en ocasiones es 11.til cnnoct>rlo. Pste puede ser 

calculado a partir de la pc_·ttadóu ( 1.30) iutegrando rene111u~: 

1 1 1' --= = -- <I>(l)df;. 
Í\. b - a o 

( 1.34) 

La 1n.111la 1nás siI11ple que puede generarse sobre el interYnlo fa. b] es In <10 puntos con dis

tribución ttuifonne. dicha distribución ::-;e consigue con la tran~fonnadón: 
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X(~) = (b - a.)~+ a (1.35) 

Si esta ecuación es diferenciada dos '\'eces se tiene: 

que corresponde al caso en que c.l1 = 1 en la ecuación (1.31). el t .. fecto de Ja función el> es el de 

la lleYar los nodos a Jugares específicos del espacio físico. 

La solución a la ecuación (1.31) con condiciones de fronteras dadas por (1.33) es: 

con I...: dnda por (1.34) . 

X(.!;) =a+ I...: {~ <J>(u)du 
.lo 

(1.3C3) 

Por otro lado si en lugar de to1nar a tI> con10 la funci<n1 dP peso en la (-•c11ación to111arn.os 

Co<I> con Co una constante. la n1alla generada no Yaria. para ver (-~st.o to111lo"?Inus <1'n = Co<ll y -Yo 

la solución. correspondiente a (1.31) con <I,o. es decir: 

con I<o definida con10 011 (1.3-0 

Al s11stit11ir los ,·alores ele I'\.
0

(1 :-,· •I>o tr:>ne111os: 

-~o(~) = r1 + 
1 

¡, - ª {!. Coc.I>(u)du =a+ 
1 

b - n ¡t:. <IJ(u)du = ... "\.""(~) 
J0 Co<I>(()d( .lo J0 iJ>(()d( .lo 

(1.37) 

_.\.sí que ahora pode111os considerar 1\.- = l. 

1.3.1 Funciones de con.trol 

Elegir una f1111ció11 de peso parrt. la ec11ació11 (1.31) no es en g:e11eral u11a tan."""a ~Pucilla, en esta 

sección :"->e darán algunos eje111plos <le funciones que pueden resnltar ütile~ t--n diversos casos 

debido a las propiedades que cada una de ellas presenta. 
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1.3.1.1 Splines 

Las funciones splines son de cierta l.ltilidad co1no funciones de pef;o ya que esta .. ":t al estar defiuiclas 

por pe<lazos nos pern.1iten controlar la n1alla en diferentes iutPrYalos del espacio lógico . 

. ~l in1po11er condiciones !"'obre las funciones que definen un spline pode1nos detr.r1ninar el tipo 

de 111allas qne serán obtenidas. t.le esta 111anera se pueden esperar ciertos resultados específicos en 

la n1alla, así por eje111plo un spline fonnado por coustantes. g,cnera una nullla c11ya acu111ulnción 

de los nodns será. n1a~·or C>ll t:.l i11terYalo donde la funciéln de pesn sea 1-neuor. 

1.3.1.1.1 Splines parabólicos 

Generar 111allas por inPdio Lle un spline polinonüal es qnizc.í.. Pl caso rn:.'lS ~ini.ple de estas 

fnncioues rle pPso. pnra fa<-·ilitar Pl análisis de este ca.so tornaren1os nueyn111P11t<:.~ C'n1no Pl (~spacio 

fí~ico al iuter,·alo [O, 1) y co11siderare1nos un spline paralH:llicu. sin en1barg;u la generalización 

resulta in111ediata. 

La idea es ~Pnerar una n1alla inediante un spline parabólico. el eual dcsea111us tenga dcriYacla 

continua. (e~to garantiza cierta sllnYidnd de la n1alla). -:-.•de tRl fonnn que la ac..:111nulación de nodos 

se realict:> Pll 1111 punto <letern1inado ,. del espacio físico. 

DesP.atnos :.tdcn1á~ est3.blecc-·r Pl porcentaje de nodos de la 111alla que 11;,\,n\11 ele acun111larse 

Pntre O -:-.~ t'- c-!sto <=>5 equiYalcnte a. detern.l.inar un punto ~o Uel espacio lóµ,i(_'o con la propiedad 

xc.;o) = <'. 

De acnerdo con la ecuaciún (l.3G) tenen1os: 

X(.!O) = K (e •I>(t)dt 
.fo 

de est.o tenernos que si tl> es 1111 spline lineal ele la forn1a: 

{ 

"1(.;-~0)+1'1 
<I>(.;) = 

n2(~ - {o)+ b2 
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,¿y será un spline parabólico: 

XC<) -{ (1.40) 

Así el proble111a consiste en detenninar los coeficientes de<];> a partir de los datos 111~ i.·-~o, de 

tal fonna qne la solución .Y(~) cu111pla las condiciones e:;;t.ablecidas. 

Ahora bien, desea111os que .Y sea una función continua, al igual que su dc.:.rh·ada, lo cual 

establece las condiciones: 

Pnr lo qne .\."" to111a la forn1a: 

C1 = C2 = .Y(~o) = 1• 

B1 = B2 = .Y~(~u) = n1 

{ 

Ai(I; - fo) 2 + m(I; - /;o)+ 1• 

X(/;)= 

.-12Ce - ~o) 2 + 111(€ - ~o)+ v 

(1.41) 

(1.42) 

Geon1étric·an1ente v es el punto de uuión de las panibo]f\s ~- 111 PR la pPudiente con la cual 

se unen. 

Finalrnente de las condiciones de frontera .Y(U) =O. .Y(l) = 1 t<~uernus: 

111~0 - l' __ c_C_'_ 

'-O 

Por otro lado. de {l.38) tenen1os que: 

es decir: 
A.1 =I-[5!j

A2 = I..:T 

Esto nos indica que b1 = b2 = R. 

A
2 

= m(l -fo)+ (1- t>) 
(1 - fo) 2 
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E1 = I..:b, 

E2 = I..:b2 
(1.43) 



Por lo que Ja función <I> que produce el spline buscado será: 

{ 

f-. m~f" (.; - .;o) + R 
<D(.;) = 

2 m(l-Eo)+(l-v) (" _ ". ) _._ m 
7\ < 1 (o )2 ...,. ""º · K 

(1.44) 

Recorcle111os que si <I> es nll1lriplicada por una constaute la .so]ueión no varia por lo que Ja 

constante I'\.- puede elin1inarse en Ja ulthua expresión, a..o;;;í que <I> •-?Sta co111pletan1ent.e det.er111inada 

a partir de los datos iniciales c.111 y t'o. 

2 

{ 
-2(.; - .5) + .:3 

Fig. 1-10: <I> = 3 .G(.; _ .5 ) + .3 

En la figura (1 - 10) tenen1os v = .4; .Ea = .5: n1 = .3. 

X(~) 

o :s: ~ ~ .3 
.:3 < ~:::.; 1 

Finahnente la condición <I> > o para toda e, nos lleva a la restricción O <:: 111 < 2111in(1n 1 • 1112). 

con -n1 1 = &; y n1 2 = -t='fo· 
1.3.1.1.1 Splines de grado n 
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Un spline polinonlial de grado n de la forn1a: 

_e { A1(€-€o)n+m(~-€o)+v 
-" (-.) = 

--12(~ - ~o)n + 111(~ - ~o)+ v 

puede ser producido a partir de los 1nisn.1os datos por 111edio de la función de peso: 

{ 

";'.'._~~).',' (€ - €o)n-I + m 

<!>(€) = 

71 m(l-!"o)....._(l_,_.,(" _e )11-1 • 
711

. 
(1-~u)" ~ .... o ~ 

donde o< 111 < n:l n1in(1n1.111:!)· 

0.5 

~ o o 

1-11• <I> = { 37.3(€ - .6)
4 + .2 

Fig. · 107.4(~ - .6) 4 + .2 

- , -
0.5 

O :S: € :S: .G 
.G < ~ :S 1 

I 

-

(1.45) 

(1.46) 

Ton1a11do v = .7;~0 = .6: 111 = .2 poden1os generar la n1alla ilustrada <-'11 la fi~11ra (1 - 11). 

La principal ventaja -de usar polinó111ios de grado 111ayor es que la n1a.lla es nu.'is suave~ pues 

ést.a tendrá n - 1 derh·ada.s continuas. 
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1.3 .. 1.2 La exponencial y las funciones trigonométricas hiperbólicas 

La exponPncial co1110 func:h:111 de peso garantiza suaYidad c•n ]a 111nlla g011eradn. nde111ás pueden 

obtener:::oe nua gran Yariednd de f11Hc:iones de c:outrol a partir de t~Ha (ln:-: fuucinnPs trigonon1étricas 

hiperbólicas sou defi11ida.s a partir de la exponencial). cnda una con propindndes particulares 

c-u~·a utilidad depende del proble111a en cuestión. 

1~3.1. 2.1 La exponencial sitnple 

Torue1uos con10 función de peso: 

a .. ':'Í In ecuación ( 1.31) to111a la forn1a: 

<I> = exp(.>.€) 

( 
X,(€) ) =O 

exp(.>.€) { 

y al deriYar y reducir térrniuos se tiene: 

(1.4 7) 

(1.48) 

(1.49) 

Esta ecuación corresponde a la generación de 1nallas pur progresión geo1nétrica Yista anteri

orrnente (ec-nac:ión (1.26) ). sin e1nbargo ahora el coeficieute >.. uo dt:>pellde dt .. l tn'uuero de ut>clos 

de la inalla por lo tanto ahora po<len1os Yariar el nun1ero e.le nodos sin can1biar la ecuación 

diferencial. 

La solución general a la ecuación. (1.-19) es: 

(1.50) 

donde I<o y /'\.-1 son constantes que dependen de las condiciones de frontera. 

Si el espacio físico es el n1isn10 iuter'\·alo [O. 1] tenen1os que _y P!'S una trn.usfonnnc:ión del [O, 1] 

en si nlis1110 dada por: 
X(.;)= exp(.>.€) - 1 

<>xp(A) - 1 
(1.51) 



Las n1allas generadas por esta transformación tienen Ja particularidad de a~~mnular nodos en 

uno de los extre111os del inter'\·alo. esto era de esperarse debido a su .sii11ilit11d con la progresión 

geon1étrica. en la cual el extre1110 de acumulación se det.ern1inaba considerando si el parán1etro 

p era n1ayor o 111enor que uno. algo :-;iJnilar sucede con A pu~.s :->Í .. \ > O los p1111tus se acu111ularán 

cerca de cero, 111ientras que si >.. < O los puntos se acunnilaran cerca de uuo. 

Esta propiedad se conserYa al ton1ar cualquier otro interYalo [a, b] con10 el C"'spacio físico. 

xcel 
30 ~-----~------~ ¡ 

' 20 / 
/ 

0.5 
10 

1 ,, , , , , 

"' 
0.5 

Fig. 1-12: <I> = exp(3~) 

<I>cel X(~) 

0.5 

~r 
' ..... .& ~ ..... --- '' 

0.5 

Fig. 1-13: <I> = exp(-5~) 
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1.3.1.2.2 La exponencial con valor absoluto 

Consideren1os ahora cotno función de peso a la función exponencial: 

'1>(.;) = exp (>.l.; - .;ol) (1.52) 

donde 

A>O .;o E [O, 1) 

Las n1allas generadas por esta función de peso tendrán una acu111ulación de nodos cerca de 

la iinagen de ~O· esta acurnulación sera n.layor o n1enor dependiendo del Yalor de ..\. 

La principal Yeutaja de esta func.:i6n es la suaYidacl obtc ... nida a partir de la PXponencial, lo 

cual representa una Yentaja sobre el caso polino1nial, en el cnal tanlbién se ac111nulan nodos 

cerca de la itnagen de {o, sin e1nbargo ahora dicha iinagen, no puede ser detern1inada cou la 

111is1na facilidad. así pues 110 conocen1os en principio el punto v sobre el espacio físico en el cual 

se juntarán los nodos. 

La solución analítica de (l.31) con (1.52) sobre el inter\·alo [a., b] es: 

X(.;)=~ { 
- exp (A(fo - .;)) + exp (A.;o) + A<L 

exp (A(.; - .;o)) - exp (A(l - .;o)) + Ab 

<l>(~) 
40 ~-----------~ 

30 

20 

10 

0.5 

Fig. 1-14: q, = e:xp(5 l.; - .31) 
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1.3.1.2.3 El coseno hiperbó)lco 

<[> = cosh(.>..~) 

La solución analítica en el interYa)o [O, 1] es: 

X(~) 
senh(.>.~) 

senh(.>.) 

Las iuallas generadas a partir de esta función ac:un1ulan los nodos cerca del punto ~Y = O. 

A diferencia de la exponencial sin"lple ahora el signo de ..\ no afect.a a la. 1nalla generada. 

30 

20 

10 

ºo'==,,;:======:.........~~~~__J 

0.5 

Fig. 1-15: <I> = cosh(4.21;) 
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1.3.1.2.4 La secante hiperbólica 

<I> = (sech(3~))2 

Tenernos ahora: 

La func·ión es suaye, los nodos ~e acunl.ulan cerca de )\ = 1. las 111allas son 111uy silnilares al 

caso de la exponencial siinple con >.. < O. pero con10 en el caso anterior el sig;nu c.lj~ >.. no afectará 

las 111allas generadas. 

X(~) 

0.5 
05~ 

o . . 
o 0.5 

Fig. 1-lG: oI> = sech2 (3~) 

De los casos Yist.os pode111os concluir que inallas ~ixnilares pnc-cl('"ll f.;er ohtr>nida:o; con funciones 

diferentes. ]a.s caract.erísticas particulares de cada una de 1.:~llas L""ll general dt:>tenninaran que 

función 1-ttilizar al resoh·er un proble111a especifico. sin ernbarg;o 1111 critP.rio .!;,t:"llPral para decidir 

que función es rnejor consiste (>Jl. analizar el error que se con1cte con cada una. 

Surge ahora el problenl.a de obtener p puntos en el e~pacio físico donde SP. acunn1len los 

nodos de la inalla. estos puntos corresponden a las itnágencs de los valores de ~ en los cuales 

la función de peso es cercana a cero. por lo que necesitan1os una t.!, tril que <I,(~i) ::::::: O para 

.¡=l. ···~P-
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Exist.en diversas opciones para conseguir el efecto deseado sobre la 1ualla, entre ellas podernos 

1nencionar polinó1uios de grado ]J, o bien las funciones trigono111étricas seno y coseno, con estas 

t.íltirnas los puntos se acunntlan de 111anera periódica. 

Una fornl.a en que hl.S funciones trigonon1étricas pueden ser in1ple111ent ad::L":i <-~.s: 

el> = cos(¡nr€) 2 + ·1n. 

El Yalor de p detennina el nun1ero de puntos sobre los que habrán de ncurnularse los nodos 

de la 111.alla nl.ientras que el Yalor de 111 det.enuina la separación que tendrán dichos nodos. 

Al usar el coseno con10 función de peso los nodos se acunn1larán en p nodos internos del 

intervalo [a. b] 111ient.ras que el seno acu111ulará puntos en p-1 nodos iuterno.s ::'-º <-'11 los extren1os 

del interYalo. 

<l>(t) 
1.5 ..-------------. 

Fig. 1-17: <I> = cos(3r.{) 2 + .1 
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<l>(~) X(~) 

0.5-
0 SDJIÜI 
o 0.5 

Fig. 1-18: <I• = sen(47rl;} 2 + .:3 

1.3.2 Fun.ción. de peso en el espacio físico 

La principal lin1itación de éste 111étodo consiste en que dada una función de peso no conocen.1os 

el punto del espacio físico en el cnál se efectuará el ca1nbio de distrib1u::it~n1 dc-- los puntos de 

111alla, 111ás clararneute, si desea111os acurnular puntos de la n1alla cerca de 1111 punto _\."'o del 

espacio físico resultará 11111~- con1plicado o incluso in1posible detc>riniuar el puuto {o del espacio 

lógico en el cual ~e lleYará el can1bio de la función <D. 

Un.a 111anera de resoh·er éste proble111a es utilizar funciones d1:! peso dPfinidas en el espacio 

físicO, esta situación será descrita ahora. 

Una fuución en el espacio físico depende de la Yariable dependiente _y_ Snpc1nernos que la 

funci6n de peso e!:>ta dada por \V = lF(-Y) > O. la cual esta definida. e11 (:>l iutcrYalo [a,~>], al 

igual que antes el problen1a es generar una n1alla cuyas longitudes de interYa]u I-Yt, -Y1+1] sean 

proporcionales al Yalor de la función n,-·(-Y) en el punto i11edio del interYalo (.'\.'".;.-"\.'";+1), es deciL 

hallar una distribución de puntos _y, con i =O, 1~ ... ,711~ que cun1pla con la condición: 

(1.53) 

con I~ alguna constante por cletenninar. 

De 1nanera análoga al ca.so anterior ton1ando <I>(~) = lF(_"\."'(~)) puden10~ lk·g,ar a. la ecuación: 
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( 
X,(~) ) 

W(X(~)) e= O 
(1.54) 

ton"J.ando en cuenta que: 

n1ediante las reglas de diferenciación podenl.os lleYar esta ecuación a la forn.1.a: 

~-x .. - IF .\:, = O (1.55) 

Las condiciones de frontera para esta ecuación son X(O) r1 •• \:: ( 1) = 11. así pncs te11ernos 

las condiciones necesarias para resoh·er el prob1en1a y generar h1 111alla. Es in1pnrtante obseryar 

que la ecuación {1.54) es sin1ilar a la ecuación (1.31) , sin e111barg;o ésta es lineul rnientras que 

la prin1era no lo es. puesto que el coeficiente es una función de la Yariable dependiente. Una 

ecuación no lineal puede no tener solución o bien, no ser única. 

El Yalor de la constante b .. · en la ecuación (1.53) puede ser calculado inecliante la identidad: 

(1.G6) 

al integrar en el interYa}o (a, b] tenen1os; 

- {b dX 
b. =la IF(X) (1.57) 

Debido a la no linealidad de la ecuación (1.54) la solución general no puede ser dada 

explícit.an.1.eirte. coni.o se hizo en el caso anterior. 

1.3.2.1 Funciones de control para el espacio físico 

Con el fin de con1parar los resultados de los dos casos de 1nalla.s con control del espacio uti

lizaren1os nuevarnent.e algt.1nas de las funciones Yistas anteriorn1ente, solo que esta vez estarán 

eYaluadas en el espacio físico. 

Las inallas ~eneradas en cada caso serán silnilares a las obt.enida.s por la.5 funciones a1uí.logas 
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en el espacio lógico, pero con la Yent.aja de que t.endre111os control sobre los puntos en los cuales 

se llevará a cabo el ca111bio de distribución. 

1.3.2.1.1 Splines en el espacio físico 

lF(X) 
O :5 X :5 Xo 

Xo <X :5 1 

X(~) 

2[~ 
': ~ -_ J 

0.5 

o 0.5 1 

Fig;. 1-19: •I•(I;) 

lF(X) = { 

1.3.2.1.2 La exponencial 

"1(X - .Xo) + /,1 

a2(X - Xo) + b1 

37 

~uulll 
0.5 

0:5X:5.4 
.4<X:51 

. '. 

O :5 X :5 Xo 

Xo <X :5 1 
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Fig. 1-20: lF(X) = { - 2 (X - -4 ) + ·3 
3.6(X - .4) + .3 

lV(X) = exp(.!\ IX - Xol) 

XCtl 

o::; X:::; .4 
.4 <X:::; 1 

XCtl 

Fig. 1-21: lV(X) = exp(2 IX - .51) 
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1.3.2.1.3 El valor absoluto 

{ 
/X. - .Y1 I + 7111 

T-F(X) = 
¡x. -X2 l+m2 

WCXJ 
0.5r-~~~~~~~~~--. 

0.4 

0.3 

0.2 

0.5 

0,5 

F . 1-""· T1-·c "l = { ¡x - .21 + .1 ig. --· __ , ¡x - .s¡ + .1 

O ::5 X ::5 .Xa 

Xo ::5 X ::5 .1 

X(~) 

0lt1JI U] . --
0,5 

O :S X :S .G 
.5 < ."\.'" :5 1 

--

Al c:on1parar los resultados obtenidos poden1os Yer que existe una grnn sinülitud en las 

111allas generadas por una n1is111a función e,·aluada en el espacio lógico y <?'ll Pl P:.spacio físico. 

Ahora poden1os dar algunas couclusiones: es posible generar 1nallu.s !".'obre una línea cuyo 

espacio entre dos nodos consecutiYos sea proporcional al '\-alar <lP una fuudón de peso dada, 

ya sea en el espado lógico o en el espacio físico. obteniendo t.""11 <=>l pri111er c;iso una ecuación 

lineal pero con la desYentaja de que la función de peso e:-. dificil de construir. niientras que en 

el segundo caso la función de peso es 1nuy sencilla de obtener~ pero Ja ecuacióu resulta ser no 

lineal. 
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1.4 GENERADORES DE MALLAS DE POISSON 

Las ecuaciones de Poisson son eon1l'.'1111nente utilizadas para generar 111allas en dirnensiones su

periores, por esta razón Yere111os sus propiedades bñsica.s en una cli111ensi611. 

Los generadores de Poisson tienen dos fonnas. la priinera es conocida cu1110 generador .. ~H 

y la segunda con1.o generador TT?\l. 

Una 111alla es obtenida asu1niendo que la transforinación sath~face una ec11ación diferencial 

de segundo orden. conocida con10 ecuación de Poisson, la razón de esto es que las soluciones a 

dichas ecunciones son suaYes. lo c11al es una propiedad nn1y deseable en las 1nallas. 

1.4.1 El generador AH 

El generador A.H asun1e que la transforrnación satisface la ecuación: 

X.,= P(t;) X(O) =a X(l) = b (1.58) 

donde P(t;) es una función continua dada, la cual sirYe corno control de la inalla. Este es un 

problerna lineal ele Yalores en la frontera el cual tiene conl.o solución general: 

X(I';) = (ú - a)I'; +a -1'; r' P(r)dT + t; r' TP(T)riT - r~ TP(T)r/T_ 
)f. Jo .lo (1.59) 

Las ecuaciones 3.5 y 1.59 indican que _Y(e) y su prinl.era derh·ada son continuas, es nl.á.s 

éstas son continuas aún cuando P(t¿) sea continua solo por trozos~ es decir, .Y(~) es inás suave 

que P(e). Esto es un punto nl.uy Ílll.portante de los generadores de Poisson pues es de hecho la 

razón por la cual resultan de gran utilidad. 

La derh·ada de 1.G9 es: 

X, = (b - a) - 1.' P(T)dT + 1,' rP(r)rlT (LGO) 

Esta expresión ilustra la n1ayor dificultad de éste generador: cliga11l.OS que la relación entre 

la función de peso y su derh·ada no es trh·ial así pués el shnple hecho de que P(t;,) sea positiva 
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no garantiza que la derivada sea distinta de cero (para diinensionPs superiores la derh·ada será 

sust.ituida por el jacobiano de la transforn1ación). 

Introducir una función ele peso en el espacio físico no garantiza un nHi.:vor control de éste 

problen1a. 

El generador -~H puede llevarse a cualquiera de Jos generadores vistos anterior111ente (ecuación 

(1.31) y{l.ú-1)) to111ando la función P(~) de ta) 111anera que se c11111pla uua de las siguientes ecua-

ciones: 

Ejemplos 

<I•e 
P(t;)=~X, F(X) IVx X )2 

~<-e 

P(t;) = { ª' 
a2 

2 

o 

-2'------
0 0.5 

Fig. 1-23: P(f;) = 
{ 

-2 
3.6 

41 

o::;x:::;; Xo 

Xo ::;X:::;; 1 

O:::;; X:::;; .5 
.5:::;; X:::;; 1 

(1.61) 



o 

P(I;) = { -~ exp(2~{X - Xo)) 

~ exp(-2~{X - Xo)) 

0.5 

Fig. 1-24: P(t;:) = { --ff¡ exp(2(X - .3)) 
~ exp{-2(X - .3)) 
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P({) = cosh(.>.{) 

P(t) 
15~----~----~ 

10 

5 

ºo 0.5 

Fig. 1-25: P({) = cosh(3{) 

-1 r-~"'='-~~-~-~--, 

-1.5 

-2 

-2 · 50~----0-.5-------' 

Fig. 1-26: P({) = - cosh(l.51;) 
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1.4.2 El generador TTl\1: 

Para el generador TT!\1 la idea básica es considerar la funci(n1 iuvcrsa t:(-Y) ":tr·· as1111:1ir que est.a 

satisface la ecuación de Poisson con condiciones de frontera: 

l;xx (X) = P(E) l;(o) =O i;:(b) = 1 (1.62) 

donde P(~) es una función continua dada. 

ObserYe111os que _X(~(_"X)) =_y puesto que _y y e son funciones inYcrsas. así al diferenciar 

re:;peCtO de _"\; teneJ110S )'(.E..f._., .. = 1 O hien ex = -~E. 'Y por rE•g;}a dP ln cadeua h•JH:'ll10S: 

(1.63) 

Esta expresión puede usarse para transforinar la ecuación (1.62) en Pl problen1a no lineal 

de Yalores en la frontera : 

X.,+ P(E)(X,) 3 =O X(O) =n X(l) = /, (1.64) 

Note111us cpte el generador TT:\1 ton1a la forn1a de los generndores antL~riores si P es to111acla 

en alguna de las sig;uient.es fonnas: 

3 ~ .. P(E)(X~)· = - q, X, P(X)(X, ) 3 = - l~~;: (X, )2 (1.65) 

Para oht.ener una relación con la deriYada pode1nos integrar la ecuación (1.64) con lo ql.le 

tene1uos: 

(X, )-2 = 2 ¡~ P(r)dT 

con lo que poden1os Yer que la relación nueyan1ente es no "trh·inl, sin e111bargo Yernos que si P es 

continua entonces tatnbién lo son .Ye y .Yu: es decir la transfonuación es dos Yeces diferenciable, 

por lo que las n1allas generadas por TT~I son suayes. 
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(A) 

Poisson TTM 

P(~) X(~) 

(A) 

PCtl X(~) 

o o 
-1 

-0.1 ,__ _________ __, ~1111 
-2 o 0.5 

--o 0.5 

(B) 

Fig. 1-27: 

P(t,) = { 
i.

1
o 

.] 

p+f o :s t; < .5 

.5 :s t; < 1 
(B) 

{ 

-.1 
P(t;) = 

.1 
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1.5 TRANSFORMACION DEL PROBLEMA DE DIR.ICHLET. 

Considere111os ahora el proble111a de ,-a]ores a la frontera 

(a(X)F:,.- )x = g, F(a) =A F(b) = B (1.66) 

donde a, b, A, B son nún1eros reales dados. 

Asumire1nos que una transforn1ación X = X(e) uno a uno del interYalo [O, 1] al interYalo 

[a, b] es dada. 

La suposición de que la transfonuación es uno a uno indica que ...-Y1; =? O, ade111ás en caso de 

que Xe <O consideraren1os la transformación 5é = X(I - {) para la cual se tiene Xe = -Xe, 

por lo que asu1nire1nos que ~"\:e > O. 

Las funciones a, F y g pueden considerarse corno funciones de~ al to111ar 

a({) = a(X({)) F({) = F(X({)) g({) = g(X({)) 

Usando la regla de la cadena y despejando tenen1os 

y aplicando est.a regla a la ecuación (1.66) 

(a(X)Fx)x = 2- (ª({)Fe) 
Xe -Ye e 

(1.67) 

La últitna expresión en (1.67) es la forrna simétrica de la ecuación. 

Finahnente al sustituir (1.67) en (1.66) tenen1os el problema trru1sformado en forma sin1étrica: 

F(O) =A F(I) =E 

Donde 
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- Q a·=-
Xe 

F=F li=Xeg 

Una forn1a alterna para Ja ecuación puede obtenerse al desarrollar Ja derh·ada en (1.67): 

Est.a es la forn1a no sbnétrica del proble111a la cual tiene un térn:1ino de pr~1ner orden, 

esta situación se presenta tan1bién al transformar una ecuación en din1e11siones superiores., en 

donde la deriYada de la transfornu1ción ... )( será sustituida por el jacobiano de la transformación 

correspondiente, el cual para el caso unidimensional esta dado precisrunente por J = Xe. 

Cuando una transformación cumple que .. Yt; = O o ... '\.""e = oo se dice que es singular, esto por 

supuesto representa una con1plicación en la transformación del proble111a de Dirichlet, sabernos 

que X es in.yectb:a y por lo tanto ... :\""t; =¡6 O, la condición de suaYidad sobre )\: se traduce en 

... 'Ce 7': oo, por esta razón las n1allas generadas se desea que sean tan suaYes corno sea posible. 
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1.6 MALLAS ADAPTIVAS 

En las dos secciones precedentes se han estudiado n1étodos para generar 1nallas 1nediante una 

función de peso, tal función debe ser construida de acuerdo a la ecuación que se desea resolver, 

es decir, depende directamente de la ecuación que será aproxituada sobre la n-ialla. 

Con1.o ya se ·vio al inicio del capitulo la malla debe acun1ular puntos en las zonas donde la 

solución de la ecuación original varíe rápidan1ente, en ocasiones es posible detern1inar dichas 

zonas a partir de la ecuación nlis1na, en general no es sencillo hacer esto por lo que las condiciones 

que debe cumplir la función. de peso no son sencillas de detennin.ar. 

Una fonna de resolver el problema es utilizar el rnétodo de n1.allas adaptivas, ést".e consiste 

en generar una 1nalla al 1nisn.10 tie1npo que se resueh·e la ecuación original, considerando a esta 

junt.o con la ecuación generadora con10 un siste111a de ecuaciones. 

Para aclarar la idea anterior consideremos el proble1na: 

(nfx)x + /3fx 

f(a) 

g 

fo 

X E [n,b] 

f(b) = ¡, 

(L68) 

(L69) 

Se desea definir una función de peso para la ecuación (1.54) que nos pernlita acumular 

puntos de la 1nalla en las zonas donde la solución f varíe rápidan1ente, esto es equivalente a 

pedir que ll,..~ tome valores cercanos a cero cuando fx sea grande en valor absoluto, el caso inás 

sin1ple es to1nar: 

pero esta elección requiere de 

1 
W= l/xl' 

fx #0, (L70) 

ade1nás el valor absoluto no es una función suaYe por lo que esta función de peso resulta poco 

atractiva. 

Exist.en diversos criterios para definir funciones de peso de mallas adapt.h-as, una de las más 
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simples y de uso común es: 

lV = --¡==l=~ J1+.2 f]c 
(1. 71) 

con € > O. 

Observernos que si fx es rnuy cercano a cero lV es cercano a uno por lo que los nodos 

tendrán una distribución casi uniforn1e, mient.ras que si f.Y es 111uy grande se tiene: 

IV=-
1
-

•lfxl 

por lo que los nodos de la 1ualla estarán 1nuy cercanos entre si. 

La restricción (1. 70) ha desaparecido pués el denominador es sien'lpre distinto de cero, y la 

función generadora tiene derh:ada continua, ya que lV es suave. 

La principal desYent.aja de esta función de peso es que si .f tiene un Ynlor extremo en Xo 

es decir fx (-Xo) = O entonces la solución en los puntos cercanos a .Yo puede ser considerada 

constante por lo que el valor extren'lO se perdería. 

Para conseguir una n1ayor acuinulación de puntos cerca de los Yalores extreinos de f puede 

introducirse dentro de la función de peso a la segunda derivada de /, es decir: 

l.V = lV(fx,fxx) (1.72) 

La forn1a general de lV' para est.a situación puede escribirse así: 

lV = 1 +Eh+ >.k h = h(fx) E,A >o 

En la función lV pueden incluirse otros argumentos (derh·adas de orden superior o incluso 

la ntlsma función f) según lo requiera la ecuación que se desea resoh·er. 
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Una vez determinad.a la función lV el problema será resolver el sistema de ecuaciones dado 

por (1.68) y (1.54): 

(a:fx)x + /3fx = 9 

ex,) =o 
lV e 

(1.73) 

Bajo las condiciones de frontera: 

f(a) =A, f(b) =E, X(O) =a, X(l) = b 

El sisten1a (1.74) puede transformarse en un sistema sobre la ,.ariable e, de acuerdo con la 

sección (1.5) y resolverse co1no un problema en el espacio lógico, para aclarar esto consideremos 

el siguiente problen1a: 

Íxx - vf_,, 

f(a) 

o 
o f(b) = 1 

La malla será generada por la ecuación (1.54) y lV sera t.omada como en (1.71).

Recordernos que: 

Al transformar la ecuación para f se tiene: 
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o bien 

f.,-(~:+v)f,=0 
mientras que la función TV se transforma en: 

W (X ( {)) = -.,,.=!;/=x='=, '~"" Jx; + e2 f'f 
De esta fortna tenemos ahora un sistema de ecuaciones en el espacio lógico. 

Finaln1eute el sistema puede ser escrito de la siguiente forina: 

(_~:) { - u;; 
f(O) 

(
(Jx; + e2 f¡) x,) 

/x,/ 
{ 

X(O) 
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A f(l) = B 

o 

a X(l) = b (1.74) 



1.7 EL CALCULO VARIACIONAL 

Y LA GENERACION DE MALLAS 

Hasta ahora he111os Yisto diferentes ecuaciones n'lediante las cuales se generan xnallas, es natural 

preguntarnos entonces de donde se obtienen estas ecuaciones, es decir, que técnica podemos 

utilizar para obtener una ecuación con10 generador de ni.allas. 

El cálculo Yariacional proporciona una técnica útil para responder a ésta pregunta. 

Esta técnica será estudiada con i11ayor detalle en el caso de dos dimensiones y por el n10111ento 

sólo vere1nos un eje111plo de su utilidad. 

Consideren1os la siguiente expresión.: 

1 ¡1 (X,) 2 

I¡x] = 2 lo -¡¡¡-d!:. (1.75) 

El proble1ua que queren1os resolver ahora es el de rninimizar esta expresión sobre todas las 

funciones X (e) con.t.inuan1ente diferenciables que satisfagan las condiciones de frontera X (O) = a 

X(1) = b. 

La función -""< que resuelYa el problerna sera precisan1ente la transfonnnción con la cual 

generaren1os la ll.1.alla sobre el interYalo [a, b),por est.a razón la 1ualla generada se denonlina 

1nalla 1níninHt.. 

Para n.1.inhnizar I¡x] ton1emos la función 

F( ) 1 [1 ((X+ eC), )
2 

d"'. 
e = I¡x+<CJ = 2 lo <I> '- (1.76) 

donde Ges una función continuamente diferenciable en [0.1] tal que C(O) = C(l) =O. 

Si _y_ es una función que 1ninimiza a I[x] entonces e = O es un 1nínin10 para F es decir debe 

cumplirse la igualdad: 

i X 
F'(O) = l, -q., C,dt; =O (1.77) 

Integrando por partes tene111os: 
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1 (X ) 
;;, ~ ~C=O (1. 78) 

Esto debe cu1nplirse para toda C así que se tiene 

(X•) =O 
<I> { 

(1. 79) 

Es decir que la función que n1iniiniza a I¡x] debe cun1plir con la ecuaci6n (1.79) y es ésta 

ecuación la que genera la 111alla deseada. 

La ecuación (1.79) es la 1nisma que la ecuación (1.31) a.sí que hen1os Yisto que podernos 

generar una n1alla con control del espacio local 111ediante técnicas Yariacionales . 

... .\.1 introducir una función de peso en el espacio físico, es decir ll'-(-Y), el proceditniento 

es el tnisn10, sin entbargo ahora no será posible considerar a el:>({) = ll'"(-Y(~)) corno se hizo 

anteriortnente, en realidad debe1nos ton1ar <I> = l·F'2 así considerare1nos: 

1 '(X (I;) )
2 

I¡x1 = 2 fo lFCX) dE. (1.80) 

l\1ediante un proceso análogo al anterior poden1os ver que la función _y que n1inbniza a I[x] 

debe cun1plir la ecuación: 

(1.81) 

Esta ecuación corresponde al caso de la generación con control del espacio de n1alla mediante 

una función de peso en el inter\"alo físico. 
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1.8 IMPLEMENTACION NUMERICA 

Todas las ecuaciones ,~ist.as hasta ahora pueden ser aproximadas por el n1ét.odo de diferencias 

finitas, est.o conduce sie111pre a un siste111a de ecuaciones algebraico para ilustrar el procedin1iento 

usaren1os la ecuación (1.31) 

( ·"·) =o 
<I> ' 

(1.82) 

Para discretizar ésta ecuación usaremos el esque1na de diferencias centrales para la prin1era 

derivada, lo cual nos conduce a: 

(1.83) 

donde i = 1, 2,, ... , (1n - 1). 

Al desarrollar el lado derecho de la expresión anterior aplicando nueYalnente el esquen.1a 

central se tiene: 

(1.84) 

La últhna parte de esta expresión nos da la discretización de la ecuación 1.82 

En general para las ecuaciones 'istas hasta ahora la discretización conducirá a un sisten1a 

de Ja forma: 

(1.85) 
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con 

C; = -(!; + r;) 

De ést.a forn1a solo li y ri deben ser especificados para la solución del proble111a. 

En el caso de la ecuación (1.82) t.ene1nos: 

1 
r¡ = <I\+1, g; =o 

(1.86) 

(1.87) 

El sist.etua obtenido es tridiagonal simétrico y necesiT.ará de un tratan1iento especial en Jos 

e.""i:tre1nos, para i = 1 tenernos -~i-1 = -\.'"o =a por lo que la prhnera ecuación del sisten1a puede 

escribirse con Jos siguientes coe:ficje11tes: 

r1 11 =0 (1.88) 

y para el caso de i = 1n - 1 Jos coeficientes serán: 

rm-1 =O, (1.89) 

Poden1os Yer que los puntos n1edios de Jos intervalos [ei~ {t+i] serán necesarios para calcular 

los coeficientes del siste111a por lo que es conveniente ton1ar un espacio de 111alla igual a ~' es 

decir si desea1nos calcular los Ya]ores de _Y(~') en 111 - 1 puntos f,1 será necesiirio considerar una 

111aJla de 2(711 - 1) puntos, de esta nianera se aproxin1n en los puntos con i = 1, 2, ... , n1 - 1, y 

los coeficientes de las ecuaciones se calculan en los puntos con i = ~' ... , 2 n;- 1 • 

Las t»allas generadas a partir de las ecuaciones (1.31) y (1.32): 

_y __ - <P,x =o 
..... <I> ( (1.90) 

son las n1.is111as, sin en:1bargo al desarrollar ésta últin1a en diferencias finitas el esque1na es 

diferente al anterior~ los coeficientes para la discretización de lc-1 ecuación {l.DO) son: 

r; 
1 - <I>1+1 - tI>i-1 

4cI>¡ 
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Estos coeficientes dan lugar a un sistema que no es simétrico por lo que el sistema generado 

por (1.89) es preferible. 

El siste1na de ecuaciones algebraicas que debe resolverse es de la fonl.1a Ax = b, donde: 

A= /; r¡ 

lrn.-2 Cnl.-2 r'fTl,-2 

y b depende de los valores de g. 

Cuando la función de peso esta dada en el espacio físico el sisterna obtenido es no lineal y 

su solución requiere de un proceso iterativo con"J.o el que se describe a continuación: 

Dar una malla inicial (-X-J') 

Evaluar l,, 1·,, e;, con {-Xf) 

Resolver el sisten1a para (_"Y.¡1) 

Si la tolerancia no se cumple (X,0)=(.X",1) 

Para la ecuación (1.54): 

Los coeficientes de la discretización son: 

1 
r¡ = ~' l; = r;-1, 9i =O 

i+~ 

(1.92) 

(UJ3) 

Si desarrollan"J.os la ecunción (1.55) podemos obtener un sisten"J.a ahernat.ivo, con la Yentaja 

de que los coeficientes I;~ 1·; y e; son const.antes y solo debe evaluarse 9i. la ecuación y los 
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coeficientes del sistema son: 

1.9 

g; 
(l·Vi+1 - lF;-iJ(-Y;+1 - x·,_1) 

411";'172 1; 

Un ejemplo resuelto 

Anteriorn1ente se ton1ó con10 111odelo al problen1a de Yalores: 

d 
dX [K(X);~) 

U(O) 

o O<X <l 

Uo U(/)= U1 

(1.94) 

Abara aplicaremos la teoría desarrollada en este capitulo para aproxin1ar la solución., al caso 

particular 

d [ du) dX (1 + lOX) dX 

~(O) 

o 
o 

o< _y< 10 

U(lO) = 1 

La aproxitnación se realiza sobre cuatro diferentes mallas, siendo la prin1era de ellas la n1alla 

uniforn1e, y se co1npara el error co111etido en cada una de las aproxhnaciones. 

Una opción para obtener la aproxin1ación deseada es 1uediante la transforn1ación del prob

len1a sobre el intervalo (O, 10], en un problen1a sobre el int.ervalo [O, 1], iuediante las forn1ulas de 

la sección (1.5), y discretizar la ecuación resultante con un esquen1a de diferencias centrales, este 

proceso será utilizado ahora sobre. el proble1na anterior, utilizando tres diferent.es ecuaciones 

generadoras. 

Las n1allns en todos los casos constan de 25 nodos. 
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1.9.1 1" aproxhnación (n:1alla unifor11:1e) 

Consideremos la transfor1nación: 

x<el = 10e 

Tenernos entonces: 

De Ja ecuación 1.94: 

I«el = 1+10 <10e) 

Para 1'.ransforn1ar el proble111a se tiene: 

Por lo que la ecuación transforinada es: 

!!._ [1+1ooe du] = 0 
d~ 10 d~ 

La dizcretizaciónse lleYa a cabo usando el esque1na (1.5) con espacio ele tnalla constante y 

la hnplen1entació11 nun1érica se realiza n1ediante las fórn1ulas de la sección (1.8) ton1ando para 

ello <l' = /.:.· 

En las siguientes gráficas se muestra el resultado de la aproxin.1ación y el error con la solución 

analítica. 
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Fig, 1-28: 
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1.9.2 2.!! Aproximación. (n1alla con exp) 

La segunda aproximación se lle'"'B. a cabo sobre una malla generada por la función: 

X(~) = 10 exp(.>.~) - 1 
- exp(.>.) - 1 

.A= 4.4 

La cual corresponde a Ja solución de la ecn. {1.31) con oI! = exp(.>.l;). 

Tenetnos ahora: 

X = 10 .>. exp(.>..;) 
e exp(.>.) - 1 

K(c) = 1+10 (1oexp(.AO - 1 ) 
... e."Xp{.A) - 1 

Al transformar t.enemos 

K(.;) = (exp(.>.) - 1) + 10 (10 exp(.>.O - 1) 
10.A exp(.>..;) 

La aproxitnación resultante y el error son mostrados en las siguientes gráficas. 
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Fig. 1-29: 
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1.9.3 3" Aproximación (malla con senh) 

Para realizar la transforn1ación consideraremos ahora la función de distribución: 

por lo que: 

X(~) = 10 senh(>-~) 
senh(>-) 

>- = 5.766 

X = 10 5.766cosh(5.T66~) e senh(5.766) 

Observemos que esta función corresponde a la solución de la ecn. (1.31) con <I> = cosh(>-~)

Nuevamente de la ecuación 1.94: 

K(t.) = 1 + 10 (10 senh(5.766~)) 
· senh(5.766) 

Por lo que al transformar el proble1na tenernos: 

.:!:._ [Rc~)du] =o 
~ d~ 

K(~) = J<(f.l 
Xe 

senh(>-) + 100 senh(>-10) 
10), cosh(>-~) 

Los resultados de este proceso se inuestrau en las siguientes figuras 
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1.9.4 4"- aproximación (malla geo1nétrica) 

Finahnente ton1aremos una n1alla geo1nétrica de 25 nodos (23 nodos internos) sobre el intervalo 

[O, 10]. 

A diferencia de los tres casos anteriores ahora la ecuación. no sera transfonnada al intervalo 

[O~ l], sino que se utilizará un esquen1a de orde11 uno sobre la n1alla generada en el intervalo 

[O, 10]. 

Con10 se Yio en la sección 1.2 es necesario detern"J.inar el valor apropiado del parán1etro p, 

para obtener 1nejores resultados, así al aplicar la forn1ula t.ene111os: 

( 100] ,];¡ 
p = 1 - 101 = 0.825 

Por lo que la n1alla pt1ede ahora ser generada resoh·iendo el sisten1a (1.22). 

La ecuación. es aproxhnada por el esquema (1.5) por lo que los valores de la ecn. en los 

nodos estarán dados por el sisten1a: 

o 2:Si:524 

U¡ 1 1125 = 1 

donde: 

Por otro lado poden1os to1nar: 

por lo que no es necesario calcular los puntos tnedios de la tnalla. 

Al desarrollar tenernos: 

64 



a¡tJ.i+l + bi'Ui + C¡Ui-1 = Q 2 :5 i :5 24 

a¡= 

1.J.} = 1 u.25 = 1 

K1+1 +I<t 
L:>.X; 

Finalmente el sistema puede ser escrito en la forma 

At.t=d 

con: 

A= 

Los resultados de este proceso se muestran en las siguientes figuras: 
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CAPITULO 2 

APROXIMACION EN 

DIFERENCIAS FINITAS 

2.1 INTRODUCCION 

Uno de los inétodos n1ás frecuenterncn.te utilizado para la solución de ecuaciones diferenciales es 

el n1étodo de diferencias finitas ya que este es relath·a1nente econónlico con1put.acionahne11te 

y sencillo de utilizar~ su proceso consta de tres pasos fundnn1entales. 

El prin1er paso es el de discretizaci6n del dominio, y consiste en elegir un conjunto 

discret.o de puntos en el don1inio de la ecuación sobre los cuales se calculará la aproxin1ación 

a la solución real de la ecuación, cada uno de estos puntos son llamados nodos, y al CGn1junt.o 

de todos ellos se le denotnina una n-ialla, así pués, el prhner paso es elegir una rnalla sobre el 

do1ninio de trabajo. 

El segundo paso es el de aproximación o dizcretización de la ecuación, el cual consiste 

en sustituir las derh·adas que aparecen en la ecuación por diferencias discretas evaluadas en los 

nodos de la n1alla elegida, con esto se produce un conjunto de ecuaciones algebraicas en las que 

las variables serán los valores de la función sobre los nodos, que a su vez son la aproxi111ación 

buscada. 

El t.íltin.10 paso es la solución del sistema de ecuaciones algebraicas. 

El prin1er paso del n1ét.odo de diferencias finitas ha sido discutido para t::•l caso unidimensional 

en el capitulo anterior, en tanto que el caso bididrnensional será analizado en el siguiente 
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capitulo, por el momento fijaremos nuestra atención en el paso de aproxhnación. 

2.2 ESQUEMAS DE APROXIMACION 

La idea fundan1ent.al del 111étodo de diferencias finitas est.a en el segundo paso, es decir en la 

aproxhnación a las deriYadas por 111edio de diferencias, por ést.a razón iniciare111os estudiando 

los esquen1as de aproxiinación n1ás co1nunes, para esto supondren1os que ya se ha elegido una 

inalla en el don.1.inio sobre la cual se realizará la aproximación. 

La aproxhuación en diferencias finitas esta basada en la definición standard de derh·ada de 

una función continua u(~). 

du =lim u(~+h)-11(~) 
dE. h-0 h 

una aproxin1ación en diferencias finitas puede Yerse con10 la definición anterior pero sin el 

proceso liinit.e, es decir, un "·alar finito distinto de cero es utilizado para h, por lo que la derivada 

de 'l.t.({) puede calcularse algebraicarnente, así pués podernos ton1ar con10 una aproxin1ació11 a 

la primera deriYada la expresión: 

du u(~+ h) - u(~) 
d.t;. :=::::e h ' O<h<l 

Vea1nos ahora algunas aproxin1acjones en diferencias finitas para la prh11era derh·ada de 

u(~) E C 1 [a, b], para esto tomaremos Ja malla sobre el inten·alo (a, b] dada por los puntos 

a ={O < e-1 < ... < .;m-1 < ~m = b, tO!UaremOS aden1ás ..Ó.{.; = {i+l - {,-, a..o.;;Í, la deriYada de u.(.;) 

puede ser escrita co1no: 

ahora bien al elhninar el proceso. limite se tiene 

du("·) ""U("·)= u(~;+1) - u(.!;;) 
d.{ ~' ~1 ..ó.~, 

1-1-i+l -U¡ 

~.;, 
(2.1) 

donde u.; u(.;i) para toda i. De esta forma hen1os obtenido una expresión algebraica que 
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aproxin>a el ...-alor de la derh-ada de u(~) en el punto~;. 

Es inl.portante observar que la manera de aproximar una derivada no es única, por ejen1plo, 

podemos hacer los siguientes esque1nas de aproxitnación: 

Para sin1plificar las fórinulas y hacer inás sencillo el estudio de los esque1nas de aproximación 

introducire111os algunos síinbolos de uso con1ún, estos son lla1nados operadores de diferencias 

finitas. 

Operador de diferencia adelante 

Operador de diferencia atrás 

Operador de diferencia central 

JlU.i = ~ (u.1+~ - u 1._:l) Operador de diferencia pron1edio 

Donde 1-1i±~ = 11(e1±~) con e1±~ el punto 111erlio entre ~i y éi±l· 

Un esquen1a de aproxin1ación es denotado generaln1ente por la letra n:1ayúscula correspon

diente a la función aproxin1ada, así podemos ahora sin1plificar los esquernas anteriores usando 

la notación de los operadores.: 

dv (~;)""V(~;)= V; - V;_¡ vv; 
d~ ~; - ~;_, = V'E:; 
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algunos esque111as para la segunda derivada y n1ayores pueden obtenerse 111ediante la aplicación 

repetida de los esque111as anteriores o bien por co111binación de ellos. 

Un esquen1a particularn1ente útil para la segunda derh·ada es el siguiente: 

u,..._\-T.li u,-11;-1 

~-~ 

~i+~ - f.i-~ 

si el espacio entre los nodos de la 111alla es constante, es decir~~~ 

esquen1a se reduce a la fonna 

2.2.1 Analisis de aproximació11 

Ui+l - 2u.¡ + 'lli-1 

~1;2 

~-~ 
~(, V(, 

bt,i 

M;; 'Vi, el 

(2.3) 

Es in.1.portante detenninar que tan bueno es cada uno de los esquemas Yistos hasta ahora, es 

decir debe111os analizar que tan cerca de la solución real esta la aproxin1ación obtenida, e..sto no 

es sencillo~ pues la solución real no se conoce. 

El análisis de aproxin1.aci6n esta basado en la expansión de uua función eu t'U serie de Taylor, 

la cual esta dada por el siguient.e resultado: 

Teorenl.a de Taylor: 

Considere1nos ·u(~) una función continua con ..,··v deriYadas continua..s l. .. ll el i11tervalo (a, b]. 

Dado un punto l;o E [a, b] se tiene que para cualquier punto I; E [a, b] se cumple la igualdad 

du (l;. - ea) 2 d 2 u (" ) _¡_ (~ - ~o)3 d 3 u 
u(I;) = u((o) + (t; - fo) dí; (l;o) + 2 ! dE;.2 '"º · 3 ! dt;3 (E;.o)+ 

+ (E;. - l;o)4 d4u(")-'"-
4! dt',4 '"º .. .+ + 

donde 
QN = (l;-E;.o)N <1,N"ci;) 

- ~"\"'! d(.N "' 
para alguna i;. E [t;.,l;o] 

La den1ostración de éste Teore1na puede hallarse en dh·ersos libros de ci\lculo diferencial. 
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2.2.1 .. 1 Error de truncamiento 

Poden1os ahora analizar las aproxhnaciones anteriores usando el Teorema de Taylor. 

ConsiderenlOS u(e) E C 1''[a,bJ, dado el punto de malla et, la expansión en serie de Taylor 

para u(~) en el punto {i+l es: 

la cual poden1os escribir con10: 

Al restar u¡ en la últhna expresión t.enen1os: 

finalmente al dividir por ~~i y despejar la priiuera deriYacla se tiene: 

si con1.pa1·an1os esta expresión con el esquen1a de diferencia aclelnnte Ye1nos que en la aproxi

mación se ignoran los térn1inos: 

Los térininos ignorados representan el error cotnetido por la aproxin1ación en diferencias, 

a tal error se le denon1.ina Error de 'I'runca1niento y en el ca.so del esque1na con diferencia 

adelante esta dado por: 

(2.4) 

La est.i111ación del error de truncamiento nos indica que tan lejos pode1nos estar del valor 

real de la derh;ada por lo que en los esquen1as se busca que este error sea lo 1uás chico posible. 
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Los errores para los esque1uas de diferencia atrás y central pueden calcularse de n1anera 

similar al caso anterior, estos errores son: 

dv l5(¡111;) [At;'f - V't.'f d 2u Al;~+ v€f rl"u , ] 
E.T.c = d"(~;) - ~( "·) = - '>1('>/5.!;·) dc2 (.!;;) + 3'("15"·} /"." (~;) _,.. ···· 

-~ V jl...,., -· - 1. °' • - l.,.1 f' 1.,. 

Observen.1os que en el caso de la diferencia central con un espacio de rnalla constante~ es 

decir, ~.; = ~.;i = ~.;i =ti.;, parn toda i, el error se reduce a: 

(2.5) 

en donde las derivadas pares han desaparecido. 

Observen1os que el error depende del punto .;i en el cunl se hnce la aproxilnación, a.sí con10 

del espacio de la malla, en general si L[u(I;)] = O es una ecuación diferencial ~· L[U(.!;)] = O es 

un esque111a de aproxhnación, el error co111etido esta dado por 

E.T. = max (L[u(.!;;)]) - L[U(~;JJ) 19SM . (2.6) 

donde .'f\1 es el nún1ero de puntos de malla. 

2.2w1 .. 2 Orden. de aproximación 

A.nalicen1os ahora lo que sucede cuando el espacio de nlalla ~.; se reduce arbitrarian1ente. 

Cuan.do ~e es n1uy pequefi.o el término con el exponente n.1ás chico tiene el Yalor absolut.o 

inás grande y donl.ina a los otros, aden1ás los Yalores de las deriYada.s son constantes ya que el 

punto ei pennanece fijo. 

Es decir que el error depende principalmente del térn1ino con exponent.e n.1cnor, dicho ex

ponente es llamado el ordeú de aproximación del esquen1a. 

En general si U(t;,.;) es la aproxirnación a ~(ei) con un error de trunca111iento: 

72 



con e¡ E R y c 1 # O, dechnos que el esquema tiene orden de aproxhnación p y lo denotamos por 

Así por ejen1plo pode111os ver que los esque1nas con diferencia adelante y atrás tienen or

den de aproxirnación uno, esto se denota con10 O(.ó.e), 111ient.ra.s que el esque1na central (con 

diferencia central) con espacio de 1nalla constante tiene orden dos, denotado por O(Ae'2). 

Ahora si L[u(I;)] es una ecuación diferencial de u.(.;) y L[U(.;)] es un esquema de aproximación 

entonces el orden de aproxirnación esta dado por el rnínituo ele los ordenes utilizados en el 

esquern.a, es decir al nproxiiuar ln.s derivadas involucradas en L[11(€)} cada una puede tener un 

orden de aproxin1ación. diferente, y el 111enor de estos sen'i toni.ado con10 el orden de aproxitnación 

del esque111a con1pleto. 

~~l aproxi111ar una ecuación diferencial por diferencias finitas es in1portante buscar l.ln es

que1na con el ni.nyor orden de aproximación posible, pero un orden n1ayor en general solo es 

obtenido ni.ediant.e esquenl.as de aproxitnación ni.ás con1plejos. 

2 .. 2.1.3 Consistencia 

Al aproxilnar una derh·ada es necesario que la aproximación reahnente se acerque a la derh:ada 

deseada. es decir, al reiI11plantar el proceso li1nite en dicha aproxinul.ción, la ck•rh·ada original 

debe recuperarse~ por lo que el esquen1a deberá ser arbitraria111ente cercano a la derivada 

real cuando el espacio entre nodos sea arbitrariamente pequeño, esto significa que el error de 

trunca1niento deberá acercarse a cero a:,l tie111po que lo haga el espacio de 1nalla. 

~'las precisani.ente, dado un esquenl.a de aproxinl.ación U(e) para ~(~), debe cunlplirse 

que: 

La condición anterior puede escribirse con10: 

lim E.T. =O 
-"~-o 

cuando esta igualdad se cumple decimos que el esquema es consistenteª 

(2.7) 

Para el caso de aproxin1ación de una ecuación diferencial el esque111a utilizado deberá aprox-
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in1arse a la ecuación original. 

2.2.2 Esquemas generales de aproximación. 

Considere1nos la deriYada ~~:.' y una colección de llI + 1 puntos en el interYalo (n., b] tales que 

eo=ª < t;.; < l:.i+l < b = e,,.1 los cuales serán usados para aproxiinar la derh·ada ant.erior. 

El espacio ele n1alla no necesarian1ente es constante, ~í p1.tes el espacio eutre nodos esta 

dado por ~~i = ei+I - ei para toda i = Ü, 1, ... , ]\/. 

Denoternos el espacio n1ás grande entre nodos por ~{max es deeir: 

~emax = Inax {6.;;} 
0$i!::J\1-l 

EYaluernos la derb:ada en un punto~., donde~- no necesaria111ente es un punto de la iualla. 

Una aproxin1ación en diferencias para la deriYada es una con1binnci6n lineal de los Yalores 

de la función en los puntos de la r:nalla, es decir: 

~u M 
d-l;" (.;.):::::::: ··youa + 11111+1·2112 + •.. +/J\1111\1 = L::-nu1 

i=O 

(2.8) 

Debe cu1nplirse aden1ás la condicié>n de consistencia así que la con1binació11 habrá de tener 

la siguiente propiedad: 

p>O (2.9) 

donde ~emnx es usado con10 una n1edida general del espacio entre nodos. 

La expansión en serie de Taylor para Ui en el punto e. es de la forn1a 

( du (" (E.; - E..) 2 
d

2 u. (" (E.; - E..) 3 
d

3
u (" ) 

U¡ = 11 . ., + f;i - ~ .. )de ..,_,,.) + 2! d.!!,.2 ..,_.,) + :3! df;;j l.,.• + .... 

Al sustituir esta expansión dentro de la co111binación lineal tene1nos: 
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donde las Bj son funciones lineales de las 1'i dadas por: 

Bo = lo+ 11 + 12 + ... +/Al 

B1 = 1o(t:o - ~.) + 11(t:1 - t:.) + 12(t:2 - t:.) + ... + 1·.u(t:M - {.) 

En= /O (t:o - ~.)" + /1 (6 - {.)" + + · ({M -t:.)" 
11! n! ... 1111 n! 

(t:o-~.)n+l . (6-{.)n+l . ..1.. ({At-{.)"+l 
Bn+1 = 1·0 (n + l)! + 11 (n + l)! ..,... ··· · /l\1 (n + l)! 

ObserYen1os que cada Bj puede ser escrito co1no: 

C.l:; 
({; - {.) 

~emax 

(2.10) 

Ahora bien para que se c-l.nnpla la condición '!e consistencia (2.7) debe tenerse que el coefi

ciente de z~:.' debe ser igual a uno, es decir Bn = l. 

Esto irnplica que cada lr debe ser proporcional a (~emax)-n pues cada 1111a de estas esta en 

Bn inult.iplicada por un térrnino proporcional a (.ó.emax)n 

De acuerdo con lo anterior tene111os que los coeficient.es Bj son proporcionales a (~ema.x)j-n, 

sin en1bargo esto itnplica que Bj - oo si ~emax - O~ y j < n lo cual elh:nina la consistencia,la 

única for111a de que esto no suceda es que Bi =O para toda j < 11. 

Así la consistencia requiere que cada Bj con j < n sea idéntican1ente cerO y Bn = l. 

Lo anterior se resu1ne en las condiciones: 

Bo = B1 = B2 = ... = Bn-1 = O 
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En= 1 (2.11) 

De acuerdo con la definición de las Bi estas condiciones nos llevan al siste111a de ecuaciones: 

1 1 1 'º 
eo - e. .;, - ~- t:.111 -e. ,, 

(l';o - .;.)2 c.;, - .;.)2 (.;llf - .;. )2 '12 

(~o -~ .. )n-1 (~1 - i;. )''-' (.; .. u _ ~.)n-1 1.'\/-1 

<~o - ~-r1 (.;, -1;.)" (1'M -.;.)" :.'lf 

o bien Ag = b 

La matriz A es de (n + 1) x (.\I + 1), ges (,\I + 1) x 1 y b PS (n + 1) x l. 

o 
o 
o 

o 
n! 

Cuando la inatriz A es cuadrada (J.I = n) la solución existe y es única pues el determinante 

es conocido con-io detern'linante de Vandermonde, el cual se snbe que es distinto de cero. 

~.\.sL se requieren al 1nenos n + 1 puntos para que exista un esquen1a consistente para aprox

in1ar la derivada de orden 11. 

En general la aproxin1acic5n tiene orden (Ji!+ 1) - n. así quP cuando el 111íuin:10 de puntos 

(11) es utilizado la aproxhnación es de orden l. 

2.3 EL PROBLEMA DE DIRICHLET 

EN UNA DIMENSION 

Consideren1os el proble1na: 

(o(t:)f,)< = g(.;), .f(a) =A f(b) =E 

donde a, b. A, BE R y n. g son funciones conocidas. 

(2.12) 

Para discretizar el problen1a considerare111os una rnalla con distribución uniforn1e de ]\:[ 

puntos en el iti.terYalo (a, b). 
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Usando el esquema de diferencia central la expresión de la izquierda en la ecuación será: 

º1-jfi-1 - ( ºr+~ + n,._J..) /; + °'i-+~f1+1 
~{2 - -

La función g no debe ser aproxin1ada, pues sus valores son conocidos. así que para la 

dizcretiza.sión solo se debe toiuar g,· = g(e;)-

La dizcretizasión finahnente taina la forma: 

(2.13) 

donde: 

e; = -(/; + r;) (2.14) 

Las condiciones de frontera determinan los valores de f para i = O, i = .J'I es decir 

fo =A, fM = B 

este esquerna nos conduce a un sisten1a de ecuaciones algebraicas. observen1os que si 1, o 

i = liI - 1 Jas ecuaciones correspondientes pueden ser escritas con10 
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de lo anterior tene111os que el siste1na asociado al problen:1a de Dirichlet es: 

C¡ T¡ 

/2 C2 r2 

/3 C3 1·3 

ff.1-2 CJ.1-2 TJ.f-'2 

J f.1-l CJ.1-1 

Ji 

h 

Í3 

fM-2 

fM-1 

donde G1 = 91~~2 - l1A; GJ.1-1 = 9J.1-1.ó.t;.2 - TJ.1-1B; 

2, 3, ... , ... rtI - 2. 
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2.4 APROXIMACION EN DIMENSIONES SUPERIORES 

Realizare1nos ahora una generalización de los esquen1a.s anteriores para el ca.:-;o de dos din1en-

siones, para dhnensiones 111ayores Ja generalización es sit11ilar. 

Sea I2 el cundrado unitario en R 2 una ina.lla rectangular de n uodos en la direcciún e y 

1n nodos en la dirección 17 en I'2. esta dada por los puntos (~¡, 11J) con O :5 E.i- T]J :5 1, i = 

O, 1, .... , n y j =O, 1, .... , 111, los espacios .w..e = ei+1 - e,, ~17 = 11J+1 - 17J son constantes pero no 

necesaria111ente iguales. 

2.4.1 Derivadas n.J.ixt.as 

Considerernos la función ll : I2 - R con u(e. 17) E cr..· [I::?]. t:>l Yalor de u en llll punt"o de la 

111alla (e1, TJJ) es denotado por u1.J =u(~;, 1/j). las aproxin1aciones a las pri111erc:L5 derh·adas de 

uy a las derivadas de orden n1ayor respecto de una sola variable son si111ilares a las hechas para 

el caso unidiinensional, considerando a ·u con'lo función única111ente de la Yariable respecto a la 

cual se ha derh-a.do. 

La iuis111a idea será utilizada para el caso de deriYadas 1nixtas. es decir, iuantendrenl.OS fija 

una de la.._-; ,·ariables para hacer la aproxituación . 

. To1ne111os la deriYada rnixta .fk. (o~) (~,·,11J) = {ft. (o;;:;c~,11J)) (~;,·1¡) cou (~1-1JJ)un punto 

en la n1alla sobre I2. una aproxin1ación a esta derh·ada en diferencias finitas es: 

(2.15) 

_ l1'1+1,j(11;+].j+l - ll1-'-1.j-1) - ll;-J.j(U.i-1.j.,¡_1 - 'lii-l.j-1) 

- ~~~7] 

la últin1a expresión es un esque111a en cuatro puntos para la sP.gunda derivada n1ixta de -u. 

Es in1port.ante tener en cuenta que la e,·aluación de u to111ando una sola Yariable y 1nante

niendo fija la otra fue posible debido a que la n1alla es rectangular, es decir. la eYaluación se 

realiza sobre líneas paralelas a los ejes, sin en1bargo ésto no es posible para c-1 caso de n1allas 

más generales. 
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2.4.1.1 Consistencia estricta y consistencia débil. 

Los conceptos de error de truncan1iento y consistencia para el caso uniditnensional se generaliza 

fácihnente para el plano, sin e111bargo en la consistencia ahora tene111os dos sit.uaciones que 

deben considerarse. 

La prit11era de ellas es la consistencia estricta la cual requiere qne Pl error de trun

ca111ien:to se anule en el litnite cuando el espacio de n1alla se aproxin1a a cero en cualquiera de 

las dos direcciones. es decir, que será suficiente que una de las cantidades ~~ ó ~7], se acerque 

arbitrarian1e11te a cero para que el error desaparezca independieuternentc de la otra ca11tidad, 

lo cual esta dado por la condición: 

lim E.T. =O 
~e-o 

!in' E.T. =O 
~71-0 

Esta condición es dificil de alean.zar, a 111enos que se trate de n1allas rectangulares. 

(2.16) 

(2.16-b) 

Para que un esqueina sea consistente basta que el error desaparezca cuando los dos espucios 

de 111alla ..ó.e, .Ó..7J~ se aproximen a cero. esto es: 

lim E.T. =O 
~e-o 
~T7-Q 

Esta condición es nornbrada consistencia débil. 

(2.17) 

Para que un esqueina cun1.pla Ja condición .de consistencia estricta es necesario que el error 

sea proporcional a il~ y L:!;,.17 (o a potencias de ellos) es decir el error debe ser un polinónl.io del 

t.érnl.ino L:l.~~17, es decir: 

Por otro lado para la consistencia débil el error pude ser de la forn1a: 

,c,.cr 
E.T. = A;=K' + ... 

con r > rn. 

so 
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2.4.2 Mallas irregulares 

El Teoreni.a de Taylor en dos yariables resulta de gran utilidad para producir esque1nas generales 

sobre n1allas que no son rectangulares, dichas 111allas son deno111inuclas 211alla.s irregulares, y en 

general los esquernas ,·istos no son aplicables a ellas. 

Teore1na de Taylor 

Considereni.os una ecuación -u(e, 17) continua, y con deri-...adas n1ixr.a.s continuas hasta de 

orden ]\T SC>hre una región f1 C R 2 . 

Dado un punto Xo = (.;0,110) E !1. el valor de u en cualquier punto X= (.;,11) En puede 

escribirse con10: 

8 2 u (77-7)0) 2 8 2 u 
+(i; - (0)(7)-770) 8 (a7] (xo) + 2 ! 8172 (xo) + ··· 

+ (~ - ~o)N-m (17 - 7)0)= 8-~'u. (xo) + QN+1 
(1\T - 111)! 111! 8t;,N m817"" 

donde QN+l es el residuo de la serie. 

2.4.2.1 Mallas triangulares 

Fig. 2-1: ~1alla triangular con espacio constante. 
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La aproxin1ación de las ecuaciones diferenciales en ocasiones se realiza sobre n1allas Trian

gulares, a.nalizaren1os este 111ét.odo n1ediante la discretizasión de la ecn. de Poisson: 

~u= uH +u.,.,= f(t;., 17) (2.18) 

Considere111os una 111alla triangular (ver fig. 2.1) con espncio de 111alla h. sea xo un punto 

cualquiera de }a n.1alla, y X]. X2, •.• ,X(;, (X = (e, 17)) SUS nodos Yecinos, pocle111os aproxi111ar la 

prbnera deriYada de u(t;, 17) = 'u(x) en xo en la dirección de xi para i = 1~ ... , 6, por la relación: 

ou (xo)(i) ""U·(xo) = u(x;) - u(xo) 
ax 1 

- h 

~.\.hora a partir de (2.19) construhnos el operador: 

6 

.C(U(x)) =2:: U;(x) 
i=l 

El operador (2.20) cumple la igualdad (teorema de Taylor): 

Recorden1os que: 

( 
a ) (>J a a 

Dx = cos(él;) DE,. + sen(él;) 071 

donde 9; es el ángulo entre la recta que une a XQ y X; y el eje t;. 

A partir de (2.22) poden1os calcular las derh·adas de orden superior: 

( 
0 2 ) ui 1 ( 0 2 0 2 ) 

8x2 = 2 ae2 + 8772 
1 + 2 cos(219;) ( 

8 2 8 2) 
8t¿2 - D7J'.l. 

a2 
+ sen(20;) ot',.07] 

(
-5!:.__) (i) cos(319;) 
{)x3 = --4-- ( 

{)3 {)3 ) 

ae3 -
3 aea112 
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, sen(319;) ...,..--4-- 3------ + ( 
él' ª" ) 

8E.2éJ1} 8173 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 



3( a ª)(ª2 éP) +¡ cos(t9;) at;. + sen(t9;) a1J at;.2 + a,12 

sen(4!9;) 
+--2--

a2 
sen(2!9;) a1;a17 

5cos(3!9;) 
+ 16 

5 sen(3!9;) 
16 

( 
os as os ) 

a1;.s - 2 at;.30172 - 3 at;.a1¡• -

cos(5!9;) 
+--1-6- (

as as as ) 
a1;s + 5 at;.a1J• - 10 a1;aa1J2 + 

sen(5!9;) ( a 5 as as ) 
+--1-0-- ª'7" + 5 at.•a17 -

10 at.'a17" 
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Donde L::;.2 no significa elevar al cuadrado sino aplicar el operador de Laplace en dos ocasiones 

es decir: 

Finalmente debemos tonl.ar en cuenta que para el seno y coseno se cunl.plen: 

L::cos(nO;) = cos (a (e+ ~r.)) x sen(-r,_J 
6 _ { •cn(?,:;l 

;=1 (-1)" 6 

tisen(aO;) =sen (a (e+ ~r.)) x { 

sen(or.) 
~nl!..¡;) 

(-l)°i'G 

'it et z 
TI E z 

!J" E Z 

Al sustituir estas relaciones en (2.21) y realizar los cálculos tendre1nos: 

De las ecuaciones (2.18) y (2.23) tenernos: 

Consideremos ahora el operadoe: 

') 

AU = 
3
-hC(U) 

tene1nos entonces: 

Las funciones f y L::;.J son conocidas por lo que pode1nos definir: 
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A part.ir (2.24), (2.25) y (2.26) podernos construir el esquema en diferencias: 

AU=W 

El cual aproxitna a la ecuacion de Poisson con orden 4. 

2.4.2.2 l\1:allas arbitrarias 

Consideren1os una colección de P puntos distintos {xi,X:;?,--·~xp} distribuidos arbitrariamente 

sobre una región ne R 2 , una aproxhnación en diferencias a la derh·ada 111ixt.a 

esta dada por la co111binación lineal: 

8"'u 
a~-ma71n-m ce ... ) 

(2.27) 

De forn'la análoga al caso uniditnensional, el teorerna de Tay)or nos lleYa c"l la expresión: 

donde 

(2.28) 

Por argun1entos sin'lilares al caso unidhnensional tenen1os que Bm,n-rn debe ~er igual a uno, 

lo que trae como consecuencia que las ri sean proporcionales a Ae-rn~17-Cu-nt) donde Ae y 

-6.17 son medidas generales para los espacios de 1nalla en cada dirección e. 71· 

El requerimiento de la consistencia débil conduce a las condiciones: 

B.,n,TJ-m = 1 (2.29) 

Br,s =O (r, s) =¡/; (711,11 -111) (2.20-b) 

Para derivadas de orden n se requieren, de acuerdo con estas condiciones, de ]\[ = (TJ+llin+
2 > 
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ecuaciones. 

Así un e-.squen1a débiln1ente consistente puede ser creado para aproxhuar uua deri'yada de 

orden n utilizando /\I puntos de n1alla. 

2.5 EL PROBLEMA DE DIRICHLET 

EN DOS DIMENSIONES 

Vean1os ahora el siguiente problen1a de Yalores en la frontera: 

(ni,\+ (¡3f,)., + (,3f.),_ + hf.),, = 9 

f(t;, O) =O f(t;,, 1) =o f(0,1¡) =o 

donde a, ¡3, /. 6, g, son funciones dadas que dependen. de e, 77. 

(2.30) 

f{l,11)=0 (2.31) 

Considerare1nos una inalla rectangular sobre el cuadrado unitario con pasos de 111.alla con

stantes e iguales en las dos direcciones ~~ 77, es decir .b.e = .ó..77. 

Con un procedhnient.o shnilar al realizado en una ditnensión poden1os oht.ener las siguient.es 

aproximaciones: 

Anterior111ente se desarrolló un esquen1a para las derivadas 1nixta..c;;. sin en1bargo, desar

rollaren1.os un esquen1.a diferente en Yirt.ud de si111plificar los coeficien.t.es del siste1na que será 

obtenido. 

Las derh-adas /< y /Y! en el punto (~i~ 11;) puede aproxhnarse 1nediante el siguiente esque1na: 

(2.32) 
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ObserYe1nos que este esquerua es el análogo en dos din1ensiones del esquen1a central Yisto 

para una diinensión. 

De acuerdo con esto la expresión (/3f.,,,)e puede aproxin1arse con el esquen1a: 

(af")i-~.;+-1; + (f3f");+~.J--1; 
2~.; 

"" 4A~L>.1; [(a,+~.,+~ (/;+1.;+1 - f;+1,; + f;,;+1 - f;,;l)] -

- 4A~L>.1; [(!3;-~.;+! (f;,;+1 - f;,; + f;-1,;+1 - f;-1,;l)] + 

+ 4A~L>.1; [ (!3;+~.J-! (f;+1,; - f;+1,;-1 + f;,; - f;,;-1))] -

- 4A~AI; [ (/3,_1.J-! (f;,; - f;,;-1 + f;-1,; - f;-1,;-1))] 

Análogan1.ent.e para (Ple),, tene1nos: 

- 4A~AI; [(J3;+~.J-! Cf;+1,; - f;,; + f;+1,;-1 - f;,;-1l)] + 

+ 4A~L>.1; [(!3;-!,J+! (f;,;+1 - f;-1,;+1 + f;,; - f;-1,;l)] -

- 4A~L>.1; [(!3;-~,J-j (f;,; - f;-1,; + f;,;-1 - f;-1,;-il)] 

De lo anterior tenen1os que la suma (!3fe.).,, + (J3f.,,,)e, puede ser aproxh:nada por: 
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- (.a;+! j-l.) f;+1,;-1 + (13;-.l,j-.l) /i-1,j-l 
+ • 2 .,L~~ 2 2 2 + 

+ - (..Bt+,l,j+:t - ¡3i-~,j+l. - f31+J¡,J-J. + /31-~,j-~) fi,j 
4~e2 

No~----r.N'7""'---/-=NE 

1 / 
' 1 

' .c ..... 
o~ - - # - - -E 

1 ' ' 
1 ' 

/ IS 
so SE 

Fig. 2-2: Orden de los coeficientes 

(2.33) 

Poden1os ahora obtener el siguiente esque111a de aproximación para la ecuación (ver figura 

2-2): 

(2.34) 

donde los coeficientes están dados con10 sigue: 

.!.Vt,J = 41·1,J+~ (2.35) 

(2.36) 

(2.37) 
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Finahnente Yean.1.os la fonna del sistema de ecuaciones algebraicas que deberá resolverse 

para obtener la aproxilnación a los Ya.lores de la función en una n1al1a con e:o;pRcio de nl.alla iJ . 
• .\.grupe1nos los valores de la función fi,j, sobre los nodos P.¡,j, en el Yector f de la siguiente 

manera: 

f = [fu, fi.2 •... , !1,M-1; !2.1 ... ., h,M-1; ... ; fu-1,1 ... ., fM-l,M-1] 

el orden adoptado es nl.ostrado en la fig 2-3. 

con 

P""o P"-1 P""..,.,,.1 P""'" 

P..,..1.0 1-+--+--------+--+-tp n.·l.m.·l 

Pi.o 1-+--+--------+--+---i Pi.,,.,, 

Po.o Po.1 Po . ..,.,,.1 Po.m. 

Fig. 2-3: 

Con este orden el sistema taina la forn1.a: 

A= 

Af=G 

C1 s1 

N2 C2 S2 

Na Ca Sa 

Nu-2 Cu-2 Su-2 

N J\f-1 CJ\f-1 
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donde 

ck,i Ek,1 

Ok,2 Ck,2 Ek,2 

Ok,3 Ck,3 Ek,3 

Ck= (2.30-b) 

Ok,M-2 Ck,llf-2 Ek,At-2 

Ok.At-1 Ck,M-1 

·"'k,l ,,.,rEk,l 

J\'Ok.2 ~'"!'k.2 1\TEk.2 

'"ºk.3 .vk,3 .7'J Ek,3 

Nk= (2.30-c) 

,vok.M-2 Nk,llf-2 ]\TEk,J\f-2 

]\"!'Qk,J\f-1 .._1\rk,f!.f-1 

Sk,1 SEk.1 

sok,2 Sk,2 SEk,2 

sok,3 Sk,3 SEk,3 

S¡.,= (2.30-d) 

sok,JII-2 Sk,Ar-2 SEk,M-2 

sok.J\f-1 Sk,M-1 

El Yect.or G depende de los valores de g así con.10 de las condiciones de frontera: 

(2.40) 

donde 

(2.31-a) 
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+E1,J11-1f1.M + SE1,J11-1f2,111 

(2.31-b) 

(2.31-c) 

(2.31-d) 

(2.31-e) 

G(.11/-1), = 4-"'.!; 2g./\/-l,l + _Y0./\/-1,lfo,o + 01,1h,o + S0.11/-1,1 ÍM,0 + s./\1-1.lÍM,1 + SEJ\/-1,lÍ./\/,2• 

(2.31-f) 

(2.31-g) 

+SJ11-1,1fA1,l + SEM-1,lÍM.2 (2.31-h) 

Gc.11r-11. = 4~.!;2Y.11I-l,k + SOJ\/-1.kÍ./\/,k-1 + S111-1,kf.11I,k + SE./\f-I.1.-fM,k+l. (2.31-i) 

G(.llI-l)¡M-1) = 4.ó..!;29./\/-1../\/-1 +.V E./\/-1,./\f-l Í.llI-2,./\/ +E.llI-1,./\/-1 Í./\f-1,./\I+SE./\f-1,J\/-lÍ./\f,J\/+ 

+SJ,1-1,J\1-1f1t1,J\1-1 + SOJ\t-1,J\.1-1ÍAI,J\J-2 

(2.31-j) 

En todos los casos se tiene 2 :::5 k :S l\f - 2. 

Finahnente t.enen1os G.;3 = 4~~29t,j para los térnl.inos 110 especificados antes. 
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CAPITULO 3 

GENERACION DE MALLAS EN 

EL PLANO 

3.1 INTRODUCCION 

Los 1nétodos para la generación de nl.allas en una línea, tenían básicatnente las tnisrnas propiedades 

pues la ecuación correspondiente a un método puede transfonnarse en la de otro con sólo dar 

una función de peso adecuada. 

La generación de 111allas en el plano no conserva ésta característica, así un principio diferente 

nos conducirá a un ecuación diferente y por lo tanto la 111alla generada en cada caso tendrá 

propiedades geornétricas distintas. 

Un.a rnalla rectangular de dimensión ]\lo x JV1sobre el cuadrado unitario I2 esta dada por 

.J\lo líneas Yerticales y J\T1 líneas horizontales, incluyendo a las líneas de la frontera de I2, a estas 

líneas las identificaren1os como líneas de malla 

ObserYe111os que las líneas de malla determinan una dh:isión del I2 en rectángulos de~ x ;J.
1

; 

los cuales lla1nare111os celdas de la nl.alla, a los Yértices de las celdas los deno111inan.l.os nodos. 

Una malla rectangular sobre I2 puede ser descrita por sus nodos de la siguiente manera: 

Sean }\lo y .J.''1 dos núnl.eros enteros positivos, los nodos de la 111ulla (~;. t}j) estarán dados 

por: 
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ei = *' O :5 i :5 No 

11; = -Jr,, O ::5j ::5 N1 

Pode1nos definir aquí dos cantidades de gran iluportancia: Ae = ~ro y D..17 = k 
~t;. y At1 son los espacios de malla en las direcciones t;. y 11 respectiva.ni.ente. 

(3.1) 

Un caso particular de ini.portancia es cuando J.'-ro = JV1 = }\"', entonces Re dice que la 1nalla 

es unifonne de dimensión J\T. 

La idea que utilizaren1os para la generación de nl.allas en el plano es una extensión del caso 

unidin1ensional, así pues dada una región simplemente conexa n desean1os hallar un nl.apeo 

suave de I 2 sobre n. 
En adelante tonl.areinos a I2 conl.o el espacio lógico (o región lógica ) con coordenadas 

(t;_,17) y a fl. COnl.o e} espacio físico (o región física) COil. Coordenadas (.:z:~y). 

El problen1a ahora es el siguiente: 

Dada una región simplement.e conexa O.~ R 2 , debe encontrarse un n1apeo (x,y) E en (con 

n ;::: 1) de /o, sobre n, tal que mapea la frontera de /2 (8/o) en la frontera de n can), más 

específicanl.ente queren1os hallar 

(x,y) 

Si denota1nos por Al al mapeo (x, y) el proble1na puede ser descrito de la siguiente n1anera: 

Hallar J\J E en tal que 

]\/ 

donde J es el jacobiano de la tra.n.sfortnación. 

Cuando el nl.apeo anterior ha sido determinado, dire1nos que una n'lalla de dimensión 

!'lo x ]'\l1 sobre la región n es la imagen de una 1nalla rectangular de <lin1ensión 1\To x ..7V1 sobre 
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I2 bajo el n1apeo .l\.f, las definiciones de líneas de malla celdas y nodos son análogas a la 

de malla, así por ejen1plo los nodos estarán dados por: 

(x.¡,J,Yi.j) (3.2) 

Diren1os tarnbién que dos líneas de 1nalla son líneas paralelas si son generadas por líneas 

paralelas en el sentido usual en I2. 

r, 

0.7] 

Fig. 3-1: La idea basica de la generación de 1uallas en el plano 

En general el 111apeo buscado no es únicv, así que es necesario establecer condiciones 

geométricas adicionales que determinen uno de ellos. 

3.1.1 Diferentes mallas sobre el cuadrado unitario 

El problen1a de generar mallas en el plano claramente es 111ás con1plicado que en el caso uni

din1ensional, y una de las razones de tal coinplicación es la ,·ariedad de n1aneras en que puede 

describirse la frontera de la región n, es decir las diferentes forn1as de lleYar la frontera de I2 

hacia la frontera de n. 
Una 111anera de dar un rnapeo entre las fronteras de I2 y las de n es deterrninar prhnero 

cuatro puntos sobre an, los cuales corresponderán a las esquinas del cuadrado unitario, es 

decir, si las esquinas del cuadrado están dadas por los puntos v1. t.•2, L'a~ l.'4, entonces deberán 

elegirse los punt.os ti• 1 , u~2. lL'3, u~4 los cuales detern1inarán cuatro secciones sobre la frontera de 
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n correspondientes a los lados del cuadrado. 

Al determinar la correspondencia entre una esquina y uno de los puntos elegidos de an, 
la correspondencia de las fronteras estará determinada con1pletarnente, sin e111bargo la elección 

de estos cuatro puntos no es trivial pues tiene una infinidad de posibilidades, y en general 

dependerá de la fon11a de n. 
Eje1nplos 

a) To111en1os !l = I2 y utilice111os un 111isn10 generador de n1allas 1 con diferentes rnapeos de 

frontera. 

Fig. 3-2: Diferentes n1apeos de frontera de I2, con el 111is1110 generador. 

b) Por otro lado a un n1isn10 n1apeo de fronteras se le pueden aplicar diferentes métodos de 

generación, con lo cual se tiene una gran Yariedad de n1alla.s sobre una rnis111a región. 

e) Otro caso de importancia es la parametrización de las fronteras, pues cada lado del 

cuadrado detern1inará una sección de la frontera den, y cada parte de an puede pararnetrizarse 

de nl.anera distinta. obteniendo diferentes distribuciones de nodos sobre cada una. 

En los ca..-;os anteriores la distribución de los nodos sobre cada part.e de la frontera se 

n1a.n.tuvo uniforn1e, sin embargo en general podemos dar cualquier parnn1etrización de las 

fronleras: 

1 Lns mallas han sido generadas con el mt;todo interpolación transfinita (TFI). 
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Fig. 3-3: Diversos rnétodos para generar i11allas sobre un l11.isn:10 n1apeo de fronteras 

.T(I;, 1) = xN(I;); x(l;,O) = X5(1;"); .r(l,1¡) =.i:,,(1¡); :r(O,>¡) = Xo(17) 

(3.3) 

y(f., 1) = YN(1¡); y(l;,0) = y 5 (1;"); y(l,>¡) = y,,(1¡); y(0,1¡) = y 0 (17) 

donde los subíndices indican. la región de la frontera en el espacio lógico {norte, sur, este y 

oest.e) 

O bien en forma vectorial: 

(3.4) 

J\I(l,1¡) = lll,,(r¡), .U(O,r¡) = 11!0 (1¡) 

Una condición importante de estos n1.apeos es la continuidad en las esquinas de I 2 • 

Nue,·amente la n1.alla can.1.biará sin tener que variar el n1étodo que la genera. 

3.2 METODOS SENCILLOS PARA GENERAR MALLAS 

3.2.1 El generador T.F.I. 

La generación de n1allas por inétodos algebraicos resulta de inter(!s por la sirnplicidad y rapidez 

con la que pueden ser calculadas las líneas de n1.alla~ uno de los n1.étodos algebraicos n.1.as sencillos 

es el de interpolación transfinita (T.F.I.), este consiste en obtener u111napeo a partir de un 

conjunto de funciones que determinan la frontera de la región n y un conjunt.o de funciones de 
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Fig. 3-4: Diferentes parametrizaciones de las fronteras de I2, usando el 111is1110 generador de 
111allas 

interpolación. 

Consideren1os al conjunto de funciones x 5 .,x,,._.,y5 ,yN del n1apeo de fronteras (3.3) y los 

poli1101nios de interpolación de Lagrange de grado 1: 

<Po = (1 - 1¡) <1'1 = 1/ 

con esto, fonnen1os el siguiente n1apeo ~11: 

:r(t;, 17) 

y(t:,, 17) 

(1 - 71)x8 + 1¡x..., 

(1 - 71)y5 + T/Y.v 

Analoga1nente pode1nos construir el inapeo M2: 

x(t;,TJ) 

y(t;, TJ) 

(1 - t;)x0 + t;xE 

(1 - t:)Yo + f:Ye 

Estos n1apeos tienen el inconYeniente de que ignoran la inforn1ación de 2 de las cuatro 

fronteras por lo que la frontera de !1 no se conserYa en su t.ot.alidad. 
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Definamos el producto de 1\1:1 y 1\1:2 como sigue: 

con l\f.N y .1\I5 con10 en (3.4). y formemos finaln1ent.e el 111apeo buscado de la siguiente forma: 

Este en coordenadas tiene la forn1a: 

x(I;, 17) [(1 - 17)x5 (1;) + 17xN(I;) + (1 - l;)x0 (17) + l;xe(1J)] 

- [l;(l - '))Xs(l) + 1;1)XN(l) + (1 -1))(1 - l;)xs(O) + 7)(1 - l;)xN(O)] 

y(l;,1)) [(1 - 17)y5 (I;) + 17y,._. (I;) + (1 - l;)y0 (1¡) + l;y.,(17)] 

- [l;(l - 17)y5 (1) +l;17y .... (l) + (1- 17)(1-l;)y5 (0)+17(1 - l;)y_,.(O)] 

Un analisis detallado de este proceso puede consultarse en Gonzalez [3]. 

Los n1.étodos algebraicos ofrecen un gran c_ontrol sobre los nodos de la lll.alla sin embargo no 

poseen control sobre otras propiedades importantes tales con10 la suaYidad o la ortogonalidad 

de las líneas de n1alla. 

Debido a la facilidad de los métodos algebraicos las n-iallas generadas suelen ser usadas como 

n1al)as iniciales que serán n1odificada.s por otros métodos para obtener propiedades de interés. 

3.2.2 El generador A.H. 

Las 1nallas generadas deben cumplir ciertas condiciones para poder ser consideradas útiles en 

los procesos n.u111éricos~ una de las principales es la suavidad pues si una rnalla no es suaye 

puede producir que los 11.1.étodos de solución, del sisteina algebraico generado, se retrasen o 

incluso no conYerjan. 
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Los n1ét.odos algebraicos tienen un cost.o con1putacional 111uy bajo, sin e1nbargo en general 

no garantizal.1. suayidad en las 1nallas producidas por lo que éstas deben ser ~~ sua,·izadas", esto 

puede realizarse usando n1étodos de suaYiza1niento o bien utilizando n la n1alla generada corno 

una 1nalla inicial para algún otro 111étodo generador. 

Uno de los 111étodos de suaYiza111iento 1nás sencillos consiste en el siguiente procedhniento: 

Sea <Ji,j = (xi,J~Ui,j) un punto de la n1alla, donde Xi,j = .:r(~,.17J),Yi,j = y(E.i,'1/J), el Yalor de 

q¡,; es can1biado por el pron1edio de los puntos de la n1alla "yecinos·~ a él. es decir: 

o bien en coordenadas: 

qi,j 

Xi,j 

qi-1,j + qi+l •. i + <Ji,j-1 + q,·,,:j+l 

4 

Xi-1,j + Xi+l,j + Xi,j-1 + Xi,j+l 

4 

Y 
. . _ Yi-1,J + Yi+l,j + Yi,J-1 + Yi,j+l 
i,;J - 4 

Este proceso se realiza con cada punto de la malla obteniendo así una nueva malla la cual 

es n1ás suaye que la original. 

La pregunta que deben1os responder ahora es ¿Qué tan suaYe puede llegar a ser la malla 

después de aplicar este n1étodo Yarias veces?, para ver esto considerare111os la ecuación para la.. 

función de la coordenada x, esta puede escribirse corno ; 

Xi-1,j + Xi+l,j + Xi,j-1 + Xi,j+1 - 4Xi,j = Q 

al separar los términos correspondientes a i de lo de j tene1nos: 

(Xt-1,; - 2xi,; + Xt+1,;) + (xi,;-1 - 2x;,j + x;,;+1) =O 

Por otro lado si suponemos que los espacios de n1alla son iguales~ es decir ~~ = .ó.r¡ tenemos 

al dividir por fit;2 : 
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(Xi-1,; - 2x1,; + X1+1.j) + (x;,;-1 - 2x.;,j + Xt,j+1) = 
0 

L),.~2 Llo.r¡"-

Si x es una función dos veces diferenciable entonces pode111os tomar el lin1ite cuando Ae -... O 

en la ultima expresión obteniendo así la ecuación diferencial: 

La mis111a ecuación es obtenida para y, por lo que se tiene el sisten1a: 

o (3.5) 

Yee + Y.,'1 O 

cuyas condiciones de frontera están dadas por el n1apeo de fronteras entre I 2 y n. 
El siste111a es lineal, elíptico y desacoplado, t.odo esto contribuye a que la in1plernentación 

numérica sea 111uy sencilla, y por lo tanto el costo con1putacional sea reducido. 

El siste1na de ecuaciones obtenido es conocido con10 generador A.H., y es una extensión del 

generador de Poisson visto en el caso unidimensional. 

Una cuestión de hnport.ancia _es si el jacobiano es distinto de cero (es decir si el n1apeo 

es biyecth·o). la respuesta desafortunada111ente es no. el generador A .. H. generalmente produce 

n1allas con doblez en regiones físicas no co1n:exas. es decir. genera puntos de la 1nalla fuera 

de la región O, sin etnbargo resulta tnuy eficiente en regiones convexas donde la pendiente de 

la frontera tiene Yariaciones nluy grandes (picos). pues en tales ca.sos los 111étodos algebraicos 

producen n1allas sin suavidad y otro tipo de generadores resultan n1uy costosos en con1paración 

con el A.H. 

3.2.2.1 Implementación numérica del generador A.H. 

La itnple1nentnción en diferencias finitas de la ecuación de La place resulta 111u~~ sencilla aplicando 

las fórinulas obtenidas en la sección 2.5 a la ecuación de Laplace: 
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sobre el cuadrado unitario I2, con condición de frontera: 

u(€, 77) = f(t;, 77) 

para t.odo punto (~, 71) en la frontera de I2, las cuales para este, caso usando una 111alla uniforme 

de dhnensión .'l~ se reducen a la fonna: 

AU=k 

donde A es la matriz tridiagonal por bloques de orden (1V - 1)2 dada por : 

-B J 

-J B -J 

A= 

-J B -J 

-J B 

con B la 1uatriz de dimensión N - 1 

4 -1 

-1 4 -1 

B= 

-1 4 -1 

-1 4 
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y J Ja matriz identidad de din~ensión N - l. 

Los elen1entos del vector k dependen de los valores de la función u. en la frontera de I2. 
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Fig. 3-5: :\Iallas obtenidas por el generador AH 
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3.3 METODOS VARIACIONALES 

La búsqueda de nuevos generadores de mallas bidin1ensionales es un proble1na que presenta 

diversas dificultades, t.anto en teoría Uust'ificación 1natemática)co1110 en la practica (hnple-

111entación co1nputacional) pues deben ton1arse en cuenta una gran cantidad de situaciones 

geo111étricas y analíticas. 

Existen dh·ersos 1nét.odos para tratar de resoh·er este proble1na, a continuación estudiare1nos 

aquellos que están relacionados con el cálculo variacional, estos son conocidos con10 ni.étodos 

variacionalese 

La intención principal de los 111étodos variacionales no es precisa111ente generar n1allas sino 

buscar el 111ejor generador para un problen1a dado es decir, la pregunta que se intenta responder 

es ¿Qué restricciones debe cun1plir el n1.apeo l\I para que la n1alla tenga un.a propiedad especi

fica?, para est.o pode1nos hacer uso de la intuición así con10 de la interpretación geométrica de 

ciertas expresiones 111ate1náticas. 

El principio de Dirichlet 

Uno de los resultados 1nas in1portantes en n1at.e111áticas, es el principio de Dirichlet, el cual 

est~ablece la conexión entre el calculo de Yariaciones y las ecuaciones diferenciales. 

To111e111os el siguient.e problen1a: 

Desearr1os hallar una función <I>o tal que Ja funcional I[<I•] alcance su Yalor 1nínimo, donde 

I{c1•} esta definida con10 sigue: 

Con condición de frontera: 

I¡1•] = j j ( <I>~ + <I!~)81;éh¡ 
G 

<I!(8G) = f(I;, 11) 
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El principio de Dirichlet establece que si cI>o = U({,17) 1ninhuiza a I(oJ:•J entonces U es una 

función anuónica~ es decir satisface la ecuación de Laplace 

para t.odo (t;, 17) E G 

Así, el principio de Dirichlet nos sugiere que el generador A.H. puede ser Yisto desde el 

calculo variacional con10 la solución a un problen1a de 1ninin1ización. 

Esta idea seni desarrollada en la siguiente sección. 

3,3.1 La funcional de longitud 

Iniciaren1os con uno de los ca.sos nH\S sencillos, en éste se interpreta a la 111alla con10 la inter

sección de curvas en la región física. 

Recorde111os que la idea es hallar un 111.apeo del cuadrado unitario, en la región f2 del espacio 

lógico, así que cada línea definida en I2 al mantener { o r¡ constante deternl.inará una curva 

sobre n, el probleina que se plantea ahora es el siguiente: 

Se desea generar una nl.alla de .""\To puntos en la dirección .T :'-~ .. ··v-1 puntos en la dirección y, 

en la cual sP. controle la longitud de las curvas definidas por la.s líneas 11 (:v (.. ) constantes por 

inedia de una función de peso dada. 

Cada cur....-a de la nl.alla para T} constante esta dada por; 

(3,6) 

Paraj = O,l,,,.,.V1, 

La longitud li,j de la curYa aj entre los puntos ~i y é 1+ 1 puede aproxhnarse por: 

Queremos que la longitud 1;,j sea proporcional a una función ~ (con <I>(I;, 1)) > O) y al 

espacio de nl.alla A{, es decir deseamos que se cunl.pla la igualdad: 
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La idea es que la longitud no tenga Yariaciones grandes de un interYalo a otro, pues esta 

situación restaría suaYidad a la i11alla. 

La idea anterior es equiYalente a pedir que la longitud tot.al de la curva <Tj sea lo 111as peque11.a 

posible, es decir queren1os n1inin1izar la su1na: 

.'\'o-1 No-1 

L t'f.j = LJ == L 1<~e2 <I>i+~.j 
i=l i=l 

Por otro lado nosotros desean1os controlar las cun.-as en todos los niveles <le j, es decir debe 

ininhn.izarse la su111a: 

es decir se tiene: 

Ni-1 Na-1 

L L [ (Xi+l,j - Xi,j) + (Yi+l,j - Yi,j l 2
] 

j=l i=l 

/\~1-l No-1 

L ~ I< .ó.t;2<I>i+~.j 
3=1 T=l 

recorden1os que ~e = ~' ~17 = ~,1 así al n1ultiplicar por ,D;.¡;_1::::&17 t.enernos: 

Por últhno si ton1an1os el lin1ite cuando ~e y !:::l..17 tienden a cero, ("!l lado derecho de la 

expresión anterior conYerge a: 
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De n1anera análoga al considerar las líneas e-constantes, con una función de peso 'Il(e, ry) > O 

tenemos la expresión: 

rl {1 x2 + y2 
h¡z,y) =; lo lo ~éJEJh¡ 

Estas integrales nos pern1lten ~~111edir~~ en cierta forina la longitud de las curvas que generan 

las 111allas~ a.sí para obtener ]a propiedad descrita iniciahuent.e poden1os considerar aquellas 

funciones (:r~ y) que 111ini111icen a estas integrales, es decir, para controlar la longitud de las 

curvas poden1os considerar el pro1nedio de las dos últiinas expresiones 

1 r' !' [x2 + y2 x2 + y2] 
ILf;r,yJ = 2 lo lo ~ + ~ iJ(.817 (3.7) 

o bien en térnünos de ]IJ = (:r. y) : 

_I. r' r' ['M,1
2 

IM . .12] 
IL[MJ - 2 lo lo <I> + q, (3.8) 

Esta expresión es conocida con10 funcional de longitud. 

La nlalla bt.iscada será generada n1ediante el 1napeo que n1inin1ice la funcional 3.8 bajo las 

condiciones de frontera 3.3. 

Nuestro problen1a ahora es el de minhnizar esta funcional bajo Jas condiciones de frontera 

dadas por el inapeo de fronteras entre I2 y la región n. 
Para 1ninimizar la funcional (3.7) consideran1os la función F definida con10 sigue: 

donde e = (Cb C2) es una función dos Yeces diferenciable definida en I2 tal que C(~, T}) o 
para todo punt.o (e, 7J) sobre la frontera de I2. 
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ObserYe1nos que la función e 110 cumple las condiciones de frontera establecidas para 1'f, 

sin embargo la función ]\[ + EC si las cumple, por lo que si l\I es la función que 111inimiza la 

funcional (3. 7) entonces e = O será un nlínirno para F(e), así debe cu111plirse que F'(O) = O es 

decir: 

F'(O) = n~ (IL[:r+cC1.u+~c21)c=O =o 

Al reducir la últitna expresión tenernos: 

Finabnente al integrar por partes y agrupar térn1inos: 

La igualdad anterior debe cun1plirse para cualquier función C en el espacio de variación 

adtnisible de la funcional, de acuerdo con el lema funda111ental del calcnlo de ,·ariaciones esto 

solo es posible si: 

o bien en forina vectorial : 

esta ecuación es lla1nada la ecuación de Euler-Lagrange para la funcional de longitud. 
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El siste1na de ecuaciones obtenido es desacoplado y lineal. 

Finaln1ente el sisten1a puede ser desarrollado obteniendo todas las derh:adas parciales en

vueltas en él, con ésto se llega a la fortna 

(3.9) 

donde 

= ..!:.J2 
1 [ 1 o ] II11 II12 = OJ2 II22 = q;J2 con J2= 

<I> o 1 

S= [ 
-;¡;;.x, ~· ] -~x.., .. 

-~y. -~y. 

3.3.1.1 Elipticidad 

Recorde1nos que <I> y '11" son funciones positiYas definidas en I2 U 8I2 , así que tienen un n1áximo 

definido, sea K una constante definida a.sí: 

entonces se tiene que 

det [rr11w~ + II22w
2
2] = (w~ + "'';) 

2 
> C(w2 + w 2) 2 

.. <I> '11 - 1 2 

para todo (w1 ,w2 ) E R 2 , esta desigualdad es la condición de elipticidad, es decir hen1os visto 

que el siste111a de ecuaciones es elíptico. por lo t.anto la solución es suave, aden1ás el sist.en1a es 

relati'varnente sencillo de resolver lo cual hace n1uy atractivo est.e método para generar 1nallas. 

Debido a las características del sisten1a se sabe que la solución existe y es ünica para fun

ciones de peso sua-\•es y condiciones de frontera continuas. 

Al igual que en el caso unidhnensional el iuayor problema consiste en hallar las funciones 

de peso, pues no es sencillo detenninar el efecto que éstas tendrán en la 111alla generada sobre 

la región física n. 
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Funciones de peso constantes 

El caso nl.as siniple para las funciones de peso es t.omar <I> 

positiva, est.o lleva el siste1na a: 

X(( +x.,1., = Ü 

I< con I< una ca:nstante 

este sisteni.n corresponde al generador A.H. el cual coni.o ya se dijo antes tiene su principal 

lhnitación cuando la región n no es convexa. 

Un ca.so con ni.ejores resultados pero igualni.ente sitnple es to1nar el>= I<fi. q, = J<'f, esto nos 

conduce al sisteni.a: 

(3.10) 

con I"\.. = ~-

El valor de J< tiene un efecto de n estiramiento" o de '' aflojanliento" sobre las líneas de 

la tnalla por lo que para ciert.os ,·alares de I< se elin1inará el efecto de doblez causado por el 

generador A.l-I. ni.ientras que para otros valores el doblez será aún n1ayor. 

~ ~~ J 
~ 

K=1 K=10 
K= .3 

Fig. 3-6: Efecto del valor de I..: sobre las nrnllas. 

El valor de I< depende del inapeo de fronteras que se elija entre I2 y O. por lo que en general 
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pueden hallarse varios valores de K para los cuales el doblez de la malla se corrija. 

El costo co111putacional de este generador es prácticamente el mismo que para el generador 

A.H., sin e111bargo, los resultados en general son nl.ucho 1uejores. 

Fig. 3-7: !\1allas generadas por longitud con pesos constantes 
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3.3.2 La funcional de área 

Una nueva funcional será obtenida ahora mediante una idea geon1étrica diferente 

Consideren1os ahora el área encerrada por las curYas de la 1nalla, una distribución u11iforn1e 

de dichas áreas ayudará a eYitar yariaciones 111uy grandes en las aproxhnaciones de una celda a 

otra, por lo que ahora se desea controlar el área de las celdas de la n1alla iuecliant.e una función 

de peso <D(é, 17) >O. 

Denotaren1os por ai,J al área de la celda lin1itada por las líneas e,; {i+1; 7JJ; 11J+1 en I2 y por 

A1,j al área de la celda en n sobre la cual es rnapeada. 

La su1na de todas las A;,j es constante, pues es igual al área de la región !1 (.4(!1)). 

L A;,j = A(O) 
i,j 

Por otro lado el área de cada celda puede ser aproximada por: 

A;,j = (x,y, - x,y, );,1Llf;Ll71 = Ja.;,j 

Tenemos de (3.11) y (3.12): 

No-1 N1-l 

L L J;,ja;,1 = A(O) 
j 

(3.11) 

(3.12) 

Coruo ya hemos dicho la sun1a de las áreas es constante, sin ernbargo si consideran1os la 

suma de los cuadrados de las áreas esta dependerá de la Yariación del área entre las celdas, así 

la idea ahora es n1inin1izar esta su111a, es decir, el proble111a es: 

l\1inin1izar: 

bajo la restricción: 

J\'o-1 N1-l 

SA = L L (J;,ja.i,j)2 
j 
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J\'o-1 N1-l 

L L J,,;a;,; = K 
j 

{3.14) 

y sujeta a las condiciones de frontera est.ablecidas por el 1napeo entre las fronteras de I2 y n. 

Ahora si aplica1nos un proceso shnHar al ut.ilizado para hallar la funcional de longitud, 

obtendren1os la funcional: 

{3.15) 

esta es Ja funcional de área cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son: 

La restricción (3.14) será ctnnplida por cualquier difeo111orfisn10 entre I2 y n, por lo que no 

afectará el proceso de n1ini111ización utilizado sobre (3.13). 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la funcional de área son: 

( J:c,) -(Jx•) =0 
<I> e <I> T1 

(Jy,) - (Jy•) =o 
<I> e <I> ~, 

o bien en for111a vectorial 

( J.,1,) - (J.'f·) =o 
«I> ~ <I> T1 

y al desarrollar las deriva.das en la última expresión tene1nos: 

(;f;){/II,, - (;?;).,.u.= o 

finalmente podemos escribir la ecuación en la forma: 
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donde 

[ y; -x.,y'rl ] Il22 = [ 
y2 -Xt.Ytf. ] Il11 < 

-x'rly.., x:, -x,,yt!. X~ 

Il12 = [ -2y<y• x<y• + x,y< ] s = _:!... [ u.., -ye. ] ('p·) 
Xe,Y,,,, + x.,11e -2xt.x.., •P -;e,, ;r.( <I> T/ 

Así que el siste111a. de ecuaciones para la funcional de área usando <I> = 1 es: 

En contraste con el caso de longitud ahora las n:1atrices Il;,j no dependen de la función de 

peso. 

Observe111os que la ecuación de Euler-Lagrange para la funcional de área es un sistema no 

lineal y acoplado, por lo que su solución es n1as co111plicada de hallar que en el caso de loi.1gitud, 

incluso puede ser que la solución no exista para ciertas funciones de peso o para algunas regiones 

n (condiciones de frontera). 

Hasta el 1non1ent.o no hay teoremas sobre la existencia o unicidad de la solución pero la 

e_-xperiencia con1putacional indica que es posible hallar problen1a.s sin solución, pero cuando 

ésta existe parece ser única. 

Tan1.poco se puede garantizar la suavidad de las inallas generadas pues la ecuación no es 

elíptica. 

A pesar de las liinitaciones de la funcional de área se han obtenido algunos buenos resultados 

sobre ciertas regiones no convexas en las cuales la funcional de longitud falla. 

En la 1nayoría de estos casos las mallas obtenidas son convexas, e incluso se han obtenido 
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rnallas suaves sobre algunas regiones, en general esta últin1a propiedad depende de la suavidad 

de la frontera. 

Fig. 3-8: '.\fallas generadas por la funcional de área 
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3.3.3 La funcional de ortogonalidad 

La ortogonalidad de las líneas de malla es una propiedad ilnport.ante en. la reducción del error 

de truncasión de los esque111as en diferencias, así que la siguiente característica que se desea 

controlar es precisani.ent.e el ángulo de las líneas de ni.alla. 

El principio conl.Ún bajo el cual fueron obtenidas las funcionales de longitud y área fue el 

de hacer controlar una cantidad n1ediante funciones de peso, ahora un principio distinto será 

utilizado, buscaremos hacer cero una cantidad. 

ObserYe1nos que 

donde (} es el ángulo entre los vectores ]\JE = (xe, Ye) y J.'1., = (x..,, Y.,) si estos vectores son 

ortogonales (y en consecuencia las líneas de malla) entonces cos(9) = O y por lo t.anto se tiene: 

Por otro lado si asumitnos que el jacobiano de .7\í es distinto de cero (J -:¡!: O) entonces }Afe 1 
y \1\1" \, son a1nbos distintos de cero, así que ]\fe • l\IYJ = O hnplicará la ortogonalidad de las 

líneas de ni.alla. 

En base a_lo anterior definimos la funcional de ortogonalidad con1.o sigue 

(3.16) 

el rnapeo l\í que n"linimice a esta funcional será la ni.as cercana a la ortogonalidad~ y en caso de 

que el mínin1.0 sea cero entonces las líneas serán realni.ente ort.op_;onales. 

Obsen.·emos que en este caso no es necesaria una función de peso lo c.:un.l nos ahorra el 

problen1a de detenninar dicha función. 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la ortogonalidad son: 
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[(x,x, + Y,Y,)Y,Je + [(x,x, + Y,Y,)Y,J, =O 

o bien en for1na Yectorial 

[( .• 'lf, · 1\1,,)./\f,J, + [(.llf, · .llI,).llI,J, =O 

al desarrollar las derivadas t.ene1nos: 

donde 

IIn = [ 
x"1y., 

x,~, ] 
v:; 

:z;~ 

S= (~) 
El sistema de ecuaciones que debe ser resuelto es finahuente: 

(x.,y, )x<e + (y~)y., + (x,y, + x,y,)x,, + 4(Y,Y, + 2x,x.,)Y,., + (x,y, )x.,. + (y;)y,, = O 

El sistema resultante es cuasilineal, acoplado y no elíptico, todo esto produce problen'las en 

el calculo de la solución, la cual puede no existir o bien no ser única, ade1nás la no elipticidad 

indica que las inallas puedan no ser suaves. 

Hay 1nuchas regiones para las cuales los n1étodos iterativos no convergen posiblemente por 

que no exista un 1napeo ortogonal del cuadrado unitario en tales regiones. 

La funcional de ortogonalidad es poco útil por si Ill.Ísma, sin en1bargo. con.10 veremos en la 
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siguiente sección, su in1portancia radica principaln1ente en su con1binació11 con otras funcionales, 

debido a su aportación geo111étrica sobre las n1allas. 

Fig. 3-9: !\·fallas generadas por la funcional de ortogonalidad 
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3.3.4 Con1binación de funcionales 

Las funcionales vistas hasta ahora tienen 1nuchas lirn.itaciones y las n1allas generadas no sien.'lpre 

son satisfactorias, sin etnbargo tan.1bién tienen propiedades in1portantes las cuales se desea 

conservar al generar una iualla. por esta razón se busca obtener inejores resultados mediante 

combinaciones de estas funcionales. al combinarlas se busca apro,·echar las cualidades de cada 

una y reducir sus proble111as, dh:idiendo la acción de ellas. 

Consideraren1os ahora la siguiente funcional 

(3.17) 

donde wL, tt'_.\ y u 1
0 son constantes no negativas tales que u•L + 1L'A + w 0 =l. 

Las constantes son elegidas experimentaln1ente tratando de ajustar la n1alla n1ediante la 

regulación. del porcentaje de dependencia de la malla con cada funcional, las constantes 'W¡ son 

llamadas pesos de la funcional, y no deben ser confundidas con las funciones de peso el> y W de 

las funcionales indh:iduales. 

Una de las principales ventajas de esta funcional es la gran variedad de conl.binaciones que 

pueden realizarse para buscar generar la nl.alla deseada. 

3.3.4.1 La funcional área-longitud (AL) 

La prinl.era co1nbinación sera toma11do 1u0 = O, esto elimina la funcional de ortogonalidad en 

la con1binación, lo cual nos da la funcional área-longitud dada por 

La ecuación de Euler-Lagrange para ésta funcional es la con1binación lineal de las ecuaciones 

de cada funcional detenninada por los pesos de las funcionales es decir 

(3.18) 
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Co1no ya se rnencionó los pesos se eligen experin1entaln1ente, l.1na con1binación que ha dado 

buenos result,ados es 'l.OA = 0.9 y U't. = 0.1. 

Las n1allas generadas resultan sin doblez y suaves lo cual no debe ser sorprendente debido 

a las propiedades de las funcionales iinplicadas. 

Exist.en regiones donde los 11:1étodos iterath·os no convergen con la cotubinación anterior 

pero nueYas co1nbinaciones pueden intentarse en ellas. 

Fig. 3-10: !vlallas generadas por A-L 
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3.3.4.2 La funcional área-ortogonalidad {AO) 

Un inejor generador es obtenido eligiendo 'WL = O, lo cual da lugar a la funcional de área

ort.ogonalidad. 

Existe un caso particularn1ente interesante7 en el que fijare111os nuestra atención éste consiste 

en tomar ·u_,•A = UJ0 = ~, esto nos conduce a la funcional 

ObserYe111os que el nu111erador del integrando puede reducirse a la forn1a 

(x2 + y2)(x2 + y2) = ¡.u 12 IJII ¡2 e e ., •1 e ., 

y de acuerdo con el calculo de Yariaciones la ecuación de Euler-Lagrange es 

(3.19) 

El siste1na resulta cuasilineal, acoplado y no elíptico. 

Como era de esperarse las 11:1allas resultan cercanas a la ortogonalidad y a la distribución 

uniforn1e de áreas, lo que resulta interesante es el hecl~o de que las nl.allas resultan ser suaYes a 

pesar de que la longitud no ha sido utilizada y de la no elipticidad del siste111a. 

A pesar de que los resultados son n1ejores que antes la unifor11:1idad de las áreas puede 

producir que las celdas cercanas a la frontera de la región sean muy parecidas a las celdas en 

cualquier otro lado de la malla~ esto no es deseable en los cálculos realizados cerca de la frontera 

y en ocasiones puede solucionarse con alguna función de peso especifica. 

Las 111allas no tienen doblez pero son n1uy sensibles a la paran1etrización de la frontera y en 

algunas regiones los n1étodos iteratiYOS no convergen. 
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Fig. 3-11: :\1allas generadas por la funcional de Area-Ortogonalidad 
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3.3.5 La f"u:ncio:nal de suavidad 

Recorden1os que la funcional de longitud determina un generador n1uy sencillo, pero desafor

tunada1nente los resultados no son satisfactorios, principaln1ent.e en regiones no convexas, la 

razón de ésto es que el jacobiano de la transfor1nación que genera la 111alla puede ser cero en 

algún punto~ lo cual produce que se generen puntos de inalla fuera de la región física. 

El problc1na se soluciona para ciertas regiones con el uso de funciones de peso especificas, 

sin embargo es necesario utilizar una función diferente en cada caso, aden1ás dicha función no 

es fácil de detern1inar. 

En la generación de 211al1as unidilnensional se presentó un proble111a sinlilar al generar n1allas 

con control del espacio, el problema se resolvió ut"ilizando funciones de peso en el espacio físico, 

la 2nisn1a idea será utilizada ahora. es decir desea111os considerar la funcional: 

_ r' r 1 ['J\I· /
2 

J.llI" 1
2

] I¿,[M) - lo lo JV + V (3.20) 

donde rF y V son funCiones definidas en n_ 
Aparenten1ente el proble111a sigue siendo el n1ismo, pués debernos detenninar una función 

para cada región n que consideren1os, sin e1nbargo solo desea111os garantizar que el jaco

biano de la transfonnación sea distinto de cero, por lo que esta condición debe ser agregada 

in1plícit.a1nente en las funciones ll? y 1;:, 

La forn1a 111as sencilla de lograr el efect.o deseado es considerar al jacobiano de la trans

for1nación con10 una función que depende de los puntos (x, y) E n, Jo que nos conduce a la 

funcional: 

(3.21) 

Esta funcional es conocida con10 funcional de suavidad. 

Observen1os que al i111plen1entar al jacobiano con10 una función de peso condicionrunos a 

que las t".ransforn1aciones .. '\I ad1nisibles en Is[AIJ tengan jacobiano distinto de cero, por lo que 
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podemos esperar nlallas sin doblez generadas a partir de ésta funcional. 

Aplicando las fórni.ulas para las ecuaciones de Eulcr-Lagrange, obtene111os: 

(3.22) 

El sisteni.a es elíptico,acoplado y no lineal. 

Si la frontera de la región y el 111apeo entre fronteras es suficicnte111ente suave, entonces la 

solución al siste1na será única. e infinitan1ente diferencia.ble en el interior de n~ es decir que la 

ni.alla generada sera suave. 

La implen1entación 11u111érica resulta dificil debido a la no linealidad y al acoplamiento de 

las ecuaciones. 

Debido a la elipticidad del siste1na 3.22 si las condiciones de frontera son suficiente1·11ente 

suaves, la solución existira y sera única, en tal caso puede garantizarse la suavidad de las 11.1.allas, 

por otro lado la funcional exige que el jacobiano de la transforn1ación sea distinto de cero, por 

lo que la nl.alla no tendrá dobleces. 

En general las mallas son con .... ·ea..xa.s, pero esto depende en parte de la paran1.etrización de 

las fronteras. 

En ciertas regiones la suaYidad provoca que las celdas cercanas a la frontera sean n1uy 

grandes, ésta situación es poco deseable en una inalla pues esto co:-itribuye para incrementar el 

error de trunca1niento. 

3.3.5.1 El generador ttm en dos dimensiones. 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la funcional de suavidad pueden ser obt.enidas por un 

proceso distinto, considere1nos ahora que desean1.0S mapear una región n. sobre el cuadrado 

unitario I2 de tal forma que el ni.apeo cumpla las ecuaciones:. 

o (3.23) 

7]:;r;:;r; + 1}yy o 
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Esto es una extensión del generador TT:?\1 unidimensional vist.o anteriorinente. 

El siste111a (3.23) puede transfor111arse el sist.en1a (3.22) par~ las variables dependientes x y 

y por n1edio de las forn1ulas obtenidas en la últini.a sección del capitulo 2 ton1ando: 

n· = 1; ¡3 =O; ,. = 1; f1(x,y) = ~(x,y); h(x, y) = 1¡(x, y). 

3.4 METODOS DISCRETOS 

En Jos ni.ét.odos variacionales Yistos anteriormente las nlallas son obtenidas resolviendo un sis

tP111a de ecuaciones diferenciales sobre I2, sin eni.bargo las rnallas tan1bién pueden generarse 

obteniendo cada uno de los nodos que la forn1a11 de tal [orina que se cun1plan las condiciones 

geornétricas o analíticas buscadas~ a estos procesos se les denon1ina n1étodos discretos. 

Estos n1étodos pueden ser obtenidos directan1ente al bnponer condiciones sobre Jos nodos o 

bien discretizando las funcionales estudiadas anteriormente. 

3.4.1 El área corno función de peso para la longitud. 

Recorden1os que el área de una celda esta detern1inada por el jacobiano de la transfor1nación 

usada~ sobre todo por que la 111alla en el cuadrado unitario es unifor111e, es decir las áreas de las 

celdas son todas iguales, así pués si una celda en la n1alla generada sobre la región n tiene área 

111uy pequeña esto significa que el jacobiano es cercano a cero, situación que se busca evitar. 

En el caso de la funcional de longitud el proble111a es precisa111ente que no se tiene control 

sobre el jacobiano. 

Así surge la idea de dar nlayor peso a las longitudes de los Yectores .J.1/( = (xE,yE) y l\I.,, 

(.'l:'..,, Y..,) en las celdas de área pequeña,es decir desean1os controlar la cantidad: 

S= .!i.¿ 
.4.;,j 

(3.24) 

o de 1nanera equivalente, controlar: 

(3.25) 
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donde li,j y Ai,j están definidas con10 en las funcionales de longitud y área respectivan1ente. 

La idea con10 en los casos anteriores es n1inimizar la últin1a su1na, sin e111bargo ahora no 

llevaremos esta su111a al caso lhnite. 

Para poder lleYar a cabo la su111a (3.25) es necesario que .41,j ::¡!:=.O para toda pareja i,j., lo 

que significa que la 1nalla inicial debe ser convexa. 

Por supuesto esta rnis111a restricción es necesaria para la funcional de suaYidad cuando 

es aplicada sobre n1alla.s inicia.les generadas por xuétodos algebraicos~ pero ef"tos 111étodos no 

sien1pre cu111plen esta condición. 

Para resolver este proble111a podeinos tnodificar la expresión (3.24) considerando: 

S=~ 
k+A;,; 

k>O 

de esta tna.nera la restricción es A;,j > -k por lo que la n1alla inicial ya no necesita ser convexa. 

Ahora la suma (3.25) toma la forma: 

No N1 l·. 
SLA =L:L:--"3

-
i=t J=l k +A;,; 

por lo que puede lle'\"Rrse a cabo sin dificultad si tornamos l;:, > n-:i.i.n {Ai,j }. 

"' 

(3.26) 

Las inallas generadas de esta u1anera son similares a las generadas por suavidad, sin en1bargo 

ahora pode1nos utilizar mallas no convexas co1no 1nal1as iniciales. 

La sun1a. (3.26) representa una funcional discreta la cual no tiene una funcional continua 

análoga, pues el proceso de lleYar esta sun1a a una doble integral con10 se hizo en el capitulo 

anterior ~~pierde·· la infori11ación del parán1etro k. 
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Fig. 3-12: ).lallas generadas por suavidad 
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3.5 IMPLEMENTACION NUMERICA 

Las ecuaciones obtenidas para la generación de n1allas en general no puede ser resueltas de 

n1anera analítica, por lo que resulta necesario aproxin1arlas nun1éricarnente. 

Las gráficas presentadas anteriorn1ente han sido generadas por el siguiente algorit.n10. el cual 

fue desarrollado por Steinberg y I<nupp, y en él se consideran a las funcionales sin peso, 

Las ecuaciones pueden ser escritas de n1anera general de la siguiente forn1a: 

(3.27) 

donde los coeficientes A¡,3; B;,j; C;,j y F.; para i, j = 1, 2 son funciones que dependen de las 

primeras derivadas de x y de y así con10 de las funciones de peso. 

Al considerar a las funcionales sin peso se tiene: Fi = F2 = O. 

El primer paso es la generación de una malla inicial (x~?}, y~~)) i = l, 2, ... , .1'lo ~ j = 1, ... , /\li 

por 1nétodos coni.putacionaln1ente económicos, para esto los generadores algebraicos como la 

interpolación transfinita (T.F.I.) suelen ser de gran utilidad. 

A partir de la l"llalla inicial deben calcularse los coeficientes de la ecuación, est.o se lleYa a 

cabo sobre cada uno de los puntos de la lnalla. 

El calculo de estos coeficientes en el algoritmo original se realiza disc1·etizando las primeras 

derivadas por el esquerna central 
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P1-1.J+1 P1+1.J+1 

4 

P1-1.J ll+l .J· 
5 

P1-1.J-1 P1+1.J-1 

Fig. 3-13: 

y sustituyendo estas expresiones en cada uno de los coeficientes, para ejen1plificar esto totnemos 

el coeficiente C12 = Xe.Ye correspondiente a la ecuación de área, al sustituir los esquemas corre

spondientes se tiene: 

Sin en1bargo se han obtenido mejores resultados mediante un cálculo diferente de estos 

coeficientes, ésto es descrito ahora: 

Considere1nos la cuatro celdas para las cuales el punto Pi,j = (x1,3,y.;,j), es un v~rtice, y 

tracemos en cada una de ellas sus dos diagonales, esto nos proporciona 12 triángulos con Yértices 

en los punt.os de la malla, (fig. 3.13). 

Las derh·adas se discretizan en cada lado de un triángulo por el esquenta ~·adelante", 

y se sustituyen en los coeficientes, posteriorn1ente las discretizaciones sobre cada triángulo son 

su111adas y divididas por 12 para obtener un solo esque111a. 

129 



Tomeni.os nue'\-amente el caso de C1.2 para el área. 

La discret.ización en los triángulos 1 y 2 es: 

(
d,·j)(O) = X1+1,j - xi,j Yi+l,j - Yt-1,; 

( 

(O) (O)) ( (O) (O) ) 

12 1 L'l.~ L'l.~ 

( X~~l,j - X~~)) (y$~1,j - Y!~)l,j) 
~~2 

Finaln1ente el coeficiente se detern1ina de la siguiente n1anera: 

Este esqueni.a proporciona un mayor control sobre los coeficientes y ayudando a que las 

funcionales de área y de ortogonalidad converjan en un 111ayor nú1nero de regiones que con el 

cálculo anterior. 

De ni.anera independiente a los coeficientes se discretizan las segundas derivadas: 

(O) 
- 2x~~) +x~~-\.j (O) 

- 2:r~~) + x~~)-l 
X.E( = X;+l.j 

x,, = xi,j+l 
L'J.~2 L'J.r¡2 

(0) - 2y!.Y + Y!~1.j (O) - 2yr~> + y}~)-1 
Y., = Yi+l,j 

y"" = Y;,j+l 

~~2 L'l.172 

x~~l.j+l - x~~l,j-1 - x~~l,j+l + x~~l.j-1 x,. = L'l.~L'l.r¡ 

Posterionnente se sustituyen los coeficientes y las discretizaciones anteriores en cada ecuación, 

con lo que se tiene: 
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(
A'·3 )<º> X.¡+1,; -Xt,; + xi-1,j + (Ai,;)(o) Y;+1,; - -Y;,; ~ Y;-i.; + 

( 

(O) _ '> (1) (O) ) ( (O) '> (1) , (O) ) 

11 ~e2 i2 .ó.e2 

+ (Bi·í)(O) (x~~1.;+1 - x~~1.;-1 - x}~1.;+1 + x~~l.j-1) + 
L!..~A71 

+ (B'·i)(D) Y1+1.;+1 - Y;+1,;-1 -111-1.;+1 + Yt-1,;-1 + 
( 

(O) (O) (O) (O) ) 

12 !!.~Ar¡ 

+ (ci·i)(O) X;,;+1 -X;,! + xi,j-1 + (c''4)(0) Yi,j+l -Yi,~ + Yi,j-1 =o 
( 

(O) _ '> (1) (O) ) ( (O) _ '> (1) (O) ) 

11 Ar¡2 1- L!..712 

(
A'·i) (O) X;+1,; - 2x;,; + X1·-i.; + (A'·')(O) Y1+1,; - 2Y.;,; + Yt-1,; + 

( 

(O) (1) (O) ) ( (O) (1) (O) ) 

12 A~2 22 A~2 

+ -(B'·i)(O) Xi+l,j-+-1 - Xi+l.j-1 - xi-1,j+l + X;-t,j-1 + 
( 

(O) (O) (O) (O) ) 

12 A~A71 

+ (B'·i)(O) Y1+1,;+1 - Yi+l,j-1 - Y1-i.;+1 + Y1-i.;-1 + 
( 

(O) (O) (0) (O) ) 

n A~A71 

+ (Ci!j).(O) Xi,j+1 - -X.¡,~ · xi,j-1 + (C~,j)(O) Y;.;+1 -Y;,~, + llt.j-1 =O 
( 

(O) '> (1) ....._ (O) ) . ( (O) _ '> (1) (O) ) 

L!..r ~ A~ 

Observe1nos que en la discretización de las segundas deriYadas aparecen los términos x~~ 
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y$~} estos son precisan1ente las incógnitas en el sisten1a de ecuaciones anterior, es decir se tiene 

un sistema de 2 x 2, pues todos los demás térn1inos se consideran constantes. 

Al finalizar el cálculo de todos los puntos de la nueYa 111alla {x;~>, yJ,~>) los coeficientes son 

act.ualizados y el proceso se inicia considerando (x;~>, y}~)) = (;r~~). Y;,~>). 

Este proceso iterativo se detiene por una tolerancia pre,·ia111ente establecida. 

3.6 TRANSFORMACION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET 

Considerernos ahora el problen1a de Yalores en la frontera: 

(.c,y) E f1 (3.28) 

f=O 'V(x,y) E 80. 

donde n es una región en el plano y a, /3, ")',y g son funciones definidas sobre n. 

Asumiremos que una transformación (x, y) = (x(E, 7]); y(E, 77)) del cuadrado unitario I, en 

n es dada, t.al que J = x(y71 - x71y( =¡!:.o. 

Poden1os entonces considerar a la función f corno función de (t,·17) nl to111ar 

f(E,7J) = f(x(E,7J);y(E,7J)) 

De foriua análoga pueden considerarse a las funciones a, /3, ¡·, y g definidas en I2. 

Aplicando la regla de la cadena tenemos: 

f 71 = fxx~, + ÍuY71 

Con."lo J =F O se tiene: 

Íx = ~ (!,Y, - f,Y,) J,, = (J,x, - J,x,) (3.29) 

Teniendo en cuenta que xt:
71 

= x
71

< usando las reglas del producto poden1os escribir las 
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ecuaciones anteriores de la siguiente 111anera: 

fx = :J (Cfy.,), - CIY,).,) fy = :J (Ux,)., - (fx.,),) (3.30) 

esta es la fori11a conserYath"'a o sin1étrica de las derh·adas. 

De la ecnación (3.29) t.ene111os: 

nfx = ~ (f,Y., - f,,11,) (3.31) 

si sustituiinos a f en la ecuación (3.30) por (3.31) tenen1os: 

de la mis1na forni.a podernos construir las identidades: 

J(f3fx) =(:Y (-f,x., + f.,x,) Y.,){ - u~ (-f,x,, + f.,x,) 11,),, 

Si n1ultiplicamos la ecuación (3.28) por J, al sustituir estas expresiones y agrupar términos 

se tiene: 

(ñf,), + (/Jf,)., + C7Jf.,), + C"'if.,)., = 9 

con 

- - 1 ( 2 "f3 . . 2) a - J a-y'l - _ x'1y'1 ~ 1xT, 
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g= Jg 

Una vez que el problen1a ha sido transformado este puede dizcretizarse conl.o se hizo en la 

últin1a sección del capitulo anterior, sin embargo ahora los coeficientes Ci,'f3,;=;· y la función 9 
de la ecuación dependen de las derh·adas de x y y, las cuales son desconocidas, por lo que sus 

Yalores tainbién deberán ser aproxh11ados. 

Las siguientes dizcretizaciones son sugeridas tonl.ando en cuenta la hnportancia de cada 

derivada en el correspondiente coeficiente: 

con 

Xi,j+l - Xi,j-1 + Xi-1,j+l - Xi-1,j-1 

4Ar¡ 
Y1,;+1 - Yi,j-1 + Y1-1,;+1 - Yi-1,j-1 

4Ar¡ 
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con 

con 

(x,);..;-~ 

(Y,);..;-~ 

- 1 ( 2 ?f3 2) l'i,j-~ = -J-- ay< - - Xe.Y< + 1x( .. i 
2 i,j-!i 'f,J-2 

Xi+l,j - Xi-1,j + Xi+l,j-1 - .T-f-1,j-l 

46{ 
(x ) . . .1 = Xi,j - Xi,j-1 

"1 T,J-2 ~1] 

Yi+l,j - Yi-1.J + Yi+l,j-1 - Yi-1,í-1 

46{ 
Yi,j - Yi,j-1 

(y");,j-'1 = 6r¡ 

.li,j-1 = (x( )i..i-~ (y.,, )i,j-! - (.-rT,)i,J-~ (y( )i,3-~ 

(x?J)i-!,i-! 

(y( )1-!.i-:l 

(y.,,).,_:} ,j-:} 

- x,·,j + Xi,j-1 - Xi-1,j - Xi-1,j-1 

46{ 
Xi,j - Xi.j-1 + Xi-1,j - Xi-1..f-1 

46r¡ 
Yi,j + y,·,;-1 - Yi-1,J - Yi-1,;-1 

46{ 
Yi,j - Yi,j-1 + Yi-1,j - Yi-1.i-I 

4~7/ 
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Final111e11te 

3.7 

9;J = (Jg),,3 

(x,);,j 

(x.,);,j 

(y, );,j 

(y.,);,j 

Xi+l.j - Xi-1,j 

2L:>.( 
Xi,j+l - Xi,j-1 

2L:>.77 
!h+l.j - 1'1-1.j 

2il( 
Yi.j+1 - Yi,J·-1 

2L:>.1¡ 

J;,3 = (x, );,j (y., );,j - (y, );,j (x.,);,j 

SOLUCION DE E.D.P. 

USANDO MALLAS RECTANGULARES 

En esta sección se n1uestran algunos resultados obtenidos al aplicar la teoría desarrollada a 

lo largo de este capitulo, para ello se presenta la solución a diferentes ecuaciones en diYersas 

regiones. 

3.7.1 Ecuacion.es sobre el cuadrado u11.itario I 2 . 

Considere1nos ahora el problema de ,·alores a la frontera: 

'V· (a(x, y)'V f(x, y)) = g 'i(x, y) E I2 

f=O 'i(x,y) E oh 

Este problema se resolvió t.onl.ando dos formas diferentes para a y g, la. dizcretización se 

realizó sobre una 1nalla uniforme y la solución fue con1parada con el paquete "PDETOOLS" de 
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herramientas para ""1\.1 • .\..TL.A .. B". 

La intención. de estos ejcn1plos es la de "n1edir" la confiabilidad del algorit.tno presentado 

para la solución de ecuaciones. 

1) Para el pri1uer n1odelo se t.01nó: 

a(x, y) = 1.1 + sen(5y - 3x) g(x,y) = xy 

En la figura se 1nuestra la gráfica de la solución obtenida y el error al co111parar con '"~1AT

LAB". 

2) Para el segundo caso se considero: 

a(x,y) = 1 g(x, y) = 50xy sen(2rrx) sen(27ry) 
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3.7.2 Regiones irregulares 

Ton1e1nos la ecuación: 

donde 

con 

[ 

cos(i) 

p = -sen(i) 

'V'· (A'\1 f(x, y)) = 9 'o'(x,y) En 

sen(i) l 
cos(~) 

/3] = p-iop 
')' 

[ 

1 + 2xo2 + y2 

D= 

(3.32) 

y la función g y las condiciones de frontera son elegidos ele t.al for111a que la solución analítica 

al proble1na est.a dada por: 

f(x, y) = sen(rrx) sen(r.y) 

Este problema será aproximado en dos regiones.irregulares n sobre las cuales se ha generado 

una rnalla en forma 11un1érica. 

3.7.3 Región "Escalón.'' 

La primera aproximación al problen1a anterior se realiza sobre la región "escalón'· {'"backstep"). 

La 111alla es generada con la siguiente con1binación de funcionales: 

.8IA + .lio + .lIL = O 

La región y la solución obtenida son tnost.radas en. la siguiente figura: 
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3.7.4 Región "m19" 

La siguiente aproxin1ación al proble1na se lle,·a a cabo sobre la región "n119~'. 

La n.1alla es generada con la siguiente combinación de funcionales: 

.8IA + .2Io + OIL =O 

La región y solución obtenida son n1ostradas en la siguiente figura: 
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Dos ejemplos finales 

Finalrnente n1ostrare111os la solución obtenida para dos ecuaciones cada una de ellas en una 

región irregular 1nas con1plicada que los casos anteriores. 

LA HABANA 

f(x,y) =O 'o'(x,y) E an 

MUJER 

fxx + f,,,, = xy 

f(x,y) =O 'o'(x,y) E an 
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A 

CONCLUSIONES 

El inétodo de difPrencia .. 5 finita ..... es una excelente herratnienta para la ~oluckh1 de ecuaciones 

diferenciales en derivadas parciales, sin e111bargo es necesario tPner cuidado PU la discretización 

del don1inio. pues la precisión y la rapidez de los al::;oritntos dc->penden C'll grau 111edida de la 

n1alla getH'-rnda. Por t;sta. razón es necesario contar cnu rnétodos eficientes para la geneni.ción 

<le 1nalla._-, n~ct~i.ng;ulares sobre regionPs irregulares. 

Los u1éttuk>s para la gP11eraciún (le 1nalla'-i presentados en est.e trabajo cie-rtan1ente no son 

lns rnas pfectivos. <'11 el sentido de que !.as ruallas generadas no sie111pre alcanzan las propiedad.es 

de suavidad .\" cnrn·exida<l deseadas, sin en1ba.rgo la teoría detrc_is de ellos c:nnstituye una línea 

in1port.ante Pll la b1ísq11eda de nuevos generadores, ya que las propicclades de cada una de las 

funcionah:-.s r>stttdiada.s es de itnportancia en la rcducci(jn del Prror de tr1111ca1niento, teniendo 

corno consecuencia nna. n1ayor vPlocidad de convergencia. 

Uno de lus problen1a . .s que se presentan en estos n1étodos (-~s Pl error de redondeo, esto queda 

ele n1aniticsto principaln1ente en la funcional de suavidad. pani.. la cutil de acuerdo con la teoría, 

las 111allas deben ser sien1pre convexas, sin embargo para conseguir este resultado es necesario 

realizar una ir11ple111entacióu cuya precisión sea nuty grande ya que el error de redondeo ocasiona 

que la 111alla. convexa no sea alcanzada para regiones n1uy irregulares. 

Una de las propiedades ilnportantes de éstos rnétodoti es la. rapidez con la que se pueden 

generar 1nalla.s sobre 11na región. esto permite P.Xperin1entar diversas con1binaciones de las fun

cionales y uhtener una gran variedad de n1allas sobre un mismo doniinio. 

Dcsafort11nadan1ente. corno ya 1uencionarnos las 1nallas no siempre son satisfactorias por 
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lo que es necesario desarrollar nuevas técnicas que nos pPrrnitan n1ejora.r los resultados, ac

t11a.ln1ente se tienen generadores discretos que conservan J._i......., propiP<ladf.•s ::,?,P(JJnt:.tricecu·; <..le la.s 

funcionales t>studiadii....~ Pll Pl capítulo 3 .Y con los cnnlP.s SP han oht(·•nido l"Ps\lltados Ill1l'.\~ supe

riores a lns pr<>sPutn.dns Pll t>stc.'! trabajo. 6stos procedhnientus tiPnPll la llt>S'\"l'lltaja. <le :-;t~r 11111y 

lt-"utus <..'ntuparados <·un slts au:..iloµ;o~ continuos, pnr otro lado pnra alg1111:t:·; d1• las f11uciunalcs 

discretas no s1~ ha dt>tPrtninado sn Íllnciona.l contintta., a .. ~í que t•sta <•s nua di' In:-> cnPstinues qne 

;uín dehPn sl'•r analizadas. 

Las n1allas prpsentacla ... ..., cn1110 eje1nplos en cada funcional han sido ge111•radas ntiliza.ndo corno 

f111u.~iones ch• pPsn la fnnck>11 <I>;::::: l (salvo <·Ü ca.su de la. funcional de lnuµ;it11d). la i111ple111entación. 

ele f11ncionPs 111as ,J.!;PllPrah~s constitn~'(! parte del trabajo que dehP n!alizars(_' 111as cult>ln.ntc-. (lna<le 

se debe inclnir 110 solo cl"it.Prio8 para la Plección de <lichas f1111ciu11es sinu ta111bit~n un proµ;n:uua 

interacitvo clonde sea ptisible observar l<)!i rcs11ltados. 

La g,eneración de n1alln ... <:> adaptivas s<~ describe única1110nte para el cn .. ..,o 11nidi1nensional sin 

en1bargo <•.sta suele ~er dP µ;ran utilidad para reµ,:iones plana . .s por lo que slt ~cneralización a dos 

clin1ensiones rtc-presenta un co111pronüso a corto plazo. 

Finahnente f?S iruportante contiuuar el estudio sobre el uso de- t~.st.a.s 1nallas t~n la solución de 

proble1na.s de contorno, a. fin de nbt.ener nuevos a.lµ;oritn1os para su solucit-Sn .. 
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