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Prefacio 

En el área de matemáticas aplicadas, algunos problemas se pueden modelar 
usando ecuaciones diferenciales parciales. Un elemento importante para la 
solución numérica de ecuaciones diferenciales parciales por el método de 
elemento finito o por el de diferencias finitas sobre regiones generales, es una 
malla que representa el dominio físico de la región en una forma discreta. 
De hecho, la malla es una herramienta de preproceso donde las cantidades 
físicas continuas se describen como funciones discretas sobre esta malla; estas 
funciones aproximan las ecuaciones diferenciales por medio de relaciones 
algebraicas que son las que posteriormente se analizan. 

Las mallas las podemos clasificar en dos grupos: estructuradas y no 
estructuradas. La forma más común de obtener las mallas estructuradas 
bidimensionales es a través de una transformación de una malla simple definida 
en el cuadrado unitario ~n la región física del problema. Las celdas de estas 
mallas , en el caso bidimensional , son cuadriláteros donde la identificación de 
los nodos vecinos se realiza a través del incremento de un índice asociado a 
la coordenada. Las no estructuradas, se componen de celdas que pueden ser 
triángulos o cuadriláteros y, en las cuales la identificación de los nodos vecinos 
requiere de una tabla de conecciones. 

El grupo de trabajo de UN AMALLA tiene principal interés en la generación 
de mallas estructuradas sobre regiones irregulares planas, acotadas y simple­
mente conexas. Si bien el uso de las mallas estructuradas para aproximar una 
ecuación diferencial permite obtener un sistema algebraico donde la matriz 
asociada resulta tener una estructura simple, cuando la región es muy irregular, 
no solo la generación de la malla es complicada, sino que también se ve afectada 
la convergencia del método de solución del sistema algebraico. 

La manera en la que comúnmente se aborda el problema de generar mallas 
sobre regiones muy irregulares es aproximar la frontera de la región por una 
curva que sea suave. Este problema se conoce como suavizamiento de la frontera. 

El suavizamiento de curvas tiene su origen en el área de estadística conocida 
como suavizamiento de datos. Sin embargo, el antecedente que encontramos 
en el diseño geométrico asistido por computadora CAGD, en el área de reco-



nocimiento de patrones, fue el de Pavlidis [16] , [17] Y en él nos inspiramos. El
trabajo de Pavlidis usa técnicas de eliminación de puntos y suavizamiento con
splines cónicos. Antes de conocer el trabajo de Pavlidis , nosotros intentamos
usar splines cúbicos pero los resultados no fueron satisfactorios, ya que la región
definida por la frontera suavizada, en varios casos, difiere mucho de la región
original , en la figura 1 se muestra el ejemplo del contorno m19.

(a) (b) (e)

Figura 1: (a) Contorno original (b)Suavizamiento con un spline cúbico
(c)Suavizamiento con el spline cónico.

Los problemas planteados por esa situación fueron:

1. Implantar un algoritmo que suavice, de manera automática, la frontera de
una región plana irregular tal que respete significativamente la forma de
la región.

2. Construir una parametrización adecuada de la frontera de la región
suavizada que permita generar puntos y acumularlos donde sea necesario .

Para solucionar el problema de suavizamiento, replanteamos el problema
como suavizar una curva poligonal , la solución que proponemos usa splines
cónicos, y se implanta en Matlab.

El cálculo de la reparametrización en términos de la longitud de arco fue
muy complicado ya que desde el punto de vista numérico era impensable,
debido al alto costo computacional.

Gracias al trabajo de Victoria Hernández M. [12], una colaboradora del
grupo UNAMALLA, fue factible encontrar una solución numérica razonable. La
parte más difícil de la solución, está relacionada con el problema de construir,
de manera económica, una función de clase el monótona que interpole un
conjunto de puntos. V. Hernández encontró un trabajo de Fuhr R. y Kallay
M. [9] , donde resuelven el problema usando splines racionales lineales, y lo
adaptó para definir un método que reparametriza una curva por la longitud de
arco.
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El método propuesto por V. Hernández lo adaptamos para satisfacer las 
necesidades del grupo UNAMALLA y aplicarlo en la generación de una malla 
inicial con las características que se deseen en la frontera. 

Las curvas de Bézier racionales juegan un papel primordial en la solución 
que proponemos. A eso se debe el interés en presentar los fundamentos de 
este tipo de curvas desde el enfoque de la geometría proyectiva, pues las 
curvas de Bézier racionales vistas en el espacio proyectivo son curvas de Bézier 
polinomiales, lo cual facilita el análisis de sus propiedades geométricas; más 
aún, los algoritmos para manipularlas son más simples. 

La fuente de inspiración principal es el libro de Farin [6J; en éste, el autor 
presenta los conceptos sin dar detalles, por lo que la intención de incluirlos en 
esta tesis es presentarlos de tal manera que los cubra. 

En los capítulos 1 y 2 se presenta una breve introducción al plano proyectivo 
real. En el capítulo 3, se hace ver que una proyectividad entre líneas determina 
una cónica lineal. 

En la práctica, la forma paramétrica de una curva es muy útil. En el capítulo 
4 se deduce la forma de Bernstein-Bézier de una cónica puntual proyectiva, y se 
hace ver que ésta se puede construir usando la versión proyectiva del algoritmo 
de de Gaste/jau, se presentan algunas propiedades de las cónicas proyectivas 
en términos de los puntos de control y se ve que en el caso de que el peso 
intermedio de la cónica sea positivo, ésta se puede reparametrizar para obtener 
la llamada forma estándar. 

Dado que las aplicaciones se presentan en el espacio afín, en el capítulo 5 
se hace ver que una cónica afín, en su forma paramétrica, puede expresarse 
como una curva de Bézier racional cuadrática y se presentan sus propiedades en 
términos de sus puntos de control y pesos. 

En el capítulo 6 se da una presentación, como una generalización natural 
de las cónicas proyectivas, de las curvas de Bézier en ¡p3 y de su contraparte 
afín, las curvas de Bézier racionales. 

Los capítulos 7 y 8 son esenciales para la aplicación que presentamos; en el 7 
hacemos uso de la teoría precedente para dar las condiciones de continuidad G l 

y el para splines cónicos y las llevamos a la práctica proponiendo un algoritmo 
que suaviza una región plana usando un spline cónico Gl. Es importante señalar 
que el algoritmo de suavizamiento que presentamos aproxima al contorno de la 
región respetando su forma. 

En el capítulo 8, presentamos los fundamentos teóricos de la 
reparametrización de curvas por la longitud de arco y proponemos un al­
goritmo para obtener numéricamente la reparametrización de una curva por la 
longitud de arco que usa un spline racional lineal. 
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En el capítulo 9 presentamos la aplicación, un módulo desarrollado en 
Matlab 5.3, que permite generar una malla inicial sobre una región plana e 
irregular. Para generar una malla inicial primero necesitamos obtener una 
descripción analítica el del contorno de la región; en esta fase aplicamos el 
algoritmo de suavizamiento cónico. La segunda etapa consiste en distribuir 
un conjunto de puntos sobre la frontera, con una distribución dada, para lo 
cual es necesario obtener numéricamente la reparametrización del spline por la 
longitud de arco. 

Los algoritmos de suavizamiento y de reparametrización numérica por la 
longitud de arco son producto de la investigación del grupo de trabajo UNA­
MALLA, dirigido por el Dr. Pablo Barrera Sánchez, del cual formo parte. La 
principal aportación de este trabajo es el planteamiento original del algoritmo 
de suavizamiento y la aplicación de la reparametrización por la longitud de 
arco de un spline cónico. Ambos algoritmos se implantaron e incorporaron en 
un módulo para generar mallas iniciales sobre regiones irregulares planas. 

La mayoría de las figuras incluidas en esta tesis las generamos con varios 
programas que implantamos en Matlab 5.3. 
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Capítulo 1 

El Plano Proyectivo 

1.1. Motivación 

La geometría euclidiana es una herramienta indispensable en algunas apli­
caciones; sin embargo, tiene sus desventajas en otras. Si tenemos que ilustrar la 
forma en la que vemos los objetos, el punto de vista euclidiano no nos conviene. 
Un ejemplo de esto es el siguiente: si estamos frente a un edificio extremada­
mente alto, y levantamos la mirada, nos da la impresión de que las líneas pa­
ralelas convergen, sin embargo, en la geometría euclidiana las líneas paralelas 
no se intersecan, por tanto, no nos sirve para modelar la forma en que vemos 
los objetos. Esto no sucede en la geometría proyectiva, pues en ella no existen 
líneas paralelas; es la geometría coh la que trabajan aquellas personas que mane­
jan imágenes percibidas por el ojo humano. Los arquitectos usan la geometría 
proyectiva para trazar un edificio que es percibido por un observador; los pro­
gramadores de graficación por computadora la usan cuando modelan escenas 
realistas. 

El origen de la geometría proyectiva se remonta hacia finales de la edad me­
dia, y no fue en el campo matemático, sino en las artes. Influidos por la religión, 
los pintores medievales se resistían al concepto de la perspectiva realista. Con 
la llegada del renacentismo se permitió a los artistas el estudio de las técnicas 
necesarias para el desarrollo de pinturas realistas. Entre ellos encontramos nom­
bres como: Leone Battista Alberti, Paolo Uccello, Leonardo da Vinci y Albrecht 
Dürer. 

Leone Battista Alberti (1404-72)[1], quien es ampliamente reconocido como 
el fundador de la perspectiva matemática, introdujo la idea de que un ojo forma 
con una escena una "pirámide de rayos de proyección" que al ser cortados por 
una pantalla dan una "sección" , y anota que la sección forma con el ojo la misma 
pirámide de rayos que la que forma con la escena. Pero lo más importante es que 
observa que hay propiedades comunes entre el objeto representado y la sección 
de la pirámide correspondiente al dibujo [18]. 

La primera incursión de las matemáticas en el campo de la perspectiva 

1 



2 1. El Plano Proyectivo

fue llevada a cabo por B. Pascal y G. Desargues en el siglo diecisiete . Desde
entonces , la perspectiva se convirtió en una herramienta indispensable para
los artistas, arquitectos e ingenieros; pero tuvieron que transcurrir otros dos
siglos para que fuese objeto de estudio formal en el ámbito matemático, que
culminó en la teoría de la geometría proyectiva. Algunos nombres relacionados
con esta punta de lanza son J. Poncelet , K. Van Staudt, J. Steiner y F. Móbius.

Antes de dar una definición formal , veamos una motivación de este principio .
Recordemos que esta geometría fue inventada para modelar la forma en que
percibimos los objetos. Así, supongamos que un observador está mirando un
objeto tridimensional. La imagen percibida por el observador es bidimensional:
ésta es una proyección del objeto en un plano , como se ilustra en la figura 1.1.

Figura 1.1: Percepción de un objeto: el observador ve la proyección del objeto
en el plano.[3]

La figura 1.1 ilustra el grabado que Dürer hizo a fin de ilustrar el método
introducido por Alberti para" transferir a la pintura un objeto": para registrar
la imagen de un objeto visto desde el punto en la pared del que cuelga
una plomada, se usaban tres hilos, el hilo que sujeta la plomada se une a
algún punto del objeto, éste atraviesa el plano del marco en un punto que
se localiza usando los otros dos hilos, uno vertical y otro horizontal que se
sujetan a los lados del marco . Cuando el primer hilo se retira, se coloca en el
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plano del marco la hoja de dibujo y se marca en ella el punto de cruce de los hilos.

Para un tratamiento más formal: pongamos al observador en el origen de
un siste ma coordenado tridimensional ortogonal, y sea z =1 el plano en el que
proyectaremos. Si el observador ve hacia un punto x del espacio tr idimensional ,
la imagen percibida es la proyección del punto x en el plano z = 1. Notemos
que hay más puntos del espacio tridimensional cuya imagen en el plano z = 1
es la misma: todos estos puntos se localizan en la línea que pasa por el origen
y el punto x , ¡todos éstos son indistinguibles al observador! Como no podemos
separa r estos puntos, en geometría proyectiva son t ratados como un único punto.

Figura 1.2: Percepción de un punto: todos los puntos en la línea son idénticos
par a el observador que se encuentra en el origen.

Est a idea: tratar como una identidad lo que es posible identificar despu és de
haber proyectado en el plano, se aplica a todo objeto geomét rico. Veamos el caso
de las líneas rectas , o líneas. Con referencia a la figura (1.3), vemos que to das
las líneas contenidas en el plano indicado se proyectan en la misma línea en el
plano z = 1. En consecuencia, ¡se tra tan como idénti cas! El plano que contiene
las líneas del espacio tridimensional se caracteriza por su vector normal, y por
tanto, éste se usa para denotar líneas equivalentes.

Nuestro tra ta miento de la geometr ía proyectiva no será exhaustivo, sólo la
necesitamos como una herr amienta para la descripción de curvas racionales .



4 1. El Plano Proyectivo

Figura 1.3: Percepción de una linea: todas las líneas en el plano indicado son
idént icas para el observado r que se encuentra en el origen.

1.2. El plano proyectivo

Los conceptos intuitivos de la sección precedente dan lugar a la siguiente
definición del plano proyectivo ¡p2:

D efin ición 1.2.1 El plano proyectivo ¡p2 consiste de puntos E, denotados
por coordenadas column a

y líneas L., denotadas por coordenadas renglón

L. = [1 1 ,12 ,13] ,

donde p i= [O,O,0]1 Y L. i= [O,O, O] ; además, los múltiplos diferent es de cero
op denotan la misma localidad, y definimos p;;; op. Análogamente, todos los
ml1ltiplos a]¿ son tratados como la misma línea, y definimos L.;;; aL..

Un punto E está en la línea L. si .

LE = O,

es decir, si su producto punto se anula.

1.3. Puntos y líneas

Intuitivamente, dos puntos diferentes definen una línea . Si la definición del
plano proyect ivo es correcta entonces debe sust entar esta noción . Y realment e
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es así: sean Q y !2. dos puntos diferentes en ¡p2, ¿podemos dete rminar las coor­
denadas de la línea que pasa por ellos?
Si denotamos por L. a la línea que incide en Q y !2. entonces L. satisface las
relaciones

L.Q =0,

b. !2. =0,

Del álgebra lineal concluimos que

b. = Q 1\!2.,

donde " I\"denota el producto cruz de vectores :

(1.1)

(1.2)

Si remplazamos Q por un múltiplo diferente de cero OQ, no cambiamos la lo­
calidad de Q, por ende, si la definición de línea que hemos dado es correcta, la
línea OQ 1\ !2. debe coincidir con L., esto se deriva fácilmente de las prop iedades
del producto cruz: OQ 1\b =o(Q 1\ !2. ) = a]¿ ~ L..

Ahora veamos el concepto asociado a las líneas: sean L. y M dos líneas
diferent es que se intersecan en el punto ;l< entonces

L.;l< = 0,
Al ;l< =0,

Ent onces ;l< está dado por:
(1.3)

Cualesquiera dos puntos diferentes definen una línea - esto nos parece bas­
tant e natural. Pero , si cualquier par de líneas diferentes se intersecan, ¿no esta­
mos excluyendo a las líneas para lelas?, en realidad sí: lo cual nos dice que en la
geometría proyectiva no hay líneas paralelas.

1.4. Coordenadas proyectivas de líneas

Hemos visto que cualesquiera dos puntos diferentes Q y !2. definen la línea
L. = Q 1\ !2. . Obviamente Q y !2. no son los únicos puntos que inciden en L.. Si ;l< es
un punto diferente de Q y !2. que incide en L., entonces

[Q1\!2.1;l< =0,
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o bien ,
det [g, J2,Q] = O,

1. El Plano Proyectivo

(1.4)

esta ecuación proporciona una condición necesari a y suficiente para que t res
puntos sean colineales. También se escribe [g!J21Q] para denotar a la matriz
cuyas columnas están dadas por los vector es column a g, J2 Y Q, respectivamente.

El concepto correspondiente para las líneas es el siguiente: t res líneas diferen­
tes que inciden en un punto son llamadas concurrentes; con un procedimiento
completamente análog o, obtenemos la condición necesari a y suficiente para que
las líneas L., M ,X sean concurrestes:

(1.5)

Si tres puntos J2 , g Y Qson colineales sus coordenadas son linealmente de­
pendientes , por tanto, el punto J2 es combinación lineal de g y Q,

J2 =ag + (3Q; a , (3 E IR no simultáneamente cero (1.6)

Cuando se hace variar a y (3 en los reales , J2 recorre cada punto de la línea
g 1\ Q. De este modo, cada punto de la línea está determinado por dos números
reales a y (3 o cualquier múltiplo común. Al par [o, (3] se le llama coordenadas
proyectivas del punto ;r con respecto a la línea definida por g y Q.

-1

-2

±oo

2

ª
Figura 1.4: Recorriendo los puntos de una línea: El punto J2 depende de t.

Dado que <5J2 == J2, con <5 = ~ el punto J2 queda expresado en términos de un
único parámetro

J2(t ) =g + tQ; (1.7)

para t = O, J2(t) = g y convenimos en J2{±oo) = Q, lo cual justificaremos ge­
ométricamente más adelante.
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Cuando nos refiramos a una línea como la colección de todos los puntos
en ella, la llamaremos haz de puntos. La ecuación (1.7) es un ejemplo de
una paramet rización de un haz de puntos. Al elegir diferentes puntos !:! y Qen
la línea, generamos diferentes parametrizaciones. Más aún , un cambio en las
coordenadas de Qpor cQda lugar a una parametrización diferente.

En seguida veremos las propiedad es análogas par a las líneas: si L., X Y J\t[
son concurrentes entonces a una de ellas la podemos expresar como combinación
lineal de las otras dos:

X =a i¿+ (3 ,'v[ . (1.8)

Al igual que en el caso de los puntos , al par [a , (31 se le llama coordenadas
proyectivas del haz de líneas a través de L. /\ M Y lo denotaremos por
haz (L./\ M ).

Al variar a y (3 en los reales, sin ser simultáneamente cero, X = a L.+ í3 M
genera todas las líneas del haz (L /\ M) . El haz de líneas lo podemos expresar
usando un único parámetro:

X =L.+ tM ; (1.9)

esta ecuación es un ejemplo de una parametrización de un haz de líneas.

too

o

Figura 1.5: Trazado de un haz de líneas: se muest ra la línea X (t ) para varios
valores de t.
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Sean ª,~ y Qtre s puntos diferentes tales que ~ =
aª + (3Q donde a, (3 E IR no son simultáneamente
cero. Podernos escalar las componentes de cada
punto, esto no cambia la localidad, así al redefinir
los puntos ª y Qde la siguiente forma :

ª +- aª
Q +- (3Q

el pun to ~ es la suma de ª y Q:

(1.10)

Esto es, dados tres puntos colineales diferentes,
siempre los podernos rescribir par a que sat isfagan
(1.10).

En té rminos de las coordenadas proyectivas de la línea, lo anterior nos
indica que siempre podernos asignar a ª, ~ y Q las coordenadas: [1, O), [1,1]
Y [0, 1), respect ivamente. Si asignarnos estas coordenadas proyectivas a tr es
puntos de una línea , entonces las coordenadas para todos los demás puntos de
la línea quedan fijas. Por esta razón, decirnos que tres puntos diferentes de una
línea forman un marco de referencia proyectivo para dicha línea .

Sean ª¡ , ª2 ' ª3Y Q¡ , Q2' ~ dos marcos de referencia proyectivos para una
línea L.. Ya vimos que la elección apropiada de los representantes para ª¡ y
-ª3 nos permite expresar a ª2 corno la suma de ª¡ y ª3; si despu és de realizar
este cambio de coordenadas y expresar a Q¡ y ~ en té rminos de ª¡ y ª3, se
satisface la relación Q2 = Q¡ + ~ , diremos que los marcos de referencia son
equivalentes. En particular , ambos marcos de referencia tendrán el mismo
punto correspond iente a t = oo.

Ejemplo

Los marcos de referencia: ª¡ = [1, 1, -sj ' , ª1 = [0, 1, -2]\ ª3 =
[l ,- l , l ]t ; Q¡ = [- 3, - 3/ 2,6t , Q2 = [-2 , -3 , 8] , ~ = [1 , -3/2 ,2]t
son equivalentes .

En el primer marco de referencia se satisface:

entonces redefiniendo: ª¡ +- ~ª¡ y -ª3 +- - ~ª3 ' el punto ª2es la
suma de ª¡ y -ª3.



1.5. Coordenadas proyectivas del plano

Al expresar a Q¡, Q2 y !l:J en términos de Q¡ y !!J, obtenemos
[-9/2,3/2] , [-5,-1] Y [-1/2,-5/2]' respectivamente. De aquí se
sigue que Q¡ +!l:J = - 5Q¡ -Q:¡ =122 , por ta nto, los marcos de referencia
son equiva lentes .

1.5. Coordenadas proyectivas del plano

9

Definición 1.5.1 Un marco de referencia del plano proyectivo es un conjunto
de cuatro puntos Q, 12 , Q Y d. E ¡p 2 tal que ninguna tercia de ellos es colineal.

P ropiedad 1.1 Sea Q, 12, Q Y ª un marco de referencia, entonces ª puede ex­
presarse como:

(1.1 1)

Demostración

Denotemos por d.e a la proyección de d. desde Q en Q r; 12 (ver
figura 1.6); si ªe= OQ + PQ, al elegir los siguientes representantes:
Q t- OQ Y 12 t- f3Q, d.e ~ Q + Q. Si las coordenadas proyectivas del

punto d.a = [Q!\ d.] r; [Q!\ Q], son [O ,,] entonces, al elegir los rep­

resentantes: Q ~ OQ, 12 ~OQy Q ~ , Q, obtenemos d.e ~ Q+12 y d.a ~ 12 +Q.

Dado que ª es un punto de Q !\ d.a , existen o y 8 E IR. tales
que : ª= oQ + 8d.a, como ªtambién es un punto de Q !\ d; existen

p, 1', 8 E IR ta les que ª=P [1'Q+ 8d.e], es decir,

d. = oQ + 812 + 8Q,

=P [1'Q + 8Q + ÓQ] ,

de lo anterior se sigue: (o - pÓ)Q + (8 - pÓ)Q + (8 - Pi'k = 0, y dado
que los puntos Q, 12 y Q no son colineales , lo anterior implica

0 = p8
8 = p8
8 = Pi'

de las dos últimas igualdades se obtiene <5 = 1', entonces o = Pi' y
8 = o = Pi'. Por ta nto , ª= Pi' (Q + 12 + Q) ~ Q +Q+ Q.

•
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Figura 1.6: Configuraciones del triángulo: siempre se pueden obtener las etique­
tas de los cuatro puntos.

Figura 1.7: Sistema Coordenado Proyectivo: cuatro puntos que forman un marco
de referencia proyectivo determinan una línea fundamental.

Lo anterior nos indica que si Q, Q, f Yd. son cuatro puntos del plano proyec­
tivo que determinan un marco de referencia , entonces podemos asignarles las
coordenadas proyectivas :

. =m,' =m,' =m, d = [:]

Al marco de referencia Q = [l,O,OJt, Q= [O, i .oj; f = [0,0 , 1J Yd. = [1 , 1, í]'
se le conoce como el marco de referencia estándard.
Si Q, Q, f Yd. es el marco de referencia estándar, las coordenadas proyecti vas de
los puntos f =Q - Q, II = f - Qy 9 = f - Q son: f = [1, -1 ,O]t, II = [O, - 1,1Jt Y
9 = [-1 ,O,"1]t de donde f = ti - g ,esto es, los puntos son coJineales y llamaremos
ala línea donde inciden-línea fundamental del sistema coordenado.
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1.6. Haces de puntos y de líneas

Existe una relación muy importante entre haces de puntos y de líneas : sean
!!, Q, Ji. t res puntos colineales ta les que

Ji.=U!! + vQ.

Sea ~ un punto que no incide en la .línea !! 1\ Q; fijémonos en las tres líneas del
haz(r;.) que pasan por !!, Ji., Q y denotémoslas por A, X Y Ji, respectivamente,
entonces

X = ud+ vIL
Veamos porqué: A partir de la definición de la línea X obtenemos

X = [U!!+ vQ] I\~

=u (!!1\ º) + v(Q1\ º)

=ud+ vJi,

(1.12)

lo cual muestra que las líneas del haz con centro en ºsatisfacen la misma relación
que los puntos del haz (!! 1\ Q).

1.7. Dualidad

Supongamos que nos dan dos ternas de reales , digamos a , b, e y r , s , t. Si nos
dicen que su produ cto punto se anul a , es decir , ar +bs + ct = O, ¿cómo podemos
interpretar esta relación algebraica en geomet ría proyectiva? Podemos asumir
que la terna a , b, e, representa las coordenadas de un punto y r , s , t las de una
línea; entonces la expresión nos está indicando que el punto incide en la línea , o
bien, podemos decir que a, b, e son las coordenadas de una línea mientras que
r , s , t son las de un punto y en este caso, la expresi ón algebraica nos indica que
la línea incide en el punto. Otro ejemplo lo tenemos en el siguient e enunciado
algebraico: una tr iada de reales es el producto cruz de otras dos triadas. Éste
lo podemos inte rpretar de dos maneras, puede significar que se está definiendo
una línea a tr avés de dos puntos o puede interpretarse como la definición un
punto mediante la intersección de dos líneas .

Esta propiedad que permite una inte rpretación geométricamente dual de
un enunciado algebraico es fundamental en geometría proyect iva, y es llam ada
principio de dualidad.

¿Cómo dualizamos una expresión? Dado que la idea detrás de la dualidad
es que pod emos interpretar una triada de números reales como las coordenadas
de un punto o las de una línea , al dualizar un enunciado hay que intercambiar
cada ocurrencia de la palabra punto(s) por línea (s), modificar las relaciones de
incidencia entre puntos por relaciones de incidencia entre rectas, por ejemplo,
colineales por concurrentes, ete. En seguida se listan tr es ejemplos dist ribuidos
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en dos columnas, en la primera se muestra la expresión original y la segunda
muestra la expresión dual .

Dos puntos definen una única
línea.
Tres puntos colineales.
Haces de puntos

Dos líneas definen un único pun­
to.
Tres líneas concurrentes.
Haces de líneas.

Uno de los objetivos de Poncelet al estudiar la reciprocidad de la polar con re­
specto a la cónica fue establecer el principio de dualidad.
Los investigadores interesados en geometría proyectiva habián observado que
los teoremas que involucran figuras en el plano , cuando eran reformulados rem­
plazando punto por línea y línea por punto, no solo tenían sentido sino que
además se podián demostrar.
No era clara la razón por la cual los teoremas obtenidos de esta forma eran
válidos, de hecho Brianchon puso en duda este principio.
Joseph-Diez Georgonne(1771-1859) insistió que el principio era general y que
era válido en todos aquellos enunciados y teoremas excepto aquel/os que involu­
cran propiedades métricas. Fue él quien introdujo el término dualidad para
denotar la relación entre el teorema original y el nuevo.[15)

1.8. Teorema de Pappus

Pappus escribió la Synagoge o Mathematical Col/ection, esta colección
consta de ocho libros, en la proposición 139 del séptimo libro, él enuncia el
resultado que ahora lleva su nombre.[15}

El teorema de Pappus es uno de los teoremas fundamentales en el plano
proyectivo y se usa en la mayoría de las construcciones que veremos más ade­
lante.

Teorema 1.2 Sean L y M dos líneas diferentes, ª-¡ , ª-2 ' ª-3 tres puntos diferen­
tes de L y Q¡ , Q2 ' ~ tres puntos diferentes de M . Entonces los tres puntos:

E¡ = [ª-2 I\~] 1\ [ª-3 1\ Q2] ,

E2= [ª-3 1\ Q¡) 1\ [ª-¡ I\~] ,

& = [ª-¡ 1\ Q2] 1\ [ª-2 1\ Q¡] ,

son colineales. La línea de colinealidad es llamada línea de Pappus .

Demostración

Sea e¡ =LI\ M , si e¡ E {ª-¡ 'ª-2 ,ª-3, Q¡ ,Q2 '~} entonces Ej =Ek con
i .k =1,2,3, j =1- i, k =1- i Y j =1- k por tanto satisfacen el teorema.
Si e¡ ~ {ª-¡, ª-2, ª-3 ' Q¡ ,Q2' .lb }' elijamos a c¡, ª-¡ y ª-2 como marco de
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Figura 1.8: Teorema de Pap pus: los puntos p . son colineales .
-1

referencia proyectivo para L. y en Iv! al marco proyectivo q, 122 , Q:¡ ,
siempre podemos elegir los representantes adecuados de los puntos
involucra dos de tal forma que los puntos de L. queden expresados en
la forma:

9.' ªl ' ª2 = 9. + ªl ' ~ = 9. + Aª l '

Y los puntos en Al como:

Ahora obtengamos las expresiones para los puntos E
i
' Dado que El

es la inte rsección de las líneas ª 2 /\ Q:¡ Y ª 3 /\ 122 , se puede escribir
como:

El = r(9.+ ª l) + 8Q:¡ = t(9. + 123) + U(9. + Aªl) '

Dado que los puntos ª l' Q:¡ y q no son colineales , la expres ión:
(r - (t + u) )q + (8 - t )123+ (r - UA)ª1 = O indica que cada uno de
los coeficiente s es igual a cero, originando el sistema

r = t + u ,

r = UA,

8 = t ,

cuya solución está dada por :

r =UA,

8 = t = U(A - 1).

13
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Debido a que un factor de escala común no afecta, podemos elegir
u = 1, en cuyo caso, obtenemos r = A, Ys = t = A- 1. Así,

E¡ = ACJ. + AQ¡ + (A - l )h

Análogamente , se obtienen las expresiones para E
2

y E
3

:

E2 = AQ¡ - /lb

& = /lCJ. + (/l - l)Q¡ + /lb ;

éstas las podemos escribir en la forma:

E¡ = [CJ.IQ¡lb] [A,A,A -1¡t ,

E2 = [CJ.IQ¡lb][O ,A,-/l]t ,

E3 = [CJ. !Q¡ IQ3] [/l,/l - l , /l]t ,

donde "4 = [ql Q¡ Ib ] representa la matriz cuyas columnas están for­
madas por los puntos q, Q¡ YQ3. Este sistema escrito en forma ma­
tricial está dado por : -

Como detlP.¡ ,E
2

, & ] = detAdetB , y detB = 0, entonces los puntos
E¡, E2 y & son colineales.

•
Con el fin de ilustrar el concepto de dualidad, en seguida most ramos el

enunciado del teorema de Pappus junto con su dual.



1.9. El planoafín extendido .

Teorema de Pappus

Sean L. y Al dos líneas diferentes,
ª¡ , ª 2' ~ t res puntos diferen­
tes en L. y Q¡ , Q2 ' Q3 tres puntos
diferentes en M . Entonces los t res
puntos :

~¡ = [ª2 i\ Q3] i\ [~ i\ Q2] '

~2 = [~i\QI] i\ [ªI i\~],

~ = [ªI r;Q2] r; [ª2 i\ ih ] ,

son colineales. La línea de co­
linealidad es llamada línea de
Pappus .

Dual del Teorema de Pappus

Sean Ly m dos puntos diferentes,
si A¡, A2 , LlJ tr es líneas diferen­
tes del hazm y Jil , Ji2 , fu tr es
líneas diferentes del haz(m ). En­
tonces las tres líneas:

E.I = [::b i\ fu ] i\ [LlJ r; Ji2 ],

E.2 = [LlJ i\ Jil ] i\ [.:h i\ fu] ,
~ = [.:11 i\ Ji2 ] r. [A2 i\ Ji¡],

son concurrentes. El punto de
concurrencia es llamada punto
de Pappus.

15

En la figura 1.9 se ilustra el teorema de Pappus y su dua l.

Figura 1.9: El teorema de Pappus y su dual.

1.9. El plano afín extendido

Recordemos que para obtener un punto del plano proyectivo real, nos
fijamos en un punto x E IR3 - (0,0 ,O)t Y lo proyectamos desde el origen de un
sistema coordenado ortogo nal, en el plano z = 1; dado que todo punto de la
línea que pasa por el origen y por x se proyecta en el punto x= (XI, X2 , l )", las
coordenadas del punto xson representantes del punto proyectivo f. = [x¡, X2, lJt .
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Por otro lado, considerando al plano z = 1 como un subconjunto del espac io
t ridimensional, éste es un plano afín (véase el apéndice A). De man era que
al pun to con coordenadas ( Xl, X2, 1)1 le podemos dar dos interpreta ciones. En
esta sección veremos cómo se relacionan ambo s puntos de vista.

Un punto x = (X,y)1 del plano afín real lo podemos ident ificar con el punto
tridimensional x = (x, y , 1)1 del plano z = 1; si lo interpretamos como un punto
proyectivo, [x,y , 1JI, es sólo un repr esentante de la clase del pun to proyectivo
[QX , QY, QJI para Q :¡:. O. De esta forma, al punto afín x = (x , y)1 le corresponde
el punto proyectivo g = [x,y , 1J1.
Ahora bien, si tenemos el punto proyectivo ;r = [x,y , z¡t , z :¡:. O, el pun to afín
que le corresponde es x = (x / z, y / z)l .

Un punto proyectivo con tercera coordenada cero, ;r = [x,y , OJ! , no tiene uno
que le corresponda en el plano afín. Si al conjunto de puntos afines del plano
z = 1, le agregamos los puntos al infinito, aqu éllos cuya tercera coordenada
es cero , tendremos una correspondencia unívoca entre puntos proyectivos y
puntos en el plano afín extendido.

Todos los puntos al infinito del plano afín extendido inciden en la línea al
infinito Loo , que tiene por ecuación z =O, Yla línea proyectiva correspondiente
es L = [O, O, 1J. Al agregar Loo al plano afín estaremos habland o del plano
afín extendido; podemos pensar a est a línea como el "horizonte" del plano
afín. Decimos que [x,y , ZJI son las coordenadas homogéneas del punto afín x.

Si L es una línea proyectiva, ¿cuál es la línea afín L que le corresponde? Si
L = [l ,m, nJ entonces, para n :¡:. O, L = [l/n ,m/nJ. Las coord enadas de L, las
tenemos que interpretar como los coeficientes de la ecuación implícita de L, es
decir , (l /n) x + (m/n) y + 1 = O.

Sean ;r, Q YQtres puntos proyectivos diferentes tales que:

[

Qax + f3 bx]
;r = QQ + f3Q= Qay + f3 by ,

Qa: + /3b:

entonces la relación que mantienen los puntos afines correspondientes es

1 (Qa x + f3 bx)x=
Qa: + Bb, Qay + f3 by

Qa: (ax/a:) f3 b: e x/b:)= ay/az + Qa: + f3 b: by/b:ou , + /3b:

Qa: /3bz b
(1.13)= /3 a+ /3 'Qaz + b: Qaz + b,

Debemos resaltar que la combinación que satisfacen los pun tos afines a
y b es tal que la suma de los coeficientes es uno, es decir , a y b forman una
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combinación baricént ri ca, también llamada combinación afín .
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Si a y b son dos puntos afines distin tos , a - b es un vector . Sin embargo, la
diferencia de los puntos proyectivos ª - Qes un punto proyectivo que pertenece
a la línea que pasa por ª y Q. Si ª = [ax ,ay, l ]t y Q= [bx, by, l ]t , su diferencia
f = fax - bx,ay - by, olt , corresponde al punto afín al infinito (ax - bx, ay - by,O)t.
De modo que a un punto afín al infinito (x, y , O)t , en el plano afín , le corr esponde
la dirección del vecto r (x ,y) .

1.10. Líneas paramétricas

En geometría proyectiva clásica se usa el término "hazcuando se refiere al
conjunto de puntos de una línea. Nosotros usaremos el término línea pammétrica
para la línea Al que está definida por dos puntos ª y Q: cualq uier punto de la
línea lo podemos escribir en la forma :

x(t) = (1 - t) ª + tQj t E IR, (1.14)

la ecuación es lineal en el par ámetro t ; éste es el ejemplo más sencillo de una
curva pammétrica. Al proceso que se usa para obt ener el punto ~ (t) se le
conoce como interpolación lineal.

La derivada de la función ~ (t) está dada por :

(1.15)

Dado que cualquier combinación lineal de ª y Qes un punto de L., í (t ) es un
punto de L..

Si multipli camos las coordenadas de uno de los puntos por un escalar , el
punto no cambia de localidad , lo único que hemos hecho es elegir otro represen­
ta nte del mismo punto, pero la forma en la que el par ámetro t recorr e los puntos
de la línea, cambia. Si reemplazamos las coordenadas de Il por cll, lo llamaremos
el punto genérico de la línea p (t) cuya derivada es:

(1.16)

Éste es otro punto de la línea L. pero no es el punto í (t) . Así hemos visto
que una misma línea no tiene una única parametrización.

La derivada de una línea en ¡p2 es un punto ; ¿qué sucede si proyectamos la
línea en el espacio afín? La ecuación (1.14) en el plano afín está dada por:

y su derivada es:

t E IR, (1.17)
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X (t) = azbz
2 [b - a] .

( (1 - t)a z + tbz )

Justo como se esperaba, la derivada en el plano afín es un vector.

(1.18)

1.11. Líneas y segmentos de línea

En las aplicaciones es frecuente el uso de segmentos de línea. En geometría
proyectiva clásica no hay diferencia entre el segmento definido por los puntos Q y
Qque cont iene un punto al infinito y el que no lo cont iene, veáse la figura 1.10. Sin
embargo, en la práctica, es indispensable dar la interpretación en el espacio afín;
por ende, es necesario distinguir ent re ambos segmentos y elegir aquel segmento
que no cont iene puntos al infinito . Esto se consigue si los representantes de Q y
Qson tales que azbz > o.

Figura 1.10: Segmentos de línea, las dos formas de conectar dos puntos se con­
sideran equivalentes en geometría proyectiva.[5]

1.12. Referencias

Enfoque computacional: Farin [6].

Enfoque clásico: Struik [4].



Capítulo 2 

Transformaciones 
proyectivas 

Una geometría se caracteriza por los invariantes de sus transformaciones; 
por ejemplo, la geometría euclidiana se caracteriza por las transformaciones que 
dejan invariantes las longitudes y ángulos, la geometría afín está caracterizada 
por las transformaciones que dejan invariante la razón de tres puntos colinea­
les, y la geometría proyectiva está caracterizada por transformaciones que dejan 
inmriante la razón cruzada. En este capítulo se define la razón cruzada de 
cuatro puntos colineales y se estudian las perspectividades, proyectividades y 
colineaciones, que son transformaciones que se caracterizan por dejar invariante 
la razón cruzada. 

2.1. Perspect ividades 

La proyectividad más simple que podemos definir es aquélla que relaciona 
puntos de una línea con puntos de una segunda línea. 

Sean L. y lvI dos líneas diferentes en el plano proyectivo y ~ un punto que 
no incide ni en L. ni en M ; entonces, si ;¡,: es un punto de L., su imagen y E M 
bajo la proyección <P LM desde ~ está definida por -

Este tipo de transformaciones son llamadas perspectiv idades y al punto 
~ se le llama centro de perspectividad. Como la transformación inversa se 
define de la misma forma, <P L M es una biyección. 

Es inmediato notar que el punto L. /\ M es un un punto fijo de la perspec­
tividad <P L/,f. 

19 
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Figura 2.1: Perspectividades : y = el> LM (;!:.) se define como una proyección de
;!¿ E L. a través de Q en M . -

Hemos visto una descripción geométrica de una perspectividad pero , ¿cuál
es la relación que mantienen las coordenadas de los puntos preimagen e imagen
bajo la perspectividad?, para responder a esta pregunta, sean 1.0 , [¡ dos puntos
diferentes que inciden en L. y ill{¡ , mI dos puntos diferentes de M: entonces, si
[u, v] son las coordenadas proyectivas de ;!¿ y [u,v] son las coordenadas de '!{

;!¿ = ul.o + vl, ,
'lL =Uill{¡ + vm l ,

como Q, ;!¿ Y 'lL = el> LM (;!¿) son colineales,

det [Q, ul.o + vll , uill{¡ + vml ] = O;

después de aplicar las propiedades de determinantes y reagrupar obt enemos la
expr esión

u (det[Q,1.0 ,uill{¡] + det [Q, 1.0 ,vm1]) +
+ v (det [Q, II , Uill{¡] + det [Q,ll ' vml ]) = O

si m ij = det [Q,li , m j ) , la relación anterior se reescribe como:

(2.1)

u (moou + mOl v) + v (mlOu + mil v) = O,

ahora sea u = [u ,v] y w = [moou+ mOlv,mlOu + mIl v], entonces la relación
ant erior nos indica que u .L w , es decir , existe O: E IR tal que

u = - O: (mlOu + mil v) y

v = O: (moou + mOl v)
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que pode mos expresar en forma matri cial como:
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Afirmamos que

lvI = [ mlO
- mOO

mil] [u]
- mOL v '

mil ]
- mOL '

(2.2)

la matriz de 2 x 2 que caracteriza la proyecti vidad de L. en M , es no singular .
Si Al es singular, entonces mOOml1 - mlOmOI = O. Dado que (2.2) es equivalente
a la relación:

si a esta última la multipli camos por mOO y despu és hacemos la subst it ución
mOOml1 = mlOmOI , obtenemos

que se puede factorizar en la form a

(mOOu + mlO v) (moou + mOlv) = O,

esta relación nos indica que, bajo la perspectividad ep L Al , todo punto de L.
va a dar a un único punto en Al, aquel que tiene coorde nadas proyecti vas
v[-mOl/mOO, 1]1 y viceversa , la preimagen de cualquier punto de !'vI es el punt o
en L. con coordenadas proyectivas v[- m lO /moO, 1] t, por tanto, Al es no singular.
Ent onces, una tra nsformación de coordenadas proyectivas dada por

u ' = Alut con u= [u,v]

define una perspectividad ent re dos líneas ,

El dual:

(2.3)

Sean ( y m dos pun tos y una línea!2 í haz (l ) y !2 í haz (m), si X E haz (O
entonces su imagen 1::. ba jo la proyección desde !2 está dada por

Leone Batista Alberti introduce todos los conceptos de proyección en su libro
Delia Pittura. Él trató de presentar sus resultados de un a ma nera concre ta en
lugar de darle un punto de vist a form al dando pie al desarrollo de la geometría
proyectiva.{15j
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2.2. Razón cruzada

2. Transformaciones proyectivas

Pappus- y Menelao trabajaron con el concepto de razón cruzada. Sin
embargo, ellos no plant earon este concepto en términos de proyecciones, fu e
Girard Desargues(1951-1661) quien lo abordó desde el punto de vista de la
perspectiva.[15j

La razón cruzada es el invariante fund am ental en la geomet ría proyecti va ,
se define como sigue:

Definición 2.2.1 Sean Q y Qdos puntos diferentes del plano proyectivo, 1:. =
Q/\ Q, si ;r y y son otros dos punto s diferentes de Q y Q que inciden en 1:. cuyas
coordenadas proyectivas con respecto a Q y Q son [u¡ , vd y [U2,V2 ], respectiva­
ment e,

~ =U¡Q + v¡Q y '!L =U2Q + V2 Q

entonces su razón cruzada está dada por

( )
V¡ U2

crQ,~,y ,Q = - - .
- U¡ V2

(2.4 )

La definición que acabamos de dar no es la que se encuent ra en los textos
clásicos de geometría proyectiva, la relación entre la definición clásica crcl Y la
que aca ba mos de dar es la siguiente,

cr (Q , ~, y , Q) =crcl (~ , Q, y , Q)- -

por tanto, amb as pueden verse como equivalentes .

Notemos que podemos mult iplicar las coordenadas de cua lquier pun to por un
múltiplo diferent e de cero y la razón cruzada no cambia. También notemos
que

cr (Q , ;r, y , Q) = cr (Q, y, ;r, Q) .- -
Sean 1:;. un pun to, A, X , 1. y !1. cua t ro líneas diferentes del haz (1:;.) y 1:. ~

haz (c). Con el fin de introducir el concepto de razón cruza da de una cuartet a
de líneas concurrentes, consideremos los puntos :

Q =A/\ 1:.,
~ =X !\ 1:.,
'!L =1. /\ 1:.,
Q=!1./\ 1:..

Si elegimos a los pun tos Q y Qcomo puntos base de la línea 1:., y

;r = U¡Q + v¡Q,

'!L =U2Q + V2Q
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entonces

x = ul d + Vll1,
r = u2d + V2 11
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por tanto, podemos adoptar la misma definición para la razón cruzada de cuat ro
líneas concurrentes

cr (.1, X , L ll) = cr (ª, f., !L' Q) . (2.5)

Figura 2.2: Razón cruzada: los cuatro puntos colineales tienen la misma razón
cruzada que las cuat ro líneas concurrentes.

Veamos que la razón cruzada entre líneas está bien definida . Sea Lrt haz ü;~)

una línea diferente de L. vea la figura 2.3, si ;[ =L/\ X , entonces

;[= L/\ x
= L/\ (ud. + v¡ll)

= U l (L /\,1) +Vl (L /\ l1)
=ula + v1b,

del mismo modo podemos hacer ver que ~ = U2!! + V2~, de donde se deduce

cr(!!,;[, Y-,E) = cr(ª, f., y, Q); por ta nto, la razón cruzada de líneas no depende
de la elección de L.. -
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11

Figura 2.3: La razón cruzada de las líneas concurrent es no depende de la elección
de L.

Una vez definida la razón cruzada par a líneas, pod emos ver que las
perspectividades dejan la razón cruzada invariante.

Sea <1>LM una perspectividad de L en M con centro f y cuatro puntos
preimagen/imagen dados por

g = <l>L M(Q),

~ = <l> LM(!ZJ,

i = <l>L M(;r),

~ = <1> LlI1 (y),

por definición, las líneas :

,1 = Q Ag,

11 =QA~,

X =;r Ai Y

r =¡¿A~,

concur ren en f , por tanto , cr(Q,;r , y,Q) = cr(,1, X ,r ,11); por otro lado , sabemos

que cr(g,i,~,~) = cr(Q,;r,u,Q) lo que muestra que la perspectividad es una
transformación que deja invariante la razón cruzada.

Para determinar una perspectividad, basta da r dos pares de puntos preima­
gen/imagen, ya que estos determinan el centro de la persp ectividad.

Definic ión 2. 2.2 Cuatro puntos con razón cruzada
armónicos.

1
2 son llamados
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En algunos casos relajaremos la definición y etiquetaremos a cuatro puntos 
como armónicos si alguna permutación de ellos tiene razón cruzada !. 
Los puntos armomcos jugarán un papel importante en la teoría 
de secciones cónicas. 

Si ª y Q son puntos diferentes, entonces cr (ª , ª + Q, Q, ª - Q) = !. 

Lo anterior se deduce al escribir ª + Q y Q en términos de ª y Q - f!. 

ª + Q = 2ª + (Q - ª) 

Q = ª + (Q - ª) 
(2 .6) 

Figura 2.4: Puntos armónicos: el punto 4. determina el cuarto punto armonico 
de los puntos ª, Q, y f! - Q en la línea a ti b. 

Sean ª, Q, f , 4. un marco de referencia de ¡p2; entonces el punto e = 
[(ª + f) ti (Q + f)] ti [ª ti Q] = ª - Q. 

Interpretando esta propiedad podemos obtener una construcción que dado 
un cuadrilátero se obtenga una cuarteta armónica. 

Csando la notación de la figura 2.4 sean 4., Q + f, f Y ª + f los vértices del 
cuadrilátero; entonces una cuarteta armónica la construimos como sigue: 

• Intersecar lados opuestos 

ª- = [f ¡\ (ª- + f)J ¡\ [(Q + f) ¡\ 4], 

Q = [(ª- + f) ¡\ 4J ¡\ [f ¡\ (Q + f)J· 

• Trazar la línea definida por los puntos obtenidos en el paso anterior. 

J.. = ª- ¡\ Q. 

• Intersecar las diagonales del cuadrilátero con J... 
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l!+11 = l J\ [f A 4J,
l!- 11 = k A [[l!+ fl A [11 + cll .

2. Transformaciones proyectivas

Definición 2.2 .3 Un cuadrilátero con ambas diagonales es llamado
cuadrilátero co mpleto .

Si Q, Qy Qes un marco de referencia para la línea 1:. y ;f es otro punto que
incide en 1:., la ecuación (2.4) indica cómo obtener la razón cruzada de dicha
cuarteta, pero, ¿cómo resolvemos el prob lema inverso?, es decir , dado p E lR. ,
¿cómo determin amos el punto ;f tal que cr(Q, ;f,Q,Q) = p? Para calcular las
coordenadas proyectivas del punto ;f, supongamos que Q = UQ + VQ y que la
representación para ;f es Q + te. entonces

u
p = cr(Q, ;f,Q,Q) = t- ,

v

resolviendo para t , obtenemos t =p~ .

Si Q, Qy Qes un marco de referencia para la línea
Q /\ Q, donde las coordenadas proyectivas de Qson
[1,1] Y;f(t) = Q + tQ , ento nces cr(Q,;f ,Q,Q) = t .

2.3. Proyectividades

Las perspectividades tan sólo son un subco njunto de un tipo más general
de t ransformaciones de una línea en otra que preservan la razón cruzada ; tales
tr ansformaciones son llamadas proyectividades.

A cont inuación veremos que una proyectividad entre dos líneas 1:. y M en
¡p 2 está dete rminada por t res pares de puntos preimagen jimagen y, que puede
obtenerse como la composición de a lo más t res perspect ividades.

Sean 1:. y M dos líneas diferentes en ¡p 2, E.
i

E 1:. y '1
i

E M con i = 0, 1,2 ,
tres pares de puntos preimagenji magen bajo la proyectividad a constru ir: <I>LM .

Ésta la podemos construir mediante la compos ición de dos perspectividades,
digamos <I>LP seguida de <I> PI.f . En seguida veremos cómo inte rpretar el teorema
de Pappus para obtener las perspectividades <I> LP Y <I>PM .

Como la proyect ividad debe dejar la razón cruzada invariante ento nces, dado
;f diferente de E.

i
que incida en 1:., tene mos que encont rar el pun to 22 en M de

tal form a que
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e. o
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Figura 2.5: Pr oyectividades: la imagen de ;¡;" f" entre dos líneas diferentes, puede
obtenerse componiendo dos perspectividades.

Recordemos que el teorema de Pappus nos indica cómo relacionar los
p . de la línea [¿ con los puntos q . de M de ta l forma que determinan t res
p~ntos [ ¡ que inciden en la línea -de Pappus. Veamos cómo elegir los centros
de perspect ividad de <P L P y <PPM de ta l forma que la línea E sea la línea de
Pappus y (<p PAf o <P LP) (p) = Ili'

Pa ra determinar los cent ros de cada una de las perspect ividades, analicemos
la configuración de los puntos y líneas involucradas en el teorema de Pappus.

Sabe mos que los puntos

r:o = [El A!h]A [E2AIll]'

[1 = [E2 AIlo] AbA1l2] y

[ 2 = [eo AIlJ A [El AIlo] ,

pert enecen a la línea [¿Papp '

Como la línea Ilo A El interseca a f:.Papp en [ 2 ' podemos decir que desde el
punto Ilo E Al, el pun to El E [¿ se proyecta en L2' dado que el punto L2 también
es el pun to donde se intersecan eo A II

I
y f:.Papp , podemos elegir a eo como

centro de perspectividad y proyectar los puntos de [¿ Papp en M, así la imagen
de L2 es el punto Il l '

Hemos visto que si usamos la perspectividad <P L L p a p p de [¿ en [¿Papp con
centro en Ilo seguida de la perspectividad <P L p app M de f:.Papp en /1;1 con cent ro
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P.o, el punto El t iene como imagen el punto tIl , ¿será esta composición de
perspectividades la que nos sirve?

Si nos fijamos en las líneas P.o /\tI2 y E2 /\ tlo ' bajo la perspectividad cf> LLPap p '

la imagen de E
2

es el punto 1:1' proyectando éste en M con la perspectividad
cf>LpappM , el punto que se obtien e es tI

2
, es decir , bajo esta composición de pers­

pectividades, la imagen de E
2

es tI
2

. El tercer par de puntos preímageri/imagen
P.o ' tlo se obti ene al considerar la línea P.o /\ tlo , dond e la imagen de P.o bajo la

per spectividad cf> LL Papp es º= [P.o /\ tlo] /\ 1..P a p p mientras que la imagen de º
bajo la perspectividad cf>L pappM es el punto tlo .

Esto nos indica que la compos ición de perspectividades: cf> L pappM o cf> LL Papp

es una proyectividad que transforma los puntos de 1.. en M de tal forma que la
imagen de E¡ es tI¡·

Si anali zamos con mayor detenimiento, vemos que esta manera de obtener la
proyectividad no es única puesto que podemos construir la proyectividad cam­
biando los centros de cada una de las perspectividades de la siguient e forma: si q .
es el centro de persp ectividad de cf> LpappM entonces el cent ro de perspectividad
de cf>LpappM deb e ser E¡ '

Hemos mostrado que una proyectiv idad entre dos líneas diferentes
está definida por dos triadas de puntos preimagen-imagen , también hemos
mostrado que esta proyectiv idad puede obtenerse como la composición de dos
pers pecti vidades.

Si 1.. =M, para determinar la proyect ividad de 1.. en sí misma, necesitaremos
tres perspectividades. Con respe cto a la figura 2.6, sean N una línea diferente
de L., y f un punto que no incida en ninguna de las líneas; entonces usamos la
perspectividad de 1.. en N con centro en f para proyectar los puntos P.o , El' E

2
y ± en Eo ' i,.,& y ~, lo que nos lleva al caso anterior pues ahora hay que hacer



2.4. Transformacionesde Mobius

"'P 'rlq'p /p q
~ ~I\'-<-i 11' - 1 - 1

, ! I "

\ I í /l
\ ¡ ! /
\j/ .

f

L=M
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Figura 2.6: Proyectividades: la imagen de ;¡¿, ~, entre la misma línea , puede
obtenerse componiendo tr es persp ectividades .

uso de dos perspectividades para transformar la cuarteta de puntos 11, ¡¿, fz
y i de N en ll.o ' ~l ' ~2 Y~, respectivamente.

El planteamiento de las proyectividades que hemos mostrado es const ructi vo,
una descrip ción analíti ca de las proyectividades también es posible, en la sección
2.1 vimos que una persp ectividad entre dos líneas la podemos expresar en forma
matricial:

jI = Aly , donde M es una matriz no singular de 2 x 2.

entonces, dado que una proyectividad se obtiene con la composición de
persp ectiv idades , una proyectividad tiene asociada una matriz no singular de
2 x 2.

Se puede hacer ver que toda matriz M no singular de 2 x 2 determina una
proyect ividad ent re un par de líneas en ¡p2.

2.4. Transformaciones de Móbius

En la sección anterior vimos que si dos haces de puntos están relacionados
bajo una proyectividad entonces sus coordenadas satisfacen una relación lineal.
Sin embargo, si parametrizamos cada línea con un único parámetro, llegamos a
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una formulación diferente .

2. Transformaciones proyectivas

Sean L. y M dos líneas del plano proyectivo y <I> LM una proyectiv idad de L.
en M dond e los puntos Eo El ' E

2
son un marco de referencia par a la línea L. y

<I>LM(Eo) = t , <PrM(El) = El ' <I>LM(E
2

) = E
2

; si además ~ es la imagen de ;r
bajo <I> LM Y parametrizamos a L. y M como sigue:

;r = (1 - t)Eo + tE2 ,

~ = (1 - t) t + tE2 '

entonces si El = (1 - u)Eo + uE
2

y ~ = (1 - fi) 11 + fi¿; , sean

u
r=--

1- u
~ fi

Y r = 1 _ fi '

como <I> LM deja invar iante la razón cruzada,

1 -t 1 -t
r-- = r --=- ,

t t

de donde obtenemos la siguiente expresión para el parámetro t del punto ~ en
té rminos del parámetro t del punto ;r

~ rt
t = -:-------:-----:;:

(1 - t)r + tr

Esta t ranformación lineal racional es llamada Transformación de Móbius .
Notemos que si r =r entonces t = t.

2.5. Colineaciones

Ya hemos estudiado las transformaciones de una línea en otra; demos un
paso más y veamos cómo t ransformar el plano proyectivo ¡p 2 en él mismo.

Propiedad 2.1 Una transformación dada por

<I> (;r) =M;r,

donde M es una ma tr iz de 3 x 3 no singu lar, in duce una transforma ción en tre
líneas dada por

Demostración

Sea ~ = <I> (;r) = M;r, si Lx = O, entonces L.M-l~ = O, es decir ,
~ incide en la línea L.M- l y, por tanto, ~ (L.) = L.M - l .•
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D efin ición 2.5. 1 Una colineación es un a transformación 'lt : ¡p2 -t ¡p2 que
trans for m a puntos en punto s, lín eas en lín eas y preserva incidencia.

Teorema 2.2 Si q, es una trans forma ción determinada por la matriz M no
singular de 3 x 3, y ~ es la trans forma ción entre lín eas inducida por q" enton ces
la tran sformación 'lt : ¡p2 -t ¡p2 definida por

es una colineación.

Demostración

'lt (~) = q,~,

'lt (L) =~ (L) ,

si ~ es un punto en ¡p2

si L es una línea en ¡p2

Por definición, lit transforma puntos en puntos y líneas en líneas.
Por tanto, sólo falta ver que lit preserva incidencia. Sea ~ un punto
de ¡p2 y L una línea de ¡p2 .tales que Lx = 0, entonces bajo la
tr ansforma ción lit

'it (L)IIt (~) =LAr 1M~

= Lx

= o.

•
Propiedad 2.3 Si lit es ~na colineación, entonces lit restringida a lín eas induce
una proy ectividad entre cualesquiera dos pares de lín eas en ¡p2.

D emostració n

Sean L E ¡p2 Y Al = lit(L). Si El y E
2

son dos puntos diferent es
de L, sabemos que para cualquier punto ~ E L existen u , v E IR, no
ambos cero, tales que ~ = uE

l
+ vE)· Análogamente, si ~l y ~2 E 1'11

donde ~l =f. ~2 y, ~ E M , existen U,vE IR ta les que ~ = U~l + u~2 ·

Ahora , si ~ = lit(~) , entonces

iiq + vq = x- 1 - 2 -

= ullt(El ) + vllt(E2 )

= u [U l ~l + Vl~J + v [U2~1 + V2~2 ]

= (UUl + VU2) ~l + (UVl + VV2 )~2 ;

de la última igualdad se sigue el sistema
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UU¡ + VU2 = U

uV¡ + VV2 =V,

que se puede llevar a la siguiente expresión matricial:

Como Cl y Cl
2

son dos pun tos diferentes de M , la matriz de 2 x 2
es no singular , por tanto, define una proyect ividad <I> L M ent re L. y
M.

•
2.5.1. Construcción de colineaciones

¿Cuántos pares de imágenes y preimá genes determin an una colineación?,
como una colineación está determinada por una matriz de 3 x 3 de rango
3, uno podría decir que t res de estos pares son suficientes , pero la matriz
está unívocamente determinada salvo por una constante; por tanto , la respuesta
correcta es cuatro. Primero daremos una demostración geométrica de este
hecho y luego veremos cómo det erminar la matri z asociada a la colineación .

Sea 'l1 una colineación, Q, Q, ~, f1 un marco de referencia para ¡p 2 donde
'l1 (Q) = Q, 'l1 (Q) = h, 'l1 (~) = f , 'l1 (f1) = d. Para obtener 'l1 (;f ) = i usaremos
el hecho de que 'l1 define una proyect ividad ent re dos pares de líneas preima­
gen/imagen, en particular , entre el par de líneas Q /\ Q, Qr;ky Qr.s,k/\ f ·

Primero , en el marco de referencia Q, Q, ~, f1 , determinemos los puntos fla y ;r..,
que correspon den a los puntos donde las líneas Q/\f1 y jt./\;f intersecan a Q/\~ ; ahora
en el marco de referencia de la imagen dete rminemos fla que corresponde al punto
dond e se interseca n Qr;dy k/\ f , como 'l1 es una colineación, da = 'l1 (fla). Así, a
par t ir de los cua tro par es de punt os preimagerr/i magen hemos determinado t res
pare s de puntos que caracterizan la proyectividad entre las líneas Q/\ ~ Ykr;f
por tanto , el punto i a = 'l1 (;r.., ) se obtiene al resolver

cr (Q, da , ;fa ' e) = cr ~, da ,ia ,f) ,

análogamente , podemos determ inar los puntos ª-e , fie ,;fe' i.c (vea la figur a 2.7),
debido a que ;f = [Q/\ ;faJ /\ [~ /\ ~J y como 'l1 pres erva esta relación,

i = [Q/\ iaJ /\ [f /\ i.cJ
Notemos que la única restricción par a f1 es que éste no pertenezca a ningún

lado del tri ángulo.
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ª~---t~~\ 

Figura 2.7: Colineaciones: la imagen ~ de ;!;, puede obtenerse usando dos razones 
cruzadas. 

Ahora veamos ~uál ~s la matriz M que transforma los cuatro puntos º" Q, g, 
d en los puntos ª, Q, ~, d; si [a,,B, ,j son las coordenadas de d, 

(2.7) 

definamos la transformación biyectiva del plano en sí mismo por medio de la 
matriz 

esta transformación envía el marco de referencia º" Q, g, d al marco de referencia 
[1 , 0, Ojt , [O, 1, O]t, [O, 0, 1]t, [1, 1, 1]1. 
Análogamente, definimos la transformación dada por la matriz A 
[a ª, .BE, :nr1 

que transforma el plano en sí mismo, donde a, .B y 7 son la 
solución al sistema 

a = aª +.BE + 7~, 
bajo la transformación definida por A la imagen del marco de referencia ª, E, ~, a 
es el marco de referencia [1,0, Ojt , [O , 1, üJI , [0 , 0, 1jt, [1, 1, 1 JI. De este modo, la 
transformación biyectiva definida por la composición . .4- 1 A transforma el punto 
;!;, en el punto ~ es decir, 

M = A-lA = [aª ,.Bf,n] [aº",BQ,~fgrl, 

!vI está determinada unívocamente salvo un factor constante. 

Terminamos esta sección con una colineación especial, en ésta los puntos 
º" Q y g son invariantes, mientras que d y <p(d) son diferentes pero tales que 
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d/\d E haz (Q) . La colineación correspondiente es llamada centr al. Sea A=Q/\f,
es fácil verificar que todo punto de A es invariante bajo la colineación, por
lo que decirnos que A está fija punto a punto por la colineación central , de
aquí se sigue que todas la líneas del haz (Q) también son invariantes bajo la
colineación y diremos que Q está fijo línea a línea , por tanto, una colineación
central está caracterizada por su centro Q y su eje A.

Figura 2.8: Colineación central: éstas son colineaciones que est án definidas por
un eje A y un centro Q.

2.6. Transformaciones afines

En el plano afín extendido, podemos observar el efecto que una transforma­
ción proyectiva tiene en la línea al infinito Loo. Una transformación proyectiva
que envía la línea L.oo en ella misma es llamada transfor mación afín , esto
no quiere decir que todo punto de Loo se transforme en él mismo. Los puntos
proyectivos que son preimagen de los puntos al infinito son [x,y ,Or , que co­
rresponde a los vectores [ax,ay]. Dado que L.oc; es invariante, los vectores son
transformados en vectores y los puntos afines [x,y , 1]t se transforman en puntos
afines.

y (2.8)

Esta restr icción sobre el> implica que el último renglón de M debe ser de la forma
[m31 , m32, m33] =1 [0,0, 1], con I una constante diferente de cero ,
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VI ]V2
1

· ~m ~ [7]

7]m= [.4X ,+ v]
tenemos

Al J: = [:~~ :~:
O O

donde v = [V I,V2]t Y A = {aij}. Así una transformación afín (del plano en él
mismo) está dada por

con

<f> x = Ax + v x E IE2
, v E IR?

Una colineación puede definirse por las preimágenes e imágenes de cua tro
líneas dadas. Como las transformaciones afines siempre dejan una línea
invari ante, llamémosla Loo , una transformación afín est á determinada por las
preimáge nes e imágenes de t res líneas . Tres líneas no concur rentes, se intersecan
en tres puntos, por ta nto , ta mbién pode mos pensar que una transformación
afín está determinada por tres pares de puntos preimagenj imagen.

Hemos visto que el invariante fund ament al de las transformaciones proyec­
tivas es la razón cruzada . Las transformaciones afines son un caso especial de
transformaciones proyectivas, por tanto, dejan la razón cruzada invar iante. Pero
ta mbién deja n otra cant idad invariante llamada la razón entre tres puntos co­
lineales que está definida como sigue: si b = (1 - o) a + o c, entonces

. o
razan =--­

1- 0

Como se puede espera r , la razón es un caso especial de la razón cruzada. Si d
es el punto al infinito de 1!/\ Q, ento nces

razón(a , b , c) =cr(a , b , e , d ).

2.7. Referencias

Enfoque computacional: Far in [6].

Enfoque clásico: Struik [4], Rees [19].



Capítulo 3 

Cónicas 

Al estudiar las cónicas, podemos observar la mayoría de los principios básicos 
de las curvas racionales. La definición clásica genera las cónicas como la inter­
sección de un cono con un plano y de acuerdo a la inclinación del plano respecto 
al eje, se obtienen las elip·ses, hipérbolas y parábolas. En geometría proyecti­
va, esta distinción no existe, si consideramos un cono con vértice en el origen, 
para generar una sección cónica, intersectémoslo con un plano y proyectemos 
la sección cónica en el plano z = 1, si ahora consideramos un segundo plano y 
lo intersecamos con el cono, la sección cónica que se obtiene será diferente a la 
primera, sin embargo después de que se proyecte sobre el plano z = 1, la curva 
que se obtiene es del mismo tipo que la primera; ésta es la razón -informalmente 
presentada- del por qué en la geometría proyectiva no podemos distingir entre 
diferentes tipos de cónicas. 

3.1. Cónicas lineales 

El desarrollo sintético de la geometría proyectiva fue impulsado por Jacob 
Steiner (1796-1863). El trabajo más relebante de Steiner fu e: Systematische 
Entwicklung der Abhangigkeit geometrischen Gestalten von einender 1832 y su 
trabajo principal fu e usar los conceptos proyectivos para construir estructuras 
complicadas a partir de estructuras simples como puntos, líneas, haces de 
líneas, planos y haces de planos.[15} 

La siguiente definición de cónica se debe a J. Steiner [15]: 

Definición 3.1.1 Sea <1> LM una proyectividad que transfo rma la línea L en otra 
línea Ñ[. Generemos una línea X tomando un punto ;l;. en L, construyendo su 
imagen ~ = <1> LM (;l;.) y conectando ambos puntos 

X = xJ\~ 

37 
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a la colección de todas las líneas costruidas de esta manera se le llamada cónica
lineal r eL.,M ; iJlLM ) , y a las líneas L. y M se les llaman líneas generadoras .

Figura 3.1: Cónica Lineal

Como iJlLM es una transformación biyectiva, para definir una cónica lineal
pudimos haber usado iJlL:Á1'

Si X es una línea de las que definen a la cónica r , diremos que X está en la
cónica, también diremos que X es una tangente a la cónica.

3.1.1. Cónica lineal singular

La cónica es llamada singular si L. = M o si iJlL M es una perspectividad. Si
iJlLM es una perspectivi dad, la cónica degenera en el haz de lín eas cuyo centro
es el cent ro de la perspectividad. Si las líneas generadoras coinciden , la cónica
degenera en dicha línea.

3.1.2. Propiedades

Sea r(L.,M , iJlL M ) una cónica lineal no singular , ento nces

1. Si P E ¡p2, entonces por p pasan a lo más dos líneas que están en la cónica
r(t. ,M ,iJlLM)' -
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L=M = r

M

Figura 3.2: Cónica lineal singular

Dado p. E ¡p2, definamos C- = r (L., Al, <1> LA!) n haz (J!.) , entonces
debemos hacer ver que #C- < 3. Supongamos que #C- ~ 3; si
~L , i = 1, 2, 3 son tres líneas de este conjun to , denotemos por
L = Ai /\ L. y m i = Ai /\ M . Ahora fijémonos en una cuarta
línea A E haz(p); si L = A/\ L. y m = A/\ M , como las cua­
tro líneas pertenecen al haz con centro en p, cr (L1,h ,k ,O =
cr (m l ' ITb, ill;¡ , m), y por definición de cónica lineal, las líneas
,1; y ,1 están en la cónica lo cual implica que <PLM es una pers­
pectividad. Entonces la cónica lineal es degenerada, contra la
hipótesis, y por tanto #C- < 3.

2. Las líneas generadoras de f (L., Al, <1> LA!) están en la cónica.

Sea!z¡ el punto donde se intersecan las líneas generadoras , como
12.1 es un punto de L. su imagen bajo <PLM es un punto de 1"[,

es decir , M pert enece a la cónica y, como la imagen de 12.1 bajo
t1>L~{ es un punto de L., L. también está en la cónica .

3. Existe un único pun to !2.0 que incide en L. tal que

# (haz(!2.0) n I') = 1.

Fijémonos en el punto % = <I>L4~fUh ), sabemos que
# (haz (!2.0 ) n I' ) ::; 2; como !2.0 E L., el conjunto es diferen­
te del vacío. Dado que L. E I' y <1> LM es una proyectividad, si

!20 E L.' ::j:. L., ningún 12.' E L.' es ta l que If!L M (12.') E M pues

L. ::j:. L.' tend rían la misma imagen bajo If!LM; en consecuencia
L. es la única línea de I' que pasa por !20 . Dado que el punto
!2.0 se disti ngue de los demás puntos de L., decimos que !2.0 es el
punto de contacto de la línea L. con f .

Análogame nte se puede hacer ver que 12.2 = <1> LM (12.1) es el punto
de contacto de Al con f .
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1

Figura 3.3: Puntos en una cónica lineal: !4J , Q2 E r .

3. Cónicas

4. Los puntos de conta cto de las líneas L, y M son los puntos dond e éstas
in tersecan a la lín ea de Pappus defin ida por if> L M , véase la figura 3.4.

Sean A, /1, º t res líneas que están en la cónica; entonces, por
definición de cónica lineal,

!!=AI\L" g=,1 I\ M ,

Q= ll. 1\L, , Q=ll. I\ M y

~= º I\L" ~ = º 1\1I1 .

son tr es pares de puntos preimagen /Im agen de if> L M por lo tan­
to , la línea de Pappus está dada por:

Sabemos que si Ql = L, 1\ M , entonces if> LM (Q¡) es el punto de
contacto de M . Aplicand o al punto Ql la const rucc ión de la ima­
gen de un punto bajo la proyectividad if> L M , vist a en la sección
2.3, vemos que el punto lL =L,Papp 1\ [g 1\Ql] E 111 ; el punto de
contacto de M es: [!! 1\ lLJ 1\ M , dado que lL E 111 , if> LM (Q¡ ) = lL,
más aún , por construcción, y es el punto de int ersección de la
línea de Pappus y M. Análogamente, se puede hacer ver que
if>Lit (Ql ) = L,1\ L,Paw

5. Si A y ll. son dos lín eas que están en [(L" M , if> L M ), entonces if>LM induce
una proy ectividad if> A H tal que [(L" M , if> LAr) = [(A.,ll., if> AB) . Vea la
figura 3.5 .
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Figura 3.4: Los puntos de contacto de 1.y Al son 1./\ 1.Papp y M /\ 1.Papp ·

Sean k , [2 dos líneas que están en [(1. ,A1 . 'l> LM ) , diferentes de
las líneas generadoras y diferentes de ,1 y 11..
Sea f. = k /\ D Y fijémonos en las siguientes líneas del haz (f.):

i = f. /\ [1./\ ,1],

11.' = f. /\ [1./\ 11.],

i' = sr. [M r;,1],

11." = f. r: [Al r; !1.l ;

como la cónica es no singular, en general. las líneas i ,11.' , i' .
11." son diferentes . la única posibilidad de que coincidan es que
,1' = 11." o ¿( = 11.' .
Por la definición de cónica lineal , los pares de puntos:

1./\ ,1, 1'v[ /\ A,
1./\ 11.. 1'v[ /\ 11.,
1./\ k . A[ /\ k.
1./\ [2, JIy[ /\ D,

son puntos pre írnagen/imagen de la proyectividad 'l> LM, por lo
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Figura 3.5: La proyectividad q,LM induce una pr oyect ívid ad q,AB tal que
r(L.,M , q,LAr) = r(.1,12:,q,AÚ

tanto

cr (k /\ ,1, k/\ !l, k/\ [2, k /\ J2.) = cr (M /\ A, Al /\ !l, M /\ Q., Al /\ 12) ,
(3.1)

de acuerdo a las propiedad es de la razón cruzada,

cr (M 1\.1, M /\ 12:, M 1\ Q., M /\ D ) = cr (.i" ,12:", Q., 12.) .
De las tres igualdades se obti ene

cr (.i' ,12:' , Q., 12.) =cr (.i" ,12:", Q., D) ,
debido a que cr (.i" ,12:" , Q., 12.) = cr (12:", .i" ,D , Q.) ,

cr (.i' ,12:' , Q., D) =cr (12:", .i" ,D,Q.) ,

esta última relación caracteriza una proyectividad , 1Jxx, del
haz (x ) en sí mismo; como las líneas Q. y 12. están en involución1 ,

1Jxx es una involución, entonces

I Sea tPpp una proyect ividad de haz (p) en sí mism o, si Q es la imagen ba jo (/lp p de E y E
es la imagen baj o tPpp de 2 , decimos que las líneas E y 2están en involución.
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,1' --+ JI" --+ l y 

por tanto, 

cr A , A , Q, 12 = cr Ji , Ji , 12, Q , ( '" ) ( '" ) 
y como cr (Ji" , Ji' , D, Q) = cr (Ji' , Ji" , Q, 12) , se tiene 

cr A , A. , Q, 12 = cr Ji, Ji , Q, 12 . ( '" ) ( '" ) 
Dado que la razón cruzada de las líneas l, l ' , Q, 12 es igual a 
la razón cruzada de los puntos donde se intersecan con la línea 
A, y la razón cruzada d~ las líneas Ji', B" , Q, 12 es igual a la 
de los puntos donde se intersecan con Ji, entonces 

cr (,1/\ k, d /\ M , A /\ Q, A. /\ Q ) = cr (ll. /\ k, ll. /\ M , ll. /\ Q, ll. /\ Q ) . 
(3.2) 

Esto indica que la proyectividad <P .4 B , entre las líneas A y Ji, 
es tal que 

<P AB (.1./\ LJ = Ji /\ L., 
<PAB (d/\ M) = Ji /\ M, 

<PAB (d/\ Q) = Ji /\ Q, 
<P A B (,1/\ 12) = Ji /\ D, 

6. Una cónica lineal está definida por dos líneas generadoras junto con otras 
tres líneas que caracterizan la proyectividad, es decir, una cónica lineal 
está determinada por cinco líneas diferentes en posición general. 

7. Sean L y m dos puntos del plano proyectivo; entonces la proyectividad <P LM 

induce una proyectividad IjJlm entre el hazm y haz(m) (vea la figura 3.6). 

Para definir la proyectividad entre los haces en L y m fijémonos 
en una línea X del haz con centro en L su imagen X la cons­
truimos como sigue: 

a) Encontrar el punto de intersección de K y M . 

b) Determinar el punto preimagen de K/\ M , <l>L~(K/\ M). 
e) La imagen de K es la línea que une 

los puntos!!! y <1> Z,~ (K /\ M) , K = !!! /\ <1> L ,~ (K 1\ M) . 
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Figura 3.6: Una cónica lineal indu ce una proyectividad entre cualesquiera dos
haces de líneas .

Para ver que esta correspondencia entre los haces en Ly m es
una proyectividad, basta mostrar que la transformación antes
definida preserva la razón cruzada.
Si ,1, Ji, Q y I2 son cuatro líneas del haz con centro en l, éstas
tienen la misma razón cruzada que los puntosA ti M , Il. ti M,
Q ti M Y I2 ti M ; dado que estos puntos están relacionados con
los puntos de la línea L. bajo <1> LÁt , su razón cruzada es la misma
e igual a la de las líneas del haz con centro en m : a, il, t: y D.

3.1.3. Cónica puntual

Definición 3.1.2 S ean L y m dos puntos diferentes de ]p2 y 1>lm una prouec­
tividad que relaciona las líne as del haz m con las líneas del haz (m ). Generem os
un punto;!;. de la siguiente form a: dada X E haz m, determinamos su imagen

X = 1>lm(X) Y las intersecamos,

a la colección de todos los puntos g, que satisfacen esta relación los llam arem os
cónica puntual , (l, m; 1>lm), a I y m se les llam an puntos generadores ( vea
la figura 3.7).

Si ;!;. es un punto de los que definen a la cónica puntual , decimos que g; es un
punto de contacto de la cónica.
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Figura 3.7: Cónica puntual
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3.1.4. Cónica puntual singular

La cónica es llam ada singu lar si I = m o si rj>lm es una perspectividad. Si
fj>lm es una perspectividad , la cónica degenera en una línea, llamada línea de
perspecti vidad . Si los puntos generadores coinciden, la cónica se degenera en
dicho punto (véase la figura 3.8).

•
l=m.=y

Figura 3.8: Cónica puntual singular.

3.1.5. Propiedades

Sea 'Y (I,m; cPl m) una cónica puntual no singular , entonces

1. Si L. E ¡p2, entonces la línea L. interseca a la cónica puntual en a lo más
dos puntos.



46 3. Cónicas 

2. Los puntos generadores L y m están en 'Y. 

3. Si p astá en la cónica puntual, entonces existe una 'Única línea I. E haz (p) 
coñ la propiedad de que p es el 'Único punto de la cónica que está en I.; 
por ello diremos que I. es la tangente a la cónica puntual en E· 

Las tangentes a la cónica en L y m son if¡¡;), (Ir\ m) y if¡lm a /\ m) , respecti­
vamente. 

4 . Las tangentes a la cónica en 1 y ID son 1 /\ EPapp y m /\ E papp ' respecti-
vamente, donde p es el punto de Pappus asociado a la proyectividad 

-pap 

if¡lm' 

5. La proyectividad if¡lm : 1 -7 m induce una proyectividad entre cualesquiera 
dos puntos !!, Q E 'Ya, m , if¡lm) tal que 

'Ya, m, if¡lm) = 'Y (!! , Q, if¡ab) . 

6. Una cónica puntual está determinada por cinco puntos en posición general. 

7. Dada una cónica puntual 'Y (1. m; if¡lm), if¡lm induce una proyectividad 4> LM, 
entre cualesquiera dos líneas diferentes L. y M , vea la figura 3.9. 

Figura 3.9: Una cónica puntual induce una proyectividad entre dos líneas. 

3.1.6. Restricciones geométricas 

Sabemos que en la cónica r (L., M; 4> LM ), los puntos de contacto de L. y 
M son 4>L:Á1(L. /\ M) Y 4>LM(L. /\ M), respectivamente; podemos aprovechar 
esta característica para definir una proyectividad de la siguiente forma: si L. 
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y :\l son dos líneas diferentes , para definir una proyectividad ent re ést as, sea
121 =J¿/\ Al, ahora elijamos un punto que incida en J¿ y otro punto que incida en
M , ambos diferentes de 121 (vea la figura 3.10), cada punt o elegido lo podemos
considerar como el punto de contac to de dicha línea y, por ende, otro par de
puntos preimagen/imagen determinará la proyectividad, así una cónica lineal
está carac terizada por :

1. Dos tangentes: J¿y M

2. Los puntos de contacto: %y 122 de J¿y M, respecti vamente.

3. Otra tangente , definida por dos puntos i1J y ~1 que inciden en
J¿y Al , respect ivamente.

Figura 3.10: Una cónica lineal está det erminada por dos puntos, sus tangentes
correspondientes y una tercera ta ngente , que se muest ran en la figura resaltados.

La ta ngente i1J /\ ~1 es llamada tangente hombro.

Por dualidad , una cónica puntual queda determinada por (véase la figura
3.11),

1. Dos puntos : LY m

2. Las tangentes: !k y fl.2 en LY m, respectivamente.

3. Otro pun to, definido por dos líneas~ E haz (O y 9.
1

E haz (m ).

En este caso al punto~ /\ 9.
1

se le llama punto hombro.
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Figura 3.11: Una cónica puntual está determinada por dos puntos, las tangentes
en dichos puntos y un tercer punto ; los elementos se encuentran resaltados en
la figura .

3 .1. 7. Cónica puntual asociada a una cónica lineal

Dada la cónica lineal r (L.,M , <I> LM ) , sabemos que las líneas generadoras, I,. y
M tienen un único punto de contacto !4J = <I>"LÁl (I,. /\ M ) Y /22 = <I> LM (I,. /\ 11/ ),
respectivamente. Como cualquier par de líneas L1 y Ii que están en la cónica
pueden ser generadoras , toda línea Z. que está en la cónica tiene un único punto
de contacto g. . Así, la cónica lineal está relacionada con el conjunto de puntos de
contacto g., éstos definen una cónica punt ual cuya proyectividad tPbob, está dada
por

Por tanto, hemos relacionado la cónica lineal con la cónica puntual formada
por el conjunto de los puntos de contacto y, por dualidad , una cónica pun­
tual se relaciona con la cónica lineal formada por todas las tangentes a la cónica.

3.2. Teorema de las cuatro tangentes

Teorema 3.1 (C uatro tan gentes) Sean L., M , L1 y Q cuatro tangentes de
una cónica r y !4J , Q2' Q" Y ~ sus puntos de contacto con r . Entonces las
siguientes cuatro razones cruzadas son iguales:
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Figura 3.12: Cónica puntual asociada a una cónica lineal.

cr (!!a , ,1 /\ k , 9. /\ k , M /\ k) ,
cr (k /\ M , ,1 /\ ]1'[ , 9. /\ Al, Q2) ,

cr (k /\ ,1, ª",9. /\ ,1, k[ /\ ,1) ,

cr(k/\9., d /\ 9., !J.c ' Al /\ 9.) .

Demostración

Usando el hecho de que cualquier par de líneas de la cónica
pueden ser generadoras , obte nemos las siguientes relaciones

!!a ---+ k /\ M ---+ L /\A. ---+ k /\9.
<1> Uf <1> M A <l>AQ

d /\k ---+ d /\ M ---+ ª" ---+ A /\9.
<l>L M <1> .\1A <l>AQ

9. /\ k ---+ 9. /\ M ---+ 9. /\ ,1 ---+ s:<l>L M <1> M A <l> AQ

k /\ M ---+ Q2 ---+ lvI /\ A. ---+ l'vI /\ 9.
<l>L M <1> M A <l>AQ

de las que se sigue de inmediat o el resultado. •
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El dual del teorema de las cuatro ta ngentes será llamado el teo rema de los cuatro
puntos y lo podemos enunciar como sigue:

Teorema 3.2 (C ua t r o Puntos ) Sean L m, ª y q cuat ro punto s de un a cónica
r y !k , !i2' L y 'lq las tangentes a la cónica en-L m, ª y If., respectiv amente,
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Figura 3.13: El teorema de las cuatro tangentes: los cuatro puntos se muestran
en cada una de las tangentes ; sus razones cruzadas son iguales .

véase la figura 3.14, entonces las siguientes cuatro razones cruzadas son iguales:

cr (lIo, Q /\ L, g /\L. m M) ,
cr(l/\m, sr.m. g/\m, Ii2 ) ,

cr (l /\Q, L , g /\ Q, m /\ Q) ,
cr (l /\ g, Q /\ g, T.q, m /\ g) .

3.3. Teorema de Pascal

Blase Pascal(1623-1662) fue uno de los principales aporitulores en el
desarrollo de la geometría proyectiva. A sus 16 años, escribió un trabajo
sobre cónicas : Essay pour les Coniques . En éste aparece por primera vez su
teorema.[15j

El teorema de Pascal puede enunciarse como sigue:
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Figur a 3.14: El teorem a de los cuatro puntos: las cuatro líneas que se muestran
en cada uno de los puntos . Sus razones cruzadas son iguales .

Teorema 3. 3 (P ascal) S ean ~l ' ~2 ' ~ , q,l ' q,2 Y iJ seis puntos de una cónica.
Entonces los tres puntos:

~l = [ ~2 i\iJ] i\ [RJ i\ q,2],

~2 = [& i\ q,l ] i\ [ ~l i\ iJ ] y

Q:¡ = [~l i\ q,2] i\ [~2 i\ q,l ],

son colineales; la línea de colinealidad es llamada línea de Pascal, vea la figura
3.15.

Demostración

Nuestro objetivo es demostrar que los puntos ~l ' ~2 Y~3 son ca­
lineales. De acuerdo a la definición de una perspect ivida d, cua lquier
par de puntos preimagenjimagen son colineales con el centro de la
perspect ividad, ento nces una forma de mostrar que los pun tos ~l '

~2 Y Q:¡ son colineales es hacie ndo ver que a parti r de los datos es
posible definir una perspectividad donde uno de estos puntos sea el
cent ro y los otros sean un par de puntos preimagen jimagen.

Si consideramos a q,2 y iJ como los puntos generadores de la

cónica 'Y (iJ' q,2' q,Q3Q,) ' los pares de líneas preimagen jimagen deter-
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I,
. . ··· ·r ·

1
I,
1
I

I,,,
I, ,, ,
I '
l ', s,

Figura 3.15: El teorema de Pascal.

minados por los otros cuatro puntos son:

9.J AE¡~ q,2 AE¡,
4> '3<2

9.J AE2~ q,2 AE2'
4'> 9392

9.J A&~ s, AE3 Y
4lq3 92

9.J Aq,¡~ q,2 Aq,¡ .
4>' 3<2

Como vimos al final de la sección 3.1.5, f/Jq3q2 induce una proyec­
tividad ent re cualquier par de líneas , en particular , entre L. =q,¡ AE2
y M =q,¡ AE

3
, vea la figura 3.16.

Dado que <1> LM(q,¡) = q,¡ , <1> LM es una perspectividad. A conti ­
nuación mostraremos que <1> LM es la perspect ividad que buscamos.
Primero veamos cuál es la imagen de ~ , siguiendo la construcción
vista al final de la sección 3.1.5, t racem os la línea que conecta ~ con
q,2 y veamos cuál es su otro pun to en común con T este punto es E¡.
Finalm ente , el punto de intersección de M y f/J~/q2 (q,2A E¡) =E¡ A 9.J
es la imagen de ~, es decir , f3~ M A [p'¡ A 9.JJ, por definición

"' L M

este punto imagen es f2 '

Sólo falta determinar el centro de perspectividad , el cual podemos
obtener intersecando las líneas E2 A <I> LJ\f {J!.2) Y <I> "L Áf(P3) A& . Para
hacerlo, analicemos la configuración de los puntos involucra dos en la
construcción de <I> LM(P,2) y <I> "LÁf~ ) ·
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Como l!.2 E r, <I>L M(l!.2) es el punto M A ti>;;;~2 ( ~h Al!.2) = M A

fE2 A ~], es decir, la línea l!.2 A <I>U,,¡(l!.2) pasa por~.

Para el par de puntos preimagen/imagen <I>L1/(l!.3) , l!.3' de acuer­
do a la definición de <I> LM, su preimagen se obtiene como sigue:
primero se t raza la línea del haz con centro en ~ que pasa por ~ :

l!.3 A ~ Y se interseca con 'Y, dado que ~ E 'Y, este punto es ~ en­

tonces, <I> L j~f (~ ) es el punto donde se intersecan ti>qH2(~ A~) YL,
dado que ti>qH2 (~A l!.3) =~2 A~, la línea <I>L1/ (~ ) A & pasa por ~2 '

Como

l!.2 A <I> LM(l!.2) = l!.2 A ~ Y

<I>L j~/ (P3 ) A ~ = l!.3 A ~2 '

el cent ro de <I> LAI es ~l' lo cual indica que ~l' ~2 Y ~3 son colinea les.

•

Figura 3.16: El teorema de Pascal.
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Teorema 3.4 (Recíproco de Pascal) Sean l!.l ' l!.2' ~, s; ~2 Y~ seis puntos
en posición general, si los puntos

~l = [l!.2 A~ ] A [~ A ~2 ] '

~2 = [~A ~l ] A [l!.l A~ ],

~ = [ l!.l A ~2] A [l!.2 A ~l]'
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s!Jn colineales , entonces los seis puntos Ei' 9.
i

, = 1,2 ,3 , pertenecen a una
cónica .

fi]

Figura 3.17: Recíproco del teorema de Pascal.

Demostración

Como debemos probar que los puntos l!.¡ y 9.
i

pertenecen a una
cónica , basta con hacer ver que dichos puntos coinciden con los pun­
tos donde se intersecan pares de líneas preimagen/ imagen de una
proyectividad entre dos haces de líneas .

Consideremos la perspectividad <I> LA! entre las líneas 1<. = 9.1/\E
2

Y M = 9.1 /\ & con centro en ~1 ' Una cuarteta de puntos preima­
gen/imagen bajo esta perspectividad son:

9.1 -7 9.1 '

f:3 -7 ~ ,

P -7 <I> LM(l!.2)'
<I>L:Át üi;} -7 E3 ,

entonces

Ahora bien, fijémonos en las líneas del haz (9.2) que

pasan por los puntos 9.1 , ~3 ' E2 y <I> L:Át (&): sabemos que
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cr( ~l ' Q3' Ez' 1>L"1 (E3) ) = cr ( ~l I\~z' ~ I\~z' Ez l\~z ' 1>L"Át (&) I\~z );
análogamente, las líneas del haz con centro en ~ que

pasan por gl' Qz, 1> LAr(Ez) y & satisfacen la relación

cr(~l' Qz, 1>L Ar(E~ ) ' & ) = cr ( ~ll\~, Qzl\~ , 1>L!.r(Ez) I\~, E3 1\~) ·
Entonces por (3.3)
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es decir, la perspectividad 1> L M induce una proyect ividad ent re los
haces con cent ro en gz y ~ , por ende, los centros de los haces rela­
cionados y los puntos donde se intersecan las líneas correspondientes
per tenecen a una cónica puntual, estos puntos son:

ls. 1\ ~z ] 1\ [ ~l 1\ ~ l.
[Q3I\gz ] 1\, [Qz I\ ~] ,

[Ez 1\ ~z ] 1\ [1> ur(Ez) 1\ ~],

[1>L"lt (&) 1\ g2] 1\ [& 1\ ~],

~2 Y~·

De acuerdo a la configurac ión que sat isfacen los puntos E
i

y ~i ' de­
ducimos que las tercias:

El ' ~z y~ ,

El ' ~ y Qz,

Ez,~ y QI'

& , gz y QI '

son colineales, ento nces

~ 1\ ~z =El 1\ ~z '

Qz 1\ ~ = El 1\ ~ ,

por ot ro lado, como 1> L M es una perspectividad con cent ro QI ' las
siguientes tercias de puntos tambi én son colineales

EZ ,1>LAr(Ez),QI ,

1> L" ;~t(& ) , & ,Ql '

por tanto
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lP LM (E2 ) 1\ 2J =E2 1\ 2J'
lPLÁl (&)"/\~2 =E2 1\ ~2 '

Con lo anterior, es fácil ver que los puntos donde se intersecan las
líneas preimagen/Imagen bajo ifJq2q3 son ~¡, E¡ , E

2
y & . Por tanto,

los puntos ~i y E
i

pertenecen a una cónica .

•
3.3.1. Construcción de cónicas con el teorema de Pascal

El teorema de Pascal nos proporciona varios algoritmos para constru ir una
cónica. Adoptando la notación del teo rema , sean ~¡ , ~2' 2J ' E¡ y E

2
, cinco pun tos

en posición general, ¿cómo encont ramos un sexto punto & que pertenezca a la
cónica determinada por los cinco puntos anteriores?

El problema de determinar un punto que satisfaga las condiciones del
teo rema de Pascal, lo podemos resolver de la siguiente forma: si consideramos
a los puntos ~¡ y ~2 como los generadores , entonces los otros t res puntos

caracterizan la proyectividad entre haz (~¡ ) y haz (~J . Así, dada una línea

del haz (s.) . usando el teorema de Pascal, construiremos su imagen bajo la

proyectividad ifJq¡ q2 caracterizada por los cinco puntos conocidos.

Sea L.P3 una línea del haz (~¡) ,diferente a las líneas preimagen definidas por

los datos; de acuerdo a la notación del teorema, la imagen de esta línea bajo
if>q¡ q2 es: ~2 /\ .Q¡.

Con los cinco puntos dados y la línea L.
P3

es posible localizar los puntos .Q3

y .Q2; el primero se obtiene a parti r de la relación: .Q3 = lE¡ 1\ ~2 ] /\ ~¡ 1\ E
2

] ,

mientr as que el punto .Q2 está dado por .Q2 = lE¡ 1\ 2J] 1\ L.P3 · De esta forma,
trazamos la línea de Pascal: L.P as = .Q3 1\.Q2 (vea la figura 3.18).

De acuerdo a las condiciones del teorema de Pascal. la te rcia de puntos .Q¡ ,

E
2

y 2J es colineal, entonces pode mos localizar .Q¡ intersecando las líneas L.P a s y
E2 1\ 2J.

Ya hemos encontrado el punto .Q¡ sólo resta intersecar las líneas

~2 I\ .Q¡ Y L.P3 ·

la Construcción de una cónica puntual con el t eor em a de Pascal
(véase la figura 3.19).
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Figura 3.18: Trazado de la línea de Pascal.

Dados los puntos ~l ' ~2 ' El' E2 y il y la línea L.P3 del haz con centro en ~l :

Localizar el pun to f3 de la línea arbitraria de Pascal , L.Pas , intersecando
la línea El 1\ ~2 con E2 1\ ~l .

2 Derminar el punto º2 intersecando las líneas L.P3 y El 1\ il ·

3 Trazar la línea de Pascal L.Pas =f3 1\ º 2"

4 Encontr ar el punto ºl ' intersecando la línea de Pascal y la línea E21\ il.

5 Tra zar la línea ~2 1\ ºl "

5 El sexto punto de la cónica es L.P3 1\ Gl:
2

1\ ºl] "

Trazado de tangentes

En la sección (3.1.6) vimos que 4>q¡q2(~l 1\ ~2) es la tangente a la cónica en
el punto ~2 ; por tanto, aplicando la construcción dada por el teorema de Pascal
a la línea ~l 1\ ~2' podemos trazar la tangente a la cónica en el punto ~2 (vea la
figura 3.20).

Dados los puntos ~l ' ~2' El ' E2 y il :
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Figura 3.19: Construcción de una cónica puntual con el teorema de Pascal.

1 Localizar el punto f 3 de la línea de Pas cal intersecando la línea
E¡ 1\ 2.2 con la línea E2 1\ 2.¡ .

2 Determinar el punto f2 intersecando las líneas 2.¡ 1\2.2 y E¡ 1\ lJ.s .
3 Trazar la línea de Pascal b.Pas = f 3 1\ f2 ' .

4 Encont rar el punto f¡ , intersecando la línea de Pascal y la línea

E2 1\h

5 La tangente a la cónica en 2.2 es la línea 2.2 1\ f¡ .

Para trazar la tangente a la cónica en otro punto, podemos reetiquetar cinco
puntos y aplicar la construcción vista.

3.3.2. Caso especial

Un caso especial del teorema de Pascal, ver la figura 3.21, se obtiene cuando
dejamos que dos de los t res pares de puntos coincidan. Por ejemplo, si E¡ = lJ.s
y Es = 2.¡ , entonces las líneas E¡ 1\ lJ.s y Es 1\ 2.¡ se convierten en tangentes con
puntos de contacto E¡ y E

3
, respectivamente. En esta configurac ión, el punto

de intersección de las tangentes coincide con el punto de Pappus asociado
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Figura 3.20: Construcción de la tangente en el punto 1l
2

'

a la proyectividad ÓP1P3 más aún , el punto de Pappus incide en la línea de Pascal.

Este caso da lugar a la siguiente construcción clásica de una cónica :
Dados tres puntos El = !J' !!.J = 111 ' E2 y las tangentes L; y L en El y !!.J '
respect ivamente, como ~2 = [El I\ !J ] 1\ [P.:J 1\ Ill] = L; 1\ Ll' la línea de Pascal

1<.Pas pertenece al haz (L; 1\ Ll); así, dada 1<.Pas E L; 1\ Ll' construimos el punto
11

2
como sigue, (vea la figura 3.21).

Localizar el punto ~3 intersecando las línea E2 1\ P.:J con la línea 1<.Pas ·

2 Trazar la línea El 1\ ~3 '

3 Localizar el punto ~l inte rsecando las línea El 1\ E2 con la línea 1<.Pas'

4 El cuarto punto de la cónica coincide con la intersección de las líneas El 1\~3
Y ~l 1\ P.:J .

Conforme variemos la línea 1<.Pas encontramos puntos de la cónica y dad o
que

1<.Pas = (1- t)L; + tLI,
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Figura 3.21: Caso especial del teorema de Pascal.

para cada valor de t podemos encontrar el punto qo (t) de la cónica, es decir ,
hemos encontrado una parametrización de la cónica.

Esta misma const rucción la podemos plantear de ot ra forma: si en lugar

de proponer la línea de Pascal, damos una línea del haz (E¡) , entonces la

construcción queda de la siguiente manera :

2a . Construcción de una cónica puntual (vea la figur a 3.22).
Dos tangentes de una cónica punt ual T..o y L¡, sus respectivos puntos
de contacto E¡ = !k y E

3
= 2.¡ ' respectivamente, otro punto E2 de

una cónica pun tu al y una línea L.,¡, E haz (E¡) '
1 Localizar el punto Q2 de la línea de Pascal L.P as intersecando

las tangentes Q2 = T..o !\ L¡.
2 Encontr ar el punto ~ E L.Pas intersecand o la línea L.,¡, con la

línea E2 !\ E3 .

3 Trazar la línea L.P as uniendo el punto Q2 y Q3

4 Encontrar el pun to Q¡ intersecand o la línea de Pascal con la
línea E¡ !\ E2 .
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5 El pun to ~2 de la cónica es (Q¡ 1\~) 1\~2'

e,

Figur a 3.22: Construcción clásica de una cónica.
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Con este enfoque hemos relacionado el haz con cent ro en e¡ con el haz
con cent ro en ~ de tal forma que las intersecciones de las líneas deter minan
la cónica puntu al que pasa por el punto e

2
con tangentes To, I.¡ en e¡ y e

3
,

respectiva mente .

3.3.3 . El dual del teorema de Pascal

Si dualizamos el teorema de Pascal, obtenemos el Teorema de Brianchon:

Teorema 3.5 (Brianchon) Sean E¡, E2 , EJ , 9.¡, 9.
2

y~ seis líneas de una
cónica, entonces las líneas:

Q¡ = [E2 1\ 9.3 ] 1\ [EJ i\ 9.2 ],

Q2 = [E3 i\ 9.¡] i\ [E¡ 1\~ ] ,

Q3 = [E¡ 1\ª2]1\ [E2 1\ª¡],
son concurrentes y el punto de concurrencia es llam ado punto de Brianchon.

C aso Especial

Los casos especiales del teorema de Brianchon los obtenemos al hacer coin­
cidir dos de las líneas en cuestión. Así, el punto donde se inte rsecan, se t rans ­
forma en el punto de contac to. El caso que nos interesa plantear , véase la figura
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Figura 3.23: Teorema de Brianchon.

3. Cónicas

3.24, se obtiene cuando dejamos que las seis líneas coincidan dos a dos por
ejemplo, haciendo E.2 =9.3 , I!.J =9.¡ y E.¡ =9.

2
,

Si un tr iángulo circunscri be una cónica, las líneas a través de los puntos de
conta cto y del vért ice opuesto son concurrent es.

Figura 3.24: Caso especial del Teorema de Brianchon .

3.4. Cónicas Afines

Una cónica pued e tener cero, una o dos int ersecciones con L.oc y como
este número es invariante bajo transformaciones afines, da lugar a la siguient e
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definición clásica de una cónica en el plano afin extendido:
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D efinición 3.4.1 Una corucc es llamada elipse, parábola o h ipérbola si
tiene cero, una o dos intersecciones con Loo , respectiva men te.

Como Loo es la imagen de alguna línea H bajo una transformación proyectiva
en ¡p2, obtenemos la configuración que se muest ra en la figura 3.25.

Antes de ver cada tipo de cónica afin, veamos la siguiente definición:

D efin ición 3.4 .2 Una curv a es co nvexa si para cualquier tang ente a la curva ,
toda la curva cae de un sólo lado de la recta tangente.

Notemos que la definición anterio r sólo es válida en el contexto afín.

-E>

-E>
/

Figura 3.25: Cónicas Afines: H denota la línea preimagen de Loo ·
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La elipse como no tiene puntos en común con Loo , es una curva finita y da­
do que cualquier línea la intersecta en a lo más dos puntos , es una curva convexa.

La parábola tiene un único punto de intersección con Lx , ento nces Lx . es
una tangente de la parábola , además es una curva convexa aunque a diferencia
de la elipse ésta no es una curva finita .
Como conocemos una tangente de la parábola, cuatro puntos más P i la
determinarán completamente. Como la parábola es convexa, los puntos Pi
no deben elegirse arbitrariamente. Los puntos deben definir un cuadril át ero
convexo.

La hipérbola intersecta a Loo en dos puntos. Sean ± y y las intersecciones
de la hipérbola preim agen con H . Las tangent es en ± y y se transform an en las
asíntotas de la hipérbol a. Una hipérb ola no es una curva convexa . Una hipérb ola
está determinada por sus dos asíntotas y un punto.

3.5. Referencias

Farin [6] .



Capítulo 4 

Cónicas en forma 
paramétrica 

En el capítulo anterior vimos el concepto de cónica en términos de proyec­
tividades. Si bien es posible trazar una cónica basándonos en la construcción de 
una proyectividad, en la mayoría de las aplicaciones esta técnica no es eficiente, 
más aún, en ocasiones las aplicaciones requieren información sobre la derivada, 
en cuyo caso es más útil tener una representación paramétri"ca de la curva. Este 
capítulo lo dedicaremos al estudio de las cónicas en su forma de Bernstein-Bézi­
er; mostraremos que esta representación está determinada por un polígono de 
control y que la mayoría de las propiedades geométricas de la cónica se expresan 
en términos de sus puntos de control. 

4 .1. Curvas paramétricas en ¡p2 

El ejemplo más sencillo de una curva en su forma paramétrica son las líneas, 
si L. es una línea en ¡p2 , entonces una parametrización de L. está dada por: 

L.(t) = (1 - t)f! + tQ, 

donde t varía en la línea proyectiva. La derivada está dada por L(t) = Q - f!, 

que es una combinación lineal de f! y Q; podemos interpretar esto como que la 
derivada de una línea es un punto, de hecho, L(t) = L.(oa), vea (1.7). 

En general, una curva ;¡¿ en el plano proyectivo es una transformación de 
una línea proyectiva, cuya representación está dada en términos de t, ;¡¿ (t ) = 
(x(t) , y(t),z(t)/; la curva es diferenciable con respecto a t siempre que cada 
componente de ;¡¿ lo sea. Sea 6.t un número diferente de cero, entonces los tres 
puntos colineales;¡¿ (t), ;¡¿ (t + 6.t) y ;¡¿ (t + 6.t) - ;¡¿ (t) inciden en una secante de 
la curva, como lo ilustra la figura (4.1). 

Definimos la derivada de ;¡¿ (t) como 

65 
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- ,r( t )

Figura 4.1: Der ivadas proyectivas: conforme f1t -+ Ola secante se aproxima a la
tangent e.

. () ._ d;r( t) _ l ' ;r(t + !1t) - ;r (t)
x t .- -- - 1m .
- dt ~t --tO f1t

En este proceso de límit e, la secant e se aproxima a la recta tangente a la cur va
en ;r (t ) y el punto x(t+~~:-x ( t) aprox ima a la derivada ,t(t) .

Como X(t+~~¡ -x(t) es un pun to que incide en ;r (t) f\;r (t + f1t ), la derivada
de g se localiza en la tangent e T. (t), entonces

T.(t ) = ;r(t) f\ ,t (t ).

Análogamente , la segunda derivada ff es un punto en JP2. Si para alguna
t los tres puntos ;r, ,t y i: son colineales, ento nces la curva t iene un punt o de
inflexión en ;r (t ).

1. Si Y(t) =P(t );r (t) ento nces , Vt , ;r (t) == Y(t) . Sin embargo, los cambios en
las-derivadas están dados como sigue: -

2. Si t = ljJ(s) es un cambio de parámetro, siempre que ljJ(s) > O Vs,
la curva ~ (s) = ;r(IjJ(s)) coincide con ;r(t) . La curva ~(s) es una
reparametrización de s: (t) . Las derivadas de ~(s ) y ;r(t ) están rela­
cionadas como sigue:
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4.2. La forma de Bernstein-Bézier de una cónica

Consideremos la cónica lineal r (J1¡, ll.2' <P B oB2) donde QI = J1¡ !\ ll.2' !lo y
Q2 son los puntos de contacto de J1¡ y ll.2' respectivamente y Q es una tangente
hombro; si l4J =Q.!\J1¡ Y9.

1
=Q.!\ll.2 ' los tres pares de puntos preimagen/imagen

que caracterizan la proyectividad <PBoB, son: !lo,QI ; QI ,Q2 ; 9.1'9.2; de esta forma ,

si Q}¡ es un punto que incide en J1¡ y Q~ = <P BoB2 (Q}¡) , entonces las líneas J1¡ ,
ll.2 ' Q y Q}¡ r. Q~ satisfacen el teorema de las cuatro tangentes . A continuación
mostrarnos cómo usar este teorema para obtener la representación de Bernstein­
Bézier de la cónica .

Si parametrizamos las tangentes J1¡ y ll.2 en la forma:

Q}¡(t) = (1 - t)!lo + tQI y

Q~ (s) = (1 - S)QI + SQ2 '

con l4J = Q}¡ (tqo ) y 9.
1

= Q~ (S q,) , entonces haciendo las asignac iones: !lo ~
2 (1 - tqo ) !lo y QI ~ 2tqO-QI' el punto l4J queda expresado como l4J = ~!lo + ~QI ;
por otro lado

·) t s
entonces si Q2 ~ ( - <o)' Q2 ' el punto q queda expresado como la suma de

l- Sq¡ t qO -1

QI y Q2'
De este modo , hemos visto que podemos elegir los representantes adecuados

para los puntos !lo , QI y Q2 de tal manera que

1 1
l4J = "2!lo + "2Q1 y

1 1
9.1 = "2 Q1+ "2 Q2'

Veamos cuá l es el valor del parámetro s tal que Q~(s) = <PBoB, (Q}¡); por el
teorema de las cuatro tangentes,

cr (!lo, Q}¡ (t), 14J , QI) =cr (QI' Q~(s ) . 9.1, Q2);

debido a que hemos elegido los representantes para los puntos !lo y QI de tal
forma que l4J = ~!lo + ~QI Y.9.1 = ~QI + H2
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cr (lio ,QJ¡ (t) , Ik' Ql) = l~t · Se sigue que s = t , es decir ,

T(t ) =QJ¡(t ) /\ Ql (t) está en la cónica , por tanto, tiene un punto de contacto
que denotaremos por ~ . En seguida veremos cómo obtener una expresión de
este punto.

Dado que ~ es el punto de contacto de QJ¡(t ) /\Ql (t ) (véase la figura 4.2), por
el teorema de las cuatro tangentes,

(
1 2 1) tcr lio, lio, 9.. /\ I.(t) , Ql = 1 _ t'

Sea ~ =~ (t) =9.. /\ I.(t) ; entonces tenemos el sistema

~ = (1- Q) QJ¡ + QQL
%= (1- ,8) ~ +,8 ~1'

Figura 4.2: La forma de Bézier de las cónicas está definida por el polígono de
control g. , Ql' Q2 y una tangente hombro.

cuya solución es Q = ~ y ,8= t,

1 1 1 1 1
~ = 2lio + 2Ql ,

%= (1- t) ~ + t ~1 .

(4.1)

Usando la primera de estas expresiones y que cr (QJ¡ , ~, ~, Ql) = 1~t ' se deduce

la expresión para el punto de contacto de la tangente I.(t ):
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~ = ~(t) = (1 - t )Qf¡ + t Q¡.

Subst it uyendo Qf¡ y Q¡, obtenemos:

~(t ) = (1 - t) [(1 - t )!lo + tQ¡] + t[(l - t )Q¡ + tQ2]

= (1 - t)2!lo + 2t(1 - t)Q¡ + t2Q2'

Usando los polinomios cuadráticos de Bernstein-Bézi­
er Bl,

podemos escribir la cónica puntual como una curva
proyectiva cuadrática de Bézier:
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2
2 ~ 2!lo(t) = e: Q¡B¡ (t)

i=O

(4.2)

De la deducción de la ecuación de la cónica rescatamos el siguiente algoritmo
para const ru ir el punto de la cónica : Q(t ),

Dados !lo , Q¡, Q2 y t E IR

Sea 12? =Qi' i =0, 1, 2.

Para r = 1,2

Para i = O, . . . , 2 - r

br(t ) = (1 - t)br- ¡(t) + tbr-¡ (t )·
- l . - 1 - 1+ 1 '

Q(t ) = ~(t) .

Est e algoritmo es llamado algoritmo proyectivo de de Casteljau:

(4.3)

La dedu cción de la ecuación par amétri ca de la cónica puntual la hicim os a
partir de los puntos !lo , Q¡ y Q2' Sin embargo, si empezamos la dedu cción con
los represent antes: wo!lo, w¡Q¡ , W2 Q2 y, hacemos un desarrollo completamente
aná logo , obte nemos la siguiente parametrización de la cónica:

En esta rep resentación de la cónica a los puntos !lo , Q¡ y Q2 se les llam a puntos
de control de la cónica, el polígono determinado por los pu ntos de control se
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le llama polígono de control y a las constantes wo, W¡ y W2 pesos asociados
a cada punto de cont rol.

Debemos notar que aunqu e trabajamos en el contex to de cónicas lineales,
usando el teorema de las cuatro tangentes, finalmente llegamos a la ecuación de
la cónica puntual definida por los puntos de contacto de las líneas que están en
la cónica.

La ecuación de la tangente correspondiente, I.(t ), la obt enemos como sigue:

I.( t ) = Q]¡ i\ Ql

= [(1- t )-ºa + tQ¡) i\ [(1- t )Q¡ + tQ2]

= (1 - t f [-ºa r. Q¡] + t(1 - t)[-ºa i\ b ]+
t(1 - t) [Q¡ i\ Q¡] + e[Q¡ i\ Q2]'

= (1 - tf ll.o + t(1 - t )li¡ + eli2,

donde

ll.o =-ºa r; Q¡ ,

li¡ =-ºa i\ Q2,
li2 =Q¡ i\ Q2,

son llamadas las líneas de control; para el caso especial t = !,obtenemos:

9.. = ~ i\ 9.¡ = ll.o + li¡ + li2·

Pi erre Et ienne B ézier{1910-1999) hizo contribuciones al diseño asist ido por
computadora y a las matemáticas. Realizó sus estudios de ingeniería m ecánica
en Ecol e des' Art et Métiers, al terminarlos, se incorporó a la R enault. Su
interés por CADCAM empezó a principios de los 60s, y como producto de sus
inves tigaciones diseñó el sistema UNISURF que hoy en día está vigente .[20]

4.3. Parametrización de cónicas lineales

El desarroll o anterior se hizo en el contexto de cónicas lineales; por dualid ad,
el punto de partida para obtener una parametrización de una cónica lineal, debe
ser: dos puntos -ºa , Q2' las tangentes ll.o y li2, en -ºa y Q2' respectivamente y, el
punto hombro 9.. Éste define el par de líneas preímagen/irnagen: 9..0 = 9. i\ -ºa
y 9..¡ = 9. i\ Q2; sabemos que con esta información ,pboh queda completamente
determinada. Si li¡ = -ºa i\ Q2, consideremos las siguient es par ametrizaciones
para el haz (-ºa) y el haz (Q¡)

~ (t ) = (1- t )ll.o+ tli¡ y

9..: (s) = (1 - s)li¡ + sli2,
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al elegir los representan tes adecuados para las líneas Il.o , Ji¡ y Ji2 , tal como lo
hicimos en la sección ante rior para los puntos, podemos expresar a las líneas 9..0
y Q¡ como:

Ahora , dada una línea arbit ra ria J2lJ (t) = (1- t)Il.o + tJi¡ del haz (!20), veamos
qué valor del parámetro s le corr esponde a la línea imagen bajo rP bob2'

/l. .
/l. ,

s '-.
Q'
- o

s '- o

Figura 4.3: Cónicas pun tu ales paramétri cas: dos haces y un punto adi cional
definen la cónica.

.Aplícando el teorema de los cuat ro punt os (véase la figura 4.3),

la últim a de las igualdades se debe a que 9..0 es la suma de las líneas Il.o y Ji¡ .
Dado que Q¡ es la suma de las líneas de contro l Ji¡ y Ji2 , S = t, esto es,

Jil (t) = (1 - t) Ji¡ + t Ji2 ·

El pun to de la cónica está dado por b(t) = J2lJ (t) /\ Jil (t) y, para determinar
la tangente a la cónica en Q(t ), necesitamos el parámetro correspondiente a
~ = lJ. /\ Q(t ) en términos de J2lJ y JiL ya que por el teorema de los cuatro
puntos
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por otro lado, la dualidad asegura,~ = ~ Jl.}¡ + ~JIi y entonces la tangente a
la cónica en Q( t) es

~ = (1 - t ) Jl.}¡ + t JI: .
Substitu yendo Jl.}¡ y JI: en esta última igualdad, llegamos a la ecuación dual
de los puntos de contac to de una cónica lineal, que podemos escribir como una
curva proyectiva cuadrática de Bézier

2

~(t) =¿JIiEl (t) .
i=O

El punto de contacto Q(t ) de~(t) está dado por :

Q( t) = Jl.}¡ 1\ JIi
= [(1 - t )Ha + tJI¡] 1\ [(1 - t )JI¡ + tJI2]
= (1 - t )2[Ha 1\ JI¡] + t (1 - t ) [Ha 1\ JI2]+

t(1 - t) [JI¡ 1\ JI¡] + t2[JI¡ 1\ JI2]
= (1 - t )2!lo + t(1 - t)Q¡ + eQ2'

donde

!lo =Ha 1\ JI¡,
Q¡ = Ha 1\ JI2 y

Q2 = JI¡ I\JI2'

son los puntos de control de la cónica.

4.4. Derivadas

Al expresar la ecuación en términos de la base canónica de los polinomios
obtenemos,

donde

Q(t ) = !lo + 2tb.!lo + e (b.Q¡ - b.!lo ) ,

b.!lo =Q¡ - !lo Y

b.Q¡ =Q2 - Ql'

(4.4)

de (4.4) se deduce fácilmente que la primera derivada de una cónica proyectiva
en la forma de Bézier está dada por:

k(t ) = 2 [(1 - t )b.!lo + tb.Q¡ ],
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o bien ,

~(t) =2 [(1 - t )~flo + t~Q¡l

=2 [~flo + t ( ~Q¡ - ~flo ) l ,

= 2 [~flo + t~2 flo ]
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donde ~2flo = ~Q¡ - ~flo , de la última igualdad se ve que la segunda derivada
está dada por

4.4 .1. Propiedades

1. ~(t) incide en [ (00),

Usando la ecuación paramét rica de la cornea dada por
(4.4), se ve fácilmente que Q(oo) :;;= ~ ( oo ) :;;=~(00) :;;=~2flo. Así,
~ (t) :;;= tlflo + tQ (CXJ) , esto es, la derivada incide en una línea del
haz (Q(CXJ)), veamos que ésta es la tangente a la cónica en Q(CXJ).

Q,

heo

h ( IIZ)

Figura 4.4: Tangentes y der ivadas.

Supongamos que ~flo 1\ tlQ¡ interseca a la cónica r en más de un
punto. Como en esta línea inciden todas las primeras derivadas
de I', existe ti 1: CXJ tal que ~(ti) E r , esto quiere decir que la
tangente a la cónica en Q(ti) tiene dos puntos en común distintos
con r , a sabe r, Q(ti) y k(ti); como esto es una cont radicción,
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A!lo 1\ A Q¡ t iene un único punto en común con la cónica y, por
tanto, es la tangente de la cónica en el punto Q(00). Se sigue
que to das las primeras derivadas de Q(t ) están en la tangente
correspondiente a t = 00; por ende,

h(t ) =1:(00) 1\ 1:( t ) .

2. Los puntos Q¡, Q(~ ) y Q(00) son colineales.

Se sigue del hecho que Q(00) - 4Q(~ )=4Q¡

4.5. La forma implícita

Si bien la forma paramétrica nos permite calcular pun tos de la curva, con
esta repres entación no es fácil dar solución al probl ema de decidir si un punto
;r pertenece a la cónica; para resolverlo, es mejor usar la form a implícita de la
curva.

Consideremos la cónica determinada por los puntos de control Q;, i = 0,1 ,2 ,
y por una tangente hombro dada por ~ 1\ 5{¡ . Si las coordena das de los puntos
involucrados son:

entonces ;r está en la cónica si

z = ;r(t)= [2t(t- t)],
(1 - t?

de donde se deduce fácilmente que la ecuació n implícita de la cónica es:

y2 = 4x z ,

cuya expresión matricial es:

donde A es la matriz simétri ca:

(4.5)

(4 .6)

A~ [~2 ¡-2]O .
O

Teniendo la forma implícita de la cónica , es posible ident ificar rápidamente
si un punto est á en la cónica pues sólo hay que ver si las coordenadas del punto
satisfacen la ecuación.
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Si ;1;. es un punto de la cónica ;1;.t .4;1;. = O, entonces ;1;.t A es la tangente a la
cónica en el punto ;1;..

Sea l = ;1;.t A, si ;1;. es un punto de la cónica ;1;.t .4;1;. = O, T x = ;1;.t .'l.;1;. = O, esto
es, ;1;. incide en l , corno g = [t2, 2t(1 - t) , (1 - t )2]t, las coordenad as proyectivas
de los puntos que inciden en l est án dadas por:

[
00 01 -0

2]
= [t2, 2t(1 - t ), (1 - t )2J

-2 O O

= 2(- (1 - t )2, t (l - t ), _t2] ,

para ver que l es realmente la tangente a la cónica en ;1;., veamos que los puntos
/26 (t) y Q: (t) inciden en l (t ), como las coordenadas de estos puntos de control
son:

~(t)= [1!,J. ,:(t) = [la
no es difícil verificar que lQ1¡ (t ) = OYlQ: (t ) = O.

Para ver que lo ante rior es válido en cualquier sistem a, sea g, Q, ~ y ªun
marco de referencia proyect ivo, si f. son las coordenadas del punto ;1;. en este
marco de referencia , ento nces ;1;. y f. satisfacen la relación f. = j\{;1;., donde Al
es una matri z no singular de 3 x 3, por ta nto la forma implícita de la cónica se
t ransforma en:

;1;.tMtAM;1;.=O . (4 .7)

Como M !A A'1 es simét rica y no singular vemos que el sistema de coordenadas
que usemos no es relevan te , una cónica siempre la podemos escribir en la forma
;1;.t B;1;. = O, donde B es una mat riz simét rica no singular.

La siguiente definición nos indica cómo usar la form a implícita de una cónica
para hablar de puntos "dentro" y "fuera" de la cónica:

Definición 4.5.1 A los puntos que satisfacen ;1;.tA;1;. < O los llamaremos pun­
tos dentro de la cónica, mientras que los puntos que satisfacen ;1;.t A;1;. > O los
llamaremos puntos fuera de la cónica,

La definición es invariante bajo transformaciones proyectivas por lo que nos
permite dividir el plano proyectivo en dos. Otra forma equivalente de dividir el
plano proyectivo en dos es la siguiente: diremos que un punto p está fuera de la
cónica si desde p podemos tr azar dos tangentes a la cónica ; el punto está dentro
de la cónica si no es posible tr azar tangentes a la cónica que pasen por p.

En esta sección hemos mostrado cómo obtener la forma implícita de una
cónica a partir de su representación paramétrica. ¿Qué sucede con el otro sen­
tido : podemos ir de la forma implícita a la forma paramétrica? Sí, es posible ,
pero no hay una única manera de hacerlo.
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4.6.

4. Cónicas en forma paramétrica

Cónicas interpolantes implícitas

Sabemos que cinco puntos determinan una cónica pero , ¿cómo obtenemos la
ecuación?
Sean : ~¡, . . . ,~ cinco puntos en posición general , si ~ es un punto de la cónica
dete rminada por ~j , i = 1, . . . , 5, entonces

x 2 y2 z2 xy xz yz

x 2 yr z2 x¡y¡ x¡z¡ y¡z¡¡ ¡

x 2
y~ z2 X2Y2 X2 Z2 Y 2Z2 (4.8)2 2 = O.

x 2
y~ z2 X3Y3 X3 Z3 Y 3Z33 3

x 2
y¡ Z2 X4 Y4 X4 Z4 Y4 Z44 4

x 2
y~ Z2 XsYs XsZs YsZsS s

Exp andi endo este determinante se obtiene una expresión cuadrática en z , y , z,
por tanto, la podemos llevar a la forma ( 4.7) Ycomo los puntos ~j satisfacen la
ecuación, la cónica inte rpola los cinco puntos dados. En la cont raparte afín, los
puntos xi , . . . , Xs determinan una cónica cuya forma implícita está dad a por

X2 xy y2 X Y 1
x 2 X¡y¡ yr X¡ y¡ 1¡

x 2
X2Y2 y~ X2 Y2 12 =O, (4.9)

x 2
X3Y3 y~ X3 Y 3 13

x 2
X4Y4 y¡ X4 Y4 14

x 2
XsYs y~ Xs Ys 1s

la cual se obtiene a partir de ( 4.8) haciendo

x ~ [:] <- m
en el lado izquierdo de la flecha tenemos las coordenadas afines, mient ras que
del lado derecho están las coordenadas proyectivas. Debe notarse que el proceso
de encont ra r una cónica interpo lante puede ser numéricamente inestable: si los
cinco puntos están cercanos , no aport an mucha información acerca de la cónica.
Si usamos ( 4.8) o ( 4.9) para verificar si un punto está en la cónica , en general
el resultado de la evaluación no es cero, sino un número pequeño. Ot ro factor
a considerar es que cuando los pun tos ~j son demasiado cercanos, la to lerancia
que se prop one para admitir que un punto pertenezca a la cónica sería sati sfecha
por puntos que en realidad no pertenecen a la cónica.

4.7. Cónicas paramétricas interpolantes

La forma de Bernstein-Bézier de una cónica la podemos usar para resolver
el siguiente problema de inte rpolación: Dados cuatro puntos: ±O , . . . ,~3 Y
sus parámetros correspondientes to, ... , t3, encontrar una cónica c(t ) tal que
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Primero rescribamos las ecuación ~(t) =2:;=0tu Br(t) en la forma:
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(4.10)

Notemos que los elementos de la columna de la derecha son puntos; así ,
( 4.10) es una forma compacta de expresar los tres productos involucrados,
ahora escribamos las condiciones de interpolación para los primeros tres puntos
dados:

B?(to)
Bf(t¡)
B?(t2)

(4.11)

donde las constantes Zi son los facto res de escalamiento por determina r, podemos
escribir (4.11) denotando apropiadamente los vectores y la matriz involucrados
l.

0=B~,

la solución es~ = B- 10 ;aparentemente ya hemos determinado la cónica,

sin embargo, ~ aún está expresado en términos de las incógnitas Z¡ ; para
determinarlas , usemos la condición de que la cónica también debe interpolar al
punto ±3' Podemos asumir que para algún punto el facto r de escalamiento es la
un idad; sin pérdida de generalidad , sea Z3 = 1, entonces la ecuación ( 4.10) en
t = t3 es:

'" =<1") = [Bi(t,), B~(t,) , B¡(t,)J [~] ,

±3 = B3~'

Substituyendo ~, obtenemos

esta ecuación constituye un sistema lineal de 3 x 3 en Zi, que están "escon­
didas" en 0 . Po r supuesto que nada nos garantiza que todos los factores de
escalam iento Z¡ sean pos it ivos - así que al proyectar en el espacio afín, podemos
encontrar asíntotas . Sabemos que una cónica está determinada por cinco pu ntos
en posición genera l; sin embargo, si introducimos los valores de los parámetros
para los puntos dados, entonces cuatro pun tos son suficientes.

l Los vectores columna que tiene como elementos a puntos son marcados con una caja.
Tener cuidado de que esta notación es una abreviación de tres sistemas linea les, uno por cada
componente z , y z ,
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4.8.

4. Cónicas en forma paramétrica

Ramificaciones y polares

Ahora plantearemos una generalización del algoritmo de de Caste/jau visto
en la sección 4.2. Éste es un procedimiento de dos niveles: en el prim ero, se
generan dos puntos: QI¡ y Ql , el punto QI¡ se obtiene a través de una inte rpolación
lineal con respecto a los puntos de control !lo y Q¡ y el punto Ql se genera
mediante una interpolación lineal con respecto a los pun tos de control Q¡ y Q2 ;
en el segund o, interpolamos con respecto a QI¡ y Ql par a obtener el punto de la
cónica ~.

Para obtener una generalización de este algoritm o, reescribamos la ecuación
de la cónica en la forma:

~ (t ) = (1 - t)QI¡ (t) + tQl (t )

= (1 - t)[ (l- t )!lo + tQ¡] + t[(l - t )!l¡ + tQ2]
= (1 - t )(l - t)!lo + (1 - t)tQ¡ + t(l - t)Q¡ + ttQ2

basándonos en esta expresión de ~(t ) , definimos Q[s , t] como la ecuación que
se obt iene cambi and o la varia ble t por la s en el prim er multiplicando de cada
términ o,

Q[S, tJ = (1 - s) (l - t)!lo + (1 - s)tQ¡ + s( l - t )Q¡ + St!l2' (4.12)

por supuesto que si s = t , Q[t, t] = ~(t ) .

A la curva !l[s , tJse le conoce como la ramificación (b/osoom) de la cónica .

Es fácil verificar que la ramificación es una función simétrica: Q[s, tJ = !l[t , s],
esta curva nos permite generar los puntos de la cónica haciendo una adaptación
del algoritmo de de Caste/jau. Reord enand o los té rminos de la ecuación (4.12):

!lIs , tJ = (1 - t )[(l - s)!lo + sQ¡] + t[ (l - s)Q¡ + SQ2] ;

notemos que si fijamos el valor del parámetro t en cero, la ramificación !l[s , OJ =
(1 - s)!lo + sQ¡ = QI¡ es la pararnetrización de la tangente a la cónica en !lo , en
particular !lo = Q[O ,OJ y Q¡ = !l[1 , O] = Q[O ,l] ; si fijamos el valor de t en uno,
entonces Q[s, 1J = (1 - s)Q¡ + SQ2 = Ql y Q2 = Q[l , 1], Y dado que la ram ificación
es simétrica, QI¡(t) = !l[0 , t] y !ll (t) = Q[l, t]. Esto es, ya hemos determin ado la
expresión de los puntos que se obtienen en el prim er nivel del algoritmo de de
Caste/jau. Así, el punto de la cónica se obti ene con la siguiente interpolación
~(t) = (1 - t)QI¡ + tQl = (1 - t)!l[O, tJ + tQ[l , tJ. El esquema del algoritmo de de
Caste/jau en términos de la ramificaci ón Q[s , tJ queda como sigue:

Q[O ,OJ
= Q[O,lJ Q[O , t]

~ (t ) !l[l ,lJ Q[l, t] !l[t, tJ
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Figura 4.5: Ramificaciones de la cónica.

Hemos visto que Q[O , t] es la ta ngente a la cónica en !lo y que Q[l , t] es la
tangente a la cónica en el punto de control Qz. En general, si fijamos el valor
de t , Q[s , t] = (1 - s)Q1¡( t) + sQl( t) es la recta tangente a la cónica en el punto
Qi(t); análoga mente , si dejamos fijo el parámetro s, Q[s, t] = (1 - t )Q1¡ (s) + tQl (s)
es la ta ngente a la cónica en Qi(s). Así, dad os s y t , Q[s , t] es el punto donde se
intersecan las tangentes I.(t ) y 1.:.(s) (véase la figura 4.5).

Aplicando el concepto de dualidad ,

ft[s, t] = (1 - s)( l - t )l1J + (1 - s)tft 1 + s( l - t )ft1 + stft z, (4.13)

= (1 - t) [(1 - s)l1J + sft ¡] + t [(1 - s)ft 1 + s.!iz], (4.14)

11[s, s]es la ta ngente a la cónica en el punt o ~ (s) (véase la figura 4.6). Si fijamos
el parámetro s , ft [s , t] es la ecuación del punto de contacto de ft[s, s] , es decir
es la ecuación del haz (Q[s . s]), mient ras que al fijar el parámetr o t, 11[s , t] es
la ecuació n del punto de contacto de ft [t ,t] que corresponde a la ecuación de
haz (Q[t , t]), entonces 11[s , t]es la secante de la cónica que pasa por ~ (s) y ~ (t) .

Recordemos que la derivada de la cónica en el punto ~ (t ) es el punto I.(t ) A

1.:.(00), entonces b(t) == Q[OO , t]y Q(t) =Q[oo, 00].

En geometría clásica, al punto Q[r, t] se le llama el polo de la
línea11[r, t]= Q[r, r] AQ[t , t], que es llamada polar, como lo ilustra la
figura 4.7. Notemos que no todo punto tiene una polar-llamaremos
a estos pun tos interiores a la cónica.

Dado que 11[r,r ] = 1.:.(r), la polar del punto Q[r, r ] de la cónica es su ta ngente .

Una definición más genera l de polos y polares:



so 4. Cónicas en forma paramétrica

Figura 4.6: Dual de la ramificación .

Definición 4 .8 .1 Sea p un punto arbitrario, si t. es un a línea del haz (p) eti­
quetemos sus dos puntos de intersección con la cónica dada como E¡ y E2' El
lugar geométrico de los punt os de int ersección p' de las tang ent es a la cónica en
los puntos E¡ y E

2
es una línea que l/ama remos polar del punto E con respecto

a la cónica y a E le l/am eremos el polo de la línea L. con respecto a la cónica.

4.9. Reparametrización

En la sección 4.2 obtuvimos la forma de Bernstein-Bézier de una cónica
partiendo de su polígono de control f4¡ , Q¡ , Q2 y de la tangente hombro Q. =~ 1\9. ¡

donde ~ = f4¡+Q¡ y 9.¡ =Q¡+h; en esta sección obtendremos la parametrización

de esta misma cónica, sólo que ahora usaremos la tangente hombro i: =~ 1\~¡ ,

con Q. i- t: (vea la figura 4.8) .

Si ~ = f4¡ + cQ¡ , entonces cr ( f4¡ , ~, ~ , Q¡) = C, y por el teorema de las

cuatro tangentes cr (Q¡ ,~¡ , 9.¡ , Q2) = c; por tanto, el punto donde se interse can

t: y Q¡ 1\Q2 queda expresado en la forma: íj = Q¡ + cQ2'
Para obtener la parametrización correspondiente , primero rescribamos los pun -
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-::;?T~-----~12 [r, tl
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Figura 4.7: Polo y polar : un punto fuera de la cónica se relaciona con una secante
de la cónica, llamada su polar.

2 ,

12,

Figura 4.8: Reparametri zación de la cónica: una nueva tangente juega el papel
de tangente hombro.

tos que definen la tangente hombro f de la siguiente manera :

~ ~1 ~ l b l(b)
lJ.o ="21J.o = "2!!O + "2 c_1 Y

~ ~ c~ l (b ) 1( 2b )2.1 ="2 2.1 = "2 c_1 +"2 c - 2 ;

así, cualquier punto Q}¡ E !20 /\ fl.1 lo podemos expresar como: Q}¡ (s) =
(1 - s)!20 + s(cfl.¡); de este modo, cr (!20 , Q}¡ , 20, fl.l ) = I~S y aplicando el
teorema de las cuatro ta ngentes se sigue que el punto correspondiente en
fl.1 /\ fl.2, es fl. i(s) = (1 - s)(cfl.1)+ s(c2 fl.2). Finalmente, para obte ner el punto ~,

necesitamos la expresión del punto ~ =f /\ [Q}¡ (s) /\fl.i(s )], que se obt iene al
resolver el sistema:
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~ = (1 - o)Q¿(s) + o!!; (s ),

~ = (1 - (3)~ + fJ9.¡.

Se ve fácilmente que la solución para o es ~ ; por ende, ~ = ~Q¿(s) + ~!!; ( s ) y
como consecuencia del teorema de las cuatro tangentes,

~ (s) = !!(s) = (1- s)Q¿ (s) + s!!;(s).

Substituyendo las expresiones de !l}¡(s) y !!; (s), obtenemos:

!!(s) = (1 - S)2!!o + 2es(1 - s)!!¡ + e2S2!!2' (4.15)

ésta es la parametrización de la cónica con tangente hombro T.. correspondient e
1

a s = 2'

La elección de una nueva tangente hombro puede verse como una
reparametrización de la cónica, como

entonces, para algún valor de t ,

cr (!!o ,~ , ~ , !!¡) = e = 1 ~ t '

es decir , t = ~~c ' así la relación entr e los parámetros es:

e 1
t =Of-t S=O, t = - - f-t S= - , t = 1 f-t S= 1.

1 + e 2 -
(4.16)

Notemos que para s = 1 obt enemos el punto e2!!2 en la curva repar ametri zada
que es equivalente al punto !!2' Debido a que las parametrizaciones en t y s
de bo tI!!¡ cumplen con (4.16), determinan una proyectividad de dicha línea en
sí misma que está caracterizada por :

en términos de los parámetros:

t s 1- - =---,
l - t l - s e

de donde obtenemos que los parámetros están relacionados por medio de la
siguiente tranformación de Móbius:

et
s = ----,-----,,-

1 + (e - l )t
(4,17)



4.10. Segmento Complementario

Aunque la forma de la cornea no se altera bajo cambios de
parametrización, la derivada si cambia: ahora tenemos:
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(4.18)

Como vimos en la sección 4.2, la ecuación general de una cónica involucra
pesos asociados a cada punto de control, entonces la reparametrización de la
cónica tiene la forma:

Q(S) = (1 - S)2 wotlo + 2CW1S (1 - S)Ql + C2W2S2Q2' (4.19)

si lL'o f:. O, siempre es posible expresar a la cónica usando sólo dos pesos:

Q(s) = (1 - S)2tlo + 2CW1S(1 - S)Ql + C2W2S2 Q2' (4.20)

más aún, si hacemos

c= fl,v-;;;;
se obtiene la ecuación de la cónica que sólo depende de un peso:

Q(s) = (1 - s )2 tlo + 2 flwls(1 - S)Ql + S2 Q2.v-;;;;

(4.21)

(4.22)

A esta represent ación de la cónica se le conoce como la forma estándard , por
supuesto. sólo si W2 > O.

4.10. Segmento Complementario

Sea ~( t ) la reparamet rización de Q(t ) = Z=¡=o B f (t )Qi que se obt iene al
cambiar el signo del coeficiente de Br(t ), entonces los puntos Q(t) , ~(t ) , Ql son
colineales.

Esto se deduce de la ident idad Ql == Q(t) - ~(t)

Q(t ) - ~(t ) 2B f(t )Ql

~ ºl"
(4.23)

Esto es, al hacer variar el parám etro t en el intervalo unitario, E(t) va des­
cribiendo el segmento complementario (vea la figura 4.9).

4.11. Referencias

Enfoque computacional: Far in [6], Lee [14] .

Enfoque clásico: Struik [4].
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Figura 4.9: El segmento complementario de la cónica se obtiene al cambiar el
signo del peso intermedio del punto de control.



Capítulo 5 

Cónicas en su forma 
racional cuadrática 

Mientras que el tratamiento proyectivo de las cónicas revela muchas de sus 
propiedades fundamentales de una forma elegante, "en el mundo real" las apli­
caciones suceden en un ambiente afín. En este capítulo cambiaremos nuestro 
énfasis del tratamiento proyectivo de las cónicas al punto de vista afín. 

5.1. Forma cuadrática racional. 

En el plano proyectivo ¡P2 , una cónica puede describirse por una curva 
cuadrática de Bézier: 

(1 - t)' [ ~ 1 + 2t (1 - t) [ ~: 1 +t' [ ~: 1 ' 
= (l-t/zo [ b~] +2t(1 - t)z¡ [b~] +t2z2 [b~] , 

b i = .1. [ Xi ] 
z. Yi 

Al proyectar la curva Q(t) en el espacio afín extendido obtenemos la curva 
afín: 

b (t) = (1 - t)2 zo~o + 2t (1 - t) z¡ b¡ + t2z2 b 2 

(l-t) zo+2t(1 - t)z¡+t2z2 
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(5.1) 
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Ésta es la forma racional cuadrática de una cónica, donde los puntos b ,
son llamados puntos de control y los Zi son llamados p eso s.

La tangente hombro proyectiva I. (~) es transformada en la tangente T (~ )
de la cónica afín y los puntos q. se transforman en los puntos afines q ..-,

(5.2)

debido a su dependencia con los pesos, a los puntos q i los llamamos puntos
pesados.

La relación entre los pesos y los puntos pesado s está dad a por

razón (bo, qo, bj ) = z¡Jzo,
razón (b¡, q j , b 2 ) = Z2/ Z ¡ .

z

z,

z ,

Figura 5.1: Los signos de los pesos: para Zo >°y Z¡ , Z2 < O, la función de peso
tiene un cero en [0,1] .

Al denominador de b(t), que denotaremos por z (t) ,

(5.3)

se le llama función de peso .

Sabemos que al obtener los ceros de la función de peso estamos determinando
los valores del parámetro para los que se obt ienen los puntos al infinito de la
cónica. Obviamente, en el diseño de curvas nos interesa descartar aquéllas cuyos
puntos al infinito se encuentren en el intervalo unitario, esto se logra imponiendo
la condición de que todos los pesos sean del mismo signo.



5.2. Clasificación de las Cónicas .

A menos de que otra cosa se indique, asumiremos
que todos los pesos son positivos , también es posi­
ble que todos los pesos sean negativos ( un factor
de -1 no cambia lo esencial). Más aún , asumire­
mos que las cónicas est án en su forma estándard
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5.2. Clasificación de las Cónicas.

Si una cónica afín está en forma estándar entonces su tangente hombro es
paralela a la cuerda bo 1\ b 2 . Esto se sigue de la siguiente observación:

razón (bo, qo, b j ) = razón (b 2 , q j , b j ) = Z1 '

Sea H la línea proyectiva preimagen de la línea afín al infinito ; como la
contraparte afín de las líneas ~ 1\ 9.1 y !lo 1\ Q2 son paralelas, el punto de inter­
sección de la tangente hombro y la secante !lo 1\ Q2 es un punto de H . Así, si
estanda rizamos una cónica afín eligiendo una tangente hombro par alela a bol\b2

equivale a elegir una tangente hombro proyectiva del haz ([!lo 1\ Q2] 1\ H) .

Figura 5.2: La configura ción de la preimagen proyectiva de los t res tipos de
cónica.[6]

Las singularidades de una cónica, es decir , los puntos donde ésta interseca
la línea al infinito, corresponden a los ceros de la función de peso

z (t ) = - 2 ( Z1 - 1)t2 + 2 (Z1 - l )t + 1.

Se puede ver fácilmente que los ceros caen fuera del intervalo unitario y que,
de acuerdo al valor de Z1 , la cónica afín tiene la siguiente clasificación (vea la
figura 5.3):
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Z¡
e e e

o 1

Figura 5.3: Clasificación de cónicas: los ceros de la función de peso determinan
el tipo de cónica. De izquierd a a derecha: funciones de peso para la hipérb ola ,
una paráb ola y una elipse.

• z¡ < 1, z (t ) no tiene ceros , la cónica es una elipse.

• Z¡ > 1, z(t) tiene dos ceros, simétri cos con respecto a t =1/ 2 Y la cónica
es una hipérbola .

• Z ¡ = 1 tiene un cero de multiplicidad dos en t = 00 y la cónica es una
parábola.

También podemos decir que una parábola en la form a estánda r se va a
infinito para valores de t = ± oo. La figura 5.4 muest ra cómo el parámetro va
describiendo una hipérbola en forma estándar.

5.3. Propiedades de las Cuadráticas Racionales .

En esta sección, listaremos algunas propiedades comunes a to das las cónicas
en su forma racional cuadrá t ica. .

Propiedad d e la Cubierta Convexa:

El segmento cónico correspondiente a t E [0, 1] cae en la cubiert a convexa
del polígono de control. Más aún , el segmento de curva está cont enido en el
cuadrilát ero b o, qo, q i , b 2 donde q¡, i = 1, 2, son los punto s pesados.

Invariancia Afin

Los siguientes dos pro cedimientos dan lugar al mismo resultado



5.4. Derivadas

f' to

Figura 5.4: Hipérbola en forma estándar.
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• Evaluar b{t ) y aplicar una transformación afín rP{b {t )).

• Aplicar la t ransformación afín rP a cada punto de cont rol b , y evaluar la
nueva cuadrá tica racional en t definida por el polígono de control dJ{Q¡) .
" at emos que el tipo de cónica no cambia baj o transformaciones afines.

Invar iancia Proyecti va:

En el mismo sentido , las cuadráticas racionales son proyectivamente invari­
ant es. Sin embargo, la razón simple no es una invariante proyect ivo por lo que
al cambiar los valores de las razones razón (b¡,qi, bi+ 1 ) tam bién varía el tipo de
cónica.

Subdivisión:

El punto hombro b (1/ 2) divide la curva en dos piezas, la curva de la "izquier­
da" y la de la "derecha" . El segmento izquierdo está dado por :

Polígono
bo

q o = bÓ(1/2)
b (1/2)

Peso
1

(1 + z¡) /2
{1+z1)/2

Notemos que la representación de cada segmento no está en la forma estándard.

5.4. Derivarlas

Calcular la derivada de una cónica en el espacio proyectivo es fácil pues las
cónicas son polinomios cuadráticos. Sin embargo, en el espacio afín , tenemos
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(5.4)

que manejar cuadráticas racionales polinomiales, que necesitan de la regla del
cociente para calcular la derivada . Un truco simple que evita esta tarea es el
siguiente:

Como la cónica afín e (t ) es de la forma e (t) =P(t) / z (t) . ent onces

P(t) = z (t ) c (t) ,

al derivar esta expresión se tiene

p(t) = .i (t) c(t) + z (t) C(t) ,

por tanto

C(t) = z ~t ) [P (t) - .i (t) e (t)] .

Al evaluar (5.4) en t = OY t = 1, obtenemos

e(O) = 2zl Abo, C(1) = 2zl Abl.
Zo Z2

Algunas aplicaciones, ta les como el cálculo de la curvatura , ta mbién requieren
información sobre la segunda derivada. Cuyos valores en los puntos ext remos
del polígono de control son:

e(O) = ~ [A 2 (zob o) - zoboA2zo] , e(1) = ~ [A2 (zob o) - Z2b2 A 2zo] . (5.5)
Zo -2

5.5. La Parábola

La parábola goza de un papel especial ent re las cónicas en la forma racional
cuadrática: ésta permite una forma polinomial o integral. En tal forma , sus
puntos pesados son simplemente los puntos medios de los lados del polígono de
control. El algoritmo de de Gaste/jau se simplifica debido a que podemos usar
razones en lugar de razones cruzadas :

(b r br+l r b r ) _ ' (b r b r+ l b r ) _ tcr i' i , q i ' i+ l - razon i v i ' i+ l - -1 - '- t

y el algoritmo de de Gaste/jau se transforma en

r = 1,2; i = 0,2 -r

(5.6 )

b~+l (t ) = (1 - t) b~ (t) + tb~+l (t) (5.7)

Pero también podemos escribir a la parábola como una verdadera cuadrá tica
racional: Usando la técnica de reparametrización podemos escribir a la parábola
como una racional cuadrática,

b(t) = boB6 (t) + eb l B? (t) + e2 b2 B~ (t)
B6 (t) + eB? (t) + c2B~ (t )

con una constante arbitraria c. Sólo para e = 1, obtenemos la forma polinomial.
Para e f:: 1, el punto b(00) será un punto finito .



5.6. Referencias

5.6. Referencias

Farin [6],[5]; Lee [14].
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Capítulo 6 

Curvas de Bézier racionales 

Las curvas de Bézier pueden verse como la columna vertebral de todos los 
esquemas de curvas polinomiales por pedazos; su contraparte racional goza un 
papel similar para las curvas racionales por pedazos. 

Históricamente, las curvas de Bézier en su versión polinomial o integral se 
deben a P. de Casteljau. En 1957, él inventó lo que ahora se conoce como el algo­
ritmo de de Gaste/jau. Su algoritmo se basa en el concepto de razones constantes 
por lo que está ligado con la geometría afín. Sin embargo, las curvas de Bézier 
racionales deben evaluarse usando el concepto de razón cruzada, el invariante 
fundamental de la geometría proyectiva. 
En este capítulo veremos que la contraparte afín de una curva de Bézier proyec­
tiva de grado n definida en jp3, es una curva de Bézier racional de grado n y 
listamos sus propiedades más relevantes; para las demostraciones vea [6]. 

6.1. La Forma de Bernstein-Bézier 

Cualquier curva polinomial de grado n en jp3 puede expresarse en la forma 
de Bernstein-Bézier 

donde S r( t) , 
definidos: 

con 

y 

n 

.It(t) = L); Si (t) Q; E jp3 , (6. 1) 
;=0 

= O, .. . , n son los polinomios de Bernstein de grado n , 

sg (t) = 1 

Si (t) = O si i ~ {O, ... , n}. 

Entre las propiedades importantes de los polinomios de Bernstein están 
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l . Forman una parti ción de la unidad

6. Curvas de Bézierracionales

n

LB~ (t) == 1,
i=O

2. Satisfacen la recursión

B~ (t ) = (1 - t )B~-/ (t) + tB~-l (t).

. Figura 6.1: Curva de Bézier de quint o grad o.[6)

Siguiendo el mismo desarro llo hecho para las cuadráticas (vea el capítulo 5),
al proyectar (6.1) en el espacio afín A 3 , obtenemos una curv a de B ézier Ra cional
bn (t),

bn ( ) _ :L7-0W i bi B~ (t)
t - n ,:Low i B f (t)

donde los puntos b , forman el llamado polígono de control y W i

asociado al punto de contro l b. .

Propiedades

(6.2)

es el p eso

1. Si W i =1 Vi, la ecuación (6.2) representa una curva de Bézier .

2. Si todos los pesos son positivos, la curv a cae en la cubierta convexa del
polígono de cont rol bo, . .. , b n . Ésta es llamada la propiedad de la cubierta
convexa de las curvas de B ézier.
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3. El primer y últim o punto de la curva defin ida en el intervalo unitario
coinci den con ba Y b n , respectiv ame nte.

4. El primer y último lado del polígono de control son tangentes a la curva.

5. Si Wk se incrementa, la curva se acerca al punto de control b k • Más aún ,
si el peso Wk se cam bia por 'üh = Wk + Ó.Wk y denotamos a la curva
resultan te por b(t ), entonces los tres puntos b(t ), b(t ) y b k son colineales ,
vea la figura 6.2.

Figur a 6.2: Efecto que se obtie ne al incrementar el valor del peso W2 , en una
curva de Bézier racional de grad o 4.

6. Los pesos pueden usarse como una herramienta de diseño; en la figura 6.3
se muestran cuatro curvas que comparten el polígono de control, pero con
pesos diferent es.

7. Si todos los pesos son positivos, los punt os pesados :

junto con los puntos extrem os de la curva defin en una cubierta convexa
más estrecha que la de los puntos de control; la curva cae en la cubier­
ta convexa de los puntos {bo, qo, ql , . . . , qn - l , b n }, en la figura 6.4 se
m uestra un ejemplo.

8. Si los pesos W ¡ difieren en signo, el denominado r de (6.2),

n

w(t ) =L w¡Bi (t) ,
¡=o

(6.3)
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Wo: W , : W2 : W,: W. = 1:1 :1:1:1 W o: W , : w,: W, : w,=1:1:20:15:1 

W o: w,: W2: w, :w,=1 :20: 1:20:1 W o: w,: w, : W, : w, =20: 1:1:1:20 

Figura 6.3: Diseño con curvas de Bézier racionales: curvas de Bézier racional de 
cuarto grado con el mismo polígono de control. 

puede anularse, lo que significa que la curva b (t) presenta una singulari­
dad; geométricamente esto indica que la curva proyectiva Q (t ) cruza o toca 
al plano que es transformado en el plano afín al infinito . 

6.2. El algoritmo de de Casteljau 

La construcción de una cónica proyectiva usando el algoritmo de de Gasteljau 
se puede generalizar para construir una curva de Bézier proyectiva de grado n . 

Algoritmo de de Gaste/jau proyectivo 

Dados : !lo , .. . ,Qn E ¡p3 Y t E IR 

Sea Q?(t) = Qi' i = O, ... ,n 

Para r = 1, ... , n - 1 

Para i = 0, .. . , n - r 

K(t) = (1 - t)Q~-l (t) + tK;; (t ); 

Qn(t) = ~(t) . 

(6.4) 
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bu

b,

Figura 6.4: Cubierta convexa formada por los puntos bo, qo, q j , q 2, q 3, b4.

Figura 6.5: El algorit mo de de Gaste/jau proyectivo: un punto de la curva se
construye a través de repet idas interpo laciones linea les.

Si introducimos

observamos que

cr (lli' ll), 2:i,lli+l ) = 1 ~ t ' Vi.

Aplicando un procedimiento análogo al que se siguió en la demostración de
(4.1), sean

2:~ = ( ll~ ¡\ ll~+ l ) ¡\ (2:~-1 ¡\ 2:~.;n j

entonces se puede ver que

r 1br 1brs. = 2"-i + 2"-i+1 '

(6.5)

(6.6)
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de donde se sigue

(bT bT+1 T bT) t
cr - i ' - i , lJ. i , - i+ l ' = 1- t' (6.7)

Esto muestra que el algoritmo de de Gaste/jau es invariante proyectivo: el
punto Q;; (t ) puede encontrarse usando sólo intersecciones y razones cruzadas . Por
supue sto , los puntos lJ.

i
son las preimágenes proyectivas de los puntos pesados

q . .
Si proyectamos cada paso del algoritmo proyectivo en el espacio afín A 3,

obtenemos el algoritmo de de Gaste/jau racional :

Dados: b o, . . . , b ., E A 3, Wi E IR, i = O, . . . , n y t E IR

Sea Q?(t ) = Qi 'y W? =Wi i = O, .. . ,n

Para T = 1, . . . , n

Para i =O, . .. , n - T

(1 - t)wr -I(t) + twr+11 (t ),
(l_t )W~- l b~-l ( t)+ t W~;l' b~;i (t)

wr (t )

b n(t ) = bg(t ).

6.3. Elevación del grado

Una curva proyectiva de Bézier Qn(t ) = 2::~0 Q¡Bf (t ) de grado n , puede
expresarse como una curva de Bézier de grado n + 1: Qn+1 (t) = 2::~01 Q; B~+ I (t ),
donde los puntos de control Q; están dado s por

(6.8)i = O, . . . , n + 1.b* i ( i ). =--b + 1 - -- b. :- . n + 1-.- 1 n + 1 - t'

Esto se obtiene al mult iplicar 2::7=0Qi Bf (t ) por t+ (1- t) , reordenando términos
y usando las siguientes propiedades de los polinomios de Bernstein:

tB f (t ) =
(1 - t)Bf (t) =

i±l.Bn+1 (t )n+1 .+1 ,

( 1 - .L: ) B n+ 1 (t)n +l ' .

Al proyectar la ecuación (6.8) en el espacio afín, obt enemos las fórmu las de
elevación de grado para curvas de Bézier racionales:

=b !•
W¡

iw; l b ; ,+(n+l- i)w,b,
iw . _ l+( n + 1 i)w,

= iWi-1 + (n + 1 - i )Wi.
i=O, .. . , n + l,

En la figura 6.6 se muestra el ejemplo de una cónica que es elevada de grad o
a la forma de una cúbica racional.
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Figura 6.6: Elevación de grado racional: una cuadrática racional es elevada para
obtener una cúbica.

6 .4. Reparametrización

En la sección 4.9 vimos que la parametrización de una cónica proyectiva
Q2(t ) no es única; más aún, vimos que al cambiar el peso Wi por eiw i con

e E m+ - {O}, obtenemos una nueva parametrización t (t) de Q2 (t ). Este prin ­
cipio ta mbién es válido para curvas de Bézier de cualquie r grado en ¡p3. Así,
podemos escribir una curva de Bézier proyectiva de grado n en la siguiente
forma:

n

r (t) = 2.: eiQi Bi (t) ,
;=0

(6.9)

(6.10)

y al proyectar en el espacio afín A3 , la reparametrización bn de la curva de
Bézier racional b", se puede escr ibir en la forma:

~n (-) L~o eiwi b , Bi (t)
b t= n . ~ .

L i=Oe'w¡Bf (t )
La reparametrización de una curva racional de Bézier cambia la veloci­

dad con la que el punto b(t) recorre la curva , en la figura 6.7 se ilustra la
reparametrización de una cúbica de Bézier racional.

Si qi son los puntos pesados de la reparametrización bn de b" , entonces

cr íb . , q i , <li' b i+l ) = ~ ,
e

(6.11)

mientras que t y t están ligados por la misma transformación rac ional lineal , o
de Mobius , dada por la reparametrización de las cónicas, vea la sección 4.17:

~ ct
t = .

1 + (e - l)t
(6.12)



100 6. Curvas de Bézierracionales

c=l e = Y4

Figura 6.7: Reparametri zación: se muestra una cúbica racional para 35 valores
del parámetro equidistantes.

6.4.1. Forma Estándar

Una curva de Bézier racional b", con pesos positivos, puede reparametrizarse
de tal modo que los pesos asociados a los puntos de cont rol !4J y Qn sean la unidad .
Esto se obtiene al reparametrizar la curva usando

e = n~. (6.13)Vw:.
Las curvas expresadas de esta mane ra se dice que están en forma estándar.

6.5. Derivadas

Las propiedades de una curva de Bézier proyectiva Qn, que no se preservan al
proyectar se en el espacio afín , son aquéllas que involucran derivad as. Así, para
calcular la derivada de una función racional definimos:

p(t) = w(t) b(t) , (6.14)

donde w(t) es el denominador de la curva racional de Bézier b (t ), entonces

jJ(t ) =w(t)jJ(t) + b(t)tiJ(t), (6.15)
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de dond e se sigue

b (t) = W~t) [p (t ) - w(t) b (t)] .
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(6.16)

Evalu and o la derivada en los ext remos de la curva de Bézier racional obte­
nemos

(6.17)

y

(6.18)

Se puede hacer ver que la r- ésima derivada de p(t ) está dada por:

(6.19)

entonces una fórmul a recursiva para la r- ésima derivada de la cur va de Bézier
racional b " es:

b"(r)(t ) = _ 1_ [p (rl(t ) - t. (~)Wj (t )b ( r-j) (t )] .
w(t ) j= 1 J

(6.20)

En la práct ica , para evaluar la prim era derivada de una curva de Bézier
racional, se pued e usar la siguiente expresión en té rminos de los últimos puntos
intermedios del algoritmo de de Gast e/jau.

n - I n- I

b(t ) = Wo w I

[w3 f

6.6. Ramificaciones

(6.21)

Ya hemos introducido el concepto de ramificaciones para cuadráticas
proyectivas . Este principio se puede generalizar par a curvas de cualquier grado.

Cualquier polinomio E. : IR -t ¡p3 de grado n define una tr ansfor­
mación única mult ilineal y simétrica e: JRn -t ¡p 3 ta l que

E.(t ) = E[t , ... , t ],

la función e[t I, .. . , t n ] es llamada ramificación.
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Figura 6.8: Derivadas: una cúbica junto con su derivada que es la curva en color
gris que está en el horizonte.[6]

En particular , la curva de Bézier lt(t) define la ramificación Q[t¡, . . . , tn ] .

Para n = 3, tenernos:

Q[t¡ ,t2,ta] = (1- t l )( l - t2)(1- ta)l1o+

[(1 - tI) (1- t2) ta + (1 - tI) (1 - ta) t2 + (1- t2) (1- ta)t ¡JQ¡ +

[(1 - tI ) t2ta+ (1 - t2) tat¡ + (1 - ta) t2t¡J Q2+

t¡t 2tab ·

Notemos que Q[O ,O,O] = l1o , Q[O ,O,I] = Q¡ , Q[O ,I ,I] = Q2 y Q[I,I ,I] =
Qa' Veamos ahora que la ramificación Q[t ¡, t2, ta] da lugar al algoritmo de de
Gasteljau. Si substi tuimos recur sivamente t = (1 - t) + t en Q[t , t , t] Yusarnos la
simetría y linealidad de la ram ificación, obtenernos:

Q[t , t , t] = (1 - t)Q [O,t , t]+ tQ [1, t , t]

(1 - t) [(1 - t)Q [O, O, t]+ tQ [0, 1, t]] +

t [(1 - t) Q[1 , O, t]+ tQ [1 ,1 , t]]

= (1 - t) [(1 - t) [(1 - t)Q [O, O,O] + tQ [O , 0,1]] + t [(1 - t )Q [0,1 , O] + tQ [0, 1, 1]]] +
t [(1 - t ) [(1 - t)Q [1 ,O, O] + tQ [1 ,0,1]] + t [(1 - t )Q [1, 1,O] + tQ [1 ,1 ,1]]]

escribiendo estas relaciones y usando el esquema de de Gasteljau, obtenernos
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Figur a 6.9: Una cúbica junto con su derivada que se muestra en gris. [6]

Qo Q[O ,O,O]

Ql b1 Q[O ,O,1] Q[O,0, t]!!()

Q2 b1 b2 = Q[O , 1, 1] Q[O, 1, t] Q[O , t, tJ- 1 !!()

iLJ b1 Qi b3 Q[1, 1, 1] Q[1, 1, t] Q[1 , t , t ] Q[t, t, t]- 2 !!O
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En genera L la curva de 8 ézier Qn queda escrita en términos de la rami ficación,

n

Q[t, .. . , t] = LBi (t )Q[0<n- i>,1<i>] .
i= O

El punto intermedio Q~ ( t ) del algoritmo se puede escribi r en la forma de ramifi­
cación de la siguient e manera :

Q~ (t) = Q[o<n- r-i>,1<i> , t<r>] . (6.22)

La ramificación también se puede usar para divid ir una curva de 8 ézier ,
si estamos interesados en los pun tos de control t;;i del segmento de la cur va
correspondiente a [0, b], todo lo que hay que hacer es evalua r la ramificación :

~i = Q[o<n- i>, b<i>] . (6.23)

Las ramificaciones también se pueden usar para calcular las derivadas de
una curva de 8 ézier en el espacio proyectivo. La siguient e es la generalización
natural del caso de las cónicas, véase la sección 4.8.

(6.24)
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6. Curvas de Bézier racionales



Capítulo 7 

Splines Cónicos 

Los spline cónicos son curvas compuestas por pedazos que son cuadrátricas 
racionales; donde dos piezas o segmentos de un spline cónico se unen , la curva 
tendrá cierto grado de suavidad, éste puede ser analíticamente diferenciable: 
el, e2

, o geométricamente diferenciable G1, G2 . En el presente capítulo estu­
diamos cada una de estas condiciones de continuidad para los splines cónicos 
[5],[6] . 

7.1. Condición el. 
Podemos unir cónicas para formar una curva cuya forma es más compleja 

como para ser parte de sólo una cónica. A tal composición de curvas se le llama 
spline cónico. Cuando se proyectan en el espacio afín, éstas serán un ejemplo 
de las curvas NURBS. 

Figura 7.1: Continuidad el: Dos cónicas forman una curva compuesta diferen­
ciable en Q2 si su tangente correspondiente tiene el mismo punto de intersección 
con las tangentes de ambas cónicas correspondientes al parámetro oo. 

La figura 7.1 muestra dos cónicas: una con polígono de control º-O, Ql ' Q2 y 
otra, con polígono de control Q2' Q;¡, Q.¡; e?n Q2' comparten la misma tangente, 

105 
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es decir , det[Q) , Q2' Q;¡] =O.
¿Esto significará que son C )?, en otras palabras , ¿ambas comcas tienen la
misma prim era derivada en Q2? Recordemos que la tangente a la curva es una
línea mientras que su derivada es un punto; así, no es obvio que la continuidad
en la tangente implique continuidad en la derivada. La continuidad de la
derivada es un a prop iedad de la parametrización de la curva, es decir , es más
que una propiedad geométrica. A fin de formalizarlo, consideremos que cada
segmento de nuestr a curva compuesta, ~(u ) , está definido sobre un intervalo en
¡p) : sea [UD, ud el intervalo de definición de la cónica de la "izquierda", Qizq, y
[u) , U2]el int ervalo de la cónica "derecha", !l,¡er'

Record emos que en la representación par amétrica de Bézier de Qizq, se usan
los representantes adecuados para los puntos de cont rol Qo, Q) , Q2 de tal man era

que 1i = Qi + QH)' en particular cr (Q) ,1),Q2 ' Q2 - Q)) = 1/2. Análogament e,
los repres entantes de los puntos de control de !l,¡er son tales que la cuarteta Q2'
1

2
, Q;¡ , Q3 - Q2 es armóni ca. Entonces , la curva compuesta ~ (u) será cont inua en

u =u) siempre que

dado que u es un parámetro global , est o se satisface siempre que después de
hab er elegido los representantes para Q) y Q2 de ta l form a que 1) = Q) + Q2 se
tenga que 1

2
=Q2 + Q;¡.

Esta es la condición de continuidad para ~(u ) en u) en términos de los
pun tos involucrad os en la tangente.

Para obt ener la condición de cont inuidad de ~(u ) en u) en términos de la
parametri zación, esto es en términ os de u, int roduzcamos una coordenada local
t para el intervalo tUi,Ui+d como sigue

U -Ui
t(u) = -----'­

UH) - U i

u - U¡

~'

se ve fácilmente que conforme variemos u en fU i ,UH )], t vari ar á en el intervalo
unitario. Así

dQizq (t( u) _
du -

=

dQ;• • (t (u) .!!L
dt du '

-L db'.q(t (u ) )
Cl. o dt

(7.1)

(7.2)

(7.3)

análogamente dQ.,¡'r (t(u ») = -L dQ.,¡, r(t (u ») . De esta forma s(u) tiene continuidad
du Cl.¡ dt -

C ) en Ul siempre que ~ =~, después de simplificar obtenemos

~) ~o
Q2 = ~ ~ b) + ~ ~ b3·

0+ ) 0 + )
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Ésta es la condi ción para que los segmentos "izq" y "der" sean el con respecto
a la secuencia de nodos UQ, u I Y U2 .

Como la primera derivada de la cónica es el pun to de intersección de las
tangentes en oc y t, la condición el puede definirse en té rminos de un valor de
la ramificación:

Q¡zq [UI, oc] = !4ter [UI ' 00] (7.4)

Esta interpretación de la continuidad el se ilustra en la figura 7.1.
La curva compuesta tiene continuidad C2 en Q2 I siempre que las segundas

derivadas de amb as curvas coincidan, en té rminos de la ramificación:

L q [00, 00] =:: !4ter [00 , oc] (7.5)

Así, si las cónicas, o curvas cuad ráticas coinciden en posición, primera y
segunda derivada en UI; entonces ambos segmentos de cónicas debe n ser par te
de una única cónica .

7.2. Continuidad paramétrica para splines
cónicos racionales

Definición 7.2.1 Una curva continua s(u) : [uQ, ud -+ JR2 definida por peda­
zos:

s(u) = S¡(u) , si u E fUi ,Ui+¡] ,

donde Ui < U¡+I , i O, . .. , L - 1, Y s¡(u) : [u¡, ui+¡] -+ IR2 es una curva
cuadrática racional, es un spline cónico.
Cada U¡ recibe el nombre de nodo y a la colección {u;} r=Qse le llama sucesión
de nodos.

Para cada segmento cónico s¡(u ), i = O, . . . , L - 1, de s(u ), podemos intro­
ducir un parámetro local t en el intervalo fU i, U¡+¡], usando el siguie nte cambio
de coordenadas :

t =
U - U¡

Ui+l - U¡

u - U¡
~.

Se puede ver fácilment e que si u varía entre U¡ y U¡+l , t varía de O a 1.
Al usa r este camb io de coordenadas, la derivada de s(u) , queda dada por :

ds(u) = ds¡(t) dt
dú -¡¡¡- du'

1 ds¡(t)
---
~¡ dt

ICuando hablamos de conti nuid ad e 2 asumimos que la cu rva es e Oy e l



108 7. Splines Cónicos

Definición 7.2 .2 Los puntos S(Ui ) = Si(O) = Si-I (1) son llam ados puntos de
unión.

Definición 7.2.3 A la colección de los polígono s de control de todo s los segmen­
tos cón icos, que a su vez forman un polígono, se le llama polígono de B ézier por
pedazos de la curva s . -

Dos cuadráticas racionales en forma estándar : So Y SI , con polígonos de
cont rol b o , b j , b 2; b 2, b 3 , b 4 , pesos centrales Zl , Z3 Y cuyos intervalos de
definición son [uo ,UI], [UI ' U2], respect ivamente, forman una curva e l sobre
[uo,U2 ] siempre que

Zl óbl Z3Ó b2= (7.6)
Ó o Ó I

En general, si la i-ésima sección del spline, Si , definida en fUi, Ui+¡) t iene puntos
de control b 2i , b 2i+ l , b 2(i+I ) Ysu peso central es Z2i+I , entonces

. () 2z2i+ I ( )
Si u, =~ b 2i+1 - b 2i ,

. ( ) 2 Z2i+1 ( )
s i Ui+1 =~ b 2(i+l ) - b 2i+1 .

Así, s (u ) es un spline el en Ui+ 1 siempre que

Z2i+I Ó b 2i+1 Z2i+3 Ó b2(i+l )
i = 0, ... , L - 2, (7.7)

Ó i ~i+ 1

después de agru par té rminos obtenernos

b
~i+1 Z2i+1 b 2i+1 + ~i Z2 i+ 3 b 2i+ 3

2(i+1 ) = A A
U i+1Z2i+1 + U i Z2i+ 3

Lo ante rior es un planteamiento teó rico; sin embargo, en la práctica es frecuente
que los valores del parámetro sean parte de lo que se debe determinar .

Despu és de calcular la norma de los vectores involucrados en la ecuación
(7.7) Y agrupar térninos obtenernos la condición de continu idad del spline en
términos de los nod os:

z2i+31 Ió b2(i+ I) 11
Ui+ 2 = Ui+1 + (U i+1 - u¡) lI~b 11; i = O, ... , L - 2.

Z2i+ 1 2i+ 1

En la práctica, el parámetro u se interp reta corno el tiempo, por tanto, se
propone UI = IIb 2 - boll . Así, los nodos que hacen de s (u) un spline e l quedan
dado s por

Uo = O,

UI = IIb 2 - bo ll,

_ + A Z2li-I )+l lIób2li- l ) 11
Uj - Uj_ 1 U j-2 ,

z 2li- l l- I llób2li- I )-1 1I
j = 2, .. . , L - 1.



7.3. S-Splines cónicos. 109

7.3. B-Splines cónicos .

Si Si YSi+l son dos segmentos consecutivos de un spline cónico en el espac io
proyect ivo, entonces el spline es el en Q2i siempre que

(7.8)

de modo que si deseamos almacenar el spline, bastará con guardar los pun tos
Q2i±l ' En la figura 7.2 se muest ra un spline e l donde los puntos Q2i±1 se han
renombrado como di'

La representación en el espacio afín la obtenemos al proyectar los pun tos
di = (Xi , Y¡ , Zi/ , con Z¡ -=J O, en el espacio afín, con lo que obtenemos los punto s

afines d , = ( ~ , ~)t donde Z¡ es el peso asociado a di . De esta forma, si
Z t "'1

S(u) : [UO, U N ] ---t IR2 es el spline y cada segmento cónico S i está definido en el
inte rvalo [u ¡,u ¡+d tal que {u;}::o es una sucesión creciente en IR, que form a
una partición del dominio de s(u) , entonces el spline cónico con cont inuidad e l
queda determinado por:

l. N - Número de segmentos cónicos

2. N + 2 puntos de control d o , d I , " . , d N+l

3. N + 2 pesos

4. N + 1 Nodos

ZO ,ZI , · · · , ZN+ I

UO,U I , · · · ,UN

A la sucesión crecient e {u.} se le llama sucesión de nodos.

El término "B-Spline.abreviación de "Base Spline" se debe al hecho de que
podemos escribir un spline cónico con la condición e l est ricta en la form a:

( ) _ ¿: ::~2 z¡diN; (u)
S u - v+' ,¿::=o-v¡N; (u)

donde la función N; (u) es un B-spline cuadrático [20].

(7.9)

7.4 . Curvatura continua

La característ ica geométrica más significativa de cualquier curva plana en el
espacio Euclideano es su curva tura o la razón de cambio de la dirección de su
ta ngente . La curva tura k (t) , de X (t) en IR2 está dada por

k ( ) = 11±(t) 1\ x(t)11
t 11±(t)11 3 '

(7.10)
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Figura 7.2: B-splines Cónicos : polígono de control, curva y sucesión de nodos.

La curvatura es el inverso del radio del círculo osculante, que es el círculo
que aproxima mejor a la curva en un punto dado. Donde la dirección de la
tangente a la curva varí a rápidamente, su curva tura es gra nde mient ras que
si la dirección de la tangente a la curva no tiene gran variación, la curvatura
es pequeña. Notem os que la curvatura es un concepto Euclid eano; por ende, ?
no puede definirse directamente en el espacio proyect ivo. La curvatura cambia
baj o transformaciones afines y proyectivas ; sólo las rotaciones y translaciones ­
llamadas tra nsformaciones rígidas- dejan esta cant idad invari ante. Sin emba rgo ,
la continuidad de la curvatura es invariante bajo todas est as transform aciones.
Consideremos la representación de Bézier racion al de una cónica:

b{t ) = 2::;-0z¡b¡B¡(t )
z {t )

donde Zo = Z2 = 1, su curvatura, en los puntos extremos del polígono de cont rol
y en el punto hombro, la obtenernos subs tituyendo en la ecuación (7.1O) , las
expresiones que a cont inuación se listan:

b{O) =2z¡Abo

b{l) = 2z¡Ab¡
• 2
b{I /2 ) = A zobo + 2Azobo

b{O) =2 [(1- 22 z¡ {z¡ -1)) Abo + Ab¡J

b(l) =[Abo + 2 (1 + 2z¡ {1 - z¡ )) Ab¡J

b{I/2 ) = 2A2zobo
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Así,

111

A
k (O) = 2e3'

Z¡ °
A

k (l ) = 2e 3 '
Z¡ ¡

(7.11)

donde A denota el área del triángulo formado por el polígono de control de la
cónica yeo, e¡ son las longitudes de los lados, como se muestra en la figura 7.3.

Figura 7.3: Curvaturas de la cónica: la curvatura de la cónica en los puntos
ext remos está determinada por los elementos geométricos que se muestran.

7.5. Splines Cónicos G2•

Dos cónicas coplanares en su forma estándar, con polígonos de control bo,
b j , b2 ; b2 , b3 , b4 Y pesos cent ra les Z ¡, Z3, tienen curvatura continu a si

(7.12)

donde Ai =área (b i - ¡ , b . , b i+¡) Yei =longitud (b¡ ,b¡+¡) .

Notemos que (7.12) implica que la curva compuesta debe ser convexa,
pues los signos de A¡ y de A3 deben coincidir. También usamos el término
continuidad G2 o cont inuidad geomét rica de segundo orden para referirnos a
este tipo de suavidad .

Si multiplicamos los pesos cent ra les: Z¡ y Z3, de la curva compuesta, por el
mismo factor , mantendr emos la cont inuidad de la curvatura.
Así, sin altera r la continuidad de la curvatura, podemos manipular la curva
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alejándola o acercándola del polígono de control.

7. Splines Cónicos

Una propiedad interesante de las cónicas , en su representación estándar , es
que la razón de k (O) Yk (1) es independiente del peso ZI:

7.6.

k (O) = [~e'OI] 3
k (1)

Suavizamiento de una poligonal plana

(i .13)

Una aplicación de los splines cónicos está relacionada con el problema de
obtener una ap roximación s, de una cur va poligonal plana P = {pd ?=o, ta l
que s conserve la form a de la poligonal y, además, sea suave. Al proceso que
genera la curva s le llamaremos suavizamiento.

Dado que una restricción importante para s es que preserve lo más que sea
posible la form a de P , el suavizamiento que proponemos se enfoca en quitar
únicamente "los picos" de P, es decir, "suavizaremos" cada vértice tratando de
conservar, por cada lado, un segmento lineal.

7.6.1. Aproximación el
Para explicar el suavizamiento que estamos proponiendo? , fijémonos en un

punto de P, digamos P i, y en los lados que éste determina: l i -I = Pi- IP i Y
i, = PiP i+ l , pues la curva s, a construir, se generará aplicando esta misma idea
a cada punto de P .

Como s t iene que respetar, lo más que sea posible la forma de P , proponemos
que el suavizamiento trate de conservar, por cada lado, un segmento de éste .
Una forma de automatizar el proceso es considerar la longit ud de cada lado y,
si el lado es "grande" conservar un segmento del lado en cuestión. Obviamente,
cada aplicación debe tener su prop io criterio para determinar dichos segmentos.

Supongamos que ya tenemos un criterio para determinar el segmento a
conservar en cada lado de la poligonal y denotemos por q :ni ' q f in a los ext remos
del segmento a conservar del lado l i .

De esta forma, con respecto a la figura iA , para los lados l i-I y t i los puntos
ext remos de los segmentos son: q;;;-l , q~i~ y q ini , qj in ' respect ivamente.
Entonces ¿cómo elegir un segmento de curva , Si, que aproxi me al segmento

li l · i-I . i?po igona . q¡in ' P" q ini · ·

Dadas las condiciones de continuidad geométrica, los puntos extremos de Si

deben ser q~i~ y q ini ' respectivamente, además, las rectas tangentes a Si en sus
puntos extremos deben de coincidir con las rectas determinadas por los lados
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Figura 7.4: Familia de curvas que aproxima n el segmento poligonal definido por
los puntos: qfi~ , Pi, q:ni'

li-I Y li ' véase la figura 7.4.
Las condiciones antes mencionadas , nos llevan de manera natural a la elección
de una curva Si en la familia de curvas cuyos puntos de control son: q~i~ , Pi ,

q~n i ·
En la aplicación que nos interesa, la curv a S i se elige en la familia de curvas de
B ézier raciona les de segundo grado en su form a estándar.

Curva con cont inu idad G I

El suavizamiento que hemos planteado trata de conservar, por cada
lado de la poligona l, un segmento lineal y aproxima cada vértice haciendo uso
de una curva de 8 ézier racional de segundo grado en su representación estándar.

Como la elección del segmento a conservar y la del segmento cónico depen­
den de la aplicación, estas acciones las deja remos indicadas mediante el uso de
dos funciones: segme n to y peso . Más adelante especificaremos detalladamente
el criterio de asignación usado en nuestra ap licación.

( i-1 i- I) t ( )q ini ,qjin = segmen o Pi-I , Pi, ..·

La función segmento, recibe como parámetros los puntos ext remos de
un lado de la poligonal , digamos Pi- I , P i ; dependiendo de la aplicación,
puede recibir parámetros ad icionales. La salida, son los puntos extremos
del segmento a conservar q :;;-l , q~i~ y, es tal que si l(t) = (1 - t)Pi -1 + rp,
Y q ini = l(t ini ), q j in = l (tjin), entonces O< tini ~ tu« < 1.
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W¡ = peso(bo, bj , b 2 , • . . )

La función peso tiene como objetivo det ermin ar el peso central de una
curva de Bézier racional cuadrá tica en su forma estándar con puntos de
control: bo, b ¡ Y b2 •

Es natural elegir el segmento cónico que aproxime mejor al vértice en
cuestión, esto es, que el arco cónico se encuentre "cerca" de b¡ . Para
una asignación automática de W¡ , se propone considerar el ángul o, (j ,

subtendido por los lados del polígono de control. La idea que seguimos en
la asignación del peso en función de (j es la siguiente:

Si (j es "pequeño" , elegir un arco hiperbólico, en términos del peso W ¡ ,

significa escoger un valor mayor a 1; en caso cont rario, elegir ent re uno
par abólico, W ¡ = 1, o uno elípt ico, W ¡ < 1.

Al igual que la función segmento, esta función puede recibir parámetros
adicionales conforme a la aplicación.

Algoritmo: Suavizamiento G1 de una poligonal plana

Entrada: P = {p d i=o, P i E IR2
, p o = p n.

Salida: Curva S E G 1 que por pedazos es un segmento
cónico o uno lineal.

(qin~ ' qfi~ ) = segmento (Pn_l , Po, · · 0)0

q ini = qin~

bg= qfi~

Par a i = O, o o o , n - 2

b\ = p i

(q :ni ,q~in) = segmento(p i , p i+l , .. o)

b 2= q inn b~+ l = q j ,n

w( = peso(bh, b \, b 2, ... )
b~-l = pn-I

b~- l = q ini

W~- l = peso(b~-l , b~ - l , b~- I , . oo)

7.6.2. Spline cónico con continuidad el
En la sección ant erior describimos una forma de obtener una curva S E G I

que aproxima a una curva poligonal plana P . La curva aproximante está cam-
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puesta por segmentos lineales y segmentos cónicos. Par a obtener los nodos Ui que
hagan de s una curva el , primero debemos de expresar cada segmento lineal:
q~n8i in ' de s , como una curva de Bézier racional de segundo grado, es decir ,
debemos de elevar el grado de l(t ) = (1 - t )q ini + tq¡in; al hacerlo , obtenemos
la representación de Bézier cuadrát ica racional con puntos de control bo = Qini ,

b ¡ = qini + q¡in, b 2 = q¡in y peso central Wl = 2. Haremos referencia a estas
asignaciones a través de la función elevagrado

Una vez que cada segmento del spline está expresado como una curva de
Bézier racional de segundo grado, podemos los nodos: Uo , . . . , UN, donde N es
el número de secciones del spline s , se obtienen de la condición de continuidad:

Z2; - l tl b 2;- 1

tl i -

ASÍ , los nodos quedan definidos como:

Uo

Ul

= 0,

j = 2, . . . ,N

(7.14)

(7.15)

(7.16)

Al goritmo: suav izam iento el de P

Entrada:

Poligonal P = {p.}i=o

Salida:

P i E 1R2 Y Po = Pn

ns ec • núme ro de secciones del spline

Ui i =0, . . . , nsec nodos del spline.

bo, . . . , b 2n3ec puntos de control.

W¡, W3, . . . , W2n3ec- l pesos de las secciones del spline .

INICIO

nsec +- 1, k +- 0,

(qin i, q / in) = segmen to(Pn_l, PO).

q~ i n +- q / in

q ?ni f- q ini

b k +- q / in

b k+ l +- Po

(qi ni , q / in) = segm en to(po, Pl , . ")

b k +2 +- q ini

Wk+l +- peso (b k , b k+ l , b k+2)

UO +- 0, Ul +- II b2 - boll



116

FIN

7. Splines Cónicos

n sec ~ ns ec + 1

Si ti ni i t¡i n (se incluy e un segmento lineal)

(b k+ 3, Wk+3 ) = elev agr ado(q ini, q¡in)

b k+4 ~ q ¡ in

+ ;ó, W2 (n uc -l )+ 1 \I.ó.. b 2 (n .H c _ l) 11
un se e +- Un "ec-l ns ec-2 W2(nuc-2) - 1 1 1~b2(".tec- l ) - 1 1l

n sec ~ ns ec + 1, k ~ k + 4

sino

Para i = 1, . . . , n - 2

b k+l ~ p,?

(qini, q¡ in) = segme nto( pi, P i+ J , " ' )

b k +2 ~ q ini?

un se e f- Unsec -l + Lin s ec - 2 W2(nuc_l)+1_ 1I~ b2(n.HC _l )1l
W2(nuc - 2) -1 IlA b2(naec -l ) -1 H

n sec <--- ns ec + 1

Si tini i t¡ in (si se incluyó un segmento lineal)

(bk+3 ' Wk+3l = elevagrado( q ini , q ¡ in )

b k +4 ~ q ¡ in

,2( n .. ' - I )+ I II-C> b 11+ Li U. l 2 (nsa- l )
Uns ec f- Un s ec- l ns e c-2 W2 (n.H c -2)-1 1l.ó b 2 (n.u: c-l ) - 1 1l

nsec ~ n sec + 1, k ~ k + 4

sino

b k+ l ~ P n- l

b k+ 2 ~ q ?ni

Wk+ J ~ peso (b k , b k +1 , b k+2)

w;(nUC - I )+ lU A b2 (nH c_ l ) 11
u n se e +- Un .see - 1 + Linsec - 2 -02";'(n=-'=-.:-:,,--,2;"<") --;I--"--===-=-....:..I.~

\L' 1 lI-C> b 2 ( n .. ' _ 1 ) _ 1 11

Si q ?ni i q~ in

ns ec ~ n sec + 1

(b k+ 3, Wk+3) =elev agr ado(q ?ni ' q~i n )

bk+4 ~ q~in

w;(nuc- l }+ 1 1l~b2(nH'c_ l) 1 1 ?

u n sec +- U n .sec-l + Lin s ec - 2 2 (n.Hc- 2) 1
11

b I •
W 1 ~ 2(nuc - l ) - 1 I
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Suavizamiento de regiones en la generación numérica de mallas

La generación numérica de una malla sobre una región del plano es el primer
paso para la solución numérica , utilizando elemento finito o diferencias finitas ,
de una ecuación diferencial en derivadas parc iales. Estos métodos requieren de
una malla con buenas propiedades geomét ricas, de celdas convexas . Cuando el
contorno de la región es muy irregular , la generació n de mallas presenta más
dificultad para obtener una malla con las prop iedades requeridas. En este caso ,
una de las técnicas que se aplican, al contorno de la región , es el suavizamiento.
En seguida se muestran los valores que usamos para generar, automáticamente,
una aproximación el de P ; dichos valores son , los que en la mayoría de las
regiones de prueba, han reportado buenos resultados.

Determinación de los segmentos lineales a conservar Para generar,
automáticamente, la aproxi mación el de una curva poligonal plana P =
{p;}?=o ' calculamos l¡ = Il p H I - p i ll, lmin = mín {l;}?':-Ol y lmax = máx {l¡};:';OI.
Si P es regular, por cada lado se conservará la ter cera parte central ; en caso
contra rio, se compara la longitud del lado con el doble de la longitud del lado
más pequeño , si ésta es mayor , entonces los ext remos del segmento se eligen
de tal forma que lI q¡ni - P ill = II P i+1 - q¡ inll = lmin/2 ; en caso cont rario,
q ini = q ¡ in = (Pi + P i+1)/2. Así, en nuestra apl icación , la función segmento
recibe como par ámetros adicionales li , lmin Y lmax .

Entrada:

o P i , P HI puntos extremos de un lado de la poligonal P.

o li = IlpH I - Pi ll
o lmin , lmax longitud del lado más chico y más grande de P.

Salida:

o q ini , q¡ in punt os del lado P iP H l tal que si l (t ) = (l - t) Pi -l +tPi ,
q ini = l (ti n;) y q ¡ in = l(t¡ in ) entonces O< t ini ~ t [ in < 1.

Si lmin = lmax

q ini t- l (I / 3 ), q¡ in t- l (2 /3 )

sino

Si i, > 2lmin

q ini t-l(lmin/ (2l ;)) , q ¡ in t-l(lmin/l;)

s ino

q ini t- l (I/2 ) , q ¡ in t- q¡ni



118 7. Splines Cónicos

7.7.

Elección del tipo de cónica Sean b k , bk+l Y bk+2 los puntos de control
de una cónica en forma estándar que aproximará el vértice Pi . Dado que al
hacer tender el valor del peso central a infinito, el arco cónico se aproxima más
al punto de control bk+l y a que requerimos que la cónica esté lo más cerca
posible del vértice , en nuestra aplicación el valor asignado al peso central de
la cónica es mayor que uno y, se determina de acuerdo al valor del ángulo e
subtendido por los lados del polígono de control :

peso (bj,, b k+1 , b k+2 ) = 2 + cose , (7.17)

con esta asignación, cuando el ángulo subtendido por los lados del polígono
de control tiend e a 0°, el valor del peso tiende a 3; esto es, el arco cónico es
hiperbólico y, se acerca cada vez más al punto de control b¡ (véase la figura
7.5).

80°

Figura 7.5: Arcos cónicos asignados con base al ángulo subtendido por los la­
dos del polígono de control , el peso asociado a cada uno es 2,93, 2,17 y 1,06,
respectivamente.

A continuación mostramos algunos ejemplos de suavizamiento

Referencias

Farin [6] ,[5].
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Capítulo 8 

Reparametrización 

La mayoría de los métodos de generación numérica de mallas sobre regiones 
planas e irregulares requiere de una malla inicial [11]. En la construcción de una 
malla inicial se pueden distinguir dos fases: la primera consiste en generar una 
curva S lo más suave posible que aproxime los datos de la frontera de la región 
cuando ésta es muy irregular. A este proceso lo llamamos suavizamiento de la 
frontera (véase la sección 7.6) ; la segunda, consiste en repartir cierto número 
de puntos que tenga una distribución dada, en la figura 8.1 se muestan dos 
ejemplos. Hemos observado que la parametrización del spline cónico, obtenido 
en la primera fase , no es la adecuada para generar los puntos con la distribución 
deseada. En este capítulo presentaremos algunos conceptos básicos [22] que nos 
permitirán plantear y dar solución al problema de obtener numéricamente la 
reparametrización de una curva por la longitud de arco. 

Figura 8.1: Ejemplo de distribución de puntos sobre dos contornos. 

121 
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8.1. Preliminares

8. Reparametrización

(S.l)

Una curva suave en lR2 es una función diferenciable ,8 (,8¡(t ), ,82 (t)) : ¡ --t lR2
,

donde ¡ es un intervalo de la rect a rea l. Diremos que la cur va ,8 es regular si
,8' (t) es diferente de cero para toda t en I,

Definición 8.1.1 Sean ¡ y J dos interva los en la línea real. Si ,8 es una curva
en lR2 cuyo dominio de definición es ¡ y h(s) : J --t ¡ es una función dijeren­
ciable, la composición de funciones:

g(s) = ,8(h(s)) : J --t lR2,

es una reparametrizaci ón de ,8 por h.

Par a cada s en el intervalo J , la curva gestá en el punto g= ,8(h(s )) , que
alcanza la curva ,8, en t = h(s) , vea la figura S.2.

I
] S

Figura S.2:

Lema 8 .1 Si g es la reparametización de ,8 por h , entonces
g'(s) =g' (h (s )) h' (s) .

Definición 8.1.2 La velocidad de ,8 en t está dada por la longitud del vector
velocidad en t : v (t ) = 11,8' (t) 1I 2'

Así, la velocidad es una función de valor real en el intervalo l , que en términos
de las coordenadas de la curva está dada por :

Definición 8.1.3 La longitud de arco de una curva ,8(t ) : ¡ --t lR2, t E [a, b],
es el número:

t.; =lb11 ,8' (T)1I2 dT

Ahora bien, si fijamos el número a en el domino de ,8 : ¡ --t lR2 , definamos
la función longitud de arco :

(S.2)
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Teorem a 8.2 Si f3 es una curva regular en IR? entonces, la reparametrización
8, de f3 por la longitud de arco tiene velocidad unitaria.

D emostración

Fijemos un número a en el dominio de f3 : 1 -+ IR2 y consideremos
la función longitud de arco

s(t ) =[ 1I f3' (T)lbdT;

diremos que la parametrización, E, está basada en t = a.
Como f3 es regular , s' (t) > 0, s( t) tiene inversa: t = t (s ), cuya
derivada en s = s( t) es el recíproco de s' (t) , en t = t(s ); es decir ,

, 1
t (s) = 1113'( 1( 5) ) 11 2 > O.

Así, la velocidad de Eestá dada por:

1I i3' (s)lb 11 f3' (t(s)) 112t' (s) (8.3)
, 1

= 11f3 (t( s )) 11211f3' (t (s )) 112 (8.4)

= 1. (8.5)

•
Corolario 8 .3 Si f3 (s ) es una curva parametriza­
da por la longitud de arco, entonces la
reparametrización E de f3 por h(u) tiene ue­
locidad Ih' (u)l ·

8.2 . Planteamiento del problema

Dada una curva regular f3 en IR? determinar un conjunto de puntos sobre la
curva con una distribución dada.

Si i3 es la reparametrización de /3 por la longitud de arco, es decir , i3 (s) :
[0, L ] -+ IR2 donde L = s(I) , entonces por el corolario 8.3, la distribución a

construir la podemos ver como una reparametrización 11 de E,es decir , 11(t)=
i3(h(t) ) , vea la figura 8.3. Así, el problema lo podemos replantear como sigue:

Dada una curva regular f3( t) : [0, 1] -+ IR2, det erminar la reparametriz ación
Ede f3 dada por la longitud de arco:

s(t ) =[ 1If3 ' (T)1I2 dT, t E [0,1 ].
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S.-----------,

h

~-----

Figura 8.3: Reparametrización de í3 por h.

Si L = s(l) entonces, queremos determinar la función a(u) : [0, L] ~ [0,1] tal
que í3(u) = fi (a(u)) tenga velocidad unitaria. Como vimos en el teorema 8.2,
a(u) corresponde a la función inversa de s(t), es decir, a(s(t)) = t Y a ' (u) =
;{¡¡ = 11 13' (o~u ) )1 12 . Así, llegamos al planteamiento:

Dada una curva regular fi [O,1]~ IR?, donde L =
s(I) , determinar una función arO ,L] ~ [0,1] tal
que:

• aos(t) =t , tE [0 ,1],

• s o a(u) = u, u E [0, L],

• a'(u) = 1I¡3 '(ol(u))1I2

Una forma de construir a es obtener , para un conjunto finito de valores del
parámetro, una aproximación:

ti =a(u ;) ; i = O, .. . ,n,

y posteriormente aproximar a con un spline Q que interpole los datos: (u;, ti) Y

las derivadas a' (u;) = 1113' (~:) 112 .

Para calcular ti , con i fija, usamos la condición: s(ti) - u; =0, que resolvemos,
aplicando el método de Newton; así, la k + 1 iteración queda dada por:

u; - s(tf)
tk+l - t k + .
• -. s' (tf) ,

para i fija. (8.6)
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Otra alte rnat iva, la deducim os de las siguientes observaciones:
Si reescribimos la iteración de Newto n, obt enemos

a(s(tn )+ [Ui - s(tn ]a'(s(tn) ,
a(u7) + [Ui - u7]a'(u7) ,

(8.7)

(8.8)

ah ora, si en lugar de obtener de forma independiente cada valor de ti,ap licamos
en paralelo el métod o de Newton, en cada iteración tend ríamos:

(8.9)i = 1, .. . , n - 1,t7+l = a(u7) + [Ui - u7 ]a'(u7) ,

esto es , t7+l son los primeros dos té rminos del desa rrollo de Taylor de a.Aho ra ,
supongamos que conocemos una función: Ok que aproxima razonablemente a a
en una vecindad de U¡ , en tal caso, la relación (8.9) la pod emos escribir como :

Así, lo que vamos a hac er es const rui r una sucesió n de fun ciones Ok, que ,
par a sólo un número finito de valores: uo, . . . , U n del intervalo [O, Lj, satisfaga la
ecuación

(8.10)

tal que en el lím ite Ok -t a .

8.3. El problema numérico

Si (3 es una curva definida sobre el intervalo unit ario y L es su longitud ,
ento nces la solución numérica consiste en determina r una función o(u) con las
siguientes características:

1. o sea un spline ,

2. o(u¡) =a(u¡) ,
3. o monót ona y diferenci ab le.

4. o ;:::: a

donde a es la fun ción inversa de la función longit ud de arco: s(t) .

8.3.1. Construcción de aproximaciones

Sup ongamos que conoce mos la aproximación Ok , entonces necesitamos las
condiciones de interpolación para determinar el siguiente spline: OHl. Ya hemos
establecido que:

t7+l =Ok (U¡) i = O, . .. ,n, (8 .11)
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si t:+l coincide con t¡ , entonces a(u;) = a ( 8(t:+ l )) = t:+l , como este no es el

caso, imponemos que 0k+1 (8 (t:+I)) = t:+l, esto es, el spline debe interpolar

los datos (u k+1 tk+l) donde Uk+l =8(tk+l)
t ' t 1 t '

Como Ok+l debe ser monótono y diferenciable , para calcularlo, también
necesitamos un criterio que asigne los valores de las derivadas en u: +1 a ser
interpolados por el spline.

Si Ok+1 (u: +l) fuese una buena aproximación de a (u ¡) y 0k+1 ~ a , entonces

-' ( k+l) I . I di " Ia k+l u¡ ~ 11 13'( 1:+1 )11 2; por tanto, suena convmcente que a con icion para a

derivada del spline en u: + l
, sea precisamente este valor.

Esto es, necesitamos determinar un spline, Ok+l, tal que si Ok (u. ) = t: +l

entonces,

- ' (k+l) I
• a k +1 u¡ = 1113'U:+1)1I2'

• Ok+1 el monótona creciente .

En la siguiente sección abordaremos el problema de obtener un spline , lo
más simple posible, que cumpla con las condiciones ant es mencionadas; ahor a
veamos cómo elegir la aproximación inicial.

Aproximación inicial

Ya hemos visto que la curva oaproximará a o (u) =8- 1 (t), sólo en n+ 1 valo­
res del parámet ro u ; la manera más natural de elegirlos, son los que determinan
la partición uniforme del intervalo [O, LJ. Análogamente, la aproximación inicial
a los valores {a(u¡)} r=o , tg ,... ,t~ , los consideramos como aquellos que determi­
nan la partición uniforme del intervalo unitario. De esta forma, las condiciones
de interpolación para generar el spline 00 son:

=

::. = tO u?= 8 (t?)n . ,

1

IIiJ' (t?)1 12 '
el monótona creciente.

i = O, . . . ,n,
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A LG O R ITMO: Inversa de la función lo ngitud de arco de una curva
p : [0, 1] -+ lR2

Condiciones de interpolación para 00

Para i = O, . . . , n

t~ f- *
u~ f- s (t~)

, 1

°i f- 11 0' (I?l ll ,

Calcular el spline 00 bajo las siguientes restr icciones

oo(u~) f- t~, i = O, ,n

o~(u~)f-O;, i =O, ,n

00 e l monótona creciente

Par a k = O, . . . , hasta converger

Calcular los datos de interp olación para generar el splin e Ok+ l

Para i = O, . . . , n ,

t~+l f- Ok (Ui)

U~+l f- S( t ~+ l )

-:» 1

° i f- 11 0' (1: +1 )11 2

Construir el spline Ok+l ta l que

Ok+I (U~+I) f- t7+l , i = 0, . . . , n ,
- ' (k+l) t _0k+l u¡ f- o ¡ , ¡ -O, .. . , n ,

Ok+l sea el monótona creciente.

Debemos notar que el éxito de este algoritmo se basa en el cálculo numérico
eficiente de la función longitud de arco en t~+l , i = 1, . .. , n - 1, que involucra
la integración:

t~+ l

u7+ 1 = S(t~+ l) = lo' IIp'(T)11 2dT,

se puede demostrar que este procedimiento converge [12], es decir, que

1. linu......oo ok(ui) = O(Ui) = ti , donde

2. {tn-+{ti} i =O , .. . , n .

3. S (ti ) =Ui,i =O, .. . , n
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8.4. Construcción de un spline

8. Reparametrización

En la sección anterior vimos que para determinar la reparametrización de
una curva por la longitud de arco .es necesario obt ener un spline monóton o
que interpole tanto datos como derivadas. Los splines cuadráti cos y cúbicos no
son una opción razonable pues al reparametrizar la curva se obtiene otra cuyo
grado es mayor , además estos esquemas de interpolación modifican los datos
de las derivadas para satisfacer la condición de monotonía o, si los respetan, el
spline interpolante que se obtiene no siempre es monótono.

El uso de un esquema de interpolación racional lineal aparte de que no eleva
el grado de la curva al reparametrizarla, admite cualquier conjunto de datos
monótonos con derivadas compatibles.

Como vimos en la sección anterior, dados los datos u7 , t7, éi; = 1111' ( ~~ )11 2 '

necesitamos determinar un spline éik bajo las siguient es condiciones:

2. -' ( k) ¡ .
Qk u i = 11 11' (t~ )II2 ' l = O, .. . , n,

3. Q monótona y de clase e¡.

La forma en que abordaremos el probl ema es la siguient e: para cada int ervalo
fU i,Ui+¡J , obtendremos una función 'Yi que satisfaga las condiciones de interpo­
lación definidas en dicho intervalo, para ello, se propone que 'Yi,i = 0, . . . , n - 1
sea una función racional lineal.

8.4.1. Curva de Bézier racional lineal

Sea 'Y(u ) una curva de Bézier racional lineal con nodos uo , U¡, coeficientes
to , t¡ Y pesos wo , w¡:

Propiedades

"((u ) = ¡(u) = woto(u¡ - u) + w¡t¡ (u - uo) .
g(u) wo(u¡ - u) + w¡ (u - uo)

(8.12)

• Si los pesos son positivos , "((u) es una combinación convexa de to Y t¡,

• El signo del numerador está dado por t¡ - to,

• 'Yes estrictamente monótona en [uo, u¡J.

Como J'(u) =w¡ t¡ - woto y, g'(u) =w¡ - wo , la derivada de "({u ) está dada
por
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I ' (u )
J' - ~f9'

9
w¡(t¡ -/) + wo(¡ - to)

=---:~-~-~---::;,-

wo(u¡ - u) + w¡(u - uo)'
(8.13)

evaluando (8.13) en los extremos tenemos,

I'(uo) =
w¡(t¡ - to)

wo(u¡ - uo)
y

-y' (u¡) =
wo(t¡ - to)
w¡ (u¡ - uo) '

(8.14)

(8.15)

de donde se sigue que l' (uoh' (u¡) > O y, como 1 es monótona, la derivada
nunca se anula en [uo, ud a menos que 1 sea constante. Más aún, dado que

J" = g" =0, tenemos que 1" =-~, por tanto, 1" nunca se hace cero en el

intervalo.[uo, utl a menos de que g' = 0, que sucede sólo si 1 es lineal, esto es
porque 9 = w¡ - wo·

8.4 .2. Spline interpolante

Primero veamos cómo definir el spline en el intervalo [uo, ud ; las rest ricciones
que debe satis facer 10 son cuat ro, a saber, dos condiciones de interpolación para
los datos: o{uo) = to, o (u¡) = t¡ Y dos para la derivada o '(uo ) = 1113'( ;0)11 2 '

o'(u¡) = 113' (: ¡J1I2 ' Como los grados de libertad de una curva de 8 ézier racional
lineal son tres, no siempre es posible obtener el interpolant e deseado usando una
única función. A continuación veremos que es posible const ruir el interpolante
en el intervalo [uo, ud usando un spline racional lineal formado por dos funciones
racionales lineales, es decir, introduciendo un nodo U¡/2 ent re Uo y U¡ . Esto es,
si U¡ /2 =(1 - A)UO + AU¡ , A E (0, 1), el spline tiene la forma:

r o(u) = { I Ol (U) Uo ~ U ~ U¡/2
10r(U) U¡/2 ~ U ~ U¡.

donde 10/ y 10r son curvas de 8 ézier lineales racionales que deben sat isfacer:

100(UO) = to, Ib¡(uo) = o'( uo)

10r(u¡) = t I, Ibr(u¡) =o' (u¡ ),

r O¡(U¡/2) = I Or(u¡/2) = t ¡/2,

r b¡(U¡/2) = I br(u¡/2)'

Este spline queda determinado por tres coeficientes: to, t¡ /2' t ¡ Y tres
pesos: Wo, W¡/2' W¡ . El primer y último coeficientes están determinados por el
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(8.19)

problema, el peso Wo queda libre y las tr es condiciones sobre las derivada en
UO,Ul /2 ,Ul determin an el coeficiente t l / 2 y los pesos W l /2 Y Wl' Así, el número
de parámetros libres del spline 'Yo coincide con el número de rest ricciones
impuestas por el problema.

De las condiciones de inte rpolación para las derivadas en Uo , Ul Y U 1/2, ob­
tenemos:

o' (Uo ) =
Wl / 2 t l /2 - to

(8.16)
Wo Ul / 2 - Uo

O ' (U l ) =
W l /2 ti - t¡/2

(8.17)
Wl Ul - U l /2

Wo t l /2 - to Wl ti - t¡/2
(8.18)

Wl /2 Ul / 2 - Uo Wl /2 Ul - Ul /2

este sistema de ecuaciones no lineal en ii n, Wl / 2 Y W l , se puede resolver
analíticamente de la siguiente forma:

Dividiendo o '(uo) ent re o'(u¡), obt enemos

o'(Uo) Wl (t l /2 - to) (Ul - U l / 2)

O '(Ul) = Wo (ti - tl /2) ( U l /2 - uo) '

a part ir de la condición de cont inuidad de la derivada en U l / 2 se obtiene la
siguiente expresión para el cociente w¡/ wo,

Wl (t l /2 - to) (U¡ - Ul / 2)

Wo = (ti - t¡/2) (Ul / 2 - uo) '

de las dos últimas igualdades vemos que el valor delpeso W¡ queda dad o por:

(
a ' (UO) ) 1/2

Wl= ~ Wo ·

Si subst ituimos U¡ - Ul /2 = (1 - A)(U¡ - uo) y Ul / 2 - Uo = A (Ul - uo) en
(8.18), obtenemos

Wo (tl /2 - to) Wl (ti - t l / 2 )

Wlj2A ( U l - uo) = Wl /2 (1 - A) (U l - uo) '

reordenando términos,

(1 - A)woto + AW¡ ti
tl / 2 = .

(1 - A) Wo + AWl
(8.20)

Después de substituir Ul - Ul / 2 Y Ul /2 - Uo en las expresiones para a ' (u¡) y

a ' (uo), respectivamente, y reordenar términos, ten emos
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Wl/2 (t 1/2 - to)

W¡ /2 (t¡ - t ¡/2)

de donde deducimos que

= a' (uo)wo>'u¡ - Uo ,

a'( u¡)w¡ (1 - >.) (u¡ - uo) ,

(8.21)

(8.22)

W¡ /2 = [>'woa'(uo) +"(1 - >.) w¡a'(u¡) ] (u¡ - uo). (8.23)
t¡ - to

Así, dados:

UO,u¡ , to,t¡,

a '( uo),a' (u¡),

U¡ /2 = (1 - >.) Uo + >'u¡ y

Wo

El spline ""Yo (u) , que interpola los dat os (uo, to), (u¡, t ¡) Ylas derivadas a'( uo)
y a' (u¡) viene dado por

donde

""YOI(U) =

""YOr(u) =

woto (U¡/2 - u) + W¡/2t¡/2 (u - uo)

Wo (U¡ /2 - u) + W¡ /2 (u - uo)

W¡ /2t¡/2 (u¡ - u) + w¡t¡ (u - U¡ /2)

Wl/2 (u¡ - u) + Wl (u - U¡ /2)

w¡ = (a' (uo))1 /2 Wo (8.24)
a'(u¡)

(1 - >' )woto + >.w¡t¡ (8.25)t ¡ / 2 = -'-:-_~=-=---,-~
(1 - >. ) Wo + >'w¡

Wl/2 = [>'woa' (uo) + (1 - >.) w¡a' (u¡) ] U¡ - uo . (8.26)
t ¡ - to

Notemos que dado el valor del peso Wo , el valor del peso W¡ está definido,
siempre y cuando o: «uo)) > O, es decir , siempr e que los datos sean monótonos;

a U ¡

basándonos en que los datos son monótonos deducimos que t¡/2 es un valor
ent re to Y t¡ ; finalmente, el valor de W¡/2 es positivo siempre que los datos sean
monótonos . Entonces, una condición necesaria y suficiente para que el spline
quede determinado es que los datos sean monóto nos.
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8 .4.3 . Spline 

Ya hemos visto cómo obtener un spline lineal racional ' o tal que interpola los 
datos ' o (uo ) = to , , O(Ul) = ti Y las derivadas I b(uo ) = a' (uo ) 'Ib(u ¡) = a' (Ul ); 
con este spline queda determinado el valor de Wl por tanto , aplicando la misma 
técnica, podemos obtener el spline 1 1 que cumple con las condiciones de 
interpolación dadas por el problema en el intervalo [U l , U2] Y así sucesivamente, 
podemos construir 12, . . . , I n-l que determinan el spline interpolante requerido. 

En la práctica, para generar el spline interpolante, en cada intervalo [u ;, U;+I] 

usamos el nodo U;+1/ 2 que corresponde al punto medio del intervalo, es decir, 
,\ = 1/2 y, elegimos Wo = l. 

El spline a(u) queda dado por 

donde 

con 

8.5. 

a(u) = l i(U) i:S u :S i + 1, i = O, . . . , n - 1 

li(U) = { / i/(U), 
lir(U), 

Referencias 

Ui :S u :S Ui+l / 2 
Ui+l /2 :S u :S Ui 

(8 .27) 

Walker R. [22], Fuhr R. y Kallay M. [9], Hernández M. y Estrada [12] . 



Capítulo 9 

Malla Inicial 

Mallalnicial es una aplicación cuyo fin es generar una malla inicial sobre 
una región plana e irregular, la figura 9.1 muestra un ejemplo de una malla 
inicial. La malla inicial es usada para obtener una óptima [11]. Para lograr este 
objetivo, primero se aproxima el contorno de la región con un spline cónico el , 
véase la sección 7.6 , posteriormente se reparametriza el spline por la longitud 
de arco, vea el capítulo 8, luego se determina la distribución de puntos sobre el 
spline y finalmente se genera la malla inicial. 

Figura 9.1: Contorno de la republica mexicana y una malla inicial. 

Así, M allalnicial cuenta con las siguientes funciones: Lectura del con­
torno de la región; aproximación del contorno con un spline cónico el; 
reparametrización del spline cónico por la longitud de arco; captura de los 
parámetros de una malla inicial y generación de la malla inicial. 
Entre los parámetros que definen una malla inicial, está el tipo de distribución 
de puntos, Mallalnicial ofrece tres: Uniforme, Cuadrática y Exponencial; 
las dos últimas cuentan con parámetros, que el usuario puede manipular o bien 
elegir una de cuatro opciones predefinidas. 

Esta versión de Mallalnicial ha sido desarrollada en Matlab 5.3 bajo el 
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sistema operativo windows 98.

9. Malla Inicial

9.1. Interfaz de usuario

Mallalnicial ofrece una interacción gráfica al usuari o basada prin cipalmente
en la elección de alguna opción del menú principal o de un submenú. Cuando
se inicializa el programa MallaInicial se despliega la ventana principal, véase la
figura 9.4, ésta cuenta con tres opciones : Inicio, Contorno y Malla , las que se
pueden accesar con la ayuda del ra tón, botón izquierd o. Al activar alguna de
éstas, se despliega un submenú, si se activa una de sus opciones, se lleva a cabo
alguna de las siguientes acciones: despliega otro submenú, muestra un cuadro
de diálogo o ejecuta la función asociada con la opción .

9.1.1. Cuadros de diálogo

La mayoría de los cuadros de diálogo que se usan en MallaInicial están
relacionados con la lectu ra o escritu ra de un archivo: *.con, *.spl, *.r ls ,
*.red; archivos de contorno , spline cónico, reparametrización y malla inicial,
respectivamente .

:::¡ ~
r:-.- - - - - - -:::¡':i. C-'o L

Figura 9.2: Cuadro de diálogo para leer un spline cónico.

En la figura 9.2 puede ver el cuadr o de diálogo que se muestr a al activar
la opción de lectura de un spline cónico. El cuadro de diálogo muestr a los
archivos: * .spl que se encuentran en el directorio act ual; para elegir uno
de éstos basta con dar doble c1ick sobre el nombre del archivo con el botón
izquierdo del ratón o bien usar la caja de edición, localizada en la parte inferior ,
e introducir el nombre del archivo; si el archivo no se localiza en el directorio
actual, la caja de diálogo cuenta con varios íconos que le permiten moverse
entre los subdirectorios disponibles en su equipo . En la parte inferior derecha
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se encuentran dos botones, uno con etiqueta Abrir y el otro con et iqueta
Cancelar.

El nombre del cuadro de diálogo y la caja de edición del tipo de archivo
están en función del tipo de archivo , y la etiqueta del botón de la parte inferior
derecha será: Abrir o Guardar de acuerdo a la opción que activó dicho cuadro.

El cuad ro de diálogo que se usa para capturar los parámetros de una malla
inicial se muestra en la figura 9.3, en dicha figura se muestra el estado del cuadro
de diálogo cuando el usua rio ha optado por definir una distribución cuad rática.
En la parte inferior izquierda se desplega la grá fica del spline cuadrático co­
rrespo ndiente a los valores act uales de los parámetr os y en la parte inferior
derecha se muestra una caja que cont iene, por cada parámetro de la distribución ,
dos etiquetas: la prime ra con el nombre , la segunda con el valor actual del
parámetro y una barra de desplazamiento; el efecto que se obt iene al modificar
algún parámetro se refleja en la gráfica . Para cambiar el valor de un parámetro,
se puede arrastra r el elemento central de la barra de desplazamiento; dar un
click en la barra o bien en las flechas laterales.

Figura 9.3: Cuad ro de diálogo para definir una distribución cuadrática.
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11
Inicio Contorno Malla

Figura 9.4: Ventana principal de la aplicación: M alla In icial.

9.1.2 . La vent ana principal

Inicio

Contorno

Malla

Despliega un menú con las opciones: R einiciar y
Salir
Despliega un menú con las opciones : Leer , Ver ,
Spline Cónico, Salvar y Generar m alla TFI,
vea la figura 9.5.
Sólo muestra la opción Salvar , ésta se habilita
únicamente después de hab er generado una malla
inicial y cuando se activa se despliega un cuadro
de diálogo par a capturar el nombre del archivo en
el que se guardará la información de la malla .

a
Inicio IContorno Malla

Leer
Ver

Spline Cónico ~

Figura 9.5: Ventana pr incipa l y el submenú que se despliega al seleccionar la
opción Contorno.

Opciones del Contorno

Leer Muestra un cuadro de diálogo que despliega los diversos archivos de
contorno, aquellos con extensión .con que se encuentran en el directorio actual,
en la figura 9.6 se muestra el cuadro de diálogo en el que se ha elegido el archivo
gato.con; una vez que se abre el archivo , se carga en memoria y en la ventana
principal se despliega el gráfico correspondiente; la figura 9.7 muestra la gráfica
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del contorno de la región del gato.

~d'.r""on
,:Jdr-,.con
~ed2.con

~""'l.con

~""'ll.con

,:1enQC.con
,:]febO<.e..,
~fe~.con

:!!lmll!ll
~Qato lOO.con

.!Joato1ooa.con

I

~""02.e..,

~""om.eon
,:J.,..ost>.eon
~oatox .ccn

~ 9Itoxl.con
~ox.e..,

;:lqxX.con
~9Y.con
~hob .con

..!:1 Mb 1.con
,:1hobS.con

,:1habs.e..,
=lhabs•.con
,:]tt. .con
~hx.con

~I.con
=lD.e..,
~i'n.con

,:].....""
~iY«l.con

.!!JiY5'l_O I.Con
~i\t 5'l_02.ccn
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Figura 9.6: Cuadro de diálogo par a capturar el nombre de un archi vo de contorno
(*.con) .

Ve r Activa o desactiva la opción de acercamiento del gráfico, que está presente
en la ventana principal. Esta opción se habilita después de haber cargado en
memoria la información de un contorno o de un spline cónico.

Spline Cónico Muestra un submenú con las opciones : Leer, Genera,
R eparam etriza y Sal var. La figura 9.7 muest ra en la ventana principal la
gráfica del contorno de la región del gato y el submenú spline cónico.

Subm enú:
Spline Cónico

Leer Muestra un subm enú con las opciones :
Spline Cónico y R eparametrización; para
obtener el nombre del archivo a leer, ambas op­
ciones muest ran al usuario un cuadro de diálo­
go, similar al que se ilustr a en la figura 9.6. Los
archivos con extensión .spl son aque llos que con­
tienen la informació n de un spline cónico, aque llos
cuya ext ensión es .rls corresponden a archivos con
información de la reparametrización de un spline
cónico por la longitud de arco .

continúa
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l eer
Vor

Spltne':or<co •

""'.I
I

Gener.

i

L._.._.M....•_.•. mi

I

9. Malla Inicial

Figura 9.7: contorno de la región del gato y el submenú Spline Cónico.

Spline
Cónico:

Genera Obtiene el spline cónico que aproxima el con­
torno que está cargado en memoria; una vez que se ha
calculado el spline, se muestra en la ventana principa l el
gráfico correspo ndiente . En la figura 9.8 se puede apr e­
ciar el gráfico del spline cónico que aprox ima el contorno
de la región del gato .

Reparametriza Calcula la reparametrización del spline
cónico por la longitud de arco most rando en la ventana
prin cipal el gráfico del spline cónico y la dist ribución
"uniforme" obt enida al evaluar la reparametrización del
spline en valores equidistantes del parámetro; en la figu­
ra 9.9 puede ver la distri bución generada al evaluar la
repa rametrización del spline cónico que aproxima al con­
torno del gato .
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.a ":,
1 Inicio Contorno Mala

\
~'"'-MM'"

J l J

Figura 9.8: Spline Cónico que aproxima al contorno gato.con.

Spline Cónico: Salvar despliega un subme nú con las .opciones:
Spline Cónico y Reparametrización. Ambas
muest ran un cuad ro de diálogo para pedir al
usuario el nombre del archivo en el que desea
guarda r la información.
La pr imera opción, se activa sólo si está cargada
en memoria la información de un spline cónico y
permite al usuario guardarla en un archivo con ex­
tensión .spl; la segunda , se activa una vez que se
ha repar amet rizado un spline cónico por la lon­
gitud de arco, ésta guardará la información de la
reparametrización en un archivo con el nombr e in­
dicado por el usuario y le agregará la extensión
.rls.

fin del submenú Spline Cónico
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9. Malla Inicial

;iW _1 c:lf xl

Figura 9.9: Distribución "uniforme" obtenida al reparam etrizar el spline Cónico
por la longitud de arco.

Genera malla TFI Muest ra el cuadro de diálogo: Parámetros de la
malla inicial, vea la figura 9.10, éste proporciona al usuario una inte rfaz para
introducir los parámetros la malla inicial , que son:

• Tipo de distribución en cada frontera .

• Dimensión de la malla: il x ji .

Como puede observar en la figura 9.10, el cuadro de diálogo muestra cuatr o
cuadros , distribuidos en dos columnas. En la primera , el segundo cuadro incluye
un cuadro de opciones para indicar el tipo de distribución sobre las fronteras;
el tercero es para capturar las dimensiones de la malla y cont iene dos cuadros
de edición con sus et iquetas il y jI, el valor por defecto de ambos parámetros
es: 20. La segunda columna sólo tien e un cuadro que contiene cuatro botones:
Generar , Aceptar, Ayuda y Cancel ar .
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~~I

a ;.:f.:';:"'~~'1~ G..lQJ:EJ

I PafMnelros

Distsibuci6n encadal ronter~

rUnlorme
r" DI",..... encadotIlO

I

Figura 9.10: Panel de control para definir una malla inicial.

Opciones de distribución

Uniforme

Diferente
cad a una

Generar una malla inicial uniforme cuya dimen­
sión es i l x j l, Al elegir est a opción se act iva la
opción genera r del cuadro ubicado en la segunda
columna .

en Definir , en cada frontera , una de las siguientes
distrib uciones: Uniforme, Cuadrática O Expo­
nencial.

Si elige la segunda , el programa recorr erá en orden, de acuerdo con la definición
del conto rno, cada front era dibuj ánd ola en color rojo y pedir á al usuario que
defina el t ipo de distribución sobre dicha frontera. Para ello, muestra en el cuadro
Parámetros de la malla inicial, un cuadro con las tres opciones que ofrece
el programa, véase la figura 9.11, en esta misma figura, se aprecia un segundo
cuadro de opciones que se muestr a al usuario siempre y cuando se haya elegido
la opción Cuadrática o Exp onencial , la figura muestra el prim er caso .
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9. Malla Inicial

Figura 9.11: Cuadro de opciones para las distri buciones cua drática y expo nen­
cial.

Distribuciones

Cuadrática Preestablecida Muestra en el cuadro Parámetros
de la malla inicial el gráfico de las cuatro opciones
predefinidas, vea la figura 9.12.

1-·
r~ I
--.J

r '._ - - '

Figura 9.12: Opciones por defecto de la distri bución cuadrát ica .
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Cuadrática: Manual muestra en el cuadro Parámetros de
la malla inicial los parámet ros de la distribución
cuad rática: v , xO y m , en este mismo se ilust ra el
gráfico del spline cuadrático definido por los valores
actuales de los parámetros y en la ventana principal,
se ilust ra con círculos, la distribución generada sobre
la frontera actu al, vea la figura 9.13.

(._!

....---.
: !:; ¡

0 -

··0

e
e
e
e
e

Figura 9.13: Parámetros para definir la distribución cuadrática.

Q : 1> -eU

0 '0

,

rJ I~

'~;.".. .. :

Figura 9.14: Opciones por defecto de la distribución exponencial.
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Exponencial: Preestablecida En el cuadro de diálogo
Parámetros de la malla inicial , véase la figura
9.14 se ilust ran las cuatro opciones predefinidas
de la dist ribución exponencial; cuan do se elige
alguna, se muest ra en la ventana principa l la
distribución sobre la frontera correspondiente .

Exponencial: Manual se muest ra en el cuadro Parámet ros de
la malla inicial el parámetro de la distribución
exponencial y su grá fico correspo ndiente. Además,
en la ventana principal, se grafica la distribución
sobre la frontera actu al. En la figur a 9.15 se ilus­
tra en la cuarta frontera del contorno del gato, la
distribu ción exponencial con parámetro a = 1.

o ; 1:3"WaBJúm~4t\ilt~i{
ll ~' : , : (; :' .: :c-};, M~:: ~

&1CJ~1

a :";.:~_::;k=1::=~~'JWt; ~:::: " · ,~

...----.........'

I P."'OI I
P..~o~le~

""""""""-.: I
: - - I
L I I
. ...I....L...J

,...~
,... -.- ...,

Figura 9.15: Parámet ro de la distribución exponencial.

Una vez determi nada la distribución en las cuatro front eras, se muestra en
el panel Parámetros de la malla inicial , véase la figura 9.16, la inform ación
del tipo de distribución en cada frontera y las dimensiones de la malla; en la
ventana principal se ilust ra la gráfica del spline cónico junto con distribución.

En seguida se describe el conju nto de opciones enmarcadas por el cuadro
que aparece en la segund a columna del cuadro de diálogo Parámetros de la
malla inicial, vea la figura 9.16.
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Figura 9.16: Parámetros que determin an la malla inicial a generar sobre la región
suavizada del gato.

Cancelar

G enerar

Aceptar

Cierra el panel Parámetros de la malla inicial
y despliega en la venta na principal el spline cónico
que se encuentra cargado en memoria.

Obtiene la malla inicial, usando interpolación
transfinita, dete rminada por los parámet ros intr o­
ducidos por el usuario y muestra en la venta na
prin cipal la gráfica correspondiente, vease la figu­
ra 9.17.

Cierra el panel Parámetos de la malla inicial
y habilita la opción salvar malla.
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.:J.gJ~1

a~Z~1t,~~::::' :¡-lol~

I
l ' C: .0-0.50 v-O.5O m-0.16
2' E:~ ·1.00
3' C: ><0-0.50 , -0.42m-O40

. ' E:~ 1 .000

Figura 9.17: Malla inicial de la región del gato de 30 x 45.



Apéndice A 

Espacio Afín 

Definición A.O.l Un plano afín es un conjunto, cuyos elementos son lla­
mados puntos y un conjunto cuyos elementos son subconjuntos de puntos, lla­
mados líneas que satisfa cen los siguientes axiomas: 

A 1 Dados dos puntos diferentes p y q existe una única línea que los contiene. 

A2 Dada una línea L y un punto p que no pertenece a L existe una y sólo 
una línea M, que no tiene puntos en común con L y pasa por p. 

AS Existen tres puntos no colineales. 

El plano Euclidiano satisface los axiomas Al-AS y, por tanto , es un plano afín, 
el plano afín real A2 . Una forma conveniente de representar A2 es introducir 
coordenadas Cartesianas. Así, un punto p se representa a través de un par 
ordenado de números reales (x , y). Una línea es el conjunto solución (x, y) de la 
ecuación lineal ax + by + c = O tal que ab .¡. O. 

A.1. Plano afín extendido 

Sea A un plano afín y L una línea de A. Para el haz de líneas paralelas 
a L agregamos a A un punto ideal o punto al infinito en la dirección de L. 
Definimos el plano afín extendido A de A como sigue. Los puntos de A son los 
puntos de A más todos los puntos al infinito de A. Una línea en A es 

1) una línea L de A más el punto al infinito en la dirección de L, o 

2) la línea al infinito, que consta de todos los puntos ideales de A. 

147 
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Apéndice B 

Cúbicas Racionales 

B.l. Conos envolventes 

Para cada cúbica racional , es posible encontrar un cono cuadrático tal que 
la cúbica se enrolle en él. 
Un cono cuadrático es una superficie que satisface las siguientes condiciones: 

• el plano tangente en cualquier punto del cono tiene una línea en común 
con el cono, 

• la familia de líneas determinada por los planos tangentes al cono y el cono 
mismo es concurrente, 

• cualquier sección plana del cono es una cónica. 

Antes de continuar, debemos notar que cualquier curva tridimensional;!;. (t) 
yace en un cono: sólo hay que elegir un punto p y formar las líneas p f\ ;!;. (t) , 
éstas forman la envolvente de una superficie cónica. Aquí mostraremos que para 
las cúbicas paramétricas podemos encontrar conos cuadráticos. 

Consideremos una cúbica en el espacio proyectivo ¡p3 dada por la repre­
sentación de Ball 

!l(t) = (1 - t)2llo + 2(1 - t)2 th + 2(1- t)ef2 + t2Q3 ' (B.1) 

ésta se obtiene al substituir la definición de los puntos de Ball: f1 ~Ql -

~llo , b = ~Q2 - ~~ en la forma de Bézier de la cúbica. Cuando los puntos de 
Ball coinciden f := f1 = b la cúbica es una cuadrática con puntos de control 
llo , L Q2 · 

Asumiendo que los puntos de Ball son diferentes, sean E un plano que no 
contenga a la línea de Ball L.Ball = f1 f\ by:!!. un punto de L.Ball. Si proyectamos 
la cúbica desde:!!. en el plano E, la imagen de los puntos de Ball coinciden, sea 
este punto I. Esta proyección transforma el polígono de control de la cúbica en 
el polígono de control plano "Ea , I, ~ el cual, define una cónica Q(t) en el plano 
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E. y que corres ponde a la proyección de la curva cúbica original. Ya que cada
línea f (t) 1\ !l (t) pasa a t ravés de :!!., hemos llegado a que la cur va !l (t) yace en
el cono cuadrático cuyas líneas generadoras son dt ) 1\ !ht ) y su vért ice es :!!..
Notemos que la línea de Ball , LBall , sólo inte rseca al cono en su vértice.

Diferentes elecciones de :!!. E LBall dan lugar a diferentes conos, por tanto,
existe una familia de conos en los que Q(t) cae, entre éstos, aquel que se obti ene
al elegir el vértice como la diferencia de los puntos de Ball , es especial pues su
vértice coincide con un punto de la cúbica.

I¡ - 12 i (3Q¡ - %- 3Q2 + Q3)
'2t, 3%

~ .Q300
_ ~3(00)

_ ~3 (00 )

Si reparametrizamos la cúbica usando una tra nsformación de Moebius, los
puntos de Ball cambiarán, sin emba rgo, [¡ -I2 sigue perteneciendo a la cúbica. La
figura B.l muest ra cómo la línea de Ball es afecta da bajo la reparametrización.

Al proyectar la cúbica en el espacio afín obtenemos una cúbica raciona l con
los pun tos de Ball :

1 - 3w¡ b ¡ - wobo 1 _ 3W2b2 - w3b 3
¡ - 3w¡ - Wo ,2 - 3W2 - w3 (B .2)

Dado que bajo las proyecciones, los conos son tr ansformados en conos, la
cúbica racional también yace en una familia de conos. La línea de Ball L interseca
a la cúbica racional en el punto corr espondiente a t = oo. En el caso de una
cúbica integral, el cono se convierte en un cilindro parabólico y L es llamada
la dirección asintótica, esto significa que la curva ten drá tangentes paralelas a
L para t = oo. Esto se ve fácilmente al observar que el término dominante de
~(t), cuando t t iende a infinito est á dado por t,3bo que es igua l a h - 1¡.
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Figura B.l: líneas de Bal!: dependiendo de su reparametrización, una cúbica
t iene diferente s líneas de Bal!.

B.2. Parche bilineal

Sea !l una cúbica proyectiva con puntos de control !4J, Q¡, Q2' Q3 ' si conside­
ramos los puntos cuadrangulares:

331
2.¡ = 2"Q¡ - 2"~ ' 2.2 = 2"Q2 - 2"!4J. (B.3)

Entonces la cúbica Q3 yace en la superficie bilineal :

Para mostrar que la cúbica dada yace en la superficie , si hacemos la substi­
tución s = Bi(t ) = 2 (1 - t) ten B.4, obtenemos la ecuación de la cúbica, vea
la figura B.2.

Al proyectar la superficie bilineal en el espacio afín, la superficie bilineal se
transforma en una sup erficie bilineal racional afín. Las cuatro esquinas de esta
superfice están dadas por las proyecciones de los puntos tu y 2.

i
. Notemos que

(B.5)

Junto con el resultado de la sección B.l vemos que cada cúbica racional
está en la intersección de un cono y una superficie bilineal.
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Figur a B.2: El par che bilineal: cada cúbica yace en una cuádr ica doblemente
reglada .

B.3. Asíntotas

Una cúbica tl (t ) en ¡p3 interseca a un plan o al menos una vez, en particular ,
ésta interseca al plano preimagen del plano al infinito H . Sea ;r tal pun to de
inte rsección, si r. es la tangente a la cúbica en ;ro Al proyectar en el espacio
afín , ;r será t ransformado en un punto al infinito y r. en una asíntota. Si H
es tangent e a la cúbica , la asíntota afín está en el plano al infinito y la cúbica
rac ional toca el plano al infinito , en tal caso, la curva proyect iva puede tocar a
H , t al como y = (1 - x)3 toca al eje X en x = 1 o puede intersecar a H como
y = x 3 interseca al eje X en x =O.

Algebrai camente hablando la presencia de una asíntota significa que el
denominador w(t) de la cúbica racional b3 (t ) tien e al menos un cero real to,
conforme t -t to, la curva b3 (t ) tiende a infinito.

Es posible reparametrizar la cúbica racional de tal forma que transforme­
mos 0,1 , to en 0,1 , 00, entonces la curva tenderá a infinit o conforme el nuevo
parámetro tienda a infinito .

Dado que

1, b3 ( ) = .!l3 [woboJ1m s " 3_ ,
...... 00 ~ Wo
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Figura B.3: Asíntotas: el denominador tiene tres ceros, la curva tiene tr es
asínto tas .[6]

se sigue que ~3wO

cuadrático,
°lo cual significa que el denominador de la cúbica es

Recordemos que para algún valor de e :j:. O, Wi = eiwi, por ta nto, usando
~3 wO = O, podemos determinar un valor para e,

~3WO

Wo - 3cw¡ + 3e2w2 - e3w3

= O,

= O, (8. 6)

con este nuevo conjunto de pesos: eiwi ' el denominador puede escribirse como
una cuad rá tica y la cúbica racional se convierte en

(B.7)

donde Vi se obtiene al reducir el grado del denominador. Esta forma de las
cúbicas racionales fue considerada por L. Cremona en 1859 y en 1964 M. Rowin
la llamó T-conie.

Escribir la cúbica racional en la forma T-con ic, simplifica el análisis para
obtener las asíntotas. Sabemos que una de las asíntotas o dirección asintó tica
está dada por la línea de Ball Lesu. Así, debe haber a lo más dos direcciones
asintóticas diferentes de ~3bo que están dadas por los ceros de E;=oViB¡ (8) .
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Los ceros caen fuera del intervalo unitario siempre que Vi > O. Si Vo y V2 son po­
sitivos, entonces la condición para que los ceros estén fuera del intervalo unitario
es V¡ > '¡VOV2 '

BA. Cónicas como cúbicas racionales

En general las curvas cúbicas racionales son curvas tridimensionales, un sub­
conjunto importante de éstas es el de las cónicas . En el espacio proyectivo,
pod emos obtener una cúbica a partir de una cuadrática a tr avés del proceso de
elevación de grado.

Sean !lo ,Q¡ y Q2 puntos de ¡p 2 que determinan el polígono de control de una
cónica, y ºe , f¡ , f 2, f 3 los puntos de control que se obti enen al elevar el grado
de la cónica a una cúbica, vea la figur a BA.

Figura B A : La geometría de una cuadrática y la cúb ica que se obti ene cuando
la cuadrática es elevada de grado.

Los puntos de cont rol de ambas curvas deben satisfacer las relaciones:

ºe = !lo ,
~l = ~Qo + ~ºl '

f2 = ~Q¡ + tQ2 '

f3 = Q2'

Las relaciones correspondientes en el espacio afín están dadas por :
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bo
Co

Zo
Cl = : ob o+ 2: , b ,

: 0+2: ,
2: , b, +:, b,

2':1+':2

b2

cuyos pesos están dados por:

Wo = ZO,

Wl = Zo + 2z¡ ,
W2 = 2z¡ + Z2,

W3 = Z2 ·

En el espacio proyectivo se cumple

para su demostración, escribimos

§: = (1 - Q)/lo + QGQ¡ + ~Q2) = (1 - (3) Q2 + ,8 O/lo + ~Q¡)

de donde deducimos que Q = (3 = ~ . Así
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(B.S)

111
§: = ¡/lo + 2'Q¡ + ¡Q2 = ~ (1/ 2) .

Si !lo y g,¡ son las intersecciones de la tangente hombro I(1/2) y el polígono
de control cuadrático, como lo ilustra la figura BA entonces , de acuerdo a la
definición !lo = ~/lo + ~Q¡ y g,1 = ~Q¡ + ~Q2' por tanto los cuatro puntos en cada
lado del polígono de control satisfacen la relación:

cr (/lo, !lo, ~¡ , Q¡) =cr (Q¡ , g,¡ , ~2' Q2) = ~ ,

es decir, cada cuarteta es armóni ca. Los puntos afines correspondientes también
determinan cuartetas armóni cas. Es fácil verificar que las líneas ~¡ /\ ~2 ' !lo /\ g,¡
y /lo /\ Q2 concurren en el punto Q2 - /lo .

Sean E¡ = ~~i + ~~¡+I ; i = 0,1 ,2, estos puntos serán tranformados en los
puntos pesados de la cúbica racional. No es difícil verificar que los puntos Q¡,
El y §: son colineales y que la línea P.e /\E

2
pasa por el punto Q2 - /lo .

Ahora consideremos el siguiente prob lema en el plano afín: Dados cuatro
punt os co, C ¡ , C2 , C3 que definen un polígono convexo, ¿es posible encontrar
los pesos W¡ de tal forma que la cúbica racional que determinan con los puntos
dados sea una cónica? La respuesta es sí, para determinar los pesos, primero
encontremos la inte rsección de los lados ext remos del polígono de control b j . El
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punto 9..0 lo podemos determinar resolviendo la relación cr (!:o ,9..0' ~¡ , Q¡ ) = ~ ,
para hayar los pesos, sea Zo = 1 entonces

Z¡ =razón (co, qo, bj ) = ~razón(co , c j , b. } .

Procediendo de la misma forma vemos que

Z2 =z¡razón (b. , q¡ , C3 ) = ~ z¡ razón (bj , C2 , C3 ) .

Los t res pesos 1, Z¡ , Z2 son los pesos de la cónica y, aplicando el proceso de
elevación de grado obtenemos la cúbica deseada.
Este método muestra la forma en la que podemos estimar los pesos para una
cúbica racional si únicamente conocemos su polígono de control. Sin embargo,
éste no funciona bien con polígonos no convexos o no coplanares.

B.5. Referencias

Farin [6J.
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