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Prefacio

En el drea de matematicas aplicadas, algunos problemas se pueden modelar
usando ecuaciones diferenciales parciales. Un elemento importante para la
solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales por el método de
elemento finito o por el de diferencias finitas sobre regiones generales, es una
malla que representa el dominio fisico de la regién en una forma discreta.
De hecho, la malla es una herramienta de preproceso donde las cantidades
fisicas continuas se describen como funciones discretas sobre esta malla; estas
funciones aproximan las ecuaciones diferenciales por medio de relaciones
algebraicas que son las que posteriormente se analizan.

Las mallas las podemos clasificar en dos grupos: estructuradas y no
estructuradas. La forma mds comiin de obtener las mallas estructuradas
bidimensionales es a través de una transformacién de una malla simple definida
en el cuadrado unitario en la regidn fisica del problema. Las celdas de estas
mallas, en el caso bidimensional, son cuadriliteros donde la identificacién de
los nodos vecinos se realiza a través del incremento de un indice asociado a
la coordenada. Las no estructuradas, se componen de celdas que pueden ser
tridngulos o cuadrildteros y, en las cuales la identificacién de los nodos vecinos
requiere de una tabla de conecciones.

El grupo de trabajo de UNAMALLA tiene principal interés en la generacién
de mallas estructuradas sobre regiones irregulares planas, acotadas y simple-
mente conexas. Si bien el uso de las mallas estructuradas para aproximar una
ecuacién diferencial permite obtener un sistema algebraico donde la matriz
asociada resulta tener una estructura simple, cuando la regién es muy irregular,
no solo la generacién de la malla es complicada, sino que también se ve afectada
la convergencia del método de solucién del sistema algebraico.

La manera en la que cominmente se aborda el problema de generar mallas
sobre regiones muy irregulares es aproximar la frontera de la regién por una
curva que sea suave. Este problema se conoce como suavizamiento de la frontera.

El suavizamiento de curvas tiene su origen en el drea de estadistica conocida
como suavizamiento de datos. Sin embargo, el antecedente que encontramos
en el disefio geométrico asistido por computadora CAGD, en el drea de reco-



nocimiento de patrones, fue el de Pavlidis [16], [17] y en él nos inspiramos. El
trabajo de Pavlidis usa técnicas de eliminacién de puntos y suavizamiento con
splines c6nicos. Antes de conocer el trabajo de Pavlidis, nosotros intentamos
usar splines ciibicos pero los resultados no fueron satisfactorios, ya que la regién
definida por la frontera suavizada, en varios casos, difiere mucho de la regién
original, en la figura 1 se muestra el ejemplo del contorno m19.

(a) (b) (c)

Figura 1: (a) Contorno original (b)Suavizamiento con un spline cubico
(c)Suavizamiento con el spline cénico.

Los problemas planteados por esa situacién fueron:

1. Implantar un algoritmo que suavice, de manera automadtica, la frontera de
una. regién plana irregular tal que respete significativamente la forma de
la regién.

2. Construir una parametrizacién adecuada de la frontera de la regién
suavizada que permita generar puntos y acumularlos donde sea necesario.

Para solucionar el problema de suavizamiento, replanteamos el problema
como suavizar una curva poligonal, la solucién que proponemos usa splines
cénicos, y se implanta en Matlab.

El célculo de la reparametrizacién en términos de la longitud de arco fue
muy complicado ya que desde el punto de vista numérico era impensable,
debido al alto costo computacional.

Gracias al trabajo de Victoria Herndndez M. [12], una colaboradora del
grupo UNAMALLA, fue factible encontrar una solucién numérica razonable. La
parte mas dificil de la solucién, estd relacionada con el problema de construir,
de manera econdémica, una funcién de clase C' monétona que interpole un
conjunto de puntos. V. Herndndez encontr6 un trabajo de Fuhr R. y Kallay
M. [9], donde resuelven el problema usando splines racionales lineales, y lo
adapté para definir un método que reparametriza una curva por la longitud de
arco.
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El método propuesto por V. Herndndez lo adaptamos para satisfacer las
necesidades del grupo UNAMALLA y aplicarlo en la generacién de una malla
inicial con las caracteristicas que se deseen en la frontera.

Las curvas de Bézier racionales juegan un papel primordial en la solucién
que proponemos. A eso se debe el interés en presentar los fundamentos de
este tipo de curvas desde el enfoque de la geometria proyectiva, pues las
curvas de Bézier racionales vistas en el espacio proyectivo son curvas de Bézier
polinomiales, lo cual facilita el anélisis de sus propiedades geométricas; mds
aun, los algoritmos para manipularlas son mds simples.

La fuente de inspiracién principal es el libro de Farin [6]; en éste, el autor
presenta los conceptos sin dar detalles, por lo que la intencién de incluirlos en
esta tesis es presentarlos de tal manera que los cubra.

En los capitulos 1 y 2 se presenta una breve introduccién al plano proyectivo
real. En el capitulo 3, se hace ver que una proyectividad entre lineas determina
una coénica lineal.

En la préctica, la forma paramétrica de una curva es muy util. En el capitulo
4 se deduce la forma de Bernstein-Bézier de una cénica puntual proyectiva, y se
hace ver que ésta se puede construir usando la versién proyectiva del algoritmo
de de Casteljau, se presentan algunas propiedades de las cénicas proyectivas
en términos de los puntos de control y se ve que en el caso de que el peso
intermedio de la cénica sea positivo, ésta se puede reparametrizar para obtener
la llamada forma estandar.

Dado que las aplicaciones se presentan en el espacio afin, en el capitulo 3
se hace ver que una cénica afin, en su forma paramétrica, puede expresarse
como una curva de Bézier racional cuadritica y se presentan sus propiedades en

términos de sus puntos de control y pesos.
En el capitulo 6 se da una presentacién, como una generalizacién natural

de las cénicas proyectivas, de las curvas de Bézier en IP® y de su contraparte
afin, las curvas de Bézier racionales.

Los capitulos 7 y 8 son esenciales para la aplicacidn que presentamos; enel 7
hacemos uso de la teoria precedente para dar las condiciones de continuidad G!
y C! para splines cénicos y las llevamos a la préactica proponiendo un algoritmo
que suaviza una regién plana usando un spline cénico C!. Es importante sefialar
que el algoritmo de suavizamiento que presentamos aproxima al contorno de la
region respetando su forma.

En el capitulo 8, presentamos los fundamentos tedricos de la
reparametrizacién de curvas por la longitud de arco y proponemos un al-
goritmo para obtener numéricamente la reparametrizacién de una curva por la
longitud de arco que usa un spline racional lineal.
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En el capitulo 9 presentamos la aplicacién, un mddulo desarrollado en
Matlab 5.3, que permite generar una malla inicial sobre una regién plana e
irregular. Para generar una malla inicial primero necesitamos obtener una
descripcién analitica C! del contorno de la regién; en esta fase aplicamos el
algoritmo de suavizamiento cénico. La segunda etapa consiste en distribuir
un conjunto de puntos sobre la frontera, con una distribucién dada, para lo
cual es necesario obtener numéricamente la reparametrizacién del spline por la
longitud de arco.

Los algoritmos de suavizamiento y de reparametrizacién numérica por le
longitud de arco son producto de la investigacién del grupo de trabajo UNA-
MALLA, dirigido por el Dr. Pablo Barrera Sanchez, del cual formo parte. Le
principal aportacién de este trabajo es el planteamiento original del algoritmo
de suavizamiento y la aplicacién de la reparametrizacién por la longitud de
arco de un spline cénico. Ambos algoritmos se implantaron e incorporaron en
un mdédulo para generar mallas iniciales sobre regiones irregulares planas.

La mayoria de las figuras incluidas en esta tesis las generamos con varios
programas que implantamos en Matlab 5.3.



Glosario de simbologia

L (L, M;®rum)
v (L m; im)
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BI(t)
b"(¢)
b™(t)
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espacio afin n dimensional
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linea en P™
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proyectividad entre las lineas L y M

proyectividad entre [ y m

cénica lineal definida por la proyectividad ®

cdnica puntual definida por la proyectividad ¢,

linea de Pappus
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iésimo punto de control de una curva de Bézier en el espacio proyectivo
iésimo polinomio de Bernstein

curva de Bézier de grado n

curva de Bézier racional de grado n



Capitulo 1

El Plano Proyectivo

1.1. Motivacién

La geometria euclidiana es una herramienta indispensable en algunas apli-
caciones; sin embargo, tiene sus desventajas en otras. Si tenemos que ilustrar la
forma en la que vemos los objetos, el punto de vista euclidiano no nos conviene.
Un ejemplo de esto es el siguiente: si estamos frente a un edificio extremada-
mente alto, y levantamos la mirada, nos da la impresién de que las lineas pa-
ralelas convergen, sin embargo, en la geometria euclidiana las lineas paralelas
no se intersecan, por tanto, no nos sirve para modelar la forma en que vemos
los objetos. Esto no sucede en la geometria proyectiva, pues en ella no existen
lineas paralelas; es la geometria con la que trabajan aquellas personas que mane-
jan imdagenes percibidas por el ojo humano. Los arquitectos usan la geometria
proyectiva para trazar un edificio que es percibido por un observador; los pro-
gramadores de graficacién por computadora la usan cuando modelan escenas
realistas.

El origen de la geometria proyectiva se remonta hacia finales de la edad me-
dia, y no fue en el campo matematico, sino en las artes. Influidos por la religién,
los pintores medievales se resistian al concepto de la perspectiva realista. Con
la llegada del renacentismo se permitié a los artistas el estudio de las técnicas
necesarias para el desarrollo de pinturas realistas. Entre ellos encontramos nom-
bres como: Leone Battista Alberti, Paolo Uccello, Leonardo da Vinci y Albrecht
Direr.

Leone Battista Alberti (1404-72)[1], quien es ampliamente reconocido como
el fundador de la perspectiva matemadtica, introdujo la idea de que un ojo forma
con una escena una “pirdmide de rayos de proyeccién”que al ser cortados por
una pantalla dan una “seccién”, y anota que la seccién forma con el ojo la misma
piramide de rayos que la que forma con la escena. Pero lo mas importante es que
observa que hay propiedades comunes entre el objeto representado y la seccién
de la pirdmide correspondiente al dibujo [18].

La primera incursién de las matematicas en el campo de la perspectiva
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fue llevada a cabo por B. Pascal y G. Desargues en el siglo diecisiete. Desde
entonces, la perspectiva se convirtié en una herramienta indispensable para
los artistas, arquitectos e ingenieros; pero tuvieron que transcurrir otros dos
siglos para que fuese objeto de estudio formal en el 4mbito matemdtico, que
culminé en la teoria de la geometria proyectiva. Algunos nombres relacionados
con esta punta de lanza son J. Poncelet, K. Von Staudt, J. Steiner y F. Mobius.

Antes de dar una definicion formal, veamos una motivacién de este principio.
Recordemos que esta geometria fue inventada para modelar la forma en que
percibimos los objetos. Asi, supongamos que un observador estd mirando un
objeto tridimensional. La imagen percibida por el observador es bidimensional:
ésta es una proyeccién del objeto en un plano, como se ilustra en la figura 1.1.

Figura 1.1: Percepcién de un objeto: el observador ve la proyeccién del objeto
en el plano.[3)

La figura 1.1 ilustra el grabado que Diirer hizo a fin de ilustrar el método
introducido por Alberti para “ transferir a la pintura un objeto”: para registrar
la imagen de un objeto visto desde el punto en la pared del que cuelga
una plomada, se usaban tres hilos, el hilo que sujeta la plomada se une a
algin punto del objeto, éste atraviesa el plano del marco en un punto que
se localiza usando los otros dos hilos, uno vertical y otro horizontal que se
sujetan a los lados del marco. Cuando el primer hilo se retira, se coloca en el
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plano del marco la hoja de dibujo y se marca en ella el punto de cruce de los hilos.

Para un tratamiento mds formal: pongamos al observador en el origen de
un sistema coordenado tridimensional ortogonal, y sea z = 1 el plano en el que
proyectaremos. Si el observador ve hacia un punto x del espacio tridimensional,
la imagen percibida es la proyeccién del punto z en el plano z = 1. Notemos
que hay mds puntos del espacio tridimensional cuya imagen en el plano z = 1
es la misma: todos estos puntos se localizan en la linea que pasa por el origen
y el punto z, jtodos éstos son indistinguibles al observador! Como no podemos
separar estos puntos, en geometria proyectiva son tratados como un unico punto.

z4

L2}

Figura 1.2: Percepcién de un punto: todos los puntos en la linea son idénticos
para el observador que se encuentra en el origen.

Esta idea: tratar como una identidad lo que es posible identificar después de
haber proyectado en el plano, se aplica a todo objeto geométrico. Veamos el caso
de las lineas rectas, o lineas. Con referencia a la figura (1.3), vemos que todas
las lineas contenidas en el plano indicado se proyectan en la misma linea en el
plano z = 1. En consecuencia, jse tratan como idénticas! El plano que contiene
las lineas del espacio tridimensional se caracteriza por su vector normal, y por
tanto, éste se usa para denotar lineas equivalentes.

Nuestro tratamiento de la geometria proyectiva no serd exhaustivo, sélo la
necesitamos como una herramienta para la descripcién de curvas racionales.
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Figura 1.3: Percepcién de una linea: todas las lineas en el plano indicado son
idénticas para el observador que se encuentra en el origen.

1.2. El plano proyectivo

Los conceptos intuitivos de la seccién precedente dan lugar a la siguiente
definicién del plano proyectivo IP?:

Definicién 1.2.1 El plano proyectivo IP? consiste de puntos p, denotados
por coordenadas columna

P=|p2
P3

y lineas L, denotadas por coordenadas renglén
L = [ll;lﬁyl(i]:

donde p # [0,0,0) y L # [0,0,0]; ademds, los multiplos diferentes de cero
ap denotan la misma localidad, y definimos p=ap. Andlogamente, todos los
miltiplos oL son tratados como la misma linea, y definimos L = L.

Un punto p estd en la linea L si '

Lp="0,

es decir, si su producto punto se anula.

1.3. Puntos y lineas

Intuitivamente, dos puntos diferentes definen una linea . Si la definicién del
plano proyectivo es correcta entonces debe sustentar esta nocién. Y realmente



1.4. Coordenadas proyectivas de lineas 5

es asi: sean @ y § dos puntos diferentes en IP?, ;podemos determinar las coor-
denadas de la linea que pasa por ellos?.

Si denotamos por L a la linea que incide en a y b entonces L satisface las
relaciones

La=0,
Lb=0,
Del algebra lineal concluimos que
L=aAb, (11)

donde “ A"denota el producto cruz de vectores:

- | 12)

Si remplazamos @ por un miiltiplo diferente de cero aa, no cambiamos la lo-
calidad de @, por ende, si la definicién de linea que hemos dado es correcta, la
linea aa A b debe coincidir con L, esto se deriva facilmente de las propiedades
del producto cruz: acaAb=ca(aAb) =aL = L.

Ahora veamos el concepto asociado a las lineas: sean L y M dos lineas
diferentes que se intersecan en el punto z entonces

az by
az b3

a; b
a b-g

ay by
ap bl

s 1

Entonces z estd dado por:
z=LAM, (1.3)

Cualesquiera dos puntos diferentes definen una linea - esto nos parece bas-
tante natural. Pero, si cualquier par de lineas diferentes se intersecan, ;no esta-
mos excluyendo a las lineas paralelas?, en realidad si: lo cual nos dice que en la
geometria proyectiva no hay lineas paralelas.

1.4. Coordenadas proyectivas de lineas

Hemos visto que cualesquiera dos puntos diferentes @ y b definen la linea

L =anb Obviamente a y b no son los unicos puntos que inciden en L. Si z es
un punto diferente de a y b que incide en L, entonces

lanblz =0,
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o bien,
det[a,z,b] = 0, (1.4)

esta ecuacidén proporciona una condicién necesaria y suficiente para que tres
puntos sean colineales. También se escribe [a]| z| ] para denotar a la matriz
cuyas columnas estdn dadas por los vectores columna a, z y b, respectivamente.

El concepto correspondiente para las lineas es el siguiente: tres lineas diferen-
tes que inciden en un punto son llamadas concurrentes; con un procedimiento
completamente andlogo, obtenemos la condicién necesaria y suficiente para que
las lineas L, M ,X sean concurrestes:

det[L', X', M'] = 0. (1.5)

Si tres puntos z, a y b son colineales sus coordenadas son linealmente de-
pendientes, por tanto, el punto z es combinacién lineal de a y b,

z = aa+ Bb; a, B € R no simultdneamente cero (1.6)

Cuando se hace variar a y 8 en los reales, z recorre cada punto de la linea
a A b. De este modo, cada punto de la linea estd determinado por dos nimeros
reales o y 8 o cualquier miltiplo comin. Al par [a, 8] se le llama coordenadas
proyectivas del punto z con respecto a la linea definida por a y b.

Figura 1.4: Recorriendo los puntos de una linea: El punto £ depende de ¢.

Dado que dz =z, con 6 = 21; el punto z queda expresado en términos de un
unico pardmetro
z(t) = a +th (1.7)

para t = 0, z(t) = a y convenimos en z{*oo) = b, lo cual justificaremos ge-
ométricamente mas adelante.
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Cuando nos refiramos a una linea como la coleccién de todos los puntos
en ella, la llamaremos haz de puntos. La ecuacién (1.7) es un ejemplo de
una parametrizacién de un haz de puntos. Al elegir diferentes puntos a y b en
la linea, generamos diferentes parametrizaciones. Mas atin, un cambio en las
coordenadas de b por cb da lugar a una parametrizacién diferente.

En seguida veremos las propiedades andlogas para las lineas: si L, X y M
son concurrentes entonces a una de ellas la podemos expresar como combinacién
lineal de las otras dos:

X=aL+p8M. (1.8)

Al igual que en el caso de los puntos, al par [, 3] se le llama coordenadas
proyectivas del haz de lineas a través de L A M y lo denotaremos por
haz (L A M).

Al variar a y 8 en los reales, sin ser simultdneamente cero, X = aL + 3M
genera todas las lineas del haz(L A M). El haz de lineas lo podemos expresar
usando un Unico parametro:

X =L+tM; (1.9)

esta ecuacién es un ejemplo de una parametrizacién de un haz de lineas.

Figura 1.5: Trazado de un haz de lineas: se muestra la linea X(t) para varios
valores de t.
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Sean a, z y b tres puntos diferentes tales que z =
aa + b donde a, 8 € IR no son simultdneamente
cero. Podemos escalar las componentes de cada
punto, esto no cambia la localidad, asi al redefinir
los puntos g y b de la siguiente forma:

a
b «pb

el punto z es la suma de a y b:

z=a+b (1.10)
Esto es, dados tres puntos colineales diferentes,

siempre los podemos rescribir para que satisfagan
(1.10).

En términos de las coordenadas proyectivas de la linea, lo anterior nos
indica que siempre podemos asignar a @, £ y b las coordenadas: [1,0], [1,1]
y [0,1], respectivamente. Si asignamos estas coordenadas proyectivas a tres
puntos de una linea, entonces las coordenadas para todos los demds puntos de
la linea quedan fijas. Por esta razén, decimos que tres puntos diferentes de una
linea forman un marco de referencia proyectivo para dicha linea.

Sean a,, a,, a; v b,, b,, by dos marcos de referencia proyectivos para una
linea L. Ya vimos que la eleccién apropiada de los representantes para g; y
a3 Nos permite expresar a @, como la suma de a, y as; si después de realizar
este cambio de coordenadas y expresar a b; y b; en términos de a, y aj, se
satisface la relacién b, = b, + by, diremos que los marcos de referencia son
equivalentes. En particular, ambos marcos de referencia tendrdn el mismo
punto correspondiente a t = co.

Ejemplo

[0) 17 _2]L7 g’.S =

Los marcos de referencia: g, = [1,1, —3]’, g% =
’ QS = [17'—3/2)2]t

(1,-1,1] by = [-3,-3/2,6]", b, = [~2,~3,8]
son equivalentes.
En el primer marco de referencia se satisface:

1
a4y = 54 — 5237

entonces redefiniendo: a; + 3a, y a3 + —%a,, el punto g, es la
suma de @, y as-
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Al expresar a by, b, y b3 en términos de g, y aj;, obtenemos
(-9/2,3/2], [-3,-1] y [~1/2,~5/2], respectivamente. De aqui se
sigue que b, +b; = —3a, —a; = by, por tanto, los marcos de referencia
son equivalentes.

1.5. Coordenadas proyectivas del plano

Definicién 1.5.1 Un marco de referencia del plano proyectivo es un conjunto
de cuatro puntos @, b, ¢ y d € IP? tal que ninguna tercia de ellos es colineal.

Propiedad 1.1 Sea @, b, ¢ y d un marco de referencia, entonces d puede ez-
presarse como:

13}

d

at+b+c (1.11)
Demostracion
d, a la proyeccién de d desde c en a A b (ver

figura 1.6); si d, = aa + 3b, al elegir los siguientes representantes:
a— agyb gb d Za+b Silas coordenadas proyectivas del

Denotemos por d

punto d, = [g A Q] A [Q/\ g], son [B,'\/] entonces, al elegir los rep-
b=pBby

resentantes: a = fa, ¢=~c, obtenemosd, = a+byd, =b+c.

Dado que d es un punto de g A d,, existen & y § € IR tales
que: d = Ga + 44

d,, como d también es un punto de ¢ A d, existen
p,%.6 € R tales qued = p [:/g+ 5(_14], es decir,

de lo anterior se sigue: (& — pd)a + (6 — pb)b+ (6 — p7)c = 0, y dado
que los puntos a, b y ¢ no son colineales, lo anterior implica

d=p5
8= p¥

de las dos ultimas igualdades se obtiene 5 = 4, entonces @ = py y
§=a=p9 Portanto,d=p¥(a+b+¢) Ea+b+ec
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a+c

[
+
0y

Figura 1.6: Configuraciones del tridngulo: siempre se pueden obtener las etique-
tas de los cuatro puntos.

Figura 1.7: Sistema Coordenado Proyectivo: cuatro puntos que forman un marco
de referencia proyectivo determinan una linea fundamental.

Lo anterior nos indica que si a, b, ¢ y d son cuatro puntos del plano proyec-
tivo que determinan un marco de referencia, entonces podemos asignarles las
coordenadas proyectivas:

1 0 0 1
a=|0|,b=|1],e=|0|,d= |1
0 0 1

Al marco de referencia a = [1,0,0]*, b=[0,1,0], ¢ =[0,0,1] y d = [1,1,1]}
se le conoce como el marco de referencia estdndard.
Sia, b, ¢y des el marco de referencia estdndar, las coordenadas proyectivas de
los puntos f=a—b,h=c—byg=c-ason: f=[1,-1,0/, h=[0,-1,1]"y
g =[-1,0,1]! de donde f = h— g, esto es, los puntos son colineales y llamaremos
a la linea donde inciden linea fundamental del sistema coordenado.
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1.6. Haces de puntos y de lineas

Existe una relacién muy importante entre haces de puntos y de lineas: sean
a, b, z tres puntos colineales tales que

z = ua + vb.

Sea ¢ un punto que no incide en lalinea g A b; fijémonos en las tres lineas del
haz(c) que pasan por @, z, b y denotémoslas por 4, X y B, respectivamente,
entonces

X =ud +vB. (1.12)

Veamos porqué: A partir de la definicién de la linea X obtenemos

&:[ug+v§] Ac
=u(anc) +v(bAc)
:ud+vﬁy

lo cual muestra que las lineas del haz con centro en ¢ satisfacen la misma relacién
que los puntos del haz(a A b).

1.7. Dualidad

Supongamos que nos dan dos ternas de reales, digamos a, b, ¢ y r, s, t. Si nos
dicen que su producto punto se anula, es decir, ar +bs +ct = 0, ;cémo podemos
interpretar esta relacién algebraica en geometria proyectiva? Podemos asumir
que la terna a, b, ¢, representa las coordenadas de un punto y 7, s, t las de una
linea; entonces la expresion nos estd indicando que el punto incide en la linea, o
bien, podemos decir que a, b, ¢ son las coordenadas de una linea mientras que
r. s, t son las de un punto y en este caso, la expresion algebraica nos indica que
la linea incide en el punto. Otro ejemplo lo tenemos en el siguiente enunciado
algebraico: una triada de reales es el producto cruz de otras dos triadas. Este
lo podemos interpretar de dos maneras, puede significar que se estd definiendo
una linea a través de dos puntos o puede interpretarse como la definicién un
punto mediante la interseccién de dos lineas.

Esta propiedad que permite una interpretacién geométricamente dual de
un enunciado algebraico es fundamental en geometria proyectiva, y es llamada
principio de dualidad.

. Cémo dualizamos una expresién? Dado que la idea detras de la dualidad
es que podemos interpretar una triada de nimeros reales como las coordenadas
de un punto o las de una linea, al dualizar un enunciado hay que intercambiar
cada ocurrencia de la palabra punto(s) por linea(s), modificar las relaciones de
incidencia entre puntos por relaciones de incidencia entre rectas, por ejemplo,
colineales por concurrentes, etc. En seguida se listan tres ejemplos distribuidos



12 1. El Plano Proyectivo

en dos columnas, en la primera se muestra la expresidén original y la segunda
muestra la expresién dual.

Dos puntos definen una unica Dos lineas definen un dnico pun-

linea. to.
Tres puntos colineales. Tres lineas concurrentes.
Haces de puntos Haces de lineas.

Uno de los objetivos de Poncelet al estudiar la reciprocidad de la polar con re-
specto a la cdnica fue establecer el principio de dualidad.

Los investigadores interesados en geometria proyectiva habidn observado que
los teoremas que involucran figuras en el plano, cuando eran reformulados rem-
plazando punto por linea y linea por punto, no solo tenian sentido sino que
ademds se podidn demostrar.

No era clara la razén por la cual los teoremas obtenidos de esta forma eran
vdlidos, de hecho Brianchon puso en duda este principio.

Joseph-Diez Georgonne(1771-1859) insistié que el principio era general y que
era vdlido en todos aquellos enunciados y teoremas excepto aquellos que involu-
cran propiedades métricas. Fue €l guien introdujo el término dualidad parae
denotar la relacidn entre el teorema original y el nuevo.[15]

1.8. Teorema de Pappus

Pappus escribié la Synagoge o Mathematical Collection, esta coleccion
consta de ocho libros, en la proposicidn 139 del séptimo libro, él enuncia el
resultado que ahora lleva su nombre.[15]

El teorema de Pappus es uno de los teoremas fundamentales en el plano
proyectivo y se usa en la mayoria de las construcciones que veremos mas ade-
lante.

Teorema 1.2 Sean L y M dos lineas diferentes, a,, a,, a5 tres puntos diferen-
tesde L y by, by, bs tres puntos diferentes de M. Entonces los tres puntos:

P, = g Abg] Afag Aby),
p, = [-@3/\@1] A g AQ3],
P, = (@ Ab] A gy Aby],

son colineales. La linea de colinealidad es llamada linea de Pappus.

Demostracién

Seag=LAM,si g€ {a;,a;,03,b;,by,b;} entonces P, =p, con
5 k=1,2,3,j#i,k# iy j#k por tanto satisfacen el teorema.
Si g ¢{e,ay,83,b,b, 83}, elijamos a ¢, ¢, y 2, como marco de



1.8. Teorema de Pappus 13

Figura 1.8: Teorema de Pappus: los puntos p, son colineales.

referencia proyectivo para L y en M al marco proyectivo g, b,, by,
siempre podemos elegir los representantes adecuados de los puntos
involucrados de tal forma que los puntos de L queden expresados en
la forma:

g a4y, a =g +ay, 83 =g+ Agy,

y los puntos en M como:

4, by, by = g+ b3, by = q + pbs,

Ahora obtengamos las expresiones para los puntos P, Dado que P,
es la interseccién de las lineas a, A by y a3 A by, se puede escribir
como:

p, = T(g+a;) +sby = t{g + b3) +u{g + Ag).
Dado que los puntos g;, b; ¥ ¢ no son colineales, la expresién:

(r—=(t+u))g+(s—t)by+(r- uN)g, = 0 indica que cada uno de
los coeficientes es igual a cero, originando el sistema

r=t+u,
T = ul,
s=t,
cuya solucién estd dada por:
T =U,

s=t=ull-1).
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Debido a que un factor de escala comin no afecta, podemos elegir
u =1, en cuyo caso, obtenemos r = A\, y s =t = A — 1. Asi,

P, = Ag+ Ag; + (A = 1)bs.
Andlogamente, se obtienen las expresiones para P, ¥ Py

P, = Ag; — pbs,
P, = pg+ (p— 1)a, + pby;

éstas las podemos escribir en la forma:

p, = [alalbs| A A A - 1),
2, = gl bs) (0.0, =4l
Py = [gl Qllbs][u,u - 1,u),

donde A = [g| a,] bs] representa la matriz cuyas columnas estan for-
madas por los puntos g, a; y by. Este sistema escrito en forma ma-
tricial estd dado por:

(2212212 = [AINAA = 111 410, A, =] | Al = 1, ']
A 0 m
=A| A Aop-1
A=l —p  p
= AB.

Como det[gl,g ,23] = detAdetB, y detB = 0, entonces los puntos
P, P, ¥ P, son colineales.

Con el fin de ilustrar el concepto de dualidad, en seguida mostramos el
enunciado del teorema de Pappus junto con su dual.
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Teorema de Pappus

Sean L y M dos lineas diferentes,
@y, @y, a3 tres puntos diferen-
tesen L y by, by, by tres puntos
diferentes en M. Entonces los tres
puntos:

P, =82 A bs] A [ag A by,
p, = [ag Aby] A fay Aby),
b, = [Ql/\l_h]/\ [Qz/\be

son colineales. La linea de co-
linealidad es llamada linea de
Pappus.

Dual del Teorema de Pappus

Sean [ y m dos puntos diferentes,
si A, Ay, A; tres lineas diferen-
tes del haz(l) y B,, B,, By tres
lineas diferentes del haz(m). En-
tonces las tres lineas:

1= [4y A By A [43 A By,
2 = [A;;/\El] A [Al/\B——G]Y
=[A ABy) A [A;ANB,y],

P
P
By

son concurrentes. El punto de
concurrencia es llamada punto
de Pappus.

En la figura 1.9 se ilustra el teorema de Pappus y su dual.

Figura 1.9: El teorema de Pappus y su dual.

1.9.

El plano afin extendido

Recordemos que para obtener un punto del plano proyectivo real, nos
fijamos en un punto x € IR® — (0,0,0)* y lo proyectamos desde el origen de un
sistema coordenado ortogonal, en el plano z = 1; dado que todo punto de la
linea que pasa por el origen y por x se proyecta en el punto x = (1, T2, 1)¢, las
coordenadas del punto % son representantes del punto proyectivo z = [z, z2, 1}



16 1. El Plano Proyectivo

Por otro lado, considerando al plano z = 1 como un subconjunto del espacio
tridimensional, éste es un plano afin (véase el apéndice A). De manera que
al punto con coordenadas (z;,72,1)! le podemos dar dos interpretaciones. En
esta seccién veremos c6mo se relacionan ambos puntos de vista.

Un punto x = (z,y)! del plano afin real lo podemos identificar con el punto
tridimensional x = (z,y,1)! del plano z = 1; si lo interpretamos como un punto
proyectivo, [z,y,1]!, es sélo un representante de la clase del punto proyectivo
[z, ay,a]t para a # 0. De esta forma, al punto afin x = (z,y)" le corresponde
el punto proyectivo z = [z,y,1]".

Ahora bien, si tenemos el punto proyectivo z = [z,y, z]*, z # 0, el punto afin
que le corresponde es x = (z/z,y/z)*.

Un punto proyectivo con tercera coordenada cero, = [z, y,0]!, no tiene uno
que le corresponda en el plano afin. Si al conjunto de puntos afines del plano
z = 1, le agregamos los puntos al infinito, aquéllos cuya tercera coordenada
es cero, tendremos una correspondencia univoca entre puntos proyectivos y
puntos en el plano afin extendido.

Todos los puntos al infinito del plano afin extendido inciden en la linea al
infinito L, que tiene por ecuacién z = 0, y la linea proyectiva correspondiente
es L = [0,0,1]. Al agregar L al plano afin estaremos hablando del plano
afin extendido; podemos pensar a esta linea como el “horizonte” del plano
afin. Decimos que [z, y, z]' son las coordenadas homogéneas del punto afin x.

Si L es una linea proyectiva, ;cudl es la linea afin L que le corresponde? Si
L = [I,m,n] entonces, para n # 0, L = [I/n,m/n]. Las coordenadas de L, las
tenemos que interpretar como los coeficientes de la ecuacién implicita de L, es
decir, (I/n)z + (m/n)y+1=0.

Sean z, a y b tres puntos proyectivos diferentes tales que:

aa, + fb,
- =aa+ b= |aa, + fby |,
aa, + fBb,

entonces la relacién que mantienen los puntos afines correspondientes es

< = 1 (cmz + ﬂb,)
aa; + ﬂbz aay + ﬂby
_ ad; (a::/az) + Bb. (b:/bz)
aa; + b, \ay/a; aa, + b, \by/b:
aa, Bb;

b. .13
aa, + ﬂbza + aa, + fBb, (1.13)

Debemos resaltar que la combinacién que satisfacen los puntos afines a
y b es tal que la suma de los coeficientes es uno, es decir, a y b forman una
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combinacién baricéntrica, también llamada combinacién afin.

Siay b son dos puntos afines distintos, a — b es un vector. Sin embargo, la
diferencia de los puntos proyectivos @ — b €s un punto proyectivo que pertenece
a la linea que pasa por a y b. Si a = [az,ay, 1] y b = [bz, by, 1], su diferencia
¢ = [az —bs, ay —by, 0], corresponde al punto afin al infinito (az — bz, ay —by,0)*.
De modo que a un punto afin al infinito (z,y,0), en el plano afin, le corresponde
la direccién del vector (z,y).

1.10. Lineas paramétricas

En geometria proyectiva cldsica se usa el término “hazguando se refiere al
conjunto de puntos de una linea. Nosotros usaremos el término linea paramétrica
para la linea M que estd definida por dos puntos g y b: cualquier punto de la
linea lo podemos escribir en la forma:

z(t) = (1 —t)a + th; te R, (1.14)

la ecuacién es lineal en el pardmetro ¢; éste es el ejemplo mds sencillo de una
curva paramétrica. Al proceso que se usa para obtener el punto z(t) se le
conoce como interpolacion lineal.

La derivada de la funcién z (¢t) estd dada por:

it)=b-a (1.15)

Dado que cualquier combinacién lineal de a y b es un punto de L, £ (¢) es un
punto de L.

Si multiplicamos las coordenadas de uno de los puntos por un escalar, el
punto no cambia de localidad, lo inico que hemos hecho es elegir otro represen-
tante del mismo punto, pero la forma en la que el pardmetro ¢ recorre los puntos
de la linea, cambia. Si reemplazamos las coordenadas de b por ¢b, lo llamaremos
el punto genérico de la linea y (t) cuya derivada es:

yt)=cb-a (1.16)

Este es otro punto de la linea L pero no es el punto & (t). Asi hemos visto
que una misma linea no tiene una unica parametrizacién.

La derivada de una linea en IP? es un punto; ;qué sucede si proyectamos la
linea en el espacio afin? La ecuacién (1.14) en el plano afin estd dada por:

(1 -t)a.a+tb,b
= ¢ 1.17
z(t) (1-t)a, +tb, ' €k, (1.17)

y su derivada es:
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azbz

((l—t)a;-}—tbz)

Justo como se esperaba, la derivada en el plano afin es un vector.

i (1) =

5 [b—a]. (1.18)

1.11. Lineas y segmentos de linea

En las aplicaciones es frecuente el uso de segmentos de linea. En geometria
proyectiva clasica no hay diferencia entre el segmento definido por los puntos a y
b que contiene un punto al infinito y el que no lo contiene, vease la figura 1.10. Sin
embargo, en la préctica, es indispensable dar la interpretacion en el espacio afin;
por ende, es necesario distinguir entre ambos segmentos y elegir aquel segmento
que no contiene puntos al infinito. Esto se consigue si los representantes de a y
b son tales que a,b, > 0.

\

Figura 1.10: Segmentos de linea, las dos formas de conectar dos puntos se con-
sideran equivalentes en geometria proyectiva.[5]

1.12. Referencias

Enfoque computacional: Farin [6].

Enfoque clasico: Struik [4].



Capitulo 2

Transformaciones
proyectivas

Una geometria se caracteriza por los invariantes de sus transformaciones;
por ejemplo, la geometria euclidiana se caracteriza por las transformaciones que
dejan invariantes las longitudes y dngulos, la geometria afin estd caracterizada
por las transformaciones que dejan invariante la razén de tres puntos colinea-
les, ¥ la geometria proyectiva estd caracterizada por transformaciones que dejan
invariante la razén cruzada. En este capitulo se define la razén cruzada de
cuatro puntos colineales y se estudian las perspectividades, proyectividades y
colineaciones, que son transformaciones que se caracterizan por dejar invariante
la razén cruzada.

2.1. Perspectividades

La proyectividad mas simple que podemos definir es aquélla que relaciona
puntos de una linea con puntos de una segunda linea.

Sean L y M dos lineas diferentes en el plano proyectivo y ¢ un punto que
no incide ni en L ni en M; entonces, si z es un punto de L, su imagen y € M
bajo la proyeccion ¢ s desde ¢ estd definida por

y=%m(z) =[cnz]AM.

Este tipo de transformaciones son llamadas perspectividades y al punto
¢ se le llama centro de perspectividad. Como la transformacién inversa se
define de la misma forma, ®; s es una biyeccién.

Es inmediato notar que el punto LA M es un un punto fijo de la perspec-
tividad & a;.

19
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Figura 2.1: Perspectividades: y = ®a(z) se define como una proyeccién de
z€ Latravésdecen M.

Hemos visto una descripcién geométrica de una perspectividad pero, ;cudl
es la relacién que mantienen las coordenadas de los puntos preimagen e imagen
bajo la perspectividad?, para responder a esta pregunta, sean l,, {, dos puntos
diferentes que inciden en L y mg, m; dos puntos diferentes de M ; entonces, si
[u,v] son las coordenadas proyectivas de z y [&, 9] son las coordenadas de y:

18

uly + vl
am

= umgy + vm,,

IR

como ¢, ¥y y = ®Lm(z) son colineales,

det [¢, uly + vly, Umg + Um, ] = 0;
después de aplicar las propiedades de determinantes y reagrupar obtenemos la
expresion
u (det [, by, Umg] + det [¢, l, Vm,]) +
+ v(det[c,{;,Umy] + det[c,{),0m,]) =0 (2.1)
si my; = det [Q,Li,mj], la relacién anterior se reescribe como:
u (moo‘ﬂ + moﬁ) + v (mloﬁ + mnﬁ) =0,
ahora sea u = [u,v] y w = [mool + mo 9, Mol + m; 9], entonces la relacién
anterior nos indica que u 1 w, es decir, existe a € IR tal que

u - (m10ﬁ+m“17) y

(83 (moo’a + mgo; i}\)
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que podemos expresar en forma matricial como:
u m m u
v —Mpo —TMo1 v

M:|:m10 mu}

—Topo —TMoL

Afirmamos que

la matriz de 2 x 2 que caracteriza la proyectividad de L en }M, es no singular.
Si Al es singular, entonces mgom,, —momoe; = 0. Dado que (2.2) es equivalente
a la relacién:

Mool + Mo ul + migv + myvo =0,

si a esta ultima la multiplicamos por mgq y después hacemos la substitucién
Moomy] = MgMo1, obtenemos

mgouﬂ + m.oommuﬁ + moomlov’l’l: + mmmmvﬁ = O,
que se puede factorizar en la forma
{(moou + myov) (Mmool + mo17) =0,
esta relacién nos indica que, bajo la perspectividad ®, s, todo punto de L
va a dar a un unico punto en M, aquel que tiene coordenadas proyectivas
T[—mo1/moo, 1]¢ y viceversa, la preimagen de cualquier punto de M es el punto

en L con coordenadas proyectivas v[—mq/mqo, 1]*, por tanto, M es no singular.
Entonces, una transformacién de coordenadas proyectivas dada por

ut = Md' conii=[q,7 (2.3)

define una perspectividad entre dos lineas.
El dual:

Sean [ y m dos puntos y una linea C ¢ haz(l) y C ¢ haz(m), st X € haz(l)
entonces su imagen Y bajo la proyeccién desde C estd dada por

Y=[XAC]Am.

Leone Batista Alberti introduce todos los conceptos de proyeccion en su libro
Della Pittura. El traté de presentar sus resultados de una manera concreta en
lugar de darle un punto de vista formal dando pie al desarrollo de la geometria
proyectiva.[15]
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2.2. Razdén cruzada

Pappus.y Menelao trabajaron con el concepto de razén cruzade. Sin
embargo, ellos no plantearon este concepto en términos de proyecciones, fue
Girard Desargues(1951-1661) quien lo abordé desde el punto de vista de la
perspectiva.[15]

La razén cruzada es el invariante fundamental en la geometria proyectiva,
se define como sigue:

Definicidn 2.2.1 Sean a y b dos puntos diferentes del plano proyectivo, L =
anb, siz yy son otros dos puntos diferentes de @ y b que inciden en L cuyas
coordenadas proyectivas con respecto a @ y b son [uy,v;] y [u2,v2], respectiva-
mente,

z=we+wmnb y y=ug+uvb

entonces su razén cruzada estd dade por
er(e z,y, b) = ——. (2.4)

La definicién que acabamos de dar no es la que se encuentra en los textos
cldsicos de geometria proyectiva, la relacidn entre la definicién cldsica cry ¥ la
que acabamos de dar es la siguiente,

(e z,y,b) =cralz, gy b)

por tanto, ambas pueden verse como equivalentes.

Notemos que podemos multiplicar las coordenadas de cualquier punto por un
multiplo diferente de cero y la razén cruzada no cambia. También notemos
que

cale z, vy, b)=c(by z a).
Sean ¢ un punto, 4, X, Y y B cuatro lineas diferentes del haz(c) y L ¢

haz(c). Con el fin de introducir el concepto de razén cruzada de una cuarteta
de lineas concurrentes, consideremos los puntos:

a=AANL,
z=XAL,
y=Y AL,
b=BAL.
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entonces

X =ud + v B,
Y =upyd +wB

por tanto, podemos adoptar la misma definicién para la razén cruzada de cuatro
lineas concurrentes

er(d, X, Y, B)=cr(a z,9,b). (2.5)

Figura 2.2: Razén cruzada: los cuatro puntos colineales tienen la misma razén
cruzada que las cuatro lineas concurrentes.

Veamos que la razén cruzada entre lineas esta bien definida. Sea L ¢ haz(c)
una linea diferente de L vea la figura 2.3, si Z = L A X, entonces

del mismo modo podemos hacer ver que g = usa + 'U'zE, de donde se deduce
cr(@,z,ij,g) = cr(g,g,g, b); por tanto, la razén cruzada de lineas no depende

de la eleccién de L.
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Figura 2.3: La razén cruzada de las lineas concurrentes no depende de la eleccién
de L.

Una vez definida la razén cruzada para lineas, podemos ver que las
perspectividades dejan la razon cruzada invariante.

Sea & una perspectividad de L en M con centro ¢ y cuatro puntos
preimagen/imagen dados por

I
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por definicién, las lineas:
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®
> >
1)

> >
) iy 199
«

concurren en ¢, por tanto, cr(a, z,y,b) = cr(4, X, Y, B); por otro lado, sabemos
que ¢r(@,%,9,b) = cr(a,z,y,b) lo que muestra que la perspectividad es una
transformacién que deja invariante la razén cruzada.

Para determinar una perspectividad, basta dar dos pares de puntos preima-

gen/imagen, ya que estos determinan el centro de la perspectividad.

Definicién 2.2.2 Cuatro puntos con razén cruzada % son llamados
armdnicos.
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En algunos casos relajaremos la definicién y etiquetaremos a cuatro puntos
como arménicos si alguna permutacién de ellos tiene razén cruzada §.

Los puntos armédnicos jugardn un papel importante en la teoria
de secciones cénicas.

Si @ y b son puntos diferentes, entonces cr(g,a + b,b,¢ - b) = ;.

Lo anterior se deduce al escribir a+ b y ben términosdeay b ~ a.

Figura 2.4: Puntos armoénicos: el punto d determina el cuarto punto armonico
de los puntos @, b, y a — b en la linea a A b.

Sean a, b, ¢. d un marco de referencia de IP?; entonces el punto e =
[la+)nb+o))nland =a—b
Interpretando esta propiedad podemos obtener una construccién que dado
un cuadrilatero se obtenga una cuarteta armoénica.
Usando la notacién de la figura 2.4 sean d, b+ ¢, ¢ y a + ¢ los vértices del
cuadrilatero; entonces una cuarteta arménica la construimos como sigue:
» Intersecar lados opuestos
a=[cnla+a]allb+coAd,
b=[la+ndAfcAb+9)l.

» Trazar la linea definida por los puntos obtenidos en el paso anterior.
L=gaAb

» Intersecar las diagonales del cuadrilatero con L.
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Definicién 2.2.3 Un cuadrildtero  con ambas diagonales es llamado
cuadrildatero completo.

Si @, b v ¢ es un marco de referencia para la linea L y z es otro punto que
incide en L, la ecuacién (2.4) indica cédmo obtener la razén cruzada de dicha
cuarteta, pero, ;cémo resolvemos el problema inverso?, es decir, dado p € R,
icomo determinamos el punto z tal que cr(a,z,b,¢) = p7. Para calcular las
coordenadas proyectivas del punto z, supongamos que b = ua +ve y que la
representacién para z es a + t¢, entonces

p=cr(a,z,b¢c)=

GI§

H —_ v
resolviendo para t, obtenemos t = p2.

Si g, by ¢ es un marco de referencia para la linea
a A ¢, donde las coordenadas proyectivas de b son
[1,1] y z(t) = a + t¢, entonces cr(a,z,b,¢c) = t.

2.3. Proyectividades

Las perspectividades tan sélo son un subconjunto de un tipo mas general
de transformaciones de una linea en otra que preservan la razén cruzada; tales
transformaciones son llamadas proyectividades.

A continuacién veremos que una proyectividad entre dos lineas L y M en
IP? est4 determinada por tres pares de puntos preimagen/imagen y, que puede
obtenerse como la composicién de a lo mas tres perspectividades.

Sean L y M dos lineas diferentes en IP?, p, € Ly g, € M coni=0,1,2,
tres pares de puntos preimagen/imagen bajo la proyectn vidad a construir: <I>LM
Esta la podemos construir mediante la composicién de dos perspectividades,
digamos ®; p seguida de ®pjs. En seguida veremos cémo interpretar el teorema
de Pappus para obtener las perspectividades ®.p y ®pas.

Como la proyectividad debe dejar la razén cruzada invariante entonces, dado
z diferente de p, que incida en L, tenemos que encontrar el punto Z en M de

tal forma que

cr(p,, L, P, By) = ¢r(qy, T, 4,5 4,)-
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Figura 2.5: Proyectividades: la imagen de z, Z, entre dos lineas diferentes, puede
obtenerse componiendo dos perspectividades.

Recordemos que el teorema de Pappus nos indica cémo relacionar los
P de la linea L con los puntos a, de M de tal forma que determinan tres
puntos r, que inciden en la linea de Pappus. Veamos cémo elegir los centros
de perspectividad de ®rp y ®par de tal forma que la linea P sea la linea de
Pappus y (®par o ®rp) (p) =g,

Para determinar los centros de cada una de las perspectividades, analicemos
la configuracién de los puntos y lineas involucradas en el teorema de Pappus.

Sabemos que los puntos

o= o, Agp] A [, Ag].
T A PN YA
=g A A e A

pertenecen a la linea Lp,qp,-

Como la linea g, A p, interseca a Lp,,, en ry, podemos decir que desde el
punto g, € M, el punto p € L se proyecta en r,, dado que el punto r, también
es el punto donde se intersecan p, A 9,y Lp,,,, podemos elegir a p, como
centro de perspectividad y proyectar los puntos de Lp,,, en M, asi la imagen
de 1, es el punto g, .

Hemos visto que si usamos la perspectividad ®1r,,,, de¢ L en Lp,,, con

centro en g, seguida de la perspectividad @1, m de Lp,p, en M con centro
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= Papp

Py» €l punto p tiene como imagen el punto g, jserd esta composicion de
perspect1v1dades la que nos sirve?.

Si nos fijamos en las lineas Py N4, Y P, N, bajo la perspectividad ®,p,,,.,
la imagen de p, €s el punto r,, proyectando éste en M con la perspectividad
®r..,M, €l PUnto que se obtiene es g, es decir, bajo esta composicién de pers-
pectividades, la imagen de p,es g, El tercer par de puntos preimagen/imagen

Py 4, Se obtiene al con51derar la lmea Py N4y, donde la imagen de p, baJo la

perspectividad ®Lry,,, € b = [_0 A ﬂo] A Lp,,, mientras que la imagen de b
bajo la perspectividad ®p,,,, 1 es el punto 4,

Esto nos indica que la composicién de perspectividades: &1, m © PLLp,,,
es una proyectividad que transforma los puntos de L en M de tal forma que la
imagen de p,es g,

Si analizamos con mayor detenimiento, vemos que esta manera de obtener la
proyectividad no es tnica puesto que podemos construir la proyectividad cam-
biando los centros de cada una de las perspectividades de la siguiente forma: si g,
es el centro de perspectividad de @, entonces el centro de perspectivida
de ®y,,, r debe ser p;

Hemos mostrado que una proyectividad entre dos lineas diferentes
estd definida por dos triadas de puntos preimagen-imagen, también hemos
mostrado que esta proyectividad puede obtenerse como la composicién de dos
perspectividades.

Si L = M, para determinar la proyectividad de L en si misma, necesitaremos
tres perspectividades. Con respecto a la figura 2.6, sean N una linea diferente
de L, y ¢ un punto que no incida en ninguna de las lineas; entonces usamos la
perspectividad de L en NN con centro en ¢ para proyectar los puntos Dy Py Py
yzenp pl p2 y Z, lo que nos lleva al caso anterior pues ahora hay que hacer
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Figura 2.6: Proyectividades: la imagen de z, Z, entre la misma linea, puede
obtenerse componiendo tres perspectividades .

uso de dos perspectividades para transformar la cuarteta de puntos 1_3'0 1_5'1 1_72
y Zde N en 9 42 2, Y Z, respectivamente.

El planteamiento de las provectividades que hemos mostrado es constructivo,
una descripcion analitica de las provectividades también es posible, en la seccién
2.1 vimos que una perspectividad entre dos lineas la podemos expresar en forma
matricial:

u =My, donde M es una matriz no singular de 2 x 2.

entonces, dado que una proyectividad se obtiene con la composicién de
perspectividades, una proyectividad tiene asociada una matriz no singular de
2% 2.

Se puede hacer ver que toda matriz M no singular de 2 x 2 determina una
proyectividad entre un par de lineas en IP2.
2.4. Transformaciones de Mobius

En la seccidn anterior vimos que si dos haces de puntos estan relacionados

bajo una proyectividad entonces sus coordenadas satisfacen una relacién lineal.
Sin embargo, si parametrizamos cada linea con un tunico pardmetro, llegamos a
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una formulacién diferente.

Sean L y M dos lineas del plano proyectivo y ¢ una proyectividad de L
en M donde los puntos P, P, » P, SON uUn marco de referencia para la linea L y
QLM(BO) = @0, @rumlp,) =P, PLm(p,) = P, si ademds Z es la imagen de z
bajo ¢, y parametrizamos a L y M como sigue:

como $, deja invariante la razén cruzada,

1-t _1-t
=T —= y
t t
de donde obtenemos la siguiente expresién para el pardmetro t del punto Z en
términos del pardametro ¢ del punto z

T

7t
1-t)r+17

=

Esta tranformacién lineal racional es llamada Transformacién de Mobius.
Notemos que si r = 7 entonces ¢ = {.

2.5. Colineaciones

Ya hemos estudiado las transformaciones de una linea en otra; demos un
paso mas y veamos cémo transformar el plano proyectivo /P? en él mismo.

Propiedad 2.1 Una transformacién dada por

donde M es una matriz de 3 x 3 no singular, induce una transformacion entre
lineas dada por _
®(L)=LM™’

Demostracién

Sea T = ®(z) = Mz, si Lz = 0, entonces LM ~!Z = 0, es decir,
Z incide en la linea LM ™! y, por tanto, (L) = LM 1. m
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Definicién 2.5.1 Una colineacion es una transformacion ¥ : IP? - IP? que
transforma puntos en puntos, lineas en lineas y preserva incidencia.

Teorema 2.2 Si ¢ es una transformacidn determinada por la matriz M no
singular de 3x 3, y ® es la transformacidn entre lineas inducida por ®, entonces
la transformacion ¥ : IP? - [P? definida por

U(z) = dz, siz esun punto en P?

U(L) = ®(L), silL es una linea en IP®
es una colineacion.
Demostracidén

Por definicién, ¥ transforma puntos en puntos y lineas en lineas.
Por tanto, sélo falta ver que ¥ preserva incidencia. Sea z un punto
de IP? y L una linea de [P? tales que Lz = 0, entonces bajo la
transformacion ¥

U(L)¥(z) = LM~ ' Mz

Lz

I
e

Propiedad 2.3 Si ¥ es una colineacidn, entonces ¥ restringida a lineas induce
una proyectividad entre cualesquiera dos pares de lineas en P

Demostracidén

Sean L € Py M = ¥(L). Si P, ¥ p, son dos puntos diferentes
de L, sabemos que para cualquier punto z € L existen u,v € IR, no
ambos cero, tales que z = up, + up,- Andlogamente, si Qv g2~e M
donde q, # q, ¥ T € M, existen ©,v € IR tales que Z = ug, + g,

Ahora, si Z = ¥(z), entonces

ﬁgl + ﬁgQ =z
u‘I/(gl) +v‘I/(22)

=u [ﬁlﬂl + 5122} +v [figgl + 172g2]

= (ully + vl2) g + (u¥1 + v02) @5

de la dltima igualdad se sigue el sistema
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|
=

U‘ZZI + UHQ =

|
=

uv] + vy =

que se puede llevar a la siguiente expresién matricial:

5 E=E]

Como 9, Y g, son dos puntos diferentes de M, la matriz de 2 x 2
es no singular, por tanto, define una proyectividad ® ;s entre L y
M.

2.5.1. Construccién de colineaciones

.Cuéntos pares de imagenes y preimagenes determinan una colineacién?,
como una colineacién estd determinada por una matriz de 3 x 3 de rango
3, uno podria decir que tres de estos pares son suficientes, pero la matriz
estd univocamente determinada salvo por una constante; por tanto, la respuesta
correcta es cuatro. Primero daremos una demostracién geométrica de este
hecho v luego veremos cémo determinar la matriz asociada a la colineacién.

U(a) = @ W(b) = b, ¥(c) = ¢, ¥(d) = d. Para obtener ¥(z) = Z usaremos
el hecho de que ¥ define una proyectividad entre dos pares de lineas preima-
gen/imagen, en particular, entre el par de lineas a Ab,aAby bAc, bAC.

Primero, en el marco de referencia a, b, ¢, d , determinemos los puntos d, y z,
que corresponden a los puntos donde las lineas aAd y gAz intersecan a bAc; ahora
en el marco de referencia de la imagen determinemos d que corresponde al punto
donde se intersecan a A d y b/\ ¢, como ¥ es una colineacién, d =¥(d,). Asi, a
partir de los cuatro pares de puntos preimagen/imagen hemos determmado tres
pares de puntos que caracterizan la proyectividad entre las lineas bA ¢y E/\ c
por tanto, el punto Z, = ¥(z,) se obtiene al resolver

r (b, 24, €) = or (b 401241 )

Sea ¥ una colineacién, a, b, ¢, d un marco de referencia para IP? donde

andlogamente, podemos determinar Jos puntos d_, dc, z., I, (veala figura 2.7),
debido aquez = [aAz,]A[cAz.]y como ¥ preserva esta relacién,

E=[aAZ]A[EAE]

Notemos que la Unica restriccién para d es que éste no pertenezca a ningin
lado del tridngulo.
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jtss

Figura 2.7: Colineaciones: la imagen Z de z puede obtenerse usando dos razones
cruzadas.

Ahora veamos cudl es la matriz M que transforma los cuatro puntos g, b, ¢,
d en los puntos @, b, ¢, d; si [a, 8, 7] son las coordenadas de d,

d=oaa+Bb+ e, (2.7)

definamos la transformacién biyectiva del plano en si mismo por medio de la
matriz
A =[oa, Bbvd ™"

esta transformacion envia el marco de referencia g, b, ¢, d al marco de referencia
(1,0,0]4[0,1,0),10,0,1]%,[1,1,1]*.
Andlogamente, definimos la transformacion dada por la matriz 4 =

P -1
a2 58.7¢]
solucién al sistema

que transforma el plano en si mismo, donde &, 8 y ¥ son la

d=aa+B8b+7¢,
bajo la transformacién definida por Ala imagen del marco de referencia @, E,E,E
es el marco de referencia [1,0,0]4,[0,1,0]%,[0,0,1]%,[1,1,1]*. De este modo, la
transformacién biyectiva definida por la composicién A~! 4 transforma el punto
Z en el punto Z es decir,

M =374 =[ag,B5,7¢ e, Bbvd ™,
M esta determinada univocamente salvo un factor constante.

Terminamos esta seccién con una colineacién especial, en ésta los puntos
a, b y c son invariantes, mientras que d y ®(d) son diferentes pero tales que
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Ql\a € haez(a). La colineacién correspondiente es llamada central. Sea A = bA¢,
es facil verificar que todo punto de A es invariante bajo la colineacién, por
lo que decimos que A4 estd fija punto a punto por la colineacién central, de
aqui se sigue que todas la lineas del haz(a) también son invariantes bajo la
colineacién y diremos que a estd fijo linea 2 linea, por tanto, una colineacién
central estd caracterizada por su centro a y su eje A.

Figura 2.8: Colineacién central: éstas son colineaciones que estdn definidas por
un eje A y un centro a.

2.6. Transformaciones afines

En el plano afin extendido, podemos observar el efecto que una transforma-
cién proyectiva tiene en la linea al infinito Ly,. Una transformacién proyectiva
que envia la linea L_. en ella misma es llamada transformacién afin, esto
no quiere decir que todo punto de L., se transforme en él mismo. Los puntos
proyectivos que son preimagen de los puntos al infinito son [z,y,O]', que co-
rresponde a los vectores [az, ay]. Dado que L es invariante, los vectores son
transformados en vectores y los puntos afines [z,y, 1]' se transforman en puntos
afines.

* * * *
@ %[ o [x y D |x| o |x (2.8)
1 1 0 0

Esta restriccién sobre @ implica que el ultimo renglén de M debe ser de la forma
[m3y, m32, ma3] = v([0,0,1], con v una constante diferente de cero,
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an a2z v
M= |ay a»n v
0 0 1

con

i3]

1]
— R
{]
—
— x
—

tenemos

* Az + v
Mz = |an a2 v |y =[' 1 ]
1

donde v = [v1,v2]' y 4 = {ai;}. Asi una transformacién afin (del plano en él
mismo) estd dada por

Pr=Ar+v reE* velR?

Una colineacién puede definirse por las preimdagenes e imdgenes de cuatro
lineas dadas. Como las transformaciones afines siempre dejan una linea
invariante, llamémosla L_, una transformacién afin estd determinada por las
preimdgenes e imagenes de tres lineas. Tres lineas no concurrentes, se intersecan
en tres puntos, por tanto, también podemos pensar que una transformacién
afin estd determinada por tres pares de puntos preimagen/imagen.

Hemos visto que el invariante fundamental de las transformaciones proyec-
tivas es la razén cruzada. Las transformaciones afines son un caso especial de
transformaciones proyectivas, por tanto, dejan la razén cruzada invariante. Pero
también dejan otra cantidad invariante llamada la razén entre tres puntos co-
lineales que estd definida como sigue: si b = (1 — &) a + «c, entonces

e

razén = —
l1-«a

Como se puede esperar, la razén es un caso especial de la razén cruzada. Si d
es el punto al infinito de a A b, entonces

razén(a,b, ¢) = cr(a, b, ¢, d).

2.7. Referencias
Enfoque computacional: Farin [6].

Enfoque clasico: Struik [4], Rees [19].



Capitulo 3
Conicas

Al estudiar las cénicas, podemos observar la mayoria de los principios basicos
de las curvas racionales. La definicién cldsica genera las cénicas como la inter-
seccién de un cono con un plano y de acuerdo a la inclinacién del plano respecto
al eje, se obtienen las elipses, hipérbolas y pardbolas. En geometria proyecti-
va, esta distincién no existe, si consideramos un cono con vértice en el origen,
para generar una seccién cdnica, intersectémoslo con un plano y proyectemos
la seccion cénica en el plano z = 1, si ahora consideramos un segundo plano y
lo intersecamos con el cono, la seccién cénica que se obtiene serd diferente a la
primera, sin embargo después de que se proyecte sobre el plano z = 1, la curva
que se obtiene es del mismo tipo que la primera; ésta es la razén -informalmente
presentada- del por qué en la geometria proyectiva no podemos distingir entre
diferentes tipos de cénicas.

3.1. Conicas lineales

El desarrollo sintético de la geometria proyectiva fue impulsado por Jacob
Steiner (1796-1863). El trabajo mds relebante de Steiner fue: Systematische
Entwicklung der Abhingigkeit geometrischen Gestalten von einender 1832 y su
trabajo principal fue usar los conceptos proyectivos para construir estructuras
complicadas a partir de estructuras simples como puntos, lineas, haces de
lineas, planos y haces de planos.[15]

La siguiente definicién de c6nica se debe a J. Steiner [15]:

Definicién 3.1.1 Sea &y una proyectividad que transforma la linea L en otra
linea M. Generemos una linea X tomando un punto  en L, construyendo su
imagen T = ®par(z) y conectando ambos puntos

X=zAZ

37
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a la coleccidn de todas las lineas costruidas de esta manera se le llamada cénica
lineal ' (L, M;®1p), v a las ineas L y M se les llaman lineas generadoras.

"'I % O
91,72/,

L SRR
2"’0{7’4’0”‘.‘}}\\\“{:\

7 RIS
SR

Figura 3.1: Cénica Lineal

Como @, es una transformacién biyectiva, para definir una cénica lineal
pudimos haber usado @Z}\l.

Si X es una linea de las que definen a la cénica I', diremos que X estd en la
cénica, también diremos que X es una tangente a la cénica.

3.1.1. Cénica lineal singular

La cénica es llamada singular si L = M o si ®, es una perspectividad. Si
& es una perspectividad, la cénica degenera en el haz de lin eas cuyo centro
es el centro de la perspectividad. Si las lineas generadoras coinciden, la cénica
degenera en dicha linea.

3.1.2. Propiedades
Sea I'(L, M, ®1p) una conica lineal no singular, entonces

1. Sipe IP?, entonces por p pasan a lo mds dos lineas que estdn en la cdnica
DL, M, ®Lm).
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It~

[N

Figura 3.2: Cdnica lineal singular

Dado p € IP?, definamos £ =T (L, M, ® ) Nhaz (p), entonces
debemos hacer ver que #£ < 3. Supongamos que #L > 3; si
4;, t = 1,2,3 son tres lineas de este conjunto, denotemos por
L, = A ANLym; = A, AN M. Ahora fijémonos en una cuarta
linea A € haz(p); si{=AALym=AAM, como las cua-
tro lineas perte_necen al haz con centro en p, cr ({5, 5,1) =
cr (m,, m,, my, m), y por definicién de cénica lineal, las lineas
A, v A estdn en la cénica lo cual implica que ¢rar €5 una pers-
pectividad. Entonces la cénica lineal es degenerada, contra la
hipétesis, y por tanto #L < 3.

2. Las lineas generadoras de (L, M, ®p) estdn en la cdnica.

Sea b, el punto donde se intersecan las lineas generadoras, como
b, es un punto de L su imagen bajo ¢rar es un punto de M,
es decir, M pertenece a la cénica y, como la imagen de b, bajo
#7 3s s un punto de L, L también estd en la cénica.

3. Emiste un unico punto by que incide en L tal que

# (haz(by)NL) = 1.

Fijémonos en el punto b, = &},(b;), sabemos que
# (haz(b) NT) < 2; como b, € L, el conjunto es diferen-
te del vacio. Dado que L € Ty ®.ar es una proyectividad, si

by € L' # L, ningin Q' € Ll es tal que Upar (I_)) € M pues

L # LI tendrian la misma imagen bajo W .ar; en consecuencia
L es la unica linea de I' que pasa por b,. Dado que el punto
by se distingue de los demds puntos de L, decimos que b, es el
punto de contacto de la linea L con I

Analogamente se puede hacer ver que b, = ®1a7(b,) es el punto
de contacto de M con I'.
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Figura 3.3: Puntos en una cénica lineal: b,, b, € T

4. Los puntos de contacto de las lineas L y M son los puntos donde éstas
intersecan a la linea de Pappus definida por ®p 5y, véase la figura 3.4.

Sean A, B, C tres lineas que estdn en la cénica; entonces, por
definicién de cénica lineal,

a=AANL, a=ANM,
b=BAL, b=BAMy
c=CAL, c=CAM

son tres pares de puntos preimagen/imagen de &, s por lo tan-
to, la linea de Pappus esta dada por:

Ly = [[enB] A [AG] [ A [[2A2] A [enB]].

Sabemos que si b, = L A M, entonces ®1ar(b;) es el punto de
contacto de M. Aplicando al punto b, la construccién de la ima-
gen de un punto bajo la proyectividad &7, vista en la seccién
2.3, vemos que el punto y = Lp,,, A [@ A b,] € M; el punto de
contacto de M es: [aAy] A M, dado quey € M, @1 (b)) =,
mas aun, por construccién, y es el punto de interseccién de la
linea de Pappus y M. Andlogamente, se puede hacer ver que
¢ZJIVI(I—)l) = L— A LPapp'

5. Si Ay B son dos lineas que estén en T'(L, M, &1 pr), entonces & pr induce
una proyectividad ® 45 tal que T(L,M,®Lpm) = T(A, B, Pap). Vea la
figura 8.5.
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Figura 3.4: Los puntos de contacto de L'y M son LA Lp,,n v M A Lpapp-

Sean C, D dos lineas que estdn en ['(L, M, ®1as), diferentes de
las lineas generadoras y diferentes de 4 y B.
Sea z = C A D y fijémonos en las siguientes lineas del haz(z):

i

(5N
)
E

’

i
L]
E

'

]
BJ;

A
A
A
zA

|CU: b o
It
18
Ig |g Ih Ih

(LA
(LA
(
[

como la cénica es no singular, en general, las lineas 4, B, A ,
"
B son diferentes, la unica posibilidad de que coincidan es que

Al _B oA =B
Por la definicién de cénica lineal, los pares de puntos:

LANA MA4,
LAB, MAB,
LAl MAC,
LAD, MAD,

son puntos preimagen/imagen de la proyectividad ® s, por lo
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L

Figura 3.5: La proyectividad &7 induce una proyectividad ®45 tal que
I(L,M,%1m) =T(A,B, ®a5)-

tanto
cr(LANALAB LAC, LADy=cr(MAA MAB MAC, MAD),
(3.1)
de acuerdo a las propiedades de la razon cruzada,
er(LAA LAB,LAC,LAD)=cr(4,B,C, D)y
cr(MAA MAB MAC, MAD)=c(4",B".C,D).
De las tres igualdades se obtiene
a(4,B,c.D)=u(4’,B" C D),

]

.C),

(4,8, cD)=ca(B" 4", D C),
esta ultima relacién caracteriza una proyectividad, ¢,,, del
haz(z) en si mismo; como las lineas C y D estan en involucién?,
¢.z €s una involucion, entonces

debido a que cr (A“, __Bi”, C, _D_) =cr (El, A"

o
o

)

YSea ¢pp una proyectividad de haz(p) en si mismo, si Q es la imagen bajo ¢pp de P y P
es la imagen bajo ¢pp de Q, decimos que las lineas P y @ estdn en involucién.
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por tanto,

Dado que la razén cruzada de las lineas Al, A”, C, D esigual a
la razon cruzada de los puntos donde se intersecan con la linea
A, y la razén cruzada de las lineas Ql, B", C, D es igual a la
de los puntos donde se intersecan con B, entonces

cr(ANL ANM, ANC, AND) =cr(BAL BAM, BAC, BAD).

(3.2)
Esto indica que la proyvectividad ® 45, entre las lineas 4 y B,
es tal que

Pap(dAL)=BAL,
Qap(ANM)=BAM,
Qap(ANC)=BAC,
Pap(AAD)=BAD,
por tanto I'(L, M;®,ar) =T (4, B; ®as).

6. Una cdnica lineal estd definida por dos lineas generadoras junto con otras
tres lineas que caracterizan la proyectividad, es decir, una conica lineal
estd determinada por cinco lineas diferentes en posicidn general.

7. Sean !y m dos puntos del plano proyectivo, entonces la proyectividad @1 ar
induce una proyectividad ¢, entre el haz(l) y haz(m) (vea la figura 3.6).

Para definir la proyectividad entre los haces en [ y m fijémonos
en una linea X del haz con centro en {, su imagen X la cons-
truimos como sigue:

a) Encontrar el punto de interseccion de X y M.

b) Determinar el punto preimagen de X A M, &7, (X A M).

¢) La imagen de X es la linea que une
los puntos m y @71, (X A M), X=mnA Sy (X AM).
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LA il
I\ gl
I 1T
L

Figura 3.6: Una cénica lineal induce una proyectividad entre cualesquiera dos

haces de lineas.

Para ver que esta correspondencia entre los haces en [ y m es
una proyectividad, basta mostrar que la transformacién antes

definida preserva la razén cruzada.

Si A, B, Cy D son cuatro lineas del haz con centro en [, éstas
tienen la misma razén cruzada que los puntos AA M, BAM,
CAMyDAM, dado que estos puntos estan relacionados con
los puntos de la linea L bajo @Z}w, su razdn cruzada es la misma
e igual a la de las lineas del haz con centro en m: A, B, Q y ﬁ

3.1.3. Cénica puntual

Definicién 3.1.2 Sean ! y m dos puntos diferentes de IP® y ¢, una proyec-
tividad que relaciona las lineas del haz (1) con las lineas del haz(m). Generemos
un punto z de la siguiente forma: dade X € haz(l), determinamos su imagen

X = ¢um(X) y las intersecamos,

t=XnX,

a la coleccidn de todos los puntos z que satisfacen esta relacidn los llamaremos
cénica puntual v (I, m; ¢im ), al y m se les llaman puntos generadores( vea

la figura 8.7).

Si z es un punto de los que definen a la cénica puntual, decimos que z es un

punto de contacto de la cénica.
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Figura 3.7: Cdnica puntual

3.1.4. Coénica puntual singular

La cénica es llamada singular si [ = m o si ¢, es una perspectividad. Si
¢im €s una perspectividad, la cénica degenera en una linea, llamada linea de
perspectividad. Si los puntos generadores coinciden, la cénica se degenera en
dicho punto (véase la figura 3.8).

1
&
1
-

Figura 3.8: Cénica puntual singular.

3.1.5. Propiedades
Sea v (I, m; ¢1») una cénica puntual no singular, entonces

1. Si L € IP?, entonces la linea L interseca a la cdénica puntual en a lo mds
dos puntos.
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2. Los puntos generadores | y m estdn en .

3. Sip estd en la conica puntual, entonces eziste una dnica linea T € haz(p)
con la propiedad de que p es el tinico punto de la conica que estd en T;
por ello diremos que T es la tangente a la cdnica puntual en p.

Las tangentes a la cdnica en] y m son ¢,‘n: (LAm) y dim (L Am), respecti-
vamente.

4. Las tangentes a la conica enl y m son LA Ppapy ¥ T A Ppagy’ respecti-
vamente, donde Prap €8 el punto de Pappus asociado a la proyectivided

¢lm .

5. La proyectividad ¢y, : I > m induce una proyectividad entre cualesquiera
dos puntos a, b € v (I, m, ¢im) tal que

Y m, dim) = v(a,b, das) .
6. Una cénica puntual estd determinada por cinco puntos en posicion general.

7. Dada una cénice puntual v (I, m; drm), Gim induce une proyectividad ®pr,
entre cualesquiera dos lineas diferentes L y M, vea la figura 3.9.

Figura 3.9: Una cénica puntual induce una proyectividad entre dos lineas.

3.1.6. Restricciones geométricas

Sabemos que en la cénica I' (L, M;® 1), los puntos de contacto de L y
M son ‘I‘Z}W(L ANM)y ®ppm(L AN M), respectivamente; podemos aprovechar
esta caracteristica para definir una proyectividad de la siguiente forma: si L
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y M son dos lineas diferentes, para definir una proyectividad entre éstas, sea
b, = LA AL, ahora elijamos un punto que incida en L y otro punto que incida en
M, ambos diferentes de b, (vea la figura 3.10). cada punto elegido lo podemos
considerar como el punto de contacto de dicha linea y, por ende, otro par de

puntos preimagen/imagen determinard la proyectividad, asi una cénica lineal
estd caracterizada por:

1. Dos tangentes: Ly M

2. Los puntos de contacto: by y b, de Ly M, respectivamente.

3. Oura tangente, definida por dos puntos 4, ¥ 4, que inciden en

Ly M, respectivamente.

Y
W
N

A\
3

S

Figura 3.10: Una cénica lineal estd determinada por dos puntos, sus tangentes
correspondientes y una tercera tangente, que se muestran en la figura resaltados.

La tangente g, A g, es llamada tangente hombro.

Por dualidad, una cénica puntual queda determinada por (véase la figura
3.11),
1. Dos puntos : lym

2. Las tangentes: By y B, en [y m, respectivamente.

3. Otro punto, definido por dos lineas @, € haz(l) y @, € haz(m).

En este caso al punto @ A @, se le [lama punto hombro.
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Figura 3.11: Una cénica puntual estd determinada por dos puntos, las tangentes
en dichos puntos y un tercer punto; los elementos se encuentran resaltados en
la figura.

3.1.7. Cbénica puntual asociada a una cénica lineal

Dada la cénica lineal I' (L, M, ® ), sabemos que las lineas generadoras, L ¥
M tienen un tinico punto de contacto by = QZAJ (LAM)yb, =% m(LAMN),
respectivamente. Como cualquier par de lineas A y B que estdn en la cdnica
pueden ser generadoras, toda linea Z que esta en la cdnica tiene un Unico punto
de contacto z... Asi, la cdnica lineal esta relacionada con el conjunto de puntos de
contacto z_, éstos definen una cénica puntual cuya proyectividad ¢y, estéd dada

por

boANz. = by Az,

Por tanto, hemos relacionado la cénica lineal con la cénica puntual formada
por el conjunto de los puntos de contacto y, por dualidad, una cénica pun-
tual se relaciona con la cénica lineal formada por todas las tangentes a la cénica.

3.2. Teorema de las cuatro tangentes

Teorema 3.1 (Cuatro tangentes) Sean L, M, A y Q cuatro tangentes de
una cdnica T y by, by, @. y g, sus puntos de contacto con I'. Entonces las
stquientes cualro razones cruzadas son iguales:
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Figura 3.12: Cénica puntual asociada a una cénica lineal.

cr(by, ANL, QAL MAL),
er(LAM, ANM, QAM, by),
er(LAd a, QAA MA4),
cr(L/\Q,i/\Q,gc,L/\Q).

Demostracion

Usando el hecho de que cualquier par de lineas de la cénica
pueden ser generadoras, obtenemos las siguientes relaciones

by — LAM —— LAA — LAQ
P Para bag -

ANL — AANM — g, — AAQ
q)LM 4),\4,‘ ¢,4Q ha

AL —— AM — NA —

Q B F2Y’ _Q‘ T duma Q B Y %

LAM — b, — MAA — MAQ
Prwm Pra Pag -

de las que se sigue de inmediato el resultado. n

El dual del teorema de las cuatro tangentes serd llamado el teorema de los cuatro
puntos y lo podemos enunciar como sigue:

Teorema 3.2 (Cuatro Puntos) Seanl, m, a y g cuatro puntos de una cdnica
I'y By, By, T, v T, las tangentes a la conica en |, m, a y g, respectivamente,
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Figura 3.13: El teorema de las cuatro tangentes: los cuatro puntos se muestran
en cada una de las tangentes; sus razones cruzadas son iguales.

véase la figura 8.14, entonces las siguientes cuatro razones cruzadas son iguales:

er(Bg, anl, gnL mAl),
er(lAm, aAm, gAm, By),
er(lng, Ty, gha, mAa),
er(lng ang Ty mAg).

3.3. Teorema de Pascal

Blase Pascal(1623-1662) fue uno de los principales aportadores en el
desarrollo de la geometria proyectiva. A sus 16 arios, escribid un trabajo
sobre conicas: Essay pour les Coniques. En éste aparece por primera vez su
teorema.[15]

El teorema de Pascal puede enunciarse como sigue:
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=12

Figura 3.14: El teorema de los cuatro puntos: las cuatro lineas que se muestran
en cada uno de los puntos. Sus razones cruzadas son iguales.

Teorema 3.3 (Pascal)
Entonces los tres puntos:

son colineales; la linea de
8.15.

Demostracién

Sean PPy P 4,9, Y Y, seis puntos de una conica.

=[p,ng, ] A [Py A, ],
=[pngnlp Ag]
=[p, Ag,In[p,Aq ],

colinealidad es llamada linea de Pascal, vea la figura

Nuestro objetivo es demostrar que los puntos ¢,, ¢, y ¢3 son co-
lineales. De acuerdo a la definicién de una perspectividad, cualquier
par de puntos preimagen/imagen son colineales con el centro de la
perspectividad, entonces una forma de mostrar que los puntos ¢,
¢, ¥y ¢3 son colineales es haciendo ver que a partir de los datos es
posible definir una perspectividad donde uno de estos puntos sea el
centro y los otros sean un par de puntos preimagen/imagen.

Si consideramos a 4, ¥ 4, como los puntos generadores de la

cbnica 7(‘13"lz= ®ga42), los pares de lineas preimagen/imagen deter-
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Figura 3.15: El teorema de Pascal.

minados por los otros cuatro puntos son:

A 21 22 A 21’
ba392
/\1_)2 }gz/\gz’
392
APy, APy Y

93492

93

Ng — 22’\21-
Pazqz

R

Como vimos al final de la seccién 3.1.5, ¢,,4, induce una proyec-
tividad entre cualquier par de lineas, en particular, entre L = g Ap,
y M= 9, A p,, vea la figura 3.16.

Dado que <I>LM(QI) =9, $, ar es una perspectividad. A conti-
nuacién mostraremos que $ s es la perspectividad que buscamos.
Primero veamos cudl es la imagen de ¢3, siguiendo la construccién
vista al final de la seccién 3.1.5, tracemos la lirea que conecta ¢, con
g, y veamos cudl es su otro punto en comin con 7y: este punto es p, .

Finalmente, el punto de interseccién de M y ¢, (22 /\;_71) =p, N,
es la imagen de ¢, es decir, ¢; — MAp, A ﬂs]’ por definicién
LM

este punto imagen es ¢,.

Sélo falta determinar el centro de perspectividad, el cual podemos
obtener intersecando las lineas P, A Iy (22) y <I>Z11w (ps) A p,- Para
hacerlo, analicemos la configuracién de los puntos involucrados en la
construccién de Lu(p,) ¥ $7a(p,)-
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Como p, € v, ®rum(p,) es el punto M A born ((12 /\1_)2) =MA

@2 A Qs]’ es decir, la linea p, A <I>LM(1_)2) pasa por ¢,.

Para el par de puntos preimagen/imagen ® }, (p,) , p,, de acuer-
do a la definicién de ®1,r, su preimagen se obtiene como sigue:
primero se traza la linea del haz con centro en g, que pasa por p,
p, A g, y se interseca con 7, dado que p, € 7, este punto es p, en-

tonces, 7}, (&) es el punto donde se intersecan ¢g,q,(q, Ap,) ¥ L,

dado que ¢qaqz((l3 /\1_)3) =¢q,Ap, la linea @Z‘{, (&) Ap, pasa por g,.
Como

Py APLa(p) =P NGy Y
O 3(ps) Ap, =p, N,y
el centro de ®.as es ¢, lo cual indica que ¢, ¢, ¥ ¢; son colineales.

Figura 3.16: El teorema de Pascal.

Teorema 3.4 (Reciproco de Pascal) Sean PPy Py 4,04, Y Y, sets puntos
en posicién general, si los puntos

o =[p,ng]r [0,
e =[p, g I[P NG
_6_32[1_)1/\g2] £a 21]’
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son colineales, entonces los seis puntos P gt = 1,2,3, pertenecen a una
conica.

Figura 3.17: Reciproco del teorema de Pascal.

Demostracién

Como debemos probar que los puntos p. ¥ g, pertenecen a una
cénica, basta con hacer ver que dichos puntos coinciden con los pun-
tos donde se intersecan pares de lineas preimagen/imagen de una
proyectividad entre dos haces de lineas.

Consideremos la perspectividad $1 s entre las lineas L = q,7\p,
vy M= g, N\ p, con centro en ¢,. Una cuarteta de puntos preima-
gen/imagen bajo esta perspectividad son:

21 - 21’
93 - 927
p, = %Lmlp,),
¥h(py) - Py
entonces
cr(gl, 35 Py ‘1’211\4(23)) = cr(q,s €0 Prum(p,), P, ) (3.3)

Ahora bien, fijémonos en las lineas del haz(22> que

pasan por los puntos g, ¢, p, ¥ ‘1’211\4(&)5 sabemos que



3.3. Teorema de Pascal 55

cr(9) 32y DL (Ry) ) = €r( 9,00, €1\ PG, BLar ()N, )
andlogamente, las lineas del haz con centro en g, que

pasan por ¢, ¢, <I>LM(22) y p, satisfacen la relacién

cr(gl, o @rar(p,), 113) = cr(gll\%, NG, (I)LM(EQ)A%’ 23/\11_3).
Entonces por (3.33

or(9,Ady, 21g,, 2Ny B1a (By) A, ) = cr(4,Ady, CaNgys Renr (B) Ay, PIAGL ),

es decir, la perspectividad @ s induce una proyectividad entre los
haces con centro en q, Y q;, por ende, los centros de los haces rela-
cionados y los puntos donde se intersecan las lineas correspondientes
pertenecen a una cénica puntual, estos puntos son:

De acuerdo a la configuracién que satisfacen los puntos P, Y 4, de-
ducimos que las tercias:

(==~
2T
B e
“ o o <
RO

=
Y
nN

s}

son colineales, entonces

e Ny =P NG,
NGy =P AL,

por otro lado, como @, es una perspectividad con centro ¢y, las
siguientes tercias de puntos también son colineales

Py ®rar(p,) cr,

@7 (py) pyrn

por tanto
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qDLM(Bz)Ags =P, N4y
(P NG, =P, A g,

Con lo anterior, es faci] ver que los puntos donde se intersecan las
lineas preimagen/imagen bajo ¢g,4, son 9,0 P> By Y Py Por tanto,
los puntos g, y p, pertenecen a una cénica.

3.3.1. Construccién de cénicas con el teorema de Pascal

El teorema de Pascal nos proporciona varios algoritmos para construir una
coénica. Adoptando la notacién del teorema, sean 9,,95: 95 P, Y Py cinco puntos
en posicion general, ;c6mo encontramos un sexto punto p, que pertenezca a la
cénica determinada por los cinco puntos anteriores?.

El problema de determinar un punto que satisfaga las condiciones del
teorema de Pascal, lo podemos resolver de la siguiente forma: si consideramos
a los puntos 9, ¥ g, como los generadores, entonces los otros tres puntos

caracterizan la proyectividad entre haz (21) y haz (22). Asi, dada una linea

del haz (21)’ usando el teorema de Pascal, construiremos su imagen bajo la
proyectividad ¢g,4, caracterizada por los cinco puntos conocidos.

Sea L, una linea del haz (‘11)’ diferente a las lineas preimagen definidas por
los datos; de acuerdo a la notacién del teorema, la imagen de esta linea bajo
g1 q2 €S g, Ny

Con los cinco puntos dados y la linea L, es posible localizar los puntos ¢;
Y Cy; €l primero se obtiene a partir de la relacién: ¢; = [p, Ag,] A [g, Ap,],
mientras que el punto ¢, estd dado por ¢, = @1 A 23] AL, . De esta forma,
trazamos la linea de Pascal: Lp,, = ¢5 A ¢, (vea la figura 3.18).

De acuerdo a las condiciones del teorema de Pascal, la tercia de puntos ¢,
P, Y g,es colineal, entonces podemos localizar ¢, intersecando las lineas Lp,, ¥

ng%.

Ya hemos encontrado el punto ¢, sélo resta intersecar las lineas
9, Nery Lpa'

la Construccién de una cénica puntual con el teorema de Pascal
(véase la figura 3.19).
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Figura 3.18: Trazado de la linea de Pascal.

Dados los puntos 409, PP Y43 ¥ la linea LPS del haz con centro en g,

1 Localizar el punto ¢; de la linea arbitraria de Pascal, Lp,,, intersecando
la linea p) A g, con p, Ag,.

2 Derminar el punto ¢, intersecando las lineas L, vy PN,

3 Trazar la linea de Pascal Lp,s =c5 Ny

4 Encontrar el punto ¢, intersecando la linea de Pascal y la linea P, N,

5 Trazar la linea g, A ¢,

5 El sexto punto de la cénica es LPS A &2 A Q1]~

Trazado de tangentes

En la seccién (3.1.6) vimos que éq,q, (gl A g2) es la tangente a la cénica en
el punto g, por tanto, aplicando la construccién dada por el teorema de Pascal
alalinea g Ng,, podemos trazar la tangente a la conica en el punto g, (vea la

figura 3.20).

Dados los puntos 4,9, PP, Y 4y
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Figura 3.19: Construccién de una cénica puntual con el teorema de Pascal.

Localizar el punto ¢, de la linea de Pascal intersecando la linea
p, N g, conlalineap, Ag,.

—

2 Determinar el punto ¢, intersecando las lineas 4,N, ¥y P, NG,

3 Trazar la linea de Pascal Lp,, = ¢; A ¢y ~

4 Encontrar el punto ¢,, intersecando la linea de Pascal y la linea
Py Ny

5 La tangente a la cénica en g, es la linea ¢, Ag;.

Para trazar la tangente a la cénica en otro punto, podemos reetiquetar cinco
puntos y aplicar la construccidn vista.

3.3.2. Caso especial

Un caso especial del teorema de Pascal, ver la figura 3.21, se obtiene cuando
dejamos que dos de los tres pares de puntos coincidan. Por ejemplo, si D, =4,
Y p, = g, entonces las lineas PN Y PG, se convierten en tangentes con
puntos de contacto D, ¥ P, respectivamente. En esta configuracién, el punto
de interseccién de las tangentes coincide con el punto de Pappus asociado
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Figura 3.20: Construccién de la tangente en el punto g,.

ala proyectividad @, ,, mas aun, el punto de Pappus incide en la linea de Pascal.

Este caso da lugar a la siguiente construccién cldsica de una cénica:
Dados tres puntos Py =90 =6 P ¥ las tangentes Ty y T; en P, Y Dy
respectivamente, como ¢, = [El A 2,;] A [& A gl] =T, AT, lalinea de Pascal

Lp,, pertenece al haz(Ty AT,); asi, dada Lp,, € Ty AT, construimos el punto
g, como sigue, (vea la figura 3.21).

1 Localizar el punto ¢z intersecando las linea p, A p, con la linea Lp,,.
2 Trazar la linea p A cs.
3 Localizar el punto ¢, intersecando las linea p, Ap, con la linea Lp,,.

4 El cuarto punto de la cénica coincide con la interseccién de las lineas p, Ay
ye A 2,; .

Conforme variemos la linea Lp,, encontramos puntos de la cénica y dado
que
Lpay = (1= )T + T4,
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Figura 3.21: Caso especial del teorema de Pascal.

para cada valor de ¢ podemos encontrar el punto g, (t) de la cénica, es decir,
hemos encontrado una parametrizacién de la cénica.

Esta misma construccién la podemos plantear de otra forma: si en lugar
de proponer la linea de Pascal, damos una linea del haz (1_71), entonces la
construccién queda de la siguiente manera:

2a. Construccién de una cénica puntual (vea la figura 3.22).
Dos tangentes de una cénica puntual Ty y T, , sus respectivos puntos
de contacto P, =4,YP, =4, respectivamente, otro punto P, de

una cénica puntual y una linea L,, € haz (1_71).

1 Localizar el punto ¢, de la linea de Pascal Lp,, intersecando
las tangentes ¢, = Ty AT,

2 Encontrar el punto ¢; € Lp,, intersecando la linea L, con la
linea p, A p,.

3 Trazar la linea Lp,, uniendo el punto ¢, y ¢;

4 Encontrar el punto ¢, intersecando la linea de Pascal con la
linea p, A p,.
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5 El punto g, de la conica es (¢; Ap,) AL

Figura 3.22: Construccién clasica de una cénica.

Con este enfoque hemos relacionado el haz con centro en p. con el haz
con centro en p, de tal forma que las intersecciones de las lineas determinan
la cénica puntual que pasa por el punto p, con tangentes To, T en P, Y Py
respectivamente .

3.3.3. El dual del teorema de Pascal

Si dualizamos el teorema de Pascal, obtenemos el Teorema de Brianchon:

Teorema 3.5 (Brianchon) Sean P, P,, P3, Ql, Q2 y Q3 seis lineas de una
conica, entonces las lineas:

son concurrentes y el punto de concurrencia es llamado punto de Brianchon.

Caso Especial

Los casos especiales del teorema de Brianchon los obtenemos al hacer coin-
cidir dos de las lineas en cuestién. Asi, el punto donde se intersecan, se trans-
forma en el punto de contacto. El caso que nos interesa plantear, véase la figura
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Figura 3.23: Teorema de Brianchon.

3.24, se obtiene cuando dejamos que las seis lineas coincidan dos a dos por
ejemplo, haciendo P, = Qa, Py = Q1 y B, = Qz'
St un tridngulo circunscribe unae cénica, las lineas a través de los puntos de

contacto y del vértice opuesto son concurrentes.

Figura 3.24: Caso especial del Teorema de Brianchon.

3.4. Coénicas Afines

Una cénica puede tener cero, una o dos intersecciones con L y como
este numero es invariante bajo transformaciones afines, da lugar a la siguiente
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definicién cldsica de una cénica en el plano afin extendido:

Definicién 3.4.1 Una cdnica es llamada elipse, parabola o hipérbola si
tiene cero, una o dos intersecciones con Ly, respectivamente.

Como L, es la imagen de alguna linea H bajo una transformacién proyectiva

en P2, obtenemos la configuracién que se muestra en la figura 3.25.
Antes de ver cada tipo de cénica afin, veamos la siguiente definicién:

Definicién 3.4.2 Una curve es convexa si para cualquier tangente a la curva,
toda la curva cae de un sélo lado de la recta tangente.

Notemos que la definicién anterior sélo es valida en el contexto afin.

Ore,
e

—>

SR

H

[

Figura 3.25: Cénicas Afines: H denota la linea preimagen de L.
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La elipse como no tiene puntos en comin con Lo, €s una curva finita y da-
do que cualquier linea la intersecta en a lo méas dos puntos, es una curva convexa.

La parédbola tiene un tinico punto de interseccién con L., entonces L es

una tangente de la pardbola, ademds es una curva convexa aunque a diferencia
de la elipse ésta no es una curva finita.
Como conocemos una tangente de la pardbola, cuatro puntos mds p; la
determinardn completamente. Como la pardbola es convexa, los puntos pj
no deben elegirse arbitrariamente. Los puntos deben definir un cuadrilatero
convexo.

La hipérbola intersecta a L, en dos puntos. Sean z y y las intersecciones
de la hipérbola preimagen con H. Las tangentesen z y y se transforman en las
asintotas de la hipérbola. Una hipérbola no es una curva convexa. Una hipérbola
esté determinada por sus dos asintotas y un punto.

3.5. Referencias

Farin [6].



Capitulo 4

Coénicas en forma
paramétrica

En el capitulo anterior vimos el concepto de cdnica en términos de proyec-
tividades. Si bien es posible trazar una cdénica basindonos en la construccién de
una proyectividad, en la mayoria de las aplicaciones esta técnica no es eficiente,
mas aun, en ocasiones las aplicaciones requieren informacién sobre la derivada,
en cuyo caso es mas util tener una representacién paramétrica de la curva. Este
capitulo lo dedicaremos al estudio de las cénicas en su forma de Bernstein-Bézi-
er; mostraremos que esta representacion estd determinada por un poligono de
control y que la mayoria de las propiedades geométricas de la cénica se expresan
en términos de sus puntos de control.

4.1. Curvas paramétricas en IP?

El ejemplo mas sencillo de una curva en su forma paramétrica son las lineas,
si L es una linea en IP?, entonces una parametrizaciéon de L est4 dada por:

donde t varia en la linea proyectiva. La derivada estd dada por L(t) = b — a,
que es una combinacion lineal de a y b; podemos interpretar esto como que la
derivada de una linea es un punto, de hecho, L(t) = L(c0), vea (1.7).

En general, una curva z en el plano proyectivo es una transformacion de
una linea proyectiva, cuya representacién estd dada en términos de t, z (¢) =
(I(t),y(t),z(t))l; la curva es diferenciable con respecto a t siempre que cada
componente de z lo sea. Sea At un nimero diferente de cero, entonces los tres
puntos colineales z (t). z (¢t + At) y z (¢ + At) — z (¢) inciden en una secante de
la curva, como lo ilustra la figura (4.1).

Definimos la derivada de z (t) como

65
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x

x(t+88)-x(1)

Figura 4.1: Derivadas proyectivas: conforme At — 0 ]a secante se aproxima a la
tangente.

. dz (t z(t+ At)—z(t

z(t) = _()= 1im _,( ) _()

dt At—0 At

En este proceso de limite, la secante se aproxima a la recta tangente a la curva
en z (t) y el punto N;AA‘L_IM aproxima a la derivada z (t).

Como QLAA‘F—EQ es un punto que incide en z (t) A z (t + At), la derivada
de z se localiza en la tangente T (t), entonces
I(t)=z@)Ng).
Andlogamente, la segunda derivada Z es un punto en /P?. Si para alguna

t los tres puntos z, £ y Z son colineales, entonces la curva tiene un punto de
inflexién en z (¢).

1. Siy(t) = p(t)z(t) entonces, Vt,z (t) =y (t). Sin embargo, los cambios en
las derivadas estan dados como sigue:

p PP
(v, 9,9] =[z. &, 2] [0 p 25|
0 0 »p
2. Sit = ¢(s) es un cambio de parametro, siempre que ¢ (s) >0 Vs,
la curva z(s) = z(é(s)) coincide con z(t). La curva z(s) es una

reparametrizacién de z (t). Las derivadas de z(s) y z(t) estdn rela-
cionadas como sigue:
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1 0 O
[z, 5,2] =[z. 4] [0 6 ¢
0 0 ¢

4.2. La forma de Bernstein-Bézier de una cdnica

Consideremos la cénica lineal I' (By, By, ®g,8,) donde by = By A By, by y
b, son los puntos de contacto de By y B,, respectivamente y @ es una tangente
hombro; si g, = QABy y g, = @AB,, los tres pares de puntos preimagen/imagen
que caracterizan la proyectividad ® g, g, son: by, by; b, by; 4,14, de esta forma,
si by es un punto que incide en By y bl = ®p,p,(by), entonces las lineas By,
B, Qy Q(l) A Ig{ satisfacen el teorema de las cuatro tangentes. A continuacién
mostramos cdmo usar este teorema para obtener la representacion de Bernstein-
Bézier de la cénica. ‘

Si parametrizamos las tangentes B, y B, en la forma:

()= (1=t +th,
{(s) = (1= )by + sty

IO‘gL

con g, = Q})(tqo) yq = Igi (sq,), entonces haciendo las asignaciones: b, «—

2(1 = tg) by y by ¢— 2t45h,, €l punto g, queda expresado como ¢, = 300 + by
por otro lado

o 2lge 1 2tg084,

q =zb +

gl (1_3111)—1 2_1 2(1_301)_2,

. 2t

entonces si b, +— (—1—?5—3;— by, el punto ¢, queda expresado como la suma de
a1 /%0 -

121 y by

De este modo, hemos visto que podemos elegir los representantes adecuados
para los puntos by, b, y b, de tal manera que

49, by y

1 1
—b 4 =
2% %3
1 1
b,

2%t g%

b,.

o]
II

1

Veamos cuél es el valor del pardmetro s tal que b;(s) = ®5,8, (by); por el
teorema de las cuatro tangentes,

er (bor B(1), g0 b1) = r (by, b1(5), 4, o )

debido a que hemos elegido los representantes para los puntos by y b, de tal
forma que g, $bo + 5by v, ¢, = 3by + 5by
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cr (l_)o, by (1), 4y l_)l) = 5. Se sigue que s = ¢, es decir,
bi=b(t)=(1-1)b +1tb,
T(t) = by(t) A by (t) estd en la cénica, por tanto, tiene un punto de contacto

que denotaremos por b;. En seguida veremos cdmo obtener una expresién de
este punto.

Dado que b} es el punto de contacto de b} () Abj (t) (véase la figura 4.2), por
el teorema de las cuatro tangentes,

cr (b, b5, Q AT(1), by) = -7

(t) = Q@ AT(1); entonces tenemos el sistema

Figura 4.2: La forma de Bézier de las cénicas estd definida por el poligono de
control by, b, b, ¥ una tangente hombro.

cuya solucibnes a = 3 y 8 = 1t,
1 1
g(l]zil_)(l)-’rab}, (41)
1 _
9= (1—t)g0+tgl.
Usando la primera de estas expresiones y que cr (lg}), l_)f), g(l], Q}) = 1—5, se deduce

la expresién para el punto de contacto de la tangente T'(t):
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b2 =ba(t) = (1 —t)b} +tby.

Substituyendo by v b}, obtenemos:

b5(t)

1!

(1= 0)[(1 = 0)by + thy] + t[(1 = )by + tby]
= (1= t)%by + 2t(1 — )b, + t*b,.

Usando los polinomios cuadréticos de Bernstein-Bézi-
er BZ,

wm=ﬁyM—mﬂi=m1

podemos escribir la cénica puntual como una curva
proyectiva cuadrdtica de Bézier:

2
By(t) = > b BE (1) (4.2)

De la deduccién de la ecuacién de la cénica rescatamos el siguiente algoritmo
para construir el punto de la cénica: b(t),

Dados by, b, by yt € R
Sea b =b;,i=0,1,2.
Parar =1,2

Parai=0,...,2—-r

BT(t) = (1 — )b H(8) + ebl ! (t); (4.3)

Este algoritmo es llamado algoritmo proyectivo de de Casteljau.

La deduccién de la ecuacién paramétrica de la cénica puntual la hicimos a
partir de los puntos by, b, y b,. Sin embargo, si empezamos la deduccién con
los representantes: woby, wib,, w2b, y, hacemos un desarrollo completamente
analogo, obtenemos la siguiente parametrizacién de la cénica:

ba(t) = (1 = t)%wobg + 2t(L — t)wn b, + t2wsb,.

En esta representacién de la cénica a los puntos by, b, y b, se les llama puntos
de control de la cénica, el poligono determinado por los puntos de control se
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le llama poligono de control y a las constantes wy, w; y w2 pesos asociados
a cada punto de control.

Debemos notar que aunque trabajamos en el contexto de cénicas lineales,
usando el teorema de las cuatro tangentes, finalmente llegamos a la ecuacién de
la cénica puntual definida por los puntos de contacto de las lineas que estén en
la cénica.

La ecuacién de la tangente correspondiente, T'(t), la obtenemos como sigue:

= [(1 = )by + th] A [(1 = t)b; + thy]
=(1=t)2[bg Aby] +t(1 = t)[by A by]+
t(1~t)[by Al + 7 [by Aby],
=(1-1t)’By +t(1 - t)B, +t*B,,
donde

EO ZQO/\I-)U

B = by Aby,

§2 =I_71 /\1_7;7,:

son llamadas las lineas de control; para el caso especial t = §, obtenemos:
Q=4q,Aq =By+ B, +B,.

Pierre Etienne Bézier(1910-1999) hizo contribuciones al diserio asistido por
computadora y a las matemdticas. Realizd sus estudios de ingenieria mecdnica
en Ecole des” Art et Métiers, al terminarlos, se incorpord a la Renault. Su
interés por CADCAM empezd a principios de los 60s, y como producto de sus
tnvestigaciones disend el sistema UNISURF que hoy en dia estd vigente.[20]

4.3. Parametrizacion de cénicas lineales

El desarrollo anterior se hizo en el contexto de cénicas lineales; por dualidad,
el punto de partida para obtener una parametrizacién de una cénica lineal, debe
ser: dos puntos by, b,, las tangentes By y B,, en b, y by, respectivamente y, el
punto hombro g. Este define el par de lineas preimagen/imagen: Qy =aNby
y Ql = g A b,; sabemos que con esta informacién ¢s,5, queda completamente
determinada. Si B, = bj A b,, consideremos las siguientes parametrizaciones
para el haz(by) y el haz(b,)

(1-t)By +1tB, y
(1 - s)§1 +sB,,

S 19
==
o
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al elegir los representantes adecuados para las lineas B, B, y B,, tal como lo
hicimos en la seccién anterior para los puntos, podemos expresar a las lineas @,

y Ql como:

1o
o]

B, + 1 y
B, +

O = B =

B = O —
{to

|

1 2:

Ahora, dada una linea arbitraria B§(t) = (1 — t) B, + tB, del haz(b,), veamos
qué valor del pardmetro s le corresponde a la linea imagen bajo @eys, -

Figura 4.3: Cénicas puntuales paramétricas: dos haces y un punto adicional
definen la cénica.

Aplicando el teorema de los cuatro puntos (véase la figura 4.3),

t
cr (Bo, B0, @ B)) =t (B, BY(s), Q,, By) = 7,
la dltima de las igualdades se debe a que Q_ es la suma de las lineas B, y B,.
Dado que Ql es la suma de las lineas de control B, y B,, s = t, esto es,

Bi()=(1-t)B, +tB,

El punto de la cénica estd dado por b(t) = By(t) A B}(t) v, para determinar
la tangente a la cénica en b(t), necesitamos el pardmetro correspondiente a
Q(L) = g A b(t) en términos de B} y Bi, ya que por el teorema de los cuatro
puntos

or (85} 85, 8) = 1
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por otro lado, la dualidad asegura, Q] = lﬁ_é + %E} y entonces la tangente a
la cénica en b(t) es
B = (1-1)B)+tB].

Substituyendo By y B} en esta iltima igualdad, llegamos a la ecuacién dual
de los puntos de contacto de una cénica lineal, que podemos escribir como una
curva proyectiva cuadréitica de Bézier

El punto de contacto b(t) de B3(t) estd dado por:

b(t) = By A B,

= [(1-t)By +tB,] A[(1 - £)B, +tB,]
(1-t)?[By AB,] +t(1 = t)[By A By +
t(1-t)[B, A B,] +t*[B; A B,]
(1 —8)2by + t(1 — t)b, + t2b,,

donde
by = By A By,
l_)1=§0/\ﬁ Yy
_122=§ /\Ezy

son los puntos de control de la cénica.

4.4. Derivadas

Al expresar la ecuacién en términos de la base canénica de los polinomios
obtenemos,

b(t) = by + 2tAby + t2 (Ab, — Aby), (4.4)
donde
Aby=b by ¥
b‘:l_) bl)

de (4.4) se deduce ficilmente que la primera derivada de una cénica proyectiva
en la forma de Bézier estd dada por:

b(t) = 2[(1 — t)Aby + tAb,],
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o bien,

b(t)

2[(1 = t)Aby + tAb]
2[Aby + t(Ab; — Aby)],
2 [Aby + tA%by]

donde A%y = Ab, — Aby, de la dltima igualdad se ve que la segunda derivada
estd dada por

b(t) = 22%,

4.4.1. Propiedades
1. b(t) incide en T (o),

Usando la ecuacién paramétrica de la cénica dada por
(4.4), se ve facilmente que b(o0) 2b(00) = b(c0) = A2b,. Asi,
b(t) = Aby + th(o0), esto es, la derivada incide en una linea del
haz(b(o0)), veamos que ésta es la tangente a la cdnica en b (00).

beo) b(172)
Figura 4.4: Tangentes y derivadas.

Supongamos que Ab, AAb, interseca a la cénica I' en mas de un
punto. Como en esta linea inciden todas las primeras derivadas
de T, existe t; # oo tal que b(t;) € T, esto quiere decir que la
tangente a la conica en b(¢;) tiene dos puntos en comun distintos
con I', a saber, b(t;) y b(ti); como esto es una contradiccién,
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Aby A Ab, tiene un Unico punto en comun con la cénica y, por
tanto, es la tangente de la cénica en el punto b(cc). Se sigue
que todas las primeras derivadas de b(t) estdn en la tangente
correspondiente a t = oco; por ende,

b(t) = T(o0) AT(1).

2. Los puntos b,, l_)(%) y bloc) son colineales.

Se sigue del hecho que b(co) — 4b(3) = 4b;

4.5. La forma implicita

Si bien la forma paramétrica nos permite calcular puntos de la curva, con
esta representacién no es facil dar solucién al problema de decidir si un punto
z pertenece a la cdnica; para resolverlo, es mejor usar la forma implicita de la
curva.

Consideremos la cénica determinada por los puntos de control b;, 2 = 0,1, 2,
y por una tangente hombro dada por ¢, A g,. Si las coordenadas de los puntos
involucrados son:

0 0 1 0 1 1
QO = 0 ] l_)l = 1 ) l_)2 - 0 ) go == |1 ) g] = 5 1
1 0 0 1 0

entonces z estd en la conica si

t‘Z
z=z(t)=|2t(1-1)|,
(1-1)?

de donde se deduce facilmente que la ecuacién implicita de la cénica es:

y? = dzz, (4.5)
cuya expresion matricial es:
z'Az =0, (4.6)
donde A es la matriz simétrica:
0 0 -2
A={({0 1 0
-2 0 0

Teniendo la forma implicita de la cénica, es posible identificar rdpidamente
si un punto estd en la cénica pues sélo hay que ver si las coordenadas del punto
satisfacen la ecuacién.
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Si z es un punto de la conica Az = 0, entonces ' A es la tangente a la
conica en el punto x.

Sea T = z'4, si z es un punto de la cénica ‘Az = 0, Tz = z' 4z = 0, esto
es, z incide en T, como z = [t2,2¢(1 — t), (1 - t)'z]l, las coordenadas proyectivas
de los puntos que inciden en T estin dadas por:

T=z"4
0 0 -2
=2 2t(1-0), (1-¢)’] 10 1 0
-2 0 0

=2[-(1=-0)% (1 -1), -7,

para ver que T es realmente la tangente a la cénica en z, veamos que los puntos
l_)é(t) y l_)i(t) inciden en 7T'(t), como las coordenadas de estos puntos de control
son:

bty =1 t |, bi@t)y=|1-¢t],

no es dificil verificar que IQ})(t) =0y IQ{(t) =0.

Para ver que lo anterior es vélido en cualquier sistema, sea a, b, ¢ y d un
marco de referencia provectivo, si Z son las coordenadas del punto z en este
marco de referencia, entonces z y Z satisfacen la relacién Z = Mz, donde M
es una matriz no singular de 3 x 3, por tanto la forma implicita de la cénica se
transforma en:

' M'AMz = 0. (4.7)
Como M'AM es simétrica y no singular vemos que el sistema de coordenadas
que usemos no es relevante, una cénica siempre la podemos escribir en la forma
z'Bz = 0, donde B es una matriz simétrica no singular.

La siguiente definicién nos indica cémo usar la forma implicita de una cénica
para hablar de puntos “dentro” y “fuera” de la cdnica:

Definicién 4.5.1 A los puntos que satisfacen z'Az < 0 los llamaremos pun-
tos dentro de la cdnica, mientras que los puntos que satisfacen Az > 0 los
llamaremos puntos fuera de la cdnica.

La definicién es invariante bajo transformaciones proyectivas por lo que nos
permite dividir el plano proyectivo en dos. Otra forma equivalente de dividir el
plano proyectivo en dos es la siguiente: diremos que un punto p estd fuera de la
cénica si desde p podemos trazar dos tangentes a la conica; el punto estd dentro
de la cénica si no es posible trazar tangentes a la cénica que pasen por P

En esta secciéon hemos mostrado cémo obtener la forma implicita de una
cdnica a partir de su representacion paramétrica. ;Qué sucede con el otro sen-
tido: podemos ir de la forma implicita a la forma paramétrica? Si, es posible,
pero no hay una unica manera de hacerlo.
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4.6. Conicas interpolantes implicitas

Sabemos que cinco puntos determinan una cénica pero, ;cémo obtenemos la
ecuacién?.

Sean: z,, ... ,Zs cinco puntos en posicién general, si z es un punto de la cénica
determinada por z;, i = 1,...,5, entonces
22 y? 22 zy 12z yz
2 .2
1 Y 212 iy Tz Y12
2 S22
Ty Y3 23 T2Y2 Taza YaZo| _
2 v 2 =0 (4.8)
T3 Y3 23 T3Yys T32zz Y323
2 .2 .2
Ty Yi Z5 TaYa T4Zq4 Y424
2 02 2
Ty Ys 23 ITsYys Tsz3 Ys2s

Expandiendo este determinante se obtiene una expresién cuadrdtica en z, y, 2,
por tanto, la podemos llevar a la forma ( 4.7) y como los puntos z; satisfacen la
ecuacion, la cénica interpola los cinco puntos dados. En la contraparte afin, los

puntos x;,...,Xs determinan una cénica cuya forma implicita estd dada por
z? Y y2 z y 1
 ony ¥y on oun 1
2 2 1
I% T2Y2 y% T2 Y2 = 0, (4.9)
T3 I3Y3 Y3 I3 Y3
TP TaYa yi Ta ya 1
3 Tsys Y3 Ts ys 1

b
1l
—
8
| I
— kRl N

en el lado izquierdo de la flecha tenemos las coordenadas afines, mientras que
del lado derecho estan las coordenadas proyectivas. Debe notarse que el proceso
de encontrar una cénica interpolante puede ser numéricamente inestable: si los
cinco puntos estdn cercanos, no aportan mucha informacién acerca de la cénica.
Si usamos ( 4.8) o ( 4.9) para verificar si un punto estd en la cénica, en general
el resultado de la evaluacién no es cero, sino un ndmero pequeiio. Otro factor
a considerar es que cuando los puntos z; son demasiado cercanos, la tolerancia
que se propone para admitir que un punto pertenezca a la cénica seria satisfecha
por puntos que en realidad no pertenecen a la cénica.

4.7. Céodnicas paramétricas interpolantes

La forma de Bernstein-Bézier de una cdnica la podemos usar para resolver
el siguiente problema de interpolacién: Dados cuatro puntos: z;,...,Z3 ¥
sus pardmetros correspondientes to,...,t3, encontrar una cénica c(t) tal que
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i

c(t)) =z,

Primero rescribamos las ecuacién b3(t) = Z?:o b; B? (t) en la forma:

bo
c(t) = [B3(t), Bi(t), B3()] | b (4.10)
by

Notemos que los elementos de la columna de la derecha son puntos; asi,
( 4.10) es una forma compacta de expresar los tres productos involucrados,

ahora escribamos las condiciones de interpolacién para los primeros tres puntos
dados:

2oLy B (to) Bf(to) B2(to)] [bo
nzy | = |B§(t1) Bi(t)) Bi(t)| |b ], (4.11)
2L, B(t:) BE(t:) Bi(t2)| |by

donde las constantes z; son los factores de escalamiento por determinar, podemos
escribir (4.11) denotando apropiadamente los vectores y la matriz involucrados
1.

= 8[b],
la solucién es E = B~} [x]; aparentemente ya hemos determinado la cénica,

sin embargo, aun estd expresado en términos de las incégnitas z;; para
determinarlas, usemos la condicion de que la cénica también debe interpolar al
punto z5. Podemos asumir que para algin punto el factor de escalamiento es la
unidad; sin pérdida de generalidad, sea z3 = 1, entonces la ecuacién ( 4.10) en
t = t3 es:

zz = c(t3)

I3 =Bg@.

Substituyendo E, obtenemos

[B3(ta), Bi(ts), B3(ts)] |b, |,

z3 = BsB™'[x],

esta ecuacién constituye un sistema lineal de 3 x 3 en z;, que estan “escon-
didas” en . Por supuesto que nada nos garantiza que todos los factores de
escalamiento z; sean positivos - asi que al provectar en el espacio afin, podemos
encontrar asintotas. Sabemos que una cénica estd determinada por cinco puntos
en posicién general; sin embargo, st introducimos los valores de los pardmetros
para los puntos dados, entonces cuatro puntos son suficientes.

'Los vectores columna que tiene como elementos a puntos son marcados con una caja.
Tener cuidado de que esta notacion es una abreviacion de tres sisternas lineales, uno por cada
componente ¢, y z.
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4.8. Ramificaciones y polares

Ahora plantearemos una generalizacién del algoritmo de de Casteljau visto
en la seccién 4.2. Este es un procedimiento de dos niveles: en el primero, se
generan dos puntos: b} y l_)i, el punto bj se obtiene a través de una interpolacién
lineal con respecto a los puntos de control b, y b, y el punto l_)} se genera
mediante una interpolacién lineal con respecto a los puntos de control b; y b,:
en el segundo, interpolamos con respecto a by y b para obtener el punto de la
cénica b.

Para obtener una generalizacién de este algoritmo, reescribamos la ecuacién
de la cénica en la forma:

(1= ko (t) + th; (1)
(1 =)[(1 = )by + 1] +t[(1 — )b, + tby]
(1= 1)(1 = by + (1 — t)th, + t(L - )by + ttby

B5(1)

it

basdndonos en esta expresién de bj(t), definimos d[s, t] como la ecuacién que
se obtiene cambiando la variable ¢ por la s en el primer multiplicando de cada
término,

Hs, 1] = (1= )1 = )by + (1 = s)thy + s(1 — )by + stby, (4.12)

por supuesto que si s = t, b[t,t] = ba(t).
A la curva b[s, t] se le conoce como la ramificacidn (blosoom) de la cénica.

Es facil verificar que la ramificacién es una funcidn simétrica: b[s, t] = ¢, 5],
esta curva nos permite generar los puntos de la cénica haciendo una adaptacién
del algoritmo de de Casteljau. Reordenando los términos de la ecuacién (4.12):

bs,tl=(1- t)[(l —5)by + sbl] + t[(l —s)b; + sl_)g];

notemos que si fijamos el valor del pardmetro t en cero, la ramificacién d[s,0] =
(1 - )by + sb, = by es la parametrizacién de la tangente a la cdnica en by, en
particular b, = 5[0,0] y b, = b[1,0] = b[0,1]; si fijamos el valor de t en uno,
entonces bfs, 1] = (1 — s)b, + sb, = bl y b, = b[1,1], y dado que la ramificacién
es simétrica, by(t) = [0,2] y bl (¢) = b[1,1]. Esto es, ya hemos determinado la
expresién de los puntos que se obtienen en el primer nivel del algoritmo de de
Casteljau. Asi, el punto de la cénica se obtiene con la siguiente interpolacién
ba(t) = (1 —t)by + thy = (1 — t)b[0, 1] + tb[1,1]. El esquema del algoritmo de de
Casteljau en términos de la ramificacién d[s, t] queda como sigue:

by 5[0,0]
B =1b0,1] b0,
b, B B b1 bl bt
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b(172,09]

Figura 4.5: Ramificaciones de la cénica.

Hemos visto que b[0,¢] es la tangente a la cénica en b, y que b(1,t] es la
tangente a la cénica en el punto de control b,. En general, si fijamos el valor
de t, b[s,t] = (1 — s)bp(t) + sbj(t) es la recta tangente a la cénica en el punto
ba(t); analogamente si deJamos fijo el parametro s, b[s, t] = (1 —t)b)(s) + thi (s)
es la tangente a la conica en ba(s). Asi, dados s y ¢t, b[s, t] es el punto donde se
intersecan las tangentes T'(t) y T(s) (véase la figura 4.3).

Aplicando el concepto de dualidad,

Bls,t] = (1=8)(1=-t)By+(l—38)tB, +s(1-t)B, +stB,, (4.13)
= (1=1)[(1=s)By+sB,| +t[(1 -8B, +sB,],  (4.14)

BJs, s] es la tangente a la cénica en el punto b3(s) (véase la figura 4.6). Si fijamos
el pardmetro s, B[s,t] es la ecuacién del punto de contacto de B[s, s], es decir
es la ecuacién del haz(Y[s.s]), mientras que al fijar el pardmetro ¢, B[s,t] es
la ecuacién del punto de contacto de Bl[t,¢] que corresponde a la ecuac1on de
haz(b[t,t]), entonces BJs, ] es la secante de la cénica que pasa por ba(s) v ba(t).
Recordemos que la derivada de la cénica en el punto b2 bg(t) es el punto T(¢) A

T(ac), entonces b (¢ t) =bfoo,t] y b(t = b[oo, o0].

En geometria cldsica, al punto b[r,t] se le llama el polo de la
lineaB[r, t] = b[r, 7] Ab[t, t], que es llamada polar, como lo ilustra la
figura 4.7. Notemos que no todo punto tiene una polar- llamaremos
a estos puntos interiores a la cénica.

Dado que B[r,r] = T(r), la polar del punto b[r, 7] de la cénica es su tangente.

Una definicién mds general de polos y polares:
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Figura 4.6: Dual de la ramificacién.

Definicién 4.8.1 Sea p un punto arbitrario, si L es una linea del haz (p) eti-
quetemos sus dos puntos de interseccion con la cénica dada como P, y_;_)z. El
lugar geométrico de los puntos de interseccion p* de las tangentes a la conica en
los puntos P, YD, €S una linea que llamaremos polar del punto p con respecto
a la conica y a p le llameremos el polo de la linea L con respecto a la conica.

4.9. Reparametrizacion

En la seccién 4.2 obtuvimos la forma de Bernstein-Bézier de una cdénica
partiendo de su poligono de control 8, b; , b, ¥ de la tangente hombro @ = 9,M\4,
donde 9, = by+b; y q, = b, +b,; en esta seccién obtendremos la parametrizacién
de esta misma cénica, sélo que ahora usaremos la tangente hombro I = go /\@1,

con @ # T (vea la figura 4.8).

o~

9 9y l_)l) = ¢, y por el teorema de las

Si g, = bo + cby, entonces cr (Qo:
cuatro tangentes cr (le 49 Qz) = ¢; por tanto, el punto donde se intersecan

i v &, A by queda expresado en la forma: 'g =b, +cb,.
Para obtener la parametrizacién corresponéiente, primero rescribamos los pun-
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bl 1]

blt 1]

Figura 4.7: Polo y polar: un punto fuera de la cénica se relaciona con una secante
de 1a cénica, llamada su polar.

Figura 4.8: Reparametrizacién de la cénica: una nueva tangente juega el papel
de tangente hombro.

tos que definen la tangente hombro i de la siguiente manera:

ol 1,1
=55 =3l ¥ 5l
“" A Ca 1 1

2, =359, ‘§(Cb)+2(0 by)

asi, cualquier punto Q(l) € by A b lo podemos expresar como: Q(l)(s) =
(1 - s)by + s(cby); de este modo, cr (QO, Q}),QO, Ql) = 1% y aplicando el
teorema de las cuatro tangentes se sigue que el punto correspondiente en
by Aby, es bi(s) = (1 = s)(ch) + s(c b 5). Finalmente, para obtener el punto bZ,

necesitamos la expresién del punto =TnA [b (s) A l_)i(s)], que se obtiene al
resolver el sistema:
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@y = (1 - a)bg(s) + aby(s),

G = (1= A)g, + 43,

Se ve facilmente que la solucién para a es §; por ende, Q(l) = $by(s) + 3by(s) ¥
como consecuencia del teorema de las cuatro tangentes,
by(s) = b(s) = (1 — s)b(s) + sbi(s).

Substituyendo las expresiones de bj(s) y b (s), obtenemos:

b(s) = (1 — 5)2by + 2¢5(1 — s)b, + c*s°b,, (4.15)

ésta es la parametrizacién de la cénica con tangente hombro T correspondiente

as—l
_2_

La eleccién de una nueva tangente hombro puede verse como una
reparametrizacién de la cénica, como
4, = by + cby;
entonces, para algun valor de ¢,

- t
cr(bvgozgo:bl)—c—ma

es decir, t = 757, asf la relacién entre los pardmetros es:
c 1
t=060s=0,t= Os=—t=1es=1 (4.16)
1+c¢ 2 :

Notemos que para s = 1 obtenemos el punto c?b, en la curva reparametrizada
que es equivalente al punto b,. Debido a que las parametrizaciones en t y s
de by A b; cumplen con (4.16), determinan una proyectividad de dicha linea en
si misma que estd caracterizada por:

cr (I_)() Q(l)(t)7 20> _12]) =Cr (I_)O) Q(l)(s): @0’ 1_71) b
en términos de los pardmetros:

t s 1
1-t

T 1-sc¢’

de donde obtenemos que los pardmetros estdn relacionados por medio de la
siguiente tranformacién de Mobius:

ct
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Aunque la forma de la cénica no se altera bajo cambios de
parametrizacién, la derivada si cambia: ahora tenemos:

b(0) =2ch; — 28y y b(1) = 2c%b, — 2cb, (4.18)

Como vimos en la seccién 4.2, la ecuacién general de una cénica involucra
pesos asociados a cada punto de control, entonces la reparametrizacién de la
conica tiene la forma:

b(s) = (1 - s)*woby + 2cwis(1 — s)b, + cPwas?by, (4.19)
si wg # 0, siempre es posible expresar a la cénica usando sélo dos pesos:

b(s) = (1 = 5)%by + 2cw s(1 — 5)b, + Cwash,, (4.20)

mas aun, si hacemos
1
c=\/—, (4.21)
w2

se obtiene la ecuacidn de la cdénica que sélo depende de un peso:
. 1 .
b(s) = (1 — )%y + 21/ —w1s(1 — s)by + s7b,. (4.22)
Wy
A esta representacion de la cénica se le conoce como la forma estandard, por
supuesto, sélo si wy > 0.

4.10. Segmento Complementario

Sea b(t) la reparametrizacién de b(t) = Z?zo B?(t)b; que se obtiene al
cambiar el signo del coeficiente de B¥(t), entonces los puntos b(t), b(t), b, son
colineales. '

Esto se deduce de la identidad b; = b(t) — b(t)

b(t) —b(t) = 2B(t)d, (4.23)
b,.

i

Esto es, al hacer variar el parametro t en el intervalo unitario, E(t) va des-
cribiendo el segmento complementario (vea la figura 4.9).

4.11. Referencias

Enfoque computacional: Farin [6], Lee [14].

Enfoque clésico: Struik [4].
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5, 4,

Figura 4.9: El segmento complementario de la c6nica se obtiene al cambiar el
signo del peso intermedio del punto de control.



Capitulo 5

Conicas en su forma
racional cuadratica

Mientras que el tratamiento proyectivo de las cdnicas revela muchas de sus
propiedades fundamentales de una forma elegante, “en el mundo real” las apli-
caciones suceden en un ambiente afin. En este capitulo cambiaremos nuestro
énfasis del tratamiento proyectivo de las cénicas al punto de vista afin.

5.1. Forma cuadratica racional.

En el plano proyectivo /P2, una cénica puede describirse por una curva
cuadratica de Bézier:

b(t) = (1—t)2by+2t(1—t)b, + th,
Zy o)
= (1-1t)? +2(0 -8 v | +t2| y2 |,
2] 29

I

(1—t)2zo[ 1}+2t(1—t) [bi]+t2z2[bi],

S
i Z v

Al proyectar la curva b(t) en el espacio afin extendido obtenemos la curva
afin:

(1 — t) Zobo + 2t(1 —t)z1by + t? 22b2
(l—t) Zo+2t(1—t)21+t222

b(t) = (5.1)

85
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Esta es la forma racional cuadritica de una cénica, donde los puntos b;
son llamados puntos de control y los z; son llamados pesos.

La tangente hombro proyectiva T (}) es transformada en la tangente T (3)
de la cénica afin y los puntos g, se transforman en los puntos afines gq;.

_ zgbg+z;b _ z1by+z:b
Qo = JRFE y  qp = BpEE (5.2)

debido a su dependencia con los pesos, a los puntos q; los llamamos puntos
pesados.

La relacién entre los pesos y los puntos pesados esta dada por

razén (bg, qo, b ) = 21/ 20,
razén (blyq11b2) = 22/21'

Z,

Figura 5.1: Los signos de los pesos: para zg > 0y 21,22 < 0, la funcién de peso
tiene un cero en [0, 1].

Al denominador de b(t), que denotaremos por z(t),
z(t)=(1 —t)2 z0+2t(1—1t)z; + 2z, (5.3)

se le llama funcién de peso.

Sabemos que al obtener los ceros de la funcién de peso estamos determinando
los valores del pardmetro para los que se obtienen los puntos al infinito de la
cénica. Obviamente, en el disefio de curvas nos interesa descartar aquéllas cuyos
puntos al infinito se encuentren en el intervalo unitario, esto se logra imponiendo
la condicién de que todos los pesos sean del mismo signo.
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A menos de que otra cosa se indique, asumiremos
que todos los pesos son positivos, también es posi-
ble que todos los pesos sean negativos ( un factor
de —1 no cambia lo esencial). Mds adn, asumire-
mos que las cénicas estan en su forma estindard

5.2. Clasificacién de las Cdnicas.

Si una cénica afin estd en forma estdndar entonces su tangente hombro es
paralela a la cuerda bg A ba. Esto se sigue de la siguiente observacion:

razén (bg, qp,by) = razén (by, q1,by) = 2.

Sea H la linea proyectiva preimagen de la linea afin al infinito; como la
contraparte afin de las lineas QBN Y by A by son paralelas, el punto de inter-
seccién de la tangente hombro y la secante by A b, es un punto de H. Asi, si
estandarizamos una cénica afin eligiendo una tangente hombro paralela a bgAba
equivale a elegir una tangente hombro proyectiva del haz ( [b_o A Qz] AH).

~_"

Figura 5.2: La configuracién de la preimagen proyectiva de los tres tipos de
cdnica.[6]

Las singularidades de una cénica, es decir, los puntos donde ésta interseca
la linea al infinito, corresponden a los ceros de la funcién de peso

z(t) = =2(zy = D2+ 2(z - Dt + 1.

Se puede ver facilmente que los ceros caen fuera del intervalo unitario y que,
de acuerdo al valor de zj, la cénica afin tiene la siguiente clasificacién (vea la
figura 5.3):
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Z

/ 0 1 \ 0 1 0 % 1
Figura 5.3: Clasificacién de cénicas: los ceros de la funcién de peso determinan

el tipo de cénica. De izquierda a derecha: funciones de peso para la hipérbola,
una pardbola y una elipse.

s z; < 1, z(t) no tiene ceros, la cénica es una elipse.

s 27 > 1, 2(t) tiene dos ceros, simétricos con respecto a t = 1/2 y la cénica
es una hipérbola.

= z; = 1 tiene un cero de multiplicidad dos en t = oo y la cénica es una
pardbola.

También podemos decir que una pardbola en la forma estdndar se va a
infinito para valores de t = £00. La figura 5.4 muestra cémo el pardmetro va
describiendo una hipérbola en forma estandar.

5.3. Propiedades de las Cuadraticas Racionales.

En esta seccién, listaremos algunas propiedades comunes a todas las cénicas
en su forma racional cuadrética.
Propiedad de la Cubierta Convexa:

El segmento cénico correspondiente a ¢t € [0, 1] cae en la cubierta convexa
del poligono de control. Més ain, el segmento de curva estd contenido en el
cuadrilétero by, qo, q;, b2 donde q;,7 = 1,2, son los puntos pesados.

Invariancia Afin

Los siguientes dos procedimientos dan lugar al mismo resultado



5.4. Derivadas 89

Figura 5.4: Hipérbola en forma estdndar.

s Evaluar b(t) y aplicar una transformacién afin ¢(b(t)).

= Aplicar la transformacién afin ¢ a cada punto de control b; y evaluar la
nueva cuadrdtica racional en ¢ definida por el poligono de control ¢(b;).
Notemos que el tipo de cénica no cambia bajo transformaciones afines.

Invariancia Proyectiva:

En el mismo sentido, las cuadraticas racionales son proyectivamente invari-
antes. Sin embargo, 1a razén simple no es una invariante proyectivo por lo que
al cambiar los valores de las razones razén (b;, ¢;, b;+,) también varia el tipo de
conica.

Subdivisién:
El punto hombro b (1/2) divide la curva en dos piezas, la curva de la “izquier-
da” y la de la “derecha”. El segmento izquierdo estd dado por:
Poligono Peso
bg 1
qo=bg(1/2) (1+2)/2
b (1/2) (1+2)/2

Notemos que la representacién de cada segmento no estd en la forma estdndard.

5.4. Derivadas

Calcular la derivada de una cdnica en el espacio proyectivo es facil pues las
cénicas son polinomios cuadréticos. Sin embargo, en el espacio afin, tenemos
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gue manejar cuadraticas racionales polinomiales, que necesitan de la regla del
cociente para calcular la derivada. Un truco simple que evita esta tarea es el
siguiente:

Como la cénica afin ¢(t) es de la forma ¢ (t) = p(t) /z (). entonces

p(t)=z(t)e(d),

al derivar esta expresién se tiene

p(t) =z()c(t)+2(t)c(t),
por tanto

é(t) = % B (1) — 2 (8) e (1)]. (5.4)

Al evaluar (54) ent =0yt = 1, obtenemos

C(O)z&Abo, C(l)z 2ﬁAb]
20 22
Algunas aplicaciones, tales como el cdlculo de la curvatura, también requieren
informacién sobre la segunda derivada. Cuyos valores en los puntos extremos
del poligono de control son:

C(O) = 2_14_ [A2 (Zobo) - ZoboA2ZO] N C(l) = —1; [A2 (Zobo) - 22b2A2ZO] . (55)

o 22

5.5. La Parabola

La pardbola goza de un papel especial entre las cénicas en la forma racional
cuadrdtica: ésta permite una forma polinomial o integral. En tal forma, sus
puntos pesados son simplemente los puntos medios de los lados del poligono de
control. El algoritmo de de Casteljau se simplifica debido a que podemos usar
razones en lugar de razones cruzadas:

cr (b, bI*™', qf, bl,,) = razén (b, bi*! bl ) = T TeLZis 0,2-r
(5.6)
y el algoritmo de de Casteljou se transforma en

bt (t) = (1~ ¢)b] () + tbl,, (t) (5.7)
Pero también podemos escribir a la pardbola como una verdadera cuadrética

racional: Usando la técnica de reparametrizacién podemos escribir a la pardbola
como una racional cuadrética,

b(t) = boBE (t) + cb1 B? (t) + ¢®bo B2 (t)

T BZ(t)+cBi(t) + 2B (1)
con una constante arbitraria ¢. S6lo para ¢ = 1, obtenemos la forma polinomial.
Para ¢ # 1, el punto b(co) serd un punto finito.
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Capitulo 6

Curvas de Bézier racionales

Las curvas de Bézier pueden verse como la columna vertebral de todos los
esquemas de curvas polinomiales por pedazos; su contraparte racional goza un
papel similar para las curvas racionales por pedazos.

Histéricamente, las curvas de Bézier en su versién polinomial o integral se
deben a P. de Casteljau. En 1957, él inventd lo que ahora se conoce como el algo-
ritmo de de Casteljau. Su algoritmo se basa en el concepto de razones constantes
por lo que estd ligado con la geometria affn. Sin embargo, las curvas de Bézier
racionales deben evaluarse usando el concepto de razén cruzada, el invariante
fundamental de la geometria proyectiva.

En este capitulo veremos que la contraparte afin de una curva de Bézier proyec-
tiva de grado n definida en /P3, es una curva de Bézier racional de grado n y
listamos sus propiedades mads relevantes; para las demostraciones vea [6].

6.1. La Forma de Bernstein-Bézier

Cualquier curva polinomial de grado n en IP® puede expresarse en la forma
de Bernstein-Bézier

n
bU(t) =) b B (t) b€ P?, (6.1)

1=0
donde B['(t), ¢ = 0,...,n son los polinomios de Bernstein de grado n,
definidos:

B () = (’?)t"u Hi i=0,...,n,
)

con

B(t)y=1

BM(t)=0sii ¢ {0,...,n}.

Entre las propiedades importantes de los polinomios de Bernstein estdn
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1. Forman una particién de la unidad

> Br ()
=0

1l
—

2. Satisfacen la recursién

BMt) = (1= OB (1) + B (1)

Figura 6.1: Curva de Bézier de quinto grado.[6]

Siguiendo el mismo desarrollo hecho para las cuadraticas (vea el capitulo 5),
al proyectar (6.1) en el espacio afin A3, obtenemos una curva de Bézier Racional

b (1),
Yieo wibi BY (t)
YowBl(t)

donde los puntos b; forman el llamado poligono de control y w; es el peso
asociado al punto de control b;.

(1) = (6.2)

Propiedades
1. Siw; =1 Vi, laecuacién (6.2) representa una curva de Bézier .

2. Si todos los pesos son positivos, la curva cae en la cubierta convexra del
poligono de control by, ..., b,. Esta es llamada la propiedad de la cubierta
conveza de las curvas de Bézier.
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3. El primer y iltimo punto de la curva definida en el intervalo unitario
coinciden con by y b, respectivamente.

4. El primer y tltimo lado del poligono de control son tangentes a la curva.

5. Siwy se incrementa, la curva se acerca al punto de control by. Mds atn,
st el peso wi se cambia por Wy = wi + Awy y denotamos a la curva

resultante por b(t), entonces los tres puntos b(t), b(t) y by son colineales,
vea la figura 6.2.

Figura 6.2: Efecto que se obtiene al incrementar el valor del peso we, en una
curva de Bézier racional de grado 4.

6. Los pesos pueden usarse como una herramienta de diseno, en la figura 6.3
se muestran cuatro curvas que comparten el poligono de control, pero con
pesos diferentes.

7. Sitodos los pesos son positivos, los puntos pesados:

wib; + w1 b

q; =
Wi + Wity

junto con los puntos extremos de la curva definen una cubierta conveza
mds estrecha que la de los puntos de control; la curva cae en la cubier-
ta conveza de los puntos {bo, qo, Q1, ..., Qn-1, bn}, en la figura 6.4 se
muestra un ejemplo.

8. Silos pesos w; difieren en signo, el denominador de (6.2),

wit) =3 wiBP (¢), (6.3)
1=0
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7>

ww:wwsw =100 W wew, wy w,=1:1:20:15:1

7

Wo: wy: Wy wyw,=1:20:1:20:1 wy! yo w, =20:1:1:1:20

D$

Figura 6.3: Diserio con curvas de Bézier racionales: curvas de Bézier racional de
cuarto grado con el mismo poligono de control.

puede anularse, lo que significa que la curva b(t) presenta una singulari-
dad; geométricamente esto indica que la curva proyective b(t) cruza o toca
al plano que es transformado en el plano afin al infinito.

6.2. El algoritmo de de Casteljau

La construccién de una cdnica proyectiva usando el algoritmo de de Casteljou
se puede generalizar para construir una curva de Bézier proyectiva de grado n.

Algoritmo de de Casteljau proyectivo
Dados: by,...,b, € PPyte R
Sea bd(t)=b;, i=0,...,n

Parar=1,...,n-1

Parai=0,...,n—r

bT(E) = (1 — )b (2) + 1 (2); (6.4)

™ (t) = b5 (1)
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=3

Figura 6.5: El algoritmo de de Casteljau proyectivo: un punto de la curva se
construye a través de repetidas interpolaciones lineales.

Si introducimos
4, = (b +l_7i+1)/2:
observamos que

t
1 .
cr (1_7;': 1_71') Qi:l—)i+l) = m, Vi.
Aplicando un procedimiento andlogo al que se siguid en la demostracion de
(4.1), sean

Q) = (B AL A (€ AT (6.5)

entonces se puede ver que

Ly Lir
g: = EQ, + §Qi+1v (6.6)
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de donde se sigue

t
cr (Q:)Q;‘+17g:a b:ﬁ-l:) = : (67)

Esto muestra que el algoritmo de de Casteljou es invariante proyectivo: el
punto bg () puede encontrarse usando sélo intersecciones y razones cruzadas. Por
supuesto, los puntos g, son las preimagenes proyectivas de los puntos pesados
q;-

Si proyectamos cada paso del algoritmo proyectivo en el espacio afin A3,
obtenemos el algoritmo de de Casteljau racional:

Dados: bg,...,b, € 4%, w; € R, i=0,...,nyte R
Sea b2(t) = b;,y w!=w;, i=0,...,n
Parar=1,...,n

Parai=0,...,n—r

£
%
=
[
=

1l

(1~ )w! ™' () + twl ) (1),
(=w ™ bl ) +tw] b ()

w(t)

b (t) = by (t).

6.3. Elevacién del grado

Una curva proyectiva de Bézier b"(t) = 3.1, b; B (t) de grado n, puede
expresarse como una curva de Bézier de gradon+1: "' (t) = S04 b7 BPH (1),
donde los puntos de control b estdn dados por

1 i
2 n+ 1_121_1 (1 n+ 1) b 1=0,...0m (6.8)

Esto se obtiene al multiplicar ;- , b; BP (¢) por t+(1—t), reordenando términos
y usando las siguientes propiedades de los polinomios de Bernstein:

tBr (1) = ZEBI (),
1-nBr@1) = (1-3) B ).

Al proyectar la ecuacién (6.8) en el espacio afin, obtenemos las férmulas de
elevacidn de grado para curvas de Bézier racionales:

« _ iwiaybioj+(n+l-1)wib, .
bl = ot i—ow, 0 = 0n+ L

wioy +(n+1-1)w;.

Wi

En la figura 6.6 se muestra el ejemplo de una cénica que es elevada de grado
a la forma de una cubica racional.
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o 1o

[P

b,
b,
Figura 6.6: Elevacién de grado racional: una cuadrética racional es elevada para
obtener una cibica.

6.4. Reparametrizaciéon

En la seccién 4.9 vimos que la parametrizacién de una cénica proyectiva
b*(t) no es tnica; mas atn, vimos que al cambiar el peso w; por c'w; con
L, 2~ .
c € R — {0}, obtenemos una nueva parametrizacién b (t) de b%(t). Este prin-
cipio también es vélido para curvas de Bézier de cualquier grado en P3. Asi,
podemos escribir una curva de Bézier proyectiva de grado n en la siguiente
forma:

Zc b, B! (1), (6.9)

i=0

y al proyectar en el espacio afin A%, la reparametrizacién 6™ de la curva de
Bézier racional b™, se puede escribir en la forma:

S 7y L Lo Cwibi BY (£)
bt (1) = = 7 (6.10)
Yoo ctw B (t)
1=0 1
La reparametrizacién de una curva racional de Bézier cambia la veloci-
dad con la que el punto b( ) recorre la curva, en la figura 6.7 se ilustra la
reparametrizacién de una ciibica de Bézier racional.
Si @; son los puntos pesados de la reparametrizacién b de b™, entonces

~ 1
cr (by, qi, @, biv1) = o (6.11)

mientras que ¢ y ¢ estdn ligados por la misma transformacién racional lineal, o
de Mébius, dada por la reparametrizacion de las cénicas, vea la seccién 4.17:

ct

b= ——— .
14+ (c—1)t

(6.12)
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c=1 c=%

Figura 6.7: Reparametrizacién: se muestra una cibica racional para 35 valores
del parametro equidistantes.

6.4.1. Forma Estéandar

Una curva de Bézier racional b", con pesos positivos, puede reparametrizarse
de tal modo que los pesos asociados a los puntos de control b, y b,, sean la unidad.
Esto se obtiene al reparametrizar la curva usando

c= /¥ (6.13)
Wn

Las curvas expresadas de esta manera se dice que estdn en forma estdndar.

6.5. Derivadas

Las propiedades de una curva de Bézier proyectiva b™, que no se preservan al
proyectarse en el espacio afin, son aquéllas que involucran derivadas. Asi, para
calcular la derivada de una funcién racional definimos:

p(t) = w(t)b(t), (6.14)

donde w(t) es el denominador de la curva racional de Bézier b(t), entonces

p(t) = w(t)p(t) + b(t)u(t), (6.15)
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de donde se sigue

1

b(t) = —— [p(t) = w(t)b(t)]- (6.16)
w(t)
Evaluando la derivada en los extremos de la curva de Bézier racional obte-

nernos

b(0) = "L, (6.17)
wp
y
b(1) = 2%t Ab, . (6.18)
Wn
Se puede hacer ver que la r-ésima derivada de p(t} estd dada por:
Pt =) C) w? ()b"I(t), (6.19)

J=0

entonces una férmula recursiva para la r-ésima derivada de la curva de Bézier
racional b" es:

b0 = oo [P0 = 3 (st . (620)

j=1

En la prictica, para evaluar la primera derivada de una curva de Bézier
racional, se puede usar la siguiente expresién en términos de los ultimos puntos
intermedios del algoritmo de de Casteljau.

n—1_n-1
wy wp u)l

i) —bg (1), (6.21)

6.6. Ramificaciones

Ya hemos introducido el concepto de ramificaciones para cuadrdticas
proyectivas. Este principio se puede generalizar para curvas de cualquier grado.
Cualquier polinomio P : R = IP* de grado n define una transfor-

macién inica multilineal y simétrica p: R™ — IP3 tal que

B(t) =plt,....t],

la funcién B[tl,---,tn] es llamada ramificacién.
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Figura 6.8: Derivadas: una cibica junto con su derivada que es la curva en color
gris que esta en el horizonte.[6]

En particular, la curva de Bézier b™(t) define la ramificacién blt1,.. ., tn].
Para n = 3, tenemos:

blti b, ts] = (1 —t3)(1—t3)(1—ts)by+
[(Q=t) (1=t ts+ (1 —t1) (1 —t3)ta + (1 —t2) (1 — t3) t1] by +
[(1=t1) tats + (1~ to) taty + (1 — t3) taty] bo+
titatsbs.
Notemos que 5[0,0,0] = by, 8[0,0,1] = b, 5[0,1,1] = b, y 2[1,1,1] =
bs. Veamos ahora que la ramificacién b[t1,ts,t3] da lugar al algoritmo de de

Casteljau. Si substituimos recursivamente ¢ = (1 —t) + ¢ en b[t, ¢, t] y usamos la
simetria y linealidad de la ramificacién, obtenemos:

blt,t,¢] (1—t)b[0,¢,¢] + tb[1,¢,1]

= (1-8)[(1-t)b[0,0,t] +th[0,1,8] +
t[(1-1)b[1,0,t] + tb[1,1,1]]

= (1-t)[(1-1)[(1 - t)b[0,0,0] + tb[0,0,1]] + ¢t [(1 — £)[0,1,0] + tb[0, 1, 1])] +
t[(1 = ¢)[(1~)b[1,0,0] + tb[1,0,1]) + ¢[(1 — £)b[1,1,0] + tb[1, 1, 1]]]

escribiendo estas relaciones y usando el esquema de de Casteljau, obtenemos



6.6. Ramificaciones 103

Figura 6.9: Una cibica junto con su derivada que se muestra en gris.[6]

by 4[0,0,0]

b, by 8[0,0,1]  5[0,0,¢]

b, b b = b[0,1,1] [0,1,¢] b[0.¢,¢]

by by bi b3 b1, 1,1] B[1,1,¢] b1t blt,¢,¢]

En general, la curva de Bézier " queda escrita en términos de la ramificacién,
. .
blt, ... t] = Z BM(t)b [0<n—i>, 1<i>] .
i=0

El punto intermedio & (¢) del algoritmo se puede escribir en la forma de ramifi-
cacién de la siguiente manera:

b{'(t) — b [0<n——r—i>' 1<i>,t<r>] . (622)

1
La ramificacién también se puede usar para dividir una curva de Bézier,

si estamos interesados en los puntos de control ¢; del segmento de la curva
correspondiente a [0, ], todo lo que hay que hacer es evaluar la ramificacién:

¢ = .lZ [0<n—i>,b<i>] ) (623)

Las ramificaciones también se pueden usar para calcular las derivadas de
una curva de Bézier en el espacio proyectivo. La siguiente es la generalizacién
natural del caso de las cénicas, véase la seccién 4.8.

;;Q(t) 2 oo, t"7]. (6.24)
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6.7. Referencias
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Capitulo 7

Splines Codnicos

Los spline cénicos son curvas compuestas por pedazos que son cuadratricas
racionales; donde dos piezas o segmentos de un spline cénico se unen, la curva
tendré cierto grado de suavidad, éste puede ser analiticamente diferenciable:
C', C?, o geométricamente diferenciable G', G?. En el presente capitulo estu-
diamos cada una de estas condiciones de continuidad para los splines cénicos

(51.[6] -

7.1. Condicién C!.

Podemos unir cdnicas para formar una curva cuya forma es mdas compleja
como para ser parte de sélo una cdnica. A tal composicién de curvas se le lama
spline cénico. Cuando se proyectan en el espacio afin, éstas serdn un ejemplo
de las curvas NURBS.

Figura 7.1: Continuidad C': Dos cénicas forman una curva compuesta diferen-
ciable en b, si su tangente correspondiente tiene el mismo punto de interseccién
con las tangentes de ambas cénicas correspondientes al pardmetro oco.

La figura 7.1 muestra dos cénicas: una con poligono de control by, by, b, ¥y
otra, con poligono de control by, b, by; e?n by, comparten la misma tangente,

105
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es decir, det [b;, by, b3} = 0.

(Esto significard que son C'?, en otras palabras, jambas cénicas tienen la
misma primera derivada en b,? Recordemos que la tangente a la curva es una
linea mientras que su derivada es un punto; asi, no es obvio que la continuidad
en la tangente implique continuidad en la derivada. Le continuided de la
derivada es una propiedad de la parametrizacion de la curve, es decir, es més
que una propiedad geométrica. A fin de formalizarlo, consideremos que cada
segmento de nuestra curva compuesta, s(u), estd definido sobre un intervalo en
IP': sea [ug, ] el intervalo de definicién de la cénica de la “izquierda”, bigr ¥
[uy, us] €l intervalo de la cénica “derecha”, by,

Recordemos que en la representacién paramétrica de Bézier de b;,,, se usan
los representantes adecuados para los puntos de control by, b;, b, de tal manera
que ¢, = b; + b4, en particular cr (l_)l,gl,l_>2,_lg2 - 121) = 1/2. Andlogamente,
los representantes de los puntos de control de b,,, son tales que la cuarteta b,,
'R by, by — b, es arménica. Entonces, la curva compuesta s(u) serd continua en
u = u; siempre que

er (b g0 babo ~ ) = cr (b, g, by by — b)) = 1/2,

dado que u es un pardmetro global, esto se satisface siempre que después de
haber elegido los representantes para b, y b, de tal forma que g, = b, + b, se
tenga que g, = by + b3

Esta es la condicién de continuidad para s(u) en u; en términos de los
puntos involucrados en la tangente.

Para obtener la condicién de continuidad de s(u) en u; en términos de la
parametrizacién, esto es en términos de u, introduzcamos una coordenada local
¢ para el intervalo [u;, ui41] como sigue

u— u; U — U

t(u) = = |
Uipl — Ug A;

se ve facilmente que conforme variemos u en [u;, u;41], t variara en el intervalo
unitario. Asi

dl—)izq (t(u)) db,, (t(u)) dat

= 1)
19, (H(u)
= —A—O di 1 (72)
anélogamente d—gﬂ'jut(—u)) = ﬁﬂiﬂw. De esta forma s(u) tiene continuidad
C! en u; siempre que %kol = A%i, después de simplificar obtenemos
A Ay
b, = b, + bs. 7.3
=2 A0+A1_1 A0+A1_3 ( )
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Esta es la condicién para que los segmentos “izq” y “der” sean C! con respecto
a la secuencia de nodos ug, uy ¥y ua.

Como la primera derivada de la cénica es el punto de interseccién de las
tangentes en ¢ y ¢, la condicién C*! puede definirse en términos de un valor de
la ramificacién:

bi:q [ll.[, OO] = Qder [ul) OO] (74)

Esta interpretacién de la continuidad C' se ilustra en la figura 7.1.
La curva compuesta tiene continuidad C? en b, ! siempre que las segundas
derivadas de ambas curvas coincidan, en términos de la ramificacién:
bizq [001 OO] :Qder [OO, OO] (75)
Asi, si las cdnicas, o curvas cuadréticas coinciden en posicién, primera y

segunda derivada en u;; entonces ambos segmentos de cénicas deben ser parte
de una dnica cénica.

7.2. Continuidad paramétrica para splines
conicos racionales

Definicién 7.2.1 Una curva continua s(u) : [ug,ur] — IR? definida por peda-
208!
s{u) = si(u), siu € [ug,uiv1],

donde u; < uiy1,4 = 0,...,L — 1, y s;(u) : [uj,uiy1] = R? es una curva
cuadrdtica racional, es un spline cdnico.

Cada u; recibe el nombre de nodo y a la coleccion {u;}=  se le llama sucesidn
de nodos.

Para cada segmento c¢6nico s;(u),i = 0,...,L — 1, de s{u), podemos intro-
ducir un pardmetro local t en el intervalo [u;, uit1], usando el siguiente cambio

de coordenadas:
U — u; U —Uu;
t = =
Uipl — U; A;

Se puede ver facilmente que si u varia entre u; y u;4+;, t variade 0 a 1.
Al usar este cambio de coordenadas, la derivada de s(u), queda dada por:

ds(u)  dsi(t) dt _
T o d Y€ lnuin]
_ L ds,-(t)
A dt

! Cuando hablamos de continuidad C? asumimos que la curva es C° y C!
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Definicién 7.2.2 Los puntos s(u;) = 5;(0) = s,—1(1) son llamados puntos de
union.

Definicién 7.2.3 A la coleccidn de los poligonos de control de todos los segmen-
tos conicos, que e su vez forman un poligono, se le llama poligono de Bézier por
pedazos de la curva s.

Dos cuadréticas racionales en forma estdndar: so v $;, con poligonos de
control bg, by, bs; by, bs, by, pesos centrales z;, z3 y cuyos intervalos de
definicién son [ug,ui], [u1,uz], respectivamente, forman una curva C! sobre
[ug, u2] siempre que

z1Ab;  23Ab,
= . (7.6)
Ag Ay
En general, si la i-ésima seccién del spline, s;, definida en [u;, ui+1] tiene puntos
de control by, baiy g, byiiy1) ¥ Su peso central es zg,1, entonces

R 22-1'
si(uy) = % {(bair1 — ba;),
. 225;
$i{uity) = % (ba(is1) — bais1) -

Asi, s(u) es un spline C! en u;,; siempre que

z2i418boiy1  22i438bguiiry
= =0,...,L-2 7.7
A Ay e («7)

después de agrupar términos obtenemos

_ Ain122i01b2ig1 + Aizpigbains

byir1) =

A1z + Ajz2its

Lo anterior es un planteamiento tedrico; sin embargo, en la practica es frecuente
que los valores del pardmetro sean parte de lo que se debe determinar.

Después de calcular la norma de los vectores involucrados en la ecuacién
(7.7) y agrupar téminos obtenemos la condicién de continuidad del spline en
términos de los nodos:
22i+3]|Abagiy ||
22i41||Abaiy1 || ’

En la préctica, el pardmetro u se interpreta como el tiempo, por tanto, se
propone u; = ||bs — bg||. Asi, los nodos que hacen de s(u) un spline C*! quedan
dados por

i=0,...,L—-2.

Wiv2 = Ui + (Uiy1 — 1)

up =0,

uy = ||bz ~ bo|l,

22(j-1)+11|Abgg - |l
za(j-1)-111Aba(j1y -1 ||’

’U,j=’U,j_1+Aj__2 j=2,...,L-1.
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7.3. B-Splines coénicos.

Si s; y s;+1 son dos segmentos consecutivos de un spline cénico en el espacio
proyectivo, entonces el spline es C! en b,; siempre que

4, Ri-1
- A1_1 +Ai_ - A,_l +Ai—2‘+l,
de modo que si deseamos almacenar el spline, bastard con guardar los puntos

byixi- En la figura 7.2 se muestra un spline C! donde los puntos b,;4, se han
renombrado como d;.

(7.8)

La representacion en el espacio afin la obtenemos al proyectar los puntos
t . ,
d; = (zi,¥:, %), conz; # 0, en el espacio afin, con lo que obtenemos los puntos
t

Zi

afines d; = (Z—, L) donde z; es el peso asociado a d;. De esta forma, si

S(u) : [ug,un] = IR? es el spline y cada segmento cénico s; estd definido en el
intervalo [u;, u;41] tal que {u.,-}ﬁvzo es una sucesion creciente en IR, que forma
una particién del dominio de s(u), entonces el spline cénico con continuidad C'!
queda determinado por:

1. N— Nidmero de segmentos conicos

2. N + 2 puntos de control dg,d;,...,dy+;

3. N + 2 pesos 20,21,y ZN+1

4. N + 1 Nodos UG UL, - UN

A la sucesién creciente {u;} se le llama sucesidn de nodos.

El término “B-Spline.2breviacién de “Base Spline” se debe al hecho de que
podemos escribir un spline cénico con la condicién C! estricta en la forma:

N+2 :
ZZ:E zidiNiz (u)

SN NE (u)

s(u) = , (7.9)

donde la funcién N?Z(u) es un B-spline cuadratico [20].

7.4. Curvatura continua

La caracteristica geométrica mds significativa de cualquier curva plana en el
espacio Euclideano es su curvatura o la razén de cambio de la direccién de su
tangente. La curvatura & (t), de z (t) en IR? estd dada por

_ 12 A 20)]]

S FOTE (710
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Figura 7.2: B-splines Cénicos : poligono de control, curva y sucesién de nodos.

La curvatura es el inverso del radio del circulo osculante, que es el circulo
que aproxima mejor a la curva en un punto dado. Donde la direccién de la
tangente a la curva varia rdpidamente, su curvatura es grande mientras que
si la direccién de la tangente a la curva no tiene gran variacién, la curvatura
es pequena. Notemos que la curvatura es un concepto Euclideano; por ende,?
no puede definirse directamente en el espacio proyectivo. La curvatura cambia
bajo transformaciones afines y proyectivas; sélo las rotaciones y translaciones -
llamadas transformaciones rigidas- dejan esta cantidad invariante. Sin embargo,
la continuidad de la curvatura es invariante bajo todas estas transformaciones.
Consideremos la representacién de Bézier racional de una cdnica:

2
2 im0 2ibi B (1)
z(t)
donde zp = z2 = 1, su curvatura, en los puntos extremos del poligono de control

y en el punto hombro, la obtenemos substituyendo en la ecuacién (7.10), las
expresiones que a continuacién se listan:

b(t) =

b(0) = 2z; Abg ( ) =2[(1-2%;(21 — 1)) Abg + Aby]
b(1) = 221Aby b(1) = [Abo +2(1+22(1 - 21)) Aby]
b(1/2) = Az0bg +2Azby  b(1/2) = 2A%zbg
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Asi,

A A 1 A
k(0)= — k = — k=] = A S )
R (2) B

donde A denota el drea del tridngulo formado por el poligono de control de la
cbnica y o, ¢1 son las longitudes de los lados, como se muestra en la figura 7.3.

Figura 7.3: Curvaturas de la cénica: la curvatura de la cénica en los puntos
extremos estd determinada por los elementos geométricos que se muestran.

7.5. Splines Cénicos G*.

Dos cénicas coplanares en su forma estdndar, con poligonos de control bg,
by, by; by, b3, by y pesos centrales z), z3, tienen curvatura continua si

Ay Az
=2 (7.12)
sz? z%f%

donde A; = drea(b;_,,b;,b;11) v ¢ = longitud (b;, b;4)).

Notemos que (7.12) implica que la curva compuesta debe ser conveza,
pues los signos de 4, y de Az deben coincidir. También usamos el término
continuidad G? o continuidad geométrica de segundo orden para referirnos a
este tipo de suavidad.

Si multiplicamos los pesos centrales: z; y z3, de la curva compuesta, por el
mismo factor, mantendremos la continuidad de la curvatura.
Asi, sin alterar la continuidad de la curvatura, podemos manipular la curva
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alejandola o acercédndola del poligono de control.

Una propiedad interesante de las cénicas, en su representacién estandar, es
que la razdn de k (0) y k (1) es independiente del peso z;:

k(0) _ [5_1]3_ (7.13)

7.6. Suavizamiento de una poligonal plana

Una aplicacién de los splines cénicos estd relacionada con el problema de
obtener una aproximacién s, de una curva poligonal plana P = {p;}/,, tal
que s conserve la forma de la poligonal y, ademds, sea suave. Al proceso que
genera la curva s le llamaremos suavizamiento.

Dado que una restriccién importante para s es que preserve lo mas que sea
posible la forma de P, el suavizamiento que proponemos se enfoca en quitar
Unicamente “los picos” de P, es decir, “suavizaremos” cada vértice tratando de
conservar, por cada lado, un segmento lineal.

7.6.1. Aproximacién G!

Para explicar el suavizamiento que estamos proponiendo?, fijémonos en un
punto de P, digamos p;, v en los lados que éste determina: l;_; = P,_1P: ¥
li = PiPi+1, pues la curva s, a construir, se generara aplicando esta misma idea
a cada punto de P.

Como s tiene que respetar, lo més que sea posible la forma de P, proponemos
que el suavizamiento trate de conservar, por cada lado, un segmento de éste.
Una forma de automatizar el proceso es considerar la longitud de cada lado v,
si el lado es “grande” conservar un segmento del lado en cuestién. Obviamente,
cada aplicacién debe tener su propio criterio para determinar dichos segmentos.

Supongamos que ya tenemos un criterio para determinar el segmento a
conservar en cada lado de la poligonal y denotemos por q;,,;, q;, a los extremos
del segmento a conservar del lado ;.

De esta forma, con respecto a la ﬁgura 7.4, para los lados {;—; y {; los puntos
extremos de los segmentos son: qi.}, q};i Y Qi s qu, respectivamente.
Entonces jcomo elegir un segmento de curva, s;, que aproxime al segmento

i—1

poligonal: q,., pi, Q7

Dadas las condiciones de continuidad geométrica, los puntos extremos de s;
deben ser q}:i ¥ qi,i, respectivamente, ademds, las rectas tangentes a s; en sus
puntos extremos deben de coincidir con las rectas determinadas por los lados
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Pi

Pi:

Pi:

Figura 7.4: Familia de curvas que aproximan el segmento poligonal definido por
los puntos: q}_‘i;, Pi; Qi

li—1 y l;, véase la figura 7.4.

Las condiciones antes mencionadas, nos llevan de manera natural a la eleccién
de una curva s; en la familia de curvas cuyos puntos de control son: qif‘i:, pi,
q;m"

En la aplicacidn que nos interesa, la curve s; se elige en la familia de curvas de
Bézier racionales de segundo grado en su forma estdndar.

Curva con continuidad G!

El suavizamiento que hemos planteado trata de conservar, por cada
lado de la poligonal, un segmento lineal y aproxima cada vértice haciendo uso
de una curva de Bézier racional de segundo grado en su representacién estdndar.

Como la eleccién del segmento a conservar y la del segmento cénico depen-
den de la aplicacidn, estas acciones las dejaremos indicadas mediante el uso de
dos funciones: segmento y peso. Mas adelante especificaremos detalladamente
el criterio de asignacién usado en nuestra aplicacién.

(aini afin) = segmento(p;_1,pi, --.)

La funcién segmento, recibe como pardmetros los puntos extremos de
un lado de la poligonal, digamos p;-1, p;:; dependiendo de la aplicacién,
puede recibir pardmetros adicionales. La salida, son los puntos extremos
del segmento a conservar q7}, q‘/_”i y, es tal que si {(t) = (1 —t)pi—1 +tp;
Y Qini = (tini), Arin = l(tsin), entonces 0 < tin; <tpip < 1.
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wy = peso(bg, by, ba,...)

La funcién peso tiene como objetivo determinar el peso central de una
curva de Bézier racional cuadritica en su forma estdndar con puntos de
control: bg, by y bs.

Es natural elegir el segmento cénico que aproxime mejor al vértice en
cuestion, esto es, que el arco cénico se encuentre “cerca” de b;. Para
una asignacién automética de wi, se propone considerar el dngulo, 8,
subtendido por los lados del poligono de control. La idea que seguimos en
la asignacién del peso en funcién de € es la siguiente:

Si @ es “pequeno”, elegir un arco hiperbdlico, en términos del peso wy,
significa escoger un valor mayor a 1; en caso contrario, elegir entre uno
parabdlico, w; = 1, o uno eliptico, w; < 1.

Al igual que la funcién segmento, esta funcién puede recibir pardmetros
adicionales conforme a la aplicacién.

Algoritmo : Suavizamiento G’ de una poligonal plana

Entrada: P = {p:}/—0, pi € R?, po = pn.

Salida: Curva S € G' que por pedazos es un segmento
cénico o uno lineal.

(qi_nli' q;z)n) = 5egmento(pn—1,Po, e )

Qini = Qi
bg:q/_iln
Parai=0,...,n—2

1 =pi
(@i fin) = segmento(pi, Pis1, .- -)
b= Gin, by =)y
w} = peso(bh, by, bh,...)
bl ™t =p,
b2~ = qini

n—1 _ n—1 n—1 n—1
wy - Peso(bo )bl )b2 w)

7.6.2. Spline cénico con continuidad C!

En la seccién anterior describimos una forma de obtener una curva S € G!
que aproxima a una curva poligonal plana P. La curva aproximante esta com-
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puesta por segmentos lineales y segmentos cénicos. Para obtener los nodos u; que
hagan de s una curva C!, primero debemos de expresar cada segmento lineal:
qf-m-q}in, de s, como una curva de Bézier racional de segundo grado, es decir,
debemos de elevar el grado de I(t) = (1 — t)qini + tqyin; al hacerlo, obtenemos
la representacién de Bézier cuadratica racional con puntos de control by = q;n;,
b1 = Qini + qfin, b2 = qyin ¥ peso central w) = 2. Haremos referencia a estas
asignaciones a través de la funcién elevagrado

(by,un) = elevagrado(Qin:, Qfin)

Una vez que cada segmento del spline estd expresado como una curva de
Bézier racional de segundo grado, podemos los nodos: ug, ..., uy, donde N es
el niumero de secciones del spline s, se obtienen de la condicién de continuidad:

29,2140by, ) _ 22, +14by,

AV A

Asi, los nodos quedan definidos éomo:

u = 0, (7.14)

ur = b2 = byl (7.15)
- Aby(ji_

wj = uj A, 22(j y+l 2(j yll j=2,...,N (7.16)

2 )
([Abag;_1y—122¢5-1)-1l

Algoritmo: suavizamiento C! de P

Entrada:
Poligonal P = {p;}7, pi € Ry po =pn
Salida:
nsec - nimero de secciones del spline
u; 1 =0,...,nsec nodos del spline.
bg, ..., b2nsec puntos de control.
W1, W3, ..., W2asec—1 DESOS de las secciones del spline.
INICIO
nsec+— 1, k+«0,
(Qini,Qfin) = segmento(pPr—-1,Po0)-
a%i, « arin
Q?n, = Qin:
br « qfin
bri1 < po
(Qini, Qfin) = segmento(po, p1,-- )
biy2 « Qini
Wi 41 — peso(bg, beyy, bryz)
ug 0, wup + [|bz — bol|
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FIN

nsec « nsec+ 1

Si tini # Lyin (se incluye un segmento lineal)
(bxt3,wk43) = elevagrado(Qini, qyin)
bits & Gfin

Wonsec~1)+1118b2(nsec— 1)l
Woinsec~2}—1118P2(nsec—1)—1ll

Unsec = Unsec—1 + Dnsec—2

nsec «- nsec+ 1, k «~ k+4

sino
ke—k+2
Parai=1,...,n—2
biyy ¢ pi?

(dini Qfin) = segmento(Pi, Pi41,--.)
bit2 & Qini?
wi 41 ¢ peso(by,briy,bria)

Wansec~1)+1118bansec—1)ll
Wansec—2)—1118bP2(nsec—1)-11!

Unsec ¢~ Unsec—1 + Dnsec—2
nsec ¢~ nsec + 1
Si tini # tyin (si se incluyé un segmento lineal)
(bk43,wr43) = elevegrado(Qini, qfin)
bkt & Qfin

2 _
wineee— 141 8b(nyec—yll

Wotnsec—2)—11Abg(naec—1)-11l

Unsec ¢~ Unsec—1 t Bnsec—2

nsec ¢ nsec+ 1, k « k+4
sino
ke—k+2
bry1 ¢ Pn-1
b4z & afy,
Wi 41 ¢ peso(bg, byt bry2)

2 —1)+1
‘”1(’”“ ) HAbg(nsec—1)ll

1Ab2(sec~1)—1ll

Unsec ¢ Unsec—1 + Ansec—l! 2(nsec—2)—1
w
1

2 o0 0

Siqp,; # Afin
nsec « nsec+ 1
(b 43, wit3) = elevagrado(q?m-,q(}in)
biyq & q(}in

wf(na:c—l)-}—l

1Abg(nsec=)ll
Unsec ¢ Unsec—1 T Dnsec—2 nsec—2)—1 L7
w
1

1Abg(nyec—1)-1ll
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Suavizamiento de regiones en la generacién numérica de mallas

La generacién numérica de una malla sobre una regién del plano es el primer
paso para la solucién numérica, utilizando elemento finito o diferencias finitas,
de una ecuacién diferencial en derivadas parciales. Estos métodos requieren de
una malla con buenas propiedades geométricas, de celdas convexas. Cuando el
contorno de la regién es muy irregular, la generacién de mallas presenta mas
dificultad para obtener una malla con las propiedades requeridas. En este caso,
una de las técnicas que se aplican, al contorno de la regién, es el suavizamiento.
En seguida se muestran los valores que usamos para generar, automaticamente,
una aproximacién G! de P; dichos valores son, los que en la mayoria de las
regiones de prueba, han reportado buenos resultados.

Determinacién de los segmentos lineales a conservar Para generar,
automaticamente, la aproximacién G' de una curva poligonal plana P =
{p:}]g, calculamos {; = ||pi+1 — Pill, Imin = min {l,-};‘z'ol ¥ lmar = mMéx {li}?z"ol‘
Si P es regular, por cada lado se conservara la tercera parte central; en caso
contrario, se compara la longitud del lado con el doble de la longitud del lado
mas pequefio, si ésta es mayor, entonces los extremos del segmento se eligen
de tal forma que ||qini — Pil| = IPi+1 — Qrinll = Imin/2; en caso contrario,
Qini = Qfin = (Pi + Pi+1)/2. Asi, en nuestra aplicacidn, la funcién segmento
recibe como parametros adicionales {;, lnin ¥ lmaz-

(Ch'm', qj'in) = 'Segmento(pi: Pi+1, lh lmin; lma.z)
Entrada:

o Pi, Pi+1 puntos extremos de un lado de la poligonal P.

o l; =||psr1 — pill
0 lmin, lmaz longitud del lado mas chico y mas grande de P.

Salida:

© Qini, 4fin puntos del lado p;pi71 tal que sil(t) = (1-t)pi—1 +tp;,
Qini = U{tini) ¥ Qfin = {(tpin) entonces 0 < tin; <itpin < L

Si lmin = lnaz
Qini + 1(1/3), Qin < 1(2/3)
sino
Sil; > 2lmin
Qini ¢ ((min/(20)), Qfin « {min/li)
sino

Qini ¢ U(1/2), Afin & Qini
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Eleccién del tipo de cénica Sean by, bgy) v bry2 los puntos de control
de una cénica en forma estdndar que aproximara el vértice p;. Dado que al
hacer tender el valor del peso central a infinito, el arco cénico se aproxima mas
al punto de control by4; y a que requerimos que la cénica esté lo més cerca
posible del vértice, en nuestra aplicacién el valor asignado al peso central de
la cénica es mayor que uno y, se determina de acuerdo al valor del dngulo 6
subtendido por los lados del poligono de control:

peso (by,bry1,bry2) = 2 + cosb, (7.17)

con esta asignacién, cuando el dngulo subtendido por los lados del poligono
de control tiende a 0°, el valor del peso tiende a 3; esto es, el arco cénico es
hiperbdélico vy, se acerca cada vez més al punto de control b, (véase la figura
7.5).

80°

Figura 7.5: Arcos cénicos asignados con base al dngulo subtendido por los la-
dos del poligono de control, el peso asociado a cada uno es 2,93, 2,17 y 1,06,
respectivamente.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de suavizamiento

7.7. Referencias

Farin [6],[5].
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Capitulo 8

Reparametrizacion

La mayoria de los métodos de generaciéon numérica de mallas sobre regiones
planas e irregulares requiere de una malla inicial {11]. En la construccién de una
malla inicial se pueden distinguir dos fases: la primera consiste en generar una
curva S lo mas suave posible que aproxime los datos de la frontera de la regién
cuando ésta es muy irregular. A este proceso lo llamamos suavizamiento de la
frontera (véase la seccién 7.6); la segunda, consiste en repartir cierto nimero
de puntos que tenga una distribucién dada, en la figura 8.1 se muestan dos
ejemplos. Hemos observado que la parametrizacién del spline cénico, obtenido
en la primera fase, no es la adecuada para generar los puntos con la distribucién
deseada. En este capitulo presentaremos algunos conceptos basicos [22] que nos
permitirdn plantear y dar solucién al problema de obtener numéricamente la
reparametrizacién de una curva por la longitud de arco.

Figura 8.1: Ejemplo de distribucién de puntos sobre dos contornos.

121



122 8. Reparametrizacion

8.1. Preliminares

Una curva suave en JR? es una funcién diferenciable 8 (8, (t), 82(t)) : I — RR2,
donde I es un intervalo de la recta real. Diremos que la curva § es regular si
B (t) es diferente de cero para toda t en I.

Definicién 8.1.1 Sean I y J dos intervalos en la linea real. Si B es una curva
en R? cuyo dominio de definicion es I y h(s) : J — I es una funcién diferen-
ciable, la composicidn de funciones:

B(s) = B(h(s)) : J = R,
es una reparametrizacidn de 8 por h.

Para cada s en el intervalo J, la curva B esté en el punto g = B(h(s)), que
alcanza la curva 3, en t = h(s), vea la figura 8.2.

]
A’;”’N
] 1 + ' ﬁ
T s ' Tt
Figura 8.2:

Lema 8.1 Si E es la reparametizacion de [ por h, entonces

B'(s) =8 (h(s))h'(s).

Definicion 8.1.2 La velocidad de B en t estd dada por la longitud del vector
velocidad en t: v(t) = |5 (t)]l2-

Asi, la velocidad es una funcién de valor real en el intervalo I, que en términos
de las coordenadas de la curva estd dada por:

o(t) = ((%(t)f + (%mf)

Definicién 8.1.3 La longitud de arco de una curva B(t) : I — R?, t € [a,b],
es el nimero:

1/2

b
L= / 18 (7)2d7 (8.1)

Ahora bien, si fijamos el niimero a en el domino de 8 : I — IR?, definamos
la funcién longitud de arco:

s(t) = / 16’ (7)l2dr. (8.2)
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Teorema 8.2 Si 3 es una curva regular en IR? entonces, la reparametrizacién
3, de 8 por la longitud de arco tiene velocidad unitaria.

Demostracidon

Fijemos un nimero a en el dominio de 8 : I — IR? y consideremos
la funcién longitud de arco
t 7
= [ 1 (Dladr
a

diremos que la parametrizacion, E, estd basadaen t = a.
Como B es regular, s (¢) > 0, s(¢) tiene inversa: t = t(s), cuya
derivada en s = s(t) es el reciproco de s (t), en t = t(s); es decir,

t0s) = o > O

Asi, la velocidad de ,6 esta dada por:

18" (¢(s)) |12t (s) (8.3)
! 1

I3 (t(s))Hzm

= 1. (8.5)

13 (s)ll2

Corolario 8.3 Si 3(s) es una curve parametriza-
da por la longitud de arco, entonces la
reparametrizacién 3 de B por h(u) tiene ve-
locidad |h (u)].

8.2. Planteamiento del problema

Dada una curva regular 8 en IR? determinar un conjunto de puntos sobre la
curva con una distribucién dada.

Si 6 es la reparametrizacién de 3 por la longitud de arco, es decir, 6( ) :
[0,L] — IR? donde L = s(1), entonces por el corolario 8.3, la distribucién a

construir la podemos ver como una reparametrizacién 8 de 3, es decir, 3 (t) =

E(h(?)) vea la figura 8.3. Asi, el problema lo podemos replantear como sigue:

Dada una curva regular 3(t) : [0, 1] = IR?, determinar la reparametrizacién
3 de 3 dada por la longitud de arco:

= [18 Claar, 1€ 0,1
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0

B |
/ h |
B

)

Figura 8.3: Reparametrizacién de g por h.

Si L = s(1) entonces, queremos determinar la funcién afu) : [0,L] — [0, 1] tal
que B(u) = B (a(u)) tenga velocidad unitaria. Como vimos en el teorema 8.2,
a(u) corresponde a la funcién inversa de s(t), es decir, a(s(t)) =ty o (u) =

1 1 c : .
7O e Asi, llegamos al planteamiento:

Dada una curva regular 8[0,1] — IR?, donde L =
(1), determinar una funcién «[0,L] — [0,1] tal
que:

= aos(t) =t tE[O,l],

» soau)=u, u€l0,L]

R () e S—

1
18" (a(u))il2 "

Una forma de construir « es obtener, para un conjunto finito de valores del
pardmetro, una aproximacién:

t; = alu); 1=0,...,n,

y posteriormente aproximar ¢ con un spline & que interpole los datos: (u;, 7}y

las derivadas o (u;) = —7"—~—.

(wi) 187 (el
Para calcular ¢}, con ¢ fija, usamos la condicién: s(t7) — u; = 0, que resolvemos,
aplicando el método de Newton; asi, la k + 1 iteracién queda dada por:

U — s(tf)
t:_\'+1 =tk .

+
t b
‘()

para fija. (8.6)
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Otra alternativa, la deducimos de las siguientes observaciones:
Si reescribimos la iteracién de Newton, obtenemos

= a(s(eh)) + fu - s(@)]o' (s0h), ®.7)

o(uf) + [u; - ut|a’ (uf), (8.8)

Il

ahora, si en lugar de obtener de forma independiente cada valor de ¢}, aplicamos
en paralelo el método de Newton, en cada iteracién tendriamos:

k+1 _ k Kl o,k . _

t; —a(ui)-%-[ui—ui]a (ui), i=1,...,n—1, (8.9)
esto es, tik+l son los primeros dos términos del desarrollo de Taylor de & . Ahora,
supongamos que conocemos una funcién: @ que aproxima razonablemente a «
en una vecindad de u;, en tal caso, la relacién (8.9) la podemos escribir como:

tk+l

i = &L(’U.,)

Asi, lo que vamos a hacer es construir una sucesién de funciones ag, que,
para sélo un nimero finito de valores: up, ..., u, del intervalo [0, L], satisfaga la
ecuacién :
ar(ui) = au;) {8.10)

tal que en el limite a; — a.

8.3. El problema numérico

Si 8 es una curva definida sobre el intervalo unitario y L es su longitud,
entonces la solucién numérica consiste en determinar una funcién &(u) con las
siguientes caracteristicas:

1. a sea un spline,

2. alw) = alu),
3. a monétona y diferenciable.
4. ax~a

donde « es la funcién inversa de la funcién longitud de arco: s(t).

8.3.1. Construccién de aproximaciones

Supongamos que conocemos la aproximacién &y, entonces necesitamos las
condiciones de interpolacién para determinar el siguiente spline: & +1. Ya hemos
establecido que:

5 =G (w) i=0,...,n, (8.11)
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S tf“ coincide con t}, entonces a(u;) = a(s(tf“)) = tf“, como este no es el
caso, imponemos que Gy, (s(tk“)) =tk esto es, el spline debe interpolar

los datos (uf“,tf“) donde uf*! = s(tk“)

Como a4+ debe ser monétono y diferenciable, para calcularlo, también
necesitamos un critério que asigne los valores de las derivadas en u“+l a ser

interpolados por el spline.

Si Agq ( k“) fuese una buena aproximacioén de a(u;) y ax+1 & «, entonces
o
Oyl (uf“) 7 ( TR Por tanto, suena convincente que la condicién para la
derivada del] spline en uf , sea precisamente este valor.

Esto es, necesitamos determinar un spline, ar4, tal que si ax(u;)
entonces,

. uFl = s(tf”)

k4l
= t}

~! k+1 1
L U; = TR
k+l( i ) 118 (tl_+l)”27

» Gx41 C! mondtona creciente.

En la siguiente seccién abordaremos el problema de obtener un spline, lo
mas simple posible, que cumpla con las condiciones antes mencionadas; ahora
veamos cémo elegir la aproximacién inicial.

Aproximacién inicial

Ya hemos visto que la curva & aproximard a a(u) = s71(t), soloen n+1 valo-
res del pardmetro u; la manera més natural de elegirlos, son los que determinan
la particién uniforme del intervalo [0, L]. Andlogamente, la aproximacién inicial
alos valores {a(u;) }iiy, t9,...,t%, los consideramos como aquellos que determi-
nan la particién uniforme del intervalo unitario. De esta forma, las condiciones
de interpolacién para generar el spline Go son:

Go(u?) = =, W=s(8)  i=0,..,n,
' 1

~ 0

() =

A 18" ()]l

Go C'monétona creciente.
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ALGORITMO: Inversa de la funcién longitud de arco de una curva
8:[0,1] —» R?

Condiciones de interpolacién para ag

Parai=0,...,n

10« &
n

u s (t?)

i

% T

Calcular el spline &g bajo las siguientes restricciones
aod) <, i=0,...,n
Go(u?) o, i=0,...,n

a&p C' monétona creciente
Para k =0,..., hasta converger

Calcular los datos de interpolacién para generar el spline Gg4.1

Parat=0,...,n,
tf“ — ag (ug)
ub Tl s(eh

1
e -
& T O,

Construir el spline G4 tal que
~ k+1 K+l . _
appr(u; ")« ¢, 1=0,...,n,
~ k1 o
G (Ui ) &y, i=0,...,n,
ax41 sea C'' mondtona creciente.

Debemos notar que el éxito de este algoritmo se basa en el cdlculo numérico
eficiente de la funcidn longitud de arco en tf“, i=1,...,n—1, que involucra
la integracidn:

¢t
K+l _ fgktly _ ’
w = (e = [ 18 () dr,
0

se puede demostrar que este procedimiento converge [12], es decir, que

1. limgosotk(ui) = a(u;) =t7, donde

2. Y= {1} i=0,...,n

3. S(ti)z’u,;,i=0,...,‘l’l,
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8.4. Construccion de un spline

En la seccién anterior vimos que para determinar la reparametrizacién de
una curva por la longitud de arco es necesario obtener un spline mondtono
que interpole tanto datos como derivadas. Los splines cuadréticos y cibicos no
son una opcién razonable pues al reparametrizar la curva se obtiene otra cuyo
grado es mayor, ademds estos esquemas de interpolacién modifican los datos
de las derivadas para satisfacer la condicién de monotonia o, si los respetan, el
spline interpolante que se obtiene no siempre es monétono.

El uso de un esquema de interpolacién racional lineal aparte de que no eleva
el grado de la curva al reparametrizarla, admite cualquier conjunto de datos
monétonos con derivadas compatibles.

Como vimos en la seccién anterior, dados los datos u¥, t¥, &, = m,
necesitamos determinar un spline & bajo las siguientes condiciones: ‘

1' ak(uf)=tf’ i=0)"']n’

2. &k(uf)=m,i:0,...,n,

3. o mondtona y de clase C?.

La forma en que abordaremos el problema es la siguiente: para cada intervalo
[1;, uit1], Obtendremos una funcién v; que satisfaga las condiciones de interpo-
lacién definidas en dicho intervalo, para ello, se propone que ~v;,1 =0,...,n—1
sea una funcién racional lineal.

8.4.1. Curva de Bézier racional lineal

Sea 7y(u) una curva de Bézier racional lineal con nodos ug, u;, coeficientes
to, t1 Yy pesos wy, w;:

)= L = . (8.12)

fu) _ woto(u) — u) + wit; (u — uo)
g(u) wolu; —u) + wy (u — ug)

Propiedades
s Si los pesos son positivos, y(u) es una combinacién convexa de g y t;,
» El signo del numerador estd dado por t; — to,

= 7 es estrictamente mondtona en [ug, u1].

Como f'(u) = wity —woto ¥, 9'(u) = w, — wo, la derivada de y{u) estd dada
por
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’_ '
Ty = L227
g
_ wilth =)+ wo(y — to) (8.13)
wo(ur ~ u) + wi(u - uo)’
evaluando (8.13) en los extremos tenemos,
tp —t
V) = Ll (8.14)
wo(u; — uo)

) = Lozl (8.15)

wy (u) — Uo)’

. ’ / . .
de donde se sigue que v (ug)y (u1) > 0y, como v es mondtona, la derivada
nunca se anula en [up,u;] a menos que v sea constante. Mas ain, dado que
o

'

f =g =0, tenemos que v = —%L, por tanto, v nunca se hace cero en el

intervalo [ug,u;] a menos de que g = 0, que sucede solo si v es lineal, esto es
porque ¢ = w; — wo.

8.4.2. Spline interpolante

Primero veamos c6mo definir el spline en el intervalo [ug, u1]; las restricciones
que debe satisfacer vy son cuatro, a saber, dos condiciones de interpolacién para
los datos: a(up) = to, a(u;) = t; y dos para la derivada a'(ug) = m,
o' (uy) = m Como los grados de libertad de una curva de Bézier racional
lineal son tres, no siempre es posible obtener el interpolante deseado usando una
unica funcién. A continuacién veremos que es posible construir el interpolante
en el intervalo [ug, %] usando un spline racional lineal formado por dos funciones
racionales lineales, es decir, introduciendo un nodo u,,, entre ug y u,. Esto es,
siuy2 = (1= Mug + dug, A € (0,1), el spline tiene la forma:

Yor(u) w0 Su L uy,
o (1) =
o) {“mr(U) uyr Suup.

donde 7o ¥ Yor son curvas de Bézier lineales racionales que deben satisfacer:

Yoi(uo) = to, Yor(uo) = ' (uo)
Yor(w1) = t1, Yor(u1) = a'(uy),
Yor(uys2) = vor(ury2) = tis2,

Yor(try2) = Yo, (1 /2)-

Este spline queda determinado por tres coeficientes: to,t;/2,t1 y tres
pesos: wo, w2, w1. El primer y iltimo coeficientes estdn determinados por el
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problema, el peso wy queda libre y las tres condiciones sobre las derivada en
ug, U /2,41 determinan el coeficiente t, ;2 y los pesos w; s, y wi. Asi, el nimero
de pardmetros libres del spline 7y coincide con el nimero de restricciones
impuestas por el problema.

De las condiciones de interpolacién para las derivadas en ug, 1) y uy /2, 0b-
tenemos:

Wiz tyz —to

o'(ug) = ; (8.16)
wo ul/g — Ug
w t) —t
o (uy) = 1/2 U 1/2 Y (8.17)
wy Uy — U2
wo tip—to  wr ti—tiy (8.18)

b
Wy/2 Uy/2 — Uo Wyj2 Uy — Uyp/2

este sistema de ecuaciones no lineal en t;/0, wyj2 y wi, se puede resolver
analiticamente de la siguiente forma:

Dividiendo a'(ug) entre a'(u,), obtenemos

a'(uo) _ wy (tij2 = to) (w1 — Uy /s)

a'(w)  wo (ty —ty/2) (w12 — uo)’
a partir de la condicién de continuidad de la derivada en u,;, se obtiene la
siguiente expresién para el cociente w; /wo,

w_ (tij2 —to) (u1 — u12)
wo  (t1 — ti2) (U1/2—U0)’

de las dos dltimas igualdades vemos que el valor del peso w, queda dado por:

oy = (a'(uo)>l/2 o,

o' (ur)

(8.19)

Si substituimos u; — uy s = (1 — A)(u1 — uo) ¥y w172 — uo = Au1 — up) en
(8.18), obtenemos

wo (t12 — to) _ wy (ty — t1/2)
wypA (U1 = uo)  wyyg (1 - A) (w1 — uo)’

reordenando términos,

(1 - )\) woto + Aw by
(1- )\) wo + Aw;

tij2 = (8.20)

2 . . . ’
Después de substituir 1 —uy1/2 ¥ u;/2 — ug en las expresiones para o (u1) y
’ . ’ .
a (up), respectivamente, y reordenar términos, tenemos
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wiya (2 —to) = o (uo)worur = ug, (8.21
w1/2 (tl —tl/g) = a'(ul)wl(l—/\) (Ul —UQ), (822)
de donde deducimos que
' Uy — u
wigs = Do (o) + (1= Nuneu)] 2 | (g
=

Asi, dados:
uo, Uy, fo,t1,
o' (ug), a'(u1),
uy2 = (1 =Aug+Auy y

wo

El spline ~vo(u), que interpola los datos (ug, tg), (u1,¢1) y las derivadas o' (ug)

y &' (u;) viene dado por

yor(u) ug <u < Uy,
u) =
7o(u) {"/Or(u) upp Su<u

donde
vou(12) woto (w172 — u) + wiati2 (u— uo)
or{u) = )
wo (w172 —u) + w2 (u = uo)
Wity (ug ~u) +wity (u—ui2)
A.”Or(u) =

Wy/2 (‘LL1 - 'U,) + wy (U - U1/2)

_ (o' (u) 1z
i (a’(ul)) o

(1 - /\)U/Qto + /\wltl
(1~ X)wo+ Auy

tij2 =

Uy — Ug

wijz = [Mwoa'(uo) + (1 = A wia'(w1)] Lt

(8.26)

Notemos que dado el valor del peso wy, el valor del peso w, estd definido,
siempre y cuando Z—(%’% > 0, es decir, siempre que los datos sean monétonos;
basindonos en que los datos son mondétonos deducimos que t;/, es un valor
entre ¢ y ¢;; finalmente, el valor de w,, es positivo siempre que los datos sean
mondtonos. Entonces, una condicién necesaria y suficiente para que el spline

quede determinado es que los datos sean monétonos.
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8.4.3. Spline

Ya hemos visto cémo obtener un spline lineal racional vy tal que interpola los
datos yo(uo) = to, yo(w1) = t; y las derivadas v (uo) = a’(uo) , Yo(u1) = a'(u1);
con este spline queda determinado el valor de w, por tanto, aplicando la misma
técnica, podemos obtener el spline 4; que cumple con las condiciones de
interpolacién dadas por el problema en el intervalo [u;, uq] y asi sucesivamente,
podemos construir 7, ..., ¥n-1 que determinan el spline interpolante requerido.

En la préctica, para generar el spline interpolante, en cada intervalo [u;, wi41]
usamos el nodo u;y1,2 que corresponde al punto medio del intervalo, es decir,
A=1/2y, elegimos wo = 1.

El spline a(u) queda dado por

au)=yw) 1<u<i+l, i=0,...,n-1 (8.27)
donde
Yi(w), wi <UL Uiy
() =
() {’Yir(u), Uipr2 Su Sy
con

alu) = wity (Uip1/2 ~ u) + i1 2tivrye (v — )
11 b b
wi (w12 —u) +Wigr)2 (U — u;)

Wig1/2tivry2 (Wip1 — u) + Wig1tiz) (U - Ui+1/2)
Wip1y2 (Wip1 —w) + wirr (u— Uiyi/2)

, 1/2
winy = | 2 (ui) ws
o & (wit1) '

(1= Nwiti + Awigatisa
(1= A) wi + dwip

Yir (1)

tivij2 =

' ' Ui+l — Uy
Wit1j2 = [/\wia (wi) + (1= A wirra (uiy) ] ;7;
i1~ b

8.5. Referencias
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Capitulo 9

Malla Inicial

MallaInicial es una aplicacién cuyo fin es generar una malla inicial sobre
una regién plana e irregular, la figura 9.1 muestra un ejemplo de una malla
inicial. La malla inicial es usada para obtener una éptima [11]. Para lograr este
objetivo, primero se aproxima el contorno de la regién con un spline ¢énico C?,
véase la seccidn 7.6, posteriormente se reparametriza el spline por la longitud
de arco, vea el capitulo 8, luego se determina la distribucién de puntos sobre el
spline y finalmente se genera la malla inicial.

Figura 9.1: Contorno de la republica mexicana y una malla inicial.

Asl, MallaInicial cuenta con las siguientes funciones: Lectura del con-

torno de la regién; aproximacién del contorno con un spline cénico C!;
reparametrizacion del spline cénico por la longitud de arco; captura de los
pardmetros de una malla inicial y generacién de la malla inicial.
Entre los parametros que definen una malla inicial, estd el tipo de distribucién
de puntos, MallaInicial ofrece tres: Uniforme, Cuadrdtica y Exponencial;
las dos tltimas cuentan con pardmetros, que el usuario puede manipular o bien
elegir una de cuatro opciones predefinidas.

Esta versién de Mallalnicial ha sido desarrollada en Matlab 5.3 bajo el

133
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sistema operativo windows 98.

9.1. Interfaz de usuario

Mallalnicial ofrece una interaccién grafica al usuario basada principalmente
en la eleccién de alguna opcién del mend principal o de un submend. Cuando
se inicializa el programa Mallalnicial se despliega la ventana principal, véase la
figura 9.4, ésta cuenta con tres opciones: Inicio, Contorno y Malla, las que se
pueden accesar con la ayuda del ratén, botdn izquierdo. Al activar alguna de
éstas, se despliega un subment, st se activa una de sus opciones, se lleva a cabo
alguna de las siguientes acciones: despliega otro submeni, muestra un cuadro
de didlogo o ejecuta la funcién asociada con la opcién.

9.1.1. Cuadros de didlogo

La mayoria de los cuadros de didlogo que se usan en Mallalnicial estdn
relacionados con la lectura o escritura de un archivo: *.con, *.spl, *.rls,
*.red; archivos de contorno, spline cénico, reparametrizacién y malla inicial,
respectivamente.

Hx

-] ~@morE-
-] Ab |
2 o |

Figura 9.2: Cuadro de didlogo para leer un spline cénico.

En la figura 9.2 puede ver el cuadro de didlogo que se muestra al activar
la opcién de lectura de un spline cénico. El cuadro de didlogo muestra los
archivos: *.spl que se encuentran en el directorio actual; para elegir uno
de éstos basta con dar doble click sobre el nombre del archivo con el botén
izquierdo del ratdn o bien usar la caja de edicidn, localizada en la parte inferior,
e introducir e! nombre del archivo; si el archivo no se localiza en el directorio
actual, la caja de didlogo cuenta con varios fconos que le permiten moverse
entre los subdirectorios disponibles en su equipo. En la parte inferior derecha
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se encuentran dos botones, uno con etiqueta Abrir y el otro con etiqueta
Cancelar.

El nombre del cuadro de didlogo y la caja de edicion del tipo de archivo
estdn en funcién del tipo de archivo, y la etiqueta del botén de la parte inferior
derecha serd: Abrir o Guardar de acuerdo a la opcidn que activé dicho cuadro.

El cuadro de didlogo que se usa para capturar los pardmetros de una malla
inicial se muestra en la figura 9.3, en dicha figura se muestra el estado del cuadro
de didlogo cuando el usuario ha optado por definir una distribucién cuadrdtica.
En la parte inferior izquierda se desplega la grafica del spline cuadrdtico co-
rrespondiente a los valores actuales de los pardmetros y en la parte inferior
derecha se muestra una caja que contiene, por cada pardmetro de la distribucién,
dos etiquetas: la primera con el nombre, la segunda con el valor actual del
pardmetro y una barra de desplazamiento; el efecto que se obtiene al modificar
algin parametro se refleja en la grafica. Para cambiar el valor de un pardmetro,
se puede arrastrar el elemento central de la barra de desplazamiento; dar un
click en la barra o bien en las flechas laterales.

a  tvalla _ =10l x]|

E Pardmetros I

éh--l
".).(lj ® m--

Figura 9.3: Cuadro de didlogo para definir una distribucién cuadratica.
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a =101 %]

Inicio Contorno Malla

Figura 9.4: Ventana principal de la aplicacién: Malla Inicial.

9.1.2. La ventana principal

Inicio Despliega un meni con las opciones: Reiniciar y
Salir
Contorno Despliega un menu con las opciones: Leer, Ver,

Spline Cénico, Salvar y Generar malla TFI,
vea la figura 9.5.

Malla Sélo muestra la opcién Salvar, ésta se habilita
Unicamente después de haber generado una malla
inicial y cuando se activa se despliega un cuadro
de didlogo para capturar el nombre del archivo en
el que se guardara la informacién de la malla.

7l 100 x)
Inicio | Contorno  Malla

Leer

Wer 4
Spline Conico »
Generar malla TFI

Figura 9.5: Ventana principal y el submeni que se despliega al seleccionar la
opcién Contorno. .

Opciones del Contorno

Leer Muestra un cuadro de didlogo que despliega los diversos archivos de
contorno, aquellos con extensién .con que se encuentran en el directorio actual,
en la figura 9.6 se muestra el cuadro de didlogo en el que se ha elegido el archivo
gato.con; una vez que se abre el archivo, se carga en memoria y en la ventana
principal se despliega el gréfico correspondiente; la figura 9.7 muestra la grafica
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del contorno de la regién del gato.

é 2|
Buscaen:|_|unamala L] e ® o M-
" s A cuadl.con 4] dome.con "o gato2.con ] habs.con
A cued2.con _Aldragon. con 4} gatom.con ] habss.con
&) cuad3.con A ed2.con Al gatosb.con :a]hh.con
ﬂmdﬁ.con l_l]em.cnn A gatox.con Ajhx.con
A cuadrin.con ;engl.con s gatox1.con Al.con
A cuamen0l.con A enge.con A gr.con ;__\ﬂ'o.con
&) cucu.con ] Fabl4.con Al pox.con :a]im.con
] cfl.con ] febl4a.con A gy.con :]s;i.con
Ald.con Eloto - #lhab.con _A]ivan.con
] dd.con A]gata100.con wlhabl.con :]ivm_m.con
] dist.con A gatolD0a.con AjhabS.con ] van_02.con
. Ll
Nombxe de
e fowo = [ ]
Sl Tioo de aichivax: [cun ﬂ Carcelar |
v,

Figura 9.6: Cuadro de didlogo para capturar el nombre de un archivo de contorno
(*.con).

Ver Activa o desactiva la opcién de acercamiento del grafico, que estd presente
en la ventana principal. Esta opcidn se habilita después de haber cargado en
memoria la informacién de un contorno o de un spline cénico.

Spline Cdnico Muestra un submeni con las opciones: Leer, Genera,
Reparametriza y Salvar. La figura 9.7 muestra en la ventana principal la
grafica del contorno de la regién del gato y el submen spline cénico.
Submeni:
Spline Cénico
Leer Muestra un submeni con las opciones:
Spline Cénico y Reparametrizacién; para
obtener el nombre del archivo a leer, ambas op-
ciones muestran al usuario un cuadro de didlo-
go, similar al que se ilustra en la figura 9.6. Los
archivos con extensién .spl son aquellos que con-
tienen la informacién de un spline cénico, aquellos
cuya extension es .rls corresponden a archivos con
informacién de la reparametrizacién de un spline
cénico por la longitud de arco.

continia
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|  Paladnicial s : : ‘ =0l x|
Inicio | Contomo  Matia

Leer

Yer "

Figura 9.7: contorno de la regién del gato y el submeni Spline Cénico.

Spline Genera Obtiene el spline ¢énico que aproxima el con-

Cénico: torno que estd cargado en memoria; una vez que se ha
calculado el spline, se muestra en la ventana principal el
grafico correspondiente. En la figura 9.8 se puede apre-
ciar el gréfico del spline cénico que aproxima el contorno
de la regién del gato.

Reparametriza Calcula la reparametrizacién del spline
cénico por la longitud de arco mostrando en la ventana
principal el gréfico del spline cénico y la distribucién
“uniforme” obtenida al evaluar la reparametrizacién del
spline en valores equidistantes del pardmetro; en la figu-
ra 9.9 puede ver la distribucién generada al evaluar la
reparametrizacién del spline cénico que aproxima al con-
torno del gato.
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' Inicio Contorno Mala

P wha - ."-——-l——;—j‘ Dx

Figura 9.8: Spline Cénico que aproxima al contorno gato.con.

Spline Cénico:

Salvar despliega un submend con las opciones:
Spline Cénico y Reparametrizaciéon. Ambas
muestran un cuadro de didlogo para pedir al
usuario el nombre del archivo en el que desea
guardar la informacién.

La primera opcién, se activa sélo si estd cargada
en memoria la informacién de un spline cénico y
permite al usuario guardarla en un archivo con ex-
tensién .spl; la segunda, se activa una vez que se
ha reparametrizado un spline cénico por la lon-
gitud de arco, ésta guardaré la informacién de la
reparametrizacién en un archivo con el nombre in-
dicado por el usuario y le agregard la extensién
.rls.

fin del submeni Spline Conico
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Inicio Contomo  Mala

Figura 9.9: Distribucién “uniforme” obtenida al réparametrizar el spline Cénico
por la longitud de arco.

Genera malla TFI Muestra el cuadro de didlogo: Pardmetros de la
malla inicial, vea la figura 9.10, éste proporciona al usuario una interfaz para
introducir los pardmetros la malla inicial, que son:

= Tipo de distribucién en cada frontera.

» Dimensién de la malla: il x ji.

Como puede observar en la figura 9.10, el cuadro de didlogo muestra cuatro
cuadros, distribuidos en dos columnas. En la primera, el segundo cuadro incluye
un cuadro de opciones para indicar el tipo de distribucidén sobre las fronteras;
el tercero es para capturar las dimensiones de la malla y contiene dos cuadros
de edicién con sus etiquetas il y jl, el valor por defecto de ambos pardmetros
es: 20. La segunda columna sélo tiene un cuadro que contiene cuatro botones:
Generar, Aceptar, Ayuda y Cancelar.
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I Parsmetios I

Distribucién en cada frontera

€ Undorme
€ Diferants en cada una

30
G

Figura 9.10: Panel de control para definir una malla inicial.

Opciones de distribucién

Uniforme Generar una malla inicial uniforme cuya dimen-
sién es il x jl. Al elegir esta opcidn se activa la
opcién generar del cuadro ubicado en la segunda

columna.
Diferente en Definir, en cada frontera, una de las siguientes
cada una distribuciones: Uniforme, Cuadrdtica o Expo-
nencial.

St elige 1a segunda, el programa recorrera en orden, de acuerdo con la definicién
del contorno, cada frontera dibujandola en color rojo y pedird al usuario que
defina el tipo de distribucidn sobre dicha frontera. Para ello, muestra en el cuadro
Pardmetros de la malla inicial, un cuadro con las tres opciones que ofrece
el programa, véase la figura 9.11, en esta misma figura, se aprecia un segundo
cuadro de opciones que se muestra al usuario siempre y cuando se haya elegido
la opcién Cuadratica o Exponencial, la figura muestra el primer caso.
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Figura 9.11: Cuadro de opciones para las distribuciones cuadrética y exponen-
cial.

Distribuciones
Cuadratica Preestablecida Muestra en el cuadro Parametros
de la malla inicial el grafico de las cuatro opciones
predefinidas, vea la figura 9.12.
[ e B

Figura 9.12: Opciones por defecto de la distribucién cuadratica.
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Cuadratica : Manual muestra en el cuadro Pardmetros de
la malla inicial los parametros de la distribucién
cuadrética: v, x0 y m, en este mismo se ilustra el
grafico del spline cuadratico definido por los valores
actuales de los pardmetros y en la ventana principal,
se ilustra con circulos, la distribucién generada sobre
la frontera actual, vea la figura 9.13.

000000

Figura 9.14: Opciones por defecto de la distribucién exponencial.
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Exponencial: Preestablecida En el cuadro de didlogo
Parametros de la malla inicial, véase la figura
9.14 se ilustran las cuatro opciones predefinidas
de Ja distribucién exponencial; cuando se elige
alguna, se muestra en la ventana principal la
distribucién sobre la frontera correspondiente.

Exponencial: Manual se muestra en el cuadro Pardmetros de
la malla inicial el pardmetro de la distribucién
exponencial y su gréfico correspondiente. Ademads,
en la ventana principal, se grafica la distribucién
sobre la frontera actual. En la figura 9.15 se ilus-
tra en la cuarta frontera del contorno del gato, la
distribucién exponencial con parametro ¢ = 1.

pa b eaeeia

1

i
Cod
. ‘-‘—&0—.——/‘

Figura 9.15: Parametro de la distribucién exponencial.

Una vez determinada la distribucién en las cuatro fronteras, se muestra en
el panel Pardmetros de la malla inicial, véase la figura 9.16, la informacién
del tipo de distribucién en cada frontera y las dimensiones de la malla; en la
ventana principal se ilustra la gréfica del spline cénico junto con distribucién.

En seguida se describe el conjunto de opciones enmarcadas por el cuadro
que aparece en la segunda columna del cuadro de didlogo Parametros de la
malla inicial, vea la figura 9.16.
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Figura 9.16: Pardmetros que determinan la malla inicial a generar sobre la regién
suavizada del gato.

Cancelar Cierra el panel Pardametros de la malla inicial
y despliega en la ventana principal el spline cénico
que se encuentra cargado en memoria.

Generar Obtiene la malla inicial, usando interpolacién
transfinita, determinada por los pardmetros intro-
ducidos por el usuario y muestra en la ventana
principal la grafica correspondiente, vease la figu-
ra 9.17.

Aceptar Cierra el panel Pardmetos de la malla inicial
y habilita la opcién salvar malla.
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a - : =

I Parémetios !

[ 1t C: x0=0.50 v=0.50 m=0.16
| A Ee=1.00

33 C: x0=0.50 va0.42 m=0.40
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Figura 9.17: Malla inicial de la regién del gato de 30 x 45.



Apéndice A
Espacio Afin

Definicién A.0.1 Un plano afin es un conjunto, cuyos elementos son lla-
mados puntos y un conjunto cuyos elementos son subconjuntos de puntos, la-
mados lineas que satisfacen los siguientes axiomas:

Al Dados dos puntos diferentes p y q existe una inica linea que los contiene.

A2 Dada una linea L y un punto p que no pertenece a L existe una y solo
una linea M, que no tiene puntos en comun con L y pasa por p.

A3 Ezisten tres puntos no colineales.

El plano Fuclidiano satisface los aziomas A1-A83 y, por tanto, es un plano afin,
el plano afin real A?. Una forma conveniente de representar A% es introducir
coordenadas Cartesianas. Asi, un punto p se representa a través de un par
ordenado de nimeros reales (z,y). Una linea es el conjunto solucién (z,y) de la
ecuacién lineal az + by + ¢ = 0 tal que ab # 0.

A.1. Plano afin extendido

Sea A un plano afin y L una linea de A. Para el haz de lineas paralelas
a L agregamos a A un punto ideal o punto al infinito en la direccién de L.
Definimos el plano afin extendido A de A como sigue. Los puntos de A son los
puntos de A mas todos los puntos al infinito de .A. Una linea en A es

1) una linea L de A més el punto al infinito en la direccién de L, o

2) la linea al infinito, que consta de todos los puntos ideales de A.
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Apéndice B

Cubicas Racionales

B.1. Conos envolventes

Para cada cibica racional, es posible encontrar un cono cuadrético tal que
la ctbica se enrolle en él.
Un cono cuadritico es una superficie que satisface las siguientes condiciones:

= el plano tangente en cualquier punto del cono tiene una linea en comun
con el cono,

» la familia de lineas determinada por los planos tangentes al cono y el cono
mismo es concurrente,

= cualquier seccién plana del cono es una cénica.

Antes de continuar, debemos notar que cualquier curva tridimensional z (t)
vace en un cono: sélo hay que elegir un punto p y formar las lineas p A z (t),
éstas forman la envolvente de una superficie cénica. Aqui mostraremos que para
las cibicas paramétricas podemos encontrar conos cuadraticos.

Consideremos una ciibica en el espacio proyectivo IP* dada por la repre-
sentacion de Ball

b3(t) = (1= )%y + 2(1 — £)2tl, + 2(1 — t)t3L, + t2bs, (B.1)

ésta se obtiene al substituir la definicién de los puntos de Ball: [; = %Ql —
3by, Iy = 3by — 1bs en la forma de Bézier de la cibica. Cuando los puntos de
Ball coinciden { := [, = [,, la cubica es una cuadratica con puntos de control
By, L, by

Asumiendo que los puntos de Ball son diferentes, sean P un plano que no
contenga a la linea de Ball Lg,_,, = [, Al; y v un punto de Lg,,. Si proyectamos
la clibica desde u en el plano P, la imagen de los puntos de Ball coinciden, sea
este punto {. Esta proyeccién transforma el poligono de control de la cibica en
el poligono de control plano b, I, b; el cual, define una cénica ¢ (t) en el plano
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P y que corresponde a la proyeccién de la curva cibica original. Ya que cada
linea ¢ (t) A b*(t) pasa a través de v, hemos llegado a que la curva b*(t) yace en
el cono cuadratico cuyas lineas generadoras son ¢ (t) A b>(t) y su vértice es .
Notemos que la linea de Ball, Ly,);, sélo interseca al cono en su vértice.

Diferentes elecciones de v € Lg,; dan lugar a diferentes conos. por tanto,
existe una familia de conos en los que b (t) cae. entre éstos, aquel que se obtiene
al elegir el vértice como la diferencia de los puntos de Ball , es especial pues su
vértice coincide con un punto de la cibica .

—_
()
sad

1= by — 3by +b3)

11 v

e
>
o

8w

([E!
W w
8

)
o 1 1
g

1N

Si reparametrizamos la cibica usando una transformacién de Moebius, los
puntos de Ball cambiaran, sin embargo, [, — [, sigue perteneciendo a la cibica. La
figura B.1 muestra c6mo la linea de Ball es afectada bajo la reparametrizacion.

Al proyectar la cibica en el espacio afin obtenemos una cibica racional con
los puntos de Ball:

3w1b1 - ’u)obo 3’LU2b2 - ’LU3b3
h=———"- L= —"—F———" B.2
! 3wy —wo  ° 3w, — ws (B-2)

Dado que bajo las proyecciones, los conos son transformados en conos, la
cibica racional también yace en una familia de conos. La linea de Ball L interseca
a la cibica racional en el punto correspondiente a t = co. En el caso de una
clbica integral, el cono se convierte en un cilindro parabdlico y L es llamada
la direccidn asintdtica, esto significa que la curva tendrd tangentes paralelas a
L para t = co. Esto se ve ficilmente al observar que el término dominante de
b(t), cuando t tiende a infinito estd dado por A%bg que es igual a1y — 1.
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Figura B.1: lineas de Ball: dependiendo de su reparametrizacién, una cibica
tiene diferentes lineas de Ball.

B.2. Parche bilineal

Sea b° una cibica proyectiva con puntos de control by, b,, by, by, si conside-
ramos los puntos cuadrangulares:

3 1 3 1
9, = 591 - §Q3, 4= §Q2 - 51_70 (B.3)

Entonces la ciibica b* yace en la superficie bilineal:
z(t,s)=by(1—1)(1—s)+byt(l~5)+gq (1-t)s+g,ts (B.4)

Para mostrar que la cibica dada yace en la superficie, si hacemos la substi-
tucién s = B?(t) = 2(1 —t) ¢t en B.4, obtenemos la ecuacién de la cibica, vea
la figura B.2.

Al proyectar la superficie bilineal en el espacio afin, la superficie bilineal se
transforma en una superficie bilineal racional afin. Las cuatro esquinas de esta
superfice estdn dadas por las proyecciones de los puntos b; y q, - Notemos que

3w1b1 - ’LU3b3 3’LU2b2 - ’LUobo
= = . B.
qQ a2 T— (B.5)

3w, — w3

Junto con el resultado de la seccién B.1 vemos que cada cubica racional
estd en la interseccidén de un cono y una superficie bilineal.
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Figura B.2: E] parche bilineal: cada ctibica yace en una cuédrica doblemente
reglada.

B.3. Asintotas

Una cibica l_)s(t) en IP? interseca a un plano al menos una vez, en particular,
ésta interseca al plano preimagen del plano al infinito H. Sea z tal punto de
interseccién, si T es la tangente a la cibica en z. Al proyectar en el espacio
afin, £ serd transformado en un punto al infinito y T en una asintota. Si H
es tangente a la cibica, la asintota afin estd en el plano al infinito y la cibica
racional toca el plano al infinito, en tal caso, la curva proyectiva puede tocar a
H, tal como y = (1 - )3 toca al eje X en z = 1 o puede intersecar a H como

y = z° interseca al eje X en z = 0.

Algebraicamente hablando la presencia de una asintota significa que el
denominador w(t) de la cibica racional b*(t) tiene al menos un cero real to,
conforme t — tg, la curva b*(t) tiende a infinito.

Es posible reparametrizar la cibica racional de tal forma que transforme-
mos 0,1,%p en 0,1, 00, entonces la curva tenderd a infinito conforme el nuevo

pardmetro tienda a infinito.

Dado que
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Figura B.3: Asintotas: el denominador tiene tres ceros, la curva tiene tres
asintotas.[6]

se sigue que A%y = 0 lo cual significa que el denominador de la ciibica es
cuadratico,

w(t) = Wy + A’Lﬁot + AQLﬁotz.

Recordemos que para algin valor de ¢ # 0, @; = c'w;, por tanto, usando
A3y = 0, podemos determinar un valor para c,

Agl?lo = 0,
wo — 3cwy + 302w2 - C3‘LU3 =0, (BG)
con este nuevo conjunto de pesos: c'w;, el denominador puede escribirse como
una cuadratica y la cibica racional se convierte en

3 A
bG(s) — Zi-_;o wil.)i fzs (S)
2imo viBE (s)

donde v; se obtiene al reducir el grado del denominador. Esta forma de las
cibicas racionales fue considerada por L. Cremona en 1859 y en 1964 M. Rowin
la llamé T-conic.

Escribir la cubica racional en la forma T-conic, simplifica el andlisis para
obtener las asintotas. Sabemos que una de las asintotas o direccién asintética
estd dada por la linea de Ball Lg,y. Asi, debe haber a lo més dos direcciones
asintoticas diferentes de A%by que estan dadas por los ceros de 3, v; B? (s).

(B.7)
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Los ceros caen fuera del intervalo unitario siempre que v; > 0. Si vg ¥ v2 son po-
sitivos, entonces la condicién para que los ceros estén fuera del intervalo unitario

€s v > /Ugvs.

B.4. Coébnicas como cibicas racionales

En general las curvas cibicas racionales son curvas tridimensionales, un sub-
conjunto importante de éstas es el de las cénicas. En el espacio proyectivo,
podemos obtener una cibica a partir de una cuadratica a través del proceso de
elevacién de grado.

Sean by, b, y b, puntos de IP? que determinan el poligono de control de una
cbnica, y ¢y, €1, Cy, €3 los puntos de control que se obtienen al elevar el grado
de la cénica a una cibica, vea la figur a B.4.

Figura B.4: La geometria de una cuadrética y la cibica que se obtiene cuando
la cuadrdtica es elevada de grado.

Los puntos de control de ambas curvas deben satisfacer las relaciones:

¢ = by,

¢, = by + 2b

=1 320 321>
_ 2 1

[ 391 + 5by,

¢ = by

Las relaciones correspondientes en el espacio afin estan dadas por:
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Co = —,
20

— zgbgt2:1by
€L = 20+221 !
¢, = 2zbituby
=2 T T2tz
. = 2
& = =

cuyos pesos estan dados por:

Wo = Zo,
wy, = 29 + 221,
Wy = 221 + 22,
w3 = 23.

En el espacio proyectivo se cumple

s=b(1/2)=c(1/2) =[co Nl Nes Ayl (B.8)

para su demostracién, escribimos

2 1 1 2
s=(-ay+a(3n e 3n) =0-00%+6 (Jh+ 3
de donde deducimos que o = 3 = 2—. Asi

1 1 1
~bg+ =b + =b, 1/2).
$= 7ho+ 5h + 7y = ¢(1/2)

Si 4, ¥ g, son las intersecciones de la tangente hombro T(1/2) y el poligono
de control cuadratico, como lo ilustra la figura B.4 entonces, de acuerdo a la
definicion ¢ = 3bo + 5b, ¥ q1 = by + 1b,, por tanto los cuatro puntos en cada
lado del poligono de control satisfacen la relacién:

cr (b s Qgr Cur lzl) =cr (1_71, 4, &, 1_72) = %;

es decir, cada cuarteta es arménica. Los puntos afines correspondientes también
determinan cuartetas arménicas. Es fécil verificar que las lineas ¢; A ¢,, q, N1,
y by A by concurren en el punto by — by.

Sean p, = = $¢ + 30131 = 0,1,2, estos puntos serdn tranformados en los
puntos pesados de la cubica rac1onal No es dificil verificar que los puntos by,
p, Y sson colineales y que la linea P, A\ p, pasa por el punto by, — by.

Ahora consideremos el siguiente problema en el plano afin: Dados cuatro
puntos cg, ¢, ca2, ¢3 que definen un poligono convexo, jes posible encontrar
los pesos w; de tal forma que la cibica racional que determinan con los puntos
dados sea una cénica?. La respuesta es si, para determinar los pesos, primero
encontremos la interseccidn de los lados extremos del poligono de control b, . El
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. . . _ 1
punto g, lo podemos determinar resolviendo la relacién cr (go, 9y C1» l_)l) =5,
para hayar los pesos, sea zo = 1 entonces
. 1 .
z1 = razén (cg, qg, by) = 5razén (co, €1, by) .

Procediendo de la misma forma vemos que

. 1 )
z3 = zjrazén (by, qu, ¢3) = 5z1razon (by, cq, c3).

Los tres pesos 1,21, 2 son los pesos de la cénica y, aplicando el proceso de
elevacién de grado obtenemos la cibica deseada.
Este método muestra la forma en la que podemos estimar los pesos para una
cubica racional si unicamente conocemos su poligono de control. Sin embargo,
éste no funciona bien con poligonos no convexos o no coplanares.
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