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PRGCLOGDO,

En este trabajo estudiamos el siguiente problema, muy
frecuente en la ciencia y en la técnica: dado un conjunto de
puntos, que pueden ser mediciones experimentales y que res-
ponden a una relacion funcional, la cual a su vez es solu-
cion de una cierta ecuacidn diferencial en la que aparecen
parametros, determinar los pardmetros de tal manera que la
solucidn, con ciertas condiciones iniciales, sea la que me-

Jor se ajuste a los datos.

bLste es un problema que ha merecido la atencidn de la
gente y difarentes soluciones se han dado. Cierto tipo de
enfoques hacen énfasis en resolver la ecuacion diferencial
y optimizar los parametros sobre la solucion, lo cual crea
muchas dificuitades pues es necesario calcular la matriz Ja
cobiana de la solucidon con respecto a los parametros como

variables, y esto es un problema dificil.

E1l método que estudiamos es un método directo por el
cual séio es necesario resolver un problema de suma mipima
de cuadrados para obtener los parametros optimos. La idea
central es primeramente ajustar los datos por medio de un
spline cibico, dejando los nodos variables para un wmejor -
ajuste, y posteriormente, a través de resolver un probiema

de suma minima de cuadrados, determinar los parametros sobre

la misma ecuacidén diferencial, sin resolverla.



Hemos tratado de abordar de manera amplia el problema de
ajuste de splines con nodos libres. Por ello presentamos en
el capitulo I la teoria de splines y B-splines, 1o que propor
ciona las bases para los capitulos II y ITI en los que estu-
diamos el problema de ajuste de datos con splines cibicos vy
ajuste de datos con splines cibicos con nodos libres. Cuan-
do se permite a los nodos ser libres y se determinan las posi
Ciones optimas de ellos se logran ajustes que con mucho mejo-
ran los ajustes con nodos fijos. Damos ejemplos de esto y -

mencionamos algunas dificultades que se presentan.

En el capitulo IV estudiamos el método para estimaciodn
d2 parametros en ecuaciones diferenciales ordinarias. Dicho
método es mds general que esto, pues puede ser aplicado a -
otros tipos de ecuaciones funcionales, por ejemplo, ecuacio-

nes integrales.

En el capitulo V hemos recopilado los ejemplos que he-
mos trabajado. Hacemos algunas observaciones sobre ellos y
mostramos resultados. Y en el capitulo VI exponemos algunos

de los programas elaborados por nosotros.

Finalmente quiero agradecer sinceramente al Dr. Pablo
Barrera su orientacidn generosa y desinteresada en 1z elabo-

racion de este trabajo.

ERNESTG OLVERA SOTRES

Agosto de 1986.
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CAPITULO 1

SPLINES

1.1 Definicidn de splines v dimensién del cspacio.

En una buena parte de este trabajo vamosAnosotrosba tra
tar con las funciones conocidas con el nombre de splines.
Son funciones cuya gran utilidad se ha venido reconociendo
cada vez mds a partir de los afios 60's, aln cuando ya
Schoenberg habfa 1lamado la atencién sobre ellas por el afo
de 1946. Nosotros vamos a utilizar splines para auxiliar-

nos en la solucidon de nuestro problema central que es el de

estimacion de pardmetros en ecuaciones diferenciales.

Antes del primer articulo de Schoenberg, alqunos mate-
maticos hab7ian ya mencionado los splines, aunque no con su

nombre actual. Pero es el mismo Schoenberqg quien mis ha contribui



~no

do al desarrollc de la teoria de los splines. Las propieda
des, al mismo tiempc simples y poderosas de estas funciones
hacen de ellas una herramienta muy Gtil para ingenieros,
cientificos y actuarios. Los matematicos, en forma natural
se han interesado en estas funciones y a la fecha se tiene
una amplia teoria bien desarrollada. En este capitulo nos
proponemos mencionar algunas definiciones y propiedades im-

portantes de los splines que nos seran de utilidad posterior

mente.



Consideremos el intervalo [a, b] y un conjunto de nime

ros reales I = (g, &;,..., gn} con a = g, < g, < .”<<gn=

b en este intervalo.

Definicion. E1 espacio vectorial Tineal de los spli-

nes de grado k, con nodos €is Eomessy E es el

n-1°

conjunto de Tas funcicnes 4 (£) que satisfacen las si
guientes dos condiciones

1) en cada uno de 1los intervalos [51—1’511’ i = 1,...

n, (%) es un polinomio de grado < k;

b

2) Ta funcién 4{%) Y sus primeras (k - 1) derivadas

son continuas en [a, b].

Por ejemplo, paré k = 3, tenemos el espacio de los
splines chicos,.que son funciones de claseC2 gp (a, b] vy

que en cada subintervalo son polinomios de grado < 3.

La verificacion de que, en general, Tlos splines de ara

do k forman un espacio vectorial lineal es inmediata. Es

te espacio 1o designaremos con S(k, E¢g, £1..., En) 0 sim-

plemente S(k, ©). Vamos a investigar su dimensién.

A} En cada intervalo "[Ei, £

i+]], ]:O,~--)n_1,

Ta funcién s(t) es de la forma



k+1 0 -1

La condicidn para que 4(£) sea continua equivale a

lTas siguientes (n - 1) ecuaciones:

k+1 k+1
T a0 s ¥ oa e, -0, nea
2o i, %541 L1 i+1,: i1
o k+1 K—] es
La j-ésima derivada del polinomio = a, et
£=1 ’
P17 (ee-1) 2-1
x T Y t )
L= (£=0): 27

Por 1o que 1a continuidad de Ta j-ésima derivada en cada

uno de Tos nodos interiores Eiw Bosewsesn En . significa

: k41-5 ;. ,
L-1 _ *23]<J+z-1xLa 27

k+‘12‘j (J+e_1 )—:-
11,948 Ci+1!

2=1 (e-1) RATTIMO T )

Como j wvaria desde 1 hasta (k - 1), tenemos (k - 1)(n-1)

ecuaciones mas. s Con las (n - 1) anteriores, hacen un total

de (n - 1)k ecuaciones con wn(k + 1) incognitas.

Ahora, si escribimos las eeuaciones en un orden adecua
do en 1la forma Ax = 0, A resulta una matriz escalonada

con (n - 1)k renglones linealmente independientes y n(k+1)



(2}

columras. Por ejemplo, para k = 3 la matriz A tiene 1a

siguiente forma
3
1 & & & -1 -g; -g; -£, 00000 ...0000
\1o2g 3k, 0 -1 -2z, -38, 00000 ...000 0

2 6&, 0 0 -2 -6, 00000 ...0000

2 3 2 3
TN\ f2 f2 52 ol -6-6m550... 00 0 0
\\‘
\\\1 2¢,
%
\,
N2
\\
N

—~\ 1 En—1 E':n—1 n-1 -1 _En—1 hgn—I E:n—-l
2 ) 2
tORE, g 3, g 0=l =RE ;- Sn-1
\\ 2 6t 0 0 -2 -6k
n-1 n-1
En general, como el nimero_de renglones (n - 1)k es

menor que el nameroc de columnas n(k + 1), el rango de la

matriz es (n - 1)k. Y asi, la dimensién de su nicleo es




dim (N(A)) [n(k + 1)) - [(n - 1)k]

n + k.

Lo que significa que la dimensién de S(k, 1) es igual

a (n + k).

B) En esta segunda demostracién de que ddm S(k, 1) =
n + k, vamos a utilizar una importante expresion mediante
la cual un spline s(&) puede expresarse de manera (nica
como una suma de un polinomio de grado *f Y una combinacidn
de funciones de potencia truncada. Esta expresidn para

5 € S(k, M) es la siquiente

—4
Z d. (& =g}
j=1

n

k . '1
s5(t) = Z ¢, + ——
j k!

donde la funcidn potencia truncada se define como

Un poco mds abajo vamos a demostrar esta férmula para s{t).

Aceptandcla momentdneamente, observemos que cada funcidn
spline gueda caracterizada por los parametros aj,j =0,1,..., k
y dj, =1, 2,..., n - 1. Asi, la dimensién es (n + k) -

Q-E.B. !



Lo que acabamos de demostrar, lo podemos decir de otra

manera:
dim S(k, 1) =(ndm. de nodos) + k + 1.

Por ejemplo, la dimensidn del espacio de splines cidbicos

con nodos &3, Ep,..., E , ©s
& —

dim S(3. gy Egpsenves gn) = n + 3.
Ahora vamos a demostrar que cualquier spline puede re-
presentarse de la manera que hemos dicho. Para ello vamos

a necesitar el siguiente

Lema. Sea 5(%)- una funcidén spline de grado k y £,

uno de sus nodos. Suponiendo que en el intervalo (gi_1,£i)

la funcion s(t) esta dada por el polinomio pk(t) y por

) . —
el polinomic qk(t) en el intervalo (gi, €i+1)' entonces
( - ye
& qk ’t) - Pk(i) - C’,(/t = Eil ) -

donde ¢ es constante.
Demostracion. Por Ta definicién de spline los polino-
mios py(t) y qk(t) tienen el mismo valor en ¢t = ¢

igualmente sus derivadas de Ordenes 1, 2,..., b - 1. En



consecuencia, el polinomio de grado k, qk(t) - pk(t) tie

ne un cero en £t = £y de multiplicidad *k; por lo tanto
B k
q (2) - p (£) = elt - £.)",

donde ¢ es una constante.

En seguida vamos a demostrar la fdormula que habiamos
aceptado provisionalmente sin demostracion. Dada la impor-

tancia de tal formula la enunciamos en forma de teorema.

Tecorema. Cualquier funcidn spline 4(t) en S(k, 1)

tiene wuna expresion de la forma

k . 1 n—1 %
s(£) = Z e.t? + = T d.(z-g)" -
j=0 * BY j=1 3 )
donde los coeficientes dj son censtantes. Esta expresion
es Gnica.
Demostracidn. Escribamos en forma ligeramente diferen

te 1a formula que queremos demostrar:

k : n—] i . <
sty = & g2 + T d. (£ - £.)
o -y 3 i &
J J
En el intervalo [&;, &,] la funcién (¢t - b)k es cero

30+



para 4 = 1,..., n - 1. En este intervalo el spline es un

polinomio de grado a lo mds Fk, este polinomio es precisa-

k .

mente X c.td, 1a primera parte de nuestra férmula. Apli
j=0

quemos ahora el lema anterior: sea q(£) el polinomio de

grado k que restringido a [&;, t,] da 4(t). Entonces,

por el lema
3 . K
q(t) = T e.t? + di(z - g;)k,

donde dj es una constante. Aplicando otra vez el lema,
encontramos que en el intervalo [Z,, 3] el spline (%)

estd dado por un polinomio de grado k de la forma

k - ] k 1 k
Ze? o+ di(t - Ey)T 4 dy(t - E,)R
5=0 Jj + +

Repitiendo este proceso lleqgamos a la expresion

k s n-1 , K
s(£) = Ze ! + % d. (¢t -5.)%, ¢ <t<g

. J i Jj J n-1 n

3=0 =1
Pero (t - gj)t =0 para £ = gj, .y asi1 se puede escribir
Ta expresidn

k ) n-1 .
Alt) = ZTec t? + = d. (¢ - E. ). siaes (*)
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valida en todo el intervalo [&,, gn].

A continuacion, ail mismo tiempc que demostraremos la
segunda parte del teorema, la unicidad de la férmula, vamos
1

a encontrar los vaiores de los coeficientes dj, y sustitu-

yendo en (*) se obtiene la férmula del teorema.

/
En primer lugar, observemos que para £ < &,, 1ia for-
k .
mula (*) se reduce a 4(t) = Z c.tJ. Por lo tanto, este
j=0
polinomio coincide con el {nico polinomio de grado hk me-

diante el cual esta definido el spline en el intervalo

[Egs Exd-

Para terminar la demostracidn observemos 1o siguiente:
la k-ésima derivada de 4(£) no es necesariamente conti-
nua en [&g, gn]; puede tener discontinuidades en los nodos.
En el nodo gj el salto de discontinuidad, 1lamémosle dj,

esta dado por:

d. = A(k)(E + O) "A(k) (E B O)
L J J
>
. i ‘ =0 =
= k (ck + Z di) -k (ck + Z dl)

1= 1=1
- k! d
J

Los coeficientes d. de la fdérmula, repitamoslo, san los
J

saitos de discontinuidad de 1la R-ésima derivada del spline
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5{t), 1o que demuestra la unicidad. Con esto el teorema ha

quedado demostrado.

1.2 B-splines

Ahora, en forma natural, nos encontramos en la necesi-

dad de encontrar una base {¢ (), ¢,(£),...,¢ ()} ade-

n+k
cuada del espacio S(k, 1) y poder escribir cualquier spiine

5 € S(k, 1) como

n+k

s(t) =

4+

aj¢j(,t) 3 a <t <b.

j=1

Se ha demostrado que las bases

T%M)=HF£Jk,a<t<b

9, (1) #3904 <b, j=n, nt 1., n+k)

son computacionalmente inadecuadas. .

>

Nuestro propdsito ahora es introducir los "B-splines".
Una base de B-splines es particularmente adecuada, pues
al hacer las computaciones se evitan cancelaciones y pé€rdi-
da de exactitud, y es adecuada también desde un punto de vis

ta tedrico.

Schoenberqg mostrd coémo mediante una aplicacidn del teo
g ( 0



s
nNo

rema de Peano surgen los B-splines de una manera muy natu
ral. Por el momento, nosotros podemos pensar que para como
didad en Tos calculos una importante propiedad que deberia-
mos pedir a las funciones bdsicas que estamos buscando se-
ria la de que fuesen funciones de soporte minimoses decir
funciones que no se anulan solamente en un "pequefio interva

1o .

Ademds, hagamos las siguientes consideraciones antes de

proponer una definicidn formal. Para un spline s(%), es
decir un elemento de S(k, M) tratemos de contar el nimero
de veces que 4(t) se puede anular en un intervalo (gp,g )
donde p y ¢ son enteros de manera que 0 <p < g < x. Pa
ra precisar, supongamoé que 4(t) es idénticamente cero en
[£Q, Ep] y en [gq, gn], que # es el nGmero de ceros de

s(£) en (ap, gq) y que x es finito.

Para empezar consideremos el caso k = 1. Es decir,
5(%) esta compuesto de segmentos iineales. Puesto que
A(gp) y A(gq) son cero, el nimero mdximo de ceros que
5(£) puede tener en el ;nterva1o (gp, Eq) es (q - p-2).
Es decir, el nimero de cambios de sigro que esta funcidn

spline s(t) puede tener en este intervalo es < (g - p -2).
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. %\—XZF\J«’f M —
L5 §, \/ V4 5, S

Ahora, como la derivada de un spline de grado kR es

un spline de un grado mis bajo con los mismos nodos Yy como

el spline s(t) tiene 4 ceros en (gp, £ ) la primera de

rivada deberd cambiar al menos (4 + 1) veces de signo.

Continuando hasta la (k - 1) derivada, ésta deberi

D o
cambiar de signo al menos (x« +'h - 1) veces. Pero esta
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derivada es un spline de grado uno. Tenemos entonces la si

aguiente desiqualdad
nthk-1<gqg-p-2.
Esto nos da una cota para el nimero de ceros
n<gq - (p+k+1).
Asi que, si consideramos un spline de esta forma, per-

]

no sea cero, no podrd anularse en ninglin punto de este in-

mitiéndole aue en aigin punto del intervalo Mp,gp_*k & 4
tervalo ya que ¢ = p + B + 1, 1o que obliga a x ser ce-
ro. En realidad, un spline s(%) del tipo que estamos con
siderando, que no sea idénticamente cero debe tener, como
demostraremos, al menos (k + 2) nodos. Este es lo que acla
ra el entrecomillado que usamos anteriormente cuando formu-
Tamos el desec de pedir que las funciones bdsicas no se anu

laran solamente en .un "pequefnio intervalo".

Tomand2 en cuenta las anterijores afirmaciones e intro-
duciendo ciertos coeficientes o factores de normalizacion

convenientes, hacemos la siguiente definicidn de un B-spline
de grado k;

p+k+1{ p+k+1 )k

1 1 ) .
BP(t) = .E ll (EZ?E;T (i-—gj Y - < gt <

J=p f
i
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ET sub-indice p en Bp(t)

no es idénticamente cero dnicamente en el

(s B er)

sirve para recordar que 5 (¢)

intervalo

Efectivamente , si ¢t < gp entonces BP(t) = 0 porque

= k: i ( A i
(£ gj)+ 0 para toda 4 en [p, p + & + 1]. S1.t>>%ﬁk+1.

entonces el spline estd dado por el polinomio

p+k+1 [ p+k+1

s 1 k
Bp(f) ‘jip ll; Tg;ffg; (2 €j) :
i

Si para simplificar hacemos

p+k+1 1
B, = - g i =p,ee., p+h+1,
I i (€i Ei)

1%

entonces el polinomio anterior se escribe

ptk+1

Bp(.t) = 2 g.(t - £.)k, >t

s +k+1°
j=p J b p

y los coeficientes Bj satisfacen las siguientes ecuacio-

como puede demostrarse (1).

(1)  Una demostracidn de esto la podemos hacer apelando a la férmula de



Ahora, desarrollaremos los binomios
grupando términos nos queda

IN
(t - F,j) y
k . k K-y PR+ ,
B = E - E
p8) = I L(-1)7 ()3 e ey,

y por las anterioes ecuaciones

(*)

se obtiene

8 (2) =

0,
para todo £t > gp+k+].

La definicidn de

B-splines que hemos dado se debe a
Schoenberg y aqui estamos nosotros tratando de mostrar que
es una buena definicion.
un B-spline

En primer lugar va hicimos Ver que
se anula idénticamente en Jlos intervalos

X, £ =0, 1,..., n da como resultado

interpclacidén de Lagrange, la cual cuando se aplica a los polinomios
n

5 i _ i
e % Zk(x) X

¢

donde £ (x)
k

3 =0 ‘
JFk

son los polinomios basicos de Lagrange,

n
TT (x—ijMx -X.).

Kk(x)

Entonces, substituyendo esta definicidn de

Ik(x) en la férmula de interpolacidn de esta nota y concsiderando los
. ; n
coefiencients de x

?

n X
Z - :5' ’ ’("_
k=0 n 1n
=X
W (xk J)
i=0

obtenemos la identidad
i

16
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- < < L i ol
<t gp y gp+k+’ t <e. En lo que sigue vamos a
mostrar otras Utiles propiedades de los B-splines: 1) el

B-spline es positivo en el intervalo (& ,

P €p+k+1); 2) e

B-spline que no sea el idénticamente cero, en el interva-
1o donde no se anula no puede tener menos de (k + 2) nodos,

que son los que existen desde Ep hasta

p+k+1.
Para proceder, observemos que, si £ € (gp, gp+1), en
tonces
/ 1 k
Bp\t) = \ (t - &)
(81787 (B ,-E ) (B 8y

que es un ndmero positivo. Asi pues, en el intervalo

(gp, ) el B-spiine no es idénticamente cero. Sea

E:p+k+1

7 el niamero de veces que Bp(t) se anula en dicho interva
to. Ya habiamos visto que x estd acotado y que se cumple

la desigualdad 2 <gq - (p+ Rk +1). Con q=p + k + 1,

-

queda 2 = 0. Y asi, no hay ningin cero dentro del interva

Y

lc (g , ¢ 2
P P+k+1/ ¢

Bp(t), cofu lo hemos definido, es ciempre positivo dentro

el . )
el intervalo (Ep, E ki1

En otras palabras, el B-spline

Esto es, hemos demostrado que
todos 1os B-splines son positivos donde no se anulan. En

resumen, tienen la siguiente forma
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Con ingenuo humor Schoenberg los bautizé con el nombre
de B-splines, porque "B-splines are bell-shaped". Noso-
tros nos podemos quedar con la B y decir, los B-splines

son una base del espacio S(k, u).

Por G1timo, ya sabemos que un B-spline de grado fk no

se anula en el intervalo (¢ ,

t‘ -
" 5p+k+]), contando los extre

mos son (k + 2) nodos. Como ya lo habiamos anunciado,
aqul vamos a demostrar que no pueden ser menos. Supongamos

que son 4 nodos: & ,

B §p+],. a5 E y supongamos que

p+r-1’
existe un B-spline apoyado en estos nodos, el cual tiene
que ser de la forma ®
ptr=1
o k
X a. (£ - £.)
. J {0
3=

donde los coeficientes «. han de satisfacer las condicio-
j

nes



Designemos con H

1 1 1 1
Ep Ep+1 Ep+2 v E:p+r 1
B 2 2 2 2
o= Ep Ep+] gp+2 o Ep+r 1
k k k k
EP EPH Ep-FZ Ep+r—1
i |

Si 2 <h + 1, H es de rango =«

orden 4

glones y columnas son los x primeros

de

.orden 4, cuyo valor es

Sea o el vector cuyas componentes son SN

Entonces, las condiciones sobre ios coeficientes

describirse mediante la ecuaciébn

19

, porque tiene un menor de
que es distinto de cero, el determinante cuyos ren
renglones y columnas

» Y que es el conocido determinante de Vandermonde de

« -
ptr-1

a. Ppueden
J
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Pero, esta ecuacion implica que las columnas de H son 1li-
nealmente dependientes, o, en otras palabras, su rango es
menor que x. Puesto que ya hemos demostrado que esto no

puede ser si x < k + 1, se sique que & es ail menos (k + 2).

1.3 La base de B-splines.

Ya hemos demostrado algunas de las propiedades impor-
tantes de los B-splines y a pesar de que mencionamos que
constituyen una base del espacio S(k, m), esto dGltimo no
1o hemos demostrado. Ahora lo haremos. Ya sabemos que el
espacio S(k, 1) es de dimensién (n + k). Ya también men-
cionamos la conveniencia de que las funciones basicas sean

B-splines. Pero, dados los punto E£45, €,,..., &

>

, el con-
n
junto '{Bp: p =0, 1,..., n -k -1} de que por el momento
podemos disponer consta de s6lo {n - k) elementos. Se re
quieren, al menos, 2k elementos mas. Una manera conve-

niente de obtenerlos es agregando k nodos arbitrarios

E_y < g k1 e £_, a la izquierda de g5 y k nodos
arbitrarios £n+1 < 5n+2 G e & §n+k a la derecha de gn.
Disponemos ahora del conjunto '{Bp: p = -k, - kR + 1,...,n-1}

que consta de (n + k) elementos. Todo lo que tenemos que
demostrar para poder afirmar que estas funciones son una ba
se del espacio S(k, m), es que son linealmente independien

tes. Para ello vamos a sequir el métodoc tradicional. Es
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decir, tomemos una combinacidon lineal

n-1
5(t) = Z o B (),
g B P
y suponiendo que este spline es idénticamente cero en la,b],

vamos a demostrar que se implica que todos los coeficientes

ap son cero necesariamente.

Primero demostraremos que 4(%£) también es cero en

[ &

_x*> &ol. Agreguemos un nodo auxiliar E g = g€, Y con-
sideremos el spline
n-i
. { = < &t <
5{%) p:E_kap Bp(t), E g SLSE
<
el cual es cero en [g_, ., g_ ] (por ser ‘ g_k) y en

[£9, €11, por la suposicién que hicimos sobre 4(t). Vea-

mos la figura

Ak Al

} \ =
f ¥ { T l

Skﬂ A Ek g Ig zl

T R wedes

Desde £, hasta &5 sdlo hay (k + 1) nodos, esto signi-

i

fica que no hay suficientes nodos para que pueda ser dictin-

to de cero. Y asi, 4(&) =0 en [g_ , b].

Ahora, supongamos que no todos los coeficientes
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‘{ap: p=-k, -k +1,..., n -1} son cero. Sea ¢ el en
tero mas chico tal que aq es distinto de cero. Si ¢t es

tal que gq = £ € £q+], entonces el spline estd dado por
s(t) = B (t).
() aqq()
Pero esto no es cero, pues habiamos visto que el B-spline
es positivo en tal intervalo, con lo que Tlegamos a una con
tradiccion. En consecuencia todos los coeficientes L son

cero y el teorema ha quedado demostrado.

1.4 Una relacidn de recurrencia para los B-splines.

Recordemos la definicién

+k+1  [ptk+1 1 '7
Bk(t) =" r rTT — (2 - £)*,
T TN 1%

i
que es la misma de antes, pero en la notacidén hemos agregado
un super-indice %k para enfatizar que el B-spline es de
grado k. Para hacer cdlculos, usar esta definicidn es errd
neo computacionalmente. Algo mas adecuado es usar la siguien
te formula que nos da el valor de un B-spline de grado &

a partir de los valores de B-splines de grado f-1:



Para k=1 y te Ls., §i+1]:

B (8 = (gy,, - 0) /I(g,,, -« 8, = BN
Bi(e) = (- £ )/M0e,,, - &), - £.)]
Para R >1:
PCEINL SRR L N
t okt Ep

y todo valor de -

Demostracidén. Sea 5(£) el sequndo miembro de 1a Gltima
ecuacion escrita. La funcidn 8(t): - @ <t <o, es poli-
nomial por pedazos, cada polinomio de grado a lo mas kL vy
Tos puntos de unién son los nodos '{Ej: f =p, p+1,..,

p + k + 1}. Por la definicién de B-spline, esta furncidn

« 42 . < j .
es idénticamente cero para ¢ Ep y para t > 5p+k+1

gf’ o g‘p-ifk gf)f k41



24

Cuando & esta en el intervalo [& , ¢ ] la defi-
P p+1

nicion de B;(t) imnlica la identidad

(t- & )
B (t) = EP

B (¢).
¥ (g

_ p
ptk+1 Ep)

) . ok . |
Lo que demuestra que s(t) Bp(t) en [gp, £p+1]. Para de

mostrar que también se cumple {s(%) = Bg(t):gj<:t<<gj+1} pa

ra §=p+ 1, p+2,..., p+ Lk serd suficiente demostrar
que el cambio en s en los nodos gj: f=p+1, p+2,...,
k

p + k coincide con el cambio en Bp Es decir, que la mo-

dificacion en ambas formulas es la misma al pasar al inter
valo {gj, gj + 11, f =p+ 1,..., p+ k. Tomemos al entero
L €[p+ 1, p+k]. Para 2 <c¢

Al pasar al intervalo [EK’ g£+1] la formula se modifica

ptk+1 1
[TT T ] (t - 5p)"
L= By s =
S ]l

con el sumando




Para investigar el cambio en s(t) partimos de su defi

nicion y tendremos:

Para £ < g

£
k-1 k-1
L - B : A -
iy ) BT ¢ (e )
Ep+k+1 Ep

Por To que al pasar al-intervalo [EE’ g£+1] dla modificacion

es

Pk e '5+k+1 l
(tggp) " ) (I_EK) ¥ (£p+k+1 - EI} (¢- EE

r
p+k+1 - E

>

que es el polinomio (£ - ;f)k"jl(gpﬂ(+1 - ;P) multiplicado

por el factor



26

' +k ptk+1
(.t—;)ﬁ : t (3 = 8 T s
+K +
Poize (gmgg) P i (g k)
17 ' i#g

- p+k+‘]‘ 1
= _Et—gp)(€p+k+1_€£) P 1) (£, - &) :X J;L (g, - £y
i#FL
) ( ) pﬁ-*-‘] 1
= (¢t - ¢ 3 -k
2 p+k+1 P g (;i - gz)
iFL

Por 1o que los cambios en s(z) vy Bz(t) son 1os mismos al
: - 7 .k
pasar al intervalo [EKf g£+1] y asi s(t) = Bp(t) para to-

to valor real de ¢, con lo que nemos demostrado la firmula

de recurrencia.

1.5 Tecorecma de Schoenberg-Whitney.

. Utilizando la desigualdad que ya anteriormente hemos de

mostrado

r<g-(pthk +1),

que acota el namero de ceros que un spline puede tener en el
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intervalo (& , € ) se puede demostrar el siguiente impor-
P q

tante teorema que nos permite decidir cuando existe una so-

fucion dnica en S(k, 1m) del problema de aproximacidn a una

funcion f(t), & € [a, b].

Teorema. (Schoenberg-Whitney)

Supongamos dados 1los nﬁmeros’{gj: f = -k, - R +1,...,

’

n + k} con un orden estrictamente creciente y, para p = - k,
-k + 1,...,n-1, consideremos los B-splines {BE)Lt): - < t < o }.
Sean '{ti;,( = 1, 25:425 B+ &Y las abscisas de interpola-

cion, también en un orden estrictamente creciente. Entonces,

para cualquier funcion f, 1las ecuaciones

n-1
Z o B (x.) = f(z.), L =1,2,..., n+ k
p—-x P P 1 i
tienen una Unica solucion A{ap: p=-%k, —k+1,...,0n-1},

si y solo si todos los numeros '{Bj_

n + k} son distintos de cero.

J _
teorema tienen la forma

Demostracidr. Supongamos que Bj_k_1(tj) ¢s cerg. Entonces
una de las dos siguientes desigualdades vele: tj s gj'k_] >
ij > gj. En el primer caso Bp(t) es cerc si p2j -k -1
y t < t.. En consecuencia las primeras j ecuaciones del
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J

-2

-k
zZ o B (zi) = l(.ti), £ = 1o yuuuy fs

p=-k P P

como estas 4 ecuaciones contienen (f - 1) incognitas, no

existira solucidn para cualesquiera sequndos miembros.

Similarmente, en el segundo caso, tj > gj, entonces

las Gltimas (n + b + 1 - i) ecuaciones tienen la forma

?1 a« B (t,) = f(ti) L =4, 4 +1,..., n+ ¢k

’

y nuevamente el nimero de incdgnitas es insuficiente. Por

To tanto, las condiciones

- o .
Bj_k_](.tj) #0, §=1,2,...,n+Ek,

son necesarias para que el sistema tenga una solucign para

cualquier f,

Por otra parte, las ecuaciones del teorema no tienen una

Unica solucidn si v solo si existen parametros '{ap: } = o Ry
S h + 1,0y -~ 1} no todos cero tales que la funcion
n-1
( = X B (: - < t < o
Al) = 2 a B (1), t <=,

satisface las condiciones



En este caso la funcion s(¢) .que se acaba de definir no es
idénticamente cero. Por lo tanto, para demostrar la unici-

dad sera suficiente demostrar que las condiciones

A(ti) =0, £L=1,2,..., n+ k,

implican que el spline 4(£) es idénticamente cero.

Supongamos que todas estas condiciones valen, pero que

el spline no es cero. Entonces, en algin intervalo, dentro del
intervalo [g_k, an+k] debera ser finito el nidmero de ceros
de 4s(£). En consecuencia existen nodos , gp y gq tales

que 5(t) es idénticamente cero en [z o Ep] y [Eq, Eq+]],

en tanto que en el intervalo abierto 4s(t) tiene s6lo un nda
. u

mero finito de ceros, digamos x. Quizds fuese necesario in

t 0 = <~ d . < > F 3 AhO
roducir dos nodos extra E~k—1 g_k y gn+k+1 E ke o
ra observemos que los B-splineas '{Bj: f=p, p+t1l,..., q-
k- 1} tcman valores distintos “de cero dnicamente si la va-
riable £t esta en el intervalo (gp, & ). En consecuencia,
q

las condiciones
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implican que los puntos {f.

3+k+1: { p, P+t 1l,..., ¢ -k -1}

estan todos en el intervalo (gp, gq). Pero como habiamos su
puesto que A(ti) =0, 4L =1,2,..., n+ k, se sigue que
el nimero de ceros en (gp, gq) es al menos (¢ - p - k), con

tradiciendo la desigualdad ya demostrada anteriormente:

n<q-(p+ bk +1),Y asi, el teorema es verdadero.

1.6 E1 teorema de Peano.

Debemos mencionar el teorema de Peano, porque este es
una base fundamental en la teoria de aproximacidon. Vamos
primero a recordar algunas definiciones matemdticas y aintro

ducir algo de notaciodn.

Definicién. Sea la funcion f definida en [a, b]. Si

P o= {Xgsenns x )} es una particién de [a, bl, sea Af =

F(xi) - f(xi ). Definimos la variacion total de T

-1

n
como el Aup 2 ]Af}[, sobre todas las particiones de [a,b].
=1 . 4
Y decimos que la funcidon f es de variacidn acotada sobre

[a, b] si y s6lo si su variacion tctal es finita.

Definicidn. Decimos que una fuacional Tineal £ aniquila
plinomios hasta de grado k, si cada vez que ( es un poli-

nomio de grado menor o iqgual a h, £(f) = 0.
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Definici§g. Una funcional lineal es acotada si existe una

costante ||L]]|~ tal que se cumple

L)L < [1L]]= [lell=, £ € Vla, b]

donde ||f]]= es la norma
e 1= = sup [£(x)], [ € Vla, b].
asx<b

ET simbolo f € V[a, b] significa que f estad en el espa-

cio de Tas funciones de variacion acotada.

Pronto vamos a utilizar la siguiente funcion 5 de 1la

variagble £

’

sp(8) = (£ -8)) ,a<t<p

donde % es un ndmero real fijo que no necesita estar en
[a, bl. A esta funcidn Ag(t) le podemos aplicar el opera-

dor £, £(A9), que escribiremos
LUt - )5
T +

_— . 2 k
para remarcar que £ se aplicaa la funcion (f - 9)+ como

funcion de .
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ET teorema de Peanc es el siquiente
g

Teorema. Sea &k cualquier entero no-negativo y sea £
una funcional lineal acotada definida en V[a, b], que ani-
guila polinomios hasta de grado k y tal que la funcidn

kK(6), dada por

1

vk
= = < <
K(6) ET-ﬁt[(t 9)+], a 6 b
es de variacion acotada. Entonces, si f € C(k+1)[a, bl , la

funcional £{f) tiene el valor

0
L(f) = [ k(6 1) (9)q0
a

Demostracidn. Utilizando el teorema de Taylor con residuo,

podemos escribir, para a < £t < b

y aplicar el operador C:
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Asi pues, tenemos que demostrar que en esta ecuacion los ope

radores £t y la integral, conmutan. Llamemos n(f£) a la
funcion
b m
n(t) = i [ (¢t - 0% £ g)an (B2a) 5 (4.9, )RF K 1)g )|,
m  £=1
a

donde {0,: £ = 1, 2,..., m} son puntos de una particidn de
[a, bl. De 1o que queremos hablar es de aproximar a la in-
tegral por medio de las sumas de Riemann To cual tiene sen
tido debido a las condiciones de variacion acotada en el enun
ciado del teorema y también al hechn 4e que la variacién de
la funcion (£ - G)i, a <0 <b es uniformemente acotada
para toda x € [a, b]. Asi,para cualquier ¢ > 0, existen

puntos {02: £ =1,2,..., m} en [a, b] tales que
TL(t)<€,V te[a, b]a

y tales que

8]
K(0)FR+1) (gyge - (b-a ) T k(o )£ ke (g € ¢
a "oz

Puesto que L es lineal

k g(k+1) = k (k+1)

)
1 L

W ™3

L
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= k!
]

W ™3

)
: Y §

y se sigue de la exactitud de Tas sumas de Riemann que, si

Ta siguiente- ecuacidon no es cierta
‘ b k (k+1) b (k+1)
«L’tIJ (£ - )% £ (0)a0) = k[ k(o) £ (0) a0
a

entonces la diferencia entre sus dos miembros es acotada por

el namero

L0 ()] ] + kle < ([[L]]= + R!)e.

Puesto que e puede ser arbitrariamente pequefio, la ecua-

cion anterior es cierta. Y puesto que
b k g (k+1)
£ 0] -0k £ 00 (5) 40

se sigue la afirmacion dei teorema.

* -
1.7 Una relacion centre diferencias divididas y B-splines

Una aplicacion del teorema de Peano permite establecer
una muy notable relacion cntre diferencias divididas y B-
splines. Las diferencias divididas aparecen en la teoria
de interpolacidn polinomial. 'Si‘{xi:ﬁ =0, 1,..., n} son

puntos distintos de un intervalo [a, b] v f es una fun-
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cion definida en [a, b], existe un Unico polinomio p de

grado < n que satisface

E1 coeficiente de x" en tal polinomio es la n-ésima dife-

rencia dividida de f <con respecto a los argumentos Ixg,

s £ [, xn}. Es usual representar este numero mediante [ x,,
4 PR xn]f. Es muy conocida y fundamental la siguiente
igualdad
n f
[xg, Xy, ; 2 1 E=Z (xx) ’
= k=0 ﬁ
(x, - x.)
j=o <)
7k

que muestra que la diferencia dividida es lineal respecto a
los valores de la funcion [ . También se sabe que la n-ési
ma diferencia dividida de un polinomio de grado (n - 1) es

cero. Esto es, si consideramos la diferencia dividida de or
>

den n como un operador, este es linea! y aniquila polino-

mios de grado (n - 1).

Ahora establecemos el siguiente teorema



Teorema. Si f es de clase ¢**Va, 8], y si {2,

<=0, 1,..., kR + 1} es un conjunto de puntos distintos en

[a, b]l, entonces

b
(tos trseees £ 8= ] BEOVERTD (8)a0,

donde B es el B-spline

k+ 1 Lk
B(0) =X [(6 - £ )" /TT (¢, - £.)1, a <6 <
1=0 j:O
3F
Demostracidn. Por la igualdad escrita arriba del teorema
k+1 K+1
[Zo, tyseoos £ 1F = 2 £ )/TT (¢, - th
i=0 3=0
ik
= L(f)

digamos. Por lo tanto el operador Tineal sobre V[a, b] es

un operador lineal acotado y la funcion

_ k
K(o) = :<Ct[(t-9)+!, a<6<ph,

=

es de variacion acotada. Vemos que se cumplen las condi-

ciones del teorema de Peano, y anlicindolo obtenemos
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b
L(f) =J K(6)F 1) (0)do
a

donde K(6) esta dada por

k+1 k+1
K(O) =X Z0(t. -0) 7 TT (6.- t. )], a <8 <b.
k'izO i + j=o - 1 s R
374

Y vemos entonces que la relacion para la diferencia dividi-
da es verdadera si y s61o si el B-spline B(0) es

igual a k! K(6). Utilizamos la siquiente identidad

(£, - 6)< = (£.- 0)% + (-1)** (6 - £)*

i+

substituyéndola en la anterior expresidon para K(0) para

£L=0,1, ..., R +1, 1o que da
K(8) = %5'{£t{ (t - 8)F] + B(O)}, a <8 <.

E1 término £t[(t = O)k] es cero por ser (£ - 8)< un poli-
F'y
nomio de grado £ en . Con esto hemos demostrado el teo-

remd,

Y tenemos entonces 129 siguiente: el teorema de Peano nos
dice que si tomamos la funcional £ como la diferencia divi

| dida
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£ = T E
L0F) = (g, t1,en. 2, )

entonces esta funcional esta dada por

b
[£os £1senns £, 1E= [ K(0)F 041 (9)gg

donde el kermel de Peano es

k
K(t?)=,]é—:[f.o,z:l,...,zk+]](,t~e)+>, a <@ <b

aqui, como es usual [4£,,..., tk+]](t - O)E representa la

diferencia dividida en 1los puntos'{ti: L =0, 1,..., B + 1}

de la funcion (% - 9)&.

Por su parte, el Gltimo teorema que acabamos de demostrar

b

establece la iqualdad

b
['t()a 't]a---s 'thJ]f :J %‘Bo(e)f(k+1)(9)d9
: a .

donde By(@) ec el B-spline *con base en los nodos {#t,,

Elpeuen, £ 3.

k+1

Obtenemos entonces la siquiente relacidn:

1 " ; k
‘75180(9) = ‘E:['Loy 'tl,..-, tk+1]('t - 9)+p a*éa éb
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C sea

_ k
Bo(0) = [z, ty, et (2 - 0)T .

Es decir un_ B-spline es una diferencia dividida.

Finalmente, para expresar la formula en términos de nues

tra variable £, escribiremos

las dos variables «x, % 5 se toma fi-

’ +
jando % 'y considerando, para el cdlculo de la diferencia

I k 3 . 5
dividida a (x - i)+ unicamente como funcion de «x.
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CAPITULO TI

AJUSTE DE DATOS CON SPLINES CUBICOS.

Bals

El problema general.

Tanto en la practica de la investigacidon cientifica co-
mo de la técnica, es frecuente encontrar el siguiente proble
ma: Dada una coleccion de puntos tl,tz,...,tm en la recta
real y dafos fl,fg,...,fm asociados a aquellos puntos, en-
cont;ar una funcion (1) berteneciente a un cierto conjun-
to, generalmente un espacio vectoriai, que "mejor" Tos repre

sente, que "mejor se ajuste" a ellos, con un cierto c¢riterio.

Es el problema de ajuste de datos.



-
-
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]
;

Si la funcion buscada ¢y pertenece a un espacio vectorial

de dimension n, c¢igamos, y una base de tal espacio es el con

junto de funciones {@i :§=1,2,...;a), entonces ¢ se puede

expresar como

para ciertos coeficientes {dj :4§=1,2,...,n}. Asi
problema se transforma en encontrar los coeficientes

tal manera que

n
f = 2:/ a . tp.(t.), £L=1,2,..-sM.

a .
J

pues,

de

0, en otra forma, encontrar las «. de tal manera que los -

residuales

. M
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sean tan pequenos como sea posible, con un cierto criterio.

Un criterio muy frecuentemente usado es pedir que la suma de

los cuadrados de todos los residuales sea minima.

terio de

siguiente manera: Si e es el vector residual e =(el,82,...

e )T

de ella,

tros a.
J

Si

es a =

suma mindma de cuadrados .

Il ell 2
2

f es el

, vamos a definir la siguiente matriz A:
vy () v, (%) v (£))
(L) wo(2y) wn(fz)
W1(i3) wz(f3) wn(t3) .
$a (2 ) v, (e ) v (£ )
vector f :(fl,fz,...,fm)T y el vector «
.,an), entonces el problema de ajuste con el

a0, .

Es el cri

que podemos expresar de la -

, entonces queremos minimizar su norma, o el cuadrado

Para expresar explicitamente los parame--

criterio de suma minima de cuadrados puede expresarse de la

’
siguiente manera concisa:

nera que se minimice

A veces se hace referencia este problema,

ferencia

al

ajuste,

Encontrar el

£ —Au“i .

como el

problema de minimos cuadrados,

sin hacer r

vector o« de tal ma-

€
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0o de cuadrados minimos ¢, como nosotros preferimos, de suma
minima de cuadrados. Una manera de convencernos de que es-
te importante problema tiene solucidon es la siguiente. En
primer lugar observemos que A puede considerarse como la -
matriz que representa una transformacidon lineal de R™ so--
bre su rango ®&(A) CR™. Un esquema geométrico nos ayudara.

(Suponemos que m > n).

" )
/F-Ax
/
(\T\aﬁ

Vemos asi que lo que se requiere es encontrar un vector, di-

gamos @, en ®(A)

/- / -/

ﬁg = A

de tal manera que el residual f -B tenga lengitud minima,

Y, por el teorema de Pitagoras, esto se logra cuando el re-

sidual es perpendicular al plano ®(A). El1 vector g8 es -
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entonces la proyeccion de f sobre ®&(A). Habiendo encontra-

do B podemos encontrar a tal que B = Aa, ya que B E&K(A). Ade-

Sy

mas, la solucion es dnica si y s6lo si la dimensidon del espa

cio nulo de A es cero.
Desde un punto de vista mds formal existe el siguiente

teorema:

Teorema. Supongamos que A es una matriz mxn de ran
go k y que

A = HrRkT

donde

(a) H es una matriz ortogonal mxm.

(b) R es una matriz de la forma

Ry, O

(c) Ry, es una matriz kxk de rango k.

(d) K es una matriz ortogonal jnxn.

Definamos el vector
g, } R
92 } m‘k

e introduzcamos la nueva variable
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Dafinamos y, como la solucidn (lnica) de

Ri1 ¥1 = g,

Entonces, la solucion de longitud minima del problema
de minimizar Hf-—Aang es

Y1

R’
|

Para una demostracion de este teorema ver Lawson y Han-

son [13].

2.2. Ajuste con Splines Cabicos.

Volveremos ahora al problema de ajustar m datos {(ti,
iL) 4 =1,2,...,m} para precisar el espacio de las funcio-
nes de ajuste que nosotros emplearemos:Tal espacio es el de
los splines cibicos. Diremos entonces que buscamos un spli

ne cibico s(&) para ajustar los datos con el criterio de

suma minima de cuadrados.

También sabemos que los B-$plires cibicos canstituyen
una base de tal espacio, asi pucs, nucstrc problema e con-

vierte en encontrar los coeficientes «j para obtener la -
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. . . .3
combinacion lineal X o B(
3

(d
A

que nos proporcione tal spli

ne s(t).

Naturalmente que el espacio de splines requiere de los
nodos para su definicion. En el capitulo anterior habiamos
supuesto que los nodos estaban dados y que ellos constituian
un conjunto'de (n+l) puntos ordenados en un orden estricta-
mente creciente, {Eo’gx"--’gn}~ Se demostrd que dim S(k,r)=
n+k. En el caso presente, k=3, la d{mensién del espacio

de splines clbicos es (nh +3). Dicho con otras palabras
dim S(3,m) = (nimero de nodos) + 2.

Por otra parte siempre vamos a suponer que el conjunto
de las abscisas dato {ti :L=1,2,...,m} esta contenido en

el intervalo [ao, gn].

En ocasiones nos referiremos a los nodos &4, ¢ como
n

l0s postes y a los nodos €1’€2""’£n_t como los nodos in

teriores. Observemos que, como consecuencia

dim S(3,7) = (nimero de nodos interiores) 4 4.

Recuérdese que también habjamos mostrado la necesidad de

ks (o sea 3) nodos auxiliares a la izquierda de E, ¥ k, (0 sea 3)
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nodos auxiliares a la derecha de ¥

¢ 'y
1

S e e [ K SO B S S
E_.3 §_2 81 &y €1 &, & £ & g €

n-1 n  "ntl nt2

n+3

Con miras a simplificar el trabajo de programacion, vamos
a cambiar la notacidon. Tal cambio lo mostramos en el siguien

te diagrama

. | 1 | ! | ! | 1
—t—— i 1 1 I - = 1
'Y
& g2 3 &y £s 33 En £n+1 “n--2 gn+3 gn+4
Los postes pasan a ser designados con &, y Eovt Es solo

un corrimiento en los indices lo que remos hecho, y aln cuan-

do usamos la misma letra n, no tiene el mismo significado que

~ ' an
antes. La razon de hacer este simple cambio es la notacién es

para designar los B-splines de la base que genera el espacio -
con indices desde 1 hasta n : {B,(%), Bz(t),...,Bn(t)} .Y asi

en esfa nueva notaciLén La dimensién del espacdio es n. pero

los conceptos y relaciones no cambian; por ejemplo la relacidn

fundamental,
&
(nimero de nodos) + 2 = dimension del espacio,

sigue siendo valida. También, (pero es la misma relacion)

P . . 2 . < o . ’
(nimero de nodos interiores)} + 4 = dimension de! espacio.
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Repetimos: el espacio S(3,gu,€5,...,€n*1) de los splines

cibicos con nodos interiores gs,...,gn y postes €“,€n+] es

L |

generado por la base de B-splines de grado 3 {B,(¢),.
Bn(i)}. De manera que, en consecuencia, cualquier spline cu
bico s(t) 1o podemos expresar como una combinacién lineal

de los elementos basicos con coeficientes constantes {aj

f=1,...,n} asi

Una vez que hemos adoptado un espacio vectorial y con éij
una base que lo genera,podemos reformular nuestro problema de

suma minima de cuadrados: minimizar

2
£ - Aqll
2
donde A es la matriz = xn
By(£y)  Bp(%y) 6 (2y)
51(t,)  By(4y) 8 (£5)
A =
_Bl(tm) 82(/tm) B“(tm _
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. ] P
La solucion a :<“1""’dn) de este problema nos deter

I
mina el spline (%) = jg

, quj(t) que ajusta los datos

A o 7 S

Pero la matriz A tiene una estructura interesante que -
ahora vamos a investigar antes de seguir adelante. 0Observe-

mos la primera columna:

B, (£,)
B, (t,)

esta columna en realidad no es llena, puesto que a partir de

un cierto indice para las ! 4 By(t.) es cero.
L b il :



®

It (4)

E1 indice 1I(1) indicard que a partir de é1 todos los
elementos de la primera columna son cero. Esta primera co-

Tumna tendra el siguiente aspecto.

Bl(’tl) | *
B1(1;) *
) . * s
B (£17.1,) , < 11(1)
0 0
- __L’ - .

Analogamente para las siguientes tres columnas:



Bl(tl) 83(1’_1) Bq(tl)
By(ty) B5(t5) By (1)
0 0 0
0 B _ 0 | _ 0 .

E1 subindice 1I71(j ) también indica el mayor subindice

de £., tal que III(ﬁ) no excede a &g

j+4°
Asi pues las primeras cuatro columnas de la matriz A se

ven de la siguiente manera:

Las siquientes columnas, hasta 1a (n-4), adqui=zren el

51guientes aspecto.



l— --|--]--0 .
TT(1) #1--|- - |2l
~={-=]--]--0
- g
! v

Lo|--|--]--0
T1(5) # loadommome -1
L

Finalmente, al agregar las Gltimas cuatro columnas, la

matriz A queda con la siguiente estructura

52



La subrutina que construye esta matriz es AMATR.
Volvemos ahora a nuestro problema
p 2
men Il § - Aall
donde A es la matriz mxn

que se acaba de describir,
- T
([l’fZ’.'.’fm)

n

teorema que enunciamos al final de la primera seccion

este capitulo. Haciendo la matriz K del teorema igual

r

- .
, o =(e7,00,...,0 ) . Vamos a aplicar el

de

a

2
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lTa identidad, nos queda

A = HR

conde ff la haremos igual al producto de las transformaciones
ortogonales que vamos a describir un poco mas abajo; R es de

la forma —

y Ry, es de rango n, y ademds tiene la forma

— =L

i i

Habiendo logrado esta factorizacidn definimos el vector

T .
H™ f =g, y de acuerdo con el teorema, resolvemos el sistema

Ri1 41 g1 »

donde
91 }on
9~ | 92 }om-n
Al resolverlo obtenemos la solucidn de longitud minima

2
del problema de minimizar- Vf~Aall, , es decir el vector -

i i . .
d =(a(,a2,...,qn) 5. ¥Y asi el spline que busciabamos.



En ocasiones, este vector o, solucion del problema de
suma minima de cuadrados, se representa de la siguiente mane

ra

. + . % %
se dice que A" es la "inversa generalizada" o “"pseudoin-
g

versa" de la matriz A.

Todavia nos falta decir como 1levar a cabo la factoriza
cion de A para obtener la matriz Ry;. bara esto fue que -
investigamos la estructura de la matriz A. Esta estructura
se debe a haber elegido la base de B-splines y es convenien
te porque la matriz no es llena y la longitud no-cero de ca-
da columna puede conocerse. Entonces vemos que 1o que mas
nos conviene es ap]icar rotaciones de Givens para hacer ce-
ros abajo de la diagonal principal. P2ero no necesitamos -
afectar toda la columna (en ese caso seria preferible usar
reflexiones de Householder) puesto que ya hay ceros a par--
tir de un cierto indice. Por ello elegimos las rotaciones

de Givens, pues ellas hacen un cero en cada aplicaciodn.

Una rotacion de Givens

_ § P =
1
1
1
q 5 . L
.1
o. .1.
L -z A 1
"1
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hace un cero en el elemento aij de Ta matriz A al aplicar
le tal rotacién por la izquierda a A. Asi pues para hacer
ceros en la columna j debajo de su elemento s aplicaria-
mos estas rotaciones a los elementos siguientes, pero sélo
hasta el de indice 11(4), que, recordamos, es el Gltimo ele
mento distinto de cero en la columna j. Nos conviene, para

no tener que almacenar por separado la informacién, hacer -
simultdneamente las transformaciones correspondientes al Sig
gundo miembro de Ta ecuacidon. Las subrutinas que rednen las
ideas expuestas se encuentran en nuestra rutina SPLINE/CUBICO.
Posteriormente hablaremos< de 1a evaluacion de los B-splines
ciubicos, es decir, las entradas de ia matriz A. Por el mo-
mento mencionamos el algoritmo para realizar las transforma-

ciones de Givens y que se encuentra incluido en la misma ru-

tina como subrutina GIVENS.

Algoritmo (GIVENS). Conocida la matriz A y su estructura y

kY
df el vector f de ordenadas dato, este algoritmo aplica las ro-
/
O taciones de Givens, por columnas, a cada uno de los elemen-
tos' debajo de la diagenal principal. La matriz triangular

superior R,, de la descomposicion queda almacenada en A. Al
mismo tiempo se hace la transformacidon ccrrespondiente al -

vector f de datos.



FIN

Para

a. . a..
1] J3
t <—a../a..
J] 1]

5 <— 1/ 1 + #2
c <— Tt -5

 <— aij/ajj

c «— 1/V 1 +1£2

4 <— L - ¢

13 i3 ij
a.. <— 0
1j
<— ¢ )
tj fj £,
f <— - 45-f.+c ¢
1 J 1
Para 4 # n

Para k=4 +1,...,min(§+ 3,n)

a. — ¢ - Q. + A ai

jk i Jjk k

- » +* .
Tik T A Ay T Ay



2.3 b-splines otra vez.

Antes de terminar este capitulo hemos de mencionar algo
sobre los B-splines que tiene por objetivo hacerlos normali
zados para mayor estabilidad computacional. Sabemos que es

posible expresar cualquier spline 4(t) como una combina--
cion de B-splines. Sin embargo, desde el punto de vista com
putacional, es conveniente introducir cierto factor de norma
lTizacion en los B-splines que hemos estado considerando. Pa

ra eiio vamos a definir la siguiente funcidn

§ k
pUEL = e m8,) B (1),

que no es mas que el B-spline Bi multiplicado por el fac--
b,
tor que se indica. Esto significa que los splines Mg(t) -

son base del espacio y, como los B-splines, inicamente no son

cero en el intervalo (¢ , ¢ ), donde son estrictamente
o) ptk+1
positivos. En consecuencia, tienen la misma forma que los '-
- i . it g - m intr
B-splines E1 factor positivo (gp+k+1 gp) que hemos 0

ducido es con el objeto de que estas funciones tengan la si-

guiente propiedad: .

Tcorema. Las funciones {NZ(t): =k, -k +1,...,n-1} (con

Ta notacion del cepitulo I) satisfacen

n-1

k H.-
I, Nee) =1, a<t<b.
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Demostracidn: Recordemos la férmula de recurrencia que de--

mostramos en el capitulo I[:

k-1 Yk~ 1
55(¢) - (£ -EP)BP (£) +(€P+k+1 - 1) BP+1 (t)
P
ptk+1 gp
Multipliquemos por (€p+k+1 —Ep):
k B k-1 k-1
(8pinar ~Ep)BL(8) = (£ -2 ) BT (2 + (e, -4)B L, (L)

Por la definicion de N;(t), nos queda

N (2) = (£ _gp) (k) p+k+1 - &) (t)
= €9+k—€p: f (;p+k+1 p+;7 p+1

p=-k, -k+1,...,n-1.

En seguida, para hacer la demostracidn por induccién,

vamos a sumar sobre el indice p:

- n—1 (£ -gp) . B~4 (gp
E e N )+
p=- (t) p= -k -§ ) (£ p

cambiando indices en el sequndo sumando
+

] sy [ . ( )
e 2 Te S g e 3 Ben TE ey

P p=—k+1 _
(§p+k ‘gp) (§p+k p

Pero, N"T(e) =0 y NTV(#) =0, a<t<b, por o que po
-K

derios escribir
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n-1 * n-1 (t -5 ) n-1 ( -t)
I N(%) = » E_ v (e) 4 2 "pex N 1)
pP=- P p=-K+1 (§ =¥ ) P p=-kti (§ ~ p
ptk  Jp p+k " 5p)
n-1 K- 1
g N (£), a<t<b

Por lo tanto, si la formula del teorema vale para k =1,
habremos completado la induccidn. Pero esto es ciertamente
asi, como podemos facilmente cihecar al observar la definicidn

de Bé(t). Con lo cual queda demostrado el teorema.

Ahora, vamos a utilizar la primera ecuacion que escribi
mos en esta ultima demostracidon, cambiando ligeramente Tla no

tacion y particularizando para k =3:

(£ -¢.) (€.,, %)
N;(t) =(€ . N?(t) + J )N§+1(t)

j+3'gj) (€j+4_§j+1
y volviendo a nacer el cambio en la numeracidn de lus nodos,

§ recorrera los valores § =1,2,...,n.

Como ya dijimos, estas funciones N; sen un factor cons
tante por los basicos B-splines. Por 1o tanto, pueden ser
stomados como una base; y eso es lo que haremos. Nada nos im
pide, aunque es desde luego un abuso de notacidon, denotar a

estas funciones N3 con la misma letra B?
Bl

(t-¢.) (g. -t)
821) - T g2(g) 4 ird B4 ()
(65,5 -85) ° 85047 544
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Y abusando otra vez del lTenguaje, son estas funciones
a las que Tlamarenos, de aqui en adelante, B-splines. Nues
tros actuales ©B-splines pueden definirse como lo hemos he-
cho, o bien, la anterior formula de recurrencia puede tomar-
se como la definicion, partiendo de la siguiente formula para
los B-splines de grado cero que debemos adoptar para ser -
consecuentes

1 si <t <g.
0 Ej g]+1

F

> 541
Todo 1o que dijimos sobre el problema de ajuste con -

splines clbicos tiene validez sin modificaciones cuando la

base usada es esta nueva base de B-splines y un spline cubi-

co s(t) es expresado como

Ale) = T a, BY (1)

2.4 Evaluacidn de un splinc cubico.

En la practica, para evaluar un spline 4(%) cuando se

conoce su expresion en la forma

lo que se requiere es evaluar lgs B-splines en & y hacer
la combinacion lineal ya que los coeficientes ags SOon Cono-

cidos.
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Dos Utiles observaciones estan a la orden. lLa primera

de ellas es que si t esta en el intervalo [eg., ¢

Jj j+1
mos, entonces dnicamente no son cero los B-splines {Bp(t):

), diga-

p=4 -3, §-2, §=1, §} y asi

Unicamente.

La segunda observacion permite evaluar cualquier B-spli
ne con un algoritmo sencillo que calcule una diferencia divi

dida y un producto, pues recuérdese, por ejemplo, que

Bo(£) =(g ,, ~£ )5 . 5, ) (x-0)3

Entonces, dado £ en [a,b], podriamos hacer un corri--
miento provisional de indices y proceder con el siguiente

algoritmo (subrutinas MOVI y BASICO)

Algoritmo (MOVI).

1) Para £ =0,1,...,4
Saa1 T fp4s

FIN

Algoritmo (BASICO). Se calcula, evaluado en t, el B-spline

cusico By(t) con nodos (g, €;, €,5 §,, 5.1 [Esto es el



producto del factor (55 -&.) multiplicado por la diferencia

1

. s s .~ = i 3 1A —
dividida [gl, 0 B0 B gsl(x t)+ de la funcion (x -¢)

'ag]

3
+.
como funcion de x. E1 valor obtenido se guarda en BASITCO.
1) Si
(£ <g;) & (’t>€5)
BASICO <— 0

Salida

3) Para £ = 2, 5
G, «— (g, -1)3
Pasa a 7)
4)
»
Pasa a 7)
5) Para ¢ =4,5
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BASICO «— (&, -£,)/6,

FIN

2.5 Ejemplo.

InclTuimos aqui un ejemplo para ilustrar las ideas de es
te capitulo. Posteriormente vamos a presentar mas ejemplos

y otros resultados experimentales.

Para construir este ejemplo se tomo la funcion
f(t) = 22 sen t, -w <t <2w.

/
Tomamos (arbitrariamente) los siguientes 5 nodos inte-

riores -
Eg = - 2.2222222
Ec = ~ 0.6666666
£, = 0.9333333
£y = 2.2666666

€9 = 5.2000000
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Los postes los elegimos como

gu =- 3.1416
10 = 6.2832

Como abscisas muestrales se tomaron 50 puntos equidis-

tantes en el intervalo [-m, 2n]. Al resolver el problema

min |l £ —AuH%
se encontro el siguiente vector «a:

11.67500
-1.27740
-6.31312
3.54634
—4.23494.
16.24514
-32.88860
-15.2C0042

82.97364

y ia grafica del spline cubico de ajuste es la siguiente






CAPITULO TT1

NODOS LIBRES

3.1 Aproximacidn spline con nodos libres.

67

En el capitulo IL hemos resuelto el problema lineal de

suma minima de cuadrados

2
min |1f - A all, ,

donde la incdgnita es elsvector a, cuyas a componentes

son los n coeficientes del spline

Alt) =
]

™3

3
o«.B.(%)
i d A

que es cl mejor spline cibico, fijados los nodos,

que

ajusta
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lTos datos con el criterio de suma minima de cuadrados. Si

2
a Ta funcion ||f - A a||, que queremos mimimizar lTa denota

mos con F(a), es decir

Fla) = |1€ - A alls, o€

b

entonces, el mismo problema 1o podenios expresar como

min F(a).
aeﬁ"

Pero recordemos que en aquel entonces hicimos énfasis en
determinar o fijar el espacio de funciones en el cual se en-
contraria la funcidn s(t) de ajuste. Tal espacio fue
S(3, m), el espacio de splines cibicos con nodos {&,,85,...

£ }, con nuestra notacién modificada actual.

n+1
En 1o que queremos hacer énfasis en este momento es que
se considerd a los nodos dados fijos. Pero si cambiamos ade-
cuadamente la posicién de los nodos, manteniendo fijo el nime
ro de nodos, se dispone de otro espacio de funciones vy, proba
blemente, en este nuevo espacio existe una mejor funcién de

ajuste que sea mejor que la que se encontrd en el espacio an-

~terior.

La intuicidn hace sentir que un mejor ajuste se logra

5

si se colocan los nodos en los Tugares donde "estd la accién"
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de acuerdo con los datos del problema.

Sin embargo, podemos dar un gran paso adelante si permi
timos que los nodos varien continuamente dentro del interva-

lo [a, b] que contiene a las abscisas dato‘{tizirl,...,}nk

Para enunciar matematicamente el nuevo problema, denote
mos con x al vector cuyas componentes son los nodos libres:
iy .
X = (Ec. §gyev.y E ), y con o el vector de coeficientes: o =

Otra vez, la funcidn que queremos minimi

2
[1f - Aal],,
pero ahora consideramos a los nodos variables tanto como al
vector o, que de hecho depende de los nodos, es decir del

vector x. Asi pues, el problema completo lo podemos enun-

ciar como

min F(x, «) = min ||£f - A(x) Q(X)Ili
aE(ﬂn aE&{n .

b =P X €
N AN

donde AN es el simplejo

" e
Ay = {xe &7 a<gs<... <g <b}
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Hemos introducido la notacion A(x) y a(x) para mostrar
que tanto la matriz A como el vector o« dependen de ¥,

y Ta funcidn por minimizar F(x, «) va a ser minimizada tan

to con respecto a x como con respecto a a.

Este es un nuevo problema de suma minima de cuadrados.

Es no-Tineal, pues la matriz A tiene como entrada (<, §)

el valor
3
8. (¢,),

que es el B-spline Bj(i) evaluado en fi. Una manera de
escribir este nimero es

i+d | j+4 1 3

B.(ti) = Z: (ti —E£)+ s
L= =p=j (& _-£,)*
p¥ P

que muestra que el B-spline es una funcidn racional de los
nodos; muestra también que es una funcién continua y dife-
renciable, pues aqui no consideramos el caso de nodos coinci
dentes. Esta diferenciabilidad de los B-splines con res-
pecto a los nodos implica que podemos hablar también de 1la
derivada parcial con respecto a los nodos de la matriz A(x).

Esto G1timo nos interesa porque al intentar resolver el pro-

blema de suma minima de cuadrados no-lineal por alguno de
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los métodos usuales, vamos a necesitar las derivadas parcia-

les de los B-splines.

3.2 Variables que se separan.

Ahora bien, una observacidn que debemos hacer en este

momento es que en la expresidn
2
F(x, a) = ||£f - A(x) a(x)]],

los parametros o aparecen linealmente, mientras que los pa
rametros x aparecen en forma no-lineal. Se puede demos-
trar que el problema se puede resolver separadamente, para
lTa parte lineal y para la parte no-lineal por separado. Es
el tipo de problemas en el que "las variables se separan".
Es este un enfoque que a nosotros en este trabajo no nos ha
sido posible abordar. (E1 lector interesado puade ver Jupp

(10l y Golub y Pereyral 8 1. Sin embargo haremos algunas ob-
servaciones.

>
Para Ta parte no-lineal es que se necesita el gradiente

de 1a funcidn

Flx) = [|f - A(~x)all§ :

el cual es un vector cuya j-6sima componente puede calcular
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se recordands la férmula para la derivada del productc esca-

lar de dos funciones

& {ut) vy = uta), oy R AICABRTEIN

Si u y v son iguales

dd—x <u(X), U.(X)> = 2 <u(x), Hd'x“(")> .

Para aplicar esta formula, escribimos F(x) en la siguiente

forma

por 1o tanto

1

o a?—f 3 \
(grad F)j 5F = 2<f-A(x)a, hee (f—A(x;(>

1
N
Q
1
>
—_—
=
Q
|
[<¥]
w™|>
Q
\/

Haciendo e = f -A(x)a, queda

a
=
QO
(™
™
|
]
~N
o]
-
)
A4
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Antes de que pasemos a describir el algoritmo que hemos
elaborado para construir el gradiente de F utilizando esta
formula, observemos que ella implica tener una férmula para

la derivada de un spline con respecto a los nodos, ya que

donde x ha sido introducida en la notacidon para enfatizar
la dependencia de los B-splines del conjunto de nodos.

Y asi

Algoritmo (GRADF). Dado el vector x de nodos, la matriz
A = A(x), el vector f de datos y el vector o de los
coeficientes, esta funcidn construye la j-ésima componente

p AT ~

del vector (grad ?) = - 2« e. La funcion F es

j oEy
- 2
F(x) = ||f-A(x)a]], - Se 1lama a la subrutina PARCIA que

. 2 A - .
construye la matriz iE." t1 vector ¢ es el resisual
3

e = £ ~Aa .

1) e = f-Ax
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2) Llamar a PARCIA que proporciona la matriz A

|
N
-
=)
(=%
u:\>~
™

3) GRADF «

FIN

Algoritmo. (PARCIA). Dado el vector x y el conjunto de
puntos {ti: < =1,... m}, este algoritmo construye la ma-
triz %%‘, derivada parcial de la matriz A con respecto al

nodo gj. La dimensidn de ambas matrices es m x n. Se 11a

9
dJ

>

ma a Tas subrutinas CORR y DERIB. La salida, que es

un

j
queda almacenada en la matriz APAR.
1) Para kR = 1,..., n
1) Llamar a CORR (k, j, x, np)

1) |Para £ = 1,..., m

APAR(L,j) <

DERIB (np, x, t.)

1

FIN

La subrutina CORR, al igual que MOVI, es un ingenio-
SO artificio para hacer un corrimiento de indices y asfi, dis
poniendo de una sola subrutina para evaluar la derivada de un
B-spline, wutilizarla para ca]cﬁjar la derivada parcial de un

spline cualquiera Bi con respecto un nodo cualquiera Ej.

En el caso de CORR, si se desea evalyar en t el B-spline
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B. con nodos 3 4 5 6 su derivada con r ec
i 51’ §1+1’ iva espec

o Sita
to al nodo gj, se aplica el siguiente

Algoritmo. (CORR) Esta subrutina hace el corrimiento de in-
dices gq 4— E,» S22 8§, ,vovs B+ E. _,» con el fin
de Tlamar a BASICO o a DERIB. E1 indice np es el corri-
miento del indice j correspondiente al corrimiento realiza

do del indice .

3.3 Subrutina DERIB.

3.3.1. Diferencias divididas con argumentos coincidentes.

Utilizando la subrutina DERIB, que vamos a presentar en
esta seccidon, vamos a eva]ﬁar las derivadas de un B-spline
con respecto a los nodos. Recordemo% en primer lugar que he
mos dicho que para evaluar B-splines lo mejor que podemos
hacer, desde el punto de vista computacional es utilizar su
expresion como una diferencia dividida. A partir de estsa

expresion podemos oObtener Yambiép elegantes férmulas para las



derivadas parciales de un B-spline con respecto a los no-
dos. Estas férmulas incluyen diferencias divididas con no-
dos coincidentes; por ello nos es necesario hacer una genera
Tizacion de las diferencias divididas que incluya el caso de

abscisas coincidentes.

Antes de hacer una generalizacidon de las diferencias di
vididas que incluya el caso de argumentos coincidentes, que-
remos recordar que dos propiedades fundamentales de las di-

ferencias divididas usuales, son:

(1) L2,y Zagusay x 1£ es una funcidn simétrica de sus
argumentos, es decir, depende Unicamente de los valores x;,

X25e+e5 X 5 Pero no del orden en que aparecen.

(ii) Si f € ¢ =t entonces [xy, X5,..., x 1f es una
1 9 n

funcidon continua de sus n argumentos.

Las diferencias divididas pueden generalizarse de la si
guiente manera:

*

Definicidon. Sean {x;, x,,..., xn} cualesquiera nameros

veales.
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[Xl’ X9y . Xn]f:
(n-1)
f (1) . (n-1)
] = e = (S 2
CEDE S1 x, X 5 X y ft C :
= A ESERERTT SRS SIPPPRRIS 3N F b [xrseeox fnox s x 1 £
X = X .
s r
i #+
S1 Xr J(S
\

Teorema. S2 cumple la propiedad simétrica de las diferencias

divididas. Es decir, si {4y, 4,,..., Ln} es cualquier arre
glo de {1,2,..., n} entonces
[Xil’ Xiz""’ xin] f=10x1, x0,..., X | £

Demostracién. Por induccidn sobre n. Para k = 1, no hay

nada que demostrar. Para f = 2; si x; = X, es obvio
*
por la definicidn. Si Xy #Xx,, entonces [x;,x,] £, por la de

finicion, tiene cualquiera de los siqguientes valores

[x1f -2, f Tl f -0 f

x1~x2 ? x2-¥1
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Gue son iguales, y ademas son los mismos que puede tomar

[x>, x;]1f. Es deci

[xl’ Xz]f:[XZ, Xllf.

Supongamos que vale para £k, entonces, para el paso de
induccion tenemos dos casos: (i) si los (k + 1) argumentos

son iguales y f € C(k), entonces

[ ®ggsmss xk+1]f = [xil..., xik+1]f
(k)
£ (%)
k!

para cualquier ordenamiento de los argumentos. (ii) Si hay
dos distintos, xp %,xq, digamos y si {x;,4p5..., 4 } es
un arreglo de {1, 2,..., k + 1}, donde Lp =p e L =

entonces podemos hacer




p D Mt 1 a . q K+1

y por la hipétesis de induccidn

[xl,...,xp N ST,

=17 p+1 I £

,...,Xk+1‘

[Xl’ X9, 00y ]f.

X

Con 1o cual se completa la demostracion.

Observacioncs. Cuando los puntos {xi} son todos distintos,

la definicidn anterior coincide ccn las diferencias dividi-

das usuales y por lo tanto son los coeficientes en el polinc
mio de interpolacidn de Newton, cumpliéndose la propiedad de
continuidad con respecto a los argumentos, etc. Cuando los

puntos no son todos distintos, Tas diferencias divididas que
se acaban de definir aparecen y se eétudian en interpolaciodn
osculatoria y en ese ccntexto se puede demostrar las propie-
dades, por ejemplo, de simetrfa;‘continuidad, diferenciabili

.dad, etc.

F'S
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-

3.3.2 Derivada de una diferencia dividida.

Ahora vamos a obtener la derivada de una diferencia di

vidida de una funcion f con respecto a uno de sus argumen
tos.
)
T3 L %3y Eopwusny xn]f =
. 1

(X9 50m0s X, # h,...,xn 1~ [®yg0nsn X seeos xn]f

= 24m =
h+>o0 h
[Xl,..., X. + l’l,...,x ]f—{xl,..., X.,...,X.]f
= Lim = n & n
h» o (x. + h) = x,
2 1 S
= 2aim [x,,..., x.y, x. *+ h,..., x ]f£f,
n>0 1 1 1 n
por la definicion de diferencia dividida. Y finalmente, por
la continuidad con respecto a los argumentos:
=[x x 1€ = [x . v 1t
ax. 1 2«9 n 19> xi’ i,.-.' a -
X
Esta es la férmula que buscdbamos. HNos dice que la de

rivada parcial con respecto a la variable X., €S una dife
rencia dividida de un orden mayor en la que aparece repeti-

da lTa variable Xy -
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3.3.3 Derivada de un B-spline con respecto a los nodos

Por 1o que dijimos cuando hablamos de la subrutina CORR,

inicamente necesitamos las derivadas del B-spline B,(t). Re

cordemos su expresion

3
Bl(/t) = (55 - 51)[51 Eo Ea Ey &5 ] (X—,t)_‘_.

Derivemos con respecto al primer nodo:

0B ) 3 3
a—g—i = (&g - al)a’g—l[al £y €3 &y Esl(x - t) (&1 &5 63 8y 85 (x - 2),
3 3
= (55 - E1) &y E1 €2 €3 &y E5l (x - ), - [¥ B2 £3 By 851 (x-2),
. 3 3
= (g - £1) D51 55 838y E5] (x-2)+ - [8) &) &7 &3 &) (x=1t)y _
Eg = Ey
3
-l&y 50 E3 &y Eg](x ”t)“_
3
= -[&; & &7 &3 Eq](X—t)+ .
Las derivadas con respecto a £€,, &3 &, Son mas sencillas:
0

8 3 / 3
Ges = (85 - §1) 3,05 52 53 & 55 ) (x —2),

. . ) . : : 3.
= (g5 - £1)&1 &2 2 £3 &y 5] (x-t)+-
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3
‘JNE,_; = (55 = 5,1)[51 2 €3 §3 &4 &g | (X~t)_l_

o

3
(85 - g0 &) &, 83 &y Ey &5 1(x —.t)+ )

Y, finalmente

d 3 3
3cs (65 - £1) “52%[51 €2 B3 &y Esl(x-2), +[8) &5 €4 £,85 fr=£),

1]

3 3
(g5 - 1)ley £z E3gues esllx-2), + &) € £3 &y £5] (x-2),

I

3 3
fzs = £1) (82 B3 By E5 E5] (x-28)4 - [£1 &5 E3 &y E5] (X‘/t)_;

55 - 51
3
+[gy g £3 &y &5 (x‘/t)+

3
=[g, £5 &4 &5 £s5] (X"t)+ .

L 4
Estas férmulas son realizadas en el siguiente algoritmo.

Algoritmo. (DERIB). Evalia en £ 1la derivada parcial del

B-spline clibico con nodos &, &2> €3, E4, &5 con respecto

al nodo gnp.



7)

Si (np > 5)
Si (np < 1)
Si (£ > ¢5)

Si (£ <g)

Para

DERIB

A

DERIB «—

DERIB «-

DERIB <«

0; Salida
0; Salida
0; Salida

0; Salida

*

83
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10) Para § = 2,..., 5
Para £ = lsecss 6 = §

G, « (6; - 6,,,)/(g; - gi+j)

4) pasa a 11)

1

Si (np=1 y §

1}

Si (np =5 y 4 =4) pasa a 12)

DERIB «— (EG = 61). Gl

Salida
11) DERIB <« - Gy

Salida

12) DERIB « G,

3.4 El problema completo.

En 1la seccidon anterior, cuando hablamos del ajuste de
datos con splines con nodos libres (es decir, variables),

mencionamos que el problema no-Tineal de suma minima de cua-

drados *
2
min | 1f = A(x) a (x)]|]p = min F(x, a)
x€ K" o i
xGAM X€AN

tiene la interesante propiedad de que las variables se sepa

ran. Sin embargo, dijimos que no podiamos explorar esa posi



bilidad en este trabajo. Nuestro enfoque, por ahora, es con

siderar el problema

m{;ﬂ F(x, a)
o € 0
XE By

como el problema de encontrar el minimo de la funcion F(x, «)

de las variables x y a, con la restriccidon x € 5.

Para encontrar este minimo vamos a aplicar uno de los
métodos usuales de optimizacion; uno de Tos que ha demostra
do ventajas es el método Levenberg-Marquardt que serda el que
aplicaremos y del que tendremos ocasion de hablar un poco
mas adelante. En su uso, como veremos, en alguna etapa se-
ra necesario calcular la matriz Jacobiana de la funzién ob-

jetivo £ -A(x)a.

Sea ¢ = f - A(x)a la funcidn vectorial cuyas compo-

nentes SON €7, €95+, € Podemos escribir

i

n
f2 -, Z

n
f --3.aiBi(tml\

i=1

asi que la matriz Jacobiana de la funcidn g es




de aE] Q_E,L aE_L a€] ae] ]
Qg a@(?_ aan 521 dE, : agn_4
aF) a-E:_?_ 852 Je € 852_
5(!1 5(_12 ()(xn Z;gl 5)2 g-gn_4
J =
aE ag ae ae ag 85
m m m
2 b
Brlty) Bn(t1)1=1li5?T(rl) 1= idgn_;tl)
n aBi n aBi
By(1£2) B (£y) X o, »=—(%;) oo, = (&)
n i=1 &1 i=1 * dt’n—4
n aBi n 0B,
81(-7im)... Bn(fm) z aia—g—l—(/tm)...i§1 o, a—gi (tm)
' i=1 ’ n-4

Hemos nosotros elaborado el siquiente

construir la matriz Jacobiana

algoritmo para
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Algoritmo. (JAC) Se construye la matriz Jacobiana FJAC de
dimensiones m x(2n -4) de la funcidn e = f -A(x)a. (n-4)

es el namero de nodos interiores componentes del vector
P T .
)", El vector a = (ay,..., a ) tiene

xz(gSa g6;--~9 En ~

n componentes. La variable entera n es la dimension del

espacic.

2) |Para £ =1,..., m

0B
k 0g

(¢,)

n
FIAC(L,f) «— - Z.a
: - j=(n-4)

Salida

3) lPara L=1,..., m
|

FIAC(L,f) 4 — Bj(/t_. )

3.5 El método Levenberg-Marquardt.

Vamos a incluir aqui un breve resumen de las ideas que
conducen al altoritmo de Levenberg-Marquardt, en especial de

la modificacion hecha -por Moré [14] al algoritmo general, ya



que es el algoritmo asi modificado, el que nosotros utiliza-
mos para resolver el problema de suma minima de cuadrados no

lineal que hemos planteado mas arriba.

n ) o - . P
Sea F: & — &, una funcidén continuamente diferern-
. . n .
ciable en un subconjunto compacto 2 de & . Se requiere

encontrar w* € 2 tal que

PIF(w*) ] = min ||F(w)]].
wE

Para encontrar tal w* podemes considerar el siguiente

proceso: generar una sucesion '{wk} tal que

[ F(w,, )< [ TFw )]
S1 woy € 2, entonces la aproximacion lineal a [ (w) es

Flw) = F(wy) + F'(wp) (w - wy)

donde F'(wg) es la matriz Jacobiana. De acuerdo a esto,

el problema es aproximado en la forma

min | |F(w)|] = min | |Flwy) 4 F'(WO)(W“U)oHl
wenN wEN

Y si hacemos P = w-wpy, queda



(@}
So)

mgn ][F‘(wo)p + Flwy) ] |.

Esto »s un problema lineal de suma minima de cuadrados.
Sin embargo, la solucién pudiéra quedar fuera de la vecindad
de w; donde es vdlida la aproximacién lineal y donde 1la
Jacobiana es positiva definida. La familia de métodos de pa
so restringido, a la cual pertenece el Levenberg-Marquardt,

somete al nuevo valor w; a estar restringido a una vecin-

dad de wy:
B = {w: ||w-wgl| < o},
donde o es un valor que puede determinarse por la axperien-

cia y la funcidon F(w), de manera que Ta aproximacion lineal

sea valida en B. Asi, el problema se ha convertido en

min | |F'(wg)p + Flwg)]], con I|p]]| < «,
p
0 bien, usando la notacién Ay = F'(wy), by = ~ Flwy):

min | |Agp - bol], con lpl] € a
p

Introduzcamos el pardametro z tal que

[1pl1® = a2 - 2.
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Asi1 pues, tenemos el problema

2 2
min | [Agp -bol| . con ||pl]” = a2 - 22,
P

equivalente al anterior. Aplicando el método de los multi-
plicadores de Lagrange, tal problema se convierte en el de

resolver para p el siquiente sistema de ecuaciones

(Ad Ao + X I)p = - AT b,

eIl = a2 =22,

donde X es la constante de Lagrange.

Existen dos casos:

i) Si z #0, x =0
Se tiene entonces

(Ag Aglp = A by :

que son las ecuaciones normales para el problema de suma mi-

nima de cuadrados sin restricciones. En este caso lpll < «

Yy Ta solucién p* de norma minima viene dada por el precceso

al Timite
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= T
p* = Lim (Ag Ay + NI) ‘A, by
A >0

ii) Si AN#0, z =20
Se tiene entonces el problema

o1l

min |[|Agp- byll, con |]
5 ,

: G
1
o3
-

ya descrito.

Una vez que hemos obtenido p*, hacemos

wyp = Wy + p*,

que esperamos esté mas cerca del minimo buscado. En general,

a partir de W, obtenemos

Pero, como hemos dicho, « es un valor que puede depen

der de w

1 as1 que puede ser necesaric cambiarlo de una

iteracidon a otra. Esto nos permite, en caso de haber buena
concordancia, aumentar o para el siguiente paso y asi avan

zar mas rdapido; si la concordancia es mala se requerirda dis-

minuir o.



Estamos ahora en condiciones de esbozar e] algoritmo de

Levenberg-Marquardt.

Algoritmo (Levenberg-Marquardt).
Dados wg, ay
Para kR =10, 1, 2,...

1) Determinar kk =0 tal que

i " _ 4T
(Ak Ak kkI)pk Ak bk
&
e I <«
y si ]]pk]] < a,_ entonces A, =0

2) Si l]F(wk + pk)[] < []F(wk)li, W, =0+ P,

. w _
ST no o wk

3) Calcular o, o

FIN

Calculo de A,

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos escribir

pa) = (ATA ¢ a1)7" AT 4
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y entonces quisieramos obtener el minimo del valor absoluto

de la funciodn

Si usamos Ta descomposicidn singular de A, A = uzv®

entonces

n A c. o

(:’('\) :.‘{:] ( = l) - a?
a A2+
1
donde 47,..., 4 son los valores singulares de A y
ATh = (epsenns e )T
n ¢. o
Sea p(N) = Lt

—
—_— e -

5 —> A
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Es claro que si »(0) < 2, entonces X = g

lucion buscada ya que ¢(N) es decreciente. Sj

entonces, como () ~% 0 cuando A

inica solucién positiva A*.

—> o0

» Se tendra una

pol

Ademds, como ¢(A) es convexa en el intervalo (0, »)
se pensaria en usar el método de Newton para encontrar la so
Tucidn A*. Pero Mors

2

sugiere usar otra estrategia para apro
vechar mejor la estructura del] problema.

Tal es suponer que

v(\) = [¢(1)] /2

puede ser aproximada por

é‘m -




donde a, b son constantes tales que

PO =30 v 310 = pia

De acuerdo a esto se obtiene

[v(x, )12

Y para encontrar la raiz de ¢(N) - o =0 aplicamos la si-

guiente iteracién

Pero es necesario protegerla para realmente obtener conver-
gencia. Con este propdsito se usan en cada iteracidn cotas

inferiores y superiores lk y .

i btener
Con el fin de obte O observemos que, cono

[1p* ] = | [(ATA + »*1)" ! AT b)| = o

entonces

o < [1(A"A +ax1)7Y )| J]ATh |

95
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pero
-1 )
[TATA +x%1)7 | = [](=% 2 + ax1)71)|
. 2 x 2 * 2 *x
= ||(d4ag(/$1 T)\’ ;52 +)\,..., én +x) Il

2 * 2 * 2 * .
= [l diag((sy +2)7Y, (s + )70, (s +2) T

2 *‘1
(4 +27)

*-]

3

N
>

por lo tanto

*
A< AT b /e
y la cota superior adecuada es

wo = [ 1476 ][ /a

N
Para calcular 2£,, notemos que, como ¢ es convexa, Si

Yv'(0) # 0 tenemos que el valor obtenido al realizar una ite-

racion con el método de Newton y Xy = 0, es menor o igual

%
que A , entonces

asi que Lo = - wTT%);
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en caso que y'(0) =0, ¢, = 0.

*
Con estas observaciones, 2\ se puede calcular con el

siguiente algoritmo

Algoritmo. Dado A,

4 ’I ‘,l
1. Evaluar (2 ), ¥'(2))
= i ()
2.x Ly o1 Kk S u(\k) <
. Weypq = u}E en octro caso .
P £, ., = mdx {L, Ak - W(Kk)/ Y (kk)}
4. Obtener Rk+1 de Ta férmula
YA ) - Y(X)
News = M - g =5
k+1 k W'(Ak) «
En la practica se acepta Kk como una buena aproxima-
- * -
cion a A S
>
A
$(r,) - a
—_——— &
o

con A cierta tolerancia que comunmente no €s muy pequefa ya

que, de cualquier manera, esta aproximacién forma parte de
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otra aproximacion (la linealizacidn) que pudiera ser muy bur

da. Una eleccidn usual es A = 0.1.

Actualizacidon de «.

Como ya mencionamos, si la concordancia en una iteracién
del algoritmo de Levenberg-Marquardt es buena, en la siguien
te podemos aumentar el valor de «; en caso contrario a de

be permancer igual o disminuir. La medida de esta concordan

cia esta dada por

2 2
- JF(x + p)l]

- | F(x)+ Ap||?

2

p(p) - IJF(X)Il
[1F(x)]]

Si p es pequeiia (p < 1/4), la concordancia es mala y se de
be disminuir a3 si » se acerca a 1 (p > 3/4), la con-
cordancia es buena, se puede aumentar a3 si 1/4<p <3/4 1a
concordancia se puede considerar aceptable y dejar « sin
cambio. Estos criterios provienen de una lTarga experiencia
de trabajo con este algoritmo en una gran variedad de pro-

blemas, f14],:15 1. *

Hagamos Ta siguiente simplificacidon cbvia en 1la escrity
ra, con el fin de determinar una mancra estable de calcular

p:

el - e ®
E115 = J1F+Apl |2

= |
"
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como
(ATA + XxI)p = - AT¢
entonces
2 2
[lapll + x [l = - pTa"s
por 1o cual
2 z 2 2 2
LELD = T+ apll™ = [IE11 - 1£]17 - 2p"a%¢ - ||ap]]
T ,T 2
=-2p A - [|A p]]
2 ' 2 2
= 2[A pl] + 2x flpl] - |]A pl]
2 2
= A pll +2x |]pl] S (1)
Y, por tanto
]2
2 2 1"\ l )
oo LLELL - NIE" _Lifl]
1A pl]™+ 2x|]p]]| (HAEH ) 4 2(a'/2 MELL)Z
11 | 1£]]
De (1) vemos que
Hap il < IIEll vy A'V200pll < || £lf
por lo cual el cdlculo del dendminador es muy estable. En

el numerador, si [[fy || >> ||€]| se puede generar un ni-
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mero demasiadc grande para nuestro instrumento de calculo,

pero en ese caso p < 0, y como solo nos interesan valores
positivos, ponemos g = 0.
E1 algoritmo es detenido cuando

< | ==
- w \Ilwkillo

donde t es el nimero de digitos de la aritmética de la md

quina. Presentamos a continuacion el algoritmo global

Algoritmo de Levenberg-Marquardt.

Entrada wy, gy, &, %

1. Para =k

1. Evaluar Ak, bk

2. Calcular SVD de Ak

o

Resolver

min |[A - bk llz

k Pr

§i IIPKH éo(h entonces AK =0 vy hacer 1.7

|

4' )‘0 .Ak’ upg = ‘lA: bKH/“k

'Io‘:- - ¥(0) /9 (0) si $'(0) £0, Ly =0 en otro

CaS0 a
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1. Evaluar ¢(A3), ¢'<¢§)

|

N

x [ S 4
“j+1 ] S i w(xj) < o,

W . = u. en otro caso
Jj+1 J

3 £j+l = max{ﬂj, A

5 " ‘P(k]{)/\b'(Rj’.)}

4. NI = Al - ! [ -3
Jj+1 J ! !
W(Kj) o«
(A <o A
5 Si ]¢(/J) - | < a
entonces Kk = Aj y hacer 1.6, de otra mane

ra incrementar { Yy hacer 1.5

Calcular P - (AE Ak + AkI)—IAE bk

STLIFGw + p )] < |]F(w )|

= d -
entonces wk+] wk +-pk e otro modo wk+1 wk

Si l,F(wk + Pklll > |[F(wk)]], p =0 de otro mo
do

. [HF(wk o b,

p = LLF(wi) ||
llApkl’ 2 1 /2
e t  2f)

{HF(wk)H (_“

e 1)
HFw ]
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, ‘ | 1
< Hacer dk+l de acuerdc al valor de pP.

-w, || <107t | lw, ]!
J J
*
w w y FIN

k+1

De otra manera incrementar K y repetir 1.

3.6 La transformacidn 0.

Ahora debemcs enfrentar la siguiente dificultad: el mé
tcde Levenberg-Marquardt es un método de optimizacién sin

restricciones y 21 problema que queremos resolver

min F(x, &)
ac &
KGAN

tiene la restriccion x E,AN. Hay dos soluciones, o usamos
un método de optimizacidn con restricciones o eliminamos las

restricciones.

Efectivamente, en una serie de experimentos que reali-
zamos en la B-7200 nos encontramos con el desagradable re-
sultado que en alqunos casos al llevarse a cabo el Droceso

de optimizacién de los nodos libres con el paquete de Moré,



los nodos, como una parte de las variables de la funcién ob
jetivo quedaban desordenadcs, es decir, en ocasiones se al-

teraba la relacion g, <5 < ... <g

nt1® Y aln en ocasio-

nes algunos nodos interiores quedaban fuera del intervalo

Timitado por los dos postes fijos Ey Y € Esto es ina-

n+1’
ceptable en nuestro contexto, es una solucién sin sentido

para nosotros.

E1 siguiente paso dado por Jupp [12] es una elegante
solucion a esta dificultad. E1 propone un cambio de varia-
bles, una transformacién, que convierte al problema con res
tricciones en una formulacidn sin restricciones. Tal trans
formacion es la siguiente: definamos las variables

hoo
o, = 4+, di=1,2,...,N
i .

donde N es el ndmero de nodos interiores,

Antes de continuar, veamos coemQ ejemplo ,43[0, 1] =
X = (%1, 22, 23): 0 <x; <x; <x3 <1}, cuya cerradura es

el simplejo en ®3 que se ve en la siqguiente figura
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En general, como aqui, las caras y lados de Z&[a, b]
contienen aquellas subdivisiones de [a, 6] que corresponden
a nodos coincidentes. E1 simplejo ,Z& queda también carac-

terizado por el sistema de (N +1) desigualdades lineales

Siquiente
X - X > 0, Pp=d, €yu0ay B *+ 1.

Los pardametros (@ys PFaysa-s ¢N) son independientes de

un cambio Tineal en ia escala de lgs nodos orjginales, 1o
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cual proporciona un escalamionto automatico en los métodos

iterativos usados para localizar los nodos optimos.

Para encontrar X a partir de una

& arbitraria, ha-

Ceros
p, = e’t ., i=1,2,..., N
Y
Z=1+py +tpypy+ o0+ pp opy... Py
Entonces
h=b"‘l
T
J
- =1
=Py by =12,
por lo sicuiente:
b -a . x“+1_:}f__; Xyi1 = %o
4 1 tpy +plp2+...fp1pz...pﬂ
_ Xna1 *0
- T, T, a, T, o, L
I & & t e e + + e e e

PerQ

S
]
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Por 1o que

‘N1 1 X0
E2N 1 # %f + h‘ %§-+ ...+-%f‘ 2% ce g%il
- N1 *o
1 + %f-+-£f-+ %$-+ . + ﬁ%il
_ Ry (XN+1 - %p)
SRy thy t Ryt otk

hl (XN‘H - Xo)
(X1 -xp) ¥ (x5 -x,) ...+ (x

w1~ Xy

Ademas,

conviene, naturalmente, para evaluar el polinomio Z, ut

zar el esquema de Horner y doble precision.

Ahora bien, la transformacidn o, definida por
en(h. /h.) es continua y continuamente diferenciable, los
L (N
lados y las caras de 5 . donde se da igualdad de nodos se
N -
. : & s = . N
mapean en infinito, y la transformacidn es sobre todo R,

como se ve de la transformacidén inversa que acabamos de es-

eribiv, por 1o que quedan borvadas las vestricciones.
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)

Para transformar el gradiente o Ta Jacobiana a las nue

vas variables, podemos usar la regla de la cadena

3F _ Y 3F a0
Jx, -:2 30 . Bx,
i J=1 ] i
Puesto que
0 s1 4 #F4-1, 4, £ + 1
""Tj 2 1/h, 51 f = £ - 1
5xL B
_f 1 ¢ = [
l/hi + llhiﬂ) si £
1/hi+1 si 4 =4+ 1

erntonces célf(c) es la solucidn del sistema de ecuaciones

6 Vo T o) =V F(x),

donde 6 es simétrica y tridiagonal, como se ve & continua
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. T N
00, 30, 00 oT dF T JF 7
—1 -2 Y93 i
a_‘{l ()Xl X, . X l do 371 ‘
ao] D_i_ao 00y oF 0F
Ix, O0x, X, Ix, Jdo, Ix,
90, 00, du, doy F _ I aF
X3 Bx3 X3 X3 90 4 B 3¥3
9o, da, 90 4 A0, OF OF
axN axN E)xN BXN—‘ BF’NJ La—)zu
~(1/h1 + l/hz) 1/h, 0 0 . . . 0—]
1/h, —(1//12+1/h3) 1/h4 0 . S 0
0 1/h4 —(1/h3+1/hl,) 1/h, . . . C
1//1N
1/h, ~(1/hN+1/hN+l)
- .
Asi pues, tenemos que resolver un sistema de ia forma

6 = k.
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Para resolver este sistema Jupp sugiere utilizar un al-

goritmo debido a Rose [16]. Para seguir a Rose, hacemos
1 -1
1 -1
1 -1
B =
- ! k| ( Nx(n+1)
-y 1
ha
H =
1 "t ( (N41)x(N+1) )
Se tiene

)
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L1 altamente eficiente algoritmo propuesto por Rose pa

ra resolver el sistema

Gu = f
es el siguiente:
Algoritmo. (ROSE)
Hacer
0 = 3h
3ogsy L

Paso 1. <Calcular el escalar A:

N
A0 6k, (ks (k... k)T

Paso Z. Calcular el N-vector S

Paso 3. Calcular el MN-vector w:

wy = hy vi,
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Paso 4. Cambiar de signo

Después de que introdujimos esto en el paquete de Moré,
se eliminé la dificultad que sefialamos anteriormente y que
consistia en que al optimizar los nodos, algunos de estos

se salian del intervalo o se desordenaban.

Contamos, entonces, con el paquete debido a Moré que
realiza el método Levenberg-Marquardt de optimizacion, adap
tado a nuestro problema de splines v modificado con la sub-
rutina SIGMA que hace el cambio de variable que hemos re
senado. Pero, épara nuestras necesidades futuras, qué pre-
cision necesitamos? y.relacionado con esto, nos planteamos
la cuestidén de reducir el tiempo de cémputo, medido en tér-
minos del namero de evaluaciones de la funcidon (NFEV) y del

namero de evaluaciones de la matriz Jacobiana (NJEV) .

Se hicierfn graficas y una serie de experimentos con el
fin de determinar, en un ndmero de problemas, la sensibili-
dad del spline con respecto a los nodos. Se 1legd a la con
clusidon de que tres cifras son suficientes para determinar
un spline. Por otra parte, con-dicha precisién ya determi-
nada, se logrd reducir notablemente el tiempo de cémputo de

Ta manera que se muestra en el Capfitulo V.
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Las subrutinas que implementan 1la transformacidon o de
la que nos hemos estado ocupando Y su inversa son las si-

guientes:

“Algoritmo (XSIGMA). Construye la nueva variable

. T 4 g “ .
0 = (0y,..., aN) a partir de los nodos interiores

X = (§5s 55;-~-, EN+4)T

1) Para £ =1,..., N + 1
_h DL T R
2) Para £ =1, s, N
Ty v (kg /hy)
Algoritmo (SIGMAX). Construye el arrego x a partir del
arreglo o,
1) Para £ =1, 2,..., N
I'S
p; « EXP(Ui)
2) Z =14 pytppyt.. tppy..op

3)  hy e (b-a)/z
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ST Ejemglo.

Finalizamos este capitulo con un ejemplo; un ejemplo
que ha sido utilizado por de Boor [& ] y Jupp [12] a causa
del interés que ciene por ser un problema dificil para apro
ximacion polinomial debido al pico abrupto y por contener
errores experimentales. Se trata de 49 datos, mostrados en
Ta figura siguiente, y que expresan una propiedad del titanio

como funcidon de la temperatura.

Un punto de inicio utilizado por Jupp es
Xq = (724.984,8493976,910.008,976.184,1042.360)
Yy encuentra después de 20 iteraciones

(835.967,876.402,898.1464916.315,973.908)

con un residual de .01226
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Con el mismo punto inicial, nuestros resultados fueron:
con el método Levenberyg-Marquardt sin la transformacidn g,

los nodos quedan desordenados en el punto final (15 iteracio

nes):
(820.283,903.174,888.211,903.594,990.3153).

Después que agregamos la transformacidén o al Levenberg-
Marquardt nuestro resultado es notablemente mejorado, eliminan
dose totalmente la dificultad de los nodos desordenados. Se ob

tuvo el siguiente punto final (37 iteraciones, residual = 0.08):
(835.457,876.506,898.167,916.280,974.017)

E1l spline con estos necdos aparece en la figura siguiente.

Nota: Se observa una discrepancia fuerte entre los dos residua

les, pero ésta es sélo aparente. Jupp [12] p.339, utiliza la
>
siguiente formula para el error:

m 2
Gt 3Ey wyle; 1)

donde w; = wm = %—, y wi = 1 de otro modo, mientras que no

o

sotros utilizamos
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., le, 1172

As1 que para hacer una mejor comparacién multiplicamos por

el factor 1/(v49 - 17, 1o que nos da como residual

0.0115470

que ya se compara favorablemente con e] de Jupp.
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CAPITULO IV

ESTIMACION DE PARAMETROS EN
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

4.1 El problema matematico.

El problema matematico lo podemos concebir de la si-

guiente manera:

Supongamos que de algun proceso se han hecho medicio-
nes y se dispone, en consecuencia, de un conjunto de datos. Su-

pongamos también que se sabe que dicho proceso esta modelado
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por un cierto tipo de ecuacion diferencial, la cual se cono-
ce hasta ciertos parametros. Es deeir, estamos suponiendo
que los datos de que disponemos {(ti,gi) i =1,...,m} corres
ponden a una relacion funcional y(t) 1la cual es a su vez
solucion de una ecuacion diferencial que se sabe es de cier-
to tipo, excepto por ciertos parametros desconocidos que €n

ella aparecen:

gl :f(,t,lj,c_l,...,c,n),

donde ¢C,,s.-.->C con los parametros.
1 n

Nuestro problema es: determinar valores de los parame-
tros en la ecuacion diferencial de tal manera que, cen cier
tas condiciones iniciales, 13 coiucion de dicha ecuacion -

diferencial mejor ajuste a 1o0s datos.

Digamos el enunciado del problema en una-forma un poco
mas general, en el sentido de que 1a ecuacion diferencial -
puede ser un sistema: supongamos dado un sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias

gl = £,(L545Y)

\

y 1

f 'ts )
p P( y,Y)

% T .
donde las componentes del vector ¥ :(cl,...,cn) son para-

metros cuyos valores numericos Seé desconocen. Suponemos =
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también que la solucion es conocida en puntos Qtl:if=1,...,m};
son los datos. EI problema es encontrar valores de Cpasansl
n

de tal manera que la solucion, con ciertas condiciones inicia

les, mejor se ajuste a los datos.

4.2 Antecedentes.

'U‘H“\
Una solucion de este problema, descrita por Bard [1],
\\415) w419
van Domselaar y Hemker [ 5], y Benson [ 3], ha sido usada y
sus ideas centrales trataremos de resumir: Para ello usare-
mos aqui una notacion que remarca la dependencia del parame-
tro Y. Representemos al sistema diferencial en notacion -

vectorial y escribamoslo con sus condicicaes iniciales, que

suponemos dadas
( lj'(’taY) = f(”t)g’Y)

| yltem)

yo(P)

Denotemocs el vector de observaciones por

y:(yl,...,ljm)T

donde y, s un valor observado de una componente de ¢ para

~

el valor de ti. Definamos la funcion Y dada por

~ ~

y (v) =(gla,v).. . g(2,.9))" .

n

donde ;(ti,y) es aquella componente de y(ti,Y) que corres-

ponde al valor abservado y,, | <di<k.
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La funcion residual depende del parametro Y:

. +

Y entonces el problema consiste en determinar el vector

Yy para el cual se minimiza 1la suma de cuadrados

~

Me(x)03 = uy(y) -vi3

Notemos que para obtener ;(y) hay que integrar el sis-
tema de ecuaciones diferenciales. También observemos que,
en el proceso de minimizacion de la suma de cuadrados, hay
que calcular la matriz Jacobiana de la funcion e(y):

se (v) oy (v)

Jij(Y) B dc., - ac .

J J

Esta matriz Jacobiana se obtijene de una familia de sis-
temas de ecuaciones diferenciales que se obtienen para cada

componente de y. Esto da un conjunto grande de ecuaciones

diferenciales:

i

U'(I,Y) f(tsg9Y)

U' (’taY): £ (tsg:Y) + fy(’taLj’Y) Ucl(’tag,Y)

CI Lo |

l'/’C (’tsY) :fcq(tpya)() +fy(t)yﬂf)ycn(taya)‘)-

n T

Sistema este que debe resolverse con algin método numé

rico,
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Objeciones.

a) La solucion de la ecuacion diferencial puede ser
-~

muy sensible a- las condiciones iniciales, lo que hace difi-

cil la integracion de dicha ecuacion.

b) Durante el proceso se hace necesario integrar va-
rias veces todas las ecuaciones diferenciales, nosiblemente

con un método especial (por ejemplo si el sistema es stiff).

c) HNo existe simplificacidn alguna cuando los parame-

tros aparecen linealmente.

4.3 El Método de Varah.

9 50) )
J. M.Varah [18] ha propuesto un método directo y sim-

ple que supera todas las dificultades anteriores. Nosotros
nos hemos propuesto hacer una exposicion de tal método y so-

meterlo a prueba con algunos ejemplos.
E1l método es el siguiente:

(1) Ajustar los datos con un spline clibico. Esto es,
para cada componente {y. :4=1,...,p}, construir un spline
cubico éj(t), con nedos {¢,  :k=1,...,¢}, escogiendo -
tal spline de manera que se minimice la suma de los cuadra-
dos de las desviaciones en los puntos dato. Sin embargo,
los nodos deben escogerse muy cuidadosamente, buscando que
el spline d@ ajuste también describa la tendencia dé los dg

Cos .
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(2) Cuando este spline ha sido encontrado, se determi
naran los parametros de Manera que se minimice la suma de
cuadrados de Tas desviaciones en 1la ecuacion diferencial -
. .

evaluada en un conjunto de puntos muestrales {Eizi =1,...,M}.

Esto es, se determina y tal que

b M

T > (Z2.) -f.(F .. 2
min Z, i, [84(2)) £,0¢,5,v)]

Notese que si los parametros vy aparecen linealmente, 1o
que resulta es un problema lineal de suma minima de cuadra-
dos, el cual puede resolverse por una factorizacign QR o
usando las ecuaciones normales. Ademas, nétese que ninguna
integracion de las ecuaciones diferenciales se ha hecho y -

ningunas condiciones iniciales se han usado.

Comentarios.

Después que los datos han sids ajustados por un spline
cubico, es muy importante revisar su grafica. No basta ob-
tener un residual pequeno; debe manifestarse la tendencia de
los datos; debe tenerse presente que no es solo un spline

de ajuste, es una curva que aproxima la solucion de una ecua

cion diferencial.

De la misma manera la eleccidn de los puntos muestrales

€s conveniente hacerla también interactivamente. Es algo ar

bitraria y conviene hacerla de tal manera que el comporta-
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miento de la solucion quede adecuadamente representado. De
la misma manera que para los nodos, es necesaric desarrollar
un “sentimiento" de cuantos puntos son suficientes y donde

<+
colocarlos.

Una vez que el parametro y ha sido determinado, hay que
checar su validez integrando el sistema diferencial con tal

valor del parametro.

Una nota final que debemos hacer, hace referencia a una
situacion que es posible encontrar en la practica. En oca-
siones ocurre que teniendo como modelo un sistema de ecuaciones
diferenciales, solo se conocen datos para algunas, pero no -

todas. las funciones componentes del sistema. Algunas veces
es posible eliminar esta dificultad convirtiendo al sistema
dado en uno de orden mayor en el que solo aparecen las incog-
nitas de las que se conocen datos. HNaturalmente que esto pue
de hacerse Unicamente cuando aquellas otras variables pueden
resolverse explicitamente a partir del sistema dado. Esto es
lo que se hace en uno de los ejemplos que presentamos en el -
siguiente capitulo. Y como aumenta el orden de la ecuacidn -

diferencial, se requiere 1la segunda derivada del spline A(%).

4.4 La Subrutina AMGEAR.

Una de Tas subrutinas gue en la practica se ha probado

ser mas efectivas para la solucidon de sistemas de ecuaciones
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quﬂ
diferenciales, es la creada por Gear [ 7 ], tanto para siste-
mas no-stiff, como stiff. Podemos decir, a grosso modo, que
un sjstema es stiff si contjene'tanto componentes que varian
muy rapido como componentes lentas, ambas con un comportamien
to de decaimiento. En esta subrutina la que nosotros hemos

utilizado para integrar los sistemas Gue aparecen mas adelan

te.

La subrutina AMGEAR incorpora dos métodos de solucion
de orden y longitud de paso variable; un método Adams de or-
denes 1 a 7 para ecuaciones no stiff y un método de Gear de
ordenes 1 a 6 para ecuaciones stiff. Ambos métodos utilizan
una formula predictor-corrector, con iteracion del corrector
para la convergencia. Consisten en discretizar el intervalo
[xo, xF] en una malla de (n+l) puntos determinados agtométi-
camente por la subrutina. Una formula de orden uno es usada
para empezar, pero es incrementado conforme 1la integracion
avanza. La longitud de paso es controlada por la subrutina
para controlar (si es posible) el error estimado dentro de

una tolerancia esnecificada.

4.5 Derivadas de un Spline Cibico.

Puesto que las funciones yi(t) que aparecen en ei Sis-
tema diferencial van a ser aproximadas por un spline 5(¢),
es obvio que necesitamos un algoritmo -para evaluar la prime-

ra derivada del spline 4(%) con respecto a la variable in-
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dependiente £; y por lo que dijimos arriba, también vamos a

necesitar evaluar la segunda derivada d?s(t) .
dt?
Una férmula para la derivada de un B-spline es la si-

guiente
d k k k-1 k k-1
—— B () = (—=—=)8," (&) -(= )BT (1)
¢t 73 bi4k "6y Sjexer T Eyer I

gue puede probarse por induccion y utilizando la férmula de

recursion

. ) £, - ~
Y ! p— T T g b W R 4 )81 (1)
€54k ~ 54 3 jek+1 T 5541

del capituleo II.

Para k =3:

<3'

; .
—2 __ )BZ(#) + ( )B2 ()
L4385 ] Eiea " 5541

Jj+1

Por otra parte, recordemos que habiamos mostrado, al

final del capitulo II, gue si g, <i<g el spline cubi-

i+1°’

co (%) esta dado por

i
. 3
L) = j;zi—Bd“;ij('t)'

Por 1o tanto, tendremos

d _ 3 3 )
gt ot =« 5 gy 87 5(2) v, g By ,(8) vay_ gr BY (4) +
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3 5 3
W, (282 (¢) - 82 (¢)
k=3 gl t’1—3 1~d gi+1 L -2 12
3
oo, [ B2 _(t) - B? (%)}
=264, "¢ .3 ¥ 542 "Eiop i1
2 3 )
* a5, | B. (&)= — B2(1)]
o1 Eie 8 2= €i+3 =g 2
3 2 3 2
toa. [ B (t) - : (f)]
Eie3 "8y Civa "8y 1t
e} - Q.
- 3 1-3 BZ (/t) +3 1i-2 . 1-3 82 (t)
bi "Ejoy i3 i+1 "5j.p 12
al 1Y 2 2 OLi - RS
+ 3 —= — B: (&) + 3 X ~— B2(%)
Eien "6y i-T bi43 76 .
O.i »
-3 ———— B? (%)
&i+a TEiaq i
-a o, -
= 3 i-2 1—3 2 2(2) % 3 i-1 1-2 2 (/t)
Ei+1 —é’l—Z T i+2 i-1 =1
%3 = %5 4 .
+ 3 —~———— B* (%)
Eiv3 " &§ *

Por otra parte, puede demostrarse directamente que
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(£ - g,)%
' St <
<€1_+1 —gl)?§i+2 -gl) ’ gi % §i+1
(¢ - g1)(€i+2 - t) (§i+3-t)(t €i+1)
(64 80085, -8, ) (85037834 )(E5 —£i+1). ’
5 (t)-
gi+1 - <§i+2
t)?
(§l+3 ) , £ <t<g,
L PR O Y 1h2 S
\

Los algoritmos para la primera y segunda derivada.

Algoritmo. (DERIVA). Conociendo los coeficientes {a, 34 =
l1,...,n}, 1os nodos {gi t4=1,...,n+4}, el real £, y el

entero Rk tal que £y <t <g con este algoritmo se encuen-

k+1°
tra la derivada de un spline cubico evaluada en £.

-1)?
1) Bi_z o (gk+1 :
(8i "5 (8 -5y
2) B a— (£ -5, )5, -t) ¥ (g p - 1)L -5, )
o (5k+1 —gk—1)(§k+ﬂ '5k) (§k+2 "gk)(§k+l"§k)
(t-g)
3) B2 <« ' X

(§k+m "5k)(5k+2 ’gk)
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- o a, . -a
4) dait) 3 _k-2 =3 Bf_z 3 k-1 . k=2 85_1
b+ 'gk—z €k+2 &1
4, - o
. _k—] B:
gk+3 €k =
FIN

Para la segunda derivada de un spline de grado k tene-

mos la siquiente férmula:

Si g, < £<g_ , ., entonces
2 i ;
Ly 3 BT =
dg2 =i~k 3 ]
- - M T

Para Lk =3, dnicamente queda

a _ a._ -2 ;=13 1
6[ 1-1 1-2 _ - B 8 - ]B_
(51+2 Ei—1)(€i+1 "51—1) (€i+1 E1—2)<€i+1 Siuq o1
d -0( d|~ "“._
+ 617 = . \ 1-1 1-2 1
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= [ a1—1 _di—2 _ °(1—2 —0(1_3 l §1+1 = £
(€i+2 g1—1)(€i+1 "§1—1) (€1+1"€i-2)(§i+1 '51—1) Siv1 "5y
+6 OLl - 0Li—1 _ al-] _.ai-Z ] t’;l

Esta formula Ta implementamcs en la subrutina DERSEG pa
ra evaluar la segunda derivada de un spline s(£) con respec

to a la variable independiente £.

Las Subrutinas KLOCAT y PUNTOS.

Hemos visto que en la aplicacion de nuestro método para
estimacion de parametros, frecuentemente se requiere, dado

un valor real %, determinar el entero k tal que
L <t<gk+1’
Este trabajo 1o realiza el siguiente algoritmo.

Algoritmo. (KLOCAT). Dados 10s nodos &4:85s---5& , y el

n+1

punto £, este algoritmo encuentra k tal que gktét-<gk+1,

con k=4 y h<(n+l).

1) Si” (£ < £, 0 t>¢ ) escribir "4 esta fuera de inter-

n+1

valo" y salir.

nNo
~

Para 4§ =4,..,n

1) Si bf<gj+l) pasa a 3)
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3) KLOCAT = §

4) Si (¢ = ¢ ) KLOCAT = p

n+1

FIN

<+

La construccion que realiza la subrutina PUNTOS es
muy Gtil en el paso (2) de nuestro método de estimacion de
parametros, pues construye un conjunto de puntos nuestrales

A

{ti t4=1,...,M}, con una libertad suficientemente amplia.

Algoritmo. (PUNTOS). La salida es un arreglo unidimensional

TH( ) que contiene al conjunto de puntos muestrales y un en-

tero NM que es el total de puntos muestrales construidos.

1) Se leen los extremos del intervalo en el que var. a es-

tar contenidos los puntos muestiales.

2) Se lee el nimero de subintervalos en que s2 quiere divi

dir el intervalo total.
3) Se leen los extremos de tales subintervalos.

4) Se lee para cada uno de lossubintervalos el ndmero de pun-

tos equidistantes que se desea tenga dicho subintervalo.

5) Se construyen los puntos muestrales dentro de cada sub-
intervalo y en el arreglo TM(') quedan almacenados to
dos los puntos muestrales, que incluyen a los extremos

de todos los subintervalos.
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4.6 Ejemplos.

Aqui so6lo vamos a incluir los resultados finales y mejo
res, obtenidos por nosotros en algunos problemas }Tpicos y
significativos que se encuentran en la literatura. Una des-

Cripcion mas detallada la dejamos para el siguienté capitulo.

EJEMPLO A. ET1 problema de Bellman [21].

y'=c,(126.2 —y)(91.9—g)2—c2g2

y 0.0 1.4 6.3 10.4 14.2 17.6 21.4 23.0

y 27.0 30.4 34.4 38.8 41.6 43.5 45.3

Estos datos se obtuvieron de una cierta reaccion quimi-
ca. La ecuacion diferencial incluye dos parametros que apa-

recen linealmente.

Con un nodo y 40 puntos muestrales, obtuvimos

= = . o
(3] [6)] Y- o
@ = @ =
— = — e — O (]
[¢o] = [t} @ O (%
= — - . =
o o o (&) T N L .
o= wn e Lot o o ~ W Q O
Nodo @ — g ® Parametros iy ¥ <
oz (e (o' — O r=— e, =
20.22 | 2.660 0.618 | 0.46 x 1075;0.30 x1073| 5.77 | -1.4

| W




e g

132

Varah obtiene (también con un nodo y 40 puntos muestra-

les)

20.2

2.

0.98

Q.47 x107°;0.31 x 1073

3.7 -1.49

La curva solucidn de la ecuacidon diferencial y los da--

tos del problema pueden verse en la siguiente grafica.

~ = ST SRR e Py St S Sydey
18 20 22 3~ 24 18 30 32 s«

3¢ 3x¥ 4o -

- Soluuon numem:p de la ec- ?”

Con lex /?avame‘\’f‘bs 046 X‘O

Condyclon Iny 0\0\

Residud =

, 030 X‘O)\/
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EJEMPLO B. EIl problema de Barnes, Ref. [5].

E1l sistema con dos ecuaciones

N
—
"

+
€Yy ~¢Y,Y,
Yy = CoYyYy- CaY,

en el que aparecen 3 parametros linealmente, es el bien cong
cido sistema de Lotka-Volterra de la ecologia matemdtica, pe
ro también modela una reaccion quimica. Los siguientes da-
tos contienen un error de alrededor del 10%, 1o que debe to

marse en cuenta.

£] 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
y, | 1.0 1.1 1.3 1.1 0.9 0.7 0.5 0.6 0.7 0.8 1.0
y,| 0.3 0.35 0.4 0.5 0.5 0.4 0.3 0.25 0.25 0.3 0.35

Con un nodo y 20 puntos muestrales, obtuvimos resultados

que coinciden con los de Varah:

Residual _ Residual Mejores
Nodo | en Ta integradc |condiciones
ec.gif.|1P arame¢tros iniciales

3.01 1.260| 0.8461;2.135;1.913 0.3530 1.02;0.25l
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EJEMPLO C. E1 problema del enzima. Ref. [18] .
g 4991 In t -¢, T
gi = Cl(27'8_ljl) +-—'——'(g -y )+ QXY_)[—O.S[ ] ]
2.6 2 1 N Cj
Cq +
y, = 777 (uy -4,)
t 0. 2 .5 3.8 7.0 10.9 15.0 18.2 21.3
v, 27. 20.0 23.5 63.6 267.5 427.8 339.7 331.9
o 22. 24.9 26.8 30.1 34 .1 37.8 42 .4 44 4
yl 243.5 212.0 164.1 112.7 88.1 76.2 62.3 58.7
Z 47 . 53.1 59.0 65.1 73.1 81.1 91.2 101.9
y,| 41. 40.2 31.3 30.0 30.6 23.5 24 .8 26.1
£ [115.4 138.7 163.2 '186.7
Y, 33 17.8 16.8 16.8 -

La ecuacion diferencial es un modelo que representa la

concentracion del enzima en la sangre, dentro y fuera del -

corazon,

en un

periodo de tiempo.

Existe aqui la dificul-

tad de que s6lo se tienen los datos de las observaciones co

rrespondientes a sélo una de las variables,

41

" Esta di-

ficultad se superd, como se indicé antes, resolviendo para

Yy, en la primera ecuacién, diferenciando y substituyendo
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en la segunda ecuacion, para obtener una ecuacion de segun

do orden en Y, Gnicamente, [ver un capitulo mas adelante].

Este problema es mas dificil que los dos anteriores a
- +
causa de que los parametros aparecen no-linealmente y porque
los datos son dificiles de ser ajustados a causa del brusco

ascenso y descenso que presentan.

Con 4 nodos y 40 puntos muestrales obtuvimos los siguien

tes resultados

Residual l Residual —_]
en la p :
Nodos Ec. Dif. Parame tros integrado
8,11,23,43 6.66 0.239, 2.634, 0.368, 0.297 109

que pueden compararse satisfactoriamente con los de Varah:

8,11,23,43 15.35 0.257, 2.620,0,364, 0.290 70

La grafica de la siguiente pagina muestra la solucion

de la ecuacion diferencial con nuestros parametros.

EJEMPLO D. La logistica.

y! = ¢ yle,- y) , Cy sty > 0.
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¥ 0 4 7.5 25 48.75 52 58.5
Y 8 6 6 d 10 13 18
t|72.7 78 95 96 108 112 133 136.75
y | 33 38 76 78 164 175 280 300
£ 1143 156.5 166.7 181
y | 320 405 385 450
"Los datos corresponden el crecimiento de una poblacidn

de bacterias.

forma

S1 escribimos la ecuacion diferencial

U 1

= kyy = Rk, y?

en la

vemos que los parametros aparecen linealmente.

Aplicando nuestro método de estimacion de parametros

139

en ecuaciones diferenciales con 3 nodos y 40 puntos muestra

les, obtuvimos los resultados que aparecen en la siguiente

tabla.

Nodos

Param

e t r o s

Residual en la

tEc. Difirencial

25,100,140 0.

046

0.00009570

3.729 1

Asi, pues, hemos determinado los

La eccuacidn

queda

parametros

k;ykz.‘
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y' =0a.04608 y-0.00009570 y2

0 bien

4" =0.0009570 4 (481.5- 4).

Integrando esta ecuacidon, con la condicidn inicial +

Yo = 1.5, nos da la surva de la siguiente figura

e

200 [

150}

o ) 5o .© 10 & 9o 100 o

1o (3o 140 (sv eu no o
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y EJEMPLOS

5.1 Observaciones y Conclusiones.

Con los ejemplos siguientes tratamos de mostrar de ma-
nera concreta la efectividad de nuestros métodos, en primer
lTugar del uso de splines cidbicos con nodos libres en la apro
ximacion y después, de la estimacidon de pardmetros en ecua-
ciones diferenciales con el método indicado en el capitulo
IV. Pero también consideramos necesario hacer algunas obser

vaciones sobre las dificultades que se presentan.

Un invariante que aparece en todos los ejemplos, es la
notable mejoria que se obtiene en el ajuste de datos cuando

se considera a los nodos como variables. Ademds, puesto que



encontrar los nodos 6ptimos significa resolver el problema

min F(x, a) =min [ F-A(x)«ll 2,
<+

resulta que, si el método Levenberg-Marquardt converge a un
minimo, esto es bastante satisfactorio, puesto que sabemos
que el método Levenberg-Marquardt es un método robusto,

confiable, seguro y econdmico.

Sin embargo, bajo ciertas condiciones se produce el de-
safortunado fendémeno, intrinseco al problema de splines con
nodos libres e independiente de los datos, de que la funciodn
F(x,a) varia muy lentamente con x. Esto conduce a una doble
dificultad. Por un lado una convergencia sumamente lenta del
Levenberg-Marquardt. Y por el otro lado, la existencia de nu
merosos puntos estacionarios, no necesariamente minimos, que
de hecho son soluciones indeseables del problema y a las que

puede conducir una aplicacion del método Levenber -lMarquardt.

Una solucion a esto la proporciona la transformacion @

de Ta que hablamos en el capitulo III.

Ain mas. El método Levenberg-Marquardt estd diseiiado
para aplicarse a problemas en que las variables independien
tes no tienen restricciones, sin embargo en nuestro caso, el
conjunto de nodos debe satisfacer, como afirmamos al inicio

del capitule III, las condiciones

a<g5, <g, <... <g < b.
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Por ello, en ocasiones, cuando aplicamecs el método Le-
venberg-Marquardt en estas condiciones al problema de splines
con nodos libres, tal método proporciona soluciones inacepta-
bles: soluciones' en que los nodos han perdido la relacion de
orden que deben cumplir. Otra vez la transformacion o, al
lTiberar a las variables de las restricciones, proporciona so
lTuciones factibles y se obtiene ciertamente un cenjunto de no

dos correspondiente a un minimo (local) de la Suncién.

Esto es, el método Levenberg-Marquardt dotado de la -
transformacion o, converge a una solucidén, eliminando el pro
blema del aletargamiento y la existencia de soluciones inde-
seables. Naturalmente, hay que pagar un precio por ello, y
esto equivale a un mayor tiempo de computo: entre un 30% y
50% mayor, porque hay que hacer mas operaciones, entre ellas
un mayor namero de evaluaciones de la funcion y de 15 matriz

Jacobiana.

Emerge aqui un problema importante. ¢Cémo detener la -
ejecucion del problema? Se esta realizando un proceso itera

tivo en el que se construye una sucesidn {x_} tal, que es-

k
peramos que x, converja a un minimo x* de una funcidon -
IF{x)lt. Asi, en forma natural existen dos criterios funda-
mentales de detencion del prcgrama. Si llamamos FTOL y XTOL

a dos constantes positivas, podemos detener el programa si
el error relativo en la suma de los cuadrados.es a lo mas

FTOL o si el error relativo entre dos iteraciones conseccuti-
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vas de x es a lo mds XTOL. Resulta necesario hacer una ade-
cuada eleccion de estas tolerancias en el error. Una éxi-
gencia demasiado grande puede llevar a un trabajo demasiado
grande e fnﬁti]. Por el contrar%o, pedir poco, puede ser po
Co provechoso y conducirnos aaproximaciones demasiado malas.
Nosotros, después de numerosos ensayos logramos determinar

qué para nuestros propésitos de determinar e] spline optimo,

una tolerancia en ambos casos de 107° s suficiente y atil.

Por otra parte, determinar el namero de nodos a usar es
un problema delicado. Un nimero escaso de nodos puede ser
insuficiente, un nimero demasiado abundante de nodos, puede
ser excedido. La prdctica y el andiisis de cada problema -
particular pueden ayudar a deterrinar el nimero de nodos mis
adecuado. En todo caso es aconsejable preoceder interzctiva-
mente, haciendo gréficés,variando el nimero de nodos y hacien

do comparaciones con los residuales respectivos.

Especial importancia tiene esto cuando se estd constru-
yendo el spline que ajusta los datos en un problema de estima
cidn de pardmetros en ecuaciones diferenciales. Fs frecuente
én este caso que los datos contengan errores experimentales,
y por ello debemos buscar que el spline refleje la tendencia
de Tos datos, ya que este spline ha de imitar la solucion de
una ecuacion diferencial, precisamente aquella solucidon que

mejor se ajuste a los datos.



Asi pues, una importante ensefianza adquirida, es la cer
teza de que para obtener una aproximacidn spline razonable,
es necesario proceder interactivamente haciendo graficas,
variando el nﬁmero.de nodos y buscando rebresentar ia ten-
dencia de los datos. Pocos nodos nos pueden dar una mejor
representacion aunque el residual no sea tan pequefio, pues -
una curva spline que se apegue demasiado a los datos puede -
ser inconveniente desde el punto de vista de la tendencia

que los datos manifiestan; esto puede verse claramentc en

los ejemplos 4 y 5 que aparecen mas adelante.

Usar precisamente splines clibicos para ajustar los da-
tos en el problema de estimacion de parametros no deja de -
ser importante, porque la derivada s'(%) tiene que ser usa-
da para aproximar la derivada de la funcidn y(z), y son co
nocidas las dificultades de este problema con otros medios,
en tanto que el uso de splines cibicos ha mostrado sus venta

jas.

Pero la principal ventaja, a nuestro modo de ver, de es
te método de estimacion de pardmetros es que no se requiere
integrar las ecuaciones hasta determinar los parametros. Es
to significa menor trabajo computacional y menor complejidad
en l1os programas. Tampoco se requiere usar condiciones ini-
ciales, y cuando hay libertad de hacerlo estas pueden elegir

se al final de manera 'mas o menos libre, con tos parametros

ya determinados.,
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Analogamente, si los pardmetros aparecen linealmente
en la ecuacion diferencial, es posible utilizar esto para
resolver s6lo un problema de suma minima de cuadrados lineal,
’ <+

To cual significa, otra vez, menor trabajo computacional, asi

como mayor precision en los calculos.

Un problema que queda es el de la eleccién de los pun-
tos muestrales {ii} Ggue mencionamos en el capitulo IV. No
hay un método y nuestra experiencia es Que no hay necesidad
de usar una gran abundancia de ellos y frecuentemente el co-
locarlos igualmente distribuidos en el intervalo da buenos -
resultados. Pero mds experimentos y ensayos con nuevos pro-

blemas creemos que son necesarios.

5.2 Ejemplos de Ajuste con Splines con Nodos Libres.

EJEMPLO 1. La 4uncidn £(t) = £2 sen £. Es un ejemplo sen
cillo el que hemos construido con esta funcién. Los puntos
los elegimos tomando 50 abscisas equitativamente distribui-

das en el intervalo [ -w, 2u].

En el caso de dos nodos ya se palpa de manera fuerte
el mucho mejor ajuste que se logra cptimizando los nodos;
el residual ha sido reducido de 67.53 a 4.45. Con cinco no
dos casi no hay error. Sin optimizar los nodos el'ajuste
es ya bueno, porque los coeficientes de\ ¢pline se tcman,

como en todos los casos, buscando minimizar las diferencias
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en los datos y se manifiesta también la gran virtud de apro-

ximacion a las curvas que poseen los splines cibicos.

Con el método Levenberg-Marquardt en ocasiones se obtie
<

nen nodos desordenados.

cion sigma no se observa esta dificultad.

Después de introducir la transforma

Las figuras 1 y 2 muestran los splines correspondientes

a algunos de los resultados obtenidos.

En la segunda columna expresamos el método utilizado.

X0

es el conjunto de nodos iniciales.

Nodos
By Método|Optimiza-|Residuall Grad|NFEV|NJEV
dos.

-0.666 2.066 -3

2 333 LM 3000 4.45 10 26 21
-2.5 «1,027 B
-0.5 LM 1.020 1.26 10710 | 21 14
1.0 ‘ 3.159
=2 -0.987

0 LM 0.907 B

3 3.277 0.43 107101 17 10
5 5.508
-2.5 -2.892
-0.4 0.320 _

0.0 -2.383

2.0 M 37398 68 | 6
5.3 4.873

t{no hubo orden]
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Método Nodos Resi-- lcrad  NFEV INJEV

Optimizados dual

-1.168236
-0.485310 -9

LM 0.862764 0.42 10 19 14
3.281149
5,505520

LM/ -1.168235
SIGMA -0.485352
0.862755 0.42 107° | 26 19
3.281160
5.505396

Tabla 1.
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EJEMPLO 2. E¢ Problema delf Tatanio.

Este es un interesante y dificil problema que ha sido
usado por de Boor [4 ] y por Jupp [12] por las dificultades
que tiene la aproximacion a los datos, digamos, por polino-
mios. Sin embargo, la técnica de ajuste con nodos libres -

muestra su excelencia.

Jupp encuentra para el caso de 5 nodos que existe una

disposicion optima, la cual es

(835.967, 876.402, 898.146, 916.315, 973.908).

Nosotros hemos obtenido los resultados que aparecen en
la siguiente tabla para 4,5 y 6 nodos, tomando inicialmente
ur conjunto mads o menos arbitrario. Los splines correspon-

dientes se muestran en las figuras 3,4 y 5.



Nodos

X4 Método Residual|Grad [NFEV NJEV
Optimizados
800
900 | LM N
930
980 No hubo
orden
LM/ 898.75
" SIGMA 904.94 ~
910.75 0.64 |1077 | 39 22
974.76
750
850
930 LM
960 No hubo
1000 orden
LM/ 835.45
SIGMA 876.53 e
Yy 398.13 0.09 10 11 11
916.31
974 .00
840 835.461
900 LM 876.302
905 899.097
910 914.019 | 0.08 1077 42 24
920 935.673
1000 970.718
Tabla 2
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EJEMPLLO 3. La logisiica. Como se dijo en el capitulo IV,
los datos experimentales corresponden al crecimiento de una
poblacion de bacterias. Al hacer el ajuste mediante splines
con nodos libres, encontramos que dos nodos no son suficien-
tes pero tres si lo son. Para el método Levenberg-Marquardt

encontramos dos nodos cue se colapsan.

x, |Meto odos Residual |Grad|NFEV | NJEV

do Optimizados
105 <74

SIGMA £l 40.40 |107%|36 | 25 |[(Figura 6]
155 169.8
25 78.21906 )
100 | Lm 78.21960 | 38.46 |1071|38 | 18 |({Figura 7]
140 166.68125

LM/ ~0.0900 ]
,» |SIGMA 0.7610 | 49.78 |1072| 24 | 19 |[Figura 8]

85.9322 |

Tabla 3
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EJEMPLO 4. E1 Problema de Barnes. Los datos de este proble
ma ya han sido presentados en el capitulo IV. Este es un -
ejemplo de cémo una aproximacion muy buena es inconveniente
para nuestros propdositos de mantener la tendencia de Tos da
tos y de imitar la solucién de una ecuacion diferencial. Lo
que se muestra en este problema es que con sGlo un nodo se

obtiene un spline mucho mejor en ese sentido, que con 3 no-
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dos, porque en este caso el sp]ihe de ajuste sigue demasiado
a los datos y aunque es menor el residual se pierde lo que

hemos 1lamado la tendencia de los datos.

Empecemos con tres nodos y los datos de y,- Hacemos no
tar ademads otro aspecto de la cuestion. La notable reduc--
cion de tiempo de computo que se alcanza en el método Leven-
berg-Marquardt con la transformacion sigma. Esto se observa
en las columnas NFEV y NJEV que, como ya dijimos, son el ni-
mero de evaluaciones de la funcion y de la Jacobiana, respec

tivamente.

x, |Meto-| MNodos —Resi- g g |nFev | noEv
do Optimizados |dual
0.9 | |y 0.831
2.1 1.000 |0.08 |10710| 88 67
2.6 2.917 -
LM/ 0.597
s =D
o |STGMAY 17901 |o.08 |10 22 16
2.917

Tabla 4
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Veamos la grafica del spline con los tres nodos optimi
zados utilizando o, (figura 9). Este es el spline éﬂbico
con tres nodos que mejor ajusta los datos. Pero observemos
su mal comportamiento en el intervalo [0, 0.5]. Pera 8§71 re

ducimos a uno el nimero de nodos obtenemos los resultados de

la tabla y el spline de la figura 10.

Nodo
X, Méetodo Optimizado Residual|Grad NFEV NJEV
7
1.0 LM 3.048 0.16 110 28 19
_8
3.0 1t L “ 10 22 10

Tabla 5
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Asi pues, con un nodo, tenemos la posicidon dptima en

3.048. Por otra parte, para y,:
X, | Método Hatdo Residual |Grad [NFEV | NJEV
Optimizado
3 LM 1.287 0.08 |10°° | 29 17
Tabla 6

Y Ta sigura 11 muestra que, conciliando para las dos fun-
ciones, podriamos tomar el nodo 3 como adecuado. Ciertamente,
al estimar los parametros en la ecuacion diferencial, da bue-

nos resultados, como se muestra mas adelante,
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EJEMPLO 5 ¢ El Problema de Bellman. Los datos estdn inclui

dos en el capitulo IV. Tenemos en este ejemplo, con sdlo
una funcidon, un comportamiento parecido al del ejemplo ante

rior: un nodo es‘mejor que 2:

L Método Nodos Resi-|Grad. NFEV | NJEV
Optimizados| dual
9.0 | LM 20.22 2.66 | 107'°] 13 11
_8
10 1 1y 2.68 | 4 .896| 10 23 13
25 12.13

Tabla 7
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Bl o, Dos Noros

Gt el el Tl T R giet: S s ol v
2 o 3 1 3 (14 [k} [ s 1+ 10 22 2 26 12 Jjo 3z 3¢ 36 33 40

EJEMPLO 6. E1 problema del enzima. Los datos estdn inclui

dos en el capitulo IV. Con cinco nodos obtenemos el siguien

te resultado.

Méto—r—_Nodos Resi-
X
0 do

Grad. |[NFEV |[NJEV
Optimizados dual JH

6.94
LM 5.33 &
10.22 52.02 | 10 24 | 14
22.70
42.83

LM/ -~ 6.8
. SIGMA 9 1c
10.21 " 1073 15 9
22.70
42 .83

AN =
(w1 o o Y < T
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LJEMPLO 7.

El Problema de Brunhilda.

167

Los datos de la si-

guiente tabla se refieren a la distribucién de un su]fato

radiactivo inyectado en la sangre de una mandril 1lamada

+

Brunhilda, Jennrich y Bright [10].
t 2 4 6 8 10 15 20 25
y | 151117 113601 97652 90935 84820 76891 73342 70593
t 30 40 50 60 70 80 90 110
y | 67041 64313 61554 59946 57698 56440 53915 50938
: |
b 130 150 160 170 180
y 48717 45996 44968 43602 42668
Tabla 9
Para ajustar estos datos con un spline utilizamos dos

nodos, 15 y 80.

Intentamos optimizar estos nodos con el mé-

todo Levenberg-Marquardt y éste no nos di solucign aceptable.

Al utilizar el método Levenberg-Marquardt con la transforma-

cion o, obtenemos el primer nodo en 11.71 y el segundo co-

lapsado con el

poste derecho (180).



Méto Nodos Residual
X4 do |Optimizados Grad. |[NFEV [NJEV
15 11.996
go | ™M | 827052 .
(Fuera del
intervalo)
LM/ 11.71 s
,» 1SIGMA 8116 {10 32 24
179.57
Tabla 10
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En realidad no sabemos interpretar estos resultados, vy

mas aln viendo la siguiente figura que representa los dos -

splines,

los cuales,

aparentemente son un ajuste muy bueno.
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PROBLEMA  &. Los siguientes datos expresan los cambios en

los precios nmundiales del azicar en un periodo de 30 anos.

z 14 15 16 17 16 19 20 21 22 23 24 25 28 27
Y 19 22 74 50 38 37 29 16 7 3 10 13 10 8

23 29 30

o

Y 10 6 5

Tabla 11

Jupp [12] estudia este problema para ajuste con splines
con nodos libres y para el caso de 7 nodos determina un opti

mo

x*=(7.4, 10.14, 10.40, 13.23, 15.27,15.62,15.97)

que incluye una confluencia doble y una confluencia triple.

La siguiente tabla muestra que cuando nosotros aplica-
mos el métodc Levenberg-Marquardt, sin la transformacién o
no obtuvimos resultado; en cambio con ella, obtenemos el 6pti
mo, incluyendo las dos confluencias,; lo que muestra que la
transformacion no excluye soluciones con nodos maltiples -

cuandc realmente son minimos (o-minimos locales).



Xq Método Nodos Residual | Grad.|NFEV | NJEV
Optimizados
7.0
10.0
}gg LM
15.2
15.6 No hubo orden
16.0
LM/ 7.454
SIGMA 10.065
10.481 B
" 13.216 15.6 (107} | 10 6
15.257
15.630
15.994

Tabla 12
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5.3 Ejemplos de Estimacidén de Pardmetros.

EJEMPLO A. El Problema dc Bellman

y' =c¢ (126.2 - y)(91.9 - y)? - c,y?

Una vez construido el spline, se eligen los puntos mues-

trales {Ei 4 =1,...,M} y se minimiza para vy =(c1,c2)
M . . R :
2 (s (tij-f(ti, s(2.), v)I
donde
£(£,8,v) = (126.2 - 5(4))(91.9 -5(2))2-cps%(2)
Es un problema lineal, y si hacemos ,//
Y
¢, (2) =(126.2 - 2(£))(91.9 - 5( £)?)
$o(L) = -42(2),
1 tri — =
Yy ad matriz ¢1(/t%) ¢2(/t1) [
o1(£2)  ¢2(%5)
A =

¢1(IM) ¢2(tM)

el problema lo podemos expresar en la forma

min 2" (2, ) - Ayl 2.
¥



174

La siguiente tabla muestra que con un nodo se obtiene

mejores resultados que con dos nodos.

=
(o) 1
e < q') . ,
— S| o4 2 n Residual
< o [@R¢P)
5 — — O . = .
————l T al| 8 T s integra
& |2%0 .4 do. IMejor
Nodos g (é © § 2% Parametros cond.inic|
20.22 2.66| 0.448 (15) 0.45x10°°;0.29x 1073 | 5.632 -1.678
20.22 2.66| 0.618 (40) 0.46 x1075;0.30x1073 | 6.106 | -0.980
5.0;15.0 3.01 (20) | 0.40x107°;0.17x1073| 5.76 -0.89
5.0:15.0 3.09 (40) | 0.41x1075;0.23x1073|6.37 0.33
|

Tabla 13
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EJEMPLO B. €€ ejemplfo de Barnes

Recordemos que, después de que hemos encontrado los
splines »5,(£) y 4,(%) que aproximan los datos correspon
dientes a 1y, Yy ¢,, vrespectivamente, debemos minimizar

la expresion del capitulo IV

Como los parametros aparecen linealmente, podemos dar-
le una estructura al problema utilizando este hecho, tenien

do en cuenta que p = 2, y

A A A A
f1(fia A(ti)’ Y) = 1 Z>1(/ti) = 3251(ti)62(ti)

A A A A /N
fz(ti’ é('tl), y) = Co Al(fi) Az(ti) = (g /51(1-1),

podemos definir



a1 ()] ENC
51(52) /-32( 2)
] 3o
L] ’ 2
/51('?) &t A
L 1 M— n 2(tM)_J
r— A A A
51(£1) -51081) 5,(%,) 0
51(25)  =s1(%,) 5,(5,) 0
s1(t,)  -s1(5,) 5,(%,) 0
- . . -
0 él('tl) éz(tl) ‘52(*t1)
0 4, (%) AZ(ZZ) PN
0 (t t ) t
|0 Au(r) aa(t) (T

M

177
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Y si Tlamamos g(y) a la funcion que queremos minimizar,

tenemos
_ 2 o 2
gly) = Hb;-/\wl! +llé;_-Az vl

0O sea

._’T

- 2 T
g(y) = llAlll - 2A1 Avy + vy AJA Y

+ 11E211" - 25) Mgy + Y"ATAy
Ahora procedemos como sique
a'(v) = - 2478y + 2ATA;y - 2AT5, + 24TA,y -
Para obtener el minimo, iqualamos a cero
(AT Ay + AEIAZ)V = b
donde el segundo miembro del sistema es
b =A%, + Alzy.

Una simplificacion es posible de la siquiente manera:
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Hagamos
— ~ A AT — A~ A ~ [
| s1(%£4) -51(21) 8,5(8,) « [21021) 5,(27) ~85(4%) ]
~ A -~ A ”~
/51(22) -él(»tz) 52(’t2) /51</t2) 62(12) -52(1:2)
Xl = , X2=
A ~ A A A~
s(8,)  -s1(F,) 5.(L) s1(2,) 82(2,)  -5,(2)

y al hacer 1la descomposicion QR de estas dos matrices obtenemos

b
il
=
7~
>
i
T
=X
N
~
N

donde al, 52 son matrices ortogonales M xM y ﬁi y R,

son triangulares superiores M x 2. Haciendo 91 =0, vy

Q> = 0,, obtenemos

donde
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tienen dimensiones M x 3.

Asi pues, el sistema

(AT Ay + A Ay)y = b

se convierte en

— 3

Rl +Rr§ Rz)Yz b

Ry = b

donde R =.Rf Ry + Rg R, es una matriz tridiagonal 3 x 3,
simétrica. Aplicando el algoritmo de Cholesky obtenemos Ta

solucidén para v.

Resultados.

E1 residual
en i1a ec.dif.

E1 resi
(No. de pts. ) dual — | Condiciones
Nodos muestrales) Parametros integrado| iniciales
3.0 1.260 (20) 0.8461; 2.135; 1.913 0.3530 1.02;0.25
3.0 1.724 (40) 0.8040; 2.056; 1.857 0.3603 1.05;0.26
1.5, 2.0 1.047 (20) 0.8500; 2.197; 2.036 0.3814 1.02;0.24

1.5, 3.0 1.465 (40) 0.8315; 2.168, 2.007 0.3742  11.04;0.24

Tabla 14



S*Q

-y 0

. .dN@Q—G wv.d B ERRPS Py

B @Aﬂ.»rﬂﬂ & \u
y } .\_r..é.) 4 Ty’ pcga’

A
«J.*.&.:Gﬁ ﬂ.\n‘l..-rk.

R R R I F I o 2

TR

3P a@l@.d

.v«\.m:.»d@

ﬁwv;Oﬂ&



182

EJZ@J

C7u 2 m~

"4
v

J\»1T_.\A_



EJEMPLO €: E1 problema del enzima

. ) Sy ) 4991 1 dnt-c;
y! c.1(27.8 y1) 5% (y, - yy) + v exp[-0.5( =—=1] .
1 C—u
yz == (y; - y5)
2.7

Los datos disponibles, que hemos mostrado ya en el ca-
pitulo IV, corresponden dnicamente a la variable y;. Esta
dificultad la resolvemos despejando y, de la primera ecua
cion, diferenciando y substituyendo en 1la segunda ecuacidn,
para obtener una ecuacién de sequndo orden en y, Unicamen

te. He aqui los detalles:

Primero, hacemos

1 4991 1
A =27.8, B = y b= ===, P= .05, F x|
2.6 v i
Y asi, el sistema 1o podemos escribir como
C —en t-Cz 5
91 = c (A -yy) + Beu (4 - yy) +-£-exp (DI ™ Fleasll)
y, = E ey (yy - yy) (2)

De Ta primera ecuacidn obtenemos



C I“t.“Cz 2
Bey ¥ = U; - ci(A - y) + Bey gy - £ exp (D [‘—“‘EE"‘I ] .
Hagamos
C Ln £~ Cy
9(£) = - = exp [DA2(£) 15 h(t) =
C3
y asi

c1(A-yy) + Bey yy + glt)

|
A
1

Bey 92

Derivando:

(o]
e
-
=
|

2 1

Por €2)s

2
Bey g; = BE ¢y(yy - yo) = BE cf y; - Ec, Bey Yo

Por (3), (4) y (5).

Y1+ (e + Bey + ECu)U; tEey ey yy + Eey g(k)

+ g'(t) & AEQl Cy = 0

y ademas

= yg" ¥ e, g; ¥ ch.y; +g'(t) ....

184

.(3)

{5)

La ecuacion (6) es la ecuacién diferencial que buscaba-

mos. Es una ecuacidon diferencial de 22 orden en la que solo
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aparece y; como funcidn incégnita. Dejando y por yy,

podemos escribir

n -

y" = - (ey + Bey + Ecu)y' - Eciey y - Eey g(t)

~g'(1) + AEc ¢y

Es una ecuacion diferencial del tipo

y" = £(£, ¥, y', 1)

donde el vector de parametros es vy = (c;, c,, c3, ¢

T
) L¥) ’

Pa

ra determinar estos pardmetros segin la técnica del capitulo

IV, después de elegir un conjunto de puntos muestrales debe

mces minimizar

A A
0am(e) - £, 5, 8", y)I co (7)
con respecto a y. Es un problema no-lineal de suma minima

de cuadrados. Para usar el método Levenberg-Marquardt nece

sitamos la matriz Jacobiana
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Vamos a obtener estas parciales. Hagamos

F(Y) = Al(Y)g' +‘A2(y)lj + ECQ G(Y) + G’(Y) - AECICQ

donde
Ar(y) = ey + Bey + Ec,
Az(Y) = Ecjey
6(v) = - £ exp LD H2(¥)]
z
H(y) = dnt - o
C3
z C3
Entonces
OF

ir, ° y' + Ecyy - AEcy = y' + Epy(y - A)

Ahora:

3G _ H(y) €(y)
dc, ~

C3

36" G 1 H )
S T G (g, - mna + Hthy



Y como
- IG(y) 3G' (v)
a = ECI* c, + C, )
queda
OF _ G(v) |, 1.1 H(y)
Te,” oy LEH(x)ew + £ ( o, - H¥)(1 + e

Por otro lado:

3] - oG aG!

R T TP Fo
Necesitamos

(AL GH oH ero aﬂ

J‘E T 3_53 2 p , 5(‘_3

G _ GH?

60.3 Cg

06" _ GH (L g Hyy o, 6

a?'j N Q3t [(‘_3 H(l @ )]

, y asi

187
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y asi

dF GH? i1 { G
Eey=—+ — [= - H(i +=1 + 2
ey Y a3 ezt e ( 3. o3¢
3
G H 1.1 H -G
=~ __[EH + = - H(]l + = + —
C3£ Cy 7 [C3 ( C3)]} C3't
3

Finalmente

oF

S LY.
Té-q BCL} L)

m_l/?‘EG(y) - AEc,
= (B + E)y' + Ecyjy + G () - AEc,
= (B + E)y' + Ecy(y - A) + E G(y).

Resumiendo: para obtener el minimo de la expresion (7)
utilizamos el método Levenberg-Marquardt con la matriz
Jacobiana construida con las férmulas para las derivadas par

ciales que se acaban de obtener. Los resultados obtenidos

son los siguientes
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Residual
en la ec. * 7
[ [N2 de pts. Residual Condic.
Nodos muestrales ] Parametros integrado iniciales

8, 11, 23, 43 6.6 [40] 0.24, 2.6
106 27.8,-3

0.37, 0.30

6.6 [28] 0.250, 2.63
82 27, -4.1
0.354, 0.324

Tabla 15
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EJEMPLO D. La Logistica. En el capitulo IV mostramos da

tos que corresponden al crecimiento de una poblacion de bac

terias. La ecuacion diferencial es

-

y' =k1y -k292a

en la que los parametros aparecen linealmente. Con 3 nodos
y 40 puntos muestrales obtuvimos los resultados que apare-

cen en la siguiente tabla

Residual Mejor
en la cond.
Nodos ec. dif. parametros inic.

25,100,140 3.729 0.04608, 0.00009570 1.5

Tabla 16

En la siguiente figura, en la que aparece la curva in-
tegral de la ecuacion diferencial con los parametros
0.04608, 0.00009570, muestra el excelente resultado obteni
do.
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Ya

Figura



CAPITULO VI

PROGRAMAS
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Cx
Cx

30

40
Cx

Cx -

Cs

S0

70

a0

90

100
110

FROGRAMA SIPLINE/CURICO/PROBRS.
CONSTRUYE EL SFLINE QUE AJUSTA M PUNTOS.

UIMENSION AC106O,
DIMENSION GRAD(

i00),T(100)»B(1C0)/F(100),XSI(30)
20) rAPAR(100,20)

INTEGER I1(20)

HOIM=100

H = & LE OKSERVACIONES

= & DE FUNTOS

DATO (T()+sF())» DONDE

T() ES UN VECTOR DE DIMENSION M QUE CONTIENE LAS ABSCISAS DATQ
F() ES UN VECTCR DE DIMENSION M QUE CONTIENE LAS ORDENADAS [LATO.

NIXSI = ¢ DE NODOS INTERIORES LIBKRES. ESTE VALOR DEBE SER
PROPORCIGNALO FOR EL USUARIO.
NXST = & DE NODOS = NIXSI+2. A LOS ANTERIORES SE AGREGAN

LOS NODOS EXTREMOS.

LOS NODOS INTERI

ORES+ASI COMO LOS NODQS EXTREMOS, DEBEN SER

FROFORCIONALOS FOR EL USUARIQ.
N = DINENSIGN DEL ESPACIO DE SPLINES CuslCas
= NXSI+2 = NIXSI+4.

NTXSI = & TOTAL
BE-SFLINE
[0S ARBI
QUIERLO
NOLO EXT

DIHMENSION XSIOQ(2

LEE HM» NIXSI, LO

NXSTI=NIXSI+2
H=NXSTt2
HTXSI=NXSI+6

SE AGREGAN LOS N
DO 50 I=1,NXSI

XSI(I+3)=XSI0(I)
XSI(1)=XSI0(1)-3

XSI(2)=XSI10(1)-2,

XSI(3)=XSI10(1)-1
XSI(NXSI+4)=XSI0
XSI(NXSTI+5)=XS10
XSI(HNXSI+6)=XSI10

SE LLAMA A LA SU
LOS DATOS.

CALL BARNES(T,F,

WRITE(6+65)
FORMAT(/10Xs*S
¥10X,» *RECIEIDAY
WKRITE(6,70)
FORMAT(/10X»*D
KEAD(S,/)DATOS
IF(DATOS.EQ.O.
WRITE(6+80)H

FORHAT(/10X» *H

WRITE(&990)
FORMAT(/+13%Xs*
DO 100 I=1+s#
WKITE(&s110)TY(
FORMAT(7X,F 12,
WRITE(6,120)
FOKMATC// 16X

DE NODOS NECESARIOS PARA GEnegaR LOS

S = NXSI+2%3. RESULTAN DE AGREGAR TRES NO-
TRARIOS A LA IZQUIEKDA DEL NODO EXTREMO 1Z-
Y TRES NODUS ARBITKARIOS A LA UERECHA DEL
REMO DERECHO,

0)¢X(S)rBS(4)
S FOSTES Y LOS NODOS INTERIORES:
WRITE(4910)
FORMAT(/SXs *H=")
READ(S», 34
WRITE(6,20)
FORMAT(/SX»*3 DE NODOS INTERIORES=*)
REAL(S,/)NIXSI
WKITE(&6+30)
FORMAT(/S5X s *LOS NODOS IMTERIORES+LOS DOS POSTES:*)

D0 40 I=1,NIXSI+2
REAL(S,»/)XSIO(I)

0DOS AUXILIARES:

.

(NXSI)+1.
(NXSI)+2.
(NXSI)+3,

BRUTINA PARA OBTENER

")

I SE DESEA QUE SE ESCRIBA LA INFORHACION®/
HAGASE DATOS=1.EN CASO CONTRARIO, DATOS=0.*)

ATOS=")
)GO TO 170

= 414,70
LAS ABSCISAS®s 17Xs"LAS ORLENADAS® /)

DFCD)

Sr12X0F12.5)

TOUOS LCS NODGS™»/)

WKITE(6+230)NTXS T i

TORKBAT22K, 8

TOTAL DE HGDOS=*»13+/)

UD 140 I=1,NTXSI
WRITE(6+150)I¢XSICI)



140
170
Cx
Cx

180
Ck
Cx
Cx

Cx

303
310
Cx

311
350

250
Cx

Cx
Cx

Cx
Cx
Cx
Cx

Cx

10

Cx
Cx
Cx

Cx

Cx
Ck
Cx
Cx
Cs
Cxk

195
FQRAAT (X s *XSTC v 120 ") =" vt 138.7)

WRITEC(S,160)N

FORMAT(/ /. 3%+ *DIHENSIGN DEL ESPFACIO DE SHULINES=*+13+7)
CONTINUE

S GUAKDA Bl VECTOK DE OUUNALAS F ) EN EL VECTOR B():
L0 160 I=1+H
KOO =F D)

LLAMA A AMATR QUE CONSTRUYE LA HATRIZ Al
CALL AMATR(NUIM/ My N/AYXST T, I1)

DO 190 J=1+N
DO 200 I=1.H4
AFPARC(TIvJ)=ACIsJ)
CONTINYE -
CONTINUE
CALL GIVENS(HDIM/H/N+AFPAR,E,IT)

CALL SOLVE(HMDIMsNsAPAR,E)
ELL VECTOR ALFAsx HA QUEDALO ALMACENADO EN LAS
FRIMALKAS N CUMFONENTES LEL VECTOR BCQ) .

URITE(65202)

FORMAT(//+8Xs "EL VECTOR ALFAX*,//)
00 203 I=1.,N

URTTE (4, 204)ECT)
FORHAT(9YXsE12.5,7)

H=(T(H)-T(1))/200.

I=1

WRITE(6,210)

FORMATC(//+SKs*T" 418y "EL SFLINE®)
TT=T(1)+FLOAT(I-1)%H

DO 303 HH=4sN

IF(XSI(MH) .LE. TT .AND. TT .LT., XSI(MHM+1))GO TO 310
CONTINUE

CONTINUE

DO 320 IN=1/+4

1B=4-1IN

CALL MOYI(MH-TB,XSI,X)

BSC(IN)=HASICO(XsTT)

CONTINUE

AA=B(HH-3) XS (1) +B(MM~2) KBS (2) +B(MH-1) ¥BS(3) +B(HH) kBS(4)
URITE(6+311)TT,AA

FORAAT(2X9sF11.494X9F11.4)

IF(I .LT. 202)G0 TO 302
URITE(46,250)
FORHAT (2X)

STOP
END

¥ X & X K X £ X X X X X X X X XX
SUBROUTINE MOVI(I,XSI»X)

SI SE VA A EVALUAR EN T EL SPLINE BASICO B(I) CON
NODOS XSIC(I)s...»XSIC(I+4)s» ESTA SUBRUTINA HACE EL
HOVIKIENTO DE INDICES X(1):=XSICI)ree rX(5)I=XSICI+4)
CON EL FIN DE LLAMAR A EASICO.
DIHENSION XSIC1)y X(1)

D0 10 K=1+5

YX(K)=XSI(I+K-1)

CONTINUE

RETURN

END

¥ ¥ € X ¥ 1% % KK £ X %X

KEAL FUNTTION BASICO(XsT)
DIHENGION X(1),G(5)

EVALUA EL B-SPLINE CUBICG CON NODOS X(1)r...sX(S)y DISTINTQS,
EN EL PUNTO T PEKTENICIENTE AL _INTEKVALU» ES DECIR,
X(1) JLE. T JLE., X(9).
ESTA EVALUACION ES EL VALOR DE
(XCD)=XC1) ) REXC1) 90 o o X(S)DUX-T)+44Yy HACIENDO DIRECTAHENTE
EL AKKEGLO TKRIANGULAK DE DIFEKENCIAS DIVIDIDAS, .



Cx

10
Cx

300
310

400
410

810

820
800

Cx
Cx
Cx
Cx

Cx

Cx

40
30

196

IF(T JLE. X(1)) GO YO 810
IF(T .GT. «(5)) GO TO 820
DO 10 I=1.,5

G(I)=0.

IFCT JLE. X(2))GO TO 200
IF(T JLE. X(3))G0 TO 300
IF(T JLE. X(4))G0 TOQ 400
IF(T .LE. X(5))GO TO 500

DO 210 I=2,5 .
G(I)=CUEO(X(I)sT)

GO TO 600

D0 310 1=3,5

G(I)=CUBO(X(I),T) <

GO TO 400

DO 410 I=4,5

G(I)=CUBO(X(I)sT)

GO TO 600

G(5)=CUBO(X(S)sT)

CALCULO DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS.

CONTIHUE

DO 700 J=1,4

DO 710 I=1,5-J
GCI)=(GCI)-G(I+1))/(X(I)=-X(I+J))

CONTINUE

CONTINUE

BASICO=(X(5)~-X(1))%G(1)
GO 1O 800

BASICO=0.

GO 1O 800

BASICO=0.

RETURN

END

X X X X X X £ X ¥k £ ¥ X ¥ X X X ¥ £ %
SUBROUTINE AMATR(MOIMsMsNsAIXSI»To11)
CONSTRUYE LA MATRIZ A(JyI)=B-SFLINEC(I)(T(J))

DIMENSTON A(MDIM» 1) XSIC1)»T(1)
INTEGER IIC(1)
DIMENSTON X(6)
DO 10 I=1sN
DO 20 J=1,H
CALL MOVICI/XSI/X)
ACJ, 1) =BASICO(X,T(J))
CONTINUE
CONTINUE

DO 30 I=1,N-3
DO 40 J=1,H
IFCT(I) LT XSIC(I+4))IIC(I) =]
IF(T(J).GE.XSI(I+4))GO TO 30
CONTINUE

CONTINUE

ITI(N-2)=H

II(N-1)=H

IT(N)=H

RETURN

END

¥ X X X X K X X XK X ¥ ¥ X Kk X X ¥ %

SUEROUTINE GIVENS(HUDIHsMsN+ArByII)
DIMENSION A(HUIMs1)sBCL)
INTEGEKR TII(1)
DIMENSION VAUXI(20)sVALXJ(20)
DO 1 J=1+N
DO 2 I=U41,11C)
IF(ABS(ACTIL D)) .GT.0.)G0O TO 3
C=1.
§=0.
GO 10 S

IFCABS (AT J)) JLELARSCACIr))IGD TU 4
TE=R{S  ND/ACLe D)

S=1./5QKT(L.+TEXTE)

C=TEXS

GO T0 5
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TE=ACL, ) /ACJe )
C=1./SQRT (1. +TEXTE)
S=TExXC

DO 8 K=JsN
VAUXJ(KR)=A(JrK)
VAUXT(N)=ACTI¢K}
CONTINUE
ACJrJ)=C¥VAUXI(J) +SRVAUXI(J)
BT=C%B(J)+S¥B(I)
BS=-5«B(J)+CxB(I)
B(J) =BT
R(I)=BS
IF(J.EQ.N)GO TO 2 -+
D0 6 JJ=JsN
AlJrJI)=CRVAUXI(JI) +SKVAUXI(JD)
IF(J.EQ.N)GO TO 2
00 7 JJ=JsN
ACL,JJ)=-SkVAUXJI(JI) +CXVAUXT (JD)
CONTINUE
CONTINUE
KETURN
END

¥ X X K X X F XK X X X X ¥k kKX ¥ X X &% ok XX
SUBROUTINE SOLVE(MDIM/NsAsB)

RESUELVE EL SISTEMA R¥X=B, DONDE R ES UNA HATRIZ NxN
CON ELERENTOS NO CERO SCBRE LA DIAGUNAL FRINCIFAL Y LAS
TRES SOBREDIAGONALES INMEDIATAS.

DIMENSION A(MDIM/1), B(1)
DO 10 I=1,N ~
IF(ACI,I).EQ.0.)GO TO S
CONTINUE
B(N)=B(N)/A(NsN)
BIN-1)=(B(N-1)-A(N-1sN)XB(N))/A(N-1,N-1)
BON=-2)=(B(N-2)-A(N-2yN~1)XB(N-1)-A(N-Z,N) kB(N))/
X AIN-2/N-2)
IF(N-2.5Q.1)G0O TO 2
DO 1 J=1+,N-3
I=N-2-J
RO =(BCI) -ACI s T+1)AB(I+1)-ACLy I+2)XB(I+2)-ACI, I+3) ¥

X B(I+3))/AC1,1)
CONTINUE
RETURN
WRITE(&+6)
FORHAT (/78X "ELENMENTO CERO EN LA DIAGONAL*y»///)
STQP
END

-

¥ X X X X X X X X X ¥ ¥ ¥ X X X ¥ X ¥ ¥ X ¥ ¥

REAL FUNCTION CUBOC(AX,AT)
REAL AXsAT»D

D=AX-AT

CUHO=DXDx%D

RETURN

END

X X X £ X & X X X X X £ X ¥ X X x X X & & % %

SUBROUTINE TITAN(T,FY»H)

ESTOS DATOS REPRESENTAN UNA FROFIEDAD LEL TITANIO

COMO UMA FUNCION DE LA TEMPERATURA. Hatl S100 HUY USADOS

COHMO UN BUEN EJEMFLO PARA AFROXIMACION SPLINE CON NODOS LIBRES.

INTEGER M» I
REAL FY(1)»T(1)GTITANC4?)
UDATA STITAN /.64848+.6229.6381.6491.652+.639¢.6461.6579.652
1 6551 88806630 .6639.66815.6761.5760.6860.6791.678
0 4B39.6995.6999.7109 07309 .7639.8129.907+1.044,1.336
1:081+2,169+2.07551.598¢1.211+.9160.7869.6721.627
6155 .6071.6081 6059060394601 9.4035,.6019.6119.601
. 608/
D0 10 I-=1,M
T(I)=585,+10.%FLOAT(I)
FY(I)=GTITANCT)

EE N

RETURN

END

"F ok % K ¥ X K K f K K K X K K X & K X XK K KX K ¥ K K K K
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SUGROUTINE BARNES (T FY s H)
NEROB=4y M=11, FOSTE 1ZQ.=-0.1, roSTC LER.-5.5
REF. UARAH.

INTEGER M, 1
REAL FYCOH s TC1)UFY(11)
DATA UFY/I.O,I.lvl.3'1.l10.9:0.7'0.5:0.6'0.710.811.0/
L0 10 I=1,M

T(I)ZO.S*DFLUAT(I-I)

FYCD)=VFY(I)

RETURN

END

¥ X X X X % X % ¥ x & ¥ X X X ¥ X & k x x ¥« X X x
SUBROUTINE BARNE2(T,F7,4)

NPROE=S, M=11, FOSTE I1ZQ.=-0.1, PUSTE DER.=5.9

REF. VARAH.

INTEGER M,1I
REAL FY(1),T(1),UFY(11)

DATA UFY/O.]-O.JS:O.410.5-0.510.4v0.3o0.25-0.25r0.310.35/
00 10 I=1,M

T(I)=0.S4DFLOAT(I-1)

FYC(I)=VFY(I)

RETURN
END

KX & %X x x x 5y % ¥ XXX XX % xx g x ¥ X x % x
SUBROUTINE EELLHAN(TrFY:H) )
NPROB=5, M=15, POSTE IZQ.=1, POSTE DER.=40

REF. VARAH.

INTEGER M, I

REAL FY(1);T(1)yVT(15)vUFY(15)

DATA VT /1'2v3v41516o7v3010,12'15120125v30740 /

DATA VFY /0-0:l-4:6-3110.4114.2!17.6r21-4123.0727.01

X 30.4034.4138.8741.6143.5745‘3 /

BO 10 I=1,H4
T(I)=VUT(I)
FY(I)=VUFY(I)

RETURN
END

¥ K & % & x & ¢ x x ¥ X X K & X kK % % ¢ & £ % x x x

SUBROUTINE ENZIMA(TFY I H)

NPROB=7, M=28, POSTE 1ZQ.=0, POSTE DER.=187
REF. VARAH,

INTEGER M, I

REAL FY(l)vT(l)vVT(BS)vUFY(?B)

DATA VT /0-l12.5v3.8v7-0,10.9715-0118.2!21.3:22.9r24.91

x 26.8'30.1134.1137.8042-4’44.4147.9153-l159.0165.15
% 73-1:01.1191.21101.91115.41133‘7vl63-21186-7 /
DATA UFY/27.8120.0'23.5163.61267.5;427.8:339.?:331.91243.5;

212.01164.11112.7188.1176.2162.3'58-7141.9;40.2:

X 31-3:30.0-30-6:23.5-24.8v26-1133.3’17.8016.8116.8 Z
DO 10 I=1,M

T(I)=VT(1)
FYCI)=VFY(I)

RETURN
ErD
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XY (I)=X ()
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IF(T (L. ZTCDISE Ty 32
IF(T (670 XTO5)) 50 Yo 20

50 10 1,5

G(1)an,

IF(Y L0 ATL2)) 50 T i
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IF(T (LEC RTCLY) 50 70 460
IF(T WL K70 a0 70 o

U 210 1w2, 5
SCI=CUN0IT(), )
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90 31U 1433

1) acU30lTC) )
50T S0

DG 410 Db 5
SCLYaCUud(AT(), )
GO Tu 50
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GLIC I ST iD ) FCET AT (2v )

DO 6 TP+, 0
Ilagep~;
GUIIduGClie 1)

:F(XT(]?)~‘.SI.D.J}(:?J=Z.*(£7(u?)-ﬂ)-(XT(hrJ—T)

JEEXTEPITGTLI0Y 5 Ta 636

SlieYug,
conTigvL

20 34U I.alvet,
127+

FEN GRS TN 4 FS S b

5 700 Ju, 5

0u 710 I1a1, 50y

G(l)"(G(I)“i(l*l))/(XT(I)»!T(I*J))

CONTZNUE
LFo e
LEQ

CoATINIL

OERID=CATLAY /T (1))+5¢1)
53 T A

LRI 301)

G TU 30y

JTRIN=5(2)

36 TG 3925
DERIG=C,

RITURY
IND

Q!'!Q'..l‘d

X % % X ¥ X K% x xx % x XX X K ¥ X %X X & ¥ x X % % % x

SUBROUT INE BLOOD(TFYsH)

NPROU=8, M=21%, FOSTE 120,

REF. R.I.JENNRICH AND P.B.BRIGHT

INTEGER M, 1

REAL FY(I)!T(I)-UT(21)1VFY(21)
DATA UT/214'618110115D20
} §

150,160,170,180 /

DATA VFY /1511174113601,97¢
67041764313;61554s59940v57698:”

48717:45996;44968:43602;42668 /
L0 10 I=1,H4

T =vuT(I)
FYCI)=VFY ()

RETURN

sLLILANEL I LA A)G60 T 720
CeLSLAND L I LN 4) GO T 734

hﬂt..twr-*nnt

=2» POSTE DER.=180

1 25¢

30!40'50160170180:901110!1307

52:90935:94820:76891173342:70593:

6440+,53915: 50934,
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A PERTTE LLL YFSTOR YAPIABLF STGM.C ) SE CONSTPUYFE EL VECTOR Y ( )
QUL CONTIEdr -1 LA Ci6nns Liaers,

FOUISLE PECCIOINE STSIACTY, Y (1) MOLD) POLED XSLG (1Y 7
THTERER K, HIXSI,T,d .

HIXST CF CL MY Arep BE NEPUL THTFRLORES,

connon J1uvl iy sl

CONMON JOLVFRAL ySIm, ¥S1,T,FY

6O 10 I=t, niylc
PO EDERPCSIGINCHINGT #4+T))
CONLTTHUE

EVL LU/ CL O T EL PRLTUHCATE 7 UTILTZ/NLO anPNFPR:
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peur L refcistar v

DALl *3IKI5IGN XSI€.1).

ILYr Gre N, K

IF(T .LT. X:[(L))H.‘:ITE(C,')C)

IFG W67 XSTCNeT I HAITECS,90)

TFA LI CSTC4))Coe Ty, oF !
IF(T LGT.XSICL+1))60T0 $s

tC 10 4 = 4.
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KLCCAT = 3

IFCT Q. RSICN*T))RLCCATen

FORL ATCSX,"T [STA FULRA LIL Il TLRVALOY, //7)
RETURY
END

LA SR I L N I I T I IR 2 R N S
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