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Res11.men. 

En este trabajo se estudian dos métodos numéricos para el dilculo de las transforma
ciones conformes en regiones poligonales y en general en regiones de Jarcian acotadas, hacia 
el cifculo unitario, así como su aplicación en la generación de mallas sobre esas regiones. 

En la primera. parte se analiza la transformación conforme de regiones poligonales al 
círculo unitario, implementando numericamente la transformación de Schwarz-ChristoffeL 
Esta se utiliza posteriormente para determinar otra transformaci6n a una región rect
ru1gular en donde se construye una malla rectangular, d cual mediante la composición 
adecuada, induce el mallado en la región original. En los resultados que se presentan se 
incluyen regiones simétricas y asimétricas, mostrando las mallas generadas mediante este 
procedimiento. 

En la segunda parte se estudia la implementación numérica del Teorema de Riemman 
para el cálculo ele transformaciones conformes en regiones acotadas, simplemente conexas 
y con frontera de Jordan, al círculo unitario. 

Para el cálculo ele la transformación se hace una revisión ele la función de Green de la 
región y su relación con el Problema de Dirichlet. Esto lleva al problema de· resolver una 
ecuación integral, conocida como Ecuación Integral ele Symm, 

Grru1 parte del trabajo se centra en la resolución ele esta ecuación y sus aspectos 
numéricos, asf como en la presentación ele los resultados. 



INTRODUCCIÓN. 

La. generación de mollas es una herramienta indispensable en la resolución de Ecua· 
cion1?s DiíerenciaJes Parciales ya que permite aproximar las soluciones en un conjunto de 
puutos estratégicamente ubicados en el interior de Ja región donde se busca determinarla. 
F.n lo que respecta a In frontera de la región, los puntos se pueden elegir por algún criterio 
proporcionado por el usuario o Ja misma técnica de generación de la malla Jos selecciona 
con solo cierta información de parte del usuario. 

El objeto de estas técnicas es precisamente la selección de los puntos de aproximación 
y se le llama generación de malll:-' debido a que uniendo los puntos vecinos se forma una red 
o mnlla. En este trabajo se estudiará el método de Mapeo Conforme como procedimiento 
para In generación de mallas. 

En primer lugar se trato.rán regiones poligonales debido a que en muchos proble
mas bidimensionales la frontera de In región está formado por segmentos rectilíneos o 
puede aproximarse con lineas poligonales. En este cnso se construye la Traruformación de 
Schwarz-Chrutoffel [l], de una región canónica a la región de interés y la malla se obtiene 
como imagen de la malla en la región canónica. 

En Ja segunda parte se trabaja en regiones simplemente conexas con frontera scc
cionalmente suave y sin puntos múltiples, calculando la Tran..formación de Riemann [2] 
del círculo •mitario n la región física y determinando la malla como imagen de aquella. 

Para abarcar estos dos métodos, el trabajo se ha dividido de la siguiente manera: 

En el capítulo 1, se da un panornrnnsobre In situación y desarrollo del tema de In tésis 
así como algunos resultados generales sobre la teoría general en Mapeo Conforme, como el 
Teorema de Riemann así como las distintas maneras de extender una función analítica. 

En el capítulo 2 se trata especificwnente con la justificación de la fórmula de Ja 
Transformación· de Schwarz-ChristolFel y se plantean lns ecuaciones para determinar los 
parámetros necesari~ :Para su evaluación. 

Los resultados se presentan en el capítulo 3, que se obtienen tanto para el caso en que 
la región ca.Ílónica eS el disco unitario como en el que es un rectángulo. · 

En el capítulo 4, se aborda la teoría fundamental para Ja determinación de )~ Trans
formación ~e Riemami y su reducción a la resolución de una ecuación integral cOnocida. 
como Ecuación Integral de Symm. 



¡¡ 

Los fundamentos del método numérico para el cálculo de la Transformación de Rfo· 
mann en regiones simplemente conexas, se presentan en el capítulo 5. 

Finalmente, los resultados numéricos de la Transformación de Ricmann para mallas 
circulares y rectángulares, se presentan en el capítulo 6. 



Capítulo l. 
ORIGEN Y DESARROLLO. 

INTRODUCCIÓN. 

La modelación matemática de problemas bidimensionales de la física y la ingeniería, se 
hace generalmente en términos de sistemas de ecuaciones difcrencin.lcs parciales sobre una 
región del plano (región fúica), que representa el modelo físico sobre el cual están definidas 
las variables a determinar. Por ejemplo, la distribución de temperatura sobre una placa, las 
If neas de flujo de un liquido, etc. Como la solución analítica a los sistemas de ecuaciones 
diferenciales parciales solo se puede obtener en casos muy simples, casi siempre se tienen 
que aproximar mediante algún procedimiento numérico en un conjunto discreto de puntos, 
que se tiene que elegir con base en algún criterio. 

Los puntos de aproximación se eligen, comunmentc, de acuerdo a la geometría de 
la región física. Así por ejemplo, si ésta es un rectángulo, se toman como los puntos ele 
intersección de segmentos paralelos a los lados del rectángulo y en el caso de círculos se 
toman como las intersecciones de radios y círculos concéntricos. 

En el caso de un círculo de radio r, la Idea subyacente es la transformación en un 
rectángulo mediante un cambio de coordenadas; de cartesianas (x,y) a polares (p,IJ) me
diante )as relaciones : 

cuya inversa está dada por 

p = y',,2 +y2, 

8 = nrc tan(y/:z:) 

x(p, IJ) = p cos IJ, 

.x(p,.IJ) =p sen IJ 

donde IJ E [O, 2lr], p E [O, 1']. 
Si ahora, eri el plano (p, IJ) se. tomrin segm~nto paralelos a los lados del rectángulo 

[0,2lr] x [O,r], igualmente espaciádos (Ver· figura 1.), estos se transforman.en radios y 
círculos concéntricos en el .plano (X, y) cuyas intersecciones sirven cOmo puntos de aproxi
mación en la resolución de las ecuaciones. 
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'" 

Figura 1 

El esquema anterior contie~e los elementos esenciales en In generalización del proced
imiento para· cualquier regi~~ ~.~e puede resumir. e~: d?s· p~os. · -

Dada una regió~ !l del plnnn: 
: - ' - ~ .' '- . .. : .:::: 

l. D_eteri:rñÍID.r un-sist~ma el~ coordcnndns.c~~vili~~as· de 1!1~~r~·:·qu~_ Í.~ ~~gión se obtenga 
de un rcctángÚlo R en las n.ucvas coordcriadns,'. '.:·; .,'•{ '.· .•.. · .. ·,·. . . 

2. Tra.zU ~egaui:lltos pnl'alelos a los lados. del ·r~·ct~gulo R 'y-~eÍ~-~j~-~ las c~~v_as corres-
pondientes en la r• gión. - -, .- · -

C~be hacer a1·~unos. ".ºmentarlos s_Obfe -~~a uno -~e :e~tO~ pasos. : : 
En el prim1 ro, es importante not~ que el nu~V~ siStclna dc ·coo~denada.s está dado 

por una tran•f.mnacióri invertible f de !l en R:.· 

f:!l.->R 

(z,y) ._, (~,'I) 



donde la inversa se denotará. como g; 

En coordenadas, tenemos 

g:R-+fl 

({,r¡) ...... (:r,y). 

{={(:r,y), r¡=r¡(:r,y). 

y 
y= y({,r¡), 

s 

(1.1) 

(1.2) 

Por otro lado, en el segundo paso, la serie de Clll'V88 genera.dBS sobre la región, al variar 
monotona.mente una de IBS coordenadas mientrBS la otra se mantiene fija, debe ajustarse a 
la frontera, es decir, la primera y la última curva tienen que coincidir con partes "opuestás" 
de la frontera. En este sentido se dice que In transformación f es conforme. La familia 
completa de curvas obtenidas forman una malla sobre la región y los puntos de intersección 
se dice que son los nodo• de la malla. La región rectangular en el sistema.de coordenadas 
curvilineas se le conoce como región canónica.. 

El problema de la generación de mallas en una región general, resulta a veces tan 
complicado como resolver las ecuaciones mismas. esto ha generado el campo conocido como 
Generaci6n Automática de Malla. (13] y que es la parte que se encarga de proporcionar 
una distribución adecuada de puntos a los usuarios de manera rápida y eficiente. 

Como se pu.ede observar, la Idea básica en In generación automática de mallas es la 
determinación de las dos funciones { y ,, definidas sobre el dominio n tal que en Be<:ciones 
de la frontera éln, una de ellas es constante mientras la otra varía monotonamente. Para 
que los valores que toman e y ,, estén sobre un rectángulo, es necesario especificar cuatro 
segmentos en el dominio físico y elegir parejas de lados opuestos como si fuera un rectángulo 
en donde a.demás, el intervalo de variación de la coordenada curvilinea correspondiente 
en los lados opuestos debe ser el mismo. Como se puede deducir, estas funciones son 
soluciones a problemas con condiciones a lu. frontera. Una vez que se tienen las funciones 
{y r¡, es necesario obtener las ecuaciones (1.2) de In inversa para que de una malla sobre 
el rectángulo R se tenga In malla correspondiente en fl. 

Es más adecuado considerar In determinación de las ecuaciones (1.2) como un proble
ma con condición a la frontera, en donde las incógnitas son ahora :r y y definid"" sobre 
un rectángulo R y cuyos valores se encuentran en n. Como el rectángulo puede tener 
dimensiones arbitrarias (13] y las condiciones de frontera para las incógnitas :r y y son 
los valores de la frontera de an, 5C llega a la misma situación que anteriormente y en ese 
sentido los dos problemas son equivalentes. 
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Existen, sin embargo, métodos en los que no se requiere calcular. explicitamentc la 
transformación pe.ra construir la. mnl}a, sino que se trabaja directamente sobre la. región 
fisica midiendo alguna propiedad de la malla a generar. Este tipo de métodos se conocen 
como método,, dirécto,,, en tanto que aquellos en donde sí se requieren la transformación 
se conocen como método" indirecto.!, 

MÉTODOS DIRECTOS. 

En los métodos directos, normalmente ya se tiene una distribución de puntos sobre la 
frontera física, los cunles se m1U1tienen fijos y se trata de determinar la distribución de los 
puntos interiores. 

Entre los métodos directos se tienen los sigufonctes: 
l. Métodos de Interpolación o Algebraicos. En estos métodos se usan los puntos ya es

pecificados sobre la frontera física y mediante interpolación en Purito·s corr~spOlldientcs · 
sobre lados opuestos, se determinan los del interior, usando. poliiiOffifos dé Liigrangc; 
Hermite o splines [13]. ./,,'x, > · 

2. Métodos Vo.iiacionalcs. En estos métodos la ubicaciÓn cl¿·)J.'pu~t·os 0

interioré. se 
determinan como aproximaciones a las cxtremnles de una funciónal 'defüúda robre la 
región fisica. 

Mediante la construcción de funcionales .dcl 

(1.3) 

donde G se elige adecu~amente pnr~ .;,~dir ;.¡iuna pr~~iediid geométricá del sistema de 
coordenadas curvilineas e11 n (14]:-'< · , , • · _:. 

Por ejemplo, si se b'iisciin sistmn~ d~ co.;~d~ad.;,, stÍav¡,., se pit.;,ie. emplear· 

y si se buscan sistemas ortogonales, G puede ser de Ía forma 
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Estas funcionales se pueden defutlr robre el cuadrad~ unitario en las coordenadas ( {, '1) 
mediante un cambio de variables, obteniendose · 

1 1. 

I(gJ ~J/~ce;?;"'.Y· e.fe •• ,,~.,,,J1ce.~Jd{d11. 
O'. D ,_ ·· · ~---· - "· - . ·-

(L4) 

donde Ges la tr~ormacicS~d~ G J ~u~Útufr¡;.,: ecuacio~"8 (1.1).y (1.2) junto con las 
expresiones para las derivád~ (14]; · · '· · · · · · · 

e~;.y9/J,. e.~ '-z.fJ, 

.,'¡ = -~(/J, '1• = zEfJ. 
. ;- ' 

.., . '-.. ' <. . -~ 
donde J es el determinante de la matriz jacobiann; 

La funcional sobre eÍ;c~ñ.dó ~llÍt~ose pue~eexPresaJ" a: su vez, como 

(1.5) 

.-,:-. 

La extrema! de esta funcio~al Íle deterii;;.;n: nurlieri~en~. p~r loo sigui~ntes proéedi-
mientos: - · i' ~- ~- ~- .~;;6:~ · > --

.,. 
i) Resolviendo}as Ecuaclón.es D,i,foréiicia1;;. P;.:..ci#es de Eu)er-Lagrange;. 

·~·· 8G '>8 EJG 'iG·,··:··· 
~Caz()+ a,,<az,>;-,8z "'. 0• 

a BG . a aa 'oo 
~Cay/+ o;¡<ay.)'.'"· ay.= o. 
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La ·discretización de este sistema sob~ el cua.ru:-ado unit.nrio produce un sistema de 
ecuaciones ~gebraicas1 C~ya · solu'clón pl-Opo~ciona las ~oordenadas de los puntos en el 
interior de la región n. . 

. . 

ii) Mi_nimizando la funclonnl. disc_r~tizad"; 

Si se dis~retiza. l~ fun~l~n~ i, In inte~~ se nprOxima por \Ula suma finita sobre una 
mnlln P;,; del cuadrado Ünita.rlo obteni~ndose u.ri~ expresión de In forma 

,,,J(p~;;n ~ ¿ 1,,; • 
,, " ,. ' '. ·. i¡j,>'':. 

donde Í;.; denota la discrctiz~clón de la f:ci~nnl e~ I~ celda i,j y que involucra las 
coordenadas d~ los .puntOs·~i~b/:~¡~1;¡,~¡i-1.Í+i,Pi,i+~.:en ln)·cgión física O. 

P,.,;¡ 

Figura 2 
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Este método produce una función real que depende de las coordenadas de loa pun
tos interiores y el mínimo de esta función se puede detenni~ar mediante un optimizador 
numérico [15]. 

MÉTODOS INDIRECTOS. 

En estos métodos se calcula la transformación f de la región fisica fl a una región 
auxiliar que puede ser un círculo 6 o un rectángulo R, así como su inversa g, Sobre alguna 
de estas regiones se construye un mallado circular o rectangular y mediante la inversa, 
generamos el mallado buscado como imagen del construido. Entre estos métodos destaca 
el que se basa en la transformación conforme de la región fisica a la canónica., que a su 
vez se puede determinar por alguna técnica de construcción que puede ser por diferencias 
finitas o también por la resolución de una ecuación integral, la expansión en términos de 
serie.a de potencias o en series de Fourier. 

Aunque las técnicas de variable compleja son muy rígidas, en el sentido de que se 
tiene poco control sobre la distribución de los puntos sobre la frontera y en general sobre 
la malla, su principal interés reside en que la malla puede hacerse ortogonal si la que se 
construye en la región auxiliar es ortogonal. Como Ja región auxiliar generalmente es un 
rectángulo o un circulo, esta condición se puede cumplir sin ninguna dificultad. 

A continuación se presentan algunos resultados generales de In teoría de Mapeo Con
forme, útiles en el desarrollo posterior y cuyas demostraciones se encuentran en las refe
rencias indicadas. 

MAPEO CONFORME: Teoria General. 

Para visualizar geometrícamente una función compleja sobre el plano complejo C, se 
analizan las imágenes de conjuntos sencillos de su dominio, como por ejemplo, segmentos 
rectiUneos paralelos a los ejes o bien, radios y circunferencias con un centro común. 

Procediendo de esta manera, se tiene que la función 

/(z)=z+a, 

donde a es constante en C, representa una traslación.del plano complejo al considerar las 
imágenes de segmentos rectilíneos paralelos a los ejes. real e imagi.nnrio. 

Por otro lado, la función 
f(z) =az 

con a constante en c, representa una rotación del plano: ;,.,.;.piejo por ullfulgulo igual aº 
arg(a) y una expansión/compresión dependiendo del valor de lal.(lal > 1/lal < 1), si se 
analizan las imágenes de familias de radio<Í y círculos que pasan por el origen. 
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Continuando de esta. manera se pueden estudiar la mayoría de las !unciones familiares 
como· w = zn, 168 cuales transforman rayos que pasan por el origen con un Cierto ángulo, 
en rayos por el origen pero con un ángulo n veces ni del rayo original[lj; 

También se puede ver que la la función f(z) "'exp(z) transforma segmentos paralelos 
al eje real en rayos que pasan por el origen y segmentos para.lelos al eje imaginario en'arcos 
de circunferencias con centro en el origen. 

De gran utilidad en las aplicaciones son las funciones que poseen la propiedad de 
preservar ángulos en cl sentido siguiente. 

Definición. Si 
'Y1: r _, z1(r), y 

son dos curvas en el dominio de f que se intersectan en el punto'zó formando un ángulo 
9, entonces se dice que f preserva ángulos en el punto zo, si las éurva.S 

w¡ : r-+ f(z1(r)) y 

se intersectan formando el mismo. ángul.o 8 Y. ~o; ,. 

f 

~ 

ª· 

_ ...... 
y, 

y, 

''" 

._Figura.3. 

C~mo consecuencia inmedi~.ta·;' s·e ti en.e. qÜ:~. si ten~~~·· un sisfc~as >.de '~oord.Cnadas 
ortogonales en el dominio, una transformación 'con e~ta propiedad las transforma. en otro 
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sistema de coordenadas ortogonales en el contrado~inio. Por estn: razón, estas transfor
macione se dice que son. conformes: 

Definición •. Una transformación f que preser~e ángulos ~n un punto zo se dice que 
es conforme en z0·; y q~_e ~.Una. tra'Tufo~tlción 'conforme si eS cOnfOfme en cada plinto de 
su dominio. · - · ., ' . . . ' 

Una transf~rniación oo~fo;:me f(x+ivf'=- u(x,v)i-iti(:Í:; v) con z = x+iv tiene Rrlcmás 
la propiedad de coiiVertir ñiDcl~~es. armónicB.s eii, .run~ciOnea armóniCas; es decir,· si 

~: ,\· '::'·: _·. :~~' : 

· u,;,,.p(u;v) 
-· ; . :.--.-: ·. -~. - . -: . ,_·. 

es una función que ~aÚarllC<' {;. ecu~6ude ~~pll>Ce; 

(u,i1) E U' 

donde U' es la i~agen de la región n. b;,j~ f: ~tone.;,, la función 

; ,;;;~(x,y) = ,P(u(x,y), v(x,y)) 

satis!""" también la ecuación de Laplace en n. 
Esta projliedlid se 8proVecha en la resolución de la ecuación de Laplace en regiones en 

donde se conoce una transformación a otra, donde es más sencillo resolverla.. 
En la determinación de transformaciones conformes se requiere contar con criterios de 

suficiencia qué permitan identificarlos inmediatamente. Uno de estos se basa en el siguiente 
resultado [3]. 

Teorema. Sea f : A -+ B una función analítica can /'{zo) '1' O para cada zo E A. 
Enlance• f e• conforme. 

Por lo tanto, solo nos queda buscar funciones anallticas cuyn derivada sea distinta 
de cero para asegurar que es conforme. Sin embargo, para nuestro propósito no solo 
requerimos que la transformación sea conforme sino que además exista su inversa, y eso 
no se logra si sólo pedimos que Ja derivada sea distinta de cero, como se puede ver con Ja 
transformación w "' z2 sobre un disco que excluya al origen. En este disco, la derivada de f 
es distinta de cero, pero no es uno a uno y por lo tanto la inversa no existe. Esta situación 
nos lleva a considerar transformaciones que tengan inversa como los homeomorfismos. 
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Definición. Una transformación continua f: S-. S' se dice que es u~ homeomor~ 
fi3mo (transformación topológica) si existe su inversa y además es continua. 

Tendríamos entonces que buscar transformaciones conformes que sean a la vez horneo. 
mornsmos. Sin embargo, se tiene el resultado en [31 de que la derivada de un homcomor- . 
fismo, dado por una función analítica no se puede anular y por lo tanto, nutomaticnmente 
es una transformación conforme. 

En la mayoría de los problcmns, la trnnsformnción conforme f no se conoce sino que se 
tiene solamente una región nen donde se pretende atacar el problema. Ante esta situación, 
la primera cuestión que se tiene que resolver es la existencia de/, que nos la transforme en 
otra región más simple en el sentido de que la solución al problema sea más fácil de hallar. 

La existencia y unicidad de f, bajo condiciones adicionales, está establecida en el 
conocido Teorema de Riemann para regiones simplemente conexns. 

Deflnici6n. Una región conexa n es un conjunto abierto, no vacío tal que dos puntos 
cualesquiera en él se pueden unir mediante una curva continua y totalmente contt:~ida en 
la región. ' 

Definición. Una región n es simplemente conexa si su complemento con réspect~»·ru 
plano complejo extendido es conexo. 

Con los elementos anteriores, enunciamos el teorema de Ricm-nnn 

Teorema de la Transformación de Riemann. 
Sea n una región 8irnplemente conexa que no sea todo el Pl~.Tio ~omplejo." y···,,ca_a un 

punto en n. Bajo esta" condicione,,, existe eri !l 1tna única función· a'Tialíticá f_q,Ue sati8/acc 

f(a) =O, f'(a) >O, 

y que toma cada valor en el disco unitario .ó. : /wl < l exactamente una 8olas vez. 

Como consecuencia de este teorema tenemos que dados dos conjuntos cualesquicra1 

simplemente conexas y distintos de C, existe una trasnformación analítica y uno a uno 
de un conjunto a otro, si usnmos Ja trMsformnción dada por el Teorema de Riemnnn al 
círculo unitario sobre cada conjunto y hacemos la composiciones adecuadas. En particular, 
podemos asegurar que existe una transformación con estas características que tro.nsforma 
una región simplemente conexa al semiplano superior complejo. 

Otra consecuencia del Teorema de lliemnnn y que será de mucha utilidad en el desar
rollo posterior, tiene que ver con las tranformaciones del círculo unitario en sí mismo y su 
forma general [3j. 



13 

Teorema de Mapeo sobre Discos. 
Toda trunJformación conforme d•l diaco unitario al di•co unitario e. de la forma 

donde !al < l y a ea real. 

T(z)=é'z-::, 
1-az 

(1.5) 

El teorema de Riemn.nn garantizo. la existencia de una función analítica y uno-a-uno 
sobre A 1 pero no dice nada sobre el comportamiento de f en la frontera. Este resultado 
es bastante general pues en una región simplemente conexa, la transformación al círculo 
unitario puede no tener una extensión contínua en la frontera, pero en otras sí{2}. La. 
existencia de la continuación depende de la frontera y se puede garantizar en caso de ésta 
sea una curva de Jordan. 

Definición. Una curua cel'l'ada r: z = z(r),<> ~ r ~ f3 con z(a) = z(f3), es de 
Jordan si no tiene otros puntos múltiples, es decir si z(T¡) = z(r.), implica T1 =a, r1 = {3. 

Definición. Una región es de Jordan si su frontera es una.curva de Jordan. Para:csk 
tipo de regiones, el siguiente teorema garantiza la extensión de f en la frontera [1). 

Teorema de Osgood-Carathéodory. 
Sean D y n• do• regione• de Jordan. Cualquier función que mapee D conformemente 

y uno-a-uno •obre D• puede eztendef'e a un mapeo topológico de la cerradura de D a la 
cerradura de D". · 

Las condiciones del teorema de Ricmann, a saber f(a) =O y f'(a) >O, resultan poco 
usuales en las aplicaciones. En cambio, muchas veces se requiere que ciertos puntos sobre 
la frontera se transformen en otros sobre el círculo unitario. El siguiente resultado afirma 
que sólo se puede especificar la imagen de tres puntos cualesquiera para determinar com· 
pletamente la transformación f. Por supuesto que esto es cierto cuando la transformación 
se puede extender a la frontera y la demostración es consecuencia. de la unicidad en el 
teorema de lliemnnn nuevamente[l). 

Teorema. 
Sean D y E do• regione• de Jordan con curv.u fronteru r y r• po•itivamente orien

tada.5. Sean zi,z2,z3 ywi,w2,W3 punto .. di .. tintoJ .!obTt r yr• Te!pecti'Vamente, orientadoJ 
en el •entido creciente de valore• del parámetro. Entonce• eiüte exactamente un homeo
morfümo de D U r •obre E U r' que e• conforme en e/ interior y manda lo• punto• z¡ a 
lo5 punto" Wü para. i = 1, 2, 3 

La extensión de f a la frontera de la región y su comportarnieqto, sobre todo en las 
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esquinas, es un aspecto importante para el prop6sito de efectuar cálculos numéricos de la 
transformación. Por esta razón nos detendremos n analizar algunos resultados sencillos 
sobre la continuación de funciones analíticas. 

En el siguiente teorema se establece que si dos funciones definidas en dos regiones 
distintas, con un arco común como frontera se pegan de manera continua, entonces la 
funci6n formada de est.a manera no solo es continua sino además es analítica. El resultado 
se conoce como continuacón anlítica por continuación contínuaf1J. 

Teorema. 
Sean D 1 y D2 doa regionea ajena.5 cuya frontera tiene un an:o auave r en común. 

Sean /1 funcione3 analítica.t en D¡ y continua3 en D¡ U r (i = 1,2) y aupongamoa que 
f¡(z) = h(z) para z E r. Entone«, la /unción f definida por 

{ 

f1(z), z E Di 
f(z) = f1(z) = J.(z), z E r 

. h(z), z ED2 

e• anal(Úca en D := D1' 1..fr U .D2 • 

Ei teorc~~ · q~ic. ~i~é.~~c ~~~er4?_ .t.~hi.é~ .~·: ~ª. con~inuaCióri·:·dc '·u~a' runcl~n· an~ítica 
pc~o nhoi-a'_a.-ofr~vés_ de)n fro~tcÍ-a de 11;-··cs ~ccir,-Ia: (urición -~_e puede Cxtcndcr sobre 
parte del ccimplemCllt<.>:~c_íl y·~elll:~ d_e ~t~Cr~ MaHtic~ .. -~a-ex~cnsión se conoCe como 
continu'ación aria/ática ·por Teftezióri. - '- · ' · 7 

· •· · \. _. : ~-"·.:. ; • · .-

C~nvicnc re<;ordar- quC la, reflexióíl· ~e. ~n. punt~ -~~' :Con·-~espe_CtO n un -~rculo, és el 
punto .:• que satisface· la relnci~J?. · - · .. · · 

(z-,.zo)(z'-zo),,,r2 

donde zo es el cent~o del círculo y rsu 'r1ii.como se puéd~ vcnflcar de la cxpr"5ión 

" . 
el punto z• ~ eDcuentra sobre el.rayo qUe p~a ~or . y ¿~ri 'origc~---:2'o·~ A.de.:m'91 cuando el 
punto z está afuera del circulo, la imagen se ~bica en·~l.h1tcrior y viceversa [1]. 

_Teor~ma del Principio de-Refte~ió~~ -.-. -- :_.,- ...... , --~--·:.~~-- ". ·--" 
Sea r un círculo generalizado y .. ª D una región'enfl plano, complejo ~ztendido que. 

no inter .. cte ar pero cuya frontera contiene.un· &ubarco: no,·dege .. erado r0 der . . Sea f 
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una función analítica en: D. y continua en D U r0 y·.,upongamoJ. que todoa lo.! valoru de 
f ao6re ro ae e·ricuentran aobrc ·un círcUlo.gen.eralizad.ó-r•.- En~o~ce.s f puede continuar.Je 
analiticamente eR D' que ea la rejleZión de D con'napecto a:r. Si z' e.t el punto .timétrico 
a z con reapecto 4 ~ y~· e6 ·el pu.Jito .tifflétrico a W cori re.spec~~ ~· r• ~ la continuación eJtá 
dada por . ., · 

f(z'} = /(;)* {z E D). 

Cabe aclarar que cuando se habla de círculo generalizado nos referimos también a 
rectas. De esta manera, podemos aplicar el teorema anterior al caso· en que D sea una 
región poligonal. · 

El teorema de Osgood-Carathéodory permite extender la transformación a la· fron
tera de la región como una transformación contínua 1 pero pa.í-a los .cálculos; numéricos 
neccesitnmos conocer más sobre su comportamiento. El sigitlent~- t~renla 'BsCgU(.~ que la 
transformación puede extenderse analiticamente a través de los segmentos áiialíticos de la 
frontera [1]. · · · .. .. 

Teorema. Sea D una región de Jordán cuya frontera r· i:ontÍ;ne un.:rc~ analítico 
r 0 • Si f tran.froma D en D. y "' cont(nua en D U r 0, entonc., 1 puede eztender.e 
analíticamente a travb de ro. ' 

Este teorema, complementado con el siguiente, proporciOriii ioda-la información re
querida sobre' Cl comportamiento de la extensión de la transforni~cióri sobre 18. frontera y 
nos permitirá elegir aproximaciones adecuadas en los cálculos. ·El teorema que sigue nñrma 
que en .los. vértices de la frontera, la extensión tiene· una singulziridad, pero proporcioña 
además su comportamiento [1]. 

Teorema (Lichestein-Warschawski). Seaz =O un .¿;tic~ de una cunia de Jordán, 
poaitivamente orientada y anaUtica a trozoa;el cud llega··,;¡ origen con .un ángulo arg(z) = 
>ra,O <a :5 2 y ae aleja del mi.mo con un dngulo arg(z)'7 O. Si f tran.sforma el interior 
D de r aobre el •emiplano •Uperior u tal qu·e /(O) = º·' entonée.s erute ')' > o. tal que 

lim,-oz-l/o f(z),,; ')', 

lim,:..oz1- 1l 0 j'(z) =')'fa> 

(1.~.a) 

{1.6.b) 

donde en cada límite la apri>zimación de z ·a O eitd .$ujeta •~lament~ a la ;ondición de que 
z permanezca. en la cerradura ·D' de D. 



Capítulo 2. 
MAPEO DE SCHWARZ·CHRISTOFFEL. 

TEORÍA Y PROPIEDADES. 

La teoría anterior nos permite demostrar la existenda de Ja transformación conforme 
en casos muy generales pero no Ja forma de ésto.. En el caso de una región poligonal se 
puede dar una expresión casi explícita de la tra.nsoformación que mapea el interior del 
círculo unitario al polígono. Esta transformación se canee como la Tramformación de 
Schwarz-Chn.tojJe/ y su justificación es el objeto de la presente sección. 

Sea. P unn. región acotada y simplemente conexa cuya frontera consiste de N + 1 
segmentos rectilíneos. Denotemos los vértices del polígono ncotndo por Wk, k = 0, 1, ... , 1'l 
y el ángulo interior en la k-ésimn csc1uina por Cl'k1r, con O < O'k $ 2. El segmento que une 
Jos puntos Wk-1 y Wk se denotará por rk para k = 1,. .. ,N y ro indicará el que une Jos 
puntos WN y wo. El cambio de dirección en el k-ésimo vértices, al recorrer la frontera en 
sentido positivo es f3k = ir - l'.tk7r = (1 - <>k)ir. Ya que la suma de todos los cambios de 
dirección debe ser igual a 2ir, tenemos que L,f3k = (N + 1 - L;ok}rr = 2ir o sea 

N 

L"k=N-1 
l;:::=O 

de donde se tiene que una de las <>k queda determinada de !ns N restantes. 

(2.1). 

Nuestro objetivo es la .determinación de la estructura de In función w = g(t) que 
tranforme de manera conforme el semiplano superior E : Im ~ O sobre P y mediante la 
composición con una trallsformación biJineal 

t =Tz = az+b 
cz+d 

que mande el círculo unitario al semipln.no superior, dctermina.remOs posterl~rriiente la 
forma de la que va del círculo al polígono. . . ;-

La existencia de la función g se justifica con el Teorema de Mapeo de. füemann y por 
el de Osgood-Carathfudory, podemos asegurar además que g es contínua y uno-a-uno para 
Im~O. 



17 

Detiotemos las prcimá.genes de las esquinas Wk por tk(k = 1,2 ... ,N) y supongamos 
que t = oo es preimagen de la esquina wo. Obviamente, podemos elegir la numeración de 
manera que t1 < 12 < ... < IN , 

Por el Teorema de Riemann, g transforma Im t > O de 'manera analítica e inyectiva. en 
P. Por lo tanto, la derivad g' de g siempre es distinta de O; Eligiendo una rama adecuada 
de logaritmo, definimos la función analítica 

G(t) := logg'(t) . (2.2) 

enlm >0. 

El lema que se presenta a continuación' nos permite extender G' a todo el plano 
complejo. Después, sobre ésta base, se determinará. la forma de g' [l]. 

Lema. ·.· «· " .· , .> •« ' · 
La función G'(t) ·= g''.(t)/g'(t) puede eztendme a una función que e• analítica en 

todo' el plano co,,.plejo¡. excepto en lo• punto• t1, ••• IN, que •on •ingu/aridade• ai.dtidM. 

La defuost~~i~ d~·:·este Ieina se puede encontrar en [l] y se basa en el Teorema del 
Principio.de lá ROJlexión aplicado a G' sobre cada segmento rectilíneo de la frontera. Este 
garantiza que G' se ·puede extender a todo el plano complejo, excepto en los puntos tk. La 
forma de G' se proporciona en el siguiente lema. 

Lema. 
La fimción' G' e.s ·racional. Tiene polo.s en lo" punto.t Wk con re&iduo.s Q'¡. - 1 V .se 

tinula en infinito. A.s(,· G' tiene la n:pre.sentación 

N 
G'(t) = "°' <>i - 1. 

L.J t - ll 
k=l 

La demostración .también se encuentra' en [1 J. 
'. : '.· .-. . . . '' ~.. ~ 

Igualando 18. derivad'.' el~ G ;;.;· (2.a) con I~ expr.,;.ión (2.4), te~emos que 

(2.3) 

(2.4) 
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Si se integra dos veces esta última cxpresi6n, tenemos finalmente la fórmula de Schwarz 
ChristofFcl como se enuncia en ef siguiente teorema y cuya .demostración se encuentra 
también en [l]. 

Teorema. ··. _ ... _ . · ·.;:·· .»> .. :- . --,~~ . _ ... , -. -.- . _ 
Sea P :una _n,g~4n- $i~?_le~~n~e c~neXa ·e~ ~l ~la~~ cO~plejo, __ acotado_ por. _u~ polígono 

con 11é~~ce.s Wo,w1, .. .,, Wn; y ~ngu~o.s i~:~eri~re.s.''~k7r,-:do~de- O< ~k ·::; 2,'·Entoncea eziate 
una comtante O :¡l:. O' tal que ~a~ t.ii t• arbiÍmria.1~e~)a .. Cerradura de E; _ae cumple · 

.. ·· ... · .............. ,\:;/' 
w= g(t) =g(t')+ e J: ñ</~tk)º'~1 ds. ' 

- : ,._.A:=l:< ·: ' 
(2.5) 

. :·-·. " -... :· \ -,_ "; -

donde t1¡ "ºn la.s preimágene.s de loJ vértice.s WA:: paTa k =· 1; 2;-~ .:. , N_. · 
. - --·, ··\'", -. -•-. -

Para terminar, la transformación de Schwar~:Chr;~.t~ffol(2:5); ~e puede c~mponer con 
una transformación bilineal T, definida sobre erdisco\mitario L\. al semiplano superior E 
del plano complejo. · · · . . · · · ·· · · · 

En [2] se demuestra que Ja composición 

w = 91(z) = (g oT)(z) = (g(T))(z) 

tiene la forma 

.. ·. z·· N 

,,, = g,(z) = g,(zºJ+ c1JIT<• -zk>º.-id. 
:.a• .k=O, .·· ·· 

(2.6) 

'<, 

donde z1: son las prci~ágenes, e~ el ~ir~';11o"·uni~~o:;d~ i~s vérti~ w1; _para k =O, 1, ... ,N. 
De esta manera, lo. tr~~fo~ación :que~. dire_c.tamen.tl'. del ~rculo unitario a-a la región 
poligonal p se puede esCribir romó ' . ' ' 

·.>·:. .·;,··-.> .· '.. : . ' 

; ~~=9,(z) ~g(;•)ié:kfJ(( ~ik)~ .. ~~;d(. (2.7) 

en donde z• Jo. tomarem'os .como el centro del círculo, o sea el origen y por lo que g(zº) es 
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)a imagen del centro, que SÍ se denota como Wo y se incluye la. constante nf=o(-tu¡:)ª•-l 
en O, ésta expresión queda como 

,· N 

w =g(z) = wo+c /Il<t -(/zt)°'-1d( 
', a•. k=O _ 

(2.8) 

MÉTODO NUMÉRICO. 

La generación de mallas en el interi~r de wia región poligonal P, acotada y simple
mente conexa en el plano complejo.W, se puede efeetuar mediante el cálculo de la'trans
formación de Schwarz-Christoffel del círCulo.unitario ~en el plano complejo; al polígono 
P. ._ .. ·· : . ··:· ."· ~-- .-: 

Para simplificar la presentación de. la transÍorin~ión; se ~8.lizará Prilll:ero el c~o' de 
una región poligonal acotada. . ' . 

Poligonal Acotado . ·'·>· · '. ( . . . . 
Si la región P tiene N vértices wt; k = i;;.;; N, la expresión .del mapeo de. Schwarz

Christoffel del interior del círculo unitario al inte?or. del ·políg()n() ':"ene dada por 

'(2.9) 

con WO y C números complejos c~~sin.Ílt.,\, y pi, = <>t ,- 1, d~ acu~~doa la ecuación (2.8). 
Como el ángulo exterior.en e1·k;ésimo·vértice es atír, resulta qu•.Pt se puede reescribir 

-- . - '.·_ . -,. ', ·. ' como 

y por lo tanto, 

nos permite interpretar a Pt como el ángulo exterior en el k-ésimo vértice del polígono, 
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Como el ángulo se puede considerar en un rango de longitud 27r, f3k variará en un 
rango de longitud 2, el cual se tomará en (-1, lj para cumplir con los requerimientos de los 
algorítmos numéricos empleados. Si analizamos la expresión, podemos observar que hace 
falta conocer los puntos z¡ sobre el círculo unitario para tener todos los elementos necesariós 
en la evaluación de la expresión. Con el objeto de entender el papel que desempeñan estos 
parámetros, consideraremos algunos casos. 

l. Supóngase que deseamos construir la transformación del círculo unit~o a un 
cuadrado. Es claro que con fh == -0.5 garantizamos que el ángulo entre los lados es de 
90 grados, pero no necesariamente que la. imagen sea. un cuadrado. Una selección de los 
vértices w¡, sería · 

El resultado al evaluar la expresi6n, con WO =O y C = e:z:p(tri/4), nos da la trans
formación deseada (Ver la figura 5). Una observación importante es que la elección de C 
por la forma en que aparece en la ecuación (3.1), efectúa una rotación sobre la figura si se 
toma de magnitud uno. Por otro lado, obsérvese que la longitud de los lados del cuadrado 
no es la unidad y para que fuera así, habría que modificar solo la magnitud de c, ya que 
!<>das las demás cantidades quedarían inalteradas. · 
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2 .. Si nhora co;,.t,::.;ini~I~ t~~sform:.CÍ6~.,J¡g;O.:~o i~ rÍú~;;,o;. ángÚloo pero Jos puntos 
no fueran. igualmcñtc espaciad~· &obre el círculo1· el rf:?Sultado ·serio. el que se muestra en Ja 
figura 6, para :· • , ;ce '· ' .,., ·.-' 

·, ' 

WJ-~i, 
·- - .• -_º •. ' '·:: ,.·<-

con los mismos valores de WO =O y á <: ez;.cir~ if4J. 

Figu'ri. 6 · • 
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Tenemos en este segundo caso que la imagen es un rectángulo. Sin embargo, podemos 
elegir e adecuadamente para que alguno de los lados sea igun.1 n la unidad. 

En la expresión misma se puede observar que WO define una traslación de ln figura, 
además de ser preimagen del origen, en tanto que C permite rotar y ampliar/comprimir. 

Regresando al problema que nos interesa, tenemos que nuestros datos son los elementos 
del poUgono, es decir, los vértices W• y los ángluos /h por lo que para determinar la 
transformación tendremos que determinar primero los Zk puntos sobre el círculo unitario 
cuyas imágenes son los vértices del poUgono dado. Este problema se resuelve, si usamos 
la expresión (3.1) adecuadamente para plantear un sistema. de ecuaciones en z1, ••• ,zN 

conocidos w1, ... , WNi 

'J N 

w; = wo+ e j IIc1- \.l••)P•dr: 
o k=l 

(2.10) 

con j = 1, ••. , N. Sin embargo, tenemos también que determinar WO y O quedandonos 
por lo tanto N + 2 números complejos; wo, e, z,' .•. 'ZN por determinar. Así, tenemos 
2N ecua.clones reales en (2.10) para. determinar 2(N + 2} números reales. 

Aparentemente se tienen cuatro parámetros que pueden elegirse libremente por contar 
con cuatro inc6guíte.s más que ecuaciones. Lo que sucede realmente es que la expresión 
(2.10) y las incógnitas se pueden simplificar para. expresar el problema en forma. determi
na.da. 

Nótese que otra. forma. de proporcionar el polígono es dando uno de los vértices dig
amos WN, para fijar su posición sobre el plano complejo, la longitud de Jos N - 1 lados 
subsecuentes y los ángulos /3k· Con estos elementos es suficiente para formarlo ya que el 
último lado, y de hecho también el último ángulo, quedan determinados de manera. >Ínica 
con la información anterior. De esta manera, tenemos dos ecuaciones resles de la expresión 

y N - 1 ecuaciones reales 

'" N 
wN=Wo+c f IT<1'-(!zk)"'d( 

o ,k~t ;' 

#j N 

fw; - w;: .. 11 = lC' j · IT (l - (/zi,)"•d(f 
•;-1 b=t 

(2.11.a) 

(2.11.b) 
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donde j = 1, ... 'N - 1 si htu:emoo Wo = WNo Estns dos rclácloneS nos dan un total de 
N + 1 ecuaciollee. Para el número de incógnitas; tomcmcis en'ctieD.t8 <jue loa puntos z, se 
encuentran sohre eJ. círculo unitario y que por lo tanto se· puedcri ·eScribir OOmo -

{2.12) 

donde el es un escalar. Por ello, se tienen en realidad N + 4 incógnitos reales; dos de 
WO, dos de C y N de Ok. Por lo anterior, tenemos que tres de las cantidades se pueden 
elegir arbitrariamente para después determinar las otras. Como se indic6 prcvinmente, 
WO representa el punto imagen del origen en el pinna Z, y se puede tomar como cualquier 
punto en el interior del polígono, en tanto que el ángulo 8 N se puede igualar a cero en 
{2.12), quedando ZN =l. Así, tenemos un sistema no Jínenl de N + l ecuaciones con N + l 
incógnitas, que se puede resolver mediante algún procedimiento numérico adecundo. 

Podemos avanzar un poco más si usamos el punto ZN = 1 pnra eliminar a e del 
sistema mediante la relnción 

C= w,-WO 

f I1f~ 1 (1 - (/zk)P•d( 

(2.13) 

o 

quedandonos un sistema no líneo! de N - 1 ecuaciones en N - 1 inc6gnitos. 
Sin embargo, para evaluar el lado derecho de la expresión necesitamos un proced

imiento para calcular las integrales numericamente. Para ello obscrvésc que todas las 
integrales involucrad.ns se pueden reducir a la evaluación de 

-1 

j(l-r)°(l+r)Pf(r)dr 
o 

mediante un cambio lineal de variable de la forma 

(2.14) 

donde f es la parlé del integrnnd~:<iú;:;,;,ntien~'&:}é.;' factores de la forriiii (l - t:,/~•)P• en 
que no aparecen--zj Y. z¡-: ... -¡;-y ~p~r ~o.~-~tó·~~~Dlíti~'.,:' ·-:':: ·.'· :-'.~ 

Para evaluar estas integralés niunenc!UJlente, 8e usan 'reglns de cuadraturas adecuadas 
al comportamiento del integr8Jldo; c,omo se discutte ni finál del capítulo. 
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Poligonal No acotado 

La sección anterior se introdujo para simplificar la presentación del caso más general 
en donde la región poligonn! puede no estar ll(otado. En esta situación, el sistema de 
ecuaciones (2.11) no se puede usar para los vértices en infinito por lo que resulta necesario 
reemplazar éste sistema por otro que generalice ni antenor. 

Para proceder, veamos cómo mediremos los ángulos cuando un vértice se encuentre 
en el infinito. Resulta bastante ilustrativo considerar un polígono con solamente Un vértice 
f1nHnv ntrnPn ;nRnitn rnmn~HmdrA _, 1A ¡;,.,,rn 7 VAñAnilnPI &ncmlnPn p) vt.rt1rP f1nltn 

(a) (b) 

(e) (d) 
Si recorreremos la frontera en sentido contrario a las manecillas del reloj y usamos el 
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Jada horizontal como referencia, el ángulo exterior en infinito, se determina como el ángulo 
exterior entre el segmento dirigido y paralelo al otro Indo, trazado desde un punto del lado 
de referencia como si se tuviera un vértice finito. Con10 se puede observar en la figura 
7.(a), cuando el ángulo exterior en el vértice finito, es cercano a"• el ángulo exterior en 
el vértice en infinito es también cercano a 7r, Este resultado concuerda con el argumento 
geométrico de que la suma de los ángulos exteriores debe ser 27r. Conforme el ángulo entre 
los lados aumenta hasta cerca de 7r, el ángulo exterior en infnito aumenta basta cerca de 
27r como se muestra en la figura 7(b). Nuevamente se cumple que In suma de los ángulos 
exteriores es 27r. Si continuamos aumentando el ángulo entre los lados en el vértice finito, 
figura.o 7{c} y 7(d}, vemos que el ángulo exterior en el vértice en infinito varía de 11' a 3rr. 
De esta manera, las p~.'i variarán en (-31 -1] permitiendo la aplicación de la cuadratura 
de Gauss-Jacobi en la evaluación de la integral también en este caso, con el requisito de 
que la suma debe dn.r 2. El uso del segmento auxiliar dirigido será el que usaremos para 
Proporcionar el ángulo exterior en vértices en infinito. 

Buscaremos ahora un conjunto de ecuaciones que nos permitan calcular los prevérticcs 
tanto para el caso acotado como parn el no acotado. 

Como la transformación está dada por In misma expresión, tenemos el mismo número 
de incógnitas que determinar. Por otro lado, para especificar el polígono de manera única, 
necesitamos proporcionar en primer lugar un vértices finito, como anteriormente, que nos 
da dos ecuaciones reales. 

Si ahora se recorre el borde del polígono en sentido contrario a las manecillas del reloj 
a partir de este vértice, resulta que para los siguientes vértices finitos que le siguen, basta 
con proporcionar las distancias entre ellos. Por cada vértice finito subsecuente tenemos 
una ecuación real. 

Cuando el siguiente vértice esté en infinito, ya no podemos usar este esquema pero 
de hecho no se necesita información adicional ahí, salvo saber que es en infinito. Para que 
quede determinada la frontera, se requiere que el vértice que le sigue a uno en infinito, sea 
finito. Usando sus coordenadas se tienen dos ecuaciones reales que sustituyen a las dos 
distancias que se tendrían en el caso finito. Como se puede ver, tendremos también N - 1 
ecuaciones reales para las N + 4 incógnitas en la transformación. Por lo tanto, elegiremos 
WO como un punto en el interior del polígono, que n su vez es la imagen de z = O, y a 
ZN = l. Haremos algunas hipótesis sobre Ja frontera de P, con la aclaración de que se 
pueden satisfacer para. cualquier polígono, introduciendo vértices adicionales sin c8.mbiar 
la geometría de P. 

Supondremos entonces¡ 

i) Cada componente de EJP tiene al meno .. un vértice finito 

ii) Al meno• una componente de fJP tiene do• vértice• finito•. 

Tomando en cuenta las reátricciones anteriores, podemos plantear un sistema de JV -1 
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ecuaciones para det'7fIIlÍnar ~os r~tant~ parámetros de la transformación. Supongamos 
además que 8P tiene m componente~ conexas¡ . 

ri,r2,. .. ,rm 

en donde tomarem~ar. ~~o Ja componente que tiene Jos dos vértices finitos WN y w, 
mencionado:i en'ii).. .. .. ':«. '. >.: ... :·._ ·:.. >.· '.· . '':: « . •• 

Usando el :vértice· w1 podemos defipejar C en Ja· eX¡>resión de Ja transformación como 

(2.15) 

. ·._ :.:_. '<"> .. \\ -:: ~:~;_> ·.- .. >"· - >- -
Asi, tenemos aún ·N·-:_ l._ ill~ógllitás __ ~z1 ,~2 1 ~;;,ZN~_1 P~:~. d-~~~~~~ ~---ª c_~n~~~uación 

deduciremos las N·-1.ecu~1d~nes qlle-,B~.rc9.uie~~n·.-··-_,i-:~ -~~~=,~ ,.,-~:·:-.- <,~..: :\---~- --:·· · ·: -
Por cada.vértice' finito de las m oomponentés':de 8P ,' t~émo;: das ecuaciones reales: 

- . ;; __ - ··. '-¡·'- ,\ ···-- . 

(2.16.a) 

para. j = 1, ... , m. En do.nde p..,:~ j ,,;,' l. to.;,amos el otro vértice finito de r,; a saber 
w1._ De estn manera'_t'encrD.c:)s-2m ~uacione's.reáles.>_·_Las otras ecuaciones se obtienen 
considerando la distancia entre las '¡)areja8 de 'vértices consecutivos finitos de la. frontera 
de P, que por cadá páreja'i1oo:da uná. ecuación real como la que obtuvimos en el caso 
acota.do; · · · 

Xj N 

lw; - w;-d = IC f n (1- Cfzk}"•d(I 
z;-1 A:=J 

(2.16.b) 

Da.do cualquier polígono de N lados, podemos formar en total N parejas de vértices si 
tomamos en cuenta también a los que se encuentran en infinito. De este total restaremos 
2 por cada vértice en infinito y como OP tiene m componentes, Ja frontera tiene también 
m vértices en infinito. Por lo tanto, si empleamos las distancias obtenemos N - 2m - 1 
ecuaciones, ya que una de estas parejas ya se tomó en cuenta en r1, que sumadas a las 2m 
anteriores. nos da el total para calcular las N - 1 incógnitas. 
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El esquema anterior es el que se usará en todo el trabajo aún cuando el poligono no 
esté acotado. Sin embargo al aplicado al ca.~o acotado, hay que tomar en cuenta que la 
frontera de P constará solamente de In componente r1 y que se usarán dos puntos de ella 
en el planteamiento de las ecuaciones, a saber Jos puntos wi y WN, en tanto que las otra., 
ecuaciones se obtendrán de las distancias entre las parejas de vértices consecutivos de P. 
Si comparamos esta situación con el descrito en la sección Poligonal Acotado, tenemos que 
nos falta tomar en cuenta la distancia entre los puntos WN-2 y WN-11 o lo que es lo mismo, 
el punto WN-J no aparece en las ecuaciones. Como se muestra en In figura 8.a1 este punto 
queda determinado de manera única por los otros vértices y sus ángulos externos. Es decir, 
las ecuaciones restantes contienen Ja información de aquella y por lo tnnto, no se necesita. 

En el caso en que el ángulo sea cero o tr 1 la situación t.>s distintn como se puede observar 
en la figura 8.b, en donde el punto UIN-1 no se puede dctenninnr de manera únicn ya que 
puede ubicarse en cualquicrn otra posición sobre el segmento vertical y en el interior del 
polígono. 

Por esta rnzón cnumcrnrcmos los puntos de Ja frontera de P de manera que el ángulo 
en el vértice WN-1 sea distinto de O y de tr. 

(•) 
Figura 8 

(b) 
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CÁLCULO DE LOS PARÁMETROS. 

La det~~8.ci~1:1 de las preimagencs sobre el circulo uni~~i.o, -q~.e ~ r~~liiere p~a la 
evaluación de la expre5ión (2.9), se realiza r,c5olviendo el sistema' de, ecuaciones (2.16) que 
puede escribirse como un sistema de la forma 

f;(xJ=O,' i~r; .. ;,;~ 
;_;. 
/"'• 

~a sol~~ón d.~.~ ~·ist~~ d.e .~ié -ti~~ se' ~ci~~~·~Jdi~~~··~u~:·~ic;~~O it.~raiivo por· 
medio del cual, a partir de'una-'apfOxi~acióll inicinl.Jl'.o, ·~~:~s~ruy~'.·una:.s'ucesiótÍ {xn} 
de la forma , ,, - , - ,, " - ' 

donde '1~ es la dirección en que avanza la. iteración en el n·ésimo paso,.~~ rilane~a qu~ Ja· 
sucesión· converja hacia la solución x•. .. · · . 

Este procedimiento es una generalización del Método de Newton para una sola variable 
el cual aproxima la función f en el punto"'• por la recta tangente y determina éomo,n,ueva 
aproximación al cero, la intersección de Ja recta con el eje :r. . · -·:· · ~~:,~.- ~ ~ 

En la práctica, también se busca que F(x) = Ef..~ 1 [f(x)]2 decrezca en cadlL iteración: 
El procedimiento numérico que se usa en este trabajo es la subrutina"••OJa de M. 'J; 

D. Powell, el cual converge numericamente bajo la condición de que las ,ñinciones /;(x) 
tengan primeras derivadas continuas y acotadas [16]. : , '', ,,,, : 

En la aplicación de esta subrutina a nuestro problema se toman como puntO. irucia!C. 
z1 =1,z2=i,z3=-lyz4=-i. ,-

REGLAS DE CUADRATURA. 
, , 

Para calcular tanto la imagen de cualquier punto bajo la transformación,de Schwa.rz, 
Christoffel, como los parámetros en las ecuaciones anteriores~ se reciuiele la evalllación de 
integrales del tipo , , , 

(2.17) 

donde w es de la forma w(t) = (1 - :r)º(l + z)P, con,; y {J reales y fes una función 
analítica. 
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Existen diferentes técnicos para la evluación de integrales que consisten en aproximar 
el integrando por funciones más sencillas.de·evaluiir e integrar. Si Is función se aproxiam 
con un polinomio, la i~ro~im~ci,ón~(¡~~~~ .~~)il rorma .. , 

(2.18), 

donde pi(t) ~s Wl ~o~no~i~ d¿gr~~ok'~u~:aproXi~~'a ia función/ . 
. Cuando: el Valor_.dcl .. i~tegt~d§ ~-~~~-.~s(cono'ce' ~ aJiun~s, puntos, las técnicn:s ~e 

aproximación ·se r.cstringcn. a _U_~~ º~o(:vn.Io~CS obte:~endOSf? la api-oximación coma· una 
sumapes~d.a - - -- ,~ .. ., · ·.. · ·' !i.' · · ' · 

b J Pi(t)dt;,, Aof(:r..i) + Alffx¡)f::··tA~f(x .. ). (2.19) 

La suma pesada. (2.16) se conoce como una regla de cuadratura. Las constantes A; se 
conocen como los pe,,os de la cuadratura y las x¡ como los nodo.,, en donde se conocen los 
valores de/. Los pesos A; se determinan de la condición de que la regla de cuadratura sea 
exacta para polinomios de grado ~ n [12]. 

El uso de una regla de cuadratura de este tipo impone ciertas limitaciones a la precisión 
del resultado, debido principalmente a que se tienen que usar los valores de f solamente 
en los puntos indicados, porque generalmente solo setiene una tabla de valores. Cuando la 
-aproximación no es muy buena se puede intentar aproximar el integrando por polinomios a 
trozos, en cuyo caso la regla de cuadratura se dice que es una regla de cuadratura compue.da. 

La limitación anterior no se presenta cuando es posible evaluar numericamente el 
integrando en cualquier punto de su dominio. En este caso, los pesos A¡ y los nodos :r¡ 
en (2.16) se pueden elegir de manera que la regla obtenida sea exacta para polinomios de 
grado ~ 2n - 1 (12]. Una regla de cuadratura de este tipo se conoce como una regla de 
cuadratura de Gaw~ o gau.s~iana. 

Cuando el integrando no es suficientemente difrenciable como para justificar la apli
cación de estas reglas se procede a reescribir la integral en la forma 

b b 

j f(t)dt = j w(t)g(t)di, (2.20) . . 
donde w es una función integrable n~ negativa y g(t) = f(t)/w(t) es ahora una función 
suave. 
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Eu um'1-!tru t•nsu, ln. n•gln. de t~nrulrnf.nrn qtwdn t•omo 

'1 - " q 

Jw(r)J(r.J=:Ew;f("';J. 
_ 1 .. / . l=I 

Si w t'H romo ·c~n (1.12)~ ·~~·~>~.<~·~l:~m:KI~ •!'lr~.'gf'U 0«"0~110 los C'f'WS de~ los poli1111111io:-1. dc-
.lnrobhi aprophulc;s¡12¡: · 

Ln. nplicn.itm ~~i~cc~R du, ;,~· ¡.,;gh~:·!-¡'~- cmulrn.tnrn. prc~·ntn. ¡n·ohh•rnn .. "' :-oolirc• tc~clt~' ·~·un~¡~~~-, 
})<mu1 n pc~nr ele.~ qtm /. c-N niúll.ítirn; JUtcdc• ¡>enU'<'r ¡mlcm c·1•rc·mu>i-f al iult-rvnlc> ele• iutrAfíiri1°)J1, 
ru ¡mrticuln.r Ciuu~,<1<.~ .. ~~úu ~k c111cclc cerra de? :; o :;- 1• Para c~vitnr «~tn sittúu.·hiu·;_~,~ tÍ_sn' 
mm. rt'gln di! cm1drntnrR. com¡nu'8tn. quo rom;Ístc• c•u cpm 1•1 iutc•r\"nln de• inh•grnrMu :-;1•. c1i\'~cl~· 
en Hnhintervnlos ele_ núuwrn qnu In cfü.;tiu1rin cfo loH puntos:; y :j-1 nl polo 11ut."\·c·1•fc·ruao 
sen. utnyor qnc In. mitncl du In longitud cid :mhiutc·rvn.lo. · 

B11..'indns cu lrni rc?sullados m1t<~l"Íorc•s, c:u c•l sip;uicntn rapituln iw <liscutirii ·c·t ·r1Üc·ulo 
unmi?rir.o el<~ In. Tr~u1sfor11mci(m de~ Sr.hwnrr. Christoffol y st? dc•jn. c•n cnpítulns postc•ricm•S In 
trn.nsformft.('hín <"ll rcgioucH Himplc:mcmtc~ rmwx11..'i c·uu ~roult•ra stULVC! n tro;,o,os. 



Capítulo 3. 

RESULTADOS. 

Mnllados circulares 

En esta sección presentaremos los resultados de apliCnr la transformncló1l.de Shwn.rz 
Chri_stoffcl en 'Ja géncración de mnllas de tipo circular~ .Es~na se ~ht_i~cn de~úriando la 
tmnsfonnación del círculo unitario ni poUgono. -A continunción,'· usafido radios y·circulos 
concéntricos generamos unB maUa sobre aquel y _medi~te ln.trn.DeCormncióO·ciUcul~10s la 
malla que se induce aobrc el polígono," - ' 

l. Como primer cj~mplo se toma ~l cund~~O uriitnrio_~'UC se mU~tra:~ I~ d~a en 
la figura 9, con vértices · 

m1=l+i,' w2=-l+i, wi=~l-i 1 w.a·=i'-i: 

En este "jemplo se tomó como imagen del origcu o. JVO = -0.5 - O.Si que aparece 
como el "centro'' d(' donde surgen Jns imñgcncs de los radios. 

º·" 

Figura 9 

Como se puede observar 1 el mallado generado tiene un ,, centro" muy marcado. Esta 
situación se corregirá cunndo usemos un mallado rectnngulnr. 
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2. En el siguiente ejemplo, se tom6 un trlángulo equilátero, con vértices 

Wt = 1 + i, W2 = -0.5 + 0.86i, W3 = 0.5 + 0.86i, 

en donde lo. imagen del origen WO, es el centro del triñugulo. 
Ln malla resultante se muestra en la figura 10. 

Figura JO 
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3. La siguiente región es un hexágono regular en do~dc se ha toma.do como WO, al 
centro geométrico de la figura. (Ver figura 11.) 

Wo = J, W2 = 0.5 + 0.$66i, fl'3 = -0.5 + 0.86fü 

104 ::::: -1.0, 1115 ::::: -0.ú + 0.86Ui, Ulfl:::: 0.5 - 0.86Gi 

.._ • ......1.....4.. .... _~.....i....._.._,_ .. _J-.,.~ 
•0.15 o 0.15 

Figttra 11 
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Mallados Rectangulares 

El tipo de mallado que se generó en la sección anterior mediante una malla en el 
círculo unitario tiene el inconveniente de que el ta.maño de las celdas que se forman crecen 
conforme se avanza del centro a la frontera del pollgono. Una alternativa para tratar de 
que no difieran tanto es la construcción de mallas "rectangulares". Esto es, buscamos unn 
transíromación de la región a un rectángulo en donde construimos una malla con segmentos 
paralelos a los lados y mediante la trasnformación inversa obtener la ma!la sobre la región 
de interés. Para esto es necesario elegir cuatro puntos sobre la frontera los cuales van 
a dar, mediante Ja transformación, a los vértices del rectlÍ.ngulo. De esta manera, estos 
puntos la dividirán en cuatro partes que se pueden pensar como Jos cuatro lados de un 
"cuadrilátero" y la malla generará lineas paralelas a estos lado. 

Para la construcción del mallado anterior usamos la transformación que se discutió 
anteriormente el cual va del círculo unitario a la región poligonal, pero ahora en vez de 
construir el mallado sobre le círculo, determinamos otra transformación 3ue va ahora del 
círculo a un rectángulo, en donde se construye un mallado rectángular con hneas paralelas a 
los lados. Mediante las transformaciones y sus inversas determinamos el mallado inducido 
en la región, por el mallado en el rectángulo. 

Es necesario considerar en detalle cómo se determinan los vértices del rectángulo 
auxiliar porque este no puede ser del tamoo que queramos. 

Una vez que tengamos el mapeo ZSC de la regi6n al círculo unitario, podemos de
terminar la imagen de los cuatro puntos que elegimos como vértices sobre el polígono. 
Estos cuatro puntos corresponderán, digamos a w¡, i = 1, ... ,4 en el círculo unitario. Es
tos últimos serán las preimágenes de los vértices del rectángulo en la transformación de 
Schwartz Christoffel, del círculo unitario al rectángulo. En esta última transformaci6n, 
conocemos por lo tanto, los ángulos exteriores (7r/2.) y los puntos Zk en en el círculo. 
De esta manera, la transformación es fácil de determinar y evaluar de la ecuaci6n (3.11). 
Sin embargo, para construir esta transformación no se requiere toda la herramienta que 
discutimos anteriormente, sino que podemos hacer las siguientes consideraciones en su 
detenninación. 

La transformación r = r( z ), del círculo unitario al rectángulo, de acuerdo a la ecuación 
(3.Il ), está dada por 

(3.21) 

donde buscamos que 
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con h por dcternúnar. 
Si en la ecuación (3.16) tomáramos RO =O y C' = 1.0, la imagen del círculo unitario 

será un rectángulO con centro no necesariamente en el orígen y vértices 

que no tendrían necesariamente sua lados paralelos a los ejes real e imaginario. 
Coino vimos antes, sin embargo, el tamaño y orientación de la imagen se Pueden elegir 

tnri solo modificando RO y C'. Esto nos permitirá elegir la altura del rectángulo como la 
unidad, llSÍcomo cambiar la orientación para que los lados queden paralelos a los ejes y 
dejamos que la b11Se y la imagen del origen queden determinadllS por la transformación. 

Para que el rectángulo quede con lados paralelos a los ejes y de altura uno, deter
minemos primero C'. 

Obsérvese que si ahora hacemos C' = i/(r1 - r.) en (3.11), el lado que antes quedaba 
entre r 1 y r 2 queda ahora paralelo ni eje imaginario sobre un segmento de longitud uno. 
De esta manera logramos la condición de que los lados sean paralelos a los ejes. Mediante 
la eleción anterior, el punto r2 irá a dar al punto C'r2 y si queremos que éste vaya a dar al 
origen en la transformación fina.1 1 efectuamos una traslación tomando RO = -C'r2. Este 
es el procedimiento que se seguirá para determinar esta segunda transformación y una vez 
que tengamos los elemetos, la inversa se obtiene como en el caso general. 

A continuación presentamos algunos resultados generados usando este procedimiento, 
y en donde los puntos sobre el rectángulo se denotarán como z y los de lo. región poligonal 
comow. 
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1. 
En primer lugar tomamos una región en forma, de L, cuyos vértices son los puntos 

W1'= 21 W2 = 2+i,, 'WJ.= 1 +i, 
w4 = 1 + 2i, ws = 2i, Wa = O. 

y en donde se consideran como un solo lado los segmentos¡ w1w21Wi'ID'i1w4ws y w¡w¡-
Le. mnlla generada se muestra en la. figu,;,. 1 ! 1 así como la malla sobre el rectángulo 

que la induce 

Figura JS 
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2. 
Ln siguieutc rcgiOn, que se mu'75tra en la ·figuro 13, ~ienC como vértices a los puntos 

Ul¡ = -1-i, W2 = -i, W3 == -0.[)i, tu.ti= l -0,5i1 

W$ = l + 0.5i, Wo ==O.Sí, U17 == i, Ws = -1 + i. 

donde lR imógen de los vértices del rcctó.ngu1o son tU1, w.,, W.5, tv8. 

,__, 
º·" 

Fi911ra JS. 
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3. 
La ~gi6n que se muestra en Ia_fig_ura 1./, ti~ne como vértices los punots 

WJ = ...:.2 - O.Si,- W2 = -1.:...:0.Si; W3 ~ ·~1- i, w,. =,.1-:"60.5i, 

W• = 1- 0.5i, Wa = 2-0.5i, WT = 2 + 0.5i, 'wa = 1+0.5i, 

w11=l+i, w10=-l+i1 w1i =-l+0.5i,._ w1i=-2'+.0.5i. 

y las imágenes de los vértices del rectángulo son w1, ws,we,w12 • 

o,., o.a 

Figura 1~. 



4. 
En la figura 15 se presenta una rcgi6Ít cOn vértictas 

·WJ =0 
w2 = a+ai 
W3 =5· 
w, =7+2i 
Ws = 7+5i 
Wo = 5+7i 
w1=3+5i 
WB =1i 

y los puntos correspondjcntes a los vértices del rectángulo son WJ, wa, w6, U13. 

Figuro 15 

39 
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5. 
La figura 16 muestra otrn región con vértices 

w, = 1+2i 
W2=4+i 
UIJ = 6+3i w, = 4 +4.5i 
w,= !.4+4i 

y los puntos corrcpondicntr..s a los vérticl'S son 1ui,w21w4,W5. 

. ~ 
0,2 

L_,.__..............J. ................ 
0.4 o.u o.o 

_,_ • ....____i __ • _ __. __ L _.....__..._____.._ __ ¡ 

2 4 e 

Figura 16. 



0.2 

6. 
En In figura 17 se presenta otra rc~ón c'on vértices 

w, =8+.!0i w, = 4 + !Oi 

W3 =4+8i W4 = 2+8i 

U14 = 2 +· iOi WG = lOi 

UJe ==2+6i 
•' ... :,-·: .. · 

1~e=(2~,2.f. wí0=:=2i 

W11=0 1U12=8 

W13=8+3i 

W15 =G+7i 

W14 =6+3i 

Wrn =8+7i 

y los imágenes de los vértices son W1 1 w2, W1 1 WJ2. 

Figura 17. 

41 
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7. 
Los vértices de la figura 18, son los puntos 

Wt = 0.03313 + 0.98024i 

w2 = 0.03313 + 0.39526i 

W3 = 0.43072 + 0

0.39526i 
: ' . . -

w, = o •. 43072 + 0.01905; 

W5 = 0.91868 + 0.079Q5i . 

W5 = 0.9I868 .:¡_ 0.6324li 
w1 = o'.·7lós8 + 0.6324¡; 

"'··.·., .. ·,.·"·'.". ,. 
W8 = 0. 71988 + 0.98024i 

,.. wa·.=.~)2:1os:+ o:9sq~~i 
Wto = 0,52108 + 0.8379~i 
W11 = 0.21385 .+ 0.83794i 

w12 = 0.21385 + 0.98024i 

donde los correspondientes a los vértices son w1, w4, Ws, wa. 

º·" 

Figura 18. 
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8. 
Finalmente, Ja región en forma de L se presenta nuevamente en In figuN 19 pero con 

un punto adicional. En este caso los puntos-soÍ1 

W¡ =5i 

w2=0 

W3=l0 

w, = 10+5i 

w,=!O+lOi 

... =5+10i 

w, =5+5i 

y los de los \'érticcs corresponden a UJ¡, 102, W4, w5, 

Figura 19. 

Para terminar con esta parte correspondiente a regiones poligonales, cabe mencionar 
que este tipo de transformaciones tiene aplicaciones diréctas tanto en hidrodinámica como 
en electrostática, en donde el flujo de una sustancia n. través de un tubo o el campo 
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electrostático de una distribución de cargas satisfacen la ecuación de Laplace, es decir están 
dadas por funciones armónicas. Como la parte real e imaginaria de una función analítica 
son a.rm6nicas, la pnrte real e imaginaria de la transfromación de Schwa.rz-Christoffel son 
soluciones a la ecuaci6n de Lnplace y por tanto representan tanto al flujo o ni campo 
electrostático. 

En el primer ejemplo de mallado circular, las lineas que pnrten del centro de la malla 
se pueden interpretar como las lineas de flujo producidas por una carga lineal infinita, 
colocada en el centro y perpendicularmente al plano, y el cun.draélo es la intersección de 
un cilindro conductor infinito, también perpendicular al plano. Como resultado adicional 
se obtiene entonces que !ns lineas pcrpencliculnres son )ns equipotencialcs del campo elec
trostático [1]. 

Por otro lado, cuando tenemos unn malla rectangular, como en In figura 10, la inter
pretación en términos de un flujo se hace considerando la región como si fuera la intersección 
de un tubo en forma de L, de anchura ;nfinitn y que por la parte superior entra un fluido 
que sale por la pnrte derecha. Las líneas en forma de L, representan precisamente las líneas 
de flujo [l]. 



Capítulo 4. 

GENERACION DE MALLAS EN REGIONES 
SIMPLEMENTE CONEXAS 

En la siguiente parte de este traba.jo discutiremos la construcción de la trnnsformación 
conforme de una región n, simplemente conexa en el plBno complejo e, al círculo unitario 
A y su implementación numérica. La existencia. de esta transformación está garantizada 
por el Teorema de Riemo.nn, que establece tanto su existencia como su analiticidad en el 
interior de 11. Sin embargo, el cálculo de la transformación requiere el estudio de diferentes 
temas preliminares. 

Como se sabe [3j, las partes real e illlllginaria de cualquier función analítica son dos 
funciones armónicas en el interior de la región y por lo tanto son soluciones a un Problema; de 
Dirichlet. Este resultado se usará para determinar la transformación mediante un estudio 
de su parte real e imaginaria.. En esta dirección, emplearemos el resultado correspondiente 
al Teorema. de Cauchy en el plano real que establece In relación entre los val.ores de una 
función armónica en una. región o dada, y los valores que toma en la frontera an en· 
términos de una integral sobre dicha frontera. 

Este resultado nos permitirá determinar cualquier función armónica, como por ejemplo 
la parte real e imaginaria de la. transformación de ruemman, en cualquier punto del interior 
si la. conocemos en la frontera. Sin embargo, la aplicación del Teorema de Green para. el 
estudio de las funciones armónicas requiere de las ideas de Solucione• Frmrlamenltdea, 
Función de Groen y de Función de N eumann de la región en cuestión. Por esta. razón 
nuestro punto de partida es la. discusión de estos temas. · 

Soluciones Fundamentales. 

Da.da una. región fl C C a.cotada. Una función u de dos variabl.;;." (z,t} E Crl,fl} se 
llama. una. $0/ución fundamental de la ecuación de Laplácié ·p..ra ffsi para:'ca:da·t E. G;" 
como función de z, es armónica. en O\ {t} y en z = t tiene un& s~~g>Uáriilad aislada, tal 
que 

lim tÍ(z, !) "' +oo · 
1-1. '. .. ' 

Una !unción con estas características, de acuerdo a [2], tiene la forma 
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1 
v(z,t) = icLog\z -ti +w(z,t) (4.1) 

con"> O, yw es una función armónica en'.~ pnra.z f:..~ ~n contintiación armónica en z =t. 
Usualmente consideraremos soluciones fundamentales riomiálizadas. donde " == (2ir)-1• 
Así, una solución fundamental normalizada es una función de In forma: 

v(z,t) == 2~Loglz ~ti +:w(z;t) (4.2) 

Definición. Al. punto t ~ le cono~e como el p~/o d~ la soluci.ón fuU:damental. · 

A continuación veremos q~e ~i usruriri. bis pr;,pi;,dad"" de I~ ~~lucioU:cs fúndnmentales 
podremos obtener la relación que liga lós.wlores de una.fu11ción·annónica en el interior 
de uno. región con los dé la frontera y de .pnsci justificar Ia8 propiedades' eXigidas en In 
definición dé solución fundo.nlental; . . . " . 

:::,;~· .. ·-. 
Séa n una re!ió~·,ac~t~a .. ~uy3 frO~tera an··con;~ste de .un· ~úmer~ 1init~· dC-~urvas de-. 

Jordo.o, difel"enciables de·manera (¡úi!se pueda aplicar el Teorema de Green; 
·.-. ·'· ·. --. -. . .. __ ' - -- - ,_··.-. 

El teórema de Green ~tablece que si dos funéion;,. u y . tien~n· el nwnéro requerido 
de derivadas contínuo.s se cumple In fórmula 

(4.3) 

Una segunda v~rsi6n de:~t~fó2ula 5: ~~tielesi inter~runhÍamas u y v eri la expresión 
anterior y restamos JiíS dos para tener · • ~ · · ·· · · · 

(4.4) 

Si Bdemás de 18'1 ~:p6t~is aot~ores, se supone que In función u es armónica en ll y v 
es una solución fuodo.níentru normalizada, la aplicaeión de la segunda fórmula de Green en 
la región Sl, Óbtenido.de Sl al remover_ el disco lz-tl s; <,con e lo suficientemente pequeño 
para que el disco-.Sté roriterudo én n, nos conducirá a las fórmulas de representación de 
una función armó~ca.: ~ad.o qlie, tanto u como v son armónicas para z E n1, nos queda 
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(4.5) 

donde r, denota el clrcUlo !~.-ti=~. Evi.iriaremos ahora el lrlnité de Ía intcgntl del lado 
derecho cuando • tiende a. ;,_,ro:·. Siendo que la dériváda· nonnlll de u está acotada,. tenemos 
que para una adécuada µ > o( · ' : • t·,. 

· 1 f; azl $ t/1ti! ~ O(l)ldz = µd~g! + 0(<). 
r,"· n --·: 71"r.'·~··,.; .. E.' ·> , , - - E 

(4.6) 

Por otro lado, ya que o/in= '._éJ/Bi en r., 

·. .:·au ::'·:· i· :. ·.1· ·:· 
. On ~ 2,f; + 0(1) 

Así, en el límite cuando < tien~e ~ ~. ~~tenem~~ Ía r6rmula ~e representación 
.-·/: 

'-éco' 

. uÚ)= ](v(j,}l~) ~u(~)avi;:t))dz . (4.7) 
.. ·. 81) "' • " :· . . . . .· . . . . 

. .;,;. 

Esta fórmula est~bl~'J{~l~i~~:e~t~e ~i.~oide·Un~ funclón anDÓoÍca U en Un 
punto ten en ténÍlin"'!.d.e lós'~ores de.uy d~ou/IJneri.on 

Función de Greell. ·.· ' 
·:.·.:,;. 

La idea nat;,;,.¡ s'e'r1~~ la fónn..Í~ ...;~.,.: p,;,'.á detmmlnar la solución al problema 
de Dirichlet; que oonsisté en determinar'imá fúllción armónica en una región Sl y que toma 
valores oonocid-Os en la' frontera; . . .. . . ., .. . 

~u(z)=O,, zen 
u(z) = t¡\(z) . :. e Oíl . 

' .. ~·-: .. ' .:·::'. ·. ·'·.-.<· · .. ·;. ··,_<' 
Sin embargo, esto no se puede hm directamente P.,rq~e I~ exprcoión ( 4. 7) contiene 

tanto los valóres de la' función ·.éomo •11 derivadá nórmát .en la frontera, mientras que en .el 
problema de Dirichlet se propo~clonan solo lós valores de u: 
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En cambio, si podemos encolltrar uli.a ~~lución .-fundamental u tal 'que para t e O, 
u(!, z) = O para toda z E 00, la fónnitla de representación se reduce a 

· . j • ··. ~~czif •·.· 
u(t) =;_-:- 11(z):O.:/,dz. 

. ·/JO · .. ' 

(4.8) 

y así, u(t) se expresa directam;;,,tecn téii~~~ Ú1osd~Ío~'.ill lá frontera. 
Como se puede· v~, la solución fun?.amen~al ·:'·:·. ··'·:· --• · 

. ·. >1<;·1: ·:?' 
v( "~.t ! ;' 2":~g Jz - ti/ _c:'(z; t). (4.9) 

tiene la propiedad deseada Si Ja 'rWi~i6[i ·.r¡,-,· sB:úsrru;~.1~· C~ndi~i6n "de frontera 

(4.10) 

De e~ta ~~era, pa;a· ~ad'a,·. re --n~:-.-~ ~-C~~o =-fu.~Ció~ 'de z, es solución a un probleÍt1a de 
Diricltlct. .. > ' < : > • } , : ,·,·.· ... 

La solución fundamenta! obtenida de. esta manera se conoce como Funi:ión de Green 
para la región n: Obviamente, Já: fúndón 'déGreen existe y es única para regiones en donde 
el problema de Dirichlet tiene solución y' es .. única también. Esto es cierto, en general si la 
región está acotada [2]; '· · • :::·, ·.· · ·: :· · ;'.: .. · '· . 

Sila función ·.de Green se denota coíno 'cy,'y si f! es tal que las derivadas de "f son 
continuas hD.sta ta frc:>n~~ra, -~ne.mas ento'n_~Cs · ·· 

,(·)_·. ·1·' Ct> .. ª.-rCt.;z¡d 
~ z ~:,~·'. ~..-.·:: 8n :· z 

"•' llO .• , 

(4.11) 

La aplicación dircct~. de ést~ ~~e~fL{ó~ en la solu~ión al problema de Dirichlet 
tiene el inconveniente de que la fúncióú'de Green es. 6olución al problema de Dircihlet para 
cada te f! .. Sin embargo,·éóino Véremos é~' Ja siguientesecdón;:intcrpretando adecuada
mente este resU~t~~>'i>Od~ós" det~rmi.D~ ~~- t~aDSrorD:ilíéió~ ~llfortiie fK'.J.hre la región_-dada. 
Una propiedad ínuy útil 'de 1~'rwi.éi6n ·de G~~ es la Prapiedad de Simetria {2]. · · · 

Teorema. scd'.y(z,i) , .. :~¡~ió;¡~ d~e~para'una re1iin acotada n. 
cuale,,quiera do,, punto,, "de n,-:entoncea .te cUmPle . - .-
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La demostración ·de este resultado se puede obtener aplicando la segunda fórmula de 
Green. . , . 

Funci.Sn de Ne~má~n. • 

·: '- :· -· 

a~(z,t) ==--1/>. 
: &n< ' ,·.' 

en donde >. es la longiti°id d~ l~front~i~, s~pu~t;.ri,cnte finita. 
En este caso n0s q~cda la fórmú!a de. representación 

~(zl;j 8u~<(z'.,t);~t +±Ju{!)~·. 
:"/.-' ,. 811 811 
f'. .~ 

con la última integrál si~d()\11i8. const.;.t~, ' ' ' 
Por lo tanto¡ la nÜ""": !Unción es . .lna sót~ión fundameotál 

. . . ' . . 
e+ e ·,·1· ' .· ' 
, 11(z.,t) = 2,;"Log )z _ t) + w(z, t) 

- ' '. - ' ., ' 

(4.12) 

(4.13) 

'(4.14) 

donde w ·es ~a función regular en n. :. Las condicionCs impuestas sobre v no son súfi
cientes para ·deterriiinB.rla de manera única, por lo· que se impone la ccindición 8.dicional de 
normalización · · -
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Jv(z,t)dt=O, zEOfl 
81l. 

La función determinada: de esta lÍlanefa se conoce como· Función· de Neumann de la 
región fl, ya que permite resolver.el Problema de Neumann , 

.-. --}··,·,_·,:«- -·-;._ '. .-, 
el cual, coW.o se puede-_Ver,_ ·si tiene_ s~l~~-~n, no ~;.~nica pues cual<luier_ otra mñs una 
constante también es solución:· Por lo tanto , si en la ecúación ( 4.13), omitimos la constante, 
tenemos · · ,, · 

(4.15) 

Si denotamos a la fundó~ de Neú!Ilrui~~o~ v(;,t), se pucclc probar que esta también 
es simétrica, es· decir· - : ··""" 

:;-:_ ;.--, 

v(ti.t~) ':' ~(t,,t1 ) 

y por lo tanto, la expresión (4.15), se' puede escribir como 

J é8u(t) 
u(z) = ~(t,z)andt 

"'Dn. 

Potencial., de Capa Simple y Doble. 

(4.16) 

Intimamente relacionado con los resultados anteriores son los obtenidos eo la elec
trostática, en donde se busca determinar el potencial eléctrico generado por distintas con
figuraciones de cargas eléctricas sobre superficies conductoras o dieléctricas. El estudio de 
las funciones potenciales {11} revela que éstas son funciones armónicas en los puntos libres 
de cargas eléctricas. 
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En esta sección sólo analizaremos dos ejemplos que se reducen al caso biwmensional 
y que se conocen como potenciales de capa simple y de capa doble. 

Supongamos que se tiene un alambre de lon~tud Ínfliilta" que lleva una dell5idad de 
carga lineal ·co,,.tante y. que se ubica perpenwcularmeiite al plano z. Si no existen otra 
fuentes y el alámbre pasa i>or.el punto t.en·el plino z, el elaÚlbre cargado generará un 
potencial cléctrico que 'es constante en Cada linea peri>endicular al plano z y en éste es 
igual a ·· · . · · ·· · · · 

donde µ es una. constante porporcional a la densidad de carga y del mismo signo que 
éste. Ahora consideremos una superficie cilíndrica cuyos generadores son perpendiculares 
al plano z y cada generador porta una densidad de carga lineal uniforme. Si el cilindro 
intersecta el plano z sobre la curva. r : Z = z( T ), <t :5 1' :5 {J, entonces el potencial 
resultante en el plano z se obtiene sumando la contribuci6n de cada generador. De esta 
manera, tenemos 

u(z) = /µ(t)Loglz ~ tldt 
r 

(4.17) 

la función µ describe la densidad de caiga lineal como función de t. La expresión anterior 
se conoce como potencial logarltmico debido a·una.' C4Tgt1 de eaptÍ •impl• µ(t) •n r, o 
brevemente potencial de capa •imple. . , .· .... 

Si µ(t) satisface una condición de Lipschitz éii r y ~t~ es regul;,; y· simple, entonces 
se puede demostrar que esta función es contíiiua 'én tódoi. C y 8.demás es armónica en el 
interior de"( ':~·< ·• 

Otra función armónica que _se estúdia et1'11!:;eleet~ostática.es la llamada potencial 
lagt1rltmico debido a una C4J14 d. dip0loi ó simplemente 'potendal de capa doble. Esto se 
debe a que la función se genera sustituyendo 'en lU:'supemcie cilindrica la distribución de 
carga electrica por una distribucióJ1 de 'dipolos elédric';"'-. La función resultante está dada 
por 

(4.18) 
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Si la curva r es regular y 11 es continua y cumple una condición de Holder uniforme 
en r, se demuestra en [11] que e) potencial de capa doble existe en todo e y es armónica 
fuera de r. Además, en cada punto t E r el límite desde el interior u+ y el límite desde el 
exterior u- existen y satisfacen 

u+(t).- u-(t) = 2.-11(!) 

éJu+(t) - &-(t) = 2u(t) 
8r¡ 8q 

Función de Green y Mapeo de Riemman. 

Hasta ahora hemos estudiado algunas propiedades de las funciones armónicas pero no 
se ha mencionado éón.io ~e relacionan con la transformación de Ricmann. Para empezar, 
tomenios an como el disco unitario Jwf < l. La función de Green 'Y de n es una función 
con un polo en un punto s E n y armónica en n \ { s} que además se anula en an. Con 
estas característicos, la podcmoS representar como 

1 
1(w,s) = -2;Logl/.(w)I (4.19) 

donde/. es una función anlítica para Jwf <l. 1(w,s) será automaticamente armónica en 
··los puntos donde /,(w) #-O, lo cual requeriremos para toda w #-s. El polo deseado en 
s se tendrá si/, tiene un cero simple en w = s y 'Y se anula en Jwf = 1 si f/,(w)J = 1 
para Jwf = l. Estas propiedades se satisfacen por cualquier función f. que transforme el 
disco nuitario Jwf < 1 conformemente en sl mismo y que mande el punto s al origen. Las 
transformaciones del círculo unitario en sí mismo se conocen bién y podemos tomar por 
ejemplo, 

f,(w) = w-_s 
1-sw 

Así, la función de Green para el disco estaría dada por 

(4.20) 

Regresando ahora a una región· de Jordan arbitraria, la función de Green se puede· 
~mcontrar como sigue. 



53 

Supongamos que w = !( z) mapea cooforlliemé~te n sobre el dlsco unitario .t. : JwJ < 1 
y que mapea íl u 8íl continuamente 5ohre t. u 8!!... ·Si la función de Green para íl es 7, la 
función 

.••• G(i,s)~7(¡-1 (w),r'Cs)) · 

tiene todas lW. p~o~i~cl,;d.,;ci~'la ~nci¿;¡ d¿· ~r~o ~,;,a~~ entO~ccs d~b~ concoodar c~n 
la exp~ión ant~~o.r:~~~--"f-,..~~.~~~~;."' ' ., · ' 

'·~<J-';<~>,¡._i<s>í = L..c!..Lo~I ,,, ~;I 
·. ,. . .. ·. . 2 .. , . 1- sw 

Por lo tanto, la fudcióo. de Gr;_,n buscada para íl está dáda por 

1 1/(z)-/(t)1 
'Y(z,t) = -2,rLog 1-f(z)f(t) (4.21) 

si usamos la propiedad de simetría. 

De esta manera hemos obtenido la función de Green para la región íl en términos de 
la transformación conforme de esa región al disco unitario. 

Volvamos ahora al problema contrario de determinar la transformación conforme f, 
del interior de una región arbitraria n sobre t. y tal que /(a) =O. · 

Si la función de Green para esa región es 7, tomando t = a en la· ecuación (4.21), 
tenemos · 

1 
7(z,a) = -2,rLoglf(z)J (4.22). 

Esta ecuación DOS da sólo la relación entre lá. nmclóri d~ ·are~n y ~i logá.rítmo de la 
norma de/. A continuación deduciremos otra relación más y que será el que usemos para 

"-~~;~ -.m . ~[i~:r~~l/(.,(~l•-•I 
Usando l.;. ecuación (4.22),~os qued~ q~~'; , , 

.. :: ¡!<~> 1··· .. ? / :: . ; '1 
. Log ~ = -:.:ir1(~a>.:t: ~g Jz - ar 
,·· -- .···.- l .. •'< "'< "·• 

y por lo tanto, 

' .· 1 · 1 . . 1 · 1 /(z) 1 
7(z,a) = -2 Log-

1 
-.-

1
- -2 Log --

7r .z-a 7r z-a (4.23) 



Por otro lado, si definimos u como 

1 1 
u(z,a) = -y(z,a)- 2rr'Loglz- al 

entonces 

' 1 1 
-y(z,a) = 2.-Loglz-a¡ +u(z,a) (4.24) 

resulta por lo tanto, que u es la parte regular de la solución fundamental 'Y y que debe 
satisfacer !ns condiciones de frontera (10) para que 'Y sea la función de Green de la región. 

Comparando las ecuaciones (4.23) y (4.24), tenemos entonces que la función 

f(z)(z - a)-1 

es analítica y distinta de cero en n y entonces posee un logaritmo analítico alú, cuya parte 
real es ..;.2.-u(z,a). Si ves la armónica conjugada de u, y definimos h =u+ ív, entonces 
este logaritmo analítico satisface 

togM = -2irh<•l+ia 
z-a 

donde a es un número real constlUlte. Se sigue entonces que 

(4.25) 

La aparición del factor eicr es natural porque de acuerdo a nuestras condicionCS, J 
está determinado basta un factor de módulo l. La aparición del factor -27r en la anterior 
fórmula se debe solamente a la normalización de la función de Green. · . · · · 

La relación anterior es el punto de partida de los cálculos que vamos a desarrollar, por 
lo que todo lo anterior se puede resumir en el siguiente procedimiento. · · · 

Dada una región !l de Jordan, sea a E !2. Entonces la función./ i¡ue transforma !2 
conformemente en 6. tal que /(a)= O, !'(a)> O puede construirse como siguei . 

(i) Resuelva el problema de Diricblet para !! con la: condición de ttonterá 

1 
u(z) = Loglz- ni 

(ii) Determine la función nrmónica conjugada v de u tal que 

v(a) =O 

(4.26.a} 

(4.26.b) 
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{iü) Calcule f como· 
(4.26.c) 

Así, en ¡)ruicipio cull!qufor método para resolver el problema de Dirichlet ·puede usarse 
para constrwr h> fwición de tr8nsformación de. Riemann. Después de que la solución .del 
problema de Dirichlet' sé ha· obtenido, la función conjugada v puede ·determinarse de la 
fórmula · 

v(z) =]cv.dz + v,dy) 
a. . 

que por las ecuacion;,,. de Cauchy-ruémíuiíi es la 'misma que 

v(z) = j (-u,dz + u,dy), . 
Ecuación Integral de Symm. 

La discusión anterior reduce el problema de determinar la transformación conforme 
al círculo unitario a In solución de un problema de Dirichlet en donde la incógnita es una 
función de dos variables. Aunque la solución de este problema con condición en la frontera 
es básicamente un hecho simple, sería muy conveniente reducirlo aún más al de determinar 
una función de una variable. En esta sección discutiremos un método de este tipo, que 
consiste en reducir el problema a una ecuación integral. 

Sea r una curva de Jordan, dada por 

Z =z(T), 

Denotemos por O el interior de r y supongamos que O e O. Para el problema de la 
transformación buscaremos la función f que cumpla con las condiciones 

/{O) =0, f(O) >O 

Por lo tanto, si a = O el problema de Dirichlet para u se transforma en 

.6.u(z) =O, zen 
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u(z) = -Loglzl, zer 

La solución de este problema la buácaremos en la forma de un potencial logarítmico 
de capa simple, 

{J 

u(z) = -Í; j Logli- z(r)lµ(r)dr, z E !l (4.27) 

o 

Aquí· µ es una funció~ r~al )lor deterci;nar. Si u se puede repr~tar de esta manera con 
µ una función continua¡ én vista de lii:. continuidad del potcnéial lóg8ritmico, la condición 
de frontera para z = z( O'), se puede esCrihir como ' ' ' ' 

¡j' 

f.:f Logl•Cu}...: z(r>lil<;>cÍ~·,,; Loglz(u)I, 
o;. . ' ' '• . . 

o$ O'$ {J. (4.28) 

Esta rel~~ión ~ Co~~·~~ :~~o .~~~~~~óR· ini~~~i'..~~~-siA~im porquC f~C eXPt~i~o por G. 
T. Symm en 1966 precisnméóte para pro¡)ó.iios de nmpeo conforme numérico. 

Dndahi funcióuz( r >'la ~cunción ( 4;28) · .. Uii~ ¡,;,unción integral de primer tipo para 
la fwÍci6n µ. ., 

Como la f~ncicÍó wó~icá c:ónJugada t~bién ,.; r.,.¡~Í~re,. ésta se obti~ne reem
plazando el kernel armónico LogJz·- ~(r)I en la ccÜnción (4:17) por la función armónica 
conjugada arg[z(r)-:- z}, ' ' ' ' ' ' ' ' 

'p. ' >' ' 

v(z) = - 2~/arg(z(r)~~]µ(;)d;'.+'."'nst. 
;-_.o ... 

··-, '.. .. , ._ 

El valor de la constante y la'selección d~l argumento se puede hiu:~r de la condición 
v(O) =O. Tenemos entonces .. · · .. · · · 

{J 

O= - 2~j arg[z(r))µ(r)dr + ci>nst, 
o 

' ' ' 

la que al sustituir en _la relación a.llterior nos la convierte en 
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(4.29) 

Aquí, parar E [0,,8], 

. o(z) := arg[l :-' z¡r)J 

denota el valor del argumento que es co;,iínuo en n y ;at;,;face o(O) = Ó. En .,.:.0 d~ que 
!l sea estrellada con reSpecto al origen, éste es .el valor principal del ..:rgumentO •.. · , 

Antes de ·ata.car el probleina sobre la existencia de la 8olución ·a la ecuación integral 
de Symm, definiremos una función sobre la frontera de n, ·¡,ri términos del ·cual .C dará la 
soluci6n. " · - -- · 

Función de Correspondencia en. la Frontera. 

En ~~ud de las suposiciones sobre la frontera, la. f1lnclói.,d~ ru=ánn definida en el 
interlor.n·de r, se puede extender a una. función continua.sobre.la cerradura den. a la 
cerradura de A ·· 

Conforme z(r) recorrer, la imagen f(z(r)) ·describe el círculo unitario. De esta 
manera. 

8(r) := arg(f(z(r)), 

puede definirse como una función contínu~ Cualquier argumento continuo de f(z(r)) se 
llama. una función de corre•pondencia interior de la frontera para la traneíormación f. 
Esta función de COrreSpondencia es referente a una parametrización particular de r y no 
estó. determinada solamente por su geometría. 

Debido a que 8(r) es localmente igual a una de las ramas de Im logf(z(r)), cualquier 
función de correspondencia para una curva frontera cerrada analítica a trozos no es sola
mente continua sino difcrenciable, excepto en loe vértices. En cuanto al comportamiento 
en loe vértices, el siguiente resultado es consecuencia directa del Teorema de Warechawski
Lichtenstcin [2): 

Teorema. Si ro ea un va.lar del parámetro lal que la curva frontera anaUtica a tro101 
f tiene un t!Órlice en z(ro) con ángulo interior O?r1 donde 0 < Q :5 2, lo1 /(mitel de C4da 
lado de (r - ro)1- 1t08'(r) ezi.slen en To y ••n dillinl111 de cero. Se •igue de e.to que en 
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una vecindad de cu~lquiera de lo• vértceJ, IO'(r)I' ea integrable'. para cualqui~r ezponente 
p < 2. Ademáa, ,(el dngulo interior en el vértice ea menor qie 2i, enfonéea [8'(r)J2 .. 
integrable. · .. · 

Si ~e conoce u~a. f~clóll de ~rr~poll~encia. ~ ia. front~ra., los valores tallto de f 
como de su inversa ¡, pueden cDlculársC ¡Ío~ cuii.diatura .m cú3lquier pÜnto interior de su 
dominio de definición. Siz e n, ¡:ÍÓr la fóroi.ula intégial Cxtendida,dé Cauchy, . 

(4.30) 

En donde z( T) es la parnmetrizn.ción de r y 8( T) es la. función de correspondencia. Si 
se tiene ésta ultima, la transformación se puede evalun.r en cualquier punto z E '1. 

Por otro lado, si w es un elemento del círculo unitario 6., nUe\'lllllcnte por la fórmula 
exte~dida de Ca.uchy tenemos 

2
"' i9 iB 

· z=g(w)=-2.., j g(u) du=_!_fg(.c )e d8, 
, 27ri u - w 2rr e• 8 - w 

.t~l=l o 

la cual, al introducU: el cambio .de variable 8.= 8(1") se transforma en 

.. .. p :<. ·.··.. ..: 
~-.·· · .. .:::__!_¡· 'z(r).8(r) 
- -::-g(w) -. 2.-. ·. 1- e-iB{<)wd":. 
·- - . ; º.~: -- '~. . -

{4.31) 

que permite calcular el punt~··z, si ,se.~~~~ .su imi~en w, en términos n~evamente de la 
parametrización de r y de la fundón de correspondencia. 8( r ). · 
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Solución de .la Ecuación de Symm. 

En la discusi6n de la ecuaci6n integral de Symm no nos preocupamos por la existencia 
de la solución y su unicidad. En esta sección no sólo contestaremos estas qucstiones sino que 
la resolveremos en términos de las funciones de correspondencia anteriorlnente detinidns. 

Sea z un punto en el exterior der. Entonces la íunci6n w, 

w-+ z-g(w) 

es analítica en 6., continua y diferente de cero en 6. U 86.. Por lo tanto tiene un logaritmo 
analítico · 

h(w) = log[z-g(w)); · 
·, ; ·:· . 

la cual es ~uevamente cdntfoua en E'. P~d~ ío~a ¿dida de la fórmula de Cauchy, 
. -, . ·-. - -

·~ .. : 21" -· ~:_'._:_' -... ,._- ,,_-

'· 2_'. (h( eíe¡ao.=. h(oJ 
2,,-f,· . . :•:. 

o 

En vista de que g(O) = O, est~ es IÓ mis.~o que 

· , 2w·· . : ·.-.' 

. 2
1
irfiog[z -g(é~)Jdti = logz, 

o 

donde la ranlª de log /~ ~e2~~¡>D¡Ja r"'11~ "'11Íti ..... que ~ se haya eler)~o para 
log(z- g( w )J. En la Ultima integral, introduclmos'el ¡)aráfuetrú por el cambio de variable 
8 = B(r), donde B(r) es wia íunción.décorréspondencia pará r • . : ·.. . . 
. En virtud dé qu~ g( e'9lT>) o= z( r ); Se ~igue el siguiente r'!"ultado (2, 

Lema. Para to~~ z en el fut~;.;./2 J,·· •• ~;m;i. 

p. .. . 

~j l~g(z- z(r)JB'(r)d~ = log(z), 
- o .. -
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donde lo• /ogarítmo• •on· lo• .valore:. sobre lwJ ·=;· 1 y en ~ =.O, reapectivamente de la 
función h. 

Si tomanios la p~tc reiil de' est~ ~It.ima'·rchi.ción, t~ncmos 

·;, - ' '.:' - i.:---< :.'." ->~;-;-'.. . _;_~:-.: -. 
Sea ahora u E [O, .li], y z ~ z(;),''tenemóS :~nt;,nci,;, que ,. . -~ 

··>/·- -.-·'(;'• ·> .-::-: 

/l : .. ·•·•· ·::: . . '· .. 
~fto~Jz(~}::_z(rÍJO'{r)dr,;; Logiz(~ll: 

o. . . 
(4.32) 

·.~ - - ;-

Comparlllido csfa exprcsió~··oon la ccúaclcS~ ( 4.27) tenemos. 
--". _-_ ,-·:·_· .- ; --- '; -

Teorema. Se~T una c~.:V.; de J,;nian a.Í~lítica ~ t~oz~• y ~ea Íl(r) ~na /unción de 
correapon'd~nci'!- en la /r:o~tera ~e r. Entoncc_.S, ·la'· ccu_ación_" de Syrri.m ·en 'cada. e-'pacio 
Lp(O,,li) donde p-:; 2 Uene l.a •oluciÚón ¡•(r) '."'O'(r). · ' · · 

Una. ~ueva repr~tación de '1a f~ci-~n de,~apco se si~e nhOra del t~rcma anteriOr. 
De la ecuación (4.26.b), tenemos, · · · 

f(z) = (z - a) exp{u(z) + i v(z)}; 

donde 

p· 

1 J . u(z) =-a; . LogJz - z(r)J9'(r)dr, 
--·--o·---- - ----

·y ves la armónica conjugada de u que satisface v(a) =O, 
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~ 

v(z) = -;'lf j arg(1_- z(:)J8'(r)dr. 
o 

Evidentemente tenemos 

p 

u(z) + i v(z)<= -:- 2~]1~g(1 :_ zCr)js'(r)dr - w 
o. 

y para cada r e [O, ,8] la función lo~-.;,; I~ ril.n.i analítlca que Íiene cl valor O ~n z = O, y 
, -··· - · .. r·· ·,.o,,·· 

. y:: .. '. .... ~>·--< -

Para evaluar w, sea 8 = 8( r) la ~Üem ;;~ble dri integrl".Ció~. Así~ 

:2:ir 

--~,;, 2~ f.r.og¡g(?~,d~ 

-=I1C:~;J;~é~)~w. ,..,,.;, ., .· . . .. . 

= Log¡/{oj == -::~'(O) 

por el teorema del valor ~edio parar4ciolles~1ti~ .• ne esta manera, tenemos 

Teorema. La /unci&n d• Í;,,;.;formaci6; <Oi.fo,.;,.t: del inte'rio~ de r 41 c{rculo unilariO 
e•lá dada por · ' · · · · .- · -- · · - · · · · · -- · · - -

. . _,/I ' ' ' ' . . 

f(z) = (z - a)exp{- 2~ j l~g(1- ~(:)JO'Cr)~r }!'(O), 
- - --- ------- -.-----:-o --- ~ .- ., -

(4.33) 

donde 
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/J 

J'(O) = exp{-;tr j Loglz(r)lll'(r)dr }. 
o 

Unicidad de la Soluci6n. 

Con respecto a la unicidad de la solución a la ecuación integral· de Symm, se requiere 
considerar también la transfromación del exterior de f! al exterior de A. Esta ruscusión se 
puede encontrar en f2], obteniendose que la ecuación puede tener varias soluciones excepto 
si se exige la condición adicional 

/J 

f,¡ j µ(r)dr =l. (4.34) 
o 

Bajo esta condición se puede dcm.ostrar el siguiente teorema; 

Teorema Sea r ·una 'cuM1a ·.de Jordán anaU!ica a trozo• y •ea ll(r) la función de 
corrc•pondencia interior der . .'Entoncu, µ(r) =. ll(r). e• la única ••lución a la ecuació" 
integ"!'l de Symm (/.ea}, que ·~ti.fac~;la_condición de normalización (l.94). 

Ecuácio~e~ Para el Óálc~lo d~ I~ SolúCiÓn. 

La teoría disc~tid~ ;;,;t~n~ciiJnte 8c ~plié;.rá .;;, é(cálc~lci riu~érlco de la tránsfor
mación y en la generación de-mano.:: Sio'embargo, será nccéSario hacer algunas módi!Íca~ 
cionea-paia aplicar los IDétodOS nUmériCos adccllados~CoriSistClltC eD rccsCrlbir Ja.8 Ccuacioncs 
de la frontera y sus deriVad~s. {7] 

Dominio .Físico. 
- . . . . ' - - :. . . . ' ~ . :- ·:· . ~;: : : ·.· 

Denot~os por r un aréÓ simple, cerr~o 
y supongamos que r = uf=1rk;· donde,. . . . 

rk := {~lz ~ jt(t),, l} 
' ·--~. :.~ ~ '_>_\. . . : .' . 

donde (t es analítica en un do~nlo que c~~ti.,;,.e :a1 .intervalo [-:-1, l] y .que satisface 

('(Í) 'f O, -1::; t::; 1, k = 1,2, ... ,N.· 

(4.35) 
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Asi, en particular oo !/. r por lo que solo se pennitirán regiones acotadas. Supondremos· 
que el interior de r se ubica a Ja izquierd& conforma t aumenta. EL domonio foico del 

. problema de trWlsformación conforme se denotará por n := intr. 

De a.cuerdo a la reformulación anterior, la ecuación inte!Íral de s,;,,mm se transforma 
en 

N 1 . _·· 

:E jv(t)Log!z(u) - z(t)ldt= r,.:,gjz(u)I, •(a) E r, 
A-=•-1 . · . . : 

(4.36) 

y la condki6n de normalización ~ tránsforma en 

N , .. 

Ef"k(t)dt = 1, 
k=l-1 .· 

(4.37) 

Este sistema tiene solución única par& el conjunto de f'uiicionc8 {11~}f=i• con llt E 
L2[-1, 1). '. -

Funci6n de Correspondencia, 
·- ~ ' ·. 

Asociado con cada arco rk, k = 1, .•• , N se define la funciru; de corttspondencía. 
correpondiente Bk : [-1, l] -> R definida implicitamente por 

fo ((t);,, .,zj,(i8k(t)). (4.38) 

Como heinoo visto; la soluc\ón única del ~istema d~ ecuacioneá integrales de Symm 
está dada por · · · 

{4.39) 

Representaci6n Integral de r. 

La representación ( 4.26.c) para 1..: trBllBf'romación se convierte ahora en 
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f(z) = (z - zo)exp(iw - P(z)), z e!! (4.40) 

donde P está definida por la integral sobre la frontera, 

'N, 1. 

P(z) :=:E j 111(t)log(z -(~(t))d! 
' .l:=l-1 

(4.41) 

La constante w se elgigc para satisfacer algunas condiciones de orientación especifi
cas. En CONFPACK (7], se le pide al usuario proporcionar un arco r r como un arco de 
referencia y un ángulo particular ooir como un argumento de referencia; w se determina 
entonces imponiendo ln condición 

/o(r(-1) = cxp(iooir). 

Cálculo de f. 

Si la ecuación de Symm se puede resolver para {111<}, entonces In función de corre
spondencia. { 81} pude obtenerse por integración de la ecuación ( 4.38). Para evaluar f en 
punto de la frontera. primero se identifica un entero k e {1, 2,. . ., N} y un número real 
t E [-1, 1) tal que z = (t(t); entonces f(z) está dada por In expresión (4.38}. Para el caso 
general en que z e!!, /(z) puede calcularse de las ecuaciones (4.39) y (4.40). 

Fu;.ción- de Correspondencia Para la Inversa g 

Con el objeto de tratar a la inversa g, de manera análoga a como se trato la función 
f, tanto en su formulación como numericamcnte, se define la función de correspondencia 
inversa. 

Sea. 'Y= oA la frontera del círculo unitario y supongamos que 'Y= Uf.,1-y1, donde_ 

'Yk := {z: z = ""(s),-1::; s $1}, k = 1,2,. .. ,M, 

con 
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y mt y ht son respeetivamente el argumento' del ·punto medio y la senúanchura angular 
de -Yt• Además, suponga .qúe para cada entero k E {l, 2, ... , M} podemos identificar un 
único entero 1 = l(k) E {1,2,» . .,N}'tal que -rt ~/(r1), es decir, cada arco 1k sobre -y se 
encuentra totalmente dentro de' la imagen de f de un su barco analítico de r. 

Para c8.da arco -y(definím0s wia fundón de éorre•pondencia inveraa en la frontera 
Pt : (-1, l] _:, C por . . 

(g o u)(•)= zo + exp(ipt(•)). (4.42) 

en donde el segundo término representa la posición de los puntos sobre r con respecto a 
zo. 

EL conjunto {Pt} son funciones de correspondencia de la frontera asociadas con la 
trwisfoniiación inversa g, más que la inversa de las funciones {lit}. Si se tiene la solución de 
la ecuación de Symm y las funciones de correspondencia {lit}, entonces puede determinarse 
.una función de correspondencia Pt en s E (-1, l], resolviendo primero la ecuación no línea! 

<Tt(•) = exp(ili1(t)), 1 = l(k) (4.43) 

para t. Entonces obtenemos Pt de 

Zo +exp(ipt(s)) = (¡(t), (4.44) 

Representación Integral de g. 
~·· ' ·, .· " . . ' ' 

La formulaclón de Ia f111:1~6n i~vers.;_ g, en ~os d~ la fun~ón de correpondencia 
inversa, es 

g(w) = z0 + b. w exp(Q(w)) (4.45) 

donde 

(4.46) 
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Aqul b es una constante compleja y lbl se conoce como el radio interno de fl. 

Calculo de g. 

Las funciones de correspondencia Pk para g, se pueden determinar de las ecuacionc8 
(4.43) y (4.44). Nuevamente, si iwl = 1 entonces podemos identificar un entero k E 
{1,2, ... ,M) y un parámetro real s E [-1,1] tal que w = cr1{•); en esta situación, g(w) 
está dada inmediatamente de ( 4.42). En el caso general en que w E ~. g(w) se puede. 
evaluar de las expresiones (4.43) y (4.44). 



Capítulo 5. 

MÉTODO NUMÉRlCO DE SYMM-JACOBBI 

El objetivo principal de este capítulo será tratar de construir una solución aproximada 
a la ecuación integral de Symm, 

N 1 

L f Vt{t)LogJ• - (t{t)Jdt = LogJ:(u)J, • E r, 
.t=l-1 

(5.1) 

donde r es Ja frontera d~ la regó~ íl, y después calcular una aproximación j a /. 
El usuario deberá proporcionar el error relativo • que exige en la aproximación a/, 

es decir 

Idealmente, el algoritmo debiera ser capaz de cumplir con este requisito o de reconocer 
cuándo no puede hacerlo. El requerimiento anterior solamente puede cumplirse en la 
práctica por un algoritmo adaptivo que consiste en el uso de subdidvisiones de Ja frontera 
(refinamiento h) y en el aumento del grado del polinomio de aproximación {refinamiento 
p) para buscar cumplir con las especificaciones de precisión. El método que se implementó 
consiste en tratar de construir una aproximación polinomial a trozos con tratnminento 
automático de las singularidades en los vértices a través del uso de funciones de peso de 
Jacobbi. La decisión en cuanto a qué refinamiento usar se basa en la observación de Ja 
rapidez de disminución de los coeficientes ealculados, de los polinomios ortogonales JB]. 

Una vez que se tiene una aproximación a la ecuación de Symm, entonces es posible 
calcular una aproximación lJ a la transformación inversa g. 

De Ja discusión en los capítulos anteriores se podría pensar que el número de arcos 
analíticos sobre la frontera es una cantidad fija. En el método numérico implementado, 
aumentará el número de componentes analíticos en r conforme se avanza. Así, la formu
lación dada se aplica al método numérico en tanto que se interpreta a N como una cantidad 
variable correspondiente al número de arcos analiticos en Ja etapa del proceso adaptivo. 
Similarmente, (t debe interpretarse como la función analitica que define el k-ésimo arco 
analítico rk sobre la frontera física en la etapa en que se encuentre el proceso. 
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Como el método siempre inicia subdividiendo los arccis analíticos dados sobre r, en 
cualquier etapa del método numérico, cualquier arco aiialíti,Co rk, tiene ·a.lo más a uno de 
sus extremos como un vértice de r. 

Funciones de Peso de Jacobbi. .. . ... 
Sean o¡;,,. y ot,,. los ángulos interiores al dominio fisioo n en' los puntos extremos 

((-1) y C(+l) respectivamente, del arco r •. A lo más; Ílna de las cantidades á<¡;,ot 
puede ser distinto de la unidad. En estas-condciones, In función 'de densidad en r. se 
puecle escribir como · 

donde Wk es In función de peso de Jneobbi Parª r{definida :como 

_si~t ~·1, 
_~'.si_ Cfk. = 1; 

- ',.- .. ·:.-.: ·.,,- ... _;,.· 
.. ·- ' -

donde P• es el índice de Jacobbi par~ r., definido por 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

Nótese que si o¡; = ot .~ 1, entonc:Pk= 01i'c~al transform~ Wk en la función de 
peso de Legendre w1(t) :=l. Mientra8'que la fillició~ de .. dérisidad V•. está en L2[-'1;11 y, 
por ejempl~, no está acotad8. en ~D. vértiCe '.qllé. ~a· ~nt~~t~' ~~! ~pectO 8. ~; la fu~ci~~ 
cociente,¡,,. es una función continuade .Holder [8] ;,n [~if ~] ooll índice dé Holdermayor que 
1/2. El objetivo del método de Symm'Jacobbi Cll construir ílilá aproximilción polinoiñial 
n,¡,,.. ·. ,:. '::;.:·', -·. •'·'. 

Polinomios Ortonormale~_.>. ::• :, : · • /:.: : ••;, •: .· :.·' ". . . 
La aparición de lasfunciónt; de peso de Jacobbi en és.2) sign:;fi;c.. que pl!ra el ~citlo 

práctico es más coveniente usar los coireiíp~ndi""t~ poli'!omios ortononiiales de J 11eobbi 
como base, al construir la aproximación a ,¡,,.. • · · . · . · · · · · · 

Inicialmente, "'" se pued~ int~;,tar aproxi~ar por una serie ~n p~li;,outlos d~ Jacobbi 
como 



t¡l4(t) = f>•.iP4,;(t) 
j~O 

Para los cálculos,;usaremoo la aproÍ<imación truncad;. ~. de esta serie, 

~4(1) ':°' f>~.iPl,;.(t}. 
. - .·j=O - . 
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(5.5) 

(5.6) 

donde los coeficientel ª•.; ~ déterníiiu,,i{cofuo ooluciones"dé un sistema lineal, el eual se 
obtiene al sustituir la aproidmación en lá ecuaclóll intCg.81 de Symni y al ú5ar una técnica 
de colocación para satsifm la ecuación';;· '·' .. ' . ..• . ·.·•. . 

La aproximaCión ·c0rresPoiidieD.te·pru;a·.v_t ·.será eD.tOnc~ < 
. -, •...•• -;-· ·-,- .. ···-- .• 1·, '•' .·•· • 

ü~:=~~~.;--
.: .. ~ 

. ·.- ' . ~ ... : . -~ º· - '_:- • -~ . ~' .'· --_ 

y luego poderíii;-i éalcul;u: d~ la reIÍ.Ción 

las aproximaciones~; k = 1, .. , ,N ;.. las íuriciones de correspondencia en la frontera.. 

donde mo es el grado lllix;lll~ permiti~o' ·parr'los polinomios de Jacobbi y cl ~ se 
especifiéa de entrada para el algÓrítmo. •'., ' · · · · ·· · 

(-,.,-,. ' 

Los coefici.,;;Í;,,,·Je· J~bbi~i~!:i'~ o: ... ,n.,A: = 1, ... ,N~(5.6) S.. determinan 
por sustitución en la ecuacióll integral de Sirom y usando punto8 de colocación suficientes 
para produéir ¡fil sistetna lioeál pará los coeficientes a1,;. 

&glas de Cua~~aLa. 



,. .. , ..... ~r ..... ,= •• ., ........ L-~ .. _ 4"'· -
-1 < t 9 < 1, es decir, no se usaráii loo vértices de r como puntos de colocación para la regla 
de cuadratura y el número de puntos en cada arco ¡· es igual al número de coeficientes 
en la expansión (5.6). 

Al sustituir (5.6) en (5.1), la ecuación integral d Symm se convierte en 

N 1 

. L.f Wk(t)lfok(t)Loglz - (k(t)idt = Loglzl, z E r (5.7) 
- k=~:-;-1 . . ._ -

Si en ésta sustituimos al10ra (5.2), y evaluamos en los puntos de colocación (,,9 , se 
tiene - - · · 

N n1 1 

'f. r. . .., 1. .... ,,..,"'"""··· T""" ... ,,4.,. ,, .• , 
Por lo tanto, para pln.ntear el sistema para iit,; cn~mos que estimar las integrales 

-1 

h,; := Jw•(t)p•,;(t)Logl(,,9 - (•(t)i d, j =O,; .. ,"• :> mo, (5.9) 
-1 . ' 

donde (,,9 Eres el q-ésimo punto de colocación en
1

en el arco r,. Variando pfq _sobre 
todos los puntos en r se construye el sistema. Sin embargo, como se puede observar en 
(5.9)," coruorme p y k varian, se da que para p = k, lÓs puntos de colocación sobre .el arco 
r,. hacen que el integrando de la expresión anterior ~ singular, pero solo eíi ese Breo~·-POr 
esta razón, es necesario considerar los dos casos sigui~ntcs. · · 

Ca.o Regular. . 1 ·. ' ' .... 

Este es el caso cuando(,,. no es parte del arco f., Como el kernel fogaritmicó,'no;,,. 
singular, por cada peso w•, se construye solamente w1a regla de cuadratura Compuesta de 
Gauss-Jacobbi formada con pá.neles de q puntos. Est~regla compuesta se&justa.de manera 
que garantice la precisión suficiente en todos los puritos de coloéación que son' cer~Bnos a 
r •. Si la regla compuesta asociada con W• tiene L(kl pá.neles y los pesos y lé.8 ~bscisas de 
la. regla son {w,<kl¡ y {t!ll¡, entonces · . · . · · 



9xL<•> 
lt,;(z)"" :E wit1loglz - ((t!ll)i. (5.10) 

i=l 

En la práctica no se forma una regla del tipo anterior para cada arco rt sino una 
regla para cada índice de Jacobbi distinto que se puede usar para al menos dos arcos 
distintos. En caso necesario, estas reglas se actualizan cada que se hace una subdivisión 
del arco. Para satisfacer los requerimientos de memoria para estas reglBB, denotemos por 
Ñ el número de índices de Jacobbi distintos (en general, Ñ - 1 es el número de vértices 
en r) y definase 

L:= mwc Llll. 
A:=J, ..• ,N 

(5.11) 

Entonces el número total de puntos de cuadratura que necesita guardarse, digamos q, 
satisface 

q:::; qÑL. (5.12) 

Nótese que se hace ua decisión álgo arbitraria para hacer coincidir el valor de q con 
el de mo al requerir que · 

q=mo+I (5.13) 

No existe r.azón teórica para esto, pero tiene la ventaja práctica de que al menos 
cuando ya se tiene plantea.da la r~gla de cuadratura, los parámetros de colocación para el 
polinomio .de aproximación de ~ayor grado se tienen disponibles sin cálculos posteriores. 

Ctuo Singular. 
Cuando el· punto. (p,q se ubica sobre el arco r P> esto es, cuando p = k en (5.9), el 

kernel logarítmico de la ecuación (5.9) se divide en dos partes 

(5.14) 

donde 
((r t] _ { (((r)- ((t))/(r -t), r 'fi t, 

' - (
1(r}, r=t. 



72 

De esta manera, la integral Ik,j ·se separa en nna parte regular y otra singular 

lk,; == Rk,; +Si,,¡ · 
·1·.' . . · ·' .·· ·; ,' t· 

== /wk(t)pk,;(t)¿gi([r,t]ldt + j wk(t)PA,;(t)Logj('(t)idt 
·-1 . . . -1 

':,', 

La. prlniera i;,_teg;.al, que~ 'r~gÚlar, puedé ca.lcu!BrSe por la regla ya. discutida en el 
ca.so anterior. La segunda integral eS'singular pero es independiente de la geometría y se 
puede resolver média.ntc un· esquema de reeurrencia. dada por una relación del tipo 

S2(r) = (Aír -B,)S1(r)-C1 
Sn+1(r)= (A~r -B,.)Sn(T)~ CnSn-1(r), n !!: 2. 

Para generar la sucesión de integrales asociadas con {Pk,;} para j 2:: 1 se utiliza. una 
rutina de QUADPACK para In integral inicial de la sucesión IS]:':· · · < · · • 

Puntos de Colocación. 
Con respecto a los puntos de colocación, observemos que si In cxp.;,,si6n infinita (5.5) 

se sustituye en le.ecuación (5.7), entonces fos coellcientesd.e.Jacobbi exa.ctoo. a1.,; satisfaéeu · 
el sistema linea.! · · · · 

(5.15) 

Comparando esta .,,q,reslón ~Ón l~ e~~acioit (5.8); se puede observar que la selección 
óptima de los puntos~·~. c~locilciOú_ sería ~l. ~~.-millinlizarí~ · 

Lo mej~r que se puede hacer es ~Íegir los ~:t~s· ~e colocación como los que minimizan 
la magnitud del término principal · · · · · 



1 

/1,n•Hª•,; = J w1(t)pn.+1LÓgl(1,9 - (K(t)ldt 
-1 
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Si los puntos de colocadón se eligen como los ceros del polinomio de Jacobbi P••+u 
entonces el integrando es continuo en (-1, 1) que se anula en esos puntos. Esta selección 
de puntos tendrá entonces el efecto de reducir la magnitud del término principal en el error 
en la ecuación (5.15). 

El Aspecto Adaptivo. 
Monitoreando el tamaño de los coeficientes de Jacobbi a1,; de grado más alto aso

ciado con r. podemos asegurar si esta solución pareciera ser preciso para satisfacer los 
requerimientos especificados por el usuario. Si estas especificaciones de precisión no se 
cumplen entonces podemos escoger entre subdividir el arco r1 o, si n1 < m0, aumentar el 
grado del polinomio de aproximacón. En cualquier caso, se tiene que plantear y resolver 
un nuevo sistema algebraico, pero frecuentemente algunas partes de la matriz del sistema 
lineal anterior se pueden reusar y evitar hacer todos los cálculos. 

La rutina CONFPACK que efectúa la solución adnptiva de la ecuación de Symm se 
llama JAPHYC. JAPHYC ofrece tanto estrategias adaptivas incrementales como no incre
mentales. Con la estrategia incremental, el método sucesivamente alcanza precisiones de 
aproximadamente 10-1, 10-2 , ••• hsta que se alcanoa In precisión del usuario. Inicialmente 
se usan polinomios cúbicos en cada arco y sólo se requirieron cuadraturas moderadamente 
precisos. Conforma la solución aVBl17.a se van introduciendo polinomios de grado mayor y 
se usan cuadraturas de mayor precisión. 

En el caso no incremental, se usan polinomios de grado relativamente alto desde un 
principio con reglas de cuadratura correspondientes y se intenta alcanzar la precisión tan 
pronto como sea posible. La experiencia indica que la estrategia incnnental trabaja mejor 
para geometrías algo dificiles, mientras que el no incremental es más efectiva en general. 

Estimación del Error Para j 
Al final del proceso de resolver la ecuaión de Symm se calcula una estimación µ1 para 

el error máximo en el módulo del mapoo calculado, donde 

µ1 ,;,, {11/{z)I - 11} 

y I C r es un conjunto de punto• -¿e pnieb<i. Elc:OnjiintO Dllwmo Ú puntos usados por 
defaul en JAPHYC es lo donde 

Io := {z I z =G(-1),k = l,. . .,N} 
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y N es el número de arcos analíticos en r al finol del proceso de solución; Hay razones 
para usar un conjunto más exhaustivo 11 ;) lo definido por 

- ' '. 

1, ,,,; {~ 1 ~ = (k(•.Yll;i = o, ... ,nk,k"' l, ... ,NJ 
' . . . 

donde rJ•l = ~i y rf'.Í;=~L .. ,n¡s,il~s co~untos de extremos l~ales de los poli: 
nomios de Jacobbi Pt;.;-.+í' asOciado can Wk sobre rk. Estos extrentos locales intercalan 
los puntos de coloeación y proporcionan apr¿ximnclon.,;, plausibles para los vnlores de los 
parámetros en' los cúales l\Oi(t):.:. ~k(t)l 'álc~za. su valor máximo. 

;.,'·\ 

cái~~ló d~ /. ; ' · ~ ' '~; 
::e,:,::~?; .:.-~/·'' 

El met~dó n¡,",';;t\rÍ~ ;iJib1~e~ta, i.i.. ~~Íaci~nes •teóricas delineados en las secciones 
anteriores y se usan 111S re!áclones de fórmula en la frontera. o la formulación integrol en la. 
frontera, dependiendo dé' si' (sé'.'encuéntrá' pato/ogicamente cercano a la frontera o no. 

Si z está ·ceiCa p~tofogii:áinélltC CCr~o B. un a.rc;o rt entonces se resuelve la ecuación 
, •.•• ; ;, ' ¡ ~ 

<~úi.:.i 
. "' . ' ·-. ;,:;., .. ~ ... ·_ !;:. _.· 

' ,. '- ·"" ;'- - ----"· 
para el parómct~ó .,.;mplej~ {.'i UshlÍdo'~onÚn~ación. de la. función de correspondencia en 
la. frontera ék en (*) Ueva ale: aproximació!l' · 

Así, evitam~ el cálcllJo d~,~~te~~;. ~ingul~ e;, el cálculo proceso post·c'alculo de" 

j. Si z no es~á patolol!iéllllleni~crb..:o ~ i~ÍTI>~te1~r usa.mos'l~~~seitt~i~n integral 
para. calcula.r/(z) con ···>::· '.-.~,',\:. __ :,::, ::\:·,·,: . .-;>:·· 

' > ~>·>; º' 

.'·p(~) .-.¿A.¡k.g(z :_; (i). 
. i=t ' ' 

(5.16) 

Aquí Aj son los pesos rea!e8 y (i son los puntos de cua.draiura complejas sobre . r. 
La.. regla (5.16} se construye de pánele8 .. de Gause-Legen<he y de Gauus~Ja.cohbi y cumple 
con 
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N 

q"=q:ELCk). 
k=I 

donde L(k) denota él número de páneles usados en la integración sobre rk. Los números 
{LCk>),q",{Ai};'{(¡'}son todos funciones de z pero se construyen de manera que per
manecen constantes sobre la mayor parte del dominio f!. El cálculo de las constantes de 
cuadratura se efectúa en CONFPACK con la subrutina GQPHYC, el de j(z) con DM
PHYC para el caso general en que z E f! U r. En caso de que uno desee solo trabajar con 
puntos en la frontera, se proporciona la subrutina BMPHYC, es[ecialmente para z e r. 

Factores que Afectan al Cálculo de g. 
Es bieén sabido que para ciertas regiones físicas, la transformación conforme al disco 

puede producir regiones con uno. intensa acumulación de puntos. Para tales dominios, 
aunque normalmente es posible calcular f con una precisión aceptable, es practicamente 
imposible calcular g con la misma precisión. CONFPACK proporciona una rutina de 
diagnóstico CNDPLT, uno de cuyos propósitos es medir varias cantidades que indican la 
posibilidad de calcular exitosamente la aproximación g. 

En particular CNDPLT calcula estimaciones para In condición numérica "•(u), de
termina la. mínima resolución rmin y busca. Normalmente, un bajo valor de rmin está 
acoplado con la ocurrencia de una inversión de la fronterny un alto valor de ic,(u) en estas 
circunstancias no es practicamentc sensible a tratar de construir una aproximación ag. Al 
tratar de hacerlo puede resultar en una terminación anormal de algun algoritmo relevante, 
en el mejor de los casos la aproximación g tendá localmente poca precisión. 

1) Evaluación de la Condición Numérica. 
La condición numérica para el problema de la evnluación de f y de g pueden definirse 

respectivmnente como 

ic¡(u) := sup{lf(zi)- /(Zo)l}/u 

y 
k,(u) := sup{lg(w1)- w(wo)i}/u, 

donde u .. alguna pequeña cantidad constante que se. tomaraá como la unidad de 
redondeo de la máquina. Las condiciones numéricas se pueden estimar usando laii aproxi-
maciones. · , ·~ · 

Loo resultados de 1<¡(u) y 1<1(u) miden el error ~as grande qu~ pu;,.¡~ esperarse en 
el rango de la tranfsormación relevante debido a un error en la unidiid de redondeo en el 
dominio¡ esto claramente impone limites inferiores a la preciSión Q.Ue se pUede obtener. 



76 

t) Ro•olución y Aglomeración de Punto•. . 
Si el arco fisico rt tiene una imagen calculada sobre el drculo unitario de longitud 

2h1 y el error máximo estimado en el módulo de. la trii.nsformación j, sobre "(k sea µt. 
Entonces la resolución de j sobre r1 se define como lÍi razón 

En particular, si Ja r~dllci~.~. mí~~~a 

.• --. -. -
es menor que 10, entonces la longitud ~e un arco y .el 'errorlocal en In transfromnción 
son del mismo ord~n y sería generalnlcnt~. inip·o~ibl~ éalculnf ~ón. p~ecisi~n l&:. inv~rsa en la 
vecindad de tal arco. · . ·.:. ·:> : "· :·,·. · · ·: ,·: · ;·. · .; . · 

Una medida del amontonarniento.de'puntos sobre r.;· se puede dar por el cociente 

donde •te. la long¡t~d delarcoWyi L 1i1<>rig;iudde ljo~tc~nfl:i.;; r.: uria baja 
resolución inevitab!Cíuenie se··acc)ffipaña de wia· cXCesi~O ·a.mantcimiiiiiCntO CJc.Pllntos. · 

- , • • •• '·'· !~ ; ~'.; - •• :;-:, .\. :~_·;. 

9) lnver.Í6ri deÚ Ftont~;;,, : < . . < , < , . . : , , 
Si el coeficiente principal de Jacobbi calculado·:ai:,o en·(5.6} éá negativa, entonces la 

imágen calculada de r K ·sobre el círéuio unitario tendrá su dirección invertida; es decir, 
sucede que _, · .- ··-- · ~ ., ' -· · ' · · º -- - · 

-. - -.. · .. , .'.- .· ~~-<~--:.;·:~-. ;·?'.~-.: ''._., ·_,_ .. ; 
En esta situaclón, éJ mapeo calc~ad~ sobr~ l~ frontera de la ~)ación ( 4.lB) no será 

inyectiva. Si a/.,0 es positiV.., pero 8'1 <O pÚaalguiia te [~1,1] entonces la imagen de rk 

tendrá su dirección invertida en puíitoá internos del arco, y nuevamente'el mapeo calculado 
sobre la frontera no ..;rá inycetivB'.::: En estas casos, el cáleúlo de la inversa no tendrá la 
precisión reqúerida; si Se obtiene algÍín iesúitado. ~ .~ . . 

,· .::>: :. . ·.:· .. .~ 

Aproxinlaci6ri ~ · 1~ ·.run'd6.~ de ·_c~rr.espon~encia ibvers~. 
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Para geometrías en las cuales las dificultades mencionadas no son demasiado severas, 
la aproximación a g se basa en la construcción de aproximaciones para las derivadas de las 
funciones de correspondencia de la inversa IPD .:!., . Como se sabe, esta derivadas juegan 
el mismo papel en la formulación para g que las deriva.das {llDr=, en la formulación de 
/.Se construyen aproximaciones polinomiales a trozos {Pt} a {pA,}. De esta manera, el 
tratamiento para g es formn.lmente identica al de /. 

Tal como sucede en la frontera de ll, sobre la frontera de A Pt posee singularidades 
del mismo tipo que los de g'. Por Jo tanto se usa una descom¡}o~ición 

p•(s) = 2irwk(s);n(s), 

donde Wk es una función de peso de Jacobbi dada por (5.3), con. <>k reemplazada por <>¡¡l.¡ 
e índice /Jk dnda por · - -

(5.17) 

Nótese que mientras los índices de Jacobbi piirá !~-función de correspondencia {lllJ 
se encuentra sobre el intervalo (-!,oo) los de {p.} se ubicim en (-1,!J. Entonces las 
funciones de peso de Jacobbi para la derivada de la inversa pueden ser más fuertemente 
singular. Esto es simplemente un reflejo del hecho de que las singularidades de g en 
preimagenes de vértices salientes de ll pueden ser má Severas que cualquier singularidad 
de vértice de/. Esto a su vez es la razón por la que la ev..Juación de la condición "• es 
normalmente más grande que "J. 

X k se aproxima por un polinomio ;h ..Je la forma 

Xk(s) := I:Ck,JPk,;(s), 
.··.;=o 

···,' 

donde {Pk,; }~0 son los polinomios ó'rtogonaléáde J~bbi 11.SOciado con Wk y c1J se estima 
por de los coeficientes de Fourier'JBéObbi de-xi; es decir 

> /, :_ ..... ·._ 
CkJ .,;J._I c.1.C->~~(s)pk;J(•)<fs· (5.18) 

Nucvamenete se llBan reg1..f;'d~-'cuadrat.:U.a compuesta de Gaus~-Jacobbi de q puntos 
y páne!es se usan para estimar (5.18). La necesidad de la subdivisión sobre el arco en el 
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círculo unitario aparece cuando la los coefi~ientes d~ mayor grado c1;; no son lo sulicien'. 
temcnte pequeños: La determinación de los coeficientes c1,; se efectúa en COFPACK por 
la subrutina JACANP. Note que si ocurre la inversión de frontera.mencionada entonces la 
subrutina JACANP abortará al tratar de resolver lá. ecuación { 4:42) .usando una función 
de correspondericia 'que no es" in~nó.tona.- . . . 

Cálcul~ d,~ g~· , · · . · 

El tratami.,;t~'aquí es formalLnt~id~ntiea ala ~escrit~>paraf.· Si el 'puntow es 
patologicamente Cerc~6 a ,~gún ·ax:~~ 1k~ ~~re el círculo unitario,' ~~oD~ se resuc!lve 

· cr1(~) ==w 

para el paránietro complejo {y d~ 1;. ecuación (4.42) se o.btiene la aproximación. 
Si w no está en el caso anterior, entonces se usan las expresiones (4.45) y (4.46) para 

calcular g( w) con 

,. 
Q(w) ""¿c;log(l -wfcri) (5.17) 

icJ 

Aquí, {C¡} son peSos co'mpl<;ios y {cri} son plintos de cundratúrn complejos sobre 
el círculo unitario. Como con '(5.16), la régla (5.17) se construye de páneles de Gauuas
Legendre y de Gauss- Jacóbbi. de q puntos y 

donde i.<k) denota el nwnero; d~ !J6.lie1;;. ;;'.a.d;;~~;i¡.~ la i~tcgr,,,clón sobre ."(h Los números 
{L<1l,p• ,{C;}, {pi} .On funciones de w p~ero qúe pueden construirse de tá.l manera que 
quedan constantes sobre la máyor parté del dominio·canóniéo .l!t.; El número de puntos de 
cuadratura eÍi estás réglas satisf...;e ', ··. · 

·.·•·, ··;. ;~~.·~·:~L.·· 
donde i. es el número máximo de 1J.ine1~,;'defuiid~s como én (5.11). El cálculo de esta5 con
stantes de cuadratura se efe~túan én CONFPACK por lá súbrutina GQCANP. El cálculo 
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de ii(w) se efectúa por Ja subrutina DMCANP en el~ gcnral. Si uno desea transfrom;.,, 
solamente puntos sobre la frontera; una iiubrutiná especial BMCANP se proporciona. para 
el caso lwl = l. . . . . . . . . 

En el siguient~ capltliÍo ,;;, pr~porciona.n los resitlt~.;,; que se obtienen al aplicar estas 
consideraciones en algun&s regiones; . 



Capítulo 6. 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES .. 

En este capítulo se presentan !Ós result.árlos que se obtienen mediante el· uso .de las 
subrutinas del paquete CONFPACK (7]. . 

' :;- .t • ·' ·: .·• ·, \, > 

La frontera de In regi6n y su deriviWa; ~e tiene qué porp?~Cionar en ·c6dig~ fortran y 
puede generarse mediante el pmgrama paT)IÓn proporcionadÓ "ciúonfpác)¡'. ·,En ·este pro
grama basta con indicar el nombre del archivo en donde· se gúardará la curva frontera en 
forma parametrizada, así como· el número de arcos de que consta:: .. · .. - . . 

Los arcos pucd~n ser de cuatro tipos: , } :':. ,_I. 

1 . Segmento rectilíneo. 
2 • Segmciito de arco circulnr. 
3 . Expresi6n aritmética compleja y deriviida; ·-·: , _ , _ . 
4 • Expresi6n nritméticn en coordenadas polares y'dcrivndn. 

Mallas Circulares. . .. , ·< ., _ . 
l. Ln priméra región que se estudia está formada por'dnco arcos cuya parametrización · 

en el plano complejo está dada po~ · '· · " · · · 

-ir.$ t.$ ir/2, 
ir/2 $ t $ ... 
-2 $t.$ :..1, 

"' $ t $ 31'/2, 
·3.-¡2:::;t::;2.-. 

En esta región se genera unn mSln~ir:~;,.;co~o .e'~~estrn:co~¡inuáción en In 
figura BO, en donde se escoge_ como imng~n de! origen en. el pió.no z, el origen en el plano 
w. 
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Figura 20. 
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2. Ln siguiente región, que se presenta en In figura 21 1 tiene como frontera wia curva 
que consta de ocho segmentos en donde In sección curvn en el primer cuadrante estó. dad.a 
cu roordcnndas polares como: p(B) = 2.0(J.0- 8/7r), OS 8 S 7r/2 . 

. Figurn21. 
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Mallas Rectangulares. 
A continuación se presentan mallas rectangulares en las mismos regio11 1 hi.s-cunlcs 

se construyen detcrminnndo primero la transformación de Ja rcgi~n al ~írculo unitario 
mediante confpack y después con .scpack se pasa del círculo unitario a un rcctá.Dgulo, en 
donde se genera una malla con segmentos paralelos a los ejes, y mediante la Composición 
de las funciones inversas correspondientes, se calcula la malla en la región deseada. 

Figura22. 
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Figura 23. 

En este capítulo la generación de In mallo. se efectúa mediante Un pr~grama escrito en 
shell para el sistema operativo UNIX, el cuol genera primero el código correspondiente a -
In frontera y su derivada. 

El siguiente paso consiste en checar que la definición de la frontera ·~( i"a derivada 
sean consistentes, aproximando la derivada por diferencia finita con la evaluación dircctS:1 

además de que se verifica que los vértices coincidan. · · · · 

Como siguiente paso se determinan los nodos y los pesos para la evaluación· de las 
integrales tonto para evaluar la función como su im•crsa. 

A continuación se determina la malla circular si el usuario así lo requiere y ~i no, ·se 
calcula la transformación del círculo unitario al rectángulo usando el paquete SCPACK . 

. ,. .. 
Fi~almente sé .~cul8.n todos los puntos para generar la malla y se guard~ ~o8: r~~~ 

tados en un al-chivo que después se pueden visualizar m~ante cuajqu~!!r p~~~-~~- gr~Co. 

En las siguient~ páginas se proporciona un listado del programa qué controla ÍantO 
los do.tos de _entrada como las subrutinas requeridas en l~ cálculos~ . 



PROGRl\M HALLA 
e IHPLICIT COMPtEX ce, w, Z) 

COHPLEX ZGRID, CGRIO, WGRID 

e 

DIMENSION QllO!IK (140), ZGRID (0:20, O :20), CGRID(0:20; 0:20), 
+llGRID(0:20, 0:20) 

INTEGER NVERTS,IER,NQl?TS,HNEQN,MNJXS,t-rJ;UPH,HNCOF,MNSOA,CHNl, 
+MNSUC, MQOCA, CBNL; IBREAX (4), NQ, RLIN, VLIN,KN, II, JJ, Il, 121 L 

COMPLEX PARFUN, C2, ZERO, WSC, ZSC, PH, CA, VIG 
CBARAC'l'ER OFL* lo I JBNM* 4 
LOGICAL INTER 

C PROGRAMA PARA CALCULAR UNA MALLA RECTANGULAR EN UNA REGION DE 
e JORDAN USANDO confpk PARA DETERMINAR LA TRANSFORMACION D& LA .. 
C R&GION AL CIRCULO UNITARIO Y ocpack PARA LA TRANSFORHACION D&L 
C RECTANGULO AL CIRCULO. 
e 

e 

e 

e 

e 

e 

PARAMET&R (CHNZ.-20, CHNl•2l, NQPTS•S, NQ-3, 
+MNCOF•SOO,MNSUA•l50,MNSUC•200,MNEQN•SOO,MNJXS•SO, 
+MQUCA•3DOO, MQUPB•3000) 

INTEGER 
+IGEOM(MNSUA+41, 
+ISNPB (3•MNSUA+6), 
+lOUPB (2•MNSUA+4), 
+ISNCA(4*MNSUC+6), 
+lQUCA (2•MNSUC+4) 

REAL 
+RGEOM(3'MNSUA+2), 
+RSNPH (2*MNEQN+MNSUA+3•MNJXS+6*MNJXS*NOPTS), 
+RQUPB (3•!1QUPB+l), . 
+P.SNCA (2*MNSUC+4 *MNJXS+6*MNJXS*NQPTS+2) ~ 
+llETAM(4), B 

COMPLEX VERT5(4), VIl!AG5(4),VRE:CT(4) ,CENTR,PAllFUN,WC, 
+ZOUPH (MQUPB+l), WW, ZZ, WN, ZN .. 
+ZSNCA(2•MNCOF+l), 
+ZQUCA(2'MOUCA+l) 

EXTERNAL DHPflYC, DMCANP, INPTGH, INPTPH, INPTPQ, INPTCA, 
+INPTCQ, PARFUN, WSC, QlNn' 

e OPEN(CBNl,FILE•' resultado:s.dat') 
DATA ZERO I (0., 0,) / 

CALL INPTGM (lG&OM, RGEOM, CENTR, INTER, CBNL) 
CALL INPTPR (ISNPH, RSNPR, CHNL) 
CALL INPTPQ (IQUPH, RQUPB, ZQUPB, CBNL) 
CALL INPTCA (lSNCA, RSNCA, ZSNCA, CBNL) 
CALL INPTCO CIQUCA, ZQUCA, CHNL) 

e••••••••• ................ *••••••••••••••••••••••••••** 

e 

OPEN (CBNL, FILE•' jbnm' ) 
READ(CBNL,' (M)') JllNM 
CLOSE (CBNL) 
L•INDEX (JBNM,' ' )-1 
IF(L.EQ.-l) L•4 
OFL-JllNM(l :1) //' lc.clat' 
OPEN (Cl!Nl, FIL&-OFL) 

C SELECCION DE LOS VERTICES: 
e 

e 

llRITE (*, •) 'CUALES VERTICES USARAS PARA GENERAR LA MALLI\ ?' 
REAI>(•,•) (IBREAK{I),I•l,4) 

C CALCULO DE LOS VERTICES: 
e 

00 10 l•l,4 



VERTS (I) •PARFUN (!BREAK (I), (-lE+O; OE+O)) 
e write(•,•) 'verticee•',verts(i) 

10 CONTINUE · 
c .· ·. 
C CALCULO DE LAS :tMl\GEITT:S DE.LOS VERTICES: c . . 

NVERTS•4 :. ·: · · ·: 
CALL DMPBYC (NVERTS, VERTS, VIMl\GS, INTER; CENTR, IGEOM,RGEOM, 

+ISNPH,RSNPB, IQUPH, RQUPH, ZQUPH, WAN'l'M, IER) 

~ DO ·:Í~~~~*);:I~9ene~;;.;-;:.t~~~(k\ . .' 
e 2 O CONTINUE . . ' ·" . 
c . . . . . .·· · .. ·· ·. ..··. • .. 
c A PARTIR DE ESTA SECCION SE USA scpack. PARA. CALCULAR 
C TRANSFORMACION DEL CIRCULO UNITARIO AL.RECTANGULO 
C (0,i), (O,O), (h,0) y (h,1) . . 
c 

c 

C2•(1.,0.) 
00 30 J•l, 4 

BETAM(J)•-0.5 
30 CONTINUE 

CALL QINIT(NVERTS,BETAM,NQ, Ql'IORl<I 
DO 40 KK•l, 4 

VIG•VIMAGS (KK) 
VRECT (KI<) •WSC (VIG, KK, ZERO, ZERO, O,NVERTS, C2; 

+VIMAGS, BETAM, NQ, QWORK) 
40 CONTINUE 

C CALCULO DE LOS VERTICES DEL RECTANGULO 
e 

C2•(0.,1.)/ (VRECT(l)-VRECT(2)) 
"1C•-C2 •VRECT (2) 
DO 50 KI•l, 4 

VRECT(KI) • C2•VRECT(KI)+"1C:. 
e write(*, *) 'Vertices del rectangulo•' ,· VRE:CT(KI) 

5 O CONTINUE . 
H•AllS (VRECT(3)-VRECT(2)) 

~ LECTURA DE NUMERO DE LINEAS ~ORIZON~~LES :~ \;ÉRTICALES: 
e 

WRI'l'E e•,•>' DAME NUMERO ~E_'.-~~~~· ri~RI~o~AÜ:s-· y VERTICALES' 

c 
READ(*,*) HLI~1 VL~N . - . - . 

C GENERACION DE LA MALLA EN EL RECTANGULO Y CALCULO DE LOS PUNTOS 
C CORRESPONDIENTES EN EL CIRCULO UNITARIO. 
c 

DO 70 J•O, VLIN+l 
Il•O . 
I2•HLIN+l 
IF(J.EQ.0.0R.J.EQ.VLIN+l) Il•l 

· IF(J.EQ.O.OR.J.EQ.VLIN+l) I2•HLIN 
DO 60 I•Il, I2 . . 

llW-cMl'LX( (I•H) /FLOAT(VLIN+l) ,FLOAT(J) /FLOAT(HLIN+l)) 
e write(*,*)ww,i,j · · · 

ZGRID (I, J) •llW 
CALL NEARll (WW, ZN, llN, KN, NVERTS, VIMAGS; WC, VRECT, BETAM) 

e write (*, *)V.RECT (kn), VIMAGS (kn), kn 
IER•O 
IGUESS • 1 . .. 
IF(I.EQ.Il) IGUESS • o· .·. 

ZZ•ZSC (WW, IGUESS, zz, ZN, WN,KN, l .E-'4~'IEI\, NVERTS,.é2, 
+ VIMAGS, llC, VRECT ,BETAM, NQ; QWORK). . 

CGRID(I,J) • ZZ 
60 CONTINUE 
70 CONTINUE 

e 



C ASIGNACION DE LOS VALORES EN LOS VERTICES: 
c 

c 

ZGRID (O, 0) •ZERO 
ZGRID (HLIN+l, O)•CMPLX (8, O,) 
ZGRID (0, VLIN+l)•CMPLX (O., l ,) 
ZGRID (HLIN+l, VLIN+l) •CMPLX(B, 1.) 
CGRID (O, 0)•VIMAGS(2) 
CGRID (HLIN+l, O)•VIMAGS (3) 
CGRID (0, VLIN+l)•VIMAGS (1) 
CGRID (HLIN+l, VLIN+l) -VIMAGS ( 4) 

C CALCULO DE LOS PUNTOS CORRESPONDIENTES EN LA REGION FISICA: 
c 
c 

DO 90 JJ•O, VLIN+l 
IA•O 
IB-BLIN+l ' 
IF (JJ.EQ,0.0R.JJ ,EQ. VLIN+l) IA•l 
IF (JJ ,EQ.0 .OR.JJ .EQ. VLIN+l) IB•BLIN 
DO 80 II•IA, IB 

CA•CGRID (II, JJ) 
CALL DMCJ\NP (1, PB, CA, INTER, CENTR, IGEOM," RGEOH, ISNCA, 

+RSNCA, ZSNCA, IQUCI\, ZQUCA, • TRUE., IER) 
WGRID (II, JJ) - PB 

e write(*,*)ph,ii,jj 
80 CONTINUE 

90 CONTINUE 
c 
C VALORES CONOCIDOS: 
e 

e 

WGRID(O, O)•VERTS(2) 
WGRID (BLIN+l, 0) •VERTS (3) 
WGRID (BLIN+l, VLIN+l)-VERTS (4) 
WGRID (0, VLIN+l)•VERTS (1) 

C ESCRITURA DE LOS DATOS: 
c 

WRITE(21,' (2(2X,I2),F8.4)') BLIN,VLIN,B 
WRITE (21, *)' f LINEAS HORIZONTALES' 
DO 92 JJ•l,BLIN 

DO 94 II•O, VLIN+l 
e write(*,*) zqrid(ii,jj),wqrid(ii,jj) 

WRITE (21.' (4 (2x, FB. 4))') ZGRID (II, JJ), WGRID (II, JJ) 
94 CONTINUE 

WRITE(21, *)' f' 
92 CONTINUE 

WRITE (21, "')' ILINEAS VERTICALES' 
DO 110 RK-1, VLIN 

DO 100 MM•O, BLIN+l 
e write(*, *) zgrid(kk,nm),wgrid(kk,nmt) 

WRITE(21,' (H2x,F8.4))') ZGRID(RK,HH),WGRID(RK,MM) 
100 CONTINUE 

WRITE (21, *)' f' 
110 CONTINUE 

CLOSE(21) 
STOP 
END 



11 /bin/sh 
t@(flmapeo.sh 
MAKE-make 
• '' '' f'' 1t.ftti''111' '' '', 'f f f •• ,. 1111, 111111 f f t lf f' u.'' 1111fl,,"1., 
f LECTURA DE DATOS: '''',t •• 1. f f f.' t.,'' t' '' f 1f1u11. ti ti 1f',.111ff.1111111111 f f' "' f f f .. 1 
trap"rm*.trace;exit"12 _., .' · · 
echo •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••-••••••••••••••••••" 
echo -n "YA TIENES EL ARCHIVO DE LA FRON'l'El\A [s/n] ? " 
read ya no · 

if-( "$ya_no" • s -o "$ya_no" • s ,J 
then 
echo -n "Como se llama (sin extens1on);? _" 
read nom archive · ·' · 

else -
echo "••••••••***•••••••*•••••••••••••*••••••••••••••••••••••••••••••" 
echo • GENERACION DEL CODIGO Ji'ORTAAN ~ARA, Ll\;FRONTERA: 

echo ·~~~~~~~~~~~~~~~~~-,-,..-~~~~~~~~ 
par9en 
echo "CHECA TUS DATOS" 
echo"" 
echo -n "Nombre del archivo frontera:_,.·_:, 
cat pgenin 
echo "" 
echo -n "RIGHT ? (y In] " 

read yes_n~f l "$yes_no~ •: n -o :n.sy~S~nO• · 
then ·:_\:··;·. ':.-; .:·.:, ::· .. ·.:. '.-: 

!~h~:~~~r~~-~ }~:~-:--:~i:ro~ee" :." 
cat .. pgenii'l f pargen 

echo -n "c~!1. es -el ;~~~~-o::J~~':'~~~~¡z~· fi-ontera (sin extension) ? " 
read nom archivo-·~-· 

fi - ' 
if r· ! ··~r.· $rloln.)rch1vo.·f :1. 

th~~cho :~El··i-~;~~~ivb:_~ri~~:,~~i~~,~~·~::·-:. __ 
echo· !'Teclea·. otra·. vez·-e1· nombre" 

'fi _:read·-~n-~~~r~hivo~.~·= ·: ;·"~-> · · 
:~~~ :· ;;;~·~; ·~~;;;-~¿;~;·.:--::. :·-·· ............. * ••••••••••••••••• *" 
echo " · 

: COMPILACION D~L PROGRAMA' zii:', i:.A ~~NTEllA . ' ' 

curva•$nom_arcbi vo. f 
export curva . -. 

$MAKE frontera 
if [ $? ¡.,o l 

!~~~ ~Ei ·"programa ;$~o~~archivo.-~ tiene un error" 
exit 

fi' 

. ·- ' 

$MAKE _ che'cad.or-.-.~~;.~_; 
if [ $? ,_ o,¡ 

then ··· 
echo "ERROR DE. COMl?ILACION EN che"eador. f 
exit ' ~ -

fi 
echo "***••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••*•••••••••*••" 
echo " CHECANDO LA FRONTERA • • • " . 



echo • 
checad~o~r~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

t . . 
t COMPILACION y GENERACION DEL ARCHIVO ~ jobin' 
t . 

$MARE qen jobin 
if [ $? I• O l 
then , 

fi 

echo "ERROR DE COMPILACION EN gen_jobin;f 
exit 

COMPILACION DE.JACOBBil.F 

$MA!<E jacobbil 
if ( $? !:- o l 

then 
=~~~ "ERROR DE COMPILACION PARA jacobbil. f 

fi 

COMPILACION DE QUADl.F 

$MAJ<E quadl 
if [ $? I• O l 

then 
echo "ERROR DE COMPILAC.ION PARA quadl. f 
exit 

fi 

COMPILACION DE CONDICION.F. 

$~ICE ~On~i·~·i~~ 
if [ $? I• O l 

. !~~~ "~~6~~ ~~·: ~6~tLA~Iri~··.·1'ARA· condicion. f 
exit 

fi 

$MAl<E jacobbi2 
if [ $? .. ¡.· o l 
· then 

echo "ERROR. DE. COMPILACION. PARA jacobb12. f. 
,exit 

fi 

COMPILAcioN DE ~u~2 ~ F 

$MAKÉ quad2 . 
if [ $?.:!•;O J 

then 
echo ~ERROR DE COMPILACION PARA quad2. f 
exit.· 

fi 
t : . . . . 
t COMPILACION DE CU!!NIVEL.F.: 
f 

$MAKE .curnivel---·-c · 
tt·r $? !• a·i:· 

then - · 

fi 

echo> "ERROR DE COMPILACION . .PARA curnivel.f 
exit 



COMPILACION DE malla. f 

$MAKE malla 

f 

if l $? I• O l 
then 

fi 

echo "ERROR DE COMPILACION EN malla. t• 
exit 

echo "•• * • • ••• • * •• • ••• • •• •• • • * •• ••• • • * • • * * ** * * ** * • •••• * • ** • *** ••• **" 
echo • ETAPA DE GENERACION DEL MALLADO 

echo "---~---------------------~ gen_jobin 
jacobbil 
c¡uadl 
condicion 
jacobbi2 
c¡uad2 

genera(} { 
echo "• • •• • ••• • • * ** •• • • •• •••• • • • ••• ••• _.. •••. •• • •• * • * * ·~~ * • ~ * •• ·~ * • ** •• • •" 
echo -n "QUIERES UNA MALLA circular o reCtangular·: {c/rJ ?'" · 
read circ rec · · '·· · · 
echo " -

-i"'"f,,......,l,.-,,"""$c-i'°'r-c-r-ec-.•=-.-.-c-l.,.------------------
then -
curnivel 
echo "• •• • • • •• • •• • '*: • ••.·~·· ~·· • •. • * ··~•.•.~.:• ~ • •.~·· • ~ *'*.~ • • • •_• * •• •" 
echo -n "Los resultlldos::.se guardaron: en .. · $nOm a'rchivO• 
echo "le" :'·:' °'-

els:cho "-------'------'------------
malla 
echo e "~.· •••• _. ·.• •• ·~-··· ••• _. ••• ·~···· ~:.· ••••• ***-~· ~ ..... *.* ••••• *" 
echo· -n "t'oS_. resU1tados" se· ;JUarc!arori'·-eri ~ $nom arCh1vo" 
echo "lc.dat" ., -
echo-.. " ' 

fi . ·.. . ' · .. ' . 
echo -n "QUIERES GENERAR, OTRA ~LLA 
read otra · 
) 
genera 

exit 

if ( "$0.tra" • s ] 
then 
genera 

fi 
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