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PREFACIO

En Ciencia e Ingenieŕıa, hay problemas donde queremos saber los efectos de un fenómeno
a partir de sus causas. Para reproducir los efectos observados, usamos un modelo que
describa el fenómeno. De ese modo, podemos pensar que se lleva a cabo un proceso en el
que suministramos datos para obtener una respuesta.

Otros problemas que se presentan consisten en determinar las causas del fenómeno a
partir de sus efectos. Estos son problemas inversos en relación a los primeros. Esta vez
conocemos tanto el proceso como su respuesta, pero desconocemos que entrada debe recibir
el proceso.

Es frecuente que pequeñas perturbaciones en los datos observados o en el sistema ocasio-
nen cambios abruptos en la solución del problema inverso. Cuando esto pasa, decimos que
el problema está mal planteado. Esta situación ocurre en el procesamiento de imágenes
[81], tomograf́ıa [64], visión artificial [83], espectroscoṕıa, etc. Por ejemplo si la imagen
tomada por una cámara está desenfocada y tiene ruido blanco, cuando intentamos recu-
perar la versión ideal, la que obtenemos puede tener más degradaciones. Por lo que es
importante detectar cuando un problema está mal planteado y cómo se debe proceder.

En el presente trabajo estamos interesados en hacer un estudio de los problemas lineales
discretos mal planteados que nos permita dar las herramientas necesarias para analizarlos
y saber que métodos podemos usar para resolverlos. Aśı mismo deseamos resaltar sus
aplicaciones en la restauración de imágenes digitales.

Con conocimiento previo de la descomposición en valores singulares, el autor deseaba
conocer cómo y dónde se puede usar esta herramienta del Álgebra Lineal. Esta tesis cubre
esa inquietud y proporciona un panoroma más amplio de sus aplicaciones. El estudio que
realizamos está intimamente relacionado con esta factorización matricial.

En el primer caṕıtulo explicamos la teoŕıa subyacente a los problemas lineales inver-
sos mal planteados. Introducimos los conceptos básicos e ideas, y examinamos distintos
ejemplos como la deconvolución, la transformada inversa de Laplace, entre otros. Damos
una formulación matemática del problema a partir de un modelo dado por una ecuación
integral de Fredholm de primera clase.

En el segundo caṕıtulo, discretizamos la ecuación integral de Fredholm. Esto nos conduce
a un problema lineal de cuadrados mı́nimos que está muy mal condicionado. Por eso
los errores de redondeo, truncamiento, aśı como el ruido en las observaciones, afectan
drásticamente las soluciones calculadas. Estos son problemas discretos mal planteados.
Para analizar su condicionamiento usamos la descomposición en valores singulares.

En lugar de resolver directamente un problema mal planteado, tratamos de obtener so-
luciones aproximadas de una familia de problemas bien planteados cuya discretización sea
mejor condicionada. Esta es la idea de los métodos de regularización. Las tareas principales
son calcular la solución aproximada y elegir el valor del parámetro que determina el pro-
blema escogido de la familia. En el tercer caṕıtulo examinamos estos métodos y los usamos
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en ciertos problemas mal planteados. Hacemos comparaciones y vemos sus aplicaciones,
después vemos los criterios establecidos para elegir el parámetro.

Finalmente, en el caṕıtulo cuatro, entramos en el procesamiento de imágenes digitales.
Veremos algunas ideas y conceptos básicos de esa área. Los problemas que presentamos son
de gran escala. Debemos calcular decenas de miles de valores para generar una imagen.
Abordamos dos: Deblurring [55] y Super-resolución [95]. En éstos nos dan una o más
imágenes difuminadas y debemos obtener otra con menos degradación. Damos los modelos
de observación y su discretización. En el caso del deblurring, remarcamos el papel que
desempeña la convolución. Examinamos la estructura de ambos problemas, y explicamos
cómo resolverlos. Nos interesa aplicar de manera eficiente los métodos de regularización
para recuperar imágenes.

En la elaboración de este proyecto nos fueron de utilidad las referencias del Dr. Hum-
berto Madrid y la presentación de la Dra. Ángela León Maćıas sobre procesamiento de
imágenes. Para nuestros experimentos ocupamos la rutina dgqt de Moré [84], las biblio-
tecas REGUTOOLS [50] de Hansen y HN0 [55] de Hansen, Nagy y O’Leary. Para los ejemplos
creamos rutinas en MATLAB que pueden consultarse en la página web

https://sites.google.com/site/vanmctwp/tesis_maestria.
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3.5. Elección del Parámetro de Regularización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
3.5.1. Principio de Discrepancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.5.2. Criterio de la L-Curva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
3.5.3. Validación Cruzada Generalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4. Problemas de Gran Escala en Restauración de Imágenes 133
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4.1.2. Digitalización de Imágenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
4.1.3. Modelo Discreto para Difuminación . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
4.1.4. Condiciones de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
4.1.5. Reducción del Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
4.1.6. Regularización en el Problema de Deblurring . . . . . . . . . . . . . 169

4.2. Super-resolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
4.2.1. El modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
4.2.2. Discretización del modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
4.2.3. Método para resolver el problema de la SR . . . . . . . . . . . . . . 185
4.2.4. Regularización en SR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

Conclusiones 197

Apéndice 199

Bibliograf́ıa 209

viii



INTRODUCCIÓN A PROBLEMAS MAL PLANTEADOS

CAPÍTULO 1

El estudio de los problemas mal plantea-
dos comienza en el siglo XX. En 1902, el
matemático francés Jacques Hadamard in-
trodujó el término de problema bien plan-
teado en su art́ıculo Sur les problèmes aux
dérivées partielles et leur signification phy-
sique [44], [78]. Para él, un problema está
bien planteado si su solución existe y está
uńıvocamente determinada. Posteriormen-
te, mostró que el problema de Cauchy para
la ecuación de Laplace no cumple con esto.
Luego, R. Courant y D. Hilbert introducen
el requerimiento de que la solución depen-
da continuamente de los datos para que el
problema esté bien planteado.

Figura 1.1: Jacques Salomon
Hadamard (1865-1963)

La teoŕıa de problemas inversos mal planteados se ha ido desarrollando en las décadas
pasadas conforme la comunidad cient́ıfica se ha percatado de su importancia en las apli-
caciones. En la actualidad, éstos tienen un carácter mutidisciplinario [121]. Los avances
en el cómputo cient́ıfico han contribuido a su estudio.

En este caṕıtulo presentamos ejemplos que dan lugar a problemas lineales mal planteados
e introducimos los conceptos básicos. Comenzamos por examinar situaciones donde la
relación causa-efecto juega un papel importante.

1.1. Problemas Directos e Inversos

Nos interesan situaciones donde tenemos el modelo matemático de un fenómeno con-
creto. En estos problemas tenemos dos conjuntos V y W , y un operador T : V ÑW . Las
causas del fenómeno están representadas por funciones f P V , mientras que los efectos
observados son funciones g PW . La relación de causalidad está dada por T pfq “ g.

Consideramos dos tipos. En el primero, dadas las causas del fenómeno, queremos saber
cómo generar los efectos observados.

R Problema Directo. Dada f P V y el operador T : V ÑW , obtener g “ T pfq.

Tf ?Causa Efecto

1



2 1.1. Problemas Directos e Inversos

El otro es conocer las causas del fenómeno a partir de sus efectos observados.

R Problema Inverso. Dada g P W y el operador T : V Ñ W , hallar f P V tal que
T pfq “ g.

T´1? gCausa Efecto

En álgebra, estad́ıstica, mecánica y en otras áreas de Matemáticas y F́ısica aparecen
problemas directos e inversos. En los ejemplos que se presentan, se plantea tanto el directo
como el inverso. Ambos usan un modelo continuo y examinamos la sensibilidad de la
solución respecto a pequeñas perturbaciones en los datos. Cuando se dispone solamente
de algunas observaciones, trabajamos con un modelo discreto. En ese caso, se desea obtener
valores aproximados de la solución.

Ejemplo 1.1 (Diferenciación e integración). Consideramos un ejemplo sencillo y
muy sensible a perturbaciones. En la diferenciación, dada una función f : r´2, 2s Ñ R
continuamente diferenciable, aplicamos el operador

D0 : C1r´2, 2s Ñ C1r´2, 2s
f ÞÑ f 1

para hallar su derivada. En la Figura 1.2 se muestra como D0 transforma la función seno
en coseno.

Figura 1.2: El operador D0 realiza la diferenciación

v Sensibilidad de su solución. La diferenciación tiene la siguiente caracteŕıstica: la
derivada de una función cambia drásticamente con pequeñas perturbaciones en la función.
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Veamos esto con la función cuadrática

fpxq “ x2
` 1.

Si le agregamos una oscilación pequeña

rpxq “ sinp50xq{
?

50,

entonces f y f ` r están a una distancia pequeña

}pf ` rq ´ f}8 “ 1{
?

50

como se muestra en la Figura 1.3, mientras que las derivadas de f y f ` r están a una
distancia considerable

}pf ` rq1 ´ f 1}8 “
?

50

En la Figura 1.4 vemos que los valores de la derivada de f ` r se alejan de los respectivos
valores de f 1.

Figura 1.3: fpxq “ x2` 1 y su perturbación
pf ` rqpxq “ x2 ` 1` sinp50xq{

?
50

Figura 1.4: f 1pxq “ 2x y la perturbación
pf ` rq1pxq “ 2x`

?
50 cosp50xq

v Problema inverso. Ahora, dada una función q : r1,8q Ñ R, queremos hallar su
antiderivada, es decir, una función f : r1,8q Ñ R tal que q “ f 1.

Consideremos el Operador

D : C1r1,8q Ñ C1r1,8q
f ÞÑ f 1



4 1.1. Problemas Directos e Inversos

La antiderivada de q es la función f que resuelve la ecuación

Dpfq “ q.

El inconveniente es que una sola función tiene una infinidad de antiderivadas, debido a
que la derivada de una constante es cero. Luego, la Ecuación Dpfq “ q tiene infinidad de
soluciones.

Supóngamos que conocemos fp1q. Entonces por el Teorema fundamental del Cálculo,
tenemos que una antiderivada de q está dada por

fpxq “ fp1q `

ż x

1

qptqdt, a ď x ď b.

Esto da lugar al operador I : C1r1,8q Ñ C1r1,8q que transforma la función q en su
antiderivada. Este operador realiza un proceso de integración para hallar la antiderivada
de q. En particular, I transforma qptq “ 1{t en el logaritmo natural. Véase Figura 1.5.

I

D

Figura 1.5: El operador D realiza la diferenciación del logaritmo natural, mientras que la
transformación I realiza la integración de qptq “ 1{t.

La integración nos ofrece como solución f “ Ipqq. En este sentido, a partir del Teorema
fundamental del Cálculo podemos concluir que los procesos de diferenciación e integración
son inversos uno del otro, más aún, la integración es un proceso de suavizamiento, ya que
transforma funciones continuas en funciones diferenciables.

La solución del problema inverso dado por la ecuación T rf s “ g puede no existir o no
ser única. En general, la existencia y unicidad de su solución tiene que ver con que el
operador T sea sobreyectivo o inyectivo.
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Observaciones 1.1:

+ En algunos casos, los elementos del conjunto W no están en la imagen del conjunto V
bajo el operador T , es decir, g R T pVq. En ese caso, el problema inverso no tiene solución.

+ Si hay más de una solución en el conjunto V , el operador T no es inyectivo. Cuando
T es inyectivo en S Ĺ V , la restricción T |S es invertible y hay una única solución en S.

1.1.1. El problema Inverso de la Convolución

Frecuentemente, los datos suministrados tienen errores. Por lo que un aspecto a con-
siderar es cómo cambia la solución obtenida respecto a pequeños perturbaciones en los
datos. Esto ocurre en áreas como en el procesamiento de señales.

Cuando una señal continua f presenta varios picos al estar contaminada por ruido,
nos interesa tener una versión más suave de la misma. Para suavizarla, ocupamos otra
señal conocida k que tenga mejores propiedades de suavidad, por ejemplo una función
exponencial. Mediante una operación ˚ realizamos un proceso de integración entre la señal
original f y la auxiliar k que nos regresa una tercer señal g “ f ˚ k más suave que la
original. Esta operación se conoce como convolución.

Algunos de los modelos de ingenieŕıa electrónica y espectroscoṕıa pueden representarse
mediante la convolución. Aśı que en esas áreas, tenemos que tratar con el problema inverso
de la convolución, llamado deconvolución. Por lo que nos parece interesante abordar este
problema inverso. En el siguiente ejemplo examinamos la sensiblilidad de la deconvolución
para señales [123], [102].

Ejemplo 1.2 (Deconvolución [53]).Suavizamos la función f : r0, 1s Ñ R dada por

fptq “

#

1, si 1
3
ď t ď 2

3
,

0, en otro caso,

Una manera de hacerlo es mediante la convolución con la función gaussiana

kptq “
1

0.1
?

2π
exp

ˆ

´
t2

0.02

˙

, ´1 ď t ď 1,

La convolución de f con k está dada por

pf ˚ kqpsq “

ż 1

0

kps´ tqfptqdt, 0 ď s ď 1.
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−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

t

k( t )

función gfunción f

˚

Figura 1.6: Convolución g “ k ˚ f

Ls convolución nos produce una nueva función g : r0, 1s Ñ R dada por gpsq “ pf ˚ kqpsq.
Cada valor de g es el área debajo de la gráfica del producto de f con el reflejo desplazado
de k respecto al eje vertical [53]. Por lo que el problema es:

Dadas las funciones f y k, obtener g “ f ˚ k.

Puesto que el producto de funciones integrables en r0, 1s es una función integrable sobre
ese intervalo, tenemos que la convolución f ˚ k da lugar al operador

T : L1r0, 1s Ñ L1r0, 1s
f ÞÑ f ˚ k

Aśı que buscamos g P L1r0, 1s tal que g “ T pfq. En la Figura 1.6 mostramos la gráfica de
la función g dada por la convolución de la función caracteŕıstica f con la gaussiana k.

Tomemos la partición uniforme de 21 puntos del intervalo r0, 1s. Obtenemos 20 subin-
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tervalos Ij con puntos medios mj:

Ij “

„

j ´ 1

20
,
j

20



y mj “
2j ´ 1

40
, j “ 1, . . . , 20

Además de la gaussiana k, supóngamos que solamente conocemos los valores de la función
f en los puntos mi. Queremos calcular los valores gi de la función g dada por g “ f ˚ k en
los puntos mi para i “ 1, . . . , 20. Este es el problema discreto de la convolución.

El integrando en la convolución f ˚ k depende de las variables t y s. De éstas, solo t es
variable de integración. Lo que hacemos es darle los valores mi a la variable s. Con esto
obtenemos 20 ecuaciones:

g1 “

ż 1

0

kpm1 ´ tqfptqdt,

...

g20 “

ż 1

0

kpm20 ´ tqfptqdt.

Aproximamos el valor de las integrales por una suma ponderada de evaluaciones del inte-
grando. En nuestro caso, empleamos la regla compuesta del punto medio. Por lo que los
nodos en el intervalo r0, 1s son los puntos mj y todos los pesos son iguales a 1{20. Aśı que

ż 1

0

kpmi ´ tqfpmiqdt «
20
ÿ

j“1

1

20
kpmi ´mjqfpmjq, i “ 1, . . . , 20.

De este modo, con las evaluaciones de la función k en las diferencias mi ´mj y las de la
función f en los puntos mj, formamos el sistema de ecuaciones lineales

1

20

»

—

–

kpm1 ´m1q ¨ ¨ ¨ kpm1 ´m20q

...
...

kpm20 ´m1q ¨ ¨ ¨ kpm20 ´m20q

fi

ffi

fl

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

A

»

—

–

fpm1q

...
fpm20q

fi

ffi

fl

loooomoooon

x

“

»

—

–

g1

...
g20

fi

ffi

fl

loomoon

b

La matriz A de 20 ˆ 20 es simétrica porque la gaussiana k es una función par. El vector
x tiene los valores de f en los puntos mj. Con la multiplicación de A por x, obtenemos el
vector b con 20 observaciones de g. Aśı, obtenemos los valores de la convolución.

v Problema inverso. Ya vimos como podemos suavizar una función dada mediante la
convolución con una gaussiana. Ahora, dadas las observaciones de una función suave g,
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estamos interesados en recuperar la función f que hemos suavizado. Para ello, supóngamos
que la función suave se obtiene a partir de la convolución de la gaussiana k con la función
que buscamos. Esto da lugar a la deconvolución:

Dadas de las funciones g y k, hallar la función f tal que f ˚ k “ g.

Supongamos que solamente conocemos las observaciones gi de la función g en los puntos
mi para i “ 1, . . . , 20. Queremos recuperar los valores de f en esos puntos a partir de la
convolución f ˚ k “ g. Esta es la deconvolución discreta.

Sabemos que podemos obtener un vector con los valores de la convolución f ˚ k por
medio del producto matriz-vector b “ Ax. Ahora conocemos los valores gi y resolvemos
la ecuación Ax “ b para hallar el vector x con xj “ fpmjq para j “ 1, . . . , 20.

En [96], Pasupathy y Damodar prueban que, salvo el factor 1{p2
?

2πq, la matriz A se
factoriza como

A “ LLT ,

donde L es una matriz triangular inferior 20ˆ 20 dada por

li`1,1 “ αi
2
, i “ 0, . . . , 19,

li`1,j`1 “
αpi´jq

2

p1´ α2iq ¨ ¨ ¨ p1´ a2pi´j`1qq
a

p1´ α2q ¨ ¨ ¨ p1´ α2jq
j “ 0, . . . , i.

α “ exp

ˆ

´
1

2p20q2p0.1q2q

˙

En la literatura [37], la factorización A “ LLT se llama Factorización de Cholesky.
Puesto que α P p0, 1q, tenemos que los elementos en la diagonal principal de L son distintos
de cero, y por consiguiente A es invertible. Resolvemos la Ecuación Ax “ b en dos fases.
En la primera, resolvemos Ly “ b por sustitución directa, y en la segunda, LTx “ y
por sustitución hacia atrás. Aśı, conseguimos la solución. En la Figura 1.7 mostramos la
aproximación numérica que obtuvimos de los valores de f .

v Sensibilidad de su solución. A partir de la convolución f ˚k, recuperamos los valores
de la función f . Veamos lo sensible que son los valores de esta función a cambios pequeños
en las observaciones gi. Para ver esto, perturbamos g con la función ε : r0, 1s Ñ R dada
por

εpsq “ 0.04 exp

ˆ

´0.125
20
ř

i“1

gpmiq
2

˙

sincp0.5πgpsqq.
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1.2
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f( t )

Figura 1.7: Valores de la función f recuperados en la convolución f ˚ k “ g.

En la Figura 1.8 mostramos la gráfica de esta función. Observamos que sus valores son del
orden de 10´2. Por lo que la diferencia entre los respectivos valores de g y g` ε es pequeña
como puede verse en Figura 1.9.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.01

−0.005
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0.005

0.01

0.015

0.02

0.025
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ε( s )

Figura 1.8: Gráfica de función ε.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

s

 

 
g

g + ε

Figura 1.9: Gráficas de funciones g y g ` ε.

Disponemos de las observaciones de g` ε en los puntos mi. A partir de éstas, queremos
calcular los valores de la función pf : r0, 1s Ñ R tal que

p pf ˚ kqpsq “ gpsq ` εpsq, 0 ď s ď 1.

Lo que hacemos es discretizar la convolución pf ˚ k de la misma manera que hicimos sin
perturbar g. Aśı, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Apx “ b` ε
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De aqúı, una vez que resolvemos este sistema de ecuaciones lineales con ayuda de la
Factorización de Cholesky, conseguimos los valores de pf . En la Figura 1.10 mostramos
los valores de las funciones pf y f en los mismos puntos mj. Notamos que pfpmjq se aleja
considerablemente de fpmjq. Esto nos indica que pequeños errores en los observaciones
producen cambios abruptos en los valores de la función f recuperada.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−60

−40

−20

0

20

40

60

t

f( t )

f̂( t )

Figura 1.10: Valores de las funciones f y pf recuperadas en las convoluciones f ˚ k “ g y
f ˚ k “ g ` ε, respectivamente.

En el siguiente ejemplo presentamos un problema inverso de dinámica de fluidos que
obedece los principios de hidráulica y tiene aplicación en sistemas de riego tradicionales. El
problema es medir el caudal del agua que pasa por un canal que lleva el agua de la cisterna
a los cultivos. Los agrónomos pueden calcular el caudal mediante una estructura conocida
como vertedero, que consiste en una pared delgada colocada de manera transversal al canal
por donde pasa el agua. El vertedero que consideramos es un lámina delgada, donde la
superficie tiene el mismo grosor y sus bordes son rectos. Véase Figura 1.11. Los vertederos
más comunes tienen forma de V, trapezoidal o parábolica.

Con herramientas del cálculo y mécanina de fluidos, podemos dar un modelo que re-
laciona la forma del vertedero con el caudal. El principio básico está dado por la Ley
de Torricelli, que relaciona la velocidad del agua con su altura en el canal mediante el
principio de conservación de la enerǵıa:

velocidad del agua “
a

2g0 ˆ altura del agua,

donde g0 es la constante de aceleración de gravedad en cáıda libre.

Nuestro interés está en que este modelo se representa mediante una convolución.
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En el problema inverso, diseñamos el vertedero para corresponda con un rango de valores
del caudal. Una vez construido, se calibra y los resultados se comparan con un estándar
de la literatura [104].

Ejemplo 1.3 (La forma del vertedero [42]). En cultivos, el agua se almacena en un
depósito. Al abrir una compuerta, dejamos pasar el agua a un canal. En medio del canal,
colocamos una lámina (el vertedero) de una unidad de alto con una abertura de forma
simétrica respecto a un eje vertical. Supóngamos que el agua no trae sedimentos ni se sale
del canal, y que tiene una profundidad z ą 0. Dada la forma de la abertura, queremos
saber el volumen de agua que pasa por el área de la abertura en una unidad de tiempo,
es decir, el caudal del agua.

Figura 1.11: Vertedero Figura 1.12: Forma de la abertura

La forma del vertedero es una función f : p0,8q Ñ R que depende de la altura y,
mientras que el caudal es una función c : p0,8q Ñ R que depende de la profundidad z.
Por lo que debemos resolver el siguiente problema:

Determinar la función c que nos da el caudal a partir de la función f que nos
da la forma de la abertura del vertedero.

Mediante la Ley de Torricelli, relacionamos el caudal del agua con la forma de la aber-
tura. Para darnos cuenta de esta relación, vemos el volumen de agua que pasa por el
vertedero en un pequeño intervalo de tiempo rt, t`∆ts. En ese lapso, el agua que atravie-
sa la abertura a una altura y forma un bloque de grosor ∆y, ancho 2fpyq y su largo es la
velocidad del agua por ∆t. En la Figura 1.12 mostramos una sección transversal de este
bloque. Su volumen es

∆v “ 2fpyq ˆ velocidad del aguaˆ∆y∆t.
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De acuerdo a la Ley de Torricelli, la velocidad del agua en esa sección es

a

2g0pz ´ yq,

En consecuencia,
∆v “ 2

a

2g0pz ´ yqfpyq∆y∆t.

Aśı
∆v

∆t
“ 2

a

2g0pz ´ yqfpyq
∆y

∆t
∆t.

El volumen y la profundidad del agua dependen del tiempo t. Aśı que para ∆t suficiente-
mente pequeño, denotado ahora por dt, tenemos que

dv

dt
“ 2

a

2g0pz ´ yptqqfpyptqq
dy

dt
dt. (1.1)

Supóngamos que la profundidad del agua al tiempo t “ t1 es y “ z. Entonces para sumar
la contribución de todos los bloques de agua a distintas alturas y P r0, zs, integramos
ambos lados de la relación (1.1) sobre el intervalo r0, t1s. Obtenemos

ż t1

0

dv

dt
dt “ 2

ż t1

0

a

2g0pz ´ yptqqfpyptqq
dy

dt
dt

Luego, con un cambio de variable, tenemos

ż t1

0

dv

dt
dt “ 2

ż z

0

a

2g0pz ´ yqfpyqdy.

Por otro lado, el caudal a la profundidad z está dado por todas las contribuciones de la

derivada
dv

dt
desde t “ 0 hasta t “ t1:

cpzq “

ż t1

0

dv

dt
dt.

En consecuencia, para g0 “ 32 ft{s2, se sigue que la función del caudal está dada por

cpzq “ 16

ż z

0

a

pz ´ yqfpyqdy.

Observaciones 1.2:

+ La función c que nos da el caudal es la convolución de la función de forma f con la
función k : p0,8q Ñ R dada por

kpyq “ 16
?
y.
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v Problema inverso. Hemos obtenido una expresión para el caudal del agua a partir
de la forma que tiene la abertura del vertedero. Ahora, supóngamos que conocemos el
caudal. Queremos diseñar un vertedero de modo que el cambio de volumen en la sección
transversal de su abertura nos de los mismos valores que el caudal dado. Esto nos lleva al
problema inverso:

Dada la la función c para el caudal del agua, determinar la función f que nos
da la forma de la abertura del vertedero.

Supóngamos que el caudal del agua está dado por

cpzq “ z2.

Debido a que la función del caudal es la convolución c “ k˚f , aplicamos la deconvolución
para encontrar la función f . Una manera de resolver esto es mediante una transformación
que nos permita manejar fácilmente la convolución.

Sean V y W espacios vectoriales de funciones. La transformada de Laplace es un
operador L : V ÑW tal que a cada función f P V , le asocia la función rf PW dada por

rfpsq “

ż 8

0

e´syfpyqdy.

En particular, L transforma k en
rkpsq “

8
?
π

s3{2
.

Observaciones 1.3:

+ Para que la transformada de Laplace de una función f exista es suficiente que sea
continua a tramos y de orden exponencial sobre el intervalo p0,8q, esto es, que existan
constantes M,α ą 0 tales que para algún y0 ě 0 se cumpla |fpyq| ď Meαy para todo
y ě y0. [107].

Una de las propiedades de L es que transforma la convolución de las funciones k y f
del espacio V en el producto de las funciones Lrks y Lrf s del espacio W , esto es,

Lrk ˚ f s “ Lrks ¨ Lrf s. (1.2)

Entonces el operador L transforma c “ f ˚ k en

rc “ rk rf.

Véase Figura 1.13. Aśı, con la introducción de la transformada de Laplace, tenemos:
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Dadas funciones c, k : p0,8q Ñ R, hallar una función continua f : p0,8q Ñ R
tal que

Lrf s “ Lrcs
Lrks . (1.3)

La idea es expresar a f por medio de una convolución. Lo que hacemos es buscar funciones
p y q tales que

Lrf s “ Lrps ¨ Lrqs.
Pues de ser aśı, la identidad (1.2) implica que

Lrf s “ Lrp ˚ qs.

Figura 1.13: Transformada de Laplace rc “ rk rf de la Convolución c “ f ˚ k

El Teorema de Lerch [107] nos dice que dos funciones continuas distintas sobre p0,8q
tienen diferentes transformadas de Laplace. En consecuencia, dos funciones continuas sobre
p0,8q con misma transformada de Laplace son idénticas. Por lo que

f “ p ˚ q.

A partir de la función rk, tenemos que la Ecuación (1.3) es

Lrf spsq “ s3{2Lrcspsq
8
?
π

.

Por lo que las funciones p y q deben cumplir que

Lrpspsq ¨ Lrqspsq “ s3{2Lrcspsq
8
?
π

.

Para obtener las funciones p y q a partir de esta expresión empleamos la propiedad de la
transformada de Laplace para la segunda derivada:
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Lrc2spsq “ s2Lrcspsq ´ scp0q ´ c1p0q.

En nuestro caso c1p0q “ cp0q “ 0, pues el caudal está dado por la cuadrática cpzq “ z2,
entonces

Lrc2spsq “ s2Lrcspsq.

Por consiguiente

Lrps ¨ Lrqs “ Lrc2spsq
8
?
πs

.

Dado que

L
„

1
?
z



“

c

π

s
,

tomamos

ppzq “ c2pzq y qpzq “
1

8π
?
z
.

De este modo, encontramos funciones p y q tales que f “ p ˚ q, es decir,

fpyq “
1

8π

ż y

0

c2pzq
?
y ´ z

dz.

De aqúı, podemos obtener la función f de forma a partir de la segunda derivada de la
función del caudal. Aśı, al sustiuir cpzq “ z2, tenemos que

fpyq “
1

4π

ż y

0

dz
?
y ´ z

“

?
y

2π
.

Figura 1.14: El operador L transforma la convolución en un producto de funciones, y su inversa
L´1 transforma Lrps ¨ Lrqs en p ˚ q.
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Observaciones 1.4:

+ El Teorema de Lerch nos sugiere que el operador L posee una inversa L´1 : W Ñ V
que transforma Lrf s en f y transforma el producto de Lrps con Lrqs en la convolución de
p con q como se muestra en la Figura 1.14.

v Sensibilidad de su solución. Agregamos ruido gaussiano ε de variaza 0.01 al caudal
cpzq “ z2. Sobre la malla uniforme de 200 puntos zi del intervalo r0, 1s queremos calcular

los valores de la función pf : RÑ R que cumple

16

ż z

0

?
z ´ y pfpyqdy “ z2

` ε, 0 ď z ď 1. (1.4)
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Figura 1.15: Valores de la función de forma f del vertedero y la función pf que resuleve la
Ecuación (1.4) en los puntos medios mi.

Aproximamos la integral con regla de cuadratura de punto medio en cada intervalo r0, zis.
Denotamos a los puntos medios por mi. Aśı, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Ax “ b` ε,

donde

bi “ z2
i , xi “ fpmiq, ai,j “

#

16
2003{2

b

i´ j ` 1
2
, si i ě j,

0 si i ă j,
i, j “ 1, . . . , 200.
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Los valores aproximados de la función pf en la malla uniforme de 200 puntos zi del intervalo
r0, 1s están dados por la solución de la Ecuación Ax “ b ` ε. La matriz A es triangular
inferior y todos sus elementos en la diagonal principal son distintos de cero, por lo que es
invertible. Sin embargo, el ruido en el lado derecho b ocasiona que la solución calculada
sea una mala aproximación de los valores de f en los puntos mi como se muestra en la
Figura 1.15.

1.2. Problemas Mal Planteados
En relación a los problemas inversos, hemos visto que pueden tener solución única. Sin

embargo, su solución puede cambiar abruptamente con pequeñas perturbaciones en lo
datos. A éstos se les conoce como problemas mal planteados.

Un problema está bien planteado en el sentido de Hadamard si cumple lo
siguiente:

R tiene solución,

R la solución es única,

R la solución depende continuamente de los datos.

De otro modo, decimos que el problema está mal planteado.

Observaciones 1.5:

+ Remarcamos que si la solución no depende continuamente de los datos, los pequeños
errores en los datos ocasionan que la solución presente cambios sustanciales.

Trabajamos con funciones f, g : pa, bq Ñ R que están en espacios vectoriales V y W , res-
pectivamente. El modelo que usamos para transformar f en la función g puede formularse
matemáticamente como:

ż b

a

kpx, yqfpyqdy “ gpxq, a ă x ă b, (1.5)

donde k : pa, bq ˆ pa, bq Ñ R es una función conocida.
Los problemas inversos que abordamos consisten en resolver la Ecuación (1.5), llamada

Ecuación Integral de Fredholm de Primera Clase. El proceso o sistema f́ısico es
realizado por el operador lineal T : V ÑW dado por

T rf spxq “

ż b

a

kpx, yqfpyqdy.

La función k se llama núcleo del operador T .
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Observaciones 1.6:

+ Con la ayuda de la integración, el núcleo k puede suavizar la función f . Por lo que al
aplicar el operador integral T , reducimos las altas frecuencias de la función f . En cambio,
al resolver la Ecuación (1.5), se amplifican las bajas frecuencias de la función g.

Para problemas inversos bien planteados en el sentido de Hadamard, podemos formular
las tres condiciones en términos de la transformación T :

R T es sobreyectiva,

R T es inyectiva,

R T´1 : W Ñ V es una función continua.

En el siguiente ejemplo examinamos un operador integral muy reconocido en la Ciencia e
Ingenieŕıa:

La Transformada de Laplace
Entre otras cosas es una herramienta útil para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales. La mayoŕıa de los libros básicos sobre ecuaciones diferenciales tienen un caṕıtulo
dedicado a este operador.

Las transformadas integrales se remotan a los trabajos de Leonard Euler entre 1763 y
1769. De hecho, Laplace da crédito a Euler en su trabajo Théorie analytique des probabilités
por haberlas introducido. Para finales del siglo XIX, Poincaré y Pincherle extendieron la
transformada de Laplace a su forma compleja, Picard la extendió a dos variables, y Abel
investigó más sobre el tema. El nombre fue propuesto por Bernstein en 1920. La primera
aplicación de la versión moderna de esta transformada integral se debe a Bateman en
1910. Él la usó para transformar la ecuación de decaimiento radioactivo. Por otra parte, la
aportación del cálculo operacional de Oliver Heaviside, ha permitido aplicarla en Ingenieŕıa
Eléctrica [107].

En el Ejemplo 1.3, usamos esta transformada para resolver el problema inverso de la
forma del vertedero, su solución sensible al ruido en las observaciones, nos suguiere que la
transforma inversa de Laplace es sensible a pequeñas perturbaciones.

Ejemplo 1.4 (Transformada inversa de Laplace [8]). Denotemos por Cep0,8q al
conjunto de funciones continuas por tramos de valores reales sobre p0,8q que tienen orden
exponencial. El problema es

Dada f P Cep0,8q, encontrar su transformada de Laplace g.

El operador L : Cep0,8q Ñ Cep0,8q dado por

Lrf spsq “
ż 8

0

e´syfpyqdy.



1. Introducción a Problemas Mal Planteados 19

nos da la transformada de Laplace g “ Lrf s. En particular,

fptq “
1

2
?
πt3

expp´1{4tq ùñ Lrf spsq “ expp´
?
sq.

v Problema inverso. Queremos recuperar una función a partir de su transformada de
Laplace:

Dada g P Cep0,8q, hallar f P Cep0,8q tal que Lpfq “ g.

Si encontramos la inversa L´1 : Cep0,8q Ñ Cep0,8q del operador L, entonces la
solución es f “ L´1rgs. Damos un caso concreto: La transformada inversa de Laplace de

gpsq “
0.2

s2 ` 1

es
fptq “ 0.2 sinptq.

v Sensibilidad de su solución. Veamos como cambia L´1rgs con pequeñas perturba-
ciones en g. Para ello, introducimos α “ 100 en la función g como

gαpsq “
0.2α

s2 ` α
.

Conforme s aumenta, la distancia |gpsq ´ gαpsq| disminuye. De hecho, g y gα tienen la
misma aśıntota horizontal. En cambio, la transformada inversa fα “ L´1rgαs dada por

fαptq “ 0.2 sinpαtq.

oscila más rápido que f . Véase Figura 1.16. Esto nos sugiere que L´1 es sensible a las
pequeñas perturbaciones que recibe la función g.

Figura 1.16: Sensiblilidad de la transformada inversa de Laplace
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Con la teoŕıa de variable compleja, podemos obtener una expresión anaĺıtica para la
inversa [107]:

L´1
rgsptq “ ĺım

ωÑ8

1

2πi

ż σ`iω

σ´iω

gpsqestds,

donde σ P R es mayor que las singularidades de g. La presencia de la exponencial en el
integrando nos indica que L´1 amplifica los errores en la función g.

Otra expresión para L´1, relaciona la inversa con la diferenciación [122]:

L´1
rgsptq “ ĺım

kÑ8

«

p´1qk

k!
¨

ˆ

k

y

˙k`1

¨
dkg

dsk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k
t

ff

.

Vimos que la diferenciación es sensible a pequeñas perturbaciones en la función. Como
aparecen derivadas de orden superior, los pequeños cambios en la función g producen
cambios drásticos en L´1rgs.

Los ejemplos anteriores nos dan una idea de la dificultad en resolver la ecuación integral
de Fredholm de primera clase. La solución de los problemas inversos que están descritos por
esta ecuación son sensibles a los pequeños errores del lado derecho g. Esto nos sugiere que
resolver la ecuación (1.5) para f es un problema mal planteado en el sentido de Hadamard.

1.3. Ecuaciones Integrales
Las ecuaciones integrales aparecen en varios lados de la Ciencia e Ingenieŕıa. Desde pro-

blemas como la forma del vertedero en agŕıcultura hasta en técnicas experimentales para
la construcción de una máquina de rayos X en el Laboratorio Cient́ıfico de los Alamos
como relata Wing en [123]. Métodos de transformadas integrales - Laplace y Fourier - son
ampliamente conocidos en Ingenieŕıa. Sin embargo, qúımicos, ingenieros, geólogos, entre
otros, requieren de un nivel matemático más avanzado para analizar las ecuaciones inte-
grales que aparecen en sus experiementos. En particular, las propiedades de las ecuaciones
integrales de primera clase son inusuales y complicadas. Comprender estas propiedades es
apropiado para buscar soluciones anaĺıticas y numéricas de la ecuación integral.

Vemos algunos resultados de análisis funcional sobre ecuaciones integrales con el fin de
saber cuando un problema determinado por una ecuación integral de Fredholm de primera
clase está mal planteado.

Sea T : V ÑW el operador dado por

T rf spxq “

ż b

a

kpx, yqfpyqdy.

Queremos saber bajo qué propiedades del operador T , los problemas dados por la ecua-
ción integral (1.5) están mal planteados en el sentido de Hadamard. Supóngamos que los
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espacios V y W tienen la estructura de espacios vectoriales. Para concretar ideas, hacemos
nuestro análisis en un espacio de funciones cuadrado integrables L2pa, bq y lo equipamos
con el producto interno

xu, vy “

ż b

a

upxqvpxqdx

y la norma inducida
}v}2 “

a

xv, vy.

Definimos el operador T sobre el espacio normado V “W “ L2pa, bq.

Observaciones 1.7:

+ La transformación T es lineal.

+ Si además de ser lineal, pedimos que T transforme conjuntos acotados de V en con-
juntos acotados de W , entonces T es un operador continuo sobre L2pa, bq.

De modo que T es continuo si podemos hallar una constante M ą 0 tal que

}T rf s}2 ďM}f}2 @f P L2
pa, bq. (1.6)

La constante M no debe depender de la función f que demos. Los operadores que cumplen
esta desigualdad se llaman operadores acotados. Una manera de obtener la desigualdad
(1.6) es pedir que el núcleo k sea cuadrado integrable sobre pa, bqˆpa, bq. Aśı, la desigualdad
de Cauchy-Schwarz

ˆ
ż b

a

kpx, yqfpyqdy

˙2

ď

ˆ
ż b

a

|kpx, yq|2dy

˙ˆ
ż b

a

|fpyq|2dy

˙

se cumple e implica que

M “

ż b

a

ż b

a

|kpx, yq|2dxdy.

Aśı, si el núcleo k es cuadrado integrable, entonces T es un operador acotado, y por ser
lineal, se sigue que es una transformación continua sobre L2pa, bq.

Para obtener otra propiedad del operador T , vamos a aproximarlo por una sucesión
de operadores Tn sobre L2pa, bq. Lo que hacemos es expandir el núcleo k en una base
de funciones. Sea tϕnu una sucesión de funciones ortonormales sobre L2pa, bq. Podemos
expandir cualquier función u P L2pa, bq como

u “
8
ÿ

n“1

xu, ϕnyϕn

siempre y cuando

}u}22 “
8
ÿ

n“1

|xu, ϕny|
2.
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Entonces la sucesión tϕnu forma una base ortonormal de L2pa, bq.
Aśı, cuando equipamos al espacio L2ppa, bq ˆ pa, bqq con el producto interno

xu, vy “

ż b

a

ż b

a

upx, yqvpx, yqdxdy,

vamos a tener que las funciones

wp,qpx, yq “ ϕppxqϕqpyq

forman una base ortonormal de ese espacio. Para expandir el núcleo k en la base de
funciones wp,q, pedimos que sea cuadrado integrable. De esa manera,

kpx, yq “
8
ÿ

p,q“1

xk, wp,qywp,qpx, yq.

Con esta expansión, construimos operadores sobre L2pa, bq. Lo que hacemos es reemplazar
el núcleo k del operador T por su expansión truncada

knpx, yq “
n
ÿ

p,q“1

xk, wp,qywp,qpx, yq.

De esa manera, conseguimos operadores Tn : L2pa, bq Ñ L2pa, bq dados por

Tnrf spyq “

ż b

a

knpx, yqfpyqdy.

Estos operadores convergen a T en la norma

}T }2 “ sup
fPL2pa,bq

}T rf s}2
}f}2

.

y transforman subespacios de L2pa, bq en subespacios de dimensión finita generados por
las funciones ϕ1, . . . , ϕn [19]. Intuitivamente, podemos pensar que T está cerca de ser una
transformación lineal en dimensión finita, ya que la imagen de cada Tn es de dimensión
finita. En la literatura [72], T es un operador compacto, debido a que transforma con-
juntos acotados en conjuntos con cerradura compacta. En espacios de dimensión infinita
como L2pa, bq, los operadores compactos nos dan información sobre su inversa.

Teorema 1.1 ([21]). Sean V y W espacios normados. Sea T : V Ñ W un
operador continuo y compacto. Entonces T no tiene una inversa acotada
T´1 : W Ñ V si V es de dimensión infinita.
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Observaciones 1.8:

+ Debido a que los operadores lineales y continuos entre espacios normados son acotados,
el Teorema 1.1 implica que cualquier operador acotado y compacto sobre L2pa, bq no tiene
una inversa continua. Aśı que si nuestro problema inverso se reduce a resolver la ecuación
integral (1.5) sobre L2pa, bq con un núcleo k cuadrado integrable, entonces el problema
ésta mal planteado en el sentido de Hadamard.
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PROBLEMAS DISCRETOS MAL PLANTEADOS

CAPÍTULO 2

Los problemas inversos que vimos en el caṕıtulo anterior dan lugar a la Ecuación Integral
de Fredholm de primera clase

ż b

a

kpx, yqfpyqdy “ gpxq, a ď x ď b. (2.1)

En ocasiones no podemos hallar una expresión anaĺıtica para la solución de esta ecuación
o solamente disponemos de un número finito de observaciones. Discretizamos:

Dados b P Rm y la matriz A P Rmˆn, hallar un vector x P Rn tal que Ax “ b.

Observaciones 2.1:

+ Si A es invertible, entonces el problema discreto está bien planteado en el sentido de
Hadamard.

Desde un punto de vista práctico, trabajamos con precisión finita y el lado derecho b
tiene errores. A pesar de queA sea invertible, ésta puede ser sensible a errores por redondeo.
Lo que ocasiona cambios abruptos en la solución calculada. Aśı que un aspecto a considerar
es la sensibilidad de la solución respecto a pequeñas perturbaciones en las observaciones.
Para darnos cuenta de lo sensible que es esta solución, examinamos el sistema de ecuaciones
lineales Ax “ b con tres enfoques: estad́ıstico, geométrico y numérico.

2.1. Métodos de Discretización
En esta sección presentamos dos métodos para discretizar la ecuación integral (2.1).

Ambos requieren reglas de cuadratura para aproximar la integral definida.

2.1.1. Reglas de Cuadratura

Consideramos la función f : ra, bs Ñ R. Aproximamos f por otra función tal que su
integral sea fácil de calcular. En particular, si aproximamos f por polinomios de Lagrange,
entonces su integral se aproxima por una suma ponderada de sus evaluaciones:

ż b

a

fpxqdx «
p
ÿ

i“1

ωifpxiq.

La suma se conoce como regla de cuadratura, los puntos de evaluación x1, . . . , xp se
llaman nodos y los coeficientes ω1, . . . , ωp son los pesos. Debemos hacer una elección
adeacuada de nodos y pesos para que el error de aproximación sea pequeño. Algunas
reglas de cuadratura más comunes son

25
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R Cuadratura compuesta del punto medio. En este caso

xi “ a`

ˆ

2i´ 1

2

˙ˆ

b´ a

p´ 1

˙

, ωi “
b´ a

p´ 1
.

R Cuadratura compuesta del trapecio. Escogemos

xi “ a` pi´ 1q

ˆ

b´ a

p´ 1

˙

, ωi “

$

’

&

’

%

b´ a

2pp´ 1q
, si i P t1, pu

b´ a

p´ 1
, si i P t2, . . . , p´ 1u

R Cuadratura Gaussiana. Sean L0, . . . , Lp´1 polinomios definidos sobre un intervalo
pc, dq que cumplen la relación

ż d

c

LipxqLjpxqωpxqdx “

#

1, si i “ j,

0, en otro caso,
(2.2)

donde ω : pc, dq Ñ R es una función de valores positivos. Los nodos xi que elegimos
son los p ceros de Lp´1. Interpolamos los puntos px1, fpx1qq, . . . , pxp, fpxpqq con los
polinomios de Lagrange l1, . . . , lp. Tomamos

ωi “

ż d

c

lipxqωpxqdx.

2.1.2. Método de Galerkin

Un método para obtener una solución aproximada de la Ecuación de Fredholm es reem-
plazar la función f por su proyección Pf sobre el subespacio generado por una colección
de funciones linealmente independientes ϕ1, . . . , ϕn P L

2ra, bs:

Pf ptq “
n
ÿ

j“1

xjϕjptq. (2.3)

Despúes de elegir las ϕ1js, nuestra tarea es encontrar los valores de los coeficientes x1, . . . , xn.
Escogemos una segunda colección de funciones linealmente independientes ψ1, . . . , ψn en
L2ra, bs que sean ortogonales al residuo T rPf s ´ g:

ż b

a

„
ż b

a

kps, yqPf ptqdt´ gpsq



ψipsqds “ 0, i “ 1, . . . , n.

Aśı tenemos
n
ÿ

j“1

xj

ż b

a

ż b

a

kps, tqψipsqϕjptqdsdt
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

aij

“

ż b

a

gpsqψipsqds
looooooomooooooon

bi

, i “ 1, . . . , n.

Esto da lugar al sistema de ecuaciones lineales Ax “ b. Una vez resuelto, formamos Pf
mediante la combinación lineal (2.3) [19].
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Ejemplo 2.1 (Ecuación de Phillips [97],[51]). Sean k, g : r´6, 6s Ñ R las funciones
dadas por

kpsq “

#

1` cos
´sπ

3

¯

, si |s| ă 3,

0, si |s| ě 3,

y

gpsq “ p6´ |s|q

ˆ

1`
1

2
cos

´sπ

3

¯

˙

`
9

2π
sin

ˆ

|s|π

3

˙

,

queremos una aproximación de la función f : r´6, 6s Ñ R que cumple con la ecuación
integral de Phillips

ż 6

´6

kps´ tqfptqdt “ gpsq. (2.4)

Hacemos la partición uniforme del intervalo r´6, 6s en n` 1 puntos con n múltiplo de 4:

sj “ ´6` pj ´ 1q

ˆ

12

n

˙

, j “ 1, . . . , n` 1.

Aproximamos f mediante una combinación lineal Pf de n funciones sombrero:

ϕjpsq “

#

a

n{12, si sj ď s ă sj`1,

0, en otro caso,
j “ 1, . . . , n

ϕnpsn`1q “
a

n{12

Para obtener los coeficientes x1, . . . xn de Pf resolvemos el sistema Ax “ b, donde

bi “

c

n

12

ż si`1

si

gpsqds,

ai,j “
n

12

ż sj`1

sj

ż si`1

si

kps´ tqdsdt,

i, j “ 1, . . . , n.

Usamos la regla del trapecio para aproximar las integrales sobre los subintervalos. Aśı,

bi «
1

2

c

12

n
pgpsiq ` gpsi`1qq ,

ai,j «
3

n
pkpsi ´ sjq ` kpsi`1 ´ sjq ` kpsi ´ sj`1q ` kpsi`1 ´ sj`1qq .
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Puesto que k tiene soporte finito en p´3, 3q, A es una matriz con ancho de banda n{4,
más aún, como k es una función par, tenemos que A es simétrica. Aśı, podemos calcular
la factorización LDLT :

P TAP “ LDLT ,

donde L es una matriz triangular inferior con unos en diagonal principal, P , una matriz
de permutación y D, diagonal por bloques, cada uno es escalar real o un matriz real 2ˆ2.
Las tres son del mismo tamaño que A. Con esta factorización, resolvemos el sistema de
ecuaciones Ax “ b:

1. resolver Ly “ P Tb

2. resolver Dq “ y

3. resolver LTz “ y

4. x “ Pz.

Una vez que obtenemos el vector de los coeficientes, evaluamos la expansión (2.3) en
los puntos medios de los subintervalos rsi, si`1q y en los extremos s1 “ ´6 y sn`1 “ 6.
Comparamos esta aproximación con la solución análitica f “ k de la Ecuación de Phillips.
Realizamos los cálculos en una PC de 64 bits.

En las Figuras 2.1(a)-(b), mostramos las gráficas de Pf para 12 y 24 funciones sombrero,
respectivamebte. Observamos que Pf tiene pequeñas oscilaciones alrededor de t “ ´3 y
t “ 3. Cuando pasamos de usar 12 a 24 funciones ϕj, las oscilaciones son de menor
amplitud.

En las Figuras 2.1(c)-(d), mostramos las gráficas de Pf que calculamos con la rutina
phillips del paquete REGUTOOLS de Hansen [50]. Estas rutina usan el método de Galerkin
con las mismas funciones sombrero. La diferencia es que las integrales se calculan anaĺıti-
camente en vez de aproximarlas por regla de cuadratura. Por eso, vemos que la gráfica
de Pf en Figuras 2.1(c)-(d) no presentan las pequeñas oscilaciones observadas en Figuras
2.1(a)-(b) y se traslapa con la solución análitica.

núm. sombreros cuadratura cond(A)
12 análitica 4.50553ˆ 102

12 trapecio 2.65898ˆ 104

24 análitica 8.17908ˆ 103

24 trapecio 4.2447ˆ 105

Tabla 2.1: Condicionamiento de matriz A obtenida en discretización por Galerkin de la ecuación
de Phillips.

Cuando calculamos anaĺıticamente las integrales, la matriz de coeficientes tiene la misma
estructura: simétrica con ancho de banda n{4. Comparamos su número de condición con el



2. Problemas Discretos Mal Planteados 29

de la matriz obtenida por regla de trapecio en la Tabla 2.1. Observamos que en los cuatro
casos, el problema está bien condicionado.
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(a) n “ 12 regla de trapecio
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(c) n “ 12, integración anaĺıtica
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(d) n “ 24, integración anaĺıtica

Figura 2.1: La solución f de la Ecuación de Phillips y su aproximación Pf por n funciones
sombrero ϕj . En cada caso indicamos cómo se calculan las integrales.

En el siguiente ejemplo vemos una ecuación integral que aparece en la investigación de
materiales expuestos a radiación.
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Consideramos una barra colocada en un intervalo ra, bs que almacena enerǵıa cuando
absorbe radiación. Supóngamos que la fuente de radiación se debe a neutrones distribuidos
sobre la barra que se pueden desplazar solamante a lo largo de ésta. Queremos conocer
la fuerza de la fuente radioactiva a partir de las medidas de la enerǵıa depositada en un
posición fija.

Las medidas están dadas por una función g : ra, bs Ñ R. La fuerza que buscamos es
descrita por una función f : ra, bs Ñ R. Un modelo sencillo [123] para la absorción de
radiación está descrito por la ecuación integral

ż b

a

e´σ|x´y|fpyqdy “ gpxq, a ď x ď b.

Discretizamos esta ecuación integral para determinar los valores de f a partir de las ob-
servaciones de g.

Ejemplo 2.2 (Ecuación de Absorción). A partir de la senoidal

gpxq “ cospxq, 0 ď x ď 10

queremos dar una aproximación de la función f : r0, 10s Ñ R que cumple la ecuación

ż 10

0

e´0.01|x´y|fpyqdy “ gpxq, 0 ď x ď 10. (2.5)

Hacemos la partición uniforme del intervalo r0, 10s en n` 1 puntos:

yj “
10

n
pj ´ 1q, j “ 1, . . . , n` 1

Aproximamos f mediante una combinación lineal Pf de n funciones sombrero

ϕjpyq “

$

&

%

c

n

10
, si yj ď y ă yj`1,

0, en otro caso,

j “ 1, . . . , n.

Para obtener los coeficientes x1, . . . xn de Pf , resolvemos el sistema de ecuaciones lineales
Ax “ b, donde

bi “

c

n

10

ż yi`1

yi

cospxqdx, i “ 1, . . . , n,

ai,j “
n

10

ż yi`1

yi

ż yj`1

yj

e´0.01|x´y|dydx, i, j “ 1, . . . , n.
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Aproximamos las integrales que nos dan los elementos de A con la regla del trapecio:

ai,j «
5

2n

`

e´0.01|yi´yj | ` e´0.01|yi`1´yj | ` e´0.01|yi´yj`1| ` e´0.01|yi`1´yj`1|
˘

.

Como A es simétrica, sus valores propios λ1, . . . , λn son reales y existe una matriz real
U de tamaño nˆ n tal que UTU “ I tal que

A “ Udiagpλ1, . . . , λnqU
T ,

Esta factorización de A se conoce como Descomposición en Valores Propios (EVD)
[37]. Para A de rango completo, podemos conseguir el vector de coeficientes mediante la
EVD como

x “ Udiag

ˆ

1

λ1

, ¨ ¨ ¨ ,
1

λn

˙

UTb.

Luego, formamos la combinación lineal Pf . En la Figura 2.2 comparamos Pf con la
solución

fpyq “ 50.005 cospyq

de la Ecuación Integral (2.5).
En la Figura 2.2(a) usamos 10 funciones sombrero ϕj. En ese caso, }f ´Pf}8 « 73.912.

En la Figura 2.2(b) empleamos 20 funciones ϕj. Obtuvimos que }f ´Pf}8 « 108.628. En
cambio con 40 y 80 funciones sombrero, la amplitud de la aproximación Pf se hace más
grande al alejarse del origen. Como podemos ver en las Figuras 2.2(c) y 2.2(d).

En la Tabla 2.2 mostramos la aproximación de }f´Pf}8 aśı como el intervalo rλmı́n, λmáxs

donde están los valores absolutos de los valores propios de A conforme n se hace más
grande.

n λmin λmáx }f ´ Pf}8
10 1.253ˆ 10´4 9.6738 73.912
20 7.741ˆ 10´6 9.6750 108.628
40 4.823ˆ 10´7 9.6753 214.891
80 3.013ˆ 10´8 9.6753 427.757

Tabla 2.2: Valores propios más grandes y pequeños de la matriz A obtenida por discretización de
ecuación 2.5 con Galerkin usando n funciones sombrero, junto con los errores de la aproximación
Pf de la solución f .

Cuando aumentamos el número n de funciones sombrero de 10 a 80, el valor propio λmı́n

de la matriz simétrica A pasa del orden de 10´4 a 10´8, mientras que λmı́n se mantiene
cerca de 9.675. Por eso los cocientes λmax{λmin aumentan.
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Figura 2.2: La solución fpyq “ 50.005 cospyq de la Ecuación (2.5) y su aproximación Pf por n
funciones sombrero.

Observaciones 2.2:

+ En el Ejemplo 2.2, el error por redondeo que se genera en el cálculo de los valores
propios de A ocasiona que los coeficientes de la expansión (2.3) no se calculen de manera
precisa. Por consiguiente, la aproximación Pf se aleja de la solución.
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2.1.3. Método de Colocación

Dadas las observaciones g1, . . . , gn de la función g en los puntos s1, . . . , sn del intervalo
ra, bs, respectivamente. deseamos calcular valores aproximados de la función f que cumple
la Ecuación (2.1). Usamos el método de colocación.

Supongamos que los valores de g coinciden con los de la integral del producto de f con
el núcleo k en cada si:

ż b

a

kpsi, tqfptqdy “ gi

Aproximamos cada integral por un método de cuadratura:

ż b

a

kpsi, tqfptqdt «
p
ÿ

j“1

ωjkpsi, tjqfptjq,

En consecuencia,
p
ÿ

j“1

ωjkpsi, tjq
loooomoooon

aij

fptjq
loomoon

xj

“ gi
loomoon

bi

, i “ 1, . . . , n.

De aqúı, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales Ax “ b.
La solución de las Ecuación Ax “ b nos da las evaluaciones de la función f en los nodos

tj de la regla de cuadratura. Llamamos puntos de colocación a los s1is.

Ejemplo 2.3. Retomemos la ecuación de Phillips (2.4). Esta vez aproximamos los valores
de la función f : r´6, 6s Ñ R como se describe en Phillips [97]. Tomamos a los puntos
s1, . . . , sn`1 de partición uniforme de r´6, 6s como puntos de colocación. Evaluamos en
ambos lados de la ecuación (2.4) para obtener

gi “

ż 6

´6

kpsi ´ tqfptqdt, i “ 1, . . . , n` 1.

Primero, aproximamos cada integral por cuadratura compuesta de Simpson con n ` 1
nodos que tomamos como puntos de colocación. Sea kp “ kp12p{nq para p “ 0, . . . , n.
Puesto que el núcleo k es función par, el método de colocación con cuadratura de Simpson
nos da el sistema de ecuaciones lineales

4

n

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

k0 4k1 2k2 ¨ ¨ ¨ 4kn´3 2kn´2 4kn´1 kn
k1 4k0 2k1 ¨ ¨ ¨ 4kn´4 2kn´3 4kn´2 kn´1

k2 4k1 2k0 ¨ ¨ ¨ 4kn´5 2kn´4 4kn´3 kn´2

k3 4k2 2k1 ¨ ¨ ¨ 4kn´6 2kn´5 4kn´4 kn´3

...
...

...
...

...
...

...
kn´2 4kn´3 2kn´4 ¨ ¨ ¨ 4k1 2k0 4k1 k2

kn´1 4kn´2 2kn´3 ¨ ¨ ¨ 4k2 2k1 4k0 k1

kn 4kn´1 2kn´2 ¨ ¨ ¨ 4k3 2k2 4k1 k0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

–

fps1q

...
fpsn`1q

fi

ffi

fl

“

»

—

–

g1

...
gn`1

fi

ffi

fl

.

AS x “ b
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La matriz AS es de orden n ` 1 y tiene ancho de banda n{4 porque k tiene soporte en
el intervalo p´3, 3q. Resolvemos el sistema de ecuaciones ASx “ b por Factorización LU
con pivoteo.
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Figura 2.3: Solución anaĺıtica f “ k de Ecuación (2.4) y su aproximación por la poligonal p
que une los puntos ps1, x1q, . . . psn`1, xn`1q, donde xi es el valor aproximado de f en si,

obtenidos por método de colocación. Indicamos la regla de cuadratura usada en cada caso.

Sea p la poligonal que une los puntos psi, xiq, i “ 1, . . . n ` 1. En la Figura 2.3(a)-(b)
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comparamos los valores de la solución f “ k con los de la poligonal p. Para 13 puntos
de colocación, p tiene soporte en p´3, 3q, pero rebasa el máximo de f en t “ 0. Con 25
puntos de colocación, p tiene más oscilaciones. En ambos casos, la poligonal es simétrica.
Las gráficas de p coinciden con las que obtiene Phillips en [97].

Ahora, aproximamos cada integral por la cuadratura compuesta del trapecio, donde
los nodos son los n ` 1 puntos de colocación. Dado que k es función par, el método de
colocación con cuadratura de trapecio nos da el sistema de ecuaciones lineales

6

n

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

k0 2k1 2k2 ¨ ¨ ¨ 2kn´2 2kn´1 kn

k1 2k0 2k1

. . . 2kn´2 kn´1

k2 2k1 2k0

. . .
. . .

... kn´2

... 2k2

. . .
. . .

. . . 2k2

...

kn´2

...
. . .

. . . 2k0 2k1 k2

kn´1 2kn´2

. . . 2k1 2k0 k1

kn 2kn´1 2kn´2 ¨ ¨ ¨ 2k2 2k1 k0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

–

fps1q

...
fpsn`1q

fi

ffi

fl

“

»

—

–

g1

...
gn`1

fi

ffi

fl

.

AT x “ b

La matriz AT es de orden n ` 1 y tiene ancho de banda n{4. Para resolver la ecuación
ATx “ b nuevamente usamos Factorización LU con pivoteo. En la Figura 2.3(c)-(d)
comparamos los valores de la solución f con los de la nueva poligonal p. Observamos que
las gráficas de f y p se traslapan para 13 y 25 puntos de colocación a diferencia de los
casos correspondientes donde usamos cuadratura de Simpson.

Observaciones 2.3:

+ En el Ejemplo 2.3 obtenemos mejores resultados con la cuadratura compuesta del
trapecio. Las propiedades del núcleo

kpsq “

#

1` cos
´sπ

3

¯

, si |s| ă 3,

0, si |s| ě 3,

influyen en las reglas de cuadratura que usamos. Lo que sabemos es que k es una fun-
ción peŕıodica par en p´3, 3q. En [115], Trefethen y Weideman nos comentan sobre la
convergencia geométrica y exponencial de la regla del trapecio.

2.2. Problemas de Cuadrados Mı́nimos
Uno de los problemas que se presentan es hallar el valor de parámetros como velocidad,

densidad o voltaje que determinan el modelo propuesto en un proceso f́ısico. Una manera
de relacionarlos con las observaciones es mediante una regresión. La idea es suponer que
podemos inferir las causas de nuestro problema analizando las relaciones que existen entre
las variables que estudiamos.
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Dadas m observaciones b1, . . . , bm del problema, supóngamos que cada bi depende de
variables ai,1, . . . , ai,n y de parámetros x1, . . . xn. Las variables ai,j se conocen como va-
riables independientes. A partir de los valores de éstas queremos hacer predicciones.

Decimos que la regresión es lineal si cada bi depende linealmente de los parámetros. En
particular, consideramos una regresión lineal donde cada bi es combinación lineal de las
variables explicativas:

bi “
n
ÿ

j“1

xjaij, i “ 1, . . . ,m.

Esto da lugar a un sistema de ecuaciones lineales

Ax “ b,

La matriz Amˆn se conoce como matriz de regresión o de diseño.
La estimación que hacemos de los parámetros de una regresión lineal nos conduce al

Problema lineal de cuadrados mı́nimos. Dada la matriz
A P Rmˆn con m ě n y el vector b P Rm, hallar un vector
x: P Rn tal que

}Ax: ´ b}22 “ mı́n
xPRn

}Ax´ b}22 (2.6)

Con el método de Galerkin vimos que la discretización de la ecuación de absorción (2.5)
nos da una expansión que se aleja de la solución anaĺıtica conforme usamos más funciones
sombrero. Esta vez la discretizamos con el método de colocación. Aproximamos los valores
de la función en los puntos de colocación.

Si tomamos menos puntos de colocación que el número de observaciones, no esperamos
hallar una solución exacta del sistema de ecuciones lineales que formamos; en cambio,
buscamos una solución cercana tratando de reducir las discrepancias.

Ejemplo 2.4. Retomemos el Ejemplo 2.2. Generamos 40 observaciones gi de la función
g en los puntos

xi “
i´ 1

4
, i “ 1, . . . , 40.

Queremos aproximar los valores de la función f : r0, 10s Ñ R que cumple la ecuación
(2.5) sobre la partición

yj “
j ´ 1

2
, j “ 1, . . . , 21

del intervalo r0, 10s.
Tomemos x1, . . . , x40 como los puntos de colocación. A partir de la ecuación (2.5) tene-
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mos que

gi “

ż 10

0

e´0.01|xi´y|fpyqdy, i “ 1, . . . , 40.

Aproximamos cada integral definida mediante la cuadratura compuesta del trapecio con
los 21 puntos yj como nodos:

ż 10

0

e´0.01|xi´y|fpyqdy «
1

4

«

e´0.01|xi´y1|fpy1q ` e
´0.01|xi´y21|fpy21q ` 2

20
ÿ

j“2

e´0.01|xi´yj |fpyjq

ff

.

De esta manera formamos el sistema de ecuaciones lineales

1

4

»

—

–

e´0.01|x1´y1| 2e´0.01|x1´y2| ¨ ¨ ¨ 2e´0.01|x1´y20| e´0.01|x1´y21|

...
...

...
...

e´0.01|x40´y1| 2e´0.01|x40´y2| ¨ ¨ ¨ 2e´0.01|x40´y20| e´0.01|x40´y21|

fi

ffi

fl

»

—

–

fpy1q

...
fpy21q

fi

ffi

fl

“

»

—

–

g1

...
g40

fi

ffi

fl

.

A z “ b

La matriz A es de tamaño 40ˆ 21. Por lo que el sistema de ecuaciones está sobredetermi-
nado. Una manera de obtener una solución aproximada de la ecuación Az “ b en ColpAq
es con el método de cuadrados mı́nimos:

mı́n
yPR21

}Az ´ b}22.

Los puntos cŕıticos están dados por la solución de las ecuaciones normales

ATAz “ ATb
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f (y) = 5 0. 0 0 5 c o s(y) f (y) a p r o x

Figura 2.4: Solución fpyq “ 50.005 cospyq de Ecuación (2.5) y valores aproximados fpyiq por
método de colocación.
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Dado que A tiene rango completo por columnas, la matriz simétrica ATA es positiva
definida. Aśı que podemos usar la Factorización de Cholesky para resolver las ecuaciones
normales, y con ello obtener los valores aproximados zi “ fpyiq.

En la Figura 2.4 se muestran los valores fpyiq obtenidos con el método de colocación
y los comparamos con los de la solución anaĺıtica (2.2). En algunos puntos observamos
que la separación entre los valores correspondientes es mayor que 10. Esto se debe a que
los valores aproximados por el método de colocación se ven influenciados por la regla de
cuadratura que usemos y los errores por redondeo.

2.2.1. Interpretación Geométrica

Examinamos la Ecuación Ax “ b para ver la geometŕıa del método de cuadrados
mı́nimos. Debido a que b no necesariamente está en el espacio columna ColpAq, buscamos
el vector p P ColpAq más cercano a b en norma euclidiana:

}p´ b}2 “ mı́n
c PColpAq

}c´ b}2.

En este sentido, podemos decir que }p´b}2 es la distancia de b a ColpAq. Geométricamente,
el vector p es una proyección de b sobre ColpAq tal que la diferencia p´b sea perpendicular
a las columnas de A. Véase Figura 2.5.

Puesto que p P ColpAq, existe un vector x: P Rn tal que

Ax: “ p.

Para hallar x:, resolvemos las ecuaciones normales

ATAx “ ATb.

Figura 2.5: Proyección ortogonal de b sobre ColpAq
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Supongamos que A tiene rango completo por columnas. Entonces ATA es invertible.
Sea

A: “ pATAq´1AT .

Las ecuaciones normales tienen como única solución

x: “ A:b.

Este vector se conoce como solución de cuadrados mı́nimos de la Ecuación Ax “ b.
Luego, el mapeo lineal

TA : ColpA:q ÞÑ ColpAq
x: ÞÑ Ax:

transforma la solución x: en la proyección p, mientras que su inversa

TA: : ColpAq ÞÑ ColpA:q
y ÞÑ A:y.

transforma p en x: como se muestra en la Figura 2.6.

Figura 2.6: La transformaciones TA y TA: .

2.3. Modelo Lineal General de Regresión
En esta sección usamos conceptos básicos de estad́ıstica para buscar un estimador de la

solución de una regresión lineal con errores aleatorios. La clave es comprender el aspecto
estad́ıstico del método de cuadrados mı́nimos.

En 1809, Gauss justificó porqué el método de cuadrados mı́nimos puede verse como un
procedimiento estad́ıstico. Él supuso que los errores estaban correlacionados y distribuidos
normalmente con esperanza cero y misma varianza. Más tarde, dió una fundamentación



40 2.3. Modelo Lineal General de Regresión

teórica del método de cuadrados mı́nimos en sus memorias Theoria Combinationis de 1821
y 1823. Markov dio claridad a algunas de las hipótesis que usaba Gauss [10].

Supongamos que las observaciones ideales bexacto
i están dadas por la regresión lineal

bexacto
i “

n
ÿ

j“1

xjaij i “ 1, . . . ,m,

Entonces el vector de observaciones libres de ruido es

bexacto
“ Ax.

La solución de cuadrados mı́nimos de la Ecuación (2.3) es

x: “ A:bexacto,

Usualmente, las observaciones bi, . . . , bm contienen errores aleatorios ε1, . . . , εm. A dife-
rencia de los modelos deterministas, los modelos estad́ısticos toman en cuenta la presencia
de estos errores mediante la siguiente relación:

Observaciones = Modelo Matemático ` Error Aleatorio.

Aśı que
bi “ bexacto

i ` εi, i “ 1, . . . ,m.

Como cada εi es una variable aleatoria, se sigue que bi también lo es. Luego, con el vector
aleatorio

ε “ pε1 ¨ ¨ ¨ εmq
T ,

obtenemos el vector de observaciones aleatorias

b “ Ax` ε.

A partir de estas observaciones queremos hallar un estimador para el vector x.
Usamos el método de cuadrados mı́nimos para estimar x. Lo que hacemos es minimizar

el tamaño de los errores aleatorios:
mı́n
xPRn

}ε}22,

es decir,
mı́n
xPRn

}Ax´ b}22.

Los puntos criticos de la función objetivo están dados por la solución

xLS “ A:b

del sistema de ecuaciones normales

ATAx “ ATb.

xLS es un estimador para x llamado estimador de cuadrados mı́nimos.
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Observaciones 2.4:

+ El ruido que introduce el vector aleatorio ε en observaciones se propaga como

ε: “ A:ε.

Ahora, veamos que caracteŕısticas nos conviene que tenga un estimador de x.
Decimos que px es un estimador insesgado de x si su valor esperado coincide con

el valor del parámetro, es decir, Eppxq “ x. De este modo, los valores estimados están
centrados alrededor de la solución.

El mejor estimador lineal insesgado de x es aquel estimador lineal que tiene la
varianza más pequeña de entre todos los estimadores insesgados de x.

Buscamos condiciones suficientes para que el método de cuadrados mı́nimos nos pro-
porcione un estimador con las caracteŕısticas anteriores. Para ello examinamos los valores
alrededor de los cuales se distribuyen los errores εi, aśı como la dispersión de estos errores.
En términos de la esperanza Epεiq y la varianza varpεiq, pedimos que los errores aleatorios
cumplan con lo siguiente:

1. Epεiq “ 0 para i “ 1, . . . , n

Los errores no están sesgados.

2. varpεiq “ σ2 para i “ 1, . . . , n

La varianza del error no vaŕıa a lo largo de las observaciones. Esta condición se llama
homocedasticidad

3. Epεiεjq “ 0 para i, j “ 1, . . . , n con i ‰ j.

Los errores no están correlacionados.

Estas son las condiciones de Gauss-Markov, que en términos del vector aleatorio ε
se expresan como

R valor esperado Epεq “ 0,

R matriz de covarianza Covpεq “ σ2I.

El modelo b “ Ax ` ε que satisface estas condiciones se conoce como modelo lineal
general de regresión. Con este, xLS es el mejor estimador lineal insesgado de x.

Teorema 2.1 (Gauss-Markov [108]). Sea A P Rmˆn de rango completo por
columnas, sea ε vector aleatorio de Rm con Epεq “ 0 y Covpεq “ σ2I y sea
xLS el estimador de cuadrados mı́nimos del vector x tal que b “ Ax ` ε.
Entonces entre la clase de estimadores lineales insesgados de aTx, aTxLS
es el único estimador con varianza mı́nima para cualquier a P Rn.
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El Teorema 2.1 es la razón por la que el método de cuadrados mı́nimos se usa para resolver
una regresión lineal en un modelo de Gauss-Markov.

Observaciones 2.5:

+ No es necesario que el ruido ε tenga distribución normal para usar el Teorema 2.1.

2.4. Problemas de cuadrados mı́nimos con rango defi-
ciente

Hemos resuelto la ecuación Ax “ b cuando la matriz A de tamaño m ˆ n con m ě n
tiene rango completo. Si A tiene rango deficiente, ATA no es invertible. Aśı que evitamos
resolver las ecuaciones normales y procedemos de una manera distinta. Lo que hacemos es
cambiar la base de ColpAq por otra que tiene vectores ortonormales. Una manera es usar
la Descomposición en Valores Singulares (SVD). Sea r el rango de A. Una SVD
de A es una factorización matricial

A “

”

u1 ¨ ¨ ¨ ur ur`1 ¨ ¨ ¨ um

ı

»

—

—

—

—

—

—

–

σ1 0

. . .

0 σr

0

0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

mˆn

”

v1 ¨ ¨ ¨ vr vr`1 ¨ ¨ ¨ vn

ıT
,

U Σ V T

donde las columnas de U y V son bases ortonormales de Rm y Rn, respectivamente, y
σ1 ě ¨ ¨ ¨ ě σr ą 0 son los valores singulares de A. Consulte el Apéndice para una
prueba.

2.4.1. De la esfera al hiperelipsoide v́ıa SVD

Empleamos la SVD de A para ver como esta matriz deforma la esfera unitaria

S “ tx P Rn : }x}2 “ 1u.

Sea x P S. Consideremos la SVD
A “ UΣV T .

El vector con las coordenadas de x en la base de vectores singulares v1, . . . ,vn es V Tx.
Dado que la matriz V es ortogonal, tenemos que V Tx P S. Aśı que la matriz V T solamente
gira la esfera unitaria.

El vector ΣV Tx tiene coordenadas

zi “

#

σiv
T
i x, i P t1, . . . , ru,

0 i P tr ` 1, . . . ,mu
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en la base canónica te1, . . . , emu de Rm. Éstas cumplen que

z2
1

σ2
1

` ¨ ¨ ¨ `
z2
r

σr
ď 1.

Luego, ΣV Tx está en el hiperelipsoide E con semiejes e1, . . . , er de longitud σ1, . . . , σr.
Por consiguiente, la matriz Σ transforma S en E ..

La matriz U , transforma el vector ΣV Tx en Ax. Por lo que Ax tiene las mismas coor-
denadas zi de ΣV Tx, pero en la base ortonormal tu1, . . . , unu. Por lo que U solamente gira
el hiperelipsoide E .

En consecuencia, la matriz A transforma la esfera unitaria en un hiperelipsoide sobre
Rr con semiejes u1, . . . , ur de longitudes σ1, . . . , σr.

Σ U

v2 v1

v3

σ1u1σ2u2
σ2

σ1

S E E

base {u1, ..., ur} de Col(A)base cánonica de Rmbase {v1, ..., vn} de Rn

Figura 2.7: Deformación de la esfera unitaria bajo A

Observaciones 2.6:

+ Si A tiene rango deficiente, entonces el hiperelipsoide E se encuentra en un subespacio
de menor dimensión que Rn e incluimos el interior de E .

+ Las respectivas longitudes de los semiejes mayor y menor son

σ1 “ máx
xPRn

}Ax}2 y σr “ mı́n
xPRn

}Ax}2,

2.4.2. SVD en el Problema de Cuadrados Mı́nimos

Sea A “ UΣV T una SVD de la matriz A. Entonces

mı́n
xPRn

}Ax´ b}22 “ mı́n
xPRn

}UΣV Tx´ b}22

Debido a que U es una matriz ortogonal, tenemos que

mı́n
xPRn

}UΣV Tx´ b}22 “ mı́n
xPRn

}ΣV Tx´ UTb}22.
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Sean
c “ UTb e y “ V Tx.

Dado que V es es ortogonal, V T es invertible, entonces

mı́n
xPRn

}ΣV Tx´ UTb}22 “ mı́n
yPRn

}Σy ´ c}22.

Los elementos de la matriz Σ son iguales a cero fuera de su diagonal principal, y sobre
esta diagonal solamente los valores singulares σ1, . . . , σr son distintos de cero. Aśı que

mı́n
yPRn

}Σy ´ c}22 “ mı́n
yPRn

«

r
ÿ

i“1

|σiyi ´ ci|
2
`

r
ÿ

i“1

|ci|
2

ff

.

Luego, todo vector y con componentes

yi “

$

&

%

ci
σi
, i “ 1, . . . , r,

arbitrario, i “ r ` 1, . . . , n,
(2.7)

minimiza el tamaño del residuo Σy ´ c. En consecuencia, el conjunto de vectores V y,
donde yi está dado por (2.7) nos da una familia de soluciones de cuadrados mı́nimos.
Dentro de esa familia, seleccionamos el vector

x: “ V y

de menor norma euclidiana. El vector x: se llama solución de cuadrados mı́nimos
de norma mı́nima. Puesto que V es una matriz ortogonal, tenemos que

}x:}2 “ }y}2.

Como queremos minimizar }x:}2 y las componentes y están dadas por (2.7), entonces
basta tomar

yi`r “ ¨ ¨ ¨ “ yn “ 0.

Aśı que podemos expandir x: en los primeros r vectores singulares de izquierda v1, . . . ,vr
como

x: “
r
ÿ

i“1

ci
σi
vi

En resumen, la solución de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima x: para la ecuación
Ax “ b se obtiene de la siguiente manera:

1. Calcular una SVD A “ UΣV T ,

2. Formar el producto c “ UTb,

3. x: “ pc1{σ1qv1 ` ¨ ¨ ¨ ` pcr{σrqvr.
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Ejemplo 2.5 (Reconstrucción de haz de luz [109]). El haz de luz que emite una
fuente pasa por una abertura delgada de longitud infinita y ancho uno. La luz se difracta
al pasar por la abertura. La intensidad de luz incidente f sobre la abertura está en función
del ángulo θ P r´π{2, π{2s, mientras que la intensidad de luz difractada g depende de un
ángulo φ P r´π{2, π{2s. Con el paquete REGUTOOLS [51] generamos la Tabla 2.3 con 20
observaciones de la intensidad g en los ángulos

φi “

ˆ

i´
1

2

˙

π

20
´
π

2
, i “ 1, . . . 20.

Tenemos el siguiente problema:

Dados los valores de la función g : r´π{2, π{2s Ñ R para la intensidad de luz
difractada, encontrar los valores de la función f : r´π{2, π{2s Ñ R para la
intensidad de luz incidente.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
φi -1.492 -1.335 -1.178 -1.021 -0.863 -0.706 -0.549 -0.392 -0.235 -0.078
gpφiq 0.549 0.847 1.265 1.813 2.451 3.067 3.501 3.637 3.497 3.244
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
φi 0.078 0.235 0.392 0.549 0.706 0.863 1.021 1.178 1.335 1.492
gpφiq 3.038 2.902 2.730 2.422 1.983 1.499 1.061 0.718 0.473 0.307

Tabla 2.3: Valores de función g en ángulos de difracción φi

El modelo matemático que relaciona las funciones f y g está dado por la ecuación
integral

ż π
2

´π
2

pcosφ` cos θq2
ˆ

sinpπpsinφ` sin θqq

πpsinφ` sin θq

˙2

fpθqdθ “ gpφq. (2.8)

El núcleo representa la difracción de la luz con longitud de onda uno en la abertura de
acuerdo con la formulación de Kirchhoff [109], §8.3 [11].

Para conocer los valores de f , discretizamos la ecuación (2.8) con el método de colocación
en los 20 ángulos θi “ φi. La integral se aproxima con una cuadratura compuesta del punto
medio. Los nodos son los φ1is. Aśı, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales Ax “ b,
donde

ai,j “
π

20
pcosφi ` cosφjq

2

ˆ

sinpπpsinφi ` sinφjqq

πpsinφi ` sinφjq

˙2

,

bi “ gpφiq,

xi “ fpφiq,

i, j “ 1, . . . , 20.
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Figura 2.8: Ángulo de incidencia θ y ángulo de difracción φ del haz de luz que pasa por la
abertura.

La matriz A de tamaño 20 ˆ 20 tiene rango numérico 18. Por lo que buscamos una
solución de cuadrados mı́nimos. Por lo que A es de rango deficiente. Aśı que no podemos
obtener una Factorización QR de A con matriz triangular superior invertible, ni podemos
usar la Factorización de Cholesky de ATA. Lo que hacemos es usar la SVD para calcular
la solución de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima x:.
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f (θ) e x a c t a f (θ) a p r o x

Figura 2.9: Función f y sus valores aproximados por x:

En la figura 2.9 comparamos los valores de la solución

fpθq “ 2 expp´6pθ ´ 0.8q2q ` expp´2pθ ` 0.5q2q

de la ecuación (2.8) con los valores de las componenetes del vector x:. Ahora, la discre-
pancia entre los respectivos valores no es mayor que 0.1. Por eso los valores de f y los de
x: se traslapan.
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2.4.3. Propiedades de la SVD

Una de las propiedades de la SVD nos permite saber si una matriz dada está cerca de
otra con rango deficiente. Para precisar esto, medimos la distancia entre matrices con la
norma espectral

}A}2 “ máx
}x}2“1

}Ax}2.

Observaciones 2.7:

+ La norma espectral es la longitud del semieje mayor del hiperelipsoide que resulta de
deformar la esfera unitaria con la matriz A. Esta longitud es precisamente el mayor de los
valores singulares de A, a saber, σ1, entonces

}A}2 “ σ1.

Buscamos una matriz que minimize }A ´ B}2 para cada matriz B de rango k ď r. A
partir de la SVD de A, definimos las matrices

Ak “ U

»

—

—

—

–

σ1 0
. . .

0 σk

0

0 0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

mˆn

V T , k “ 1, . . . , r.

Observaciones 2.8:

+ En términos de los vectores singulares de izquierda y derecha, vi y ui, respectivamente,
podemos formar Ak como la suma de k matrices de rango uno:

Ak “
k
ÿ

i“1

σiuiv
T
i .

De este modo, solamente necesitamos los primeros k valores singulares de A y sus respec-
tivos vectores singulares para formar Ak.

Las matrices Ak nos dan la distancia más pequeña entre A y las matrices de rango k.

Teorema 2.2 ([37]). Sea A P Rmˆn una matriz de rango r. Entonces

mı́n
BPRmˆn
rankpBqďk

}B ´ A}2 “ }A´ Ak}2 “ σk`1 k “ 1, . . . , r.
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Este Teorema nos dice que a pesar de que una matriz sea invertible en teoŕıa, si ésta se
aproxima por una matriz de rango deficiente, entonces algunas de sus columnas pueden
ser tratadas como linealmente dependientes en los cálculos numéricos. A su vez, podemos
detectar esta situación mediante los valores singulares de la matriz.

Si usamos la norma de Frobenius

}A}F “

g

f

f

e

m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

|ai,j|2,

entonces

}A}F “

d

r
ÿ

i“1

σ2
i

porque U y V son matrices ortogonales. Con esta norma, cada Ak es aproximación de
menor rango de A.

Teorema 2.3 ([37]). Sea A P Rmˆn una matriz de rango r. Entonces

mı́n
BPRmˆn
rankpBqďk

}B ´ A}F “ }A´ Ak}F k “ 1, . . . , r.

2.4.4. Aplicaciones la SVD

Además de usar la SVD en el problema de cuadrados mı́nimos, esta factorización ma-
tricial tiene aplicaciones en distintas áreas de la Ciencia:

R Análisis del peso de recién nacidos [87],

R Extracción de electrocardiogramas fetales [14],

R Reconocimiento de patrones y de rostros [32],

R Recuperación de información en bases de datos [14],

R Compresión de imágenes digitales [24].

Ejemplo 2.6 (Compresión de Imágenes Digitales [2]).Vamos a usar la SVD para
almacenar la imagen digital mostrada en la Figura 2.10 con una menor cantidad de ṕıxeles.
Esta es una imagen de la Biblioteca Central de la UNAM de 1006ˆ 1418 ṕıxeles en JPG.
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Figura 2.10: Imagen de la Biblioteca central de la UNAM

Una imagen digital mˆ n en blanco y negro tiene m columnas cada una con n ṕıxeles,
es decir, su matriz es de tamaño nˆ n. La componente pi, jq es un número entre 0 y 1. El
cero corresponde al color negro, mientras que 1 indica el color blanco.

Los niveles de truncamiento que usamos son k “ 10, 20, 100. En cada caso generamos la
matriz Ak. En la Figura 2.11, mostramos las imágenes obtenidas. Conforme aumentamos k,
la SVD nos dan una imagen que donde se aprecian más detalles de la escena. Observamos
que podemos generar una aproximación correcta con k “ 100, en lugar de usar los 1006
valores singulares. En cada caso, medimos el error relativo

}A´ Ak}F
}A}F

“

d

řr
i“k`1 σ

2
i

řr
i“1 σ

2
i

y el cociente del número de ṕıxeles de la imagen comprimida entre el el número de ṕıxeles
de la imagen original pm` nqk{pmnq para darnos una idea de la reducción que ofrece Ak
respecto a A. Consulté [40] para medidas de compresión de imágenes.

k }A´ Ak}F {}A}F pm` nqk{pmnq
10 0.2006 .016993
20 0.1597 .033985
100 0.0666 .16993

Tabla 2.4: Errores relativos y cocientes pm` nqk{pmnq para distintos valores de k.
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(a) k “ 10 (b) k “ 20 (c) k “ 100

Figura 2.11: Compresión de imagen de la Biblioteca Central con SVD mediante la matriz Ak
para tres niveles de truncamento k.

2.5. Condicionamiento

2.5.1. Problemas Mal Condicionados

La discretización de la ecuación integral (2.1) nos da un sistema de ecuaciones lineales
Ax “ b. En la práctica, tanto el vector b como la matriz A tienen perturbaciones. Consi-
dere el sistema perturbado pA`Eqx “ b` e. Queremos medir como los errores relativos
de los datos }e}{}b} y }E}{}A} amplifican el error relativo de la solución }x´ x}{}x}.

Teorema 2.4 ([23]). Suponga que A es invertible, b ‰ 0 y }A´1}}E} ă 1.
Si

Ax “ b y pA` Eqx “ b` e.

entonces
}x´ x}

}x}
ď

κpAq

1´ κpAq
}E}

}A}

ˆ

}E}

}A}
`
}e}

}b}

˙

.

donde κpAq “ }A}}A´1}.
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Observaciones 2.9:

+ κpAq ě 1.

+ Cuando A es invertible, tenemos que

mı́nt}E} : A` E es singularu “
1

}A´1}
.

Aśı, la hipótesis }A´1}}E} ă 1 del Teorema 2.4 asegura que A` E es invertible [24].

El número de condición de la matriz A es κpAq. Si el valor de κpAq es grande,
por ejemplo de 1016, 1050, 10100 o mayor, se dice que A está mal condicionada. De
otro modo, está bien condicionada. Decidir que tan grande debe ser κpAq para que
A esté mal condicionada depende tanto de la precisión usada para la matriz y el lado
derecho como de la precisión deseada en la solución calculada. En particular, si los errores
relativos tanto en la matriz como en el lado derecho sean del orden de 10´d, entonces para
que el error relativo en la solución tenga una precisión de al menos 10´t, necesitamos que
κpAq ď 0.5ˆ 10d´t.

En aritmetica exacta, las soluciones x y x de las ecuaciones

Ax “ b y pA` Eqx “ b` e.

satisfacen }x ´ x} Ñ 0 cuando }e} Ñ 0 debido a la continuidad de A´1. En cambio,
si A está mal condicionada, en aritmetica finita puede pasar que }x ´ x} " 0 cuando
}e} « εmach.

Puesto que todas normas son equivalentes en un espacio vectorial de dimensión finita,
tenemos que los números de condición de matrices invertibles en Rnˆn son equivalentes en
el siguiente sentido:

1{n ¨ κ2pAq ď κ1pAq ď nκ2pAq,

1{n ¨ κ8pAq ď κ2pAq ď nκ8pAq,

1{n2 ¨ κ1pAq ď κ8pAq ď n2κ1pAq.

En particular, cuando usamos la norma espectral, podemos expresar κ2pAq en términos
de los valores singulares σ1 ě . . . ě σn de A como

κ2pAq “ σ1{σn,

debido a que

}A}2 “ máx
}x}2“1

}Ax´ b}2 “ σ1, y
1

}A´1}2
“ mı́n
}x}2“1

}Ax´ b}2 “ σn.
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Observaciones 2.10:

+ Vimos que la matriz A deforma la esfera unitaria S en un hiperelipsoide E con semiejes
de longitudes σ1, . . . , σn. Aśı que κ2pAq es el cociente entre las longitudes de los semiejes
mayor y menor de E .

+ En general, para una matriz A de rango r,

κ2pAq “ σ1{σr.

En ese caso, A está mal condicionada si por ejemplo σ1{σr ě 1{εmach.

Cuando b R ColpAq, examinamos la sensibilidad de la solución de cuadrados mı́nimos
de la ecuación Ax “ b respecto a pequeñas perturbaciones en A y b.

Teorema 2.5 ([59]). Sea A P Rmˆn de rango completo con m ě n. Sean

x “ arg mı́n
xPRn

}Ax´ b}2 y x “ arg mı́n
xPRn

}pA` Eqx´ pb` eq}2.

Sea r “ b´ Ax. Si

}E}2 ď α}A}2, }e}2 ď α}b}2 y κ2pAqα ă 1,

entonces
›

›x´ x
›

›

2

}x}2
ď

κ2pAqα

1´ κ2pAqα

ˆ

2` pκ2pAq ` 1q
}r}2

}A}2}x}2

˙

.

El Teorema 2.5 nos dice que }r}2 influye en el tamaño de la región donde se encuentra
la solución de cuadrados mı́nimos cuando perturbamos A y b.

2.5.2. Problemas Discretos Mal Planteados

Relacionamos los r valores singulares positivos σi de A con el condicionamiento. En
particular, nos interesa dos problemas mal condicionados:

R Problema de rango deficiente. La sucesión tσiu
n
i“1 decae a cero y tiene al menos

un salto, esto es, σk " σk`1 para algún k P t1, . . . , r ´ 1u.

R Problema discreto mal planteado. La sucesión tσiu
n
i“1 decae a cero sin saltos.

En ambos, el mal condicionamiento se refleja en la manera en que decaen los valores
singulares.
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Ejemplo 2.7. Retomemos la reconstrucción del haz de luz del Ejemplo 2.5. Esta vez
generamos 50 observaciones de la función g en el intervalo r´π{, π{2s. Con el mismo
método de discretización, formamos un sistema de ecuaciones lineales Ax “ b. Esta vez
A es de tamaño 50ˆ 50. Ordenamos sus valores singulares σ1 ě . . . ě σ50.
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Figura 2.12: Gráfica en escala logaŕıtmica de los valores singulares σi de la matriz A del
Ejemplo 2.5 contra el sub́ındice i. Usamos 50 observaciones.

En la Figura 2.12 mostramos la gráfica de los valores singulares de A, marcados por
p˝̋̋q, contra su sub́ındice i. El eje vertical σ está en escala logaŕıtmica base 10. Notamos
dos saltos. El primero entre σ17 “ 4.331 ˆ 10´11 y σ18 “ 6.966 ˆ 10´13 y el otro ocurre
entre σ20 “ 3.51ˆ10´12 y σ21 “ 1.317ˆ10´15. Los siguientes σi decaen rápidamente hasta
el orden de 10´16. Esto nos dice que el problema discreto del Ejemplo 2.5 es de rango
numéricamente deficiente.

Como los valores singulares pueden tender de diferentes maneras a cero, tenemos dis-
tintos grados de mal condicionamiento. Distinguimos tres tipos de problemas [1]:

R Ligeramente mal planteado:

σj “ Opj´αq, α ď 1.

R Moderadamente mal planteado. Los rećıprocos de los valores singulares tienen
orden polinomial:

σj “ Opj´αq, α ą 1.

R Severamente mal planteado Los valores singulares tienden a cero exponencial-
mente:

σj “ Ope´jαq, α ą 0.
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Ejemplo 2.8. Cuando discretizamos el problema de deconvolución del Ejemplo 1.2, por
el método de colocación de 20 puntos, obtenemos un sistema de ecuaciones Ax “ b, donde
A es la matriz invertible 20ˆ 20.
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Figura 2.13: Gráfica en escala logaŕıtmica de los valores singulares σi de la matriz A20ˆ20 del
Ejemplo 1.2 contra el sub́ındice i junto con la sucesión ti´4u20

i“1.

En la Figura 2.13 mostramos la gráfica de los valores singulares σ1 ě ¨ ¨ ¨ ě σ20 de A,
marcados por p˝̋̋q, contra su sub́ındice i en una escala logaŕıtmica base 10 sobre el eje
vertical. La sucesión tσiu decae gradualmente sin saltos desde σ1 “ 9.614 ˆ 10´1 hasta
σ20 “ 6.464 ˆ 10´8, pero no decae tan rápido como i´4. En consecuencia, el problema
discreto de deconvolución del Ejemplo 1.2 está moderadamente mal planteado.

A continuación vemos un ejemplo donde la discretización de una ecuación integral por
el método de colocación nos da un sistema de ecuaciones lineales mal condicionado que
esta severamente mal planteado. Para darnos cuenta, comparamos el decaimiento de los
valores singulares de la matriz de coeficientes con el de la exponencial del sub́ındice. Esto
explica porque los valores aproximados se alejan de la solución anaĺıtica.

Ejemplo 2.9. Queremos aproximar los valores de la función f : r0, 1s Ñ R que cumple
la ecuación integral

ż 1

0

?
s2 ` t2fptqdt “

1

3

´

`

1` s2
˘3{2

´ s3
¯

, 0 ď s ď 1. (2.9)
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Discretizamos en los puntos de colocación

si “
1

50

ˆ

i´
1

2

˙

, i “ 1, . . . , 50.

y aproximamos las integrales con la cuadratura compuesta del punto medio de 50 puntos.
Aśı, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales Ax “ b, donde

xi “ fpsjq,

ai,j “
1

50

b

s2
i ` s

2
j ,

bi “
1

3

´

`

1` s2
i

˘3{2
´ s3

i

¯

,

i, j “ 1, . . . , 50.

En este caso, la matriz A está mal condicionada ya que κ2pAq « 2.805ˆ 1018.
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Figura 2.14: Gráfica en escala logaŕıtmica de los valores singulares σi de la matriz A50ˆ50 de
la discretización de la ecuación (2.9) contra el sub́ındice i junto con la sucesión te´i{2u50

i“1.

En la Figura 2.14 graficamos los valores singulares σi de A contra su sub́ındice i en
escala logaŕıtmica base 10 sobre el eje vertical, junto con la sucesión te´i{2u. Como usamos
una escala logaŕıtmica, observamos que los valores e´i{2 aparecen en una recta. Los valores
singulares decaen rápidamente. De hecho,

σi ă e´i{2, i “ 2, . . . , 50.
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Por eso el problema discreto ésta severamente mal planteado.
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f (t) = t p(t)

Figura 2.15: Gráficas de la solución fptq “ t de la Ecuación (2.9) y de la poligonal p que une
los puntos pt1, x1q, . . . , pt50, x50q.

En la Figura 2.15 mostramos los valores de la solución

fptq “ t, 0 ď t ď 1

de la ecuación (2.9) junto con los valores xi de la solución de cuadrados mı́nimos de norma
mı́nima de la ecuación Ax “ b. La poligonal p que une los puntos pt1, x1q, . . . , pt50, x50q

oscila en comparación de la recta que nos da la solución. Esto se debe al mal condiciona-
miento de A.

2.6. Expansión en Valores Singulares

Los problemas mal planteados en el sentido de Hadamard que hemos abordado pueden
formularse de la siguiente manera:

Dada una función g P L2ra, bs y el operador T : L2ra, bs Ñ L2ra, bs definido por

T rf spyq “

ż b

a

kpx, yqfpyqdy,

hallar una función f P L2ra, bs tal que T rf s “ g

Vamos a examinar la relación entre estos y los problemas discretos mal planteados.
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La solución f de la ecuación T rf s “ g debe ser cuadrado integrable. Damos una condi-
ción necesaria para que }f}2 ă 8. La idea es expander f y g en bases de funciones, pues
si hay una relación entre los coeficientes de la función f con los de la función g, entonces
asociamos la existencia de la función f con la información sobre g. Para ello, generalizamos
la SVD al espacio vectorial de dimensión infinita L2ra, bs.

Consideramos el operador T ˚ : L2ra, bs Ñ L2ra, bs dado por

T ˚rgspyq “

ż b

a

kpx, yqgpxqdx.

La composición de T ˚ con T nos da el operador S “ T ˚ ˝ T sobre L2ra, bs dado por

Srf spzq “

ż b

a

„
ż b

a

kpx, zqkpx, yqdy



fpxqdx.

Supongamos que k es cuadrado integrable. Entonces T, T ˚ y S son operadores compactos.

Observaciones 2.11: [72]

+ Para operadores compactos, los valores propios se definen de la misma manera que en
dimensión finita, esto es, λ P C es un valor propio del operador S si existe f P L2ra, bs tal
que Srf s “ λf . La función f se llama función propia.

+ Los valores propios de un operador compacto forman una sucesión en C que se acumula
en cero.

+ Con el producto interno sobre L2ra, bs, S satisface la identidad

xSrf s, gy “ xf, Srgsy @f, g P L2
ra, bs.

En la literatura, los operadores lineales y acotados sobre L2ra, bs que cumplen esta iden-
tidad se llaman auto-adjuntos.

+ Los valores propios de un operador auto-adjunto son reales no negativos y las funciones
propias asociadas a distintos valores propios son ortogonales

Sea tλnu la sucesión de valores propios positivos de S en orden decreciente. El Teorema
Espectral para operadores compactos auto-adjuntos [72] nos dice que S tiene una sucesión
ortonormal tvnu de funciones propias asociadas a la sucesión tλnu tal que

Srf s “
8
ÿ

n“1

xf, vnyvn @f P L2
ra, bs.

Sean

µn “
?
λn y un “

1

µn
T rvns @n P N.

Entonces
T rvns “ µnun @n P N. (2.10)
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Observaciones 2.12:

+ La sucesión de funciones ortonormales tvnu forma una base ortonormal para KerpT qK.

+ tunu es una sucesión de funciones ortonormales de L2ra, bs.

Sea f P L2ra, bs. Denotemos por Pf a la proyección ortogonal de f sobre KerpT q. Como

f ´ Pf P KerpT qK,

entonces

f “ Pf `
8
ÿ

n“1

xf, vnyvn. (2.11)

Puesto que Pf P KerpT q, se sigue

xPf , vny “ 0 @n P N.

Observaciones 2.13:

+ Dado que el núcleo del operador integral T es cuadrado integrable, tenemos

T

«

8
ÿ

n“1

xf, vnyvn

ff

“

8
ÿ

n“1

xf, vnyT rvns.

La observación 2.13 implica que la imagen de la expansión (2.11) bajo T es

T rf s “
8
ÿ

n“1

xf, vnyT rvns. (2.12)

En consecuencia, mediante la relación (2.10) podemos resscribir la expansión (2.12) como

T rf s “
8
ÿ

n“1

µnxf, vnyun @f P L2
ra, bs. (2.13)

Esta representación de T se llama expansión en valores singulares (SVE). Los núme-
ros positivos µn se conocen como valores singulares, las funciones ortonormales vn y un
son funciones singulares de izquierda y derecha, respectivamente [41]. Esta expansión
generaliza la SVD.

Observaciones 2.14:

+ Dado que el núcleo k de T es cuadrado integrable, entonces mediante la SVE de T
podemos expandir k como [54] [110]:

kpx, yq “
8
ÿ

n“1

µnunpxqvnpyq. (2.14)
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2.6.1. SVE y SVD

Veamos la relación entre la SVE y la SVD. Lo que hacemos es discretizar la ecuación
integral (2.1) con el método de Galerkin. Recordemos que escogemos dos conjuntos tϕiu

n
i“1

y tψiu
n
i“1 de funciones ortonormales en L2ra, bs. Con estas funciones, obtenemos una matriz

Anˆn y el lado derecho b dados por

ai,j “

ż b

a

ż b

a

kpx, yqϕjpyqψipxqdxdy,

bi “

ż b

a

gpxqψipxqdx,

i, j “ 1, . . . , n.

Supongamos que A es invertible. Relacionamos sus valores singulares con los del operador
T . Para ello comparamos el tamaño del núcleo k con el tamaño de la matriz A en términos
de los valores singulares.

Debido a que un y vn son ortonormales, a partir de la expansión (2.14) de k, tenemos

}k}22 “
8
ÿ

i“1

µ2
i .

Por otra parte, sean σ
pnq
1 , . . . , σ

pnq
n los valores singulares de A. Entonces

}A}2F “
n
ÿ

i“1

”

σ
pnq
i

ı2

.

Con estas expresiones, podemos verificar las siguientes desigualdades [54]:

0 ď µi ´ σ
pnq
i ď }k}22 ´ }A}

2
F ,

σ
pnq
i ď σ

pn`1q
i ď µi,

i “ 1, . . . , n.

En consecuencia, los valores singulares de A se aproximan a los de T conforme el orden
de la matriz aumenta y su discrepancia está acotada por la diferencia de los tamaños del
núcleo y la matriz.

Ahora, consideramos la ecuación lineal T rf s “ g y su discretización Ax “ b. Además
de comparar los valores singulares de A y T , relacionamos los coeficientes xuj, gy de g con
los de b en base de vectores singulares, a saber, uTj b.

Puesto que las funciones ψ1, . . . , ψn son ortonormales, la proyección de g sobre el subes-
pacio generado por éstas es

gpnq “
n
ÿ

i“1

biψi.

A partir de las componentes ui,j y vi,j de las matrices U y V , definimos las funciones

u
pnq
j “

n
ÿ

i“1

ui,jψi y v
pnq
j “

n
ÿ

i“1

vi,jϕi, j “ 1, . . . , n.
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Éstas satisfacen la identidad

xu
pnq
j , gpnqy “ uTj b, j “ 1, . . . , n.

Entonces
ˇ

ˇ

ˇ
xuj, gy ´ xu

pnq
j , gpnqy

ˇ

ˇ

ˇ
Ñ 0 cuando nÑ 8,

implica que los coeficientes uTj b de b aproximan a los coeficientes xuj, gy de g.
De esta manera, la SVD de A en dimensión finita puede pensarse como una aproximación

de la SVE de T en dimensión infinita [48].

2.6.2. Condición de Picard

Vamos a usar la SVE para dar una condición necesaria para que la ecuación T rf s “ g
tenga solución. Supóngamos que g está en la imagen de T . Entonces con la SVE (2.13)
tenemos

g “
8
ÿ

n“1

µnxf, vnyun.

Dado que las funciones singulares un son ortonormales, se sigue que xg, uny “ µnxf, vny
para cada n P N. Luego, la expansión (2.11) de f se reescribe como

f “ Pf `
8
ÿ

n“1

xg, uny

µn
un, (2.15)

más aún, como la sucesión tvnu es base ortonormal de KerpT qK y Pf P KerpT q, tenemos

}f}22 “ }Pf}
2
2 `

8
ÿ

n“1

ˆ

xg, uny

µn

˙2

.

Esta identidad nos da una condición necesaria para la solución f .

Condición de Picard. Sea tµnu la sucesión de valores singulares del
operador compacto T : L2ra, bs Ñ L2ra, bs dado por

T rf spxq “

ż b

a

kpx, yqfpyqdy,

y sea tunu su sucesión de funciones singulares de izquierda. Entonces la
ecuación T rf s “ g tiene solución dada por (2.15) si g P ImpT q y

8
ÿ

n“1

ˆ

xg, uny

µn

˙2

ă 8.

Esta condición nos dice que si los coeficientes de g en la base ortonormal tunu decaen a
cero más rápido que los valores singulares de T , entonces la ecuación integral (2.1) tiene
solución [21].
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2.7. Condición Discreta de Picard

Queremos saber si un problema mal planteado dado por la ecuación (2.1) satisface la
condición de Picard cuando solamante tenemos un número finito de observaciones. Para
ello, damos una versión discreta de la condición de Picard discretos mal planteados. De
modo que si ésta se cumple, el problema continuo la satisface.

El operador T tiene un número infinito de valores singulares. Por lo que necesitamos
que la serie

8
ÿ

i“1

ˆ

xg, uiy

µi

˙2

converja. En cambio, en el problema discreto la matriz A con r valores singulares positivos,
el tamaño de la solución en términos de la SVD es

r
ÿ

i“1

ˆ

uTi b

σi

˙2

.

Esta suma corresponde con la serie anterior hasta el r-ésimo término cuando discretizamos
por Galerkin.

En vez de dar una condición sobre el tamaño de la solución de la ecuación Ax “ b, vemos
si los coeficientes uTi b decaen más rápido que valores singulares σi, pues esto corresponde
a que los cocientes xg, uny decaigan más rápido que los valores singulares µi. Al respecto,
Hansen [54] propone lo siguiente:

Sea τ ą 0 un nivel de perturbación dado. Decimos que el problema dado
por la ecuación Ax “ b cumple con la Condición Discreta de Picard
(DPC) si para todos los valores singulares σi de A mayores que τ , los
coeficientes correspondientes |uTi b| de b, en promedio, decaen a cero más
rápido que σi.

Podemos inspeccionar visualmente si la DPC se cumple con ayuda de la gráfica de
Picard, que consiste en una gráfica en escala logaŕıtmica base 10 sobre el eje vertical que
muestra los valores singulares σi de A en orden decreciente contra su sub́ındice i, junto con
los valores absolutos de los coeficientes uTi b de b y los valores absolutos de los cocientes
puTi bq{σi.

Observaciones 2.15:

+ Los cocientes puTi bq{σi son los coeficientes de la solución de cuadrados mı́nimos de
norma mı́nima x: de la ecuación Ax “ b en la base de vectores singulares de derecha.
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Para corroborrar numéricamente la DPC, promediamos los coeficientes uTi b con la media
geométrica móvil

ρi “

˜

i`q
ź

j“i´q

|uTj b|

¸
1

2q`1

, i “ q ` 1, . . . , n´ q

para q “ t0, 1, 2, 3u. La DPC se satisface si el cociente ρi{σi decae monótonamente para
aquellos valores singulares σi por arriba del umbral τ .

Primero damos el ejemplo de un problema discreto mal planteado que NO cumple la
DPC. Usamos el ejemplo de deconvolución del caṕıtulo 1.

Ejemplo 2.10. El problema discreto de deconvolución en el Ejemplo 1.2 consiste en
resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax “ b, donde el vector de observaciones b está
libre de ruido y A es positiva definida dada por

A “

»

—

–

kpm1 ´m1q ¨ ¨ ¨ kpm1 ´m20q

...
...

kpm20 ´m1q ¨ ¨ ¨ kpm20 ´m20q

fi

ffi

fl

,

kptq “ 1
0.1
?

2π
exp

ˆ

´
t2

0.02

˙

, mj “
2j´1

40
.

En el Ejemplo 2.8 vimos que este problema está moderadamente mal planteado. Ahora,
queremos saber si cumple con la DPC.

En la Figura 2.16 mostramos la gráfica de Picard del problema discreto de deconvolución.
Los 20 valores singulares σi de A, marcados por p˝̋̋q y ordenados de manera decreciente,
decaen gradualmente de 0.961 hasta 6.464 ˆ 10´8. Por otra parte, los valores absolutos
de los coeficientes uTi b de b en la base de vectores singulares de derecha, marcados por
p4q, se mantienen entre 1.829ˆ 10´7 y 1.6739 para sub́ındice impar, mientras que los de
ı́ndice par se mantienen entre 1.734ˆ 10´17 y 2.118ˆ 10´15. Luego, los valores absolutos
de los coeficientes uTi b{σi de la solución x: de la ecuación Ax “ b en la base de vectores
singulares de derecha, marcados por p♦♦♦q, se mantienen entre 0.016 y 1.74 en los sub́ındices
impares, y aumentan de 3.605ˆ 10´16 hasta 5.152ˆ 10´9 en sub́ındices pares.

Como los coeficientes uTi b{σi de x: oscilan entre ı́ndice par e impar, entonces la poligonal
que une su media geométrica móvil ρi con q “ 2 se comporta en zigzag como se muestra en
la Gráfica de Picard 2.17. Esto nos sugiere que el problema de deconvolución del Ejemplo
1.2 no cumple con la Condición de Picard.
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Figura 2.16: Gráfica de Picard para el problema discreto de deconvolución Ax “ b del
Ejemplo 1.2. Mostramos en escala logaŕıtmica a los valores singulares de A en orden decreciente
contra su sub́ındice i, aśı como los coeficientes del lado derecho b y de la solución x: en la base

de vectores singulares de derecha de A.
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Figura 2.17: Gráfica de Picard para el problema discreto de deconvolución Ax “ b del
Ejemplo 1.2 con la poligonal, marcada por p♦♦♦q, que une las medias geométricas móviles de los

coeficientes |uTi b|{σi de la solución x:.
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Ahora, damos un ejemplo que cumple la DPC. Retomamos el Ejemplo 1.3. El problema
directo es obtener la función del caudal mediante la convolución de kpyq “ 16

?
y con la

función que nos da la forma del vertedero. El problema inverso es una deconvolución.
Cuando discretizamos el problema inverso, obtenemos un problema discreto mal plan-

teado. Nos interesa ver que ese problema cumple la DPC con observaciones libres de ruido.
Vemos el comportamiento de los valores absolutos de los coeficientes de la solución de nor-
ma mı́nima del problema inverso mal condicionado en la base de vectores singulares de
izquierda.

Aśı, si el problema discreto cumple la DPC, podemos pensar que el problema continuo
de la forma del vertedero satisface la condición de Picard.

Ejemplo 2.11. Cuando examinamos la sensibilidad de la solución del problema discreto
de la forma del vertedero en el Ejemplo 1.3, formamos una ecuación Ax “ b, donde A es
una matriz triangular inferior dada por

ai,j “

#

16
2003{2

b

i´ j ` 1
2
, si i ě j,

0 en otro caso,
i, j “ 1, . . . , 200.

Queremos ver si este problema discreto satisface la DPC.
Primero, consideramos las observaciones libres de ruido bi “ z2

i en los 200 puntos de
la malla uniforme del intervalo r0, 1s. En la Figura 2.18 mostramos la gráfica de Picard
correspondiente. Los 200 valores singulares σi de A, marcados por p˝̋̋q y ordenados de
manera decreciente, decaen gradualmente de 6.344 a 1.101ˆ 10´3. Por lo que el problema
discreto está ligeramente mal planteado. Observamos en la Gráfica de Picard 2.18 que los
valores absolutos de lo coeficientes uTi b del lado derecho b en base de vectores singualres de
derecha, marcados por p4q, decaen más rápido que sus respectivos valores singulares. Por
eso los valores absolutos de los coeficientes uTi b{σi de la solución x: de la ecuación Ax “ b,
marcados por p♦♦♦q, se muestran como una sucesión decreciente. Aśı que el problema discreto
mal planteado de la forma del vertedero cumple con la DPC.

Ahora, supongamos que el vector b tiene ruido aditivo ε identicamente distribuido bajo
una gaussiana de media cero y de varianza 0.01. Esta vez en la Gráfica de Picard tenemos
que los valores absolutos de los coeficientes uTi pb`εq de b`ε decrecen de i “ 1 hasta i “ 29,
y despúes se dispersan como se ve en la Figura 2.19. Sea xLS el estimador de cuadrados
mı́nimos para x:. Entonces los valores absolutos de los coeficientes uTi pb`εq{σi de xLS en
la base de vectores singulares de derecha decrecen inicialmente hasta dispersarse a partir
de i “ 29.

En la Figura 2.20 mostramos otra Gráfica de Picard del problema discreto con obser-
vacionescon ruido. En esta ocasión, usamos la media geométrica móvil ρi con q “ 2 para
concentrar la dispersión de los coeficientes |uTi pb`εq|{σi de xLS en una poligonal, marcada
con p♦♦♦q, que decrece desde el sub́ındice i “ 3 hasta i “ 31 y posteriormente oscila.
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Figura 2.18: Gráfica de Picard para el problema discreto Ax “ b de la forma del vertedero
del Ejemplo 1.3. Mostramos en escala logaŕıtmica a los valores singulares de A en orden

decreciente contra su sub́ındice i, aśı como los valores absolutos de los coeficientes del lado
derecho b y de la solución x: en la base de vectores singulares de derecha de A.
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Figura 2.19: Gráfica de Picard para el problema discreto Ax “ b` ε de la forma del
vertedero del Ejemplo 1.3. Esta vez mostramos en escala logaŕıtmica a los valores absolutos de
coeficientes de b` ε y del estimador de cuadrados mı́nimos xLS de x: en la base de vectores

singulares de derecha de A.
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Figura 2.20: Gráfica de Picard para el problema discreto Ax “ b` ε de la forma del
vertedero del Ejemplo 1.3. Mostramos en escala logaŕıtmica a la poligonal, marcada por p♦♦♦q,
con las medias geométricas móviles de los coeficientes |uTi pb` εq|{σi del estimador xLS de x:

en la base de vectores singulares de derecha de A.

Aśı, el problema discreto mal planteado cumple parcialmente la DPC para los 29 valores
singulares más grandes cuando las observaciones tienen ruido.



REGULARIZACIÓN

CAPÍTULO 3

Estamos interesados en resolver problemas lineales mal planteados, su discretización da
lugar a un sistema de ecuaciones lineales Ax “ b, donde la matriz A está mal condicionada.
En consecuencia, los errores de truncamiento en la discretización y los errores por redondeo
que acumulamos en los cálculos numéricos ocasionan que la solución calculada tenga altas
oscilaciones

Queremos conseguir una buena aproximación de la solución del problema discreto mal
planteado. Sin embargo, los ejemplos del Caṕıtulo 1 muestran las dificultades que se pre-
sentan en la resolución de estos problemas. En vez de tratar directamente con el problema,
lo que hacemos es modificarlo adecuadamente.

Tikhonov fue el primero en sugerir un enfoque nuevo para resolver problemas mal plan-
teados. Antes, estos se resolv́ıan usando solamente información adicional para aislar una
clase de soluciones admisibles. Esta formulación modifica al problema mal planteado y
lo reemplaza por otro bien planteado. Partiendo del hecho de que además de los datos
aproximados, conoćıa la precisión del error en los datos, en 1963 [113] [114], él estable-
ce y justifica el metódo más popular para resolver problemas mal planteados, llamado
regularización [61].

De manera independiente, el método de regularización para resolver problemas mal
planteados fue introducido en América por Phillips [97] en 1962. Él introduce un término
de suavizamiento en la solución que resulta de la inversión del sistema de ecuaciones
obtenido por regla de cuadratura. Un año más tarde, Twomey [117] extendió el trabajo
de Phillips e introduce otro término de suavizamento.

La idea de la regularización es reemplazar el problema mal
planteado por otro bien planteado de modo que la solución del
nuevo problema sea una buena aproximación de la solución bus-
cada.

Escogemos una colección de problemas bien planteados, eligimos uno de esta colección, y
calculamos su solución. Los problemas de la colección dependen de un parámetro llamado
parámeto de regularización. Por cada valor de éste, tenemos un problema distinto, su
solución se llama solución regularizadora.

Una vez que elegimos el valor del parámetro de regularización, la solución regularizadora
se toma como aproximación de la solución del problema mal planteado. En resumen, en
la regularización realizamos las siguientes tareas:

R Calcular soluciones regularizadoras en función del parámetro de regularización.

R Elegir el parámetro de regularización adecuado.
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Observaciones 3.1:

+ La familia de problemas puede ser finita, o bien depender de un parámetro continuo,
o de uno discreto.

+ En la práctica, un problema bien planteado puede estar mal condicionado. Aśı que en
la regularización, lo reemplazamos por otro que además de estar bien planteado, no está
tan mal condicionado.

+ Además de los errores de truncamiento y por redondeo, los problemas tienen obser-
vaciones con ruido. En ese caso buscamos un estimador de la solución del problema mal
planteado.

3.1. Introducción a la Regularización mediante SVD
Para regularizar problemas discretos mal planteados usamos la SVD como nuestro punto

de partida. Sean σ1 ě ¨ ¨ ¨ ě σr los valores singulares positivos de la matriz A de tamaño
m ˆ n y rango r. Sean u1, . . . ,ur y v1, . . . ,vr sus vectores singulares de izquierda y de
derecha, respectivamente. Como los valores singulares pequeños de A son responsables del
mal condicionamiento, lo primero que intentamos es removerlos.

3.1.1. SVD Truncada

Mediante la SVD, tenemos que A es la suma de matrices de rango uno

A “
r
ÿ

i“1

σiuiv
T
i

Al remover los valores singulares más pequeños, truncamos esta suma. Dado k P t1, . . . , ru,
quitamos los r ´ k valores singulares más pequeños. Obtenemos la matriz

Ak “
k
ÿ

i“1

σiuiv
T
i

Observaciones 3.2:

+ Recordamos que los Teoremas 2.2 y 2.3 nos dicen que Ak es la matriz de rango k más
cercana a A con la norma espectral y la norma Frobenius para k “ 1, . . . , r.

Si reemplazamos A por Ak en el Problema de Cuadrados Mı́nimos, entonces tenemos la
siguiente colección de problemas:

mı́n
xPRn

}Akx´ b}2, k “ 1, . . . , r. (3.1)
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En cada caso, la solución de norma mı́nima que obtenemos es

xk “
k
ÿ

i“1

uTi b

σi
vi, k “ 1, . . . , r

Este método se conoce como SVD truncada. La matriz Ak se llama matriz TSVD de A
con nivel de truncamiento k [51],[56].

Observaciones 3.3:

+ La deducción de xk es análoga a la de la solución de cuadrados mı́nimos de norma
mı́nima xLS. De hecho, cuando k “ r, tenemos que Ak “ A y xk “ xLS.

+ Los Problemas (3.1) están mejor condicionados que el problema de cuadrado mı́nimos
(2.6), pues con los valores singulares de A en orden decreciente tenemos que

κ2pAkq “
σ1

σk
ď
σ1

σr
“ κ2pAq

La idea de la regularización por SVD truncada es quedarse con los coeficientes uTi b de b
asociados a los valores singulares más grandes. En este caso, el parámetro de regularización
es el nivel de truncamiento k y la solución regularizada es xk. En [47], Hansen justifica
el uso de la SVD truncada como método de regularización para matrices ligeramente mal
condicionadas.

Ejemplo 3.1. En el problema de la reconstrucción del haz de luz (Ejemplo 2.5) debemos
resolver la ecuación integral

ż π
2

´π
2

pcosφ` cos θq2
ˆ

sinpπpsinφ` sin θqq

πpsinφ` sin θq

˙2

fpθqdθ “ gpφq, |φ| ď
π

2
. (3.2)

Usamos el método de colocación en 20 ángulos φi P r´π{2, π{2s con cuadratura compuesta
del punto medio para obtener valores aproximados de la función f : r´π{2, π{2s Ñ R. De
esa manera, el problema discreto es resolver la ecuación Ax “ b, donde

ai,j “
π

20
pcosφi ` cosφjq

2

ˆ

sinpπpsinφi ` sinφjqq

πpsinφi ` sinφjq

˙2

, bi “ gpφiq, i, j “ 1, . . . 20

Anteriormente ya calculamos la solución x: de cuadrados mı́nimos con norma mı́nima
de la ecuación Ax “ b. con las 20 observaciones bi de la Tabla 2.3. Denotamos a su i-ésima
componente por x:piq. Para aproximar los valores de f , usamos la poligonal que en φi tiene
el valor x:piq. En la Figura 2.9 vimos la gráfica de esta aproximación.

Ahora, al lado derecho b le agregamos ruido ε que está identicamente distribuido bajo
una gaussiana de media cero y desviación estandar 0.01. Queremos recuperar los valores
de la función f a partir del sistema de ecuaciones lineales Ax “ b` ε.



70 3.1. Introducción a la Regularización mediante SVD

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

11

θ

 

 

f (θ) f L S(θ)

Figura 3.1: Poligonales f y fLS que en el ángulo θ “ φi tienen los valores x:piq y xLSpiq,
respectivamente.
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Figura 3.2: Gráfica de Picard para el problema discreto Ax “ b` ε de reconstrucción 1D del
haz del Ejemplo 2.5. Mostramos en escala logaŕıtmica a los valores singulares de A, los

coeficientes de b` ε en base de vectores singulares de derecha de A y la poligonal con las
medias geométricas móviles de los coeficientes |uTi pb` εq|{σi del estimador xLS de la solución

de norma mı́nima x: de Ax “ b.
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(b) k “ 5
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(c) k “ 13
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Figura 3.3: Para la reconstrucción 1D del haz de luz en el Ejemplo 2.5 aproximamos f por la
poligonal fk que en los puntos ti tiene los valores de la componentes de la solución regularizada

xk obtenida por SVD truncada.

Sea xLS el estimador de cuadrados mı́nimos de x: que obtenemos a partir de la ecuación
Ax “ b ` ε. En el ángulo φi, la i-ésima componente del estimador xLS, denotada por
xLSpiq, aproxima a x:piq. Mediante una poligonal fLS unimos los puntos pφi,xLSpiqq. En
la Figura 3.1 comparamos los valores de las componentes de xLS y x: con las gráficas de
fLS y f , respectivamente. Los valores de fLS sobrepasan notablemente a los de f , pues las
discrepancias entre xLS y x: son considerables. Esto se debe al mal condicionamento del
problema discreto. De hecho, κ2pAq « 9.7534ˆ 1015.

Como la sucesión de los valores singulares σi de A decrece más rápido que e´i{2, tenemos
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un problema severamente mal planteado. En la Figura 3.2 mostramos la Gráfica de Picard
para este problema discreto mal planteado. Vemos que los valores singulares σi de A
decrecen más rápido que los valores absolutos de los coeficientes uTi pb` εq de b` ε en la
base de vectores singulares de derecha de A. Por eso observamos que la curva con la media
geométrica móvil de los coeficientes |uTi pb ` εq|{σi| crece. Luego, la DPC no se cumple.
Aun aśı, tratamos de regularizar el problema discreto mal planteado.

Usamos la SVD truncada para regularizar el problema. Damos soluciones regularizadas
xk para cuatro valores del nivel de truncamiento k. Mediante una poligonal fk unimos los
20 puntos pφi,xkpiqq. En la Figura 3.3(a) nos quedamos solamente con el valor singular
más grande (k “ 1). La aproximación fk que obtenemos en este caso es una campana con
máximo en θ “ 0 que no se ajusta a f . En la Figura 3.3(b), tomamos k “ 5. Esta vez la
poligonal fk se ajusta mejor a f , aunque tiene discrepancias pequeñas para 0 ď θ ď ´π{2.
Para k “ 13, se reducen las diferencias entre los valores de fk y f sin tener más oscilaciones
como puede verse en la Figura 3.3(c). Cuando k “ 14, se generan oscilaciones de alta
amplitud en la poligonal fk que sobrepasan a los valores de f , pues las componentes
ruidosas tienen mayor peso. Véase Figura 3.3(d).

En la práctica, las observaciones se ven afectadas por errores que repercuten en la
solución del problema. En las señales con ruido gaussiano o en las mediciones tomadas por
un dispositivo, el error es aleatorio.

En ocasiones, en un problema discreto mal planteado dado por la ecuación Ax “ b, se
sabe que el vector de observaciones es

b “ bexacto ` ε,

donde bexacto es desconocido y ε es un vector aleatorio no observable. En términos de los
valores y vectores singulares, la solución regularizadora xk puede expresarse como

xk “
k
ÿ

i“1

uTi bexacto

σi
vi `

k
ÿ

i“1

uTi ε

σi
vi, k “ 1, . . . , r.

El primer término es la solución de cuadrados mı́nimos del problema libre de ruido

mı́n
xPRn

}Akx´ bexacto}2,

mientras que el segundo término es la propagación del error en la solución del problema
perturbado

mı́n
xPRn

}Akx´ pbexacto ` εq}2.

Con la SVD truncada, tratamos de escoger el nivel de truncamiento k de modo que ate-
nuemos la influencia del error en la solución regularizadora xk.



3. Regularización 73

Ejemplo 3.2. Retomemos el problema de la forma del vertedero (Ejemplo 1.3). Dada
la función del caudal cpzq “ z2, resolvemos numéricamente la ecuación integral

16

ż z

0

?
z ´ yfpyqdy “ cpzq, 0 ď z ď 1.

para encontrar valores aproximados de la función f que nos da la forma del vertedero.
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(a) k “ 5
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(b) k “ 15
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(c) k “ 50
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(d) k “ 75

Figura 3.4: Para el problema inverso del Ejemplo 1.3 aproximamos la solución
fpyq “

?
y{p2πq por la solución regularizada xk del problema discreto mediante SVD truncada.

Discretizamos la ecuación integral con el método de colocación en la malla uniforme
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zj “ j{200, j “ 0, . . . , 200 del intervalo r0, 1s. De este modo,

z2
i “

ż zi

0

?
zi ´ yfpyqdy “

i
ÿ

j“1

ż zj

zj´1

?
zi ´ yfpyqdy

Por cuadratura de punto medio, se sigue que

ˆ

i

200

˙2

“

i
ÿ

j“1

16

2003{2

c

i´ j `
1

2
f

ˆ

2j ´ 1

2p200q

˙

Aśı que el problema es resolver la ecuación Ax “ b, donde

bi “

ˆ

i

200

˙2

, ai,j “

#

16
2003{2

b

i´ j ` 1
2
, si i ě j,

0 en otro caso,
i, j “ 1, . . . , 200.

Agregamos ruido aleatorio ε de distribución normal con Epεq “ 0 y Covpεq “ 10´4I
al vector b. Queremos recuperar los valores de la función de forma f a partir del sistema
de ecuaciones lineales Ax “ b ` ε. Vamos a usar la SVD truncada para regularizar este
problema discreto mal planteado.

En la Figura 3.4 aproximamos los valores de la función solución

fpyq “
?
y{p2πq

sobre el intervalo r0, 1s con los valores que nos da la solución regularizadora xk obtenida
por SVD truncada. Para k “ 5, la solución regularizada oscila con altas amplitudes. Aśı
que las discrepancias entre la función f y los valores de las xk son notables. Conforme
aumentamos el parámetro, de k “ 15 a k “ 50 vemos como la solución regularizada oscila
más y reduce su amplitud. Si continuamos aumentando el nivel de truncamiento, el ruido
ejerce mayor influencia y las discrepancias aumentan como se ve en el caso k “ 75.

3.1.2. SVD Selectiva

Una variante de la SVD truncada consiste en seleccionar los coeficientes de la solución
de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima de la ecuación Ax “ b que aporten información
relevante. Lo que hacemos es usar los coeficientes uTi b de x: de tamaño mayor que un
umbral dado τ ą 0. De este modo, en vez de emplear xk, usamos

xτ :“
ÿ

|uTi b|ąτ

uTi b

σi
vi.

Este método se conoce como SVD selectiva. El parámetro de regularización es τ y la so-
lución regularizada es xτ . La elección pertinente del umbral τ debe remover los coeficentes
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uTi b por debajo del nivel del ruido [101].
Cuando el vector de observaciones b tiene error aditivo aleatorio ε, vemos la influencia

de este error en los coeficientes uTi b de xτ para elegir el parámetro τ . En ese caso, b es un
vector aleatorio.

Considere el modelo de regresión

b “ Ax` ε,

donde Epεq “ 0 y Covpεq “ η2I. El vector b es aleatorio. En cambio, uTi Ax no lo es.
Entonces

varpuTi bq “ varpuTi Ax` u
T
i εq “ varpuTi εq

Puesto que
varpuTi εq “ u

T
i Covpεqui,

se sigue
varpuTi bq “ u

T
i Covpεqui

Luego, }ui}2 “ 1 y Covpεq “ η2I implican

varpuTi bq “ η2.

Por eso el umbral que escogemos es τ “ η.

Observaciones 3.4:

+ Para evitar incluir coeficientes al nivel del ruido, incluimos un factor ν ą 0 como
sugiere Hansen [54]. Aśı que tomamos τ “ νη.

Ejemplo 3.3. En el Ejemplo 2.1, usamos el método de Galerkin con regla de trapecio
para discretizar la Ecuación de Phillips

ż 6

´6

kps´ tqfptqdt “ gpsq, |s| ď 6 (3.3)

con núcleo

kpsq “

#

1` cos
´sπ

3

¯

, si |s| ă 3,

0, si |s| ě 3,

y observaciones

gpsq “ p6´ |s|q

ˆ

1`
1

2
cos

´sπ

3

¯

˙

`
9

2π
sin

ˆ

|s|π

3

˙

,

La aproximación de la solución f es la combinación lineal de n funciones sombrero
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ϕjpsq “

$

&

%

c

n

12
, si sj ď s ă sj`1,

0, en otro caso,

j “ 1, . . . , n.

Los coeficientes xj se obtienen de la ecuación Ax “ b` ε, donde

bi “
1

2

c

12

n
pgpsiq ` gpsi`1qq ,

ai,j “
3

n
pkpsi ´ sjq ` kpsi`1 ´ sjq ` kpsi ´ sj`1q ` kpsi`1 ´ sj`1qq ,

ε “ Dε1, donde D es una diagonal con elementos entre 10´3 y 10´2 y ε1 „ Np0, Iq.
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Figura 3.5: Gráficas de la solución f de la ecuación de Phillips y la expansión Pf por funciones
24 sombrero cuando hay ruido gaussiano ε en observaciones

En la Figura 3.5 comparamos la solución análitica f de la Ecuación de Phillips con su
aproximación Pf en n “ 24 funciones sombrero ϕj. Los coeficientes son las componentes
del estimador xLS de de cuadrados mı́nimos de la ecuación Ax “ b`ε. El ruido gaussiano
ε en las observaciones ocasiona que Pf presente oscilaciones. En este caso el valor singular
más grande de A es σ1 “ 5.786, el más pequeño es σ24 “ 1.3631ˆ10´5, y por consiguiente
el número de condición es κ2pAq “ 4.2447ˆ 105.

La gráfica de Picard del problema se muestra en Figura 3.6. Observamos que la mayoŕıa
de los valores absolutos de los coefientes uTi pb` εq{σi del estimador xLS van aumentando
a partir del sub́ındice i ě 5. Por lo que la condición discreta de Picard se cumple con los
5 valores singulares más grandes. Esto nos sugiere regularizar el problema
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Figura 3.6: Gráfica de Picard para el problema discreto Ax “ b` ε de la Ecuación de Phillips
obtenido por método de Galerkin con 24 funciones sombrero. Mostramos en escala logaŕıtmica

a los valores singulares σide A (˝̋̋), los coeficientes |uTi pb` εq| de b` ε en base de vectores
singulares de derecha de A (4), y los coeficientes |uTi pb` εq|{σi del estimador xLS (♦♦♦).

Usamos la SVD selectiva para obtener soluciones regularizadas xτ de Ax “ b ` ε.
Las componentes xτ p1q, . . . ,xτ p24q de xτ son los coeficientes de la combinación lineal de
funciones sombrero

fτ ptq “
24
ÿ

j“1

xτ pjqφjptq.

24 funciones sombrero κ2pAq “ 4.2447ˆ 105

SVD selectiva SVD truncada
τ }f ´ fτ}8 k }f ´ fk}8

0.008 0.70258 5 0.159478
0.01 0.52457 10 0.070222
0.02 0.05322 15 0.682979
0.5 0.15863 20 5.57299

100 funciones sombrero κ2pAq “ 2.68399ˆ 108

SVD selectiva SVD truncada
τ }f ´ fτ}8 k }f ´ fk}8

0.008 9.22099ˆ 104 20 0.957077
0.01 8.60705ˆ 104 50 33.9469
0.02 4.01476ˆ 10´2 75 5.05458ˆ 102

0.5 0.145833 90 6.36816ˆ 103

Tabla 3.1: Errores de las soluciones regularizadoras fτ y fk obtenidas por SVD selectiva y
truncada en el problema de la Ecuación de Phillips para 24 y 100 funciones sombrero.
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En la Figura 3.7 mostramos las gráficas correspondientes a cuatro valores distintos de
τ . Con τ “ 0.02 tenemos la menor discrepancia de las cuatro expansiones fτ .
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(a) τ “ 0.008
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(b) τ “ 0.01
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(c) τ “ 0.02
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Figura 3.7: La solución f “ k de la Ecuación de Phillips y la combinación lineal fτ de 24
funciones sombrero. Los coeficientes de fτ son las componentes de xτ y el parámetro de

regularización es τ .

En la Tabla 3.1 para n P t24, 100u mostramos la discrepancia }f ´ fτ}8 para cuatro
valores diferentes del umbral τ además de la discrepancia }f´fk}8 para el problema regu-
larizado por SVD truncada para cuatro distintos niveles de truncamiento k. Observamos
que cuando tomamos 100 en vez de 24 funciones sombrero, }f ´ fk}8 aumenta del orden
de 10´1 a 103 cuando k aumenta de 20 hasta 90. En cambio, }f ´ fτ}8 es del orden de 104

para τ ď 0.01; mientras que }f ´ fτ}8es del orden de 10´2 para τ “ 0.02.
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3.2. Factores Filtro
La estimación estad́ıstica y la construcción de modelos son problemas inversos donde

deseamos hacer inferencias sobre un fenómeno a partir de información parcial o completa.
A menudo, los valores de los estimadores de cuadrados mı́nimos, de máxima verosimili-
tud o de distancia mı́nima son sensibles a pequeñas perturbaciones en los datos. Por lo
que tratamos con problemas inversos mal planteados. Los algoritmos para resolver estos
problemas inversos se conocen como algoritmos de inversión. El principio básico que
siguen es buscar una solución que sea consistente tanto con los datos observados como con
la información a priori sobre el comportamiento del fenómeno bajo estudio. Los métodos
de regularización implementan este principio.

Considere el problema discreto mal planteado dado por b “ Ax ` ε, donde A P Rmˆn

de rango n con m ě n. Sea A “ UΣV T una SVD de A. Tanto la SVD truncada y la SVD
selectiva usan los cocientes puTi bq{σi del estimador de cuadrados mı́nimos de x. Cuando
aplicamos estos métodos, filtramos los coeficientes ruidosos de la solución del problema.

Introducimos pesos ϕ1, . . . , ϕn P r0, 1s en la solución de cuadrados mı́nimos de norma
mı́nima dada por la SVD de modo que la solución regularizada sea

xreg :“
n
ÿ

i“1

ϕi
uTi b

σi
vi.

Llamamos factores filtro a los pesos ϕi [51]. Éstos dependen de un parámetro continuo
o discreto. En el caso de la SVD truncada con nivel de truncamiento k P N, tenemos que

ϕi “

#

1, si i ď k,

0, de otro modo.

En cambio, si usamos la SVD selectiva con un umbral τ ą 0, entonces

ϕi “

#

1, si |uTi b| ą τ ,

0, de otro modo.

Mediante las matrices

Φ “

»

—

–

ϕ1 0
. . .

0 ϕn

fi

ffi

fl

y Σ: “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

1

σ1

0

. . .

0
1

σn

0pm´nqˆn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

podemos escribir la solución regularizadora en aritmetica exacta como

xreg “ V ΦΣ:UTb.
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El objetivo del método de regularización por factores filtro es usar a xreg como un
estimador de x. Para medir lo cerca que está xreg de x, usamos el error en media
cuadrática:

MSEpxregq “ Ep}xreg ´ x}
2
2q.

O’Sullivan [94] menciona que las caracteŕısticas de un algoritmo de inversión pueden
estudiarse mediante el error en media cuadrática, el cual puede separase en sesgo y va-
rianza. El sesgo mide errores del sistema, mientras que la varianza mide errores aleatorios.
Usamos esta idea en la regularización por factores filtro.

En términos del sesgo x ´ Epxregq y la matriz de covarianza de xreg, el error en media
cuadrática se expresa como

MSEpxregq “ Tr pCovpxregqq ` }x´ Epxregq}
2
2. (3.4)

Como el ruido ε que tratamos cumple con las condiciones de Gauss-Markov, podemos
expresar MSEpxregq en términos de los factores filtro y valores singulares.

Proposición 3.1. El error en media cuadrática del estimador xreg es

MSEpxregq “ η2
n
ÿ

i“1

ˆ

ϕi
σi

˙2

`

n
ÿ

i“1

p1´ ϕiq
2
pvTi xq

2.

Demostración. El valor esperado de la solución regularizadora xreg es

Epxregq “ V ΦΣ:UTEpAxq ` V ΦΣ:UTEpεq

Dado que Epεq “ 0 y no hacemos supuestos estad́ısticos sobre Ax, tenemos que

Epxregq “ V ΦΣ:UTAx “ V ΦΣ:ΣV Tx.

Puesto que A es de rango completo, Σ:Σ “ Inˆn. En consecuancia,

Epxregq “ V ΦV Tx.

Entonces
x´ Epxregq “ pI ´ V ΦV T

qx

Debido a que V es una matriz ortogonal, se sigue que

x´ Epxregq “ V pI ´ ΦqV Tx

Aśı que

}x´ Epxregq}
2
2 “

n
ÿ

i“1

p1´ ϕiq
2
pvTi xq

2 (3.5)
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Por otra parte,
xreg ´ Epxregq “ V ΦΣ:UTε.

Por lo que

Covpxregq “ E
´

`

V ΦΣ:UTε
˘ `

V ΦΣ:UTε
˘T
¯

esto es,
Covpxregq “ V ΦΣ:UTEpεεT qUΣ:TΦTV T .

Puesto que la matriz U es ortogonal y

EpεεT q “ η2I,

se sigue que
Covpxregq “ η2V ΦΣ:Σ:TF TV T ,

de donde

Covpxregq “ η2
n
ÿ

i“1

ˆ

ϕi
σi

˙2

viv
T
i .

Por consiguiente,

Tr pCovpxregqq “ η2
n
ÿ

i“1

ˆ

ϕi
σi

˙2

Tr
`

viv
T
i

˘

.

Debido a que
Tr

`

viv
T
i

˘

“ vTi vi “ 1,

obtenemos

Tr pCovpxregqq “ η2
n
ÿ

i“1

ˆ

ϕi
σi

˙2

. (3.6)

En consecuencia, al sustituir las fórmulas (3.5) y (3.6) en la Identidad (3.4), obtenemos la
identidad deseada. ¨

Sin importar como elijamos los factores filtro, el error en media cuadratica de xreg tiene
un valor mı́nimo respecto a los ϕi [19]. Para ver esto, sea M : r0.1sn Ñ R la función dada
por

Mpϕ1, . . . , ϕnq “ MSEpxregq.

A partir de la expresión (3.2) que nos da el Teorema 3.1, tenemos que

BM

Bϕi
“

2

σ2
i

“

pη2
` pvTi xq

2
qϕi ´ pv

T
i xq

2
‰

, i “ 1, . . . , n.

Entonces los factores filtro óptimos son

ϕopt
i “

pvTi xq
2

η2 ` pvTi xq
2
, i “ 1, . . . , r.
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Aśı, el valor mı́nimo de MSEpxregq es

Mpϕopt
1 , . . . , ϕopt

n q “ η2
n
ÿ

i“1

pvTi xq
2

σ2
i pη

2 ` pvTi xq
2q
.

Una manera para que este valor mı́nimo sea pequeño es que los sumandos sean menores
que un umbral δ ą 0:

η2pvTi xq
2

σ2
i pη

2 ` pvTi xq
2q
ď δ,

de donde

pvTi xq
2
ď

δη2σ2
i

η2{σ2
i ´ δ

, i “ 1, . . . , n.

Como A es de rango completo por columnas, tenemos que

uTi Ax “ u
T
i UΣV Tx “ σiv

T
i x.

En consecuencia,
puTi Axq

2

σ2
i

ď
δη2σ2

i

η2{σ2
i ´ δ

, i “ 1, . . . , n.

Aśı, puTi Axq
2{σ2

i está acotado por arriba por una cota que se hace más pequeña conforme
i aumenta. De aqúı, los coeficientes |uTi Ax| deben decaer a cero más rapido que los valores
singulares para que el valor mı́nimo de MSEpxregq sea pequeño.

Observaciones 3.5:

+ Si reemplazamos a Ax por b “ Ax ` ε en el cociente puTi Axq
2{σ2

i , entonces lo que
estamos pidiendo es que |uTi b| debe decaer a cero más rapido que σi, esto es, que se cumpla
con la DPC.

3.3. Regularización de Tikhonov
Un método clásico para regularizar un problema discreto mal planteado es penalizar

el Problema de Cuadrados Mı́nimos (2.6) con el tamaño de la solución. Este método
se conoce como regularización de Tikhonov [113],[114]. Las soluciones de cuadrados
mı́nimos del problema discreto mal planteado están dominadas por coeficientes asociados a
altas frecuencias. Cuando incluimos el término }x}2 en el problema de cuadrados mı́nimos,
intentamos suprimir el efecto de estas altas frecuencias.

La regularización de Tikhonov consiste en resolver

mı́n
xPRn

 

}Ax´ b}22 ` λ
2
}x}22

(

. (3.7)

para un factor λ ą 0 que es nuestro parámetro de regularización [30]. La solución regula-
rizada se denota por xλ. El balance entre el tamaño del residuo rλ “ Axλ´b y el tamaño
de la solución xλ está controlado por λ.
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Observaciones 3.6:

+ Mientras más grande sea λ, el tamaño de la solución regularizada disminuye:

}xλ}2 Ñ 0 cuando λÑ 8.

Por otra parte, mientras más pequeña sea λ, la solución regularizadora se acerca más al
estimador de cuadrados mińımos x: del problema discreto mal planteado:

}xλ ´ x
:
}2 Ñ 0 cuando λÑ 0.

Notamos que
›

›

›

›

„

A
λI



x´

„

b
0


›

›

›

›

2

2

“

›

›

›

›

„

Ax´ b
λx


›

›

›

›

2

2

“ }Ax´ b}22 ` }λx}
2
2 @x P Rn.

Por lo que resolver (3.7) equivale a resolver el problema de cuadrados mı́nimos amortigua-
dos

mı́n
xPRn

›

›

›

›

„

A
λI



x´

„

b
0


›

›

›

›

2

2

.

Los puntos cŕıticos son las soluciones de la ecuación
„

A
λI

T „
A
λI



x “

„

A
λI

T „
b
0



,

A partir de esta ecuación, obtenemos las ecuaciones normales regularizadas
`

ATA` λ2I
˘

x “ ATb. (3.8)

El parametro λ es un desplazamiento con el que intentamos pasar de columnas colineales
a columnas ortogonales.

Mediante la SVD de A podemos conocer la solución de las ecuaciones normales regula-
rizadas.

Teorema 3.2. Sea A P Rmˆn con m ě n. Sean σ1, . . . , σn sus valores sin-
gulares, posiblemente algunos iguales a cero. Sean u1, . . . ,um y v1, . . . ,vn
sus vectores singulares de izquierda y derecha, respectivamente. Entonces la
solución de las ecuaciones normales regularizadas (3.8) es

xλ “
n
ÿ

i“1

σi
σ2
i ` λ

2
puTi bqvi.

Demostración. La matriz A tiene una SVD

A “ ru1 ¨ ¨ ¨ ums

»

—

—

—

—

–

σ1

. . .
σn

0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

rv1 ¨ ¨ ¨ vns
T

Umˆm Σmˆn V T
nˆn
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Dado que
UTU “ Im y V V T

“ In,

tenemos que
ATA` λ2I “ V ΣΣTV T

` λ2V V T ,

es decir,
ATA` λ2I “ V diagpσ2

1 ` λ
2, . . . , σ2

n ` λ
2
qV T .

Notamos que la matriz diagonal tiene los valores propios de ATA ` λ2I y los vectores
singulares de derecha son sus respectivos vectores propios. Como λ ‰ 0, entonces los
valores propios de ATA` λI son positivos. Por lo que esta matriz es positiva definida, de
hecho, su inversa es

`

ATA` λ2I
˘´1

“ V diag

ˆ

1

σ2
1 ` λ

2
, . . . ,

1

σ2
n ` λ

2

˙

V T .

Por consiguiente, la solución de las Ecuaciones Normales Regularizadas (3.8) es

xλ “ V diag

ˆ

1

σ2
1 ` λ

2
, . . . ,

1

σ2
n ` λ

2

˙

V TV ΣTUTb.

Como

V TV “ In y ΣTUTb “

»

—

–

σ1u
T
1 b
...

σnu
T
nb

fi

ffi

fl

,

entonces

xλ “
“

v1 ¨ ¨ ¨ vn
‰

diag

ˆ

1

σ2
1 ` λ

2
, . . . ,

1

σ2
n ` λ

2

˙

»

—

–

σ1u
T
1 b
...

σnu
T
nb

fi

ffi

fl

.

De este modo, conseguimos la expansión deseada de xλ. ¨

Observaciones 3.7:

+ La regularización de Tikhonov usa los factores filtro

ϕipλq “
σ2
i

σ2
i ` λ

2
, i “ 1, . . . , n.

+ Bajo condiciones de Gauss-Markov, el sesgo de xλ es

}x´ Epxλq}
2
2 “

n
ÿ

i“1

ˆ

λ2

σ2
i ` λ

2

˙2

pvTi xq
2.
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Ejemplo 3.4. El problema discreto de la reconstrucción del haz de luz (Ejemplo 2.5) es
resolver la ecuación Ax “ b, donde

bi “ gpφiq dado por la Tabla 2.3

ai,j “
π

20
pcosφi ` cosφjq

2

ˆ

sinpπpsinφi ` sinφjqq

πpsinφi ` sinφjq

˙2

,

φi “ pi´ 1{2qπ{20´ π{2,

i, j “ 1, . . . 20.
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Figura 3.8: Poligonal f que nos da la intensidad de luz incidente en la reconstrucción 1D del
haz en el Ejemplo 2.5 y la poligonal fλ que toma los valores de las componentes de la solución

regularizadora de Tikhonov xλ.



86 3.3. Regularización de Tikhonov

Sea x: la solución de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima de Ax “ b. Agregamos a
b ruido ε distribuido bajo una gaussiana con Epεq “ 0 y Covpεq “ 10´4I. A partir de la
ecuación Ax “ b` ε, deseamos recuperar los valores de la poligonal f que en el ańgulo φi
tiene el valor x:piq. Esta vez usamos regularización de Tikhonov.

Sea fλ la poligonal sobre el intervalo r´π{2, π{2s que interpola las componentes de la
solución regularizada xλ en los ángulos φi. En la Figura 3.8(a) mostramos la función f
junto con su aproximación fλ para λ “ 10´4. Observamos las altas oscilaciones de fλ
en comparación de la función f . En la Figura 3.8(b) observamos que para λ “ 0.1, las
discrepancias entre f y fλ son pequeñas. Si el parámetro λ se hace más grande, los valores
de fλ están cerca de cero. Como puede verse en la Figura 3.8(d). De las cuatro soluciones
regularizadas tomamos la del parámetro λ “ 0.1

Observaciones 3.8:

+ En los ejemplos que hemos visto en este caṕıtulo, es importante seleccionar un valor
adecuado del parámetro de regularización para que la solución regularizadora obtenida
por SVD truncada, SVD selectiva, Tikhonov o factores filtro aproxime a la solución del
problema mal planteado con pequeños errores. Esta tarea se explica con detalle en la
Sección 3.5.

3.3.1. Aplicación en Imágenes Digitales

En el siguiente ejemplo tratamos un problema mal planteado del procesamiento de
imágenes digitales.

Deblurring: Dada una imagen difuminada, obtener una imagen de la misma
escena con menos degradaciones.

La idea de este problema es obtener un modelo para difuminar imágenes. Dada una imagen
ideal F , buscamos una transformación B entre espacios de imágenes que la convierta en
la imagen difuminada G. El problema directo es dados F y B, obtener G “ BpFq. El
deblurring es el problema inverso, a saber, dados G y B, hallar F tal que BpFq “ G.

Para dar una formulación matemática del problema, representamos una imagen digital
en escala de grises mediante una matriz con elementos en el intervalo r0, 1s. Cada posición
de la matriz indica una muestra o ṕıxel de la imagen. Lo que hace la transformación B es
asignar a cada ṕıxel un promedio ponderado de los valores de los ṕıxeles que se encuentran
alrededor. Los pesos están dados por una función que dispersa el brillo de un ṕıxel a sus
vecinos. Apilamos las columnas de las matrices de las imágenes en vectores. De ese modo,
B puede verse como una transformación lineal sobre un espacio euclideano. Por lo que el
problema de deblurring se reduce a resolver un sistema algebraico de ecuaciones lineales.

En el Caṕıtulo 4 explicamos con más detalle el problema de Deblurring. Mientras tanto
vemos que el sistema de ecuaciones que obtenemos está mal condicionado. Esto ocasiona
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que la imagen obtenida tenga más degradación. Mediante la regularización de Tikhonov,
tratamos de obtener una mejor imagen.

Observaciones 3.9:

+ Aclaramos que no hay un consenso general para la traducción al español del término
deblurring.

Ejemplo 3.5. Considere la Imagen desenfocada con ruido gaussiano ε de media cero y
varianza 0.01 del Alma Mater de la Universidad de la Habana de mˆn ṕıxeles en formato
JPG que mostramos en la Figura 3.9 con m “ 1600 y n “ 1200. Los valores de los ṕıxeles
de la imagen desenfocada están en una matriz G de tamaño 1600ˆ1200. Queremos hallar
la matriz F del mismo tamaño que nos da la imagen restaurada.

Figura 3.9: Imagen difuminada con desenfoque gaussiano de desviación estándar 3.

En nuestro caso, la función que ocasiona el desenfoque es la gaussiana de media cero
con desviación estándar 3

k : t´m{2, . . . ,m{2u ˆ t´n{2, . . . , n{2u Ñ R

ki,j “
1

3
?

2π
exp

ˆ

´
i2 ` j2

2p3q2

˙

En el modelo que consideramos, el valor de cada ṕıxel de la imagen difuminada es una
suma ponderada de los valores de los ṕıxeles dentro de una región de la imagen original
que rodea al ṕıxel correspondiente:

gi.j “

m{2
ÿ

p“´m{2

n{2
ÿ

q“´n{2

kp,qfi´p,j´q,
i “ 1, . . . ,m,
j “ 1, . . . , n.
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Los valores de fi,j que hagan falta se toman iguales a cero. Denotemos por x y b a los vec-
tores de p1600qp1200q componentes con las columnas apiladas de F y G, respectivamente.
Obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Ax “ b,

donde

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

Ap0q Ap´1q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Ap´n{2q 0mˆm ¨ ¨ ¨ 0mˆm
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0mˆm

Apn{2´1q . . .
. . . Ap´n{2q

Apn{2q
. . .

. . .
. . .

...

0mˆm
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . Ap´1q

0mˆm ¨ ¨ ¨ 0mˆm Apn{2q Apn{2´1q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Ap0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

es una matriz de nˆn bloques con una estructura en banda tal que los bloques sobre una
misma diagonal son iguales, y a su vez cada bloque

Apjq “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

k0,j k´1,j ¨ ¨ ¨ k´m{2,j 0
...

. . .
. . .

. . .

km{2´1,j

. . .
. . . k´m{2,j

km{2,j
. . .

. . .
. . .

...
. . .

. . .
. . . k´1,j

0 km{2,j km{2´1,j ¨ ¨ ¨ k0,j

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

es una matriz de tamaño mˆm con la misma estructura en banda.

Figura 3.10: Imagen obtenida por solución de cuadrados mı́nimos.
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En §4.1 explicamos como reducir las dimensiones del problema para obtener la solución
de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima xLS de la Ecuación Ax “ b que mostramos en
la Figura 3.10. En este momento nos interesa observar que los errores de redondeo en el
cálculo de xLS ocasionan que la imagen se distorsione.

En la Gráfica de Picard 3.11 vemos como los valores singulares de A en orden decreciente
decaen de σ1 “ 0.99995 a σp1600qp1200q “ 4.40426ˆ10´36, por lo que κ2pAq “ 2.27042ˆ1035,
mientras que la poligonal con las medias geométricas móviles de los coeficientes |uTi pbq|{σi
de xLS oscila, y decrece en los primeros mil sub́ındices al orden de 10´3, se mantiene en
ese orden hasta i “ 105 para crecer al orden de 1018 en los últimos sub́ındices.
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c o e fi c i e n t e s | u T
i b | d e b

c o e fi c i e n t e s | u T
i b | / σ i d e x L S

Figura 3.11: Gráfica de Picard para el problema de Deblurring Ax “ b con la imagen del
Alma Mater. Mostramos en escala logaŕıtmica los valores singulares de A en orden decreciente,
los coeficientes |uTi pbq| de b, y la poligonal, marcada por p♦♦♦q, con las medias geométricas de los
coeficientes |uTi pbq|{σi de la solución de norma mı́nima xLS . Dejamos un espacio de 104 entre los
sub́ındices que mostramos, salvo en los primeros y últimos, donde dejamos un espacio de 200.

Usamos regularización de Tikhonov para obtener un vector xλ con las columnas apiladas
de la matriz Fλ de la imagen restaurada. En la Figura 3.12(a), obtuvimos una imagen do-
minada por el ruido que generan los errores de redondeo con el parámetro de regularización
λ “ 10´17. Si usamos λ “ 10´15, podemos apreciar caracteŕısticas de la escena, aunque, to-
dav́ıa presenta artificios generados como puede verse en Figura 3.12(b). Cuando tomamos
λ “ 10´12, en la imagen de la Figura 3.12(c) quitamos los artificios, podemos apreciar con
más claridadad detalles de la imagen. De seguir aumentado el parámetro hasta λ “ 0.1,
la imagen presenta más degradaciones. Este es el caso de la Figura 3.12(d). Aśı que con-
forme λ se acerca a cero, el ruido se propaga en la imagen restaurada por regularización
de Tikhonov, mientras que si aumenta más de lo debido, la imagen se desenfoca.



90 3.3. Regularización de Tikhonov

(a) λ “ 10´17 (b) λ “ 10´15

(c) λ “ 10´12 (d) λ “ 0.1

Figura 3.12: Imágenes obtenidas con la solución regularizadora de Tikhonov fλ.

3.3.2. Aplicación en el Ajuste de Curvas

En problemas reales, los datos no aparecen en forma exacta, sino que están contami-
nados por ruido. Desde un punto de vista determinista, ese ruido se considera como una
perturbación no deseada que aparece en la adquisición de datos. Por lo que no conviene
interpolarlos, sino aproximarlos.

Si el problema es generar datos perturbados a partir de una función suave, el inverso es:

Dada una colección de observaciones con perturbaciones, reconstruir la curva
de una función suave que se ajusta a éstas.

El inconveniente de resolver esto directamente es que la curva obtenida tiene altas oscila-
ciones aún con perturbaciones pequeñas en las observaciones. Por eso regularizamos.

Una idea que apoya a la teoŕıa de regularización es que la solución regularizadora de
un problema mal planteado puede obtenerse mediante un principio variacional que hace
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uso de los datos, aśı como de la información a priori de la suavidad de la solución. Varias
aplicaciones de la regularización variacional están influenciadas por los aportes de David
Marr y James Gibson a la teoŕıa de visión artificial [83].

Buscamos una familia de problemas que además de estar mejor condicionados, ten-
gan soluciones más suaves y más cercanas a los datos suministrados. En estos problemas
minimizamos una combinación lineal de funcionales E e I sobre un espacio de funciones
suaves. Las discrepancias aparecen en E, mientras que I nos da la suavidad. Para controlar
la suavidad usamos el parámetro de regularización λ.

Hemos visto que para medir la suavidad de una función, podemos usar la integral de su
segunda derivada. Si I está dado de esta manera, podemos relacionar la solución regula-
rizadora con la teoŕıa de Splines.

En el siguiente ejemplo mostramos el enfoque variacional de la regularización de Tikho-
nov para reconstruir una curva suave que ajusta a unos datos.

Ejemplo 3.6 (Spline de suavizamiento [27]). En la Figura 3.13 mostramos las tem-
peraturas diarias de la ciudad de Montreal del 1 de Enero de 1961 al 31 de Diciembre de
1962. Disponemos de m “ 730 datos pxi, yiq, i “ 1, . . . ,m tomados de [98], donde xi es el
número de d́ıa e yi es la temperatura en grados Celsius.

Problema: Encontrar la función más suave sobre el intervalo rx1, xms de modo
que las discrepancias entre sus valores y las temperaturas suministradas sean
pequeñas.

Damos las medidas de suavidad y disprepancias mediante funcionales. Para medir las
discrepancias empleamos el funcional E : C2rx1, xms Ñ R` dado por

Erf s :“
1

m

m
ÿ

i“1

pfpxiq ´ yiq
2

y para medir la suavidad de una función usamos el funcional I : C2rx1, xms Ñ R` dado
por

Irf s :“

ż xm

x1

rf2pxqs2dx.

El funcional E asocia a la función f el promedio de los cuadrados de sus discrepancias con
los datos, mientras que el funcional I nos da la curvatura de f .

Si resolvemos
mı́n

fPC2rx1,xms
Irf s,

obtenemos una función suave de C2rx1, xms. Entre las funciones de este espacio vectorial,
se puede probar que el polinomio cúbico por tramos S que cumple las condiciones de
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frontera
S2px1q “ S2pxmq “ 0

e interpola los datos pxi, yiq, i “ 1, . . . ,m, mı́nimiza el funcional I:

IrSs ď Irf s @f P C2
rx1, xms (3.9)
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Figura 3.13: Temperaturas en grados Celsius de Montreal en el peŕıodo 1961-1962

El polinomio por tramos S se conoce como spline cúbico natural sobre el intervalo
rx1, xms. La Desigualdad (3.9) es la propiedad de norma mı́nima del spline cúbico
natural [5]. F́ısicamente, podemos pensar un spline como una varilla de acero flexible que
pasa por unos nodos de modo que minimiza la enerǵıa de tensión.

Como deseamos que los valores de nuestra función tengan pequeñas discrepancias con
las temperaturas, nos retringimos a las funciones de f P C2rx1, xms tales que Erf s “ 0.
Entonces el problema es

mı́n
fPC2rx1,xms
Erf s“0

Irf s.

En la práctica, damos una tolerancia σ ą 0 para las discrepancias. Aśı que resolvemos

mı́n
fPC2rx1,xms
Erf sďσ

Irf s.

Lo que hacemos es introducir un parámetro λ ą 0 que compense la aproximación de los
datos con la suaviadad de la función mediante el funcional

f ÞÑ Erf s ` λ2Irf s.
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Por consiguiente, nuestro problema es:

mı́n
fPC2rx1,xms

 

Erf s ` λ2Irf s
(

. (3.10)

Si minimizamos el funcional E sobre C2rx1, xms, obtenemos la recta que mejor se ajusta
a los datos. En cambio, si minimizamos el funcional I, conseguimos un spline cúbico que
interpola los datos. Se puede probar que la solución del Problema (3.10) es nuevamente un
spline cúbico natural. Sin embargo, este spline no interpola los datos pxi, yiq, sino que es
una aproximación suave de los datos, que en la literatura se conoce como spline de sua-
vizamiento [120]. Para valores pequeños de λ aproximamos datos con altas frecuencias,
mientras que para valores más grandes damos mayor peso al suavizamiento.

Para obtener el spline cúbico que resuelve el Problema (3.10) usamos una base de splines
cúbicos. Dividimos el intervalo rx1, xms en n1 subintervalos rt0, t1q, . . . , rtn1´1, tn1q, donde
definimos

B0
j pxq “

#

1, si tj ď x ă tj`1,

0, en otro caso,

y de manera recursiva

Bk
j pxq “

x´ tj
tj`k ´ tj

Bk´1
j pxq `

ˆ

1´
x´ tj`1

tj`k`1 ´ tj`1

˙

Bk´1
j`1 pxq, k “ 1, 2, 3.

Estas funciones se llaman B-splines. En la Figura 3.14 mostramos los B-splines Bk
i para

k “ 0, 1, 2, 3. Conforme k aumenta, la suavidad del spline aumenta y se define sobre
intervalos cada vez más grandes.

En particular, los B-splines
B3
´3, . . . , B

3
n1´1

tienen las siguientes caracteŕısticas [70]:

R Son funciones dos veces continuamente diferenciable sobre el intervalo rx1, xms tales
que sus evaluaciones, pendientes y segunda derivadas fuera del intervalo rtj, tj`kq
son iguales a cero.

R Forman una base para el conjunto de splines cúbicos definidos sobre el intervalo
rx1, xms.

Tomamos nodos equidistantes ti. Sea n “ n1 ` 3, y sea Sλ el spline cúbico que resuelve
el Problema (3.10). Expandimos Sλ como la combinación lineal

Sλpxq “
n
ÿ

j“1

ajB
3
j´4pxq.
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Para determinar los coeficientes aj, reemplazamos f por Sλ en el problema

mı́n
fPC2rx1,xms

«

1

m

m
ÿ

i“1

pfpxiq ´ yiq
2
` λ2

ż xm

x1

rf2pxqs2dx

ff

.

De esa manera, resolvemos

mı́n
aPRn

»

–

1

m

řm
i“1

˜

n
ř

j“1

ajB
3
j´4pxiq ´ yi

¸2

` λ2
şxm
x1

«

n
ř

j“1

aj
d2

dx2
B3
j´4pxq

ff2

dx

fi

fl . (3.11)

Eilers y Marx [27] prueban que

ż xm

x1

«

n
ÿ

j“1

aj
d2

dx2
B3
j´4pxq

ff2

dx “ 2
n
ř

j“3

cjpaj ´ 2aj´1 ` aj´2qpaj´1 ´ 2aj´2 ` aj´3q,

`
n
ř

j“3

djpaj ´ 2aj´1 ` a2q
2,

donde las constantes cj y dj son integrales de productos de B-splines de grado uno en el



3. Regularización 95

intervalo rx1, xms. Ellos proponen resolver

mı́n
aPRn

»

–

1

m

m
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“1

ajB
3
j´4pxiq ´ yi

¸2

` λ2
n
ÿ

j“3

paj ´ 2aj´1 ` aj´2q
2

fi

fl .

en lugar del problema (3.11). En forma matricial, esto es,

mı́n
aPRn

1

m
}Ba´ y}22 ` λ

2
}La}22,

donde
bi,j “ B3

j´4pxiq, i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n.

y

L “

»

—

–

1 ´2 1 0
. . .

. . .
. . .

0 1 ´2 1

fi

ffi

fl

pn´2qˆn

es la discretización por diferencias finitas centradas del operador que nos da la segunda
derivada.

Identificamos el método de regularización de Tikhonov. En este problema, el párametro
de regularización λ compensa el error de la aproximación }Ba ´ y}22 con la suavidad de
la solución }La}22. Las ecuaciones normales regularizadas

pBTB `mλ2LTLqa “ BTy.

nos dan los puntos cŕıticos de la función objetivo

Jpa, λq “
1

m
}Ba´ y}22 ` λ

2
}La}22.

Como la matriz BTB ` λ2LTL de este ejemplo es positiva definida, la solución regula-
rizadora es

aλ “ pB
TB `mλ2LTLq´1BTy.

El vector con las evaluaciones del spline cúbico Sλ en x1, . . . , xm es el producto Baλ.
En la Figura 3.15 comparamos los datos pxi, yiq con la gráfica del spline Sλ para distintos

valores del parámetro λ. Observamos que para valores pequeños de λ, el spline Sλ trata
de interpolar los datos, mientras para λ “ 0.5, el spline nos da una buena aproximación
de los datos. Incrementar el valor de λ, nos conduce a una solución más suave a costa de
aumentar el error en la aproximación.
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(b) λ “ 0.1
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(c) λ “ 0.5
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(d) λ “ 3

Figura 3.15: Spline cúbico Sλ obtenido con regularización de Tikhonov

3.3.3. Aplicación en Regresión Múltiple

Una aplicación de la regularización de Tikhonov en la Estad́ıstica ocurre en modelos de
regresión múltiple que presentan problemas de colinealidad.

En ocasiones, las variables predictivas de un modelo de regresión múltiple están fuer-
temente correlacionadas entre ellas. Cuando esto ocurre, los valores estimados de los coe-
ficientes de regresión son muy sensibles a cambios pequeños en los datos o al quitar o
agregar variables en la regresión, lo que afecta las inferencias y predicciones basadas en
el modelo de regresión. En esta situación, ya no es válido interpretar un coeficiente de re-
gresión como una medida del cambio en la variable explicativa cuando la correspondiente
variable predictiva aumenta una unidad, mientras que las otras quedan fijas.

La existencia de una fuerte correlación lineal entre las variables predictoras del modelo
de regresión se conoce como Colinealidad. Este problema puede que no se deba a un
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error de modelación, sino a datos deficientes [18].
Para el estad́ıstico, la presencia de colinealidad en un modelo de regresión infla las

varianzas de los coeficientes de regresión y amplifica los errores en las variables de regresión.
Una vez escaladas y centradas las variables predictorias, podemos hacer un diagnóstico
de colinealidad con medidas como correlaciones y los factores de inflación de varianza.
Véase Marquardt [77]. Por su parte, el análista numérico puede usar los valores singulares
de la matriz de diseño y su número de condición para detectar colinealidad, además de
emplear cotas de perturbación como las de §2.5 para predecir errores en los coeficientes
de regresión. Sin embargo, esas cotas de pertubación en téminos del número de condición
son pesimistas en aplicaciones estad́ısticas como señala Stewart en [112], donde da una
explicación clara de la conexión entre el número de condición y los factores de inflación
de varianza y propone como medida de colinealidad a los cuadrados de los factores de
inflación de varianza.

La presencia de pequeños valores propios en el producto de la matriz de diseño con su
transpuesta indica un problema de colinealidad en el modelo de regresión. Cuando uno
o más de estos valores propios son pequeños, el error en media cuadrática es grande, lo
que sugiere una estimación de cuadrados mı́nimos imprecisa. Para abordar el problema
de colinealidad, buscamos un estimador con componentes de menor variación que las del
estimador de cuadrados mı́nimos. Una manera de hacer esto es aproximar el conjunto
original de variables explicativas por uno ortogonal que permita un sesgo pequeño en el
estimador del vector parámetros. Esto se conoce como Ridge Regression. El nombre fue
dado por Arthur E. Hoerl [60] por parecido con un método grafico que é́l hab́ıa propuesto
anteriormente.

Mediante la ridge regression tratamos de dar un estimador alternativo con error en media
cuadrática más pequeño que el estimador de cuadrados mı́nimos. Lo que hacemos es poner
una restricción cuadrática al método de cuadrados mı́nimos para permitir un estimador
sesgado. Penalizamos con un multiplicador de Lagrange, de modo que la varianza del nuevo
estimador sea una función decreciente respecto al multiplicador, mientras que su sesgo sea
una función creciente [58].

La introducción del multiplicador en el método de cuadrados mı́nimos con restricción
cuadrática, nos permite relacionar la ridge regression con la regularización de Tikhonov.
como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7 (Regresión múltiple [86]). En la Tabla 3.2 mostramos información sobre
la mano de obra de n “ 17 hospitales navales de E.U.A. [118], donde

Y horas laborales mensuales
X1 promedio diario del número de pacientes
X2 número de exposiciones a rayos X en un mes
X3 total de d́ıas-camas ocupadas en un mes
X4 población en el área dada ˜ 1000
X5 promedio de la permanencia de pacientes en d́ıas
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i Y X1 X2 X3 X4 X5

1 566.52 15.57 2463 472.92 18 4.45
2 696.82 44.02 2048 1339.75 9.5 6.92
3 1033.15 20.42 3940 620.25 12.8 4.28
4 1603.62 18.74 6505 568.33 36.7 3.9
5 1611.37 49.2 5723 1497.6 35.7 5.5
6 1613.27 44.92 11520 1365.83 24 4.6
7 1854.17 55.48 5779 1687 43.3 5.62
8 2160.55 59.28 5969 1639.92 46.7 5.15
9 2305.58 94.39 8461 2872.33 78.7 6.18
10 3503.93 128.02 20106 3655.08 180.5 6.15
11 3571.89 96 13313 2912 60.9 5.88
12 3741.4 131.42 10771 3921 103.7 4.88
13 4026.52 127.21 15543 3865.67 126.8 5.5
14 10343.81 252.9 36194 7684.1 157.7 7
15 11732.17 409.2 34703 12446.33 169.4 10.78
16 15414.94 463.7 39204 14098.4 331.4 7.05
17 18854.45 510.22 86533 15524 371.6 6.35

Tabla 3.2: Datos de mano de obra del Hospital.

Vamos a obtener una ecuación que estime las horas laborales mensuales a partir de las
otras variables. Para ello usamos un modelo de regresión multilineal donde el vector de
observaciones Y depende de múltiples variables expĺıcativas X1, . . . , X5:

Y “ β0 ` β1X1 ` β2X2 ` β3X3 ` β4X4 ` β5X5.

Geométricamente, tratamos de ajustar nuestras observaciones con el hiperplano gene-
rado por las variables explicativas.

Figura 3.16: Ajuste de observaciones con el hiperplano generado por las variables explicativas



3. Regularización 99

A partir de la Regresión Multilineal, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

Y “ Xβ,

donde

X “

»

—

–

1
...
1

X1 X2 X3 X4 X5

fi

ffi

fl

17ˆ6

.

Aplicamos el método de cuadrados mı́nimos. Por lo que resolvemos

mı́n
βPR17

}Xβ ´ Y }22.

Como la matriz X tiene rango completo por columnas, entonces la matriz simétrica XTX
es positiva definida. Mediante su factorización de Cholesky, tenemos que la solución de las
ecuaciones normales

XTXβ “ XTY

es
β: “

“

1962.948 ´15.8517 0.05593 1.58962 ´4.21 ´394.314
‰T
.

Supongamos que nuestro vector de observaciones Y tiene un error aleatorio aditivo
ε de componentes idénticamente distribuidas por una función gaussiana con Epεq “ 0 y
Covpεq “ 0.01I. Por el Teorema de Gauss-Markov, sabemos que el estimador de cuadrados
mı́nimos βLS es el estimador lineal insesgado de varianza mı́nima para el problema de
regresión lineal

Y “ Xβ ` ε.

¿Podemos encontrar un estimador lineal de β: que tenga un sesgo pequeño y varianza
menor en relación a la del estimador insesgado βLS?

Lo que hacemos es buscar estimadores pequeños pβ de β: que tengan un residuo

r
pβ “ Y ´X pβ

de tamaño fijo. Al respecto, Hoerl y Kennard prueban en [60] que con el residuo

rLS “ Y ´XβLS,

el tamaño de r
pβ es

}r
pβ}

2
2 “ }rLS}

2
2 ` }Xppβ ´ βLSq}

2
2.
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Aśı, todo estimador pβ de β: con residuo de tamaño fijo r ą }rLS}2, se encuentra en el
hiperlipsoide

}Xppβ ´ βLSq}
2
2 “ cr,

donde
c2
r “ r2

´ }rLS}
2
2.

Esto da lugar al problema de cuadrados mı́nimos con restricción cuadrática:

mı́n
}Xp pβ´βLSq}

2
2“c

2
r

}pβ}22.

Con el método de multiplicadores de Lagrange, penalizamos este problema con un pára-
metro λ ‰ 0. Por lo que minimizamos el Lagrangiano

Lppβ, λq “ pβT pβ ` λ
´

c2
r ´ }Xp

pβ ´ βLSq}
2
2

¯

respecto al estimador pβ. Los puntos cŕıticos de L satisfacen

BL

B pβ
“ 0 y

BL

Bλ
“ 0.

Dado que
BL

B pβ
“ 2pβ ´ 2λXTXppβ ´ βLSq,

los puntos cŕıticos del Lagrangiano cumplen la ecuación

pβ ´ λXTX pβ “ ´λXTXβLS.

Luego,
XTXβLS “ XTY,

implica
ˆ

1

λ
I ´XTX

˙

pβ “ ´XTY.

Si reemplazamos λ por ´1{λ2, entonces el mı́nimo de L cumple las ecuaciones normales
regularizadas

pXTX ` λ2Iqpβ “ XTY.

De aqúı, el estimador buscado es la solución regularizada pβ “ βλ y su sesgo respecto a
β: con el vector de observaciones ideales Yexacto se expresa mediante la SVD X “ UΣV T

como

}β: ´ Epβλq}
2
2 “

n
ÿ

i“1

ˆ

λ2

σ2
i ` λ

2

˙2 ˆ
uTi Yexacto

σi

˙2
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Adicionalmente, se puede verificar que

c2
r “

n
ÿ

i“1

ˆ

λ2

σ2
i ` λ

2

˙2

puTi pYexacto ` εqq
2. (3.12)

De esta manera modificamos el problema de cuadrados mı́nimos para permitir una
estimación sesgada. Por lo que estamos aplicando ridge regression. En la Figura 3.17 gra-
ficamos las componentes βλp1q, . . . ,βλp6q del estimador βλ contra el parámetro λ cuando
este parámetro toma los valores 1, 10´1, 10´2, 10´3. Esta gráfica se llama Ridge-Plot [63].
Observamos que βλp4q y βλp5q no se van a cero cuando λ “ 10´3.
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Figura 3.17: Componentes βλp1q, ¨ ¨ ¨βλp5q de estimador de ridge regression en función del
parámetro λ “ 1, 10´1, 10´2, 10´3.

La introducción del sesgo en nuestro estimador se compensa con una reducción en la
varianza. Esta compensación se mide con el error en media cuadrática. Por el Teorema
3.1, tenemos que βLS es

MSEpβLSq “ TrpCovpβLSqq “ η2
6
ÿ

i“1

1

σ2
i

,

En este ejemplo, MSEpβLSq “ 185.66.
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Por otra parte, por la Proposición 3.1, tenemos que el estimador sesgado βλ es

MSEpβλq “ η2
6
ÿ

i“1

σ2
i

pσ2
i ` λ

2q2
`

6
ÿ

i“1

ˆ

λ2

σ2
i ` λ

2

˙2 ˆ
uTi Yexacto

σi

˙2

.

Comparamos los errores en media cuadrática para distintos valores del parámetro λ.
Observamos en la Tabla 3.3 que reducimos el error en media cuadrática con el método de
ridge regression. Entre λ se hace más pequeño, más grande se hace MSEpβλq.

λ MSEpβλq
1 1.9906
0.1 1.9535
0.01 23.847
0.001 178.98

Tabla 3.3: Errores en media cuadrática del estimador βλ

3.3.4. Extensiones de la Regularización de Tikhonov

Considere el problema mal planteado dado por la Ecuación Integral de Fredholm

ż b

a

kpx, yqfpyqdy “ gpxq, c ď x ď d.

Discretizamos esta ecuación con el método de colocación en un sistema de ecuaciones
lineales Ax “ b, donde A P Rmˆn y b P Rm. Este sistema de ecuaciones lineales es un
problema discreto mal planteado que regularizamos con el método de Tikhonov:

mı́n
xPRn

}Ax´ b}22 ` λ
2
}x}22.

Con el teŕmino }x}2 controlamos el tamaño de la solución regularizadora. Ahora, que-
remos controlar su suavidad. Para ello, vemos el tamaño de las derivadas de la función f
en la norma-2 de L2ra, bs. Si usamos una partición uniforme t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn del intervalo
ra, bs con incremento ∆t, entonces

şb

a
rf 1pxqs2dx « ∆t

n´1
ř

i“1

rf 1ptiqs
2 y

şb

a
rf2pxqs2dx « ∆t

n´1
ř

i“2

rf2ptiqs
2.

Mediante diferencias finitas aproximamos f 1ptiq y f2ptiq, por lo tanto

şb

a
rf 1pxqs2dx « ∆t

n´1
ř

i“1

„

fpti`1q ´ fptiq

∆t

2

y
şb

a
rf2pxqs2dx « ∆t

n´1
ř

i“2

„

fpti`1q ´ 2fptiq ` fpti´1q

p∆tq2

2

.
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De esta manera, con las matrices en banda

L1 “
1

∆t

»

—

—

—

—

–

1 ´1
1 ´1 0

0
. . .

. . .

1 ´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

pn´1qˆn

, L2 “
1

p∆tq3

»

—

—

—

–

1 ´2
1

1
´2 1 0

0
. . .

. . .

1

. . .

´2 1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

pn´2qˆn

y el vector

x “
“

fpt1q ¨ ¨ ¨ fptnq
‰T

podemos aproximar el tamaño de la primera y segunada derivada de f como

}f 1}22 « }L1x}
2
2 y }f2}22 « }L2x}

2
2.

De modo que penalizamos el problema lineal de cuadrados mı́nimos con el término de
suavizamiento }Lx}22, en lugar del tamaño de la solución }x}2. Aśı que resolvemos

mı́n
xPRn

}Ax´ b}22 ` λ
2
}Lx}22. (3.13)

De este modo, la regularización de Tikhonov suaviza y amortigua las componentes de alta
frecuencia. Los puntos cŕıticos de la función objetivo del Problema (3.13) satisfacen las
ecuaciones normales regularizadas

pATA` λ2LTLqx “ ATb.

Para que estas ecuaciones tengan solución única xλ, supongamos que L tiene rango com-
pleto por renglones y que los espacios nulos de A y L se intersectan trivialmente.

Mediante cambios de variable podemos reducir el problema al caso donde penalizamos
el tamaño de la solución. Par ver esto, notamos que el residual

r “

ˆ

A
λL

˙

x´

ˆ

b
0

˙

tiene tamaño
}r}22 “ }Ax´ b}

2
2 ` λ

2
}Lx}22.

Lo que hacemos es buscar una matriz K, junto con vectores z y c tales que

}r}22 “ }Kz ´ c}
2
2 ` λ

2
}z}22. (3.14)

Comenzamos por calcular una factorización QR de LT :

LT “
`

Vnˆp Wnˆpn´pq

˘

ˆ

Rpˆp

0pˆpn´pq

˙

A continuación, realizamos una Factorización QR de AW :

AW “
`

Qmˆpn´pq Smˆpm´n`pq
˘

ˆ

Upn´pqˆpn´pq
0pm´n`pqˆpn´pq

˙
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Puesto que L tiene rango completo por renglones, las matrices R y U son invertibles.
Tomamos

K “ STAV R´T y c “ STb.

Entonces con los cambios de coordenas

x “ V y1 `Wy2 y z “ RTy1

podemos verificar la relación (3.14). En consecuencia, el Problema (3.13) equivale a

mı́n
zPRp

 

}Kz ´ c}22 ` λ
2
}z}22

(

.

Denotamos al mı́nimo por zλ. Aśı, xλ se obtiene de la siguiente manera [30]:

y1 “ R´Tzλ,

y2 “ U´1QT
pb´KV y1q,

xλ “ V y1 `Wy2.

Observaciones 3.10:

+ Hasta ahora hemos manejado el tamaño de la solución en la regularización de Tikhonov
con la norma euclidiana. En algunas aplicaciones conviene usar otras normas [54] como la
norma-1 si queremos controlar la suavidad de una función con su variación total o con la
norma Frobenius si la solución tiene las columnas apiladas de una matriz.

+ Cuando L ‰ Inˆn, podemos emplear una generalización de la SVD para estudiar la
regularización de Tikhonov como un método de regularización por factores filtro. Consulte
el Apéndice.

En la regularización de Tikhonov, reemplazamos el problema mal planteado por otro
mejor condicionado que incorpore información sobre la solución del problema. Bajo la
hipótesis de que la solución sea suave, vimos que podemos incluir esta información en el
problema de cuadrados mı́nimos de la Ecuación Ax “ b con una restricción }Lx}2 ď ∆,
donde L es una matriz que se obtiene de la discretización del tamaño de la primera o
segunda derivada. Si buscamos solamente que el tamaño de la solución sea pequeño, pode-
mos dar la misma restricción con L igual a la matriz identidad [99]. Esto da lugar a otra
otra formulación de la regularización de Tikhonov donde debemos resolver un problema
de cuadrados mı́nimos con restricciones cuadráticas:

mı́n
}Lx}22ď∆2

}Ax´ b}22.

Bajo cambios de variables, los reducimos a su forma estándar

mı́n
}x}22ď∆2

}Ax´ b}22
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conocido en optimización como Subproblema de región de confianza [22]. En la
siguiente sección presentamos las caracteŕısticas de este problema. Antes veremos como
podemos llevarlo a la formulación clásica de Tikhonov.

Con el método de multiplicadores de Lagrange, penalizamos el subproblema de región
de confianza. De esa manera, incluimos la restricción cuadrática }x}22 ď ∆2 en la función
objetivo dada por el tamaño del residuo }Ax´ b}22 con un multiplicador µ ą 0 como

mı́n
xPRn

 

}Ax´ b}22 ` µp}x}
2
2 ´∆2

q
(

.

Podemos omitir el témino con ∆2 en el problema penalizado porque minimizamos sobre el
vector x. Aśı que si tomamos µ “ λ2, obtenemos el método de regularización de Tikhonov.

Otra manera de abordar el problema discreto mal planteado dado por la Ecuación
Ax “ b es reducir el tamaño de la solución lo más que podamos y usar la información
que tengamos sobre los errores en los datos. En este caso mı́nimizamos }x}2 y ponemos
la restricción }Ax ´ b}2 ď ∆. Esto da lugar al problema de cuadrados mı́nimos con
restricciones cuadráticas dado por

mı́n
}Ax´b}22ď∆2

}x}22.

Este es el problema de la solución de norma mı́nima, que consiste en buscar el
vector más pequeño dentro o sobre el hiperelipsode }Ax´ b}22 “ ∆2.

Nuevamente, con el método de multiplicadores de Lagrange podemos llevar el problema
de la solución de la norma mı́nima a la formulación de Tikhonov. La diferencia es que
cuando penalizamos, el multiplicador µ acompaña al término }Ax ´ b}22 ´ ∆2, entonces
multiplicamos la función objetivo por 1{µ y hacemos λ2 “ 1{µ.

3.4. El Subproblema de Región de Confianza

3.4.1. Método de Región de Confianza

Uno de los problemas de optimización sin restricciones es dada una función f : Rn Ñ R
acotada y dos veces continuamente diferenciable, encontrar su mı́nimo:

mı́n
xPRn

fpxq.

Para resolverlo, generamos una sucesión txku que converge a un mı́nimo xmı́n de f . A
partir de una aproximación inicial x0, avanzamos un paso sk en cada iteración:

xk`1 “ xk ` sk.

Tomamos sk de modo que el tamaño del error fpxmı́nq ´ fpxkq en una vecindad de xk
disminuya en cada iteración.



106 3.4. El Subproblema de Región de Confianza

Una manera de elegir el paso sk de modo que la sucesión txku se aproxime al mı́nimo es
mediante el método de región de confianza [22], [25]. La idea es construir un modelo
aproximado ψk de la función f que en cada iteración sea válido en una vecindad de xk con
radio ∆k, llamada región de confianza. Este método incorpora una estrategia local donde
elegimos xk`1 como un mı́nimo de ψk sobre la región de confianza y una estrategia global
que tiene las siguientes caracteŕısticas:

R En cada iteración, aceptamos ó rechazamos el paso. Para decidir, calculamos el
cociente entre la reducción de la función objetivo y la reducción predecida por el
modelo:

ρk “
fpxkq ´ fpxk`1q

ψkp0q ´ ψkpskq
.

Aceptamos el paso si ρk ą 0, de otro modo lo rechazamos

R En cada iteración, reducimos el radio de la región de confianza cuando no tenemos
una aproximación aceptable de xk`1. De tenerla, aumentamos el radio si ψk predice
bien a la función f , lo disminuimos si la predicción de ψk es pobre, y lo dejamos
igual en otro caso. Usamos ρk para medir la predicción.

Observaciones 3.11:

+ Para evitar que la región de confianza se expanda más de lo necesario, delimitamos
su radio con el tamaño del gradiente:

∆k ď c}gk}2, c ą 1.

Retomamos la estrategia local que incorpora el método de región de confianza. Sea Hk

el Hessiano de f en x “ xk. Puesto que f P C2pRnq, podemos expandir esta función en
polinomios de Taylor de segundo orden como

fpxq « fpxkq ` g
T
k px´ xkq `

1

2
px´ xkq

THkpx´ xkq

para todo x en la vecindad }x´ xk}2 ď ∆k. De esta manera, la Expansión de Taylor nos
da el modelo cuadrático

ψkpsq “ g
T
k s`

1

2
sTHks

en la región de confianza }s} ď ∆k. Con este modelo,

ψkpx´ xkq « fpxq ´ fpxkq si }x´ xk}2 ď ∆k.

Tomamos el paso sk como el vector que minimiza el modelo ψk en la región de confianza.
Esto da lugar al Subproblema de Región de Confianza (TRS):

mı́n
sPRn

}s}2ď∆k

ψkpsq
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3.4.2. Caracteŕısticas del TRS

En el resto de la sección trabajamos con el TRS. Por lo que omitimos el sub́ındice k.
De modo que el modelo cuadrático es

ψpsq “ gTs`
1

2
sTHs

y el TRS es

mı́n
sPRn
}s}2ď∆

ψpsq.

Observaciones 3.12:

+ El TRS tiene solución porque toda función continua (el modelo cuadrático) sobre un
conjunto compacto (la restricción) alcanza sus óptimos.

+ El hessiano H es una matriz simétrica porque f P C2pRnq.

Podemos verificar que los puntos cŕıticos del modelo cuadrático ψ sin restricciones cum-
plen la ecuación

Hs “ ´g.

Cuando ponemos la restricción }s}2 ď ∆ al modelo ψ, usamos un multiplicador de La-
grange µ de modo que el mı́nimo de ψ en la región de confianza cumple la ecuación

pH ` µIqs “ ´g.

Esta ecuación da lugar a condiciones necesarias y suficientes para la solución del TRS.

Teorema 3.3 ([25]). El vector s es solución del TRS si y sólo si H es una
matriz simétrica positiva semidefinida y existe un parámetro µ ě 0 tal que
s cumple la ecuación

pH ` µIqs “ ´g

y la relación µp}s}2 ´∆q “ 0.

Observaciones 3.13:

+ Si H es positiva definida, el mı́nimo del TRS (3.4.2) es único.

+ Si µ ą 0, entonces la solución óptima del TRS está en la frontera }s}2 “ ∆.

Cuando la matriz H`µI es positiva definida, la ecuación pH`µIqs “ ´g tiene solución
única sµ. Si ésta se encuentra en la frontera de la región de confianza, el valor buscado de
µ es cero de

φpµq “ 1{∆´ 1{}sµ}2.
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3.4.3. Métodos para el TRS

Podemos usar el Método de Newton para hallar un cero de φ. El Algoritmo 3.1 actualiza
µ con este método.

Algoritmo 3.1

Dados µ ě 0, H ` µI P Rnˆn positiva definida, g P Rn, ∆ ě 0.

1. Calcula factorización de Cholesky H ` µI “ RTR;

2. Resuelve RTRp “ ´g;

3. Resuelve RTq “ p;

4. µÐÝ µ` p}p}2{}q}2q
2
p}p}2 ´∆q{∆.

Entre los métodos computacionales clásicos para resolver el TRS están el gancho que
busca µ tal que }sµ} « ∆ y actualiza la estrategia global con paso sµ en la iteración
correspondiente; la pata de perro de Powell, que realiza una aproximación lineal por tramos
de la curva descrita por s en función de µ y actualiza la estrategia global con el vector
sobre esa curva que tiene discrepancia de tamaño ∆ con el de la anterior iteración; la doble
pata de perro de Dennis y Mei [25]; y el algoritmo de Moré [84].

Sea µ1 el valor propio más pequeño de H. Moré propone que además de actualizar µ
con el Algortimo 3.1, delimitemos su valor a un intervalo que reduzca su tamaño en cada
iteración. Dados γ1, γ2 P p0, 1q, una aproximación inicial s0 de la solución del TRS, y un
valor inicial µ0 ą 0 del multiplicador de Lagrange tal que H ` µ0I sea positiva definida,
buscamos una solución aproximada s del TRS con el Algortimo 3.1 que cumpla

ψpsq ´ ψ˚ ď γ1p2´ γ1qmáxt|ψ˚|, γ2u y }s}2 ď p1` γ1q∆,

donde ψ˚ es el valor mı́nimo de ψ en la región de confianza.
Para calcular s con el Algortimo 3.1, buscamos un vector unitario z tal que }Rz}2 sea

pequeña, y calculamos τ P R tal que p` τz éste en la frontera de la región de confianza.
Detenemos las iteraciones cuando

|∆´ }p}2| ď γ1∆ o }Rpτzq}22 ď γ1p2´ γ1qmáxtγ2, }Rp}
2
2 ` µ∆2

u

En el primer caso, tomamos s “ p, y en el otro, s “ p` τz.
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Ejemplo 3.8. En el Ejemplo 2.1 retomamos la ecuación de Phillips (2.4). Su discretiza-
ción por método de colocación con regla compuesta del trapecio en 201 puntos nos da el
sistema de ecuaciones lineales

6

200

»

—

–

kps1 ´ s1q 2kps1 ´ s2q ¨ ¨ ¨ 2kps1 ´ s200q kps1 ´ s201q

...
...

...
...

kps201 ´ s1q 2kps201 ´ s2q ¨ ¨ ¨ 2kps201 ´ s200q kps201 ´ s201q

fi

ffi

fl

»

—

–

fps1q

...
fps201q

fi

ffi

fl

“

»

—

–

gps1q

...
gps201q

fi

ffi

fl

.
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−6 −4 −2 0 2 4 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

t

 

 

f (t) f ∆(t)

(a) ∆ “ 5

−6 −4 −2 0 2 4 6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

t

 

 

f (t) f ∆(t)

(b) ∆ “ 11

−6 −4 −2 0 2 4 6

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

t

 

 

f (t) f ∆(t)

(c) ∆ “ 12

−6 −4 −2 0 2 4 6
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

t

 

 

f (t) f ∆(t)

(d) ∆ “ 15

Figura 3.18: En la ecuación de Phillips del Ejemplo 2.1, aproximamos la función f con la
poligonal f∆ que tiene los valores de la solución del TRS con radio ∆ en partición uniforme de

201 puntos de r´6, 6s.
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Perturbamos b con ruido gaussiano ε de Epεq “ 0 y Covpεq “ 0.25I. Queremos recupe-
rar una solución aproximada de la ecuación Ax “ b a partir del modelo de Gauss-Markov
Ax “ b ` ε. Para ello, resolvemos el TRS para cuatro valores distintos del radio ∆ de la
región de confianza. Usamos el método de Moré con γ1 “ 0.1, γ2 “ 0, µ0 “ 0 y s “ 0.
Formamos la poligonal f∆ que toma los valores del mı́nimo calculado x∆ en la partición
uniforme de 201 puntos del intervalo r´6, 6s.

Para ∆ “ 5, f∆ no alcanza el valor máximo de f , como se muestra en la Figura 3.18(a).
Con ∆ “ 11, vemos en la Figura 3.18(b) que f∆ se eleva cerca del valor máximo de f ; aun
aśı hay oscilaciones en los extremos. En la Figura 3.18(c), aumentamos el radio a ∆ “ 12.
Se presentan perturbaciones en la poligonal f∆. Para un radio más grande, la amplitud
de las oscilaciones aumenta. Véase la Figura 3.18(d) con radio ∆ “ 15. Aśı, cuando ∆ es
pequeño, f∆ es suave y de amplitud pequeña; mientras que si ∆ es grande, f∆ oscila.

3.4.4. TRS y Regularización

Considere el problema discreto mal planteado dado por el modelo de Gauss-Markov
Ax “ b ` ε, donde A P Rmˆn con m ě n, b P Rm y ε es ruido gaussiano. Tratamos este
problema mediante el método de cuadrados mı́nimos con una restricción cuadrática en el
tamaño de la solución:

mı́n
xPRn

}x}22ď∆2

1

2
}Ax´ pb` εq}22. (3.15)

Podemos dar la solución de este problema.

Teorema 3.4 ([38]). Sea xLS la solución de cuadrados mı́nimos de norma
mı́nima de la ecuación Ax “ b`ε. Supóngamos que ∆ ă }xLS}2. Entonces
el Problema de Minimización (3.15) tiene única solución

xµ∆
“ pATA` µ∆Iq

´1AT pb` εq

donde µ∆ ą 0 y cumple que }xµ∆
}2 “ ∆.

Observaciones 3.14:

+ El Teorema 3.4 nos dice que el Problema de Cuadrados Mı́nimos (3.15) con restric-
ciones cuadráticas equivale a la regularización de Tikhonov.

Nuestra intención es emplear los métodos para resolver el TRS en la regularización de
problemas discretos mal planteados. Sean H “ ATA y g “ ´AT pb ` εq. El problema de
minimización (3.15) se trata como el TRS

mı́n
}x}22ď∆2

ˆ

1

2
xTHx` gTx

˙

. (3.16)
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Observaciones 3.15:

+ La restricción cuadrática }x}22 ď ∆2 nos da la región de confianza, y el parámetro ∆
es el radio de esa región.

+ La Ecuación pH ` µIqs “ ´g, es equivalente a las ecuaciones normales regularizadas

pATA` µIqx “ AT pb` εq.

La Observaciones 3.15 junto con los teoremas 3.3 y 3.4 nos dicen que la
regularización de Tikhonov equivale a resolver el TRS (3.16).

Ejemplo 3.9 (Problema inverso de la ecuación de calor[16], [31]). En el problema
de la ecuación de calor queremos conocer la distribución de la temperatura en el interior de
un cuerpo a partir su temperatura superficial. El problema inverso de la ecuación del calor
consiste en estimar la temperatura superficial de un cuerpo que conduce calor a partir de
las temperaturas medidas en posiciones de su interior. Algunas de las aplicaciones son la
estimación del calor en barriles de pistolas y en la punta de cohetes espaciales que entran
en la atmosfera.

Consideramos una barra ciĺındrica de longitud infinita y área de sección trasversal uno
con superficie lateral aislada de modo que el flujo de calor que pasa por la barra solo se
mueve a lo largo y se distribuye uniformemente en cada sección trasversal. La temperatura
u depende tanto de la posición 0 ď x ă 8 como del tiempo 0 ď t ă 8. No hay fuentes
externas de calor y la temperatura inicial es cero.

Con nuestras hipótesis, la evolución de la temperatura está descrita por la ecuación del
calor

ut “ κ2uxx,

donde κ es el coeficiente de difusión que en nuestro caso tomamos como una constante
positiva. Aśı que tenemos el problema de valores iniciales y de frontera en un cuadrante
del plano:

$

’

&

’

%

ut “ κ2uxx, 0 ă x, t ă 8,

upx, 0q “ 0, 0 ď x ă 8,

up0, tq “ fptq, 0 ď t ă 8.

Como el problema es lineal, una manera de encontrar la temperatura u con cualquier
condición de frontera que varia en el tiempo es resolver el mismo problema con la condición
de frontera en x “ 0 dada por el impulso unitario δ en vez de f . Puesto que la solución k
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del problema con up0, tq “ δptq está dada por

kpx, tq “
x

2
?
πκt3{2

exp
´

´
x

4κ2t

¯

, 0 ă x, t ă 8.

mediante la transformada de Laplace se puede verificar [41] que la solución acotada del
problema original es

upx, tq “

ż t

0

kpx, t´ τqfpτqdτ, 0 ď x, t ă 8.

En el problema inverso, deseamos calcular la temperatura up0, tq “ fptq cuando dispone-
mos de una medida de temperatura up1, tq “ gptq. La idea para resolverlo, es reformularlo
como la ecuación integral de Volterra de primera clase

ż t

0

kpt´ τqfpτqdτ “ gptq, 0 ď t ă 8. (3.17)

La solución que u que obtuvimos del problema directo nos da esta ecuación cuando nos
fijamos en la posición x “ 1.

Observaciones 3.16:

+ La función g es la convolución de k con f . Aśı que el problema inverso de la ecuación
del calor se reduce a una deconvolución.

+ Existen otras maneras de abordar el tema. Nosotros seguimos el enfoque de Carasso
[16] y utilizamos la rutina heat del paquete REGUTOOLS de Hansen [50]. El lector interesado
puede consultar Beck, Blackwell, Clair [7].

En el intervalo r0, 1s, tenemos n “ 100 observaciones de g obtenidas con la rutina heat,
a las que agregamos ruido aditivo gaussiano ε con Epεq “ 0nˆ1 y Covpεq “ 0.001I100ˆ100.
Resolvemos numéricamente la Ecuación de Volterra para obtener los valores de f .

Discretizamos la ecuación (3.17) por colocación en 100 puntos ti “ i{100, i “ 1, . . . , 100.
Aproximamos la integral por cuadratura compuesta del punto medio. De ese modo, for-
mamos el sistema de ecuaciones lineales

1

100

»

—

—

—

–

k1 0
k2 k1

...
. . . 0

k100 k99 ¨ ¨ ¨ k1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

–

fpt1q
...

fpt100q

fi

ffi

fl

“

»

—

–

gpt1q
...

gpt100q

fi

ffi

fl

`

»

—

–

ε1
...
ε100

fi

ffi

fl

,

A x “ b ` ε
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donde ki “ kpti´1{2q para i “ 1, . . . , 100. La matriz A tiene diagonales constantes (de
Toeplitz) y es triangular inferior.

Calculamos la solución xLS de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima de la ecuación
Ax “ b ` ε . Formamos la poligonal fLS que une los puntos pti, xLSpiqq, i “ 1, . . . , 100.
En la Figura 3.19 comparamos fLS con la aproximación f de la solución que nos da
Hansen [50]. fLS depende del coeficiente de difusión κ. Para κ “ 3, notamos pequeñas
perturbaciones en fLS. Cuando κ “ 1.5, las oscilaciones de fLS se amplifican. Si κ “ 1, las
perturbaciones ocasionan cambios drásticos en fLS.
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Figura 3.19: Para distintos valores de κ mostramos la solución fLS de cuadrados mı́nimos de
norma mı́nima de la ecuación (3.17) discretizada en 100 puntos de colocación, y la comparamos

con la solución f .

Examinamos el condicionamiento del problema inverso discreto. Con los valores singula-
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res σ1, . . . , σn de A en orden decreciente, vemos en la Tabla 3.4 como cambia gradualmente
el rango de la matriz y su número de condición decrece significativamente. El problema
pasa de estar bien condicionado a ser de rango deficiente conforme κ disminuye.

k σn rankA cond A
5 0.11618 100 7.54188
3 7.8053ˆ 10´19 99 9.17928ˆ 1017

1.5 1.38177ˆ 10´25 98 3.70936ˆ 1024

Tabla 3.4: Número de condición y rango de matriz A para distintos coeficientes de difusión k.
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Figura 3.20: Gŕafica de Picard del problema inverso de calor discreto Ax “ b para κ “ 5.
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Figura 3.21: Gŕafica de Picard del problema inverso de calor discreto Ax “ b para κ “ 3.

Mostramos las gráficas de Picard del problema discreto Ax “ b para κ “ 5 en la Figura
3.20 y κ “ 3 en la Figura 3.21. En ambas la sucesión con la media geométrica móvil
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de los valores absolutos de los coeficientes uTi {{{σi de xLS no es mónota decreciente. Con
los primeros 10 valores singulares se cumple la DPC. Para κ “ 3, notamos un salto de
σ99 « 10´2 a σ100 « 10´19, por lo que el problema es de rango deficiente.
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Figura 3.22: Solución f del problema inverso del calor y poligonal f∆ con valores de las
componentes de la soluciones del TRS con κ “ 3 y distintos valores del radio ∆.

Para obtener una mejor aproximación de los valores de la solución con las observaciones
b` ε, regularizamos la ecuación Ax “ b` ε siguiendo el enfoque del TRS con diferentes
radios de confianza ∆. Resolvemos el TRS por el método de Moré con parámetros γ1 “ 0.1,
γ2 “ 0, multiplicador inicial µ0 “ 0 y aproximación inicial s0 “ 0. Denotamos por f∆ a la
poligonal con los valores de la solución aproximada del TRS con radio ∆.

La aproximación f∆ es suave con κ “ 3 pero de baja amplitud con ∆ “ 1 como
se muestra en Figura 3.22(a). Si ∆ “ 2, la poligonal f∆ de la Figura 3.22(b) aumenta
su valor máximo sin generar oscilaciones. Cuando tomamos ∆ “ 5 aparecen pequeñas
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oscilaciones en f∆. Véase Figura 3.22(b). De seguir aumentado el radio ∆, la forma de
f∆ no cambia, salvo oscilaciones pequeñas, pues la solución aproximada del TRS queda
dentro de la región de confianza.
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Figura 3.23: Solución f del problema inverso del calor y poligonal f∆ con valores de las
componentes de la soluciones del TRS con κ “ 1 y distintos valores del radio ∆.

En cambio, para κ “ 1, f∆ pasa de ser suave y de baja amplitud con ∆ “ 1 a ser
una mejor aproximación con ∆ “ 10, y con ∆ “ 20 tiene oscilaciones que se amplifican
conforme aumentamos el radio ∆ como se ve en Figura 3.23.

Observaciones 3.17:

+ Para problemas de gran escala como el deblurring, los métodos que hemos mencionado
para resolver el TRS no son eficientes. Para ese escenario, se emplean otros métodos de
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la literatura como el algoritmo libre de matrices de Santos y Sorensen [103] y el uso del
gradiente conjugado precondicionado que propone Steihaug [111].

3.4.5. Gradiente Conjugado en el TRS

Para resolver problemas de cuadrados mı́nimos asociados a ecuaciones lineales Ax “ b,
se puede ocupar el método de gradiente conjugado (CG) para resolver las ecuaciones nor-
males cuando la matriz ATA es positiva definida. Lo que hace el método es generar un
sucesión de vectores que que en cada iteración resuelven el problema de cuadrados mı́ni-
mos restringido al subespacio de Krylov tATb, pATAqATb, . . . , pATAqk´1ATbu. En algunas
aplicaciones, este subespacio aproxima al generado por los vectores singulares de derecha
asociados con los k valores singulares más grandes de A. En ese caso, el CG tiene un efecto
de regularización en el problema de cuadrados mı́nimos [99]. Sin embargo, cuando la ite-
ración aproxima al subespacio de Krylov que corresponde con a los valores singulares más
pequeños, el ruido del vector de observaciones se propaga en la iteración. Esto provoca
que la sucesión se aleje de la solución de cuadrados mı́nimos [82], [45].

Para acelerar la convergencia del CG en la solución de las ecuaciones normales, pode-
mos usar un precondicionador. El objetivo del precondicionamiento es reducir el número
de condición de una matriz, acumulando sus valores propios en una región o hacerlos cer-
canos a uno. Recordamos que tratamos con problemas discretos mal planteados, entonces
debemos tener en cuenta el mal condicionamiento. Cuando modificamos el espectro de
la matriz ATA con el precondicionador, no distinguimos entre los valores propios más
grandes y más pequeños. Como los valores propios de ATA son los cuadrados de los valo-
res singulares positivos de A, el precondiconador puede reunir los valores singulares más
grandes con los más pequeños, lo que provoca que la aproximación calculada por el CG
precondicionado no converja a la solución.

En un problema mal condicionado, el precondicionador no debe cambiar todo el espectro
de la matriz, sino que debe modificar los valores propios más grandes y dejar intactos
a los valores propios más pequeños como señala Rojas [99], Hanke y Hansen, [46]. El
precondicionamiento de problemas mal planteados de gran escala es tanto un área dif́ıcil y
en desarrollo que no incluimos en esta obra. El lector interesado puede consultar [91],[20]
para ver algunos de los métodos de precondicionamiento propuestos en este escenario.

3.5. Elección del Parámetro de Regularización

Una de las tareas de la regularización es elegir el valor del parámetro. En esta sección
presentamos métodos para determinar el valor adecuado de éste: k P N para SVD truncada,
λ ą 0 para regularización de Tikhonov, etc. En los ejemplos anteriores vimos que cuando
el parámetro es pequeño, los errores de redondeo, truncamiento y en observaciones se
propagan y amplifican en la solución regularizadora, por lo que debemos evitar que esté
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cerca de cero; mientras que si el parámetro es grande, la solución regularizadora es más
suave, pero no hay que suavizar más de lo necesario.

Considere el problema discreto mal planteado dado por el modelo lineal b “ Ax ` ε.
Denotamos por xreg a la solución regularizadora. Para elegir el parámetro de regularización,
minimizamos el tamaño del error xreg´x. Con la SVD A “ UΣV T y los factores filtro ϕi
vimos que

xreg “ V ΦΣ:UTb

Aśı que el error en la solución regularizada es

xreg ´ x “ V ΦΣ:UTAx` V ΦΣ:UTε´ x

“ pV ΦΣ:UTA´ Iqx´ V ΦΣ:UTε

“ pV ΦΣ:UTUΣV T
´ V V T

qx` V ΦΣ:UTε

“ V pΦΣ:Σ´ IqV Tx` V ΦΣ:UTε

Entonces xreg ´ x es el error de los datos

Edata “ V ΦΣ:UTε

más el error de aproximación

Eaprox “ V pΦΣ:Σ´ IqV Tx

Para ruido aleatorio ε que cumple con las condiciones de Gauss-Markov, identificamos
a Eaprox cn el sesgo de xreg y a Edata con la propagación del error en el modelo.

Figura 3.24: Tamaños de Edata y Eaprox en función del parámetro de regularización λ.

Observaciones 3.18:

+ En la regularización de Tikhonov, tenemos que }Eaprox}2 es una función monótona
creciente en el parámetro λ tal que }Eaprox}2 Ñ 0 cuando λÑ 0; mientras que }Edata}2 es
una función monótona decreciente en el parámetro λ tal que }Edata}2 Ñ 0 cuando λÑ 8.
Véase la Figura 3.24.
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El objetivo de elegir un parámetro de regularización es balancear el error de los datos
con el error de aproximación. Vamos a examinar tres criterios para elegir el parámetro de
regularización.

3.5.1. Principio de Discrepancia

Supóngamos que conocemos el nivel del ruido }ε}2 en las observaciones. Una manera
para determinar el valor adecuado del parámetro de regularización es pedir que el residuo
Axreg´b tenga un tamaño comparable a la discrepancia en los datos. Este criterio, atribui-
da a Morozov [85], se conoce como Principio de Discrepancia. Para poder aplicarlo,
necesitamos de una cota para el tamaño de la discrepancia entre los datos.

Aplicado a SVD Truncada

En el caso de la SVD truncada, podemos elegir un nivel de truncamiento adecuado si
conocemos el nivel de error en las observaciones.

Teorema 3.5. Sea A P Rmˆn de rango r con SVD dada por A “ UΣV T .
Si y P ColpAq y yδ P Rm cumplen

}y ´ yδ}2 ď δ ď }yδ}2,

entonces existe k P t1, . . . , ru tal que

xk “
k
ř

j“1

1

σj
puTj y

δqvj

satisface }Axk ´ y
δ}2 ď δ, más aún, }xk ´A

:y}2 Ñ 0 cuando δ Ñ 0.

Demostración. Sea ψ : t0, . . . , ru Ñ R la función dada por

ψppq “ }Axk ´ y
δ
}

2
2 ´ δ

2.

Notamos que

Axp ´ y
δ “ UΣV T

˜

uT1 y
δ

σ1

v1 ` ¨ ¨ ¨ `
uTp y

δ

σp
vp

¸

´ UUTyδ

“ U

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

uT1 y
δ

σ1
...

uTp y
δ

σp
0pm´pqˆ1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

´ UUTyδ.
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Para p “ r “ m tenemos que Axp ´ y
δ “ 0, y por consiguiente ψppq “ ´δ2.

Para p ă m tenemos que

Axp ´ y
δ
“ ´U

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0kˆ1

uTp`1y
δ

σp`1
...

uTmy
δ

σm

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Luego, como U es una matriz ortogonal,

ψppq “
m
ř

j“p`1

puTj y
δq2 ´ δ2.

Entonces

ψ es monótona decreciente

ψp0q “
m
ř

j“1

puTj y
δq2 ´ δ2 “ }UTyδ}22 ´ δ “ }y

δ}22 ´ δ
2 ě 0.

Dado que y P ColpAq, uTy “ 0 para todo u ortogonal a ColpAq. A su vez, como
ur`1, . . . ,um generan todos los vectores ortogonales a ColpAq, se sigue que uTj y “ 0
para j “ r ` 1, . . . ,m. En consecuencia,

ψprq “
m
ř

j“r`1

puTj y
δq2 ´ δ2

“
m
ř

j“r`1

puTj py
δ ´ yqq2 ´ δ2

ď
m
ř

j“1

puTj py
δ ´ yqq2 ´ δ2

“ }UT pyδ ´ yq}22 ´ δ
2

“ }yδ ´ y}22 ´ δ
2

ď 0.

Por consiguiente, existe k P t1, . . . , ru tal que ψpkq ď 0, es decir,

}Axk ´ y
δ
}2 ď δ.

De entre estos enteros, seleccionamos el menor que cumple con la desigualdad anterior.
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Ahora, veamos que xk Ñ A:y cuando δ Ñ 0. En efecto, dado que

A:Avj “ V Σ:UTUΣV Tvj “ V

ˆ

Irˆr
0pn´rqˆpn´rq

˙

V Tvj “ vj, j “ 1, . . . , r,

tenemos que A:Axk “ xk. Entonces

}xk ´ A
:y}2 “ }A:pAxk ´ yq}2

ď }A:}2}Axk ´ y}2
ď }A:}2p}Axp ´ y

δ}2 ` }y ´ y
δ}2q.

Luego,
}Axk ´ y

δ
}2 ď δ y }y ´ yδ}2 ď δ

implican que }xk ´ A
:y}2 Ñ 0 cuando δ Ñ 0 ¨

Observaciones 3.19:

+ Para yδ “ b e y “ Ax, el nivel de truncamiento selecccionado es el ı́ndice k más
grande tal que

}Axk ´ b}2 ď }ε}2.

+ Para evitar que el ruido domine a la solución regularizadora, Hansen [54] introduce
un factor ω ą 1 en el tamaño de la discrepancia }ε}2 de modo que buscamos el primer
ı́ndice k tal que

}Axk ´ b}2 ď ω}ε}2 ă }Axk`1 ´ b}2.

Ejemplo 3.10. Retomemos el problema de la reconstrucción del haz de luz (Ejemplo
2.5). Su discretización por colocación y cuadratura compuesta de punto medio nos da el
sistema de ecuaciones Ax “ b, donde

bi “ gpφiq dado por la Tabla 2.3

ai,j “
π

20
pcosφi ` cosφjq

2

ˆ

sinpπpsinφi ` sinφjqq

πpsinφi ` sinφjq

˙2

,

φi “ pi´ 1{2qπ{20´ π{2,

i, j “ 1, . . . 20.

Introducimos errores aditivos εi idénticamente distribuidos bajo una gaussiana de media
cero y desviación estándar 0.1 en las observaciones. Mediante la SVD truncada de A,
obtenemos una aproximación de la solución de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima de
la ecuación Ax “ b a partir de la ecuación perturbada Ax “ b` ε.

Con ayuda del criterio de discrepancia obtenemos el nivel de truncamiento k “ 4.
En la Figura 3.25 mostramos la gráfica de la norma residual }b ´ Axk}2 en función del
parámetro k. Este nivel de truncamiento está cerca del nivel del error }ε}2. En la Figura
3.26 comparamos la solución exacta f con la solución regularizada xk para k “ 4.
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Figura 3.25: Gráfica de la norma residual
}b ´ Axk}2 del problema discreto regulari-
zado del Ejemplo 2.5 en función de k. Dis-
tinguimos el nivel de truncamiento k “ 4
por arriba el nivel de error }ε}2

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

y

 

 

f xk

Figura 3.26: Solución aproximada f del
Ejemplo 2.5 sin ruido en observaciones y la
poligonal con los valores de las componentes
de solución regularizadora xk del problema
con ruido para k “ 4.

Aplicado a Regularización de Tikhonov

Además de la SVD truncada, podemos usar el principio de discrepancia en la regulari-
zación de Tikhonov para hallar un valor adecuado del parámetro λ a partir del nivel de
error en las observaciones.

Teorema 3.6 ([71]). Sea A P Rmˆn con SVD dada por A “ UΣV T . Si
y P ColpAq y yδ P Rm cumplen

}y ´ yδ}2 ď δ ď }yδ}2,

entonces existe un único escalar positivo λ “ λpδq tal que

xλ “
n
ř

j“1

σj
λ2 ` σ2

j

pvTj y
δquj

satisface
}Axλ ´ y

δ
}2 “ δ,

más aún, }xλ ´ A
:y}2 Ñ 0 cuando δ Ñ 0.
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Observaciones 3.20:

+ De acuerdo con el Teorema 3.6, escogemos el parámetro de regularización λ ą 0 al
hacer coincidir el tamaño de la discrepancia con el tamaño del error en las observaciones.
Para yδ “ b,y “ Ax, δ “ }ε}2, esto es,

}Axλ ´ b}2 “ }ε}2.

+ Para evitar que el ruido domine a la solución regularizadora, Hansen [54] introduce
un factor ω ą 1. Aśı, elegimos λ tal que

}Axλ ´ b
δ
}2 “ ω}ε}2.

En términos de la SVD, debemos hallar un cero de

φpλq “ λ4
r
ÿ

j“1

˜

uTj b

σ2
j ` λ

2

¸2

`

m
ÿ

j“r`1

puTj bq
2
´ ω2εTε.

3.5.2. Criterio de la L-Curva

Otra manera para ver como la solución regularizada xreg depende de nuestro parámetro
de regularización es observar la norma de esta solución }xreg}2 y la norma del residuo
correspondiente }b ´ Axreg}2. Nos enfocamos en la regularización de Tikhonov. En este
caso el parámetro es λ ą 0 y xreg “ xλ.

Sean η : R` Ñ R` y ρ : R` Ñ R` las funciones dadas por

ηpλq “ }xλ}
2
2 y ρpλq “ }b´ Axλ}

2
2.

Una manera de elegir el parámetro λ es buscar el punto de la curva

Γpλq “ pρpλq, ηpλqq : R` Ñ R2

con mayor curvatura. Esta estrategia para elegir el parámetro de regularización se conoce
como Criterio de la L-curva [52]. Buscamos una expresión para la curvatura c de Γ.

Sea φ el ańgulo tangencial de Γ en λ, y sea s su longitud de arco. La curvatura de la
curva es

cpλq “
dφ

ds
,

esto es,

cpλq “

dφ

dλ
ds

dλ

.
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Dado que
dφ

dλ
“

1

1` tan2 φ
¨
d

dλ
ptanφq y tanφ “

dη

dρ
,

la regla de la cadena
dη

dρ
“
η1

ρ1
(3.18)

implica
dφ

dλ
“

ρ1η2 ´ η1ρ2

pρ1q2 ` pη1q2
.

Luego, como
ds

dλ
“
a

pη1q2 ` pρ1q2,

entonces

cpλq “
ρ1pλqη2pλq ´ η1pλqρ2pλq

ppρ1pλqq2 ` pη1pλqq2q
3
2

.

Puesto que η y ρ pueden tomar tanto valores grandes como pequeños, empleamos una
escala logaŕıtmica en las dos variables. Sean

ηlpλq “ log10

a

ηpλq y ρlpλq “ log10

a

ηpλq.

Sea cl la curvatura de Γ en escala logaŕıtmica. Elegimos como parámetro de regulariza-
ción al máximo de la curvatura cl:

máx
λą0

clpλq.

Esto equivale a resolver

mı́n
λą0
r´clpλqs.

Puesto que

clpλq “
ρ1lpλqη

2
l pλq ´ η

1
lpλqρ

2
l pλq

prρ1lpλqs
2 ` rη1lpλqs

2q
3
2

,

podemos expresar cl en términos de η y ρ. Por propiedades del logaritmo, tenemos que

ηlpλq “
1

2 lnp10q
lnpηpλqq,

de donde

η1lpλq “
1

2 lnp10q
¨
η1pλq

ηpλq
,

η2l pλq “
1

2 lnp10q
¨
ηpλqη2pλq ´ rη1pλqs2

rηpλqs2
,
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Mutatis mutandis (cambiando lo que se deba cambiar), tenemos que

ρlpλq “
1

2 lnp10q
lnpρpλqq,

ρ1lpλq “
1

2 lnp10q
¨
ρ1pλq

ρpλq
,

ρ2l pλq “
1

2 lnp10q
¨
ρpλqρ2pλq ´ rρ1pλqs2

rρpλqs2
.

Una vez que sustituimos estas fórmulas en clpλq y simplificamos, obtenemos

clpλq “ 2 lnp10q ¨
ρpλqηpλq

η1pλq
¨
λ2ρpλqη1pλq ` 2λ ρpλqηpλq ` λ4ηpλqη1pλq

pλ4rηpλqs2 ` rρpλqs2q
3
2

.

Observaciones 3.21:

+
ρ1pλq “ ´λ2 η1pλq, λ ą 0. (3.19)

En efecto, en términos de los factores filtro

ϕipλq “ σ2
j {pσ

2
j ` λ

2
q

tenemos

ηpλq “
r
ÿ

j“1

«

puTj bq
2

ˆ

ϕj
σj

˙2
ff

, (3.20)

ρpλq “
r
ÿ

j“1

puTj bq
2
p1´ ϕjq

2
`

m
ÿ

j“n`1

puTj bq
2. (3.21)

En consecuencia

η1pλq “ 2
r
ÿ

j“1

„

puTj bq
2
¨
ϕj
σ2
j

¨
dϕj
dλ



,

ρ1pλq “ ´2
r
ÿ

j“1

„

puTj bq
2
¨ p1´ ϕjq ¨

dϕj
dλ



.

Como
dϕj
dλ

“ ´
2λσ2

j

pσ2
j ` λ

2q2
, j “ 1, . . . , n,
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entonces

η1pλq “ ´4λ
r
ÿ

j“1

puTj bq
2

σ2
j

pσ2
j ` λ

2q3
, (3.22)

ρ1pλq “ 4λ3
r
ÿ

j“1

puTj bq
2

σ2
j

pσ2
j ` λ

2q3
, (3.23)

A partir de estas fórmulas es inmediata la identidad (3.19)

+ Por la identidad (3.19), tenemos que η decrece conforme ρ aumenta. Aśı que el punto
donde la curva Γ en escala logaŕıtmica tiene mayor curvatura corresponde a la esquina
donde la curva desciende a una parte plana. Intuitivamente, alrededor de ese punto, la
curva tiene forma de L.

+ Mediante las fórmulas de η, ρ y η1 dadas por (3.20), (3.21) y (3.22), respectivamente,
podemos calcular la curvatura cl con los valores singulares de la matriz A.

+ La curva Γ es convexa si su curvatura no cambia de signo. Éste es el caso, ya que con
la identidad (3.19), tenemos que

ρ2pλq “ ´λ2η2pλq ´ 2λη1pλq,

y por consiguiente,

cpλq “
2λrη1pλqs2

ppρ1pλqq2 ` pη1pλqq2q
3
2

ą 0.

+ En [43] proponen otra manera de calcular la esquina de la L-curva.

Ejemplo 3.11. En el problema de reconstrucción del haz de luz (Ejemplo 2.5), discre-
tizamos por colocación y cuadratura compuesta de punto medio. Obtuvimos la ecuación
Ax “ b, donde

bi “ gpφiq dado por la Tabla 2.3

ai,j “
π

20
pcosφi ` cosφjq

2

ˆ

sinpπpsinφi ` sinφjqq

πpsinφi ` sinφjq

˙2

,

φi “ pi´ 1{2qπ{20´ π{2,

i, j “ 1, . . . 20.

Esta vez agregamos ruido ε „ Np0, 0.01I20ˆ20q. Queremos una aproximación de la solución
de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima x: de Ax “ b a partir de Ax “ b` ε.

Mediante la regularización de Tikhonov tratamos de obtener una aproximación xλ de
x:. Ahora, elegimos el parámetro de regularización λ con el criterio de la L-curva. En la
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Figura 3.27 mostramos la gráfica de la L-curva

plog10 }b´ Axλ}2, log10 }xλ}2q.

La esquina de la la L-curva, marcada por o, corresponde al valor λ “ .0499. En la Figura
3.28 comparamos la poligonal f que tiene los valores de las componentes de x: con la
poligonal que tiene los valores de las componentes de xλ con λ “ .0499. Notamos que la
solución regularizadora con este valor del parámetro no oscila y se aproxima a f .
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Figura 3.27: L-curva para el problema
discreto regularizado de reconstrucción 1D

del haz del Ejemplo 2.5. Se marca la
esquina o en λ “ .0499.
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Figura 3.28: Poligonal f con los valores de
las componentes de la solución de norma

mı́nima de la ecuación Ax “ b en Ejemplo
2.5 y poligonal que tiene valores de solución
regularizada de Tikhonov xλ, con λ “ .0499

3.5.3. Validación Cruzada Generalizada

Consideramos el modelo lineal b “ Ax`ε, donde A es una matriz de tamaño mˆn con
m ě n y ε es ruido con distribución gaussiana de varianza η2 que cumple las condiciones de
Gauss-Markov. Vamos a buscar el valor del parámetro λ en la regularización de Tikhonov

mı́n
xPRn

„

1

m
}Ax´ b}22 ` λ

2
}x}22



de modo que xreg prediga las observaciones lo mejor posible. La idea es reciclar los datos
disponibles. Separamos las observaciones dadas en dos colecciones. Empleamos una de
estas colecciones para ajustar un modelo reducido, y la otra para su evaluación. Calculamos
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una solución del problema reducido que posteriormente usamos para predecir los elementos
de la otra colección. Esta estrategia se llama Validación Cruzada [39].

Quitemos una componente del vector de observaciones. Denotemos por bpkq al vector
que obtenemos al remover la k-ésima componente de b, por Ak al vector columna que es
el k-ésimo renglón de A, y por Apkq a la matriz que conseguimos al remover ATk de A.
Consideramos el problema reducido

mı́n
xPRn

}Apkqx´ bpkq}22

Aplicamos regularización de Tikhonov a este problema. Por lo que resolvemos

mı́n
xPRn

„

1

m
}Apkqx´ bpkq}22 ` λ

2
}x}22



. (3.24)

La solución regularizada x
pkq
λ es estimador de la solución de cuadrados mı́nimos del pro-

blema reducido. Usamos éste para predecir la componente removida bk. Medimos la dis-
crepancia con el error predictivo

P pλq “
1

m

m
ÿ

k“1

´

ATkx
pkq
λ ´ bk

¯2

El criterio para elegir el parámetro de regularización consiste en elegir λ que minimize el
error predictivo.

Para evitar resolver las m ecuaciones normales regularizadas que nos dan los estimadores
x
pkq
λ , damos otra expresión de P pλq. Sea b

pkq
λ el vector que obtenemos de b al reemplazar

bk por ATkx
pkq
λ . Como

}Ax´ b
pkq
λ }

2
2 “

´

ATkx´ A
T
kx

pkq
λ

¯2

` }Apkqx´ bpkq}22.

y x
pkq
λ es el mı́nimo del problema (3.24), se sigue que x

pkq
λ resuelve el problema

mı́n
xPRn

„

1

m
}Ax´ b

pkq
λ }

2
2 ` λ

2
}x}22



.

Sea
Apλq “ ApATA`mλ2Iq´1AT .

y xλ la solución regularizadora de Tikhonov del problema original. Tenemos que

Axλ “ Apλqb y Ax
pkq
λ “ Apλqb

pkq
λ ,

de donde
ATkxλ ´ A

T
kx

pkq
λ “ Apλqk,k

´

bk ´ A
T
kx

pkq
λ

¯

.
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Por lo que

p1´ Apλqk,kq
´

bk ´ A
T
kx

pkq
λ

¯

“ bk ´ A
T
kxλ.

Sea

Dpλq “ diag

ˆ

1

1´ Apλq1,1
, ¨ ¨ ¨ ,

1

1´ Apλqm,m

˙

.

Entonces

b´

»

—

–

AT1 x
p1q
λ
...

ATmx
pmq
λ

fi

ffi

fl

“ Dpλqpb´ Axλq “ DpλqpI ´ Apλqqb.

En consecuencia,

P pλq “
1

m
}DpλqpI ´ Apλqqb}22. (3.25)

Como queremos reclicar los datos disponibles, nos conviene que las columnas de A estén
acopladas. Mediante la Validación Cruzada Generalizada (GCV) [120] transforma-
mos el modelo original en otro acoplado cuando hacemos validación cruzada. Para ver esto,
realizamos un cambio de variable con las transformaciones ortogonales que nos ofrecen la
SVD y la Transformada discreta de Fourier (DFT).

La matriz FDT con elementos

fk,j “ expp´2πkji{mq k, j “ 1, . . . ,m.

es simétrica, cumple que
FDTFDT “ mI,

y nos da la DFT de b como FDTb [37]. Aśı,

W :“ 1{
?
mFDT

es un matriz invertible tal que W´1 “ W
T

.
Usamos W y la SVD A “ UΣV T con los r valores singulares positivos de A para

transformar b “ Ax` ε en el sistema de ecuaciones lineales

pb “ pAx` pε,

donde
pb “ WUTb, pε “ WUTε, pA “ WΣV T .

En este nuevo modelo
pAT pA “ FDTdiagpdqF´1

DT ,

donde

dk “

#

σ2
k, si k P t1, . . . , ru

0, si k P tr ` 1, . . . ,mu.
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Por lo que pAT pA tiene como primera columna a

c “ 1{mFDTd

y es de la forma

pAT pA “

»

—

—

—

—

—

–

c1 cm cm´1 ¨ ¨ ¨ c2

c2 c1 cm ¨ ¨ ¨ c3

c3 c2 c1 ¨ ¨ ¨ c4

...
...

...
. . .

...
cm cm´1 cm´2 ¨ ¨ ¨ c1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Las matrices con esta estructura se llaman matrices circulares [37].

Observaciones 3.22:

+ A diferencia de ATA, los renglones de pAT pA están acoplados ya que es circular.

Considere el problema de cuadrados mı́nimos

mı́n
xPRn

} pAx´ pb}22, (3.26)

La estimación GCV del parámetro λ en la regularización de Tikhonov del problema
discreto mal planteado Ax “ b es el valor λGCV que mı́nimiza el error predictivo pP pλq al

remover cada componenete de pb y predecirla por la solución regularizadora del problema
(3.26) reducido correspondiente.

Sea
pApλq :“ pAp pAT pA`mλ2Iq´1

pAT .

De la misma manera en que obtuvimos P pλq, tenemos que

pP pλq “ m
}pI ´ pApλqqpb}22

”

Tr
´

I ´ pApλq
¯ı2 .

Por otra parte, si en Dpλq reemplazamos cada elemento de la diagonal principal de Apλq
por su promedio y sustituimos en la expresión (3.25) de P pλq, obtenemos

V pλq :“ m
}pI ´ Apλqqb}22
rTr pI ´ Apλqqs2

.

Podemos probar [39] que

pP pλq “ V pλq “ m

r
ř

k“1

ˆ

mλ2

σ2
k `mλ

2

˙2

puTk bq
2 `

m
ř

k“r`1

puTk bq
2

„

r
ř

k“1

ˆ

mλ2

σ2
k `mλ

2

˙

`m´ r

2 . (3.27)

Esto nos dice que la GCV es una forma de validación cruzada que es invariante bajo
rotaciones (la matriz V de la SVD y W de la DFT). V se conoce como la función GCV.
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Observaciones 3.23:

+ λGCV es mı́nimo de V pλq para λ ą 0

+ Con la expresión (3.27) podemos calcular la función GCV a partir de la SVD de A.

+ Para un sistema de ecuaciones lineales indeterminado, Nguyen, Milanfar y Golub [91]
verifican que la función GCV nuevamente está dada por (3.27).

Ejemplo 3.12. En el problema discreto de reconstrucción del haz de luz (Ejemplo 2.5)
usamos regularización de Tikhonov para recuperar la solución x: de cuadrados mı́nimos
de norma mı́nima de Ax “ b a partir de la ecuación Ax “ b` ε con ε „ Np0, 0.01Iq.

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

λ

Figura 3.29: Función GCV para el
problema discreto regularizado de

reconstrucción 1D del haz del Ejemplo 2.5.
Marcamos por o el mı́nimo
λGCV “ 4.6305ˆ 10´3.
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f xλ

Figura 3.30: Solución aproximada f de la
ecuación Ax “ b del Ejemplo 2.5 y

poligonal con los valores de componentes
de solución regularizada de Tikhonov xλ

con λ “ λGCV .

En esta ocasión usamos la estimación GCV para elegir el parámetro de regularización λ.
En la Figura 3.29 mostramos la gráfica de la función GCV V . El mı́nimo que encontramos
de V es λGCV “ 4.6305 ˆ 10´3. En la Figura 3.30 comparamos la poligonal f con los
valores de las componentes de x: con la poligonal que tiene valores iguales a la solución
regularizadora xλGCV . Las discrepancias entre ambas poligonales son pequeñas.
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PROBLEMAS DE GRAN ESCALA EN RESTAURACIÓN DE IMÁGENES

CAPÍTULO 4

Estamos interesados en tratar con problemas computacionalmente intensivos del pro-
cesamiento de imágenes que involucran decenas de miles de incógnitas. Por ejemplo, si
queremos reducir el ruido en una sucesión de imágenes de 500 ˆ 500 ṕıxeles y ampliar-
las en un factor de 4 en cada dimensión espacial, generamos una imagen que involucra
2000ˆ 2000 “ 4ˆ 106 valores de ṕıxeles desconocidos.

Los problemas que abordamos son de gran escala y están mal planteados. El incon-
veniente que tenemos en resolverlos con métodos directos de regularización como SVD
truncada es que es costoso calcular la SVD de matrices de grandes dimensiones. Por eso
nos interesa examinar la estructura del problema de gran escala, antes de regularizar.

Para empezar, damos un visión panorámica del procesamiento de imágenes. Una imagen
puede pensarse como una distribución continua de colores o escala de grises sobre el
plano. Ésta contiene información de una escena que nos interesa almacenar, transmitir y/o
interpretar. Para tratar de acceder a esta información usamos dispositivos como cámaras
digitales, microscopios y telescopios electrónicos. Estos recogen muestras que conocemos
como ṕıxeles y la información queda almacenada en bits. De ese modo, obtenemos imágenes
digitales que podemos modificar en la PC.

En el procesamiento de imágenes, analizamos y manipulamos la información que con-
tienen para extraer atributos o obtener una nueva imagen. El interés va desde retocar
fotograf́ıas de celular, el reconocimiento facial en sistemas de vigilacia, identificar v́ıas
terrestres por satélite, hasta detectar nebulosas con la ayuda de sensores digitales.

Figura 4.1: Imagen de la estrella PC5 tomada por el telescopio Hubble en 1990.

A veces las imágenes captadas por telescopios, miscroscopios, cámaras de celular, entre
otros, presentan degradaciones debidas a desenfoque del lente, movimiento del objeto, rui-
do, etc. Un caso famoso es el Telescopio Espacial Hubble. Poco después de su lanzamiento,
24 de Abril de 1990, el personal de la NASA descubrió que el telescopio teńıa un lente
defectuoso. Esto provocó que la luz de las escenas tomadas se propagara en gran parte de
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las imágenes. Como la repararación del lente era complicada, el equipo de trabajo se vió
en la necesidad de restaurar las imágenes tomadas por el Hubble [3].

En la actualidad, cient́ıficos e ingenieros usan el procesamiento de imágenes para com-
prender mejor los problemas de sus respectivas áreas, de hecho, se ha vuelto parte integral
de su formación profesional. El potencial que tiene esta área, no se limita a los especialis-
tas, pues gracias a los avances tecnológicos y computacionales, la gente puede manipular
fácilmente algunas imágenes cuando hace veinte años no resultaba viable.

(a) imagen en espectro infrarrojo (b) ultrasonido de un feto

(c) radiograf́ıa (d) imagen en espectro visible

Figura 4.2: Imágenes digitales obtenidas por fuentes distintas

Las áreas de aplicación del procesamiento de imágenes son diversas. Una manera de
clasificarlas es de acuerdo a la fuente que las genera. La principal fuente es la radiación del
espectro electromagnético [40]. Las imágenes tomadas por cámaras comerciales están en el
espectro visible, los médicos usan imágenes captadas por rayos x para hacer diagnósticos,
los satélites usan radiación infrarroja para generar imágenes de una red de asentamientos
humanos. Otras fuentes como ultrasonidos nos permiten obtener imágenes del estado de
un feto. Véase Figura 4.2. Nosotros trabajamos con imágenes digitales captadas en el
espectro visible.
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El procesamiento de imágenes tiene problemas que en un principio se pensaba que eran
relativamente fáciles de resolver, pero hasta la fecha no revelan sus secretos. Conforme
avanza la tecnoloǵıa, algunas tareas se hacen más sencillas y a la vez surgen nuevos pro-
blemas. A grandes rasgos, los problemas que se presentan a menudo consisten en transfor-
mar las imágenes digitales o extraer sus atributos. De acuerdo a la aplicación, abordamos
diferentes metodoloǵıas [40]:
Compresión. Se intenta reducir el almacenamiento en bits de la imagen o aumentar
la capacidad transmisión. Esto es práctico cuando queremos descargar imágenes de una
página web. De hecho, convivimos a diario con los formatos de compresión JPG y PNG.
Procesamiento del color. Lo que se pretende es discernir aspectos visuales de la imagen
a partir de la naturaleza f́ısica del color. Mediante modelo del color, se intentan manipular
caracteŕısticas como la ńıtidez.y la saturación
Realce. Nos interesa dar una mejor interpretación visual de la imagen. Con ese fin resal-
tamos atributos de interés o damos a conocer detalles escondidos en la imagen. Podemos
manipular el contraste o sacar el negativo de una foto. Esto es útil en la Fotograf́ıa aśı
como en el procesamiento de imágenes médicas.
Restauración. Se pretende recuperar una imagen ideal a partir de otra de la misma
escena que tiene degraciones. Hacemos uso del conocimiento a priori del fenómeno que
genera las degradaciones. La idea es dar un modelo del proceso de degradación. Este es el
caso cuando las imágenes están desenfocadas.
Reconstrucción 3D. A partir de imágenes de las proyecciones de un objeto tridimen-
sional, reconstruimos su superficie. Las proyecciones pueden ser secciones transversales o
sombras del objeto. La tomograf́ıa médica y śısmica hacen uso de estas reconstrucciones.
Procesamiento morfológico. Nos concentramos en extraer información relevante sobre
la forma que tiene un objeto en una imagen. Tenemos diferentes grados de dificultad
dependiendo de la forma, color o textura de los objetos presentes en la escena. La teoŕıa
de conjuntos da el fundamento teórico.
Segmentación. Separamos una imagen en regiones que corresponden a objetos presentes
en la escena. Para separar, nos fijarnos en los cambios de valores de los ṕıxeles o usamos
un critero predefinido. Podemos aislar puntos, ĺıneas y contornos.

Entre los diferentes problemas del procesamiento de imágenes, nosotros nos enfocamos
en dos: deblurring y super-resolución.

P1. Deblurring

La difuminación de una imagen consiste en dispersar el brillo de una zona a sus alre-
dedores. Esto genera degradaciones en la imagen. Véase Figura 4.3. Queremos ver la
imagen con menos degradación. Esto nos conduce al problema de Deblurring:

Dada una imagen difuminada G, obtener una imagen F de la misma escena
con menos degradación.
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Difuminación

Imagen original Imagen difuminada

Figura 4.3: Difuminación de una imagen.

Si nuestro problema es difuminar una imagen, el Deblurring puede verse como el
problema inverso de la difuminación. Véase Figura 4.4.

¿imagen

original?

Difuminación

Deblurring

Figura 4.4: Deblurring como problema inverso de la difuminación.

P2. Super-resolución

Queremos usar la información de varias imágenes de una misma escena para obtener
una imagen con mejor resolución. Esto da lugar al problema de Super-resolución:

Dada una colección finita de imágenes G1, . . . ,GL de baja resolución de una
misma escena, obtener una imagen F de alta resolución.
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G1

G2

F

Figura 4.5: Super-resolución. A partir de dos imagenes desenfocadas G1 y G2 de una placa de
automovil de 118ˆ 90 ṕıxeles, obtener una imagen F con menos degradaciones de 236ˆ 180
ṕıxeles

4.1. Deblurring
Si queremos resolver el deblurring, la idea que usamos es que éste es el problema inverso

de la difuminación. Por eso buscamos un modelo que nos permita obtener una imagen
difuminada a partir de la imagen ideal de la escena.

El modelo de difuminación que damos está descrito por un sistema que nos permite
atenuar o suprimir caracteŕısticas de una imagen. Este sistema se conoce como filtro.
Pensemos en un sistema óptico que recibe a la imagen F y devuelve la imagen difuminada
G. La imagen ideal F se encuentra en un espacio de imágenes U , mientras que la imagen
difuminada G está en un espacio de imágenes V . El sistema transforma F en G mediante
un operador B : U Ñ V . Con este operador, la difuminación de imágenes consiste en lo
siguiente:

Dada la imagen F P V y el operador B : U Ñ V , obtener G “ BrFs.
Aśı, el deblurring (el problema inverso) es

Dada la imagen difuminada G P V y el operador B : U Ñ V , determinar la
imagen F P V tal que G “ BrFs.

Observaciones 4.1:

+ El deblurring tiene solución si el operador B es sobreyectivo. Su solución es única si
B es inyectivo. Por lo que si conocemos la inversa de B, podemos restaurar la imagen
difuminada. Véase Figura 4.6.
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B

B´1

Imagen restaurada F Imagen difuminada G

¿imagen

ideal?

Figura 4.6: La inversa del operador B para restaurar imágenes difuminadas en el problema de
Deblurring.

4.1.1. Modelo de difuminación

Vamos a dar un modelo continuo de difuminación. Pensemos en una imagen dada F
como una distribución continua de colores en el plano. Le vamos a asociar una función f . Si
bien la imagen se delimita a un rectángulo R, podemos extenderla sobre todo R2 mediante
condiciones de frontera. Por ejemplo, que la imagen tenga fondo negro fuera de R. Aśı que
tomamos a R2 como el dominio de f . Por otra parte, nosotros manejamos imágenes en
escala de grises. Para indicar el tono de gris, asignamos un número en el intervalo r0, 1s a
cada punto de R2. El valor cero indica el color negro, mientras que el valor uno representa
el color blanco. De esa manera, asociamos una función f : R2 Ñ r0, 1s a la imagen.

Los espacios U y V de imágenes que tratamos tienen la estructura de espacios vectoriales.
Ambos contienen a todas las funciones definidas sobre R2 con valores en el intervalo r0, 1s.

Una vez que conocemos la estructura del espacio de imágenes, buscamos la del operador
de difuminación B.

Hipótesis del modelo

La mayoŕıa de los sistemas f́ısicos reciben una señal en un espacio vectorial U y regresan
una nueva señal en un espacio vectorial V mediante una transformación B : U Ñ V
que cumple con las siguientes propiedades:

R Linealidad. Se verifica el principio de superposición:

Brαf1 ` f2s “ αBrf1s ` Brf2s, @α P R, @f1, f2 P U.
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R Invarianza bajo traslación. Un desplazamiento de la señal corresponde a un
desplazamiento en la respuesta: Si Brf s “ g, entonces

Brf spx` s, y ` tq “ gpx` s, y ` tq @x, y, s, t P R.

La clave es que si el filtro cumple con las propiedades anteriores, entonces podemos
caracterizar el sistema con la respuesta que produce una imagen de color negro, salvo un
punto brilloso ps, tq. Esta imagen representa el impulso que recibe el sistema. Mediante la
transformación B, la luz que emite el punto brilloso se dispersa a los puntos vecinos. De
ese modo el sistema produce como respuesta la imagen difuminada. Véase la Figura 4.7.

Lo que hace el operador B es “transformar” el impulso unitario δ trasladado al punto
ps, tq en una función k : R2 ˆ R2 Ñ R que nos da la respuesta del sistema:

δpx´ s, y ´ tq
B

ÝÝÝÝÑ kppx, yq, ps, tqq (4.1)

ps, tq

B

Impulso Respuesta

Figura 4.7: El sistema dado por el operador B hace que la luz del punto brilloso ps, tq del
impulso se disperse en la respuesta que produce.

Observaciones 4.2:

+ Aclaramos que el impulso unitario no es una función sobre el plano, es una distribución
[126].

Función de Dispersión de punto

La respuesta k se conoce como función de dispersión de punto (PSF). El punto
brilloso ps, tq donde se traslada el impulso es el centro de la PSF.
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Figura 4.8: Descomposición de f en funciones elementales pi,j que se transforman bajo el
operador B y se reintegran por linealidad en g “ Brf s.

Vamos a dar una expresión al operador B a partir de la PSF. La idea es expandir
f en funciones elementales. Como B es lineal, podemos combinar las imágenes de esas
funciones bajo B para obtener la respuesta tal y como se muestra en la Figura 4.8. Al
respecto, expandimos f mediante pulsos

p∆s,∆tpx, yq “

$

&

%

1

∆s∆t
, si 0 ď x ă ∆s, 0 ď y ă ∆t,

0, en otro caso

como
fpx, yq “ ĺım

∆s,∆tÑ0

ÿ

i,jPZ

fpi∆s, j∆tqp∆s,∆tpx´ i∆s, y ´ j∆tq∆s∆t.

En términos del impulso unitario, esto se representa simbólicamente como

fpx, yq “

ż ż

R2

fps, tqδpx´ s, y ´ tqdsdt. (4.2)

La integral del lado derecho puede verse como una combinación lineal de impulsos unitarios
trasladados, donde los valores de la función f son los coeficientes [106].

Extendemos la linealidad del operador B [4], [125] de modo que

B

»

–

ż ż

R2

fps, tqδpx´ s, y ´ tqdsdt

fi

fl “

ż ż

R2

fps, tqBrδpx´ s, y ´ tqsdsdt,

Luego, como B transforma el impulso δ en la PSF k, tenemos que

B
„
ż ż

R2

fps, tqδpx´ s, y ´ tqdsdt



“

ż ż

R2

fps, tqkppx, yq, ps, tqqdsdt,

Por consiguiente, de la identidad (4.2) se sigue que B es el operador integral

Brf spx, yq “
ż ż

R2

fps, tqkppx, yq, ps, tqqdsdt, @x, y P R.



4. Problemas de Gran Escala en Restauración de Imágenes 141

Una condición suficiente para que el operador B cumpla la hipótesis de invarianza bajo
traslación es que

kppx, yq, ps, tqq “ kpx´ s, y ´ tq @x, y, s, t P R,

La PSF k dada de esta manera se conoce como espacialmente invariante. Usamos esta
PSF con las siguientes restricciones:

R kpx, yq ě 0 para cualesquiera x, y P R. Esto se debe a las variables f́ısicas como
intensidad de luz solamente toman valores no negativos.

R
ş

R2 kpx, yqdxdy “ 1 para que la enerǵıa del sistema se conserve.

Observaciones 4.3:

+ La función núcleo del operador integral B es la PSF k.

+ En la PSF espacialmente invariante hacemos un abuso de notación al pasar de una
función definida sobre R2 ˆ R2 a otra definida sobre R2.

+ Si desconocemos la PSF, podemos hacer una estimación de ésta. En la Literatura [6],
se propone aproximarla por otras PSF’s que sean espacialmente invariantes localmente.

Ejemplo 4.1. Mostramos algunas PSF espacialmente invariantes de la Literatura [55],
[73]. Para ilustrar cada una, vemos como se difumina la imagen cameraman.png y una
imagen de fondo negro con un ṕıxel blanco en el centro.

Figura 4.9: Imagen asociada al
impulso unitario.

Figura 4.10: Imagen cameraman.
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R La PSF gaussiana de varianza σ2 con media ps, tq es

kpx, yq “
1

σ
?

2π
exp

ˆ

´
px´ sq2 ` py ´ tq2

2σ2

˙

.

Figura 4.11: PSF gaussiana con
desviación estándar σ “ 7 y valor
esperado ps, tq “ p128, 128q.

Figura 4.12: Imagen cameraman

difuminada por PSF gaussiana.

R La PSF para desenfoque en un circulo de radio r con centro ps, tq es

kpx, yq “

$

&

%

1

πr2
, si px´ sq2 ` py ´ tq2 ď r,

0, en otro caso.

Figura 4.13: PSF de desenfoque
con radio r “ 20.

Figura 4.14: Imagen cameraman

desenfocada.
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R La PSF de traslación horizontal a partir del punto ps, tq con desplazamiento L es

kpx, yq “

$

&

%

1

L
, si |x´ s| ď

L

2
e y “ t,

0, en otro caso.

Figura 4.15: PSF de movimen-
to horizontal con desplazamiento
L “ 20.

Figura 4.16: Imagen cameraman

difuminada por PSF de movimen-
to horizontal.

Convolución como Modelo de Difuminación

Mediante la PSF espacialmente invariante, nuestro operador de difuminación B : U Ñ V
está dado por

Brf spx, yq “
ż ż

R2

kpx´ s, y ´ tqfps, tqdsdt. @x, y P R,

esto es, B realiza la convolución
Brf s “ k ˚ f.

Vamos a pedir que la PSF sea cuadrado integrable:
ż

R2

ˆ
ż

R2

rkppx, yq, ps, tqqs2dxdy

˙

dsdt ă 8.

De ese modo, B transforma funciones en L2pR2q en otras del mismo espacio. Aśı que para
nuestros fines, tomamos U “ V “ L2pR2q.

Podemos pensar que la convolución es el desenfoque del lente de una cámara digital.
En ese caso, la imagen ideal es la escena reflejada en uno de los lentes de la cámara, otro
de los lentes hace el papel de la PSF, el mecanismo que desenfoca la imagen realiza la
convolución y la imagen desenfocada se observa en la pantalla. Véase Figura 4.17.
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Figura 4.17: Convolución como el desenfoque del lente de una cámara

Figura 4.18: Convolución como difuminación por PSF espacialmente invariante.

Aśı que nuestro modelo genera la imagen difuminada como la convolución g “ f ˚ k.
Veamos que hace geométricamente la convolución con un ejemplo en 1D.
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Ejemplo 4.2. Sean f, k : RÑ R las funciones dadas por

fpsq “

#

s, si 0 ă s ă 2,

0 en otro caso,
y kpsq “

#

π, si 0 ă s ă 1,

0 en otro caso.

Para generar el valor en cada punto x de la convolución g “ f ˚ k. procedemos de la
siguiente manera:

1. Reflejamos la función k respecto al eje de las ordenadas.

2. Trasladamos kp´sq a kpx´ sq.

3. Multiplicamos kpx´ sq por la función f ,

4. Calculamos el área bajo la curva de kpx´ sqfpsq sobre toda la recta real.

Conforme aumentamos el valor de x, vamos generando la función g. En la Figura 4.19
mostramos esta construcción de g.

Sea Ix “ rx´ 1, xs X r0, 2s. Entonces

fpsqkpx´ sq “

#

πs, si s P Ix,

0, en otro caso.

De acuerdo al valor de x, tenemos que

Ix “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

H, si x ă 0 o x ą 3,

r0, xs, si 0 ď x ď 1,

rx´ 1, xs, si 1 ď x ď 2,

rx´ 1, 2s, si 2 ď x ď 3.

En consecuencia,

gpxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

0 si x ď 0 o x ď 3,
π

2
x2 si 0 ď x ď 1,

π

2
p2x´ 1q si 1 ď x ď 2,

π

2
p3´ x2 ` 2xq si 2 ď x ď 3.
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Figura 4.19: La función g es la convolución de las funciones de soporte compacto f y k. El
valor de gpxq es el área bajo la curva de la transformación sÑ fpsqgpx´ sq.

Mencionamos algunas propiedades de la convolución:

R Linealidad. Dadas funciones integrables k, f1, f2 : R2 Ñ R y la constante α P R,
tenemos que

k ˚ pαf1 ` f2q “ αpk ˚ f1q ` k ˚ f2

R Conmutatividad. Dadas funciones integrables k, q : R2 Ñ R, tenemos que
ż ż

R2

kpx´ s, y ´ tqqps, tqdsdt “

ż ż

R2

qpx´ s, y ´ tqkps, tqdsdt @x, y P R,

esto es, k ˚ q “ q ˚ k.

Ahora que tenemos nuestro modelo lineal de difuminación dado por la convolución
del imagen ideal con la PSF, podemos dar una formulación matemática del deblurring.
Recordamos que éste es el problema inverso de difuminación. Por lo que el deblurring
donde la PSF es espacialmente invariante se trata de una deconvolución. Véase la Figura
4.20.
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Problema de deblurring para PSF espacialmente invariante

Dadas las funciones g P L2pR2q y k : R2 Ñ R, hallar una función f : R2 Ñ R
que cumpla la ecuación integral

gpx, yq “

ż ż

R2

kpx´ s, y ´ tqfps, tqdsdt. @x, y P R. (4.3)

Figura 4.20: Deblurring como problema de deconvolución

Observaciones 4.4:

+ Debido a que los dispositivos ópticos-electrónicos solamente nos ofrecen muestras de
la imagen difuminada, necesitamos una versión discreta del modelo de difuninación. Por
ello, discretizamos la ecuación integral (4.3).

4.1.2. Digitalización de Imágenes

Las cámaras y otros dispositivos para adquirir imágenes manejan una resolución limitada
y algunas intensidades de colores. Por lo que tenemos una aproximación discreta de la
imagen. La digitalización de una imagen consiste en transformar la función de variables
y valores continuos asociada a la imagen en otra de variables y valores discretos. La
digitalización se realiza mediante los procesos de muestreo y cuantificación. De este
modo se adquieren imágenes digitales. Para comprender esto relacionamos las imágenes
con señales.
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Cuando tomamos una foto, los sensores de una cámara digital devuelven señales con
forma de onda que constituyen una sección transversal de la imagen. La intensidad de gris
asociada a esa sección está dada por la amplitud de la señal. Véase la Figura 4.21. Cada
señal es una función de variable y valores continuos.

Cuando hacemos muestreo, transformamos las variables continuas en discretas. Se crea
una partición de cada sección transversal. Cuando las juntamos, obtenemos una malla
sobre la imagen. Las muestras que se obtienen son los llamados ṕıxeles. Véase Figura
4.22(a).

Figura 4.21: Señal asociada a un corte transversal de la imagen.

En la cuantificación, transformamos los valores continuos de la señal en discretos, de
modo que a las amplitudes de la señal se les asignan tonos de grises indicados por una
colección finita del intervalo r0, 1s. Véase Figura 4.22(b).

(a) muestreo (b) cuantificación

Figura 4.22: Adquisición de una imagen digital por muestreo y cuantificación.

Aśı, a partir de la distribución continua de tonos de gris de una imagen en blanco
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y negro, los procesos de muestreo y cuantificación nos dan ṕıxeles coloreados con una
colección finita de tonos de gris [40], [62].

4.1.3. Modelo Discreto para Difuminación

En el deblurring, suponemos que al difuminar una imagen F , obtenemos la imagen
G. Conocemos a G, y queremos recuperar a F . En vista del muestreo y cuantificación,
disponemos solamente de conjunto finito de valores de la función g asociada a la imagen
G. Aśı que debemos hallar la función f asociada a la imagen F a partir de los ṕıxeles de
G.

A fin de obtener un arreglo f con los valores de los ṕıxeles de F a partir de un arreglo
g con los de G, lo que hacemos es discretizar nuestro modelo de difuminación dado por la
convolución (4.3) en un sistema de ecuaciones lineales Af “ g. Para conocer la estructura
que tiene la matriz A, usamos las siguientes hipótesis:

R Los ṕıxeles de G se encuentran en puntos de Z2.

R La función g tiene soporte acotado en Rg “ r1,ms ˆ r1, ns.

R La PSF k tiene soporte acotado en Rk “ r´l, ls ˆ r´r, rs, donde 2l ă m y 2r ă n.

Discretizamos la convolución (4.3) con el método de colocación en los puntos de Z2.
Aproximamos la doble integral por sumas de Riemann sobre cuadrados unitarios. Esto
nos da la convolución discreta

gpi, jq
loomoon

gi,j

“
ÿ

p,qPZ

fpp, qq
loomoon

fp,q

kpi´ p, j ´ qq
looooooomooooooon

ki´p,j´q

@i, j P Z.

de las sucesiones tfp,qu y tkp,qu.
Debido a que k y g tienen soporte acotado en Rk y Rg, respectivamente, tenemos que

la convolución discreta se reduce a

gi,j “
i`l
ÿ

p“i´l

j`r
ÿ

q“j´r

fp,qki´p,j´q
i “ 1, . . . ,m,
j “ 1, . . . n.

(4.4)

En las sumas anteriores el valor de cada ṕıxel en la imagen difuminada es una suma
ponderada de los valores del ṕıxel correspondiente en la imagen original y sus vecinos.

Queremos reescribir (4.4) como un sistema de ecuaciones lineales. Para ver esto, fijamos
el primer sub́ındice y examinamos primero el caso unidimensional:

gj “
j`r
ÿ

q“j´r

kj´qfq, j “ 1, . . . n. (4.5)
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Observaciones 4.5:

+ Necesitamos de 2r` 1 valores de la PSF aśı como de n` 2r valores de f para generar
n valores de g. De hecho, con los vectores

k :“
“

k´r ¨ ¨ ¨ k0 ¨ ¨ ¨ kr
‰T
,

fextÙ :“
“

f´r`1 ¨ ¨ ¨ f´r`j ¨ ¨ ¨ fj ¨ ¨ ¨ fr`j ¨ ¨ ¨ fr`n
‰T
.

podemos obtener cada gj de la siguiente manera:

1. Revertimos las componentes de k,

2. Alineamos el arreglo volteado k con fextÙ de modo que k0 coincida con fj,

3. Multiplicamos las respectivas componentes,

4. Sumamos los productos.

Reordenamos la convolución discreta (4.5) como

gj “
r
ÿ

q“´r

kqfj´q, j “ 1, . . . n.

Esto se puede escribir como el sistema de ecuaciones lineales
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AÙ fextÙ “ gÙ

(4.6)

La matriz AÙ es de tamaño nˆpn` 2rq y tiene una estructura en banda que se forma con
2r ` 1 valores de la PSF.

Análogamente, si fijamos el segundo sub́ındice de la suma (4.4) e intercambiamos n y r
por m y l, respectivamente, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales
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A
Ø

f ext
ÐÑ

“ g
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(4.7)

La matriz A
Ø

es de tamaño mˆpm`2lq con estructura en banda formada por 2l`1 valores

de la PSF.
El sistema de ecuaciones AÙfextÙ “ gÙ se puede extender para 2D en una estructura por

bloques. Para ver esto, acomodamos los pm ` 2lqpn ` 2rq valores fp,q y las mn muestras
gi,j en matrices

Fext “

»

—
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...
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...
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ffi
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.

y apilamos las columnas de estas matrices en vectores fext y g. De este modo, (4.4) se
pueden escribir como el sistema de ecuaciones lineales

Aextfext “ g, (4.8)
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es una matriz de nˆ pn` 2rq bloques con la misma forma que AÙ. Cada cero corresponde
a un bloque de mˆ pm` 2lq ceros de Aext y cada kq con un bloque
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de tamaño mˆpm`2lq que tiene la misma forma que A
Ø

, con ki,q en lugar de ki. La matriz

Aext es de tamaño mnˆ pm` 2lqpn` 2rq.
De esta manera, obtenemos nuestro modelo lineal discreto de difuminación. Recordamos

que el deblurring es el problema inverso de difuminación. Aśı que debemos resolver la
ecuación (4.8).

Observaciones 4.6:

+ El sistema de ecuaciones lineales Aextfext “ g está indeterminado. Esto da lugar a
que tengamos una infinidad de soluciones, y por consiguiente una familia de imágenes res-
tauradas para una sola imagen difuminada. Para que tenga única solución, en la siguiente
subsección damos restricciones sobre la imagen restaurada.

4.1.4. Condiciones de frontera

Delimitamos F a un rectángulo Rf del plano. Como la imagen recuperada debe tener
el mismo número de ṕıxeles que la difuminada, entonces f tiene mn valores sobre Rf .

Supongamos que

R Rf “ r1,ms ˆ r1, ns.

R Sobre los puntos pp, qq con p P t1, . . . ,mu y q P t1, . . . , nu tenemos los mn valores
fp,q de f .

Con la región y los ṕıxeles que tomamos, ocupamos pm ` 2rqpn ` 2lq valores fp,q para
generar los mn valores gi,j mediante las sumas (4.4). Véase Figura 4.23. La pregunta es
cómo conseguimos los pm` 2rqpn` 2lq ´mn valores fp,q fuera de Rf .
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Figura 4.23: Los pm ` 2lqpn ` 2rq valores de la función f sobre Z2. Marcamos los mn puntos
dentro de Rf que corresponden a los ṕıxeles de la imagen F .

Tratamos la zona fuera del rectángulo que delimita la imagen F de acuerdo al uso que
le demos a la imagen. Por ejemplo, nos conviene tomar un fondo negro para imágenes de
astros, repetimos la imagen si la captamos en una secuencia de video, o la reflejamos si
notamos una simetŕıa. Por esta razón manejamos condiciones de frontera en el rectángulo
Rf donde se restringe la función f . Vamos a dar tres condiciones de frontera para los
valores fp,q fuera del rectángulo Rf .

R Condiciones Cero. La imagen F fuera del rectángulo que la delimita tiene un
fondo negro, esto quiere decir que la función f es cero fuera de Rf . Véase Figura
4.24. Por lo que

fp.q “ 0 si p R t1, . . . ,mu o q R t1, . . . , nu.

Figura 4.24: Imagen con condiciones de frontera cero.
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R Condiciones Reflexivas. La imagen F se refleja en cada lado y esquina del
rectángulo que la delimita. Véase Figura 4.25. En consecuencia,

fp,q “ fϕppq,ψpqq,

donde

ϕppq “

$

’

&

’

%

´p` 1, si p “ ´pl ´ 1q, . . . , 0,

p, si p “ 1, . . . ,m,

2m´ p` 1, si p “ m` 1, . . . ,m` l,

y ψpqq “

$

’

&

’

%

´q ` 1, si q “ ´pr ´ 1q, . . . , 0,

q, si q “ 1, . . . , n,

2n´ q ` 1, si q “ n` 1, . . . , n` r.

Figura 4.25: Imagen con condiciones de frontera reflexivas.

R Condiciones Periódicas. La imagen F se repite fuera del rectángulo que la deli-
mita. Véase Figura 4.26. Esto nos indica que f es periódica. Entonces

fp,q “ fp mod m,q mod n, @p, q P Z.

Figura 4.26: Imagen con condiciones de frontera peŕıodicas.

Examinamos como repercuten las condiciones frontera en el sistema de ecuaciones li-
neales Afext “ g. Vemos primero el caso 1D de la ecuación AÙfextÙ “ gÙ.
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Caso 1D

Sea
fÙ “

“

f1 ¨ ¨ ¨ fm
‰T
.

Separamos la matriz AÙ de la siguiente manera:

R La matriz T de tamaño nˆ r con elementos

tj,q “

#

kj´q`r, si j ď q,

0, en otro caso,

j “ 1, . . . , n
q “ 1, . . . , r,

formada por las primeras r columnas de AÙ.

R La matriz T de tamaño nˆ n con elementos

tj,q “

#

kj´q, si |j ´ q| ď r,

0, en otro caso,
j, q “ 1, . . . r,

que obtenemos al quitar las primeras y últimas r columnas de AÙ.

R La matriz T de tamaño nˆ r con elementos

tj,q “

#

kj´q´n, si j ´ q ě n´ r,

0, en otro caso,

j “ 1, . . . , n
q “ 1, . . . , r.

formada por las últimas r columnas de AÙ.

Estas matrices nos permiten identificar la estructura que el sistema de ecuaciones lineales
AÙfextÙ “ gÙ adopta con las tres condiciones frontera [90].

R Condiciones Cero. En la ecuación AÙfextÙ “ gÙ, las primeras y últimas r colum-
nas de AÙ se multiplican por ceros. Aśı que podemos removerlas. De esa manera,
obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

TfÙ “ gÙ. (4.9)

La matriz T tiene diagonales constantes, pues tj,q depende de la diferencia j´ q. Las
matrices que cumplen esto se llaman matrices de Toeplitz. Basta tener la primera
columna y el primer renglón para generarlas.

R Condiciones Periódicas. En la ecuación AÙfextÙ “ gÙ, las primeras r columnas
de AÙ se multiplican por fn´r`1, . . . , fn, mientras que las últimas r columnas AÙ se
multiplican por f1, . . . , fr, respectivamente. Por lo que sumamos las columnas de T
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con las últimas r columnas de T y las columnas de T con las primeras r columnas
de T . De ese modo, tenemos el sistema de ecuaciones lineales

CfÙ “ gÙ,

donde
C “

“

0nˆpn´rq T
‰

` T `
”

T 0nˆpn´rq

ı

.

Por ejemplo para n “ 6 y r “ 2, tenemos que

C “

»

—

—

—

—

—

—

–

k0 k´1 k´2 0 k2 k1

k1 k0 k´1 k´2 0 k2

k2 k1 k0 k´1 k´2 0
0 k2 k1 k0 k´1 k´2

k´2 0 k2 k1 k0 k´1

k´1 k´2 0 k2 k1 k0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

La matriz C tiene una estructura especial. En su j-ésimo renglón, su primer renglón
se recorre j ´ 1 posiciones a la derecha y los j ´ 1 elementos que sobran se agregan
al inicio del reglón. Los elementos cj,q cumplen que

cj,q “ cu,v si q ´ j ” v ´ u pmod nq.

Las matrices que satisfacen esta relación son las matrices circulares [124].

R Condiciones Reflexivas. En la ecuación AÙfextÙ “ gÙ, las primeras r columnas
de AÙ se multiplican por fr, . . . , f1, mientras que las últimas columnas de AÙ se
multiplican por fm, . . . , fm´r`1, respectivamente. Aśı que volteamos las columnas de
T y las sumamos con las primeras r columnas de T . Análogamente, volteamos las

columnas de T y las sumamos con las últimas r columnas de T . Para voltear las
columnas usamos la matriz

J “

»

—

–

0 1

. .
.

1 0

fi

ffi

fl

mˆm

.

Aśı, apartir de la ecuación AÙfextÙ “ gÙ, tenemos al sistema de ecuaciones lineales

pT `Hqf “ g, (4.10)

donde
H “

“

0nˆpn´rq T
‰

J `
”

T 0nˆpn´rq

ı

J.

Por ejemplo, para n “ 5 y r “ 3, tenemos que

H “

»

—

—

—

—

–

k1 k2 k3 0 0
k2 k3 0 0 0
k3 0 0 0 k´3

0 0 0 k´3 k´2

0 0 k´3 k´2 k´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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La matriz H tiene antidiagonales constantes, ya que sus elementos hj,q dependen de
la suma j ` q. Las matrices que cumplen esto se llaman matrices de Hankel. En
consecuencia la matriz de coeficientes T `H es la suma de una matriz de Toeplitz
con una matriz de Hankel.

Análogamente, si reemplazamos j, q, n, r por i, p,m, l, respectivamente. podemos reducir
la ecuación A

Ø
fext
ÐÑ

“ g
Ø

a un sistema de ecuaciones lineales que tiene matriz de coeficientes

con las mismas estructuras. A continuación, examinamos el caso bidimensional.

Caso 2D

Ahora, incorporamos las condiciones de frontera a la ecuación Aextfext “ g. En vez del
arreglo Fext, buscamos la matriz

F “

»

—

–

f1,1 ¨ ¨ ¨ f1,n

...
...

fm,1 ¨ ¨ ¨ fm,n

fi

ffi

fl

con los mn valores de los ṕıxeles de la imagen restaurada. Denotamos por f al vector con
las columnas apiladas de F .

Reordenamos la estructura por bloques de la matriz Aext de acuerdo con las condiciones
de frontera. La Ecuación Aextfext “ g se reduce a un sistema de ecuaciones linealesAf “ g,
donde A es una matriz de orden nm.

Queremos ver la estructura de la matriz A. Lo que hacemos es expandir la forma que
toman las matrices AÙ y A

Ø
del caso 1D con cada condición de frontera, pues la estructura

por bloques de Aext se obtiene al fijar el primer sub́ındice en (4.4), mientras que la forma de
sus bloques Kpqq aparece al fijar el segundo sub́ındice. Con las condiciones de frontera, la
matriz Aext se reordena en una matriz por bloques A de la misma forma en reordenamos
que AÙ. Aśımismo, cada bloque Kpqq de Aext se reduce a una matriz en banda Apqq de
tamaño mˆm de la misma manera en que reducimos A

Ø

Sabemos del caso 1D que AÙ y A
Ø

se reacomodan como matrices de Toeplitz si usamos

condiciones cero, matrices circulares con condiciones periódicas, y en la suma de una matriz
Toeplitz con una de Hankel si las condiciones son reflexivas. Luego,

condiciones cero ùñ A es Toeplitz por bloques y
Apqq es matriz de Toeplitz,

condiciones peŕıodicas ùñ A es circular por bloques y
Apqq es matriz circular,

condiciones reflexivas ùñ A es la suma de una matriz de Toeplitz por bloques
con una matriz de Hankel por bloques y
Apqq es suma de una matriz de Toeplitz
con una matriz de Hankel.
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Aśı, A es una matriz en banda por bloques que tiene n ˆ n bloques y cada bloque es
una matriz en banda de tamaño mˆm. Combinamos la estructura por bloques de A con
la que subyace a su vez en sus bloques. De ese modo, podemos dar la estructura completa
de A con cada condición de frontera.

R Condiciones Cero. A es matriz de Toeplitz por bloques y cada bloque es matriz
de Toeplitz (BTTB). Por ejemplo, para m “ n “ 5 y l “ r “ 2, tenemos que

A “

»

—

—

—

—

–

Ap0q Ap´1q Ap´2q 0 0
Ap1q Ap0q Ap´1q Ap´2q 0
Ap2q Ap1q Ap0q Ap´1q Ap´2q

0 Ap2q Ap1q Ap0q Ap´1q

0 0 Ap2q Ap1q Ap0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

donde

Apqq “

»

—

—

—

—

–

k0,q k´1,q k´2,q 0 0
k1,q k0,q k´1,q k´2,q 0
k2,q k1,q k0,q k´1,q k´2,q

0 k2,q k1,q k0 k´1,q

0 0 k2,q k1,q k0,q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

R Condiciones periódicas. A es matriz circular por bloques y cada bloque es matriz
circular (BCCB). Por ejemplo, para n “ m “ 5, y l “ r “ 2, tenemos que

A “

»

—

—

—

—

–

Ap0q Ap´1q Ap´2q Ap2q Ap1q

Ap1q Ap0q Ap´1q Ap´2q Ap2q

Ap2q Ap1q Ap0q Ap´1q Ap´2q

Ap´2q Ap2q Ap1q Ap0q Ap´1q

Ap´1q Ap´2q Ap2q Ap1q Ap0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

donde

Apqq “

»

—

—

—

—

–

k0,q k´1,q k´2,q k2,q k1,q

k1,q k0,q k´1,q k´2,q k2,q

k2,q k1,q k0,q k´1,q k´2,q

k´2,q k2,q k1,q k0,q k´1,q

k´1,q k´2,q k2,q k1,q k0,q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

R Condiciones reflexivas. La matriz A es la suma de cuatro matrices de n ˆ n
bloques:
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»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

Ap0q Ap´1q ¨ ¨ ¨ Ap´rq 0 ¨ ¨ ¨ 0

Ap´1q Ap0q
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

Aprq
. . .

. . .
. . . Ap´rq

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . Ap´1q

0 ¨ ¨ ¨ 0 Aprq ¨ ¨ ¨ Ap1q Ap0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

A

“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

T p0q T p´1q ¨ ¨ ¨ T p´rq 0 ¨ ¨ ¨ 0

T p´1q T p0q
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

T prq
. . .

. . .
. . . T p´rq

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . T p´1q

0 ¨ ¨ ¨ 0 T prq ¨ ¨ ¨ T p1q T p0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

Hp0q Hp´1q ¨ ¨ ¨ Hp´rq 0 ¨ ¨ ¨ 0

Hp´1q Hp0q . . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0

Hprq . . .
. . .

. . . Hp´rq

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . Hp´1q

0 ¨ ¨ ¨ 0 Hprq ¨ ¨ ¨ Hp1q Hp0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

T T 1

`

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

T p1q T p2q ¨ ¨ ¨ T prq 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

T p2q . .
.

. .
.

. .
. ...

... . .
.

. .
.

. .
. ...

T prq . .
.

. .
. ...

0 . .
.

0
... . .

.
. .
.

T p´rq

... . .
.

. .
.

. .
. ...

... . .
.

. .
.

. .
.

T p´2q

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 T p´rq ¨ ¨ ¨ T p´2q T p´1q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

Hp1q Hp2q ¨ ¨ ¨ Hprq 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

Hp2q . .
.

. .
.

. .
. ...

... . .
.

. .
.

. .
. ...

Hprq . .
.

. .
. ...

0 . .
.

0
... . .

.
. .
.

Hp´rq

... . .
.

. .
.

. .
. ...

... . .
.

. .
.

. .
.

Hp´2q

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 Hp´rq ¨ ¨ ¨ Hp´2q Hp´1q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

H 1 H

donde T pqq y Hpqq son las matrices de Toeplitz y Hankel de orden m dadas por

T pqq “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

k0,q k´1,q ¨ ¨ ¨ k´l,q 0 ¨ ¨ ¨ 0

k´1,q k0,q

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0

kl,q
. . .

. . .
. . . k´l,q

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . k´1,q

0 ¨ ¨ ¨ 0 kl,q ¨ ¨ ¨ k1 k0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

y Hpqq “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

k1,q k2,q ¨ ¨ ¨ kl,q 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

k2,q . .
.

. .
.

. .
. ...

... . .
.

. .
.

. .
. ...

kl,q . .
.

. .
. ...

0 . .
.

0
... . .

.
. .
.

k´l,q
... . .

.
. .
.

. .
. ...

... . .
.

. .
.

. .
.

k´2,q

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 k´l,q ¨ ¨ ¨ k´2,q k´1,q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Las matrices por bloques tienen la siguente estructura:
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T es matriz Toeplitz por bloques, cada bloque es matriz de Toeplitz (BTTB),

T 1 es matriz Toeplitz por bloques, cada bloque es matrizz de Hankel (BTHB),

H es matriz Hankel por bloques, cada bloque es matriz de Hankel (BHHB),

H 1 es matriz Hankel por bloques, cada bloque es matriz de Toeplitz (BHTB).

Aśı que la matriz A se separa como

A “ BTTB` BTHB` BHHB` BHTB.

Ejemplo 4.3. Difuminamos la imagen de 50ˆ 50 ṕıxeles de la Figura 4.27 mediante la
PSF gaussiana. Delimitamos esta PSF al cuadrado r´20, 20s ˆ r´20, 20s.

Usamos desviación estándar 5. La gráfica de la PSF es la campana de la Figura 4.30(a).
Supońgamos condiciones de frontera cero. Entonces obtenemos una matriz A de tamaño
2500ˆ 2500 que es BTTB. En la Figura 4.30(b) mostramos una gráfica de sus elementos.
Notamos que la intensidad del color es más fuerte en una banda alrededor de la diagonal
principal.

Figura 4.27: Imagen
de reflector

Figura 4.28: Imagen
difuminada con PSF
gaussiana de desvia-
ción estándar 5 con
condiciones de frontera
cero

Figura 4.29: Imagen
difuminada con PSF
gaussiana de desvia-
ción estándar 2 con
condiciones de frontera
periódicas

Ahora, usamos desviación estándar 2. En la Figura 4.31(a) notamos que la gráfica
de la gaussiana se comprime. Supongamos condiciones de frontera peŕıodicas. Entonces
obtenemos una matriz A de tamaño 2500 ˆ 2500 que es BCCB. En la Figura 4.31(b)
mostramos una gráfica de sus elementos. Notamos que la intensidad del color se distribuye
en bandas alrededor de la diagonal principal aśı como en las esquinas de la matriz.
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(a) PSF gaussiana de desviación estándar 5
sobre cuadrado r´20, 20s ˆ r´20, 20s

(b) elementos de la matriz BTTB

Figura 4.30: PSF gaussiana ` condiciones cero nos da una matriz BTTB.
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(a) PSF gaussiana de desviación estándar 2
sobre cuadrado r´20, 20s ˆ r´20, 20s

(b) elementos de matriz BCCB

Figura 4.31: PSF gaussiana + condiciones peŕıodicas nos da una matriz BCCB.

4.1.5. Reducción del Problema

Como las imágenes digitales pueden tener tamaños en ṕıxeles de 256ˆ 256, 1024ˆ 768,
2048 ˆ 1200, entre otros, entonces el problema discreto de deblurring Af “ g involu-
cra resolver un sistema de ecuaciones lineales de gran escala, su matriz de coeficientes
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es cuadrada de orden 2562 “ 62500, p1024qp768q “ 786432 y p2048qp1200q “ 2457600,
respectivamente. Deseamos reducir las dimensiones de nuestro problema. La idea es que
si podemos separar la PSF, separemos A en matrices de menor tamaño.

La PSF k : R2 Ñ R es separable si existen funciones r, c : RÑ R tales que

kpx´ s, y ´ tq “ rpx´ yqcps´ tq @x, y, s, t P R.

Vamos a trabajar con PSFs espacialmente invariantes y separables. Por ejemplo, la PSF
gaussiana.

Entonces las evaluaciones de la PSF k en la malla uniforme sobre Z2 se factorizan como

ki´p,j´q “ ci´prj´q, i, j, p, q P Z.

Sea C la matriz mˆm con elementos

ci,p “ ci´p, i, p “ 1, . . . ,m.

y sea R la matriz nˆ n con elementos

rj,q “ rj´q, j, q “ 1, . . . , n.

Entonces cada bloque Apqqde A de tamaño mˆm distinto de 0mˆm se puede escribir como

Apj´qq “ rj,qC, j, q “ 1, . . . , n.

Identificamos una estructura conocida en la matriz A, llamada producto de Kronecker.

Producto de Kronecker

El producto de Kronecker de X P Rnˆp con Y P Rmˆq es la matriz por bloques

X b Y “

»

—

–

x1,1Y ¨ ¨ ¨ r1,pY
...

...
xn,1Y ¨ ¨ ¨ rn,pY

fi

ffi

fl

nmˆpq

.

Por ejemplo,

„

1 0
2 ´1



b

»

–

1 2
3 4
5 6

fi

fl “

»

—

—

—

—

—

—

–

1 2 0 0
3 4 0 0
5 6 0 0
2 4 ´1 ´2
6 8 ´3 ´4

10 12 ´5 ´6

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Mencionamos algunas propiedades del producto de Kronecker:

R Producto mezclado. Para todas las matrices X, Y, Z,W de productos compatibles
XZ y YW , tenemos

pX b Y qpZ bW q “ XZ b YW.
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R Distributividad de transposición. Para cualesquiera matrices X e Y , tenemos

pX b Y qT “ XT
b Y T .

R Distributividad de inversa. Para todas las matrices invertibles X e Y , tenemos

pX b Y q´1
“ X´1

b Y ´1.

R Vectorización. Para cualesquiera matrices X, Y, Z tales que el producto XY Z es
compatible, tenemos

vecpXY Zq “ pZT
bXqvecpY q,

donde vecpXq denota al vector con las columnas apiladas de la matriz X.

Observaciones 4.7:

+ El producto de Kronecker no es comutativo.

+ X b Y “ XY T cuando X e Y son vectores.

+ La propiedad de vectorización nos permite pasar una multiplicación matriz-vector,
donde la matriz es de gran tamaño, a una multiplicación de matrices de menor dimen-
sión. De ese modo, reducimos las dimensiones de nuestro problema. Véase [75] para más
propiedades del producto del Kronecker.

Condiciones de Frontera con PSF Separable

Regresemos al sistema de ecuaciones lineales Af “ g. con PSF separable. Tratamos las
tres condiciones de frontera por separado:

R Si usamos condiciones cero, entonces la matriz A que es BTTB se convierte en el
producto de Kronecker de las matrices de Toeplitz R y C:

A “ R b C.

R Para condiciones de frontera periódicas, la matriz A que es BCCB se escribe como
el producto de Kronecker de las matrices de circulares R y C.

R Para condiciones de frontera reflexivas,

A “ T ` T 1 ` H ` H 1.
BTTB BTHB BHHB BHTB

Podemos separar cada una de las cuatro matrices por bloques como

T “ RT b CT , H “ RH b CH ,
T 1 “ RT b CH , H 1 “ RH b CT .

donde
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RT es una matriz de Toeplitz de orden m,

RH es una matriz de Hankel de orden m,

CT es una matriz de Toeplitz de orden n,

CH es una matriz de Hankel de orden n,

De ese modo, la propiedad del producto mezclado implica que A es el producto de
Kronecker de matrices R y C que son la suma de una matriz de Toeplitz con una de
Hankel, esto es,

R “ RT `RH y C “ CT ` CH .

De aqúı que

BTTB + BTHB + BHTB + BHHB = (Toeplitz +Hankel)b (Toeplitz + Hankel).

En cualquier caso, la ecuación Af “ g se reescribe como

pR b CqvecpF q “ vecpGq. (4.11)

La solución de esta ecuación nos da la matriz F de tamaño m ˆ n asociada a la imagen
restaurada. El rango de R b C es

r “ rangopRqrangopCq.

Por lo que disntiguimos cuando los factores R y C son de rango completo o deficiente.
Si R y C son invertibles, la distributividad de la inversa bajo el producto de Kronecker

implica que
vecpF q “ pR´1

b C´1
qvecpGq.

Luego, por la propiedad de vectorización del producto de Kronecker, tenemos que

F “ C´1GR´T .

De este modo podemos restaurar la imagen difuminada.

Observaciones 4.8:

+ Cuando la PSF es espacialmente invariante, pero no es separable, entonces A puede
aproximarse por una suma de productos de Kronecker. Al respecto, Kamm propone en
[66] que bajo condiciones de frontera cero, resolvamos

mı́n }pR b Cq ´ A}F

sobre todos los productos de Kronecker R b C de rango uno. Para obtener nuestra apro-
ximación de rango uno, usamos la matriz

K “

»

—

–

k´l,´r ¨ ¨ ¨ k´l,r
...

...
kl,´r ¨ ¨ ¨ kl,r

fi

ffi

fl
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que tiene todos los valores de la PSF. Condensamos la información de esta matriz en los
vectores singulares u y v asociados al valor singular más grande σ de K. Formamos la
matrices de Toeplitz R y C que tengan por primer renglón

“?
σul`1 ¨ ¨ ¨

?
σu1 01ˆpm´l´1q

‰

y
“?
σvr`1 ¨ ¨ ¨

?
σv1 01ˆpn´r´1q

‰

y por primera columna
»

—

—

—

–

?
σul`1

...
?
σu2l`1

0pm´l´1qˆ1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

y

»

—

—

—

–

?
σvr`1

...
?
σv2r`1

0pn´r´1qˆ1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

respectivamente.

Producto de Kronecker y SVD

Cuando R y C son de rango deficiente, resolvemos el problema de cuadrados mı́nimos

mı́n
xPRmn

}pR b Cqx´ vecpGq}22 (4.12)

La solución de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima nos da el arreglo fLS que reacomo-
damos como la matriz FLS de tamaño mˆ n. Sabemos como hallar esta solución a partir
de la SVD

pR b Cq “ UΣV T .

El inconveniente es que calcular la SVD para una matriz de gran tamaño es costoso. Nos
preguntamos si es posible hallar una SVD del producto de Kronecker a partir de las SVDs
de sus factores.

Teorema 4.1. Sean R P Rnˆn y C P Rmˆm con descomposiciones en valores
singulares

R “ URΣRV
T
R y C “ UCΣCV

T
C .

Entonces UR b UC y VR b VC son matrices ortogonales mnˆmn tales que

R b C “ pUR b UCqpΣR b ΣCqpVR b VCq
T .

Demostración. Primero probamos que UR b UC es una matriz ortogonal. Sabemos de la
SVD que UR y UC son matrices ortogonales de tamaños nˆ n y mˆm, respectivamente.
Por definición,

UR b UC “

»

—

–

u
pRq
1,1 UC ¨ ¨ ¨ u

pRq
1,nUC

...
...

u
pRq
n,1UC ¨ ¨ ¨ u

pRq
n,nUC

fi

ffi

fl

,
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mientras que

pUR b UCq
T
“ UT

R b U
T
C “

»

—

–

u
pRq
1,1 U

T
C ¨ ¨ ¨ u

pRq
n,1U

T
C

...
...

u
pRq
1,nU

T
C ¨ ¨ ¨ u

pRq
n,nUT

C

fi

ffi

fl

.

Luego Q :“ pUR b UCq
T pUR b UCq es la matriz por bloques

Q “

»

—

—

–

Q1,1 ¨ ¨ ¨ Q1,n

...
...

Qn,1

... Qn,n

fi

ffi

ffi

fl

,

donde

Qi,j “

”

u
pRq
1,i U

T
C ¨ ¨ ¨ u

pRq
n,i U

T
C

ı

»

—

—

–

u
pRq
1,j UC
...

u
pRq
n,j UC

fi

ffi

ffi

fl

.

Notamos que
Qi,j “ pcolumna i de URq

T
pcolumna j de URqU

T
CUC .

Dado que UC es ortogonal, tenemos que

Qij “ pcolumna i de URq
T
pcolumna j de URqIn.

Luego, como UR es ortogonal, se sigue que Qij “ δijIn. De aqúı, Q “ In2 . Esto muestra
que UabUb es una matriz ortogonal. Análogamente, podemos verificar que VabVb es una
matriz ortogonal.

Ahora, probemos la Factorización

R b C “ pUR b UCqpΣR b ΣCqpVR b VCq
T .

Sean
WR “ URΣR y WC “ UCΣC .

Entonces las descomposiciones en valores singulares de X e Y implican

R b C “ pWRV
T
R q b pWCV

T
C q.

Por la propiedad del producto mezclado tenemos

R b C “ pWR bWCqpV
T
R b V

T
C q.

Dado que la transposición se distribuye sobre el producto de Kronecker, se sigue que

R b C “ pWR bWCqpVR b VCq
T . (4.13)

La propiedad del producto mezclado implica

WR bWC “ pUR b UCqpΣR b ΣCq. (4.14)

De aqúı obtenemos el resultado deseado al sustituir (4.14) en la Factorización (4.13). ¨
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Observaciones 4.9:

+ El Teorema 4.1 es válido aún cuando las matrices R y C no son cuadradas.

+ Para que la Factorización

R b C “ pUR b UCqpΣR b ΣCqpVR b VCq
T .

sea una SVD de R b C, reordernamos ΣR b ΣC con una matriz de permutación P de
tamaño nmˆ nm tal que los elementos sobre la diagonal principal de

Σ :“ P pΣR b ΣCqP
T

estén en orden descendente y definimos

U :“ pUR b UCqP
T y V :“ pVR b VCqP

T .

De ese modo, R b C “ UΣV T es SVD del producto de Kronecker. Los valores singulares
σ1, . . . , σmn de R b C son productos de los valores singulares de R y C.

A consecuencia del Teorema 4.1, podemos usar la SVD de R y C para obtener FLS:

1. Formamos el vector
h “ PvecpUT

CGURq.

con los coeficientes de vecpGq en la base de vectores singulares de derecha de RbC.

2. Multiplicamos las primeras r componentes de h por los rećıprocos de los r valores
singulares positivos de R b C y reemplazamos las últimas mn ´ r componentes de
h por ceros. Obtenemos

mn´r
hkkikkj

w “ diag

ˆ

1

σ1

, ¨ ¨ ¨ ,
1

σr
, 0, ¨ ¨ ¨ , 0

˙

h.

3. vecpFLSq es la expansión de w en la base de vectores singulares de derecha de RbC,
esto es,

FLS “ VCWV T
R ,

donde W la matriz de tamaño mˆ n tal que vecpW q “ P Tw.

Observaciones 4.10:

+ En el caso de condiciones de frontera periódicas, las matrices R y C son circulares.
Cuando el orden de estas matrices es par, podemos usar la transformada Discreta de
Fourier (DFT) de las primeras columnas de R y C para hallar sus SVDs. Sea ζ la la
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primera columna de C. Entonces su DFT es pζ “ FDTζ, donde FDT es la matriz de orden
m con elementos

fp,q “ expp´2pqπi{mq p, q “ 1, . . . ,m.

Puesto que las columnas de FDT son ortogonales en Cm y F
T

DTFDT “ mI, podemos
verificar [124] que

C “
1
?
m
F
T

DT ¨ diagppζq ¨
1
?
m
FDT .

De aqúı, la DFT pζ nos da el vector con los valores propios de C. Los valores y vectores
propios son complejos porque los elementos de FDT son complejos. Sea θk el ángulo en
radianes que forman las partes real e imaginaria de pζk. Formamos la matriz U de tamaño
mˆm con elementos

up,q “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

signppζ1q?
m

, q “ 1,
b

2
m

cos
´

2πpp´1qpq´1q
m

` θq

¯

, q P
 

2, . . . , m
2

(

,

signppζm{2`1q
?
m

p´1qp´1, q “ m
2
` 1,

b

2
m

cos
´

2πpp´1qpq´1q
m

` θq

¯

, q P
 

m
2
` 2, . . . ,m

(

,

De la misma manera, formamos una matriz V del mismo tamaño, omitiendo los ángulos
θq y los signos de pζ1 y pζm{2`1. Aśı, obtenemos matrices ortogonales U y V tales que

C “ U diagp|pζ1|, . . . , |pζm|q V
T .

Basta reordenar los valores absolutos de los elementos de pζ en orden descendente y multi-
plicar U y V por la matriz de permutación correspondiente para obtener una SVD de C.
Análogamente, obtenemos una SVD de la matriz circular R [100].

+ Una vez que tengamos las muestras de la imagen ideal, interpolamos para reconstruirla.
Esto es posible si la transformada de Fourier pf de f tiene soporte acotado:

pfpξ1, ξ2q “ 0 para |ξ1| ą ξx0, |ξ1| ą ξy0

y se ha realizado un muestreo uniforme de f sobre una malla rectangular con espaciamiento
∆x,∆y con una taza de muestreo mayor que la taza de Nyquist, esto es,

1

∆x
“ ξxs ą 2ξx0,

1

∆y
“ ξys ą 2ξy0.

De ser aśı, el Teorema del muestreo [62] nos dice que podemos interpolar f en una
base de funciones Sinc normalizadas a partir de los ṕıxeles de F como

fpx, yq “
ÿ

p,qPZ

fpp∆x, q∆yqSinc pxξxs ´ pq Sinc pyξys ´ qq @x, y P R

De aqúı que estemos interesados en conocer solamente las evaluaciones de f en la malla
uniforme.
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4.1.6. Regularización en el Problema de Deblurring

En nuestro modelo de difuminación con PSF kppx, yq, ps, tqq espacialmente invariante y
cudrado integrable, tenemos que el operador de difuminacón B : L2pR2q Ñ L2pR2q está
dado por

Brf spx, yq “
ż ż

R2

kpx´ s, y ´ tqfps, tqdsdt

De acuerdo a lo visto en §1.3, el que la PSF sea cuadrado integrable da lugar a que B sea
compacto. Aśı que resolver la ecuación integral (4.3) es un problema mal planteado en el
sentido de Hadamard. De aqúı que el problema de deblurring antes formulado está mal
planteado.

Cuando discretizamos la ecuación (4.3) e incorporamos las condiciones de frontera, ob-
tenemos un sistema de ecuaciones lineales Af “ g, donde G y F son matrices mˆ n con
los valores de los ṕıxeles de la imagen difuminada y la restuarada, respectivamente, y A
es una matriz de orden mn que tiene una estructura en banda por bloques.

Regularización de Imágenes Difuminadas sin Ruido

Bajo la hipótesis de que la PSF es espacialmente invariante, separable, y de soporte
acotado, discretizamos la convolución como el sistema de ecuaciones lineales

vecpGq “ pR b CqvecpF q, (4.15)

donde R y C son matrices de orden m y n con estructura determinada por las condiciones
de frontera. Cuando los valores singulares de R b C decan a cero sin saltos, tenemos un
problema discreto mal planteado.

Ejemplo 4.4. Considere la imagen difuminada de 256ˆ256 ṕıxeles de la Figura 4.32(a).
Nuestro modelo discreto de difuminación está dado por la ecuación Af “ g, donde f y
g son vectores de 2562p“ 62500q componentes con los valores de los ṕıxeles de la imagen
restaurada F y la imagen difuminada G, respectivamente, y A es una matriz de orden
2562 que tiene una estructura en banda por bloques.

Sabemos que la imagen se difumina mediante una PSF gaussiana de desviación estándar
5 con soporte en el rectángulo r´127, 127s ˆ r´127, 127s y que en la frontera se usan
condiciones cero. Dado que la PSF gaussiana es separabe, tenemos que la matriz A es el
producto de Kronecker A “ RbC, donde R y C son matrices de orden 256. Además, las
condiciones cero implican que R y C son matrices en banda de Toeplitz. Para restaurar
la imagen usamos la solución de cuadrados mı́nimos de la Ecuación (4.15) reacomodada
en el arreglo FLS.

La imagen restaurada que mostamos en la 4.32(b) está dominada por el ruido introduci-
do por errores de redondeo. Si examinamos el número de condición de R y C, encontramos
que

κ2pRq “ κ2pCq “ 4.6521ˆ 1018.
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(a) Imagen difuminada (b) Imagen restaurada

Figura 4.32: Restauración de imagen por solución de cuadrados mı́nimos

Figura 4.33: Gráfica de Picard del problema discreto mal planteado Af “ g,
valores singulares σi de A indicados por ˝̋̋,

coeficientes |uig| de g indicados por 4,
coeficientes |uig|{σi de fLS indicados por ˛̨̨.
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Lo que pasa es que las matrices R y C son numéricamente singulares en la PC de 64 bits
que usamos, más aún, A tiene rango deficiente, pues

rankpAq “ rankpR b Cq “ rankpRqrankpCq “ 17956;

mientras que una matriz de rango completo de orden 2562 debe tener rango 62500.
En la Figura 4.33 mostramos la gráfica de Picard del problema discreto mal planteado.

Observamos que los valores singulares σi de A decaen rápidamente a cero sin saltos en
escala logaŕımica, mientras que los primeros 16500 coeficientes |uTg| de g en la base de
vectores singulares de derecha decaen más rápido que σi y después se estabilizan. Luego,
los coeficientes |uTi g|{σi de fLS en la misma base de vectores singulares crecen en promedio
a partir del sub́ındice 16500.

Para obtener una imagen restaurada que no este dominada por el ruido, ocupamos
métodos de regularización en el problema de deblurring. Vamos a regularizar mediante
factores filtro ϕi. Sabemos que la solución regularizada es

freg “ V diag

ˆ

ϕ1

σ1

, ¨ ¨ ¨ ,
ϕr
σr
, ϕr`1 . . . , ϕmn

˙

UTvecpGq,

donde r “ rankpAq. Aclaramos que freg es el vector con las columnas apiladas de la matriz
Freg que tiene los valores de los ṕıxeles de la imagen restaurada. Con las SVDs

R “ URΣRV
T
R y C “ UCΣCV

T
C

y el Teorema 4.1 formamos la solución regularizada de la misma manera que la solución
de cuadados mı́nimos fLS. La diferencia es que usamos ϕi{σi en lugar de 1{σi:

h “ PvecpUCGURq,

w “ diag

ˆ

ϕ1

σ1

, ¨ ¨ ¨ ,
ϕr
σr
, ϕr`1 . . . , ϕmn

˙

h,

W P Rmˆn dada por vecpW q “ P Tw,

freg “ vecpVCWV T
R q.

En particular, si tomamos ϕi “ σ2
i {pσ

2
i `λ

2q, usamos regularización de Tikhonov. En este
caso, el parámetro de regularización es λ ą 0 y la matriz de tamaño mˆn con la solución
regularizadora se denota por Fλ.

Ejemplo 4.5. En el Ejemplo 4.4 tratamos de restaurar una imagen difuminada por PSF
gaussiana de desviación estándar 5, media cero y soporte en r´127, 127s ˆ r´127, 127s. El
problema es resolver el sistema de ecuaciones lineales pR b Cqf “ g, donde R y C son
matrices en banda de Toeplitz de orden 256. Vimos que la solución de cuadrados mı́nimos
de norma mı́nima FLS nos da una imagen con más degradación, pues el problema está mal
condicionado.
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Mediante regularización de Tikhonov, reemplazamos el problema discreto mal planteado
por otro mejor condicionado. Damos cuatro valores distintos al párametro de regularización
λ y generamos las imágenes restauradas con las soluciones regularizadoras reacomodadas
en matrices Fλ. Para λ “ 10´16, vemos que la imagen de la Figura 4.34(a) está dominada
por ruido, mientras que para λ “ 10´15, podemos distinguir claramente las letras de la
imagen de la Figura 4.34(b). Si aumentamos a λ “ 10´7 suavizamos la imagen como se
muestra en la Figura 4.34(c). Con λ “ 10´3, la imagen se difumina. Véase Figura 4.34(d).

(a) λ “ 10´16 (b) λ “ 10´15

(c) λ “ 10´7 (d) λ “ 0.001

Figura 4.34: Imágenes restauradas por regularización de Tikhonov. Indicamos el valor del
parámetro de regularización λ de cada solución regularizadora.

Regularización de Imágenes Difuminadas con Ruido

En ocasiones, las imágenes adquiridas por dispositivos electrónicos tienen ruido. Por
simplicidad, trabajamos con ruido aditivo gaussiano de media cero no correlacionado. In-
corporamos este ruido en nuestro modelo discreto de difuminación con PSF espacialmente
invariante y separable como

vecpG` Eq “ pR b CqvecpF q, (4.16)

donde E es una matriz aleatoria de Rmˆn que tiene el ruido gaussiano. Aśı que nuestro
modelo de difuminación es un modelo lineal general de regresión.
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El mal condicionamiento de R y C ocasiona que el ruido del lado derecho se propage en
la solución del problema. En consecuencia, la imagen recuperada a partir de una imagen
difuminada con ruido gaussiano de desviación estándar pequeña está dominada por el
ruido. De aqúı que necesitamos regularizar.

Recordamos que en la regularización de Tikhonov, la solución regularizada fλ de la
Ecuación (4.16) es un estimador lineal y sesgado de la solución de cuadrados mı́nimos de
norma mı́nima del mismo sistema de ecuaciones sin ruido, y el parámetro λ da un balance
entre el sesgo de este estimador y la traza de su matriz de covarianza.

Una elección adecuada del parámetro de regularización λ nos permite reducir la influen-
cia del ruido en la imagen restaurada. Elegimos el valor de λ con los criterios de L-curva
y GCV Estos criterios requieren de los valores singulares de A y del vector h con los coe-
ficientes de g en la base de vectores singulares de derecha. Con el producto de Kronecker
A “ R b C, podemos obtener los valores singulares de A y el vector h.

Ejemplo 4.6. Retomemos la imagen alma mater de 1600 ˆ 1200 ṕıxeles del Ejemplo
3.5. Esta vez la imagen se difumina por PSF con soporte r´799, 799sˆ r´599, 599s y radio
de desenfoque 7, las condiciones de frontera son periódicas y se agregó ruido gaussiano
idénticamente distribuido de desviación estándar 0.01. Véase Figura 4.35.

Nuestro modelo lineal está dado por la ecuación

vecpG` Eq “ AvecpF q, (4.17)

donde A es BCCB de 1200 ˆ 1200 bloques de tamaño 1600 ˆ 1600, G P R1600ˆ1200 tiene
los valores de los ṕıxeles de la imagen difuminada sin ruido, E es matriz aleatoria con el
ruido gaussiano, F P R1600ˆ1200 con los valores de los ṕıxeles de la imagen restaurada.

Como la PSF de desenfoque no es separable, aproximamos la matriz A con un producto
de Kronecker R b C. Lo que hacemos es condensar la información de la matriz

K “

»

—

–

k´799,´599 ¨ ¨ ¨ k´799,599

...
...

k799,´599 ¨ ¨ ¨ k799.599

fi

ffi

fl

en los vectores singulares u y v de izquierda y derecha, asociados al valor singular más
grande σ de K. Multiplicamos u y v por

?
σ y les agregamos ceros para que tengan

1600 y 1200 componentes, respectivamente. Los vectores que obtenemos se usan como los
primeros renglones de matrices circulares R y C de orden 1200 y 1600, respectivamente.
Aśı que nuestro problema discreto de deblurring es hallar F P R1600ˆ1200 que cumpla la
Ecuación (4.16).

A pesar de que R y C son matrices de rango completo con κ2pRq “ 6.1597 ˆ 103 y
κ2pCq “ 3.1334ˆ 103, el inconveniente es que el ruido en el lado derecho se propaga en la
solución de modo que el ruido domina a la imagen restaurada. Véase la Figura 4.36.
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Figura 4.35: Imagen difuminada del alma
mater con radio de desenfoque 7.

Figura 4.36: Imagen restuarada por solu-
ción de cuadrados mı́nimos de la ecuación
pRb CqvecpF q “ vecpG` Eq.

Usamos regularización de Tikhonov para reducir el ruido. A partir de las SVDs

R “ URΣRV
T
R y C “ UCΣCV

T
C .

obtenemos la solución regularizadora fλ. Para ello formamos la matriz diagonal

diagpσ1, . . . , σ1600¨1200q “ P pΣR b ΣCqP
T

con los valores singulares de R b C ordenados de manera decreciente por una matriz de
permutación P , aśı como el vector de coeficientes

h “ PvecpUT
C pG` EqU

T
R q

de vecpG` Eq en la base de vectores singulares de derecha de R b C. De ese modo,

fλ “ vecpVCWV T
R q,

donde W es la matriz de tamaño 1600ˆ 1200 dada por

vecpW q “ P Tdiag

ˆ

σ1

σ2
1 ` λ

2
, . . . ,

σ1600¨1200

σ2
1600¨1200 ` λ

2

˙

h.

Elegimos el parámetro de regularización con el criterio de la L-curva. Recordamos que
seleccionamos el valor de λ donde la curva

p log10p}fλ}2q, log10p}pR b Cqfλ ´ vecpG` Eq}2q q

tiene la mayor curvatura. Véase Figura 4.37. Esta curva tiene forma de L y el punto
de mayor curvatura está en la esquina de la L. En nuestro caso λ “ 0.05. La imagen
restaurada asociada se muestra en la Figura 4.38. Podemos apreciar detalles de la imagen
que no se perciben con la solución de cuadrados mı́nimos fLS.



4. Problemas de Gran Escala en Restauración de Imágenes 175
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Figura 4.37: Gráfica en escala logaŕıtmica base 10 de la L-curva dada por
p }fλ}2, }pRb Cqfλ ´ vecpG` Eq}2 q Marcamos la esquina con ˝̋̋. Este es el punto con λ “ 0.05

Figura 4.38: Imagen restuarada del alma mater por regularización de Tikhonov de la ecuación
pRb CqvecpF q “ vecpG` Eq con parametro de regularización λ “ 0.05
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Figura 4.39: Gráfica en escala logaŕıtmica base 10 del error predictivo V pλq. Marcamos el
mı́nimo λGCV “ 10´9 de V con ˝̋̋.

Figura 4.40: Imagen restuarada del alma mater por regularización de Tikhonov de la ecuación
pRbCqvecpF q “ vecpG`Eq. Usamos factores filtro σl{pσ

2
l `1600 ¨1200λq en vez de σl{pσ

2
l `λ

2q

con λ “ 10´9.
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Otra alternativa es usar GCV. En este caso usamos la solución regularizadora fλ con

vecpW q “ P Tdiag

ˆ

σ1

σ2
1 ` 1600 ¨ 1200λ

, . . . ,
σ1600¨1200

σ2
1600¨1200 ` 1600 ¨ 1200λ

˙

h.

Sean u1, . . . ,u1600¨1200 las columnas de pURbUCqP
T . El valor del parámetro que elegimos

es el mı́nimo del error predictivo

V pλq “ 1600 ¨ 1200

1600¨1200
ř

p“1

ˆ

1600 ¨ 1200λ2

σ2
p ` 1600 ¨ 1200λ

˙2

puTp vecpG` Eqq2

ˆ

1600¨1200
ř

p“1

ˆ

1600 ¨ 1200λ2

σ2
p ` 1600 ¨ 1200λ

˙˙2

En la Figura 4.39 mostramos la gráfica de esta función. Nuestra aproximación del mı́nimo
es λ “ 10´9. La imagen restaurada asociada se muestra en la Figura 4.40.

4.2. Super-resolución
En el problema de la Super-Resolución (SR), combinamos la información de varias

imágenes de una misma escena para recuperar una imagen donde la densidad de ṕıxeles
sea más alta. La resolución de una imagen de acuerdo a la densidad de sus ṕıxeles en es
la resolución espacial.

Para resolver el problema de SR, la idea que proponemos es verlo como el problema
inverso del siguiente problema:

Dada una imagen F de alta resolución (HR), obtener imágenes G1, . . . ,GL de
baja resolución (LR) de la misma escena.

Lo que hacemos es dar un modelo para generar imagenes de baja resolución a partir de
una imagen ideal de alta resolución.

4.2.1. El modelo

Supongamos que la imagen Gl de baja resolución se obtiene al aplicar una transformación
Hl a la imagen F de alta resolución:

F Hl
ÝÝÝÝÝÑ Gl

De acuerdo a [28] y [29], cada Hi lleva a cabo tres transformaciones en el siguiente orden:

1. Movimiento. Mediante transformaciones geómetricas Wi movemos los puntos de
la imagen. Por simplicidad, solo hacemos traslaciones con desplazamientos enteros.
Con cada traslación generamos una imagen distinta.
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2. Difuminación. Mediante un filtro B difuminamos la imagen movida. Vamos a
suponer que este filtro es lineal e invariante bajo traslaciones, más aún que difumina
la imagen mediante una PSF espacialmente invariante y separable.

3. Submuestreo. Escalamos la imagen seleccionando muestras con un operador D.

La estructura del espacio donde se define el operador Hl es la de un espacio vectorial.
Anteriormente, definimos el operador de difuminación B sobre L2pR2q. Aśı que vamos a
definir la transformación Hi sobre L2pR2q.

El operador Hl recibe a la función f : R2 Ñ r0, 1s asociada a la imagen F y genera la
función gl : R2 Ñ r0, 1s asociada a la imagen Gl:

gl “ Hlpfq.

Cuando movemos la imagen F , aplicamos la traslación Wl : R2 Ñ R2 dada por

Wl

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x` xl
y ` yl

˙

.

La imagen móvida está dada por la función wl “ f ˝Wl. Luego, aplicamos el filtro

Brwlspx, yq “

ż ż

R2

kpx´ sqkpy ´ tqwlps, tqdsdt.

De ese modo, la imagen difuminada está dada por la función bl “ Brwls. Posteriormente,
restringimos bl al rectángulo r1, τms ˆ r1, τns, que separamos en rectángulos

Ri,j “ rτpi´ 1q, τ is ˆ rτpj ´ 1q, τjs,
i “ 1, . . . ,m,
j “ 1, . . . , n,

de tamaño τ ˆ τ , y tomamos muestras en cada Ri,j que representan promedios de bl. Esto
se hace mediante el operador D sobre L2pR2q dado por

Drblspx, yq “
1

τ 2

ż ż

Ri,j

blps, tqdsdt si px, yq P Ri,j.

En consecuencia, el operador Hl está dado por la composición

Hlpfq “ DpBpf ˝Wlqq.

Además de las transformaciones de movimiento, difuminación y submuestreo, nuestro
modelo considera que cada imagen Gl viene acompañada de ruido aditivo εl, esto es,

gl “ Hlpfq ` εl, l “ 1, . . . , L, (4.18)

Por lo que
gl “ DpBpf ˝Wlqq ` εl, l “ 1, . . . , L,

Esto nos dice que las imágenes LR generadas son versiones deformadas, degradadas, rees-
caladas y con ruido de la imagen HR como se muestra en la Figura 4.41.

De aqui, el problema de generar imágenes LR a partir de una imagen HR es el siguiente
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A partir de la función f : R2 Ñ r0, 1s asociada a la imagen F y los operadores
Hl sobre L2pR2q dados por

Hlpfq “ DpBpf ˝Wlqq, l “ 1, . . . , L,

obtener las funciones gl : R2 Ñ R asociadas a las imágenes Gl tales que

gl “ Hlpfq ` εl, l “ 1, . . . , L,

Figura 4.41: Modelo para obtener imágenes LR a partir de una imagen HR: La función f de
la imagen HR se transforma por la composición de operadores Hl en funciones gl asociadas a las
imágenes LR.

El problema de la SR es el problema inverso:

A partir de las funciones gl : R2 Ñ R asociadas a las imágenes Gl, y los
operadores Hl sobre L2pR2q dados por

Hlpfq “ DpBpf ˝Wlqq, l “ 1, . . . , L,

hallar una función f : R2 Ñ r0, 1s que cumpla las ecuaciones

gl “ Hlpfq ` εl, l “ 1, . . . , L.
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4.2.2. Discretización del modelo

Debido a que disponemos solamente de los ṕıxeles de la imágenes LR, necesitamos discre-
tizar nuestro modelo antes de resolver el problema de la SR.

A partir de una matriz F de tamaño τm ˆ τn con valores de la función f , generamos
la matriz Gl de tamaño m ˆ n con los valores de gl para l “ 1, . . . , L. Lo que hacemos
es discretizar las Ecuaciones (4.18) que usan los operadores Hl en sistemas de ecuaciones
lineales

gl “ Hlf ` εl, l “ 1, . . . , L, (4.19)

donde

Hl es una matriz de tamaño mnˆ τ 2mn,

gl “ vecpGlq es un vector de mn componentes,

εl es un vector aleatorio de mn componentes,

f “ vecpF q es un vector de τ 2mn componentes.

Vamos a obtener las matrices Hl a partir de la discretización de los tres trasformaciones
Wl, B y D. De acuerdo con [29], supongamos lo siguiente:

R Las muestras de la imágenes F se ubican en una malla uniforme de τmˆ τn ṕıxeles
del rectángulo r1, τms ˆ r1, τns.

R Las condiciones de frontera son peŕıodicas.

R Los vectores aleatorios ε1, . . . , εL están distribuidos bajo una gaussiana de media
cero y no están correlacionados.

Discretización de Wl

La traslación Wl desplaza los ṕıxeles de la imagen F con un desplazamiento vertical
il P t1, . . . , τmu y horizontal jl P t1, . . . , τnu. Cuando movemos la imagen, se crea una
región donde los valores de los ṕıxeles quedan libres. Como usamos condiciones de frontera
peŕıodicas, los ṕıxeles desplazados se ponen en la región que se desocupa. Mediante la
matriz de permutación circular

Ml “

„

0ilˆpτm´ilq Iilˆil
Ipτm´ilqˆpτm´ilq 0pτm´ilqˆil



hacemos una traslación hacia abajo como MlF y hacia arriba como MT
l F , mientras que

la traslación horizontal se hace con la matriz de permutación circular

Nl “

„

0jlˆpτn´jlq Ijlˆjl
Ipτn´jlqˆpτn´jlq 0pτn´jlqˆjl
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como FNl hacia la izquierda y FNT
l hacia la derecha. Combinamos las traslaciones hori-

zontales y verticales. Esto nos da cuatro matrices:

MlFNl, MlFN
T
l , MT

l FNl, MT
l FN

T
l .

Por la propiedad de vectorización del producto de Kronecker, las columnas de la matriz
MlFN

T
l se apilan en el vector

wl “ pNl bMlqf .

Lo mismo ocurre con las otras tres matrices, con la diferencia que tomamos NT
l o MT

l .
Aśı que la traslación Wl se discretiza en el producto de kronecker

Wl “ Nl bMl

de matrices de permutación circulares de orden τn y τm.

Discretización de B
Nuestro modelo discreto de difuminación por PSF espacialmente invariante y separable

con condiciones de frontera peŕıodicas nos dice que la evaluación de la función bl “ Brwls
en una malla uniforme del rectángulo r1, τms ˆ r1, τns nos da el vector

bl “ Bwl,

donde

B “ R b C

es el producto de Kronecker de matrices circulares R y C de orden τn y τm con elementos
iguales a los valores de la PSF. En consecuencia,

bl “ BWlf .

Discretización de D
En el submuestreo, tomamos muestras d

plq
i,j de la transformada de bl bajo D en los puntos

pxi, yjq P Ri,j para i “ 1, . . . ,m y j “ 1, . . . , n. Entonces

d
plq
i,j “

1

τ 2

ż ż

Ri,j

blps, tqdsdt.

Discretizamos la integral por sumas de Riemann. Aśı, obtenemos que

d
plq
i,j “

1

τ 2

τi
ÿ

p“τpi´1q`1

τj
ÿ

q“τpj´1q`1

blpp, qq.
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Reordenamos este promedio como

d
plq
i,j “

1

τ 2

τ
ÿ

p,q“1

blpτpi´ 1q ` p, τpj ´ 1q ` qq,

y reacomodamos el vector bl como la matriz por bloques

Bl “

»

—

–

B
plq
1,1 ¨ ¨ ¨ B

plq
1,n

...
...

B
plq
m,1 ¨ ¨ ¨ B

plq
m,n

fi

ffi

fl

,

donde

B
plq
i,j “

»

—

–

blpτpi´ 1q ` 1, τpj ´ 1q ` 1 ¨ ¨ ¨ blpτpi´ 1q ` 1, τjq
...

...
blpτi, τpj ´ 1q ` 1 ¨ ¨ ¨ blpτi` 1, τjq

fi

ffi

fl

.

De ese modo, tenemos que

d
plq
i,j “

1

τ 2
11ˆτB

plq
i,j1τˆ1.

Sea

Dl “

»

—

–

d
plq
1,1 ¨ ¨ ¨ d

plq
1,n

...
...

d
plq
m,1 ¨ ¨ ¨ d

plq
m,n

fi

ffi

fl

.

Entonces

Dl “
1

τ 2
pIm b 11ˆτ qBlpIn b 1τˆ1q.

Si apilamos las columnas de la matriz Dl en un vector dl, la propiedad de vectorización
del producto de Kronecker implica que

dl “ Dbl,

donde

D “
1

τ 2
pIn b 11ˆτ q b pIm b 11ˆτ q

es una matriz nmˆ τ 2nm. Luego,

dl “ DBWlf .
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Modelo Discreto para Generar Imágenes de Baja Resolución

De acuerdo a nuestro modelo,
gl “ dl ` εl,

esto es,
gl “ DBWlf ` εl.

Aśı, con las matrices
Hl :“ DBWl, l “ 1, . . . , L

de tamaño nmˆ τ 2nm formamos los Sistemas de ecuaciones lineales (4.19). De hecho, por
la propiedad del producto mezclado del producto de Kronecker, se sigue

Hl “
1

τ 2
ppIn b 11ˆτ qRNlq b ppIm b 11ˆτ qCMlq , l “ 1, . . . , L.

Podemos juntar los Sistemas de ecuaciones lineales (4.19) en uno solo. Sean

H “

»

—

–

H1

...
HL

fi

ffi

fl

Lmnˆτ2mn

, g “

»

—

–

g1

...
g1

fi

ffi

fl

Lmnˆ1

y ε “

»

—

–

ε1

...
εL

fi

ffi

fl

Lmnˆ1

.

Entonces nuestro modelo discreto para generar imágenes LR está dado por la ecuación

g “ Hf ` ε. (4.20)

Ejemplo 4.7. A partir de la imagen tubos.jpg de 500ˆ 400 ṕıxeles de la Figura 4.42,
generamos dos imágenes LR de 250 ˆ 200 ṕıxeles, G1 y G2, con condiciones de frontera
periódicas. Véanse Figuras 4.43(a) y 4.43(b). Tomamos la imagen G1 de la Figura 4.43(a)
como referencia. La otra imagen, G2, se ha movido i2 “ 5 ṕıxeles abajo y j2 “ 5 ṕıxeles a
la derecha. Aśı que las matrices de traslación son

W1 “ I500¨400ˆ500¨400 y W2 “

„

05ˆ395 I5ˆ5

I395ˆ395 0395ˆ5



b

„

05ˆ495 I5ˆ5

I495ˆ495 0495ˆ5



.

Las imágenes LR estań difuminadas por la PSF con radio de desenfoque 2.5. Como esta
PSF no es separable, aproximamos la matriz de difuminación por el producto de Kronecker
de matrices circulares R y C. Sean u y v los vectores singulares de derecha e izquierda
asociados al valor singular más grande σ de la matriz

K “

»

—

–

k´249,´199 ¨ ¨ ¨ k´249,199

...
...

k249,´199 ¨ ¨ ¨ k249,199

fi

ffi

fl
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que tiene los valores de la PSF. Los primeros renglones de R y C son r
?
σvT 0s y r

?
σuT 0s,

respectivamente.

Figura 4.42: Imagen HR tubos.jpg

Las dimensiones de la imagen tubos.jpg se reducen a la mitad con una taza de muestreo
τ “ 2. Aśı que la matriz de submuestreo es

D “
1

4
pI200 b p1 1qq b pI250 b p1 1qq.

De este modo, a partir del vector f con los valores de los ṕıxeles de la imagen HR,
obtenemos los vectores

gl “ DBWlf , l “ 1, 2

con los valores de los ṕıxeles de las imagenes LR G1 y G2.

(a) Imagen G1 (b) Imagen G2

Figura 4.43: Imágenes de baja resolución G1 y G2 de tubos.jpg obtenidas con el modelo
gl “ DBWlf , l “ 1, 2.
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Observaciones 4.11:

+ Si L ą τ 2, entonces el Sistema de Ecuaciones (4.20) está sobredeterminado; mientras
que si L ă τ 2, está indeterminado.

+ Bajo las hipótesis anteriores sobre los vectores aleatorios εl, el modelo para generar
imagenes LR puede verse como un modelo lineal general de regresión.

+ Si usamos condiciones de frontera cero, la región que queda libre se rellena con un
fondo negro. Ah́ı, los ṕıxeles valen cero. En este caso,

Ml “

„

0ilˆpτm´ilq 0ilˆil
Ipτm´ilqˆpτm´ilq 0pτm´ilqˆil



y Nl “

„

0jlˆpτn´jlq 0jlˆjl
Ipτn´jlqˆpτn´jlq 0pτn´jlqˆjl



,

mientras que R y C son matrices de Toeplitz.

+ Si los desplazamientos no son enteros, los valores de los ṕıxeles en la malla desplazada
se obtienen mediante interpolación bilineal, bicúbica o de Lanczos [13]. La traslación Wl

se realiza sobre una versión interpolada de la imagen HR [29], [73].

+ Otras maneras para formar la matriz Hl con los operadores D,B y Wl pueden consul-
tarse en Capel [15].

4.2.3. Método para resolver el problema de la SR

Por simplicidad, vamos a considerar un caso particular del problema de la SR:

A partir de dos imágenes LR G1 y G2 de mˆn ṕıxeles, reconstruir una imagen
HR F de τmˆ τn ṕıxeles.

Motivación

Para resolver el problema de la SR, tratamos de revertir las transformaciones D, B y Wl

que generan las imágenes LR mediante la composición DpBpf ˝Wlqq. En [34] y [80] sugieren
cambiar el orden de B y Wl en la composición. Esto es posible con nuestras hipótesis, pues
como el producto de matrices circulares del mismo orden es conmutativo, la propiedad del
producto mezclado bajo el producto de Kronecker nos permite intercambiar las matrices
B y Wl:

BWl “ pR b CqpNl bMlq

“ pRNlq b pCMlq

“ pNlRq b pMlCq

“ pNl bMlqpR b Cq

“ WlB.
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Por lo tanto,
Hl “ DWlB.

Por esta razón manejamos la composición DpBpfq ˝Wlq. Aśı, de ser invertibles las tres
transformaciones, la imagen HR se obtiene con la inversa de esta composición:

B´1
pD´1

pglq ˝W´1
l q.

Esto nos dice que primero, debemos revertir el submuestreo, luego el movimento, y pos-
teriormente la difuminación. En vez de obtener inversas de las tres transformaciones,
resolvemos un problema inverso por cada transformación aplicada.

Upsampling

En el submuestreo, el problema es obtener muestras del la imagen HR F para obtener
una imágen LR. El problema inverso llamado Upsampling es obtener una imagen HR a
partir de las muestras de la imagen LR Gl. Lo que hacemos es formar una malla de tamaño
τmˆ τn a partir de los mˆn ṕıxeles de Gl, de modo que generamos una rejilla de tamaño
τ ˆ τ por cada ṕıxel de Gl, donde todos los puntos tienen el mismo valor que el ṕıxel. De
esta manera, transformamos la matriz Gl de tamaño mˆ n en el producto de Kronecker

Sl “ Gl b 1τˆτ ,

donde 1τˆτ es la matrriz de tamaño τ ˆ τ con todos sus elementos iguales a uno.

Figura 4.44: Las transformaciones geométricas W2 y W3 mueven la imagen G1 para generar
las imágenes G2 y G3. En el registro, alineamos los puntos ˆ̂̂ y ˝̋̋ de las imágenes G2 y G3 con los
puntos ‚‚‚ de la malla de G1, respectivamente. Si desconocemos W2 y W3, hacemos estimaciones.
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Registro

Para mover la imagen HR F , hacemos traslaciones Wl con un desplazamiento horizontal
jl y uno vertical il mediante el producto MlFN

T
l . Ahora, el problema es dados los despla-

zamientos il y jl, alinear las imágenes Gl, respecto a un mismo sistema de coordenadas.
El proceso de alineación se llama Registro. Véase Figura 4.44. Tomemos como referencia
las coordenadas de la imagen G1, de modo que Ml “ Imˆm y Nl “ Inˆn. Para alinear
los ṕıxeles de G2, usamos los mismos desplazamientos, pero en sentido contrario. Esto lo
hacemos con el producto MT

2 FN2. De aqúı que formemos

Z1 “ S1 y Z2 “MT
2 S2N2.

Observaciones 4.12:

+ Si en el registro desconocemos las transformaciones W1, . . . ,WL, debemos estimar el
movimiento dado por Wl a partir de los valores de la función gl. Una manera es la siguiente:
Sea Ω la región donde se traslapan las imágenes G1, . . . ,GL. buscamos la transformación
Wl que minimize el funcional

φpWq “
ż

Ω

rg1pWpx, yqq ´ glpx, yqs2dxdy

sobre todas las transformaciones de L2pΩq [105]. En caso de que Wl sea la transformación
af́ın

Wl

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

cos θl ´ sin θl
sin θl cos θl

˙ˆ

x
y

˙

`

ˆ

xl
yl

˙

,

basta estimar los parámetros θl, xl, yl a partir de los valores de la función gl. Al respecto,
en [68] aproximan g1pWlpx, yqq por el polinomio de Taylor

plpx, yq “ g1px, yq `

ˆ

xl ´ yθl ´ x
θ2
l

2

˙

Bg1

Bx
`

ˆ

yl ` xθl ´ y
θ2
l

2

˙

Bg1

By
.

y buscan xl, yl, θl que minimizen el error

Epxl, yl, θlq “
ÿ

px,yqPΩ

rplpx, yq ´ glpx, yqs
2 .

Esta estimación es válida si los valores de los parámetros son pequeños. Para un estudio
más completo sobre registro de imágenes, consulte [12].

Fusión

Cuando revertimos las transformaciones de submuestreo y movimiento, generamos L
imágenes HR. A partir de éstas, queremos generar una sola imagen HR. El proceso que
hace esta tarea se llama Fusión. La idea es combinar la información que aporta cada
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imagen en una sola. La fusión que realizamos combina las descomposiciones en valores
sigulares de las matrices que tienen los valores de los ṕıxeles [89].

Manejamos dos imágenes LR G1 y G2. Tomamos la primera como imagen de referencia.
De acuerdo a Devi, Madhu y Lal Kishore [26], fusionamos primero las imágenes antes de
resolver el problema de deblurring. Entonces, después de reescalar G1 y G2 y trasladar la
segunda, obtenemos las matrices Z1 y Z2 de tamaño τmˆ τn, respectivamente. Sean σ1

máx

y σ2
máx los valores singulares más grandes de Z1 y Z2, y sean

Z1 “ U1Σ1V
T

1 y Z2 “ U2Σ2V
T

2

sus respectivas SVD’s. Definimos

Σ “

#

Σ1, si σ1
máx ě σ2

máx ,

Σ2, si σ1
máx ă σ2

máx ,

y formamos la matriz

Z “ U2ΣV T
2 .

Aśı, comparando los valores singulares más grandes, decidimos si combinamos las imágenes
al tomar Σ “ Σ1 o ignoramos una contribución con Σ “ Σ2.

Deblurring

El problema de difuminación por PSF espacialmente invariante es una convolución, ya
que el operador B de difuminación realiza la convolución de la función asociada a la imagen
con la PSF. El problema inverso (el deblurring) es una deconvolución. Con PSF separable
y condiciones de frontera periódicas, nuestro problema discreto de deconvolución es dada
la matriz Z de tamaño τm ˆ τn de la imagen difuminada, hallar la matriz F del mismo
tamaño que cumple la ecuación

vecpZq “ pR b CqvecpF q. (4.21)

La matriz F tiene los valores de los ṕıxeles de la imagen restaurada.

Método para SR: Upsampling + Registro + Fusión + Deblurring

En resumen, el método que usamos para SR hace lo siguiente:

1. Realiza upsampling:

Sl “ Gl b 1τˆτ , l “ 1, 2.

2. Registra imágenes

Z1 “ S1 y Z2 “MT
2 S2N2.
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3. Fusiona imágenes

calcula SVD’s Zl “ UlΣlV
T
l , l “ 1, 2.

compara σ1
máx y σ2

máx para formar matriz Z.

4. Resuelve la Ecuación (4.21) del problema de Deblurring.

Al final obtenemos una matriz F de tamaño τm ˆ τn con los valores de los ṕıxeles de la
imagen HR. Véase Figura 4.46.

Observaciones 4.13:

+ Otra manera de resolver el problema de SR es usar la Trasformada Discreta de Fourier
(DFT) de la matriz F asociada a la imgen HR [69], [95]:

pfj1,j2 “
M´1
ÿ

p“0

N´1
ÿ

q“0

fpp, qqe´i2πppj1`qj2q

Con esta transformación pasamos del dominio espacial al dominio de frecuencias. La idea
es descomponer en el dominio de las frecuencias las señales solapadas asociadas a las
imágenes LR en partes de una señal no solapada de la imagen HR. Véase Figura 4.45. Luego
de separar las señales, formamos un sistema de ecuaciones que relacione los coeficientes
de la DFT de las imágenes LR con los de la DFT de F . De hecho, desde las primeras
publicaciones sobre SR, como la de Tsai y Huang [116] de 1984, hasta en publicaciones
más recientes como la de Vandewall [119] de 2006 se usa este enfoque.

Figura 4.45: Descomposición de señales solapadas en el dominio de frecuencia. La variable ξ
indica que trabajamos en este dominio.
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4.2.4. Regularización en SR

El inconveniente que tenemos con el método propuesto es que el problema de deblurring
es un problema mal planteado en el sentido de Hadamard. Esto ocasiona que la SR sea
a su vez un problema mal planteado. La dificultad se presenta al resolver el Sistema
de Ecuaciones Lineales (4.21). A pesar de que las matrices R y C sean invertibles, su
mal condicionamiento ocasiona que la imagen HR resturada este dominada por el ruido
introducido por errores de redondeo en el cálculo de la matriz F .

Para reducir las degradaciones de la imagen HR que obtenemos con nuestro método
para SR, regularizamos el problema de Deblurring. Esto lo podemos hacer con la SVD
truncada de R b C o con regularización de Tikhonov.

Ejemplo 4.8. Retomemos las imágenes LR G1 y G2 de 250ˆ 200 ṕıxeles que mostramos
en la Figura 4.43 del Ejemplo 4.7. La primera es la imagen de referencia y la otra se
obtiene al desplazar i2 “ 5 ṕıxeles abajo y j2 “ 5 ṕıxeles a la derecha. Ambas se obtienen
al reescalar la imagen tubos.jpg de la Figura 4.42 con un factor de muestreo τ “ 2 y están
difuminadas por la PSF con radio de desenfoque 2.5 y soporte r´249, 249s ˆ r´199, 199s.
Usamos condiciones de frontera periódicas.

(a) Imagen G1 (b) Imagen G2

Ponemos los valores de los ṕıxeles de las imágenes LR en matrices G1, G2 P R250ˆ200 y los
valores de la PSF en una matriz K de tamaño 499ˆ399. Sean u y v los vectores singulares
de derecha e izquierda asociados al valor singular σ más grande de K. Aproximamos la
matriz BCCB del modelo discreto de difuminación por el producto de Kronecker R b C
de matrices circulares R y C de tamaño 200 ˆ 200 y 250 ˆ 250 con primeros renglones
iguales a r

?
σvT 0s y r

?
σuT 0s, respectivamente.

Usamos el método propuesto para SR.

1. Upsampling: Sl “ Gl b I2ˆ2, l “ 1, 2.

2. Registro:

Z1 “ S1 y Z2 “

„

05ˆ495 I5ˆ5

I495ˆ495 0495ˆ5

T

S2

„

05ˆ395 I5ˆ5

I395ˆ395 0395ˆ5
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3. Fusión:
Zl “ UlΣlV

T
l , l “ 1, 2.

Σ “

#

Σ1, si σ1
máx ě σ2

máx ,

Σ2, si σ1
máx ă σ2

máx ,

Z “ U2ΣV T
2

4. Deblurring: En nuestro caso, las matrices R y C son invertibles. Entonces

vecpF q “ pR´1
b C´1

qvecpZq,

de donde
F “ C´1ZR´1T .

Figura 4.48: Imagen HR restaurada por upsampling, registro, fusión y deblurring de las dos
images LR de la Figura 4.43. Usamos las inversas de R y C en el deblurring.

En principio, esperamos que la matriz F de tamaño 500ˆ400 nos de una imagen HR con
menos degradaciones que las imágenes LR, pues G1 y G2 no tienen ruido aditivo, además
κ2pRq “ 3.795ˆ 103 y κ2pCq “ 3.1334ˆ 103. Sin embargo, el upsampling, el registro y la
fusión introducen perturbaciones pequeñas en las matrices G1 y G2 de las imágenes LR.
Estas perturbaciones presentes en la matriz Z se amplifican en la solución del problema
de deblurring, dando lugar la imagen dominada por ruido de la Figura 4.48.

Regularizamos el problema de deblurring dado por la Ecuación (4.21). Primero usamos
SVD truncada con nivel de truncamiento ρ. Recordamos que los valores singulares del pro-
ducto de Kronecker RbC son los valores singulares de R por los de C en orden decreciente.
Por eso ρ ď rankpRqrankpCq “ 200000. En la Figura 4.49(a) vemos la imagen restaurada
para ρ “ 2000. Ésta presenta degradaciones notables. Con ρ “ 25000, reducimos las de-
gradaciones como puede verse en la Figura 4.49(b). De aumentar el nivel de truncamiento,
el ruido domina la imagen como se muestra en la Figura 4.49(c) con ρ “ 75000.
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(a) Imagen HR con ρ “ 2000.

(b) Imagen HR con ρ “ 25000.

(c) Imagen HR con ρ “ 75000.

Figura 4.49: Imágenes HR
obtenidas por upsampling,
registro, fusión y deblurring
de las dos imágenes LR de
la Figura 4.43. Usamos SVD
truncada con nivel de trun-
camiento ρ en el debluring.
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(a) Imagen HR con λ “ 0.01.

(b) Imagen HR con λ “ 0.1.

(c) Imagen HR con λ “ 0.4.

Figura 4.50: Imágenes HR
obtenidas por upsampling,
registro, fusión y deblurring
de las dos imágenes LR de
la Figura 4.43. Usamos re-
gularización de Tikhonov con
parámetro λ en el debluring.
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Ahora, empleamos regularización de Tikhonov en el problema mal planteado con tres
valores distintos del parámetro de regularización λ. Para λ “ 0.01, el ruido aún domina la
imagen como puede verse en la Figura 4.50(a), Si incrementamos el valor del parámetro
a λ “ 0.01, disminuimos la influencia del ruido en la imagen restaurada como se muestra
en la Figura 4.50(b). Esta imagen aún tiene degradaciones. Para λ “ 0.4, el filtro que
desenfoca la imagen tiene mayor peso que el ruido. Por eso la imagen de la Figura 4.50(c)
se ve más clara que las otras.

Observaciones 4.14:

+ En [91], Nguyen, Milanfar y Golub resuelven un caso particular del problema de SR
de otra manera. Ellos usan regularización de Tikhonov en la ecuación g “ Hf`ε y resuel-
ven las ecuaciones normales regularizadas mediante CG con ayuda de precondicionadores
circulares por bloques. Eligen el parámetro de regularización con GCV.
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CONCLUSIONES

En el trabajo realizado, los problemas mal planteados que abordamos están dados por la
ecuación integral de Fredholm de primera clase. Su discretización da lugar a un sistema de
ecuaciones lineales mal condicionado o incluso mal planteado. Remarcamos los siguientes
puntos:

R La SVD juega un papel importante en la explicación del mal condicionamiento y en
el diseño de métodos de regularización

R Revisamos diferentes métodos de regularización, haciendo hincapié en sus aspectos
numéricos y estad́ısticos.

R Queremos abordar el el CG-TRS en problemas de gran escala. Buscar un precondi-
cionador adecuado en este escenario requiere un tratamiento cuidadoso.

R La deconvolución es central en problemas asociados con la restauración de imágenes.
Nosotros la abordamos en el dominio espacial. Nos interesa tratarla más adelante en
el dominio de las frecuencias.

R Cuando la PSF es separable en el deblurring, aprovechamos la estructura de las
matrices para reducir sus dimensiones mediante el producto de Kronecker. De ese
modo, podemos emplear métodos de regularización por factores filtro y criterios para
elegir el parámetro sin formar matrices por bloques.

R Abordar tanto el registro como el deblurring en la super-resolución hace complicado
el problema. Estamos empezando a desarrollar métodos. Requerimos más experiencia
en el área.

R Usamos la biblioteca REGUTOOLS en los métodos de regularización por factores filtro,
la rutina dgqt en el TRS, HNO en deblurring. Para los ejemplos de super-resolución,
programamos en Matlab.
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APÉNDICE

Proyecciones Ortogonales
Definición. Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita m. Equipamos a este
espacio con un producto interno x¨, ¨y : V ˆ V Ñ R.

R Decimos que dos vectores q1, q2 P V son ortogonales si

xq1, q2y “ 0.

Si además,

}q1}2 “ }q2}2 “ 1,

decimos que q1 y q2 son vectores ortonormales.

R Sea S un subespacio de V de dimensión n ď m. Una base ortonormal B para S
es un conjunto de n vectores q1, . . . , qn P S tales que

xqi, qjy “

#

1 si i “ j,

0 en otro caso.

R El complemento ortogonal de S es el subespacio

SK “ tq P V : xx, qy “ 0 @x P Su

R La proyección ortogonal sobre S es la transformación lineal p : V Ñ S dada por

ppvq “ xv, q1yq1 ` ¨ ¨ ¨ ` xv, qnyqn @v P V .

Observaciones:

+ Todo vector v P S se expande en la base ortonormal B como

v “ xv, q1yq1 ` ¨ ¨ ¨ ` xv, qnyqn.

+ La proyección ortogonal de Rm sobre la recta generada por q P Rmzt0u está dada por

ppxq “
qqT

qTq
x @q P Rm,

199
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+ La proyección ortogonal de Rm sobre el subespacio generado por vectores ortonormales
q1, . . . qn P Rm se expresa como

ppxq “ rq1 ¨ ¨ ¨ qnsrq1 ¨ ¨ ¨ qns
Tx @x P Rm.

+ Si q1, . . . qm forman una base ortonormal de Rm, entonces

rq1 ¨ ¨ ¨ qmsrq1 ¨ ¨ ¨ qms
T
“ I.

Una propiedad importante de la proyección ortogonal es que nos da la distancia mı́nima
entre un vector dado y los vectores del subespacio S con la norma inducida por el producto
interno:

Teorema ([79]). Sea V un espacio con producto interno , sea S un subes-
pacio de V y sea b un vector de V. Entonces la proyección ortogonal de b
sobre S es el único vector ppbq P S tal que

}ppbq ´ b} “ mı́n
qPS

}q ´ b}.

Observaciones:

+ Sea p la proyección ortogonal de b P Rm sobre ColpAq. Entonces el teorema anterior
nos dice que }b´p}2 minimiza el tamaño del residuo }b´Ax}2. Esto justifica el papel de
la proyección ortogonal sobre ColpAq en el problema lineal de cuadrados mı́nimos.

Toda matriz ortogonal Q P Rmˆm tiene las siguientes propiedades geométricas:

R Q preserva el producto interno, es decir,

pQuqT pQvq “ uTv @u, v P Rm.

R Q preserva la distancia entre vectores, esto es,

}Qu´Qv}2 “ }u´ v}2 @u, v P Rm.

Además, las matrices ortogonales tienen las siguientes propiedades algebraicas:

R Q es ortogonal ùñ QT es ortogonal.

R Qmˆm y Pmˆm son ortogonales ùñ QP es ortogonal.

R Qmˆm es ortogonal ùñ rangopAq “ rangopQAq para toda matriz Amˆn.
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Descomposición en Valores Singulares
Sea A una matriz real de tamaño mˆ n de rango r. Queremos dar bases ortonormales

para las columnas de A.
Sean λ1. . . . , λn los valores propios de ATA. Como esta matriz es simétrica, sus valores

propios son reales, más aún para esta matriz en particular son no negativos. Aśı que
podemos ordenarlos de manera no creciente como λ1 ě ¨ ¨ ¨ ě λn. El Teorema Espectral
nos dice que existe una base ortonormal de Rn formada por vectores propios v1, . . . ,vn de
la matriz ATA, donde cada vi se asocia al valor propio λi como

ATAvi “ λivi i “ 1, . . . , n.

Estas ecuaciones implican que los vectores Av1, . . . , Avn son ortogonales y que sus respec-
tivos tamaños en norma euclideana son

σ1 “
?
λ1, . . . , σn “

?
λn.

Puesto que el rango de A es r, tenemos

σr`1 “ ¨ ¨ ¨ “ σn “ 0.

Entonces
Avr`1 “ ¨ ¨ ¨ “ Avn “ 0.

Aśı que al expandir cualquier vector de KerpAq en la base de vectores propios, encontramos
que los vectores vr`1, . . . ,vn forman una base ortonormal de KerpAq.

Dado que A tiene rango r y los vectores Av1, . . . Avr son ortogonales, tenemos que los
vectores

ui “
Avi
σi

, i “ 1, . . . , r

forman una base ortonomal para ColpAq.
Podemos completar tu1, . . . ,uru a una base ortonormal tu1, . . . ,umu de Rm con ayuda

del proceso de Gram-Schmidt. Como los primeros r vectores de esta base generan ColpAq
y son ortogonales a los otros m´ r vectores, se sigue que ur`1, . . . ,um son ortogonales a
todo vector de ColpAq. Por consiguiente, ATur`1, . . . , A

Tum son ortogonales a cualquier
vector de Rn. Luego,

ATur`1 “ ¨ ¨ ¨ “ ATum “ 0.

Esto implica que los vectores ur`1, . . . ,um forman una base ortonormal para KerpAT q.
Los vectores u1, . . . ,ur cumplen las ecuaciones

Avi “ σiui, i “ 1, . . . , r.

Multiplicamos ambos lados por AT , y como los v1is son vectores propios de ATA, obtenemos

ATui “ σivi, i “ 1, . . . , r.
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Si expandimos cualquier vector de Rm en la base tu1, . . . ,umu y multiplamos por AT ,
entonces las dos relaciones anteriores implican que los vectores v1, . . . ,vr forman una base
ortonormal para ColpAT q.

Podemos expresar en forma matricial las relaciones entre las bases ortonormales:

A
”

v1 ¨ ¨ ¨ vr vr`1 ¨ ¨ ¨ vn

ı

“

”

u1 ¨ ¨ ¨ ur ur`1 ¨ ¨ ¨ um

ı

»

—

—

—

—

—

—

–

σ1 0

. . .

0 σr

0

0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

mˆn

V U Σ

En resumen,

R tu1, . . . ,uru es base ortonormal de ColpAq,

R tur`1, . . . ,unu es base ortonormal de KerpAT q,

R tv1, . . . ,vru es base ortonormal de ColpAT q,

R tvr`1, . . . ,vnu es base ortonormal de KerpAq.

Las columnas de las matrices U y V son bases ortonormales de Rm y Rn, respectivamente.
Por lo que U y V son matrices ortogonales. En consecuencia, A puede factorizarse como
A “ UΣV T . Enunciemos formalmente lo que hemos conseguido.

Figura 51: Relación entre los núcleos y espacios columna de A y AT
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Teorema. Para cada matriz A P Rmˆn de rango r, existen matrices orto-
gonales U P Rmˆm y V P Rnˆn, y una matriz

Σ “

»

—

—

—

–

σ1 0
. . .

0 σr

0

0 0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

mˆn

con σ1 ě ¨ ¨ ¨ ě σr ą 0

tal que
A “ UΣV T . (22)

Los escalares σ1, . . . , σr se llaman valores singulares de A. Cuando r es
menor que p “ mı́ntm,nu, decimos que A tiene p ´ r valores singulares
iguales a cero. Las columnas de las matrices U y V se llaman vectores
singulares de izquierda y derecha, respectivamente. La Factorización (22)
se conoce como Descomposición en Valores Singulares (SVD).

Observaciones:

+ Los valores singulares de A son las ráıces cuadradas de los valores propios positivos
de ATA.

+ El número de valores singulares positivos es igual al rango de A.

+ Los vectores singulares de derecha forman una base ortonormal de vectores propios
de ATA para Rn, de éstos, los primeros r forman una base ortonormal de ColpAT q y los
otros n´ r nos dan una base ortonormal de KerpAq.

+ Los vectores singulares de izquierda forman una base ortonormal de vectores propios
de AAT para Rm, de éstos, los primeros r forman una base ortonormal de ColpAq, mientras
que el resto forma una base ortonormal de KerpAT q.

+ Si consideramos solamente los valores singulares positivos de A y sus vectores singu-
lares asociados, entonces podemos escribir la SVD en forma compacta como

A “
“

u1 ¨ ¨ ¨ ur
‰

»

—

–

σ1 0
. . .

0 σr

fi

ffi

fl

“

v1 ¨ ¨ ¨ vr
‰T
.

+ La matriz A es la suma de r matrices de rango uno:

A “
r
ÿ

i“1

σiuiv
T
i .
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Hasta ahora hemos tratado el aspecto teórico de la SVD, Desde el punto de vista prácti-
co, nos interesa calcular eficientemente esta factorización matricial. Una manera de obtener
una SVD de A consiste de dos pasos:

1. Buscamos matrices ortogonales UA P Rmˆm y VA P Rnˆn para reducir la matriz A a
una matriz bidiagonal :

B “

»

—

—

—

—

—

–

d1 c1

d2 c2

. . .
. . .

dn´1 cn´1

dn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

de modo que

A “ UA

„

B
0



mˆn

V T
A ,

Este proceso se llama bidiagonalización. En [36], Golub y Kahan nos dicen que con
un producto de reflexiones de Householder es posible obtener las matrices ortogonales
UA y VA.

2. Calculamos una SVD de la bidiagonal: B “ UBΣV T
B mediante un proceso iterativo.

La idea es construir una sucesión tBnu de matrices bidiagonales que converga a
la diagonal de valores singulares de A. Los mismos autores de [36] proponen usar
rotaciones de Givens para generar la sucesión tBnu.

Observaciones:

+ Los valores singulares de A, B aśı como los de cada Bn son los mismos porque multi-
plicamos por matrices ortogonales.

Cuando juntamos las matrices obtenidas, conseguimos la SVD

A “ pUAUBqΣpVAVBq
T .

Una explicación más detallada sobre como emplear las matrices de Householder y de
Givens para introducir ceros en matrices y sobre la convergencia de la sucesión tBnu

pueden consultarse en [74]. En [24] se muestran otras formas de calcular la SVD.

Pseudo-inversa
Para problemas de cuadrados mı́nimos de rango completo, la solución de cuadrados

mı́nimos de la ecuación Ax “ b, está dada por x “ pATAq´1ATb. En el caso de problemas
de cuadrados mı́nimos de rango deficiente nos interesa tener una expresión para la solución
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xLS de cuadrados mı́nimos de norma mı́nima. Para ello, damos una generalización de la
inversa de una matriz cuando la matriz no es cuadrada o de rango completo.

Dada una matriz A P Rmˆn de rango r con SVD A “ UΣV T , donde σ1 ě ¨ ¨ ¨ ě σr son
sus valores singulares (positivos), definimos la matriz A: “ V Σ:UT , donde

Σ: “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

1

σ1

0

. . .

0
1

σr

0

0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

mˆn

.

La matriz A: se conoce como pseudo-inversa de A.

Observaciones:

+ Si A es invertible, A: “ A´1

+ Si A es de rango completo por columnas y no es cuadrada, entonces A: “ pATAq´1AT .

+ La solución de cuadrados mı́nimos de norma euclidiana mı́nima para el sistema de
ecuaciones lineales Ax “ b es xLS “ A:b.

La pseudo-inversa tiene las siguientes caracterizaciones que pueden encontrase en la lite-
ratura [37]:

R A: es solución del problema

mı́n
XPRmˆn

}AX ´ Imˆm}F ,

más áun, si B es otra matriz de tamaño m ˆ n que es solución de este problema,
entonces }A:}F ă }B}F .

R A: es la única matriz X P Rmˆn que satisface las condiciones de Moore-Penrose

AXA “ A, pAXqT “ AX,
XAX “ X, pXAqT “ XA.

Observaciones:

+ Las condiciones de Moore-Penrose implican que AA: y A:A son proyecciones ortogo-
nales sobre las imágenes de A y AT , respectivamente.
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Descomposición Generalizada en Valores Singulares
Una manera de simplificar el análisis del método de regularización de Tikhonov con

suavizamiento es modificar las bases que nos da la SVD para incluir tanto a la matriz
de coeficientes como la matriz con la restricción de suavizamiento. La Descomposición
Generalizada en Valores Singulares (GSVD) nos proveé una representación de la solución
regularizada que nos permite ver a la regularización de Tikhonov con suavizamiento como
un método de regularización por factores filtro.

Teorema (GSVD [37]). Sean A P Rm1ˆn1 y B P Rm2ˆn1 con m1 ě n1 y

r “ rango

ˆ„

A
B

˙

.

Entonces existen matrices ortogonales U1 P Rm1ˆm1 y U2 P Rm2ˆm2 y una
matriz invertible X P Rn1ˆn1 tales que

UT
1 AX “ DA :“

»

–

Ipˆp 0pˆpr´pq 0pˆpn1´rq

0pr´pqˆp diagpα1, . . . , αr´pq 0pr´pqˆpn1´rq

0pm1´rqˆp 0pm1´rqˆpr´pq 0pm1´rqˆpn1´rq.

fi

fl ,

UT
2 BX “ DB :“

»

–

0pˆp 0pˆpr´pq 0pˆpn1´rq

0pr´pqˆp diagpβ1, . . . , βr´pq 0pr´pqˆpn1´rq

0pm2´rqˆp 0pm2´rqˆpr´pq 0pm2´rqˆpn1´rq.

fi

fl ,

donde p “ máxtr ´ m2, 0u y αi, βi, i “ 1, . . . , r ´ p son constantes no
negativas.

Observaciones:

+ Si B “ Inˆn y X “ U2, entonces UT
1 AX “ DA y UT

2 BX “ DB nos dan SVD de A.

Para ver como usamos la GSVD en regularización de Tikhonov, consideramos el proble-
ma discreto mal planteado Ax “ b. Regularizamos el problema con el método de Tikhonov
con suavizamiento, esto es, resolver

mı́n
xPRn

}Ax´ b}22 ` λ
2
}Bx}22,

donde la matriz B es una discretización del tamaño de la primera o segunda derivada de
una función cuadrado integrable.

El mı́nimo está dado por la solución de las ecuaciones normales regularizadas

pATA` λ2BTBqx “ AT .b
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Cuando B es invertible, las ecuaciones UT
1 AX “ DA y UT

2 BX “ DB transforman las
ecuaciones normales regularizadas en

diagpα2
1 ` λ

2β2
1 , . . . , α

2
n ` λ

2β2
nqy “ DT

A
pb,

donde x “ Xy y pb “ UT
1 b. En consecuencia, la solución regularizada se puede expresar

en la base formada por las columnas x1, . . . ,xn de X como

xλ “
n
ÿ

k“1

˜

αkpbk
α2
k ` λ

2β2
k

¸

xk

Observaciones:

+ Con la representación anterior de la solución regularizada xλ, los términos

αk
α2
k ` λ

2β2
k

juegan un papel análogo al de los factores filtro de la Sección §3.2. El parámetro de
regularización λ controla la influencia de la dirección xk en xλ junto con los valores de αk
y βk.

Consulte Golub [37] y Linz [76] para más detalles sobre la GSVD, y a Hansen [51] para
ver otros aspectos que la relacionan con métodos de regularización.
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