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INTRODUCCION

E1 valor tedrico de los algoritmos simpliciales para calcular
puntos fijos se capta con sdlo observar que cada uno de ellos
es en el fondo una demostracién constructiva del teorema de

punto fijo de Brouwer.

Los primeros algoritmos simpliciales se desarrollaron a mitad
de los afios sesenta, surgieron en conexién a la computacién
del equilibrio y de puntos de equilibrio de Nash de juegos bi
matriciales y estan unidos a los nombres de Scarg, Hansen,

Lemke, Howson y Kuhn.

A partir de entonces, dada la enorme importancia que Tos teo-
remas sobre puntos fijos tienen en multitud de campos, se de
sarrol16 una interesante interaccidon entre ramas de las mas
abstractas y "puras" de las matemdticas como son la Topologia
Algebraica y Diferencial y ramas tan concretas y aplicadas co
mo son las vinculadas al Andlisis Numérico y a la Computacidn,
para el desarrollo tedrico y prdactico de los algoritmos. La
Economia Nfatemdtica y Ta Teorfa de Juegos han seguido jugan-

do un papel central en este desarrollo.

En relacion al Teorema de Punto Fijo de Brouwer se convierte
en constructiva una de las demostraciones clasicas, la que es

td basada en el Lema de Sperner.



Consideremos una funcidon continua 4 definida de un n-simple
jo S de R"™ en si mismo (después se puede extender la idea
a dominios cerrados y convexos contenidos en R"). Sea T
una triangulacion cualquiera de S, 1llamaremos etiquetacidn
de T a una funcidon A que a cada vértice v le asocia un
entero no negativo menor o igual a n, que indica el indice
de la primera coordenada positiva de v - {(v). Bajo el su-
puesto de que ningin vértice es punto fijo, las propiedades
combinatorias de la triangulacidon etiquetada con X nos per-
miten, construir un algoritmo que nos lleva a un elemento o
de T con todas sus etiquetas distintas, tridngulo completa

mente etiquetado.

-

Si consideramos una sucesion de Triangulaciones cuyo diametro
tiende a cero, podemos obtener una sucesion de "triangulos"
completamente etiquetados cuyos vértices convergen a un sdlo

~

punto v; v es punto fijo de 4.

Posteriormente, cambiando la etiquetacidn entera por una vec
torial A,, es decir asociando a cada vértice v el vector
v - §lv) 1 Tlamando tridngulo completamente etiqueta
do 0 regular al elemento de T que contenga en su interior

un cero de la aproximacion lineal de 1d-4; Resultacd que

bajo ciertas condiciones . la triangulacion eti-
quetada con Av tendrda las mismas propiedades combinatorias

que menciondbamos anteriormente y podremos construir un algo
I'\*MQ



que encuentra un triangulo completamente etiquetado.

También se puede construir una etiquetacidon vectorial relacio
nada con una correspondencia superiormente semicontinua de S
en S para obtener una demostracion constructiva del Teorema

de Punto Fijo de Kakutani.

Las restricciones que tiene que cumplir una funcidén (una co-
rrespondencia), para dar lugar a una etiquetacidn vectorial
con las propiedades requeridas, soﬁ aparentemente muy fuertes,
se puede hacer ver que son analogas a las de la regularidad de
Topologia Diferencial y se tiene una versidn del Lema de Sard

queﬁa generalidad al algoritmo.

Otros temas interesantes como el de grado de Brouwer de un ma
peo pueden recibir un tratamiento constructivo, apoyandose en

los Algoritmos Simpliciales.

Este tipo de temas son los que se desarrollan en el presente

trabajo.
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ALGUNOS EJEMPLOS DE LA APARICION DE LOS PUNTOS
FIJOS EN LA ECONOMIA TEORICA

Cuando se tiene una funcién f de un cierto espacio D en si
mismo, se dice que X en D es un punto fijo de f si f(Xx)=
X. Este tipo de puntos es de una utilidad enorme para demos-
trar resultados de la matemitica miéma, como sucede con los im-
portantisimos teorema de existencia de soluciones de ecuaciones
diferenciales e integrales, y también en las aplicaciones a nu-
merosos campos. Por ello, los matematicos han dedicado una gran
cantidad de esfuerzo a estudiar condiciones Gue aseguren la
existencia de puntos fijos de distintos tipos de funciones defi

nidas en los mas diversos espacios.

En este pequedo capftulo nos restringiremos a algunos ejemplos,
de los muchos que existen, de cdémo apareéen los puntos fijos en

la economia tedrica.

1- En Economia, aparecen muy frecuentemente los modelos linea-
les de Leontief. Estos presentan en forma muy simplificada las
relaciones técnicas de produccién. La idea, gruesamente, es co
mo sigue. Supongamos que en la economia se producen n distin
tos tipos de mercancias. El elemento bisico del modelo es enton
ces una matriz real A = (aij), de orden n x n, no nula y con
aij 2 0. EIl término aij se interpreta como la cantidad de mer

cancia del tipo i ue se usa 6 "insume" para producir una uni
) q P P i



dad de mercancia del tipo j. Bajo hipStesis de linealidad,

puede verse que si se quiere producir el vector

X1
X = . » con x, € R y xi> 0,
xn
se necesita como vector de insumos el vector AX. El vector

X-AX serd entonces el excedente econémico cuando se produce X.
Un problema al que Leontief dié mucha importancia es el siguien

te:

Si consideramos que los miembros de la sociedad demandan conjun
tamente un vector D > 5, LExistird un vector de produccidn X
tal que X -AX = D?

n
7

Si definimos h: R™ = R como h(X) = D + AX la pregunta de
Leontief se convierte en esta otra: lexiste en R- un punto fi-

jo de h?

Es claro que no siempre existir3d punto fijo de h. Pero supon
gamos que la economia tiene un vector de produccidn total X > 0
tal que el vector excedente ;A-A; tiene todas sus coordenadas
positivas, es decir, supongamos que A es una matriz producti-

va. En estas condiciones, el teorema de punto fijo de Banach

nos asegura que existe una solucién Gnica al problema de Leon-

tief.
Definicién: Sea (E,d) un espacio métrico, si f:E -~ E es tal
que existe un nidmero no negativo a < 1 para el cual d(f(x),

fly)) < a d (x,y) para toda parejattx,yyde puntos de E, enton-

ces se dice que f es una contraccién.



Teorema de Banach. Sea (E,d) wun espacio métrico completo y F

una contraccién , entonces existe un Gnico punto X en E tal

que f(x) = Z.

n .
Volvamos ahora a nuestro problema. En R definamos d(x,y) =
max i, = Y., (Rn, d),resulta entonces un espacio métrico
; X, i i
completo.
Ademias

d(h(x), h(y)) = d(Ax + D - Ay - D) =

= maxf% Pz aij(x!-y,)§§< maxié Taij 5xq-y‘?§
: 3 J : 3 ]

i ox. - iox.J
i i
= L.
s m?xif TanJép?x(xl - yJ[f
gy KW
¢
< L osaiiie 4 ¢
& max {1+ ZTaij x, 1 maxf— [xJ -YJ‘
i x, S v J x
1 J
1 e
= (maxf = I aij x,)k (x,y)
i X & v
Pero como x > A ;, entonces para toda i =1, ,,., n
.. > F 258 3
x = aij Xy
v
1 & .., *
-]>;-31JX9-
X, J “
Por lo que max % Saij x,. < ¥,
i x, 3 <

1

Y h es una contraccién.

Tenemos entonces,que el teorema de punto fijo de Banach nos ase



gura,que existe solucidén dGnica al problema de Leontief.

2- Analicemos ahora otro problema econdmico también desarrolla-

do con el modelo de Leontief.

Suponga ahora que aij incluye, ademds de lo dicho anteriormen
te, el consumo de mercancfas de tipo i por parte de los tra-
bajadores que elaboran una unidad de mercancia j y considere-

mos una economia de intercambio.

"
o

5

\%
o)

Supongamos que se ha establecido un sistema de precios P

que describe las relaciones de intercambio entre las diversas

mercancias; es decir, el cociente 23 representa las unida-
Py

des de mercancias del tipo j que se‘intercambian por una uni

dad del tipo i. Por ellosi p' =ap con a >0 entonces

p' se presenta las mismas relaciones de intercambio que p.

Si pensamos que en la economia, cada individuo que decide pro-
ducir algo lo hace con el fin de recibir una ‘'ganancia'" y no de

consumir lo producido, los precios deben ser tales que

n
Z..1 p, > I aij P, y la ganancia serd
J B -
p, - %

Una hipdtesis que se usa entre varios autores (Bortkiewics,

Morishima, etc.) «consiste en que todos ganan proporcionalmen-



te a lo que tienen que invertir, es decir, para toda j

14

en donde r > 0

Tenemos entonces que

2.2 p,= (1 +r) Zaijp, j=1,...,n
v 1 -

0, escrito vectorialmente,

pt = (1 + r) pt A
Yy, por lo tanto

1+r

Atp =

p.

El problema de que existe un vector de precios tales que permi-
tan obtener a cada capitalista una ganancia positiva proporcio-
nal al capital invertido se ha convertido en el problema de la

existencia de un vector propio, con todas sus coordenadas no ne

gativas, asociado a un valor propio positivo menor que uno.

Aqui solo atacaremos la cuestidn de la existencia de un vector
propio no negativo asociado a un valor propio no negativo. (Y
dejaremos de lado si éste es menor que uno, esto s&lo se cumpli

ré si la matriz es productiva cémo en el ejemplo 1).

Buscaremos nuestro vector propio en el subconjunto A de R

definido cémo 4 = {x € RN x, =1, x,20 i=],..., n}l,
i i

Ahora, consideremos h: A + a



10

t
como h(p) = RJ;;%% , en donde
T+lia"pll,

t .
[[A"p [l = Zaijop..
iy :

v

+
Es facil ver que p € & es vector propio de A° asociado a
| . £ . - "
I[Atp[:l (que resulta ser un valor propio de A”) si y sélo si

h(p) = p.

Pues, si h(p) = p., entonces

Por otro lado, si p € 4 es tal que
A'p = a p cona>, 0, entonces |{Apii; = a vy

t T <
P+ A" p=p+ [|Aapiiyp = (1+!|a"pl])p

| %
por lo que psB* |la“pllyp é

- hi(p) = p.
$+1a"p]|

Vamos a - recurrir a otro teorema que nos asegure la existencia

de puntos fijos de la funcién h.

Teorema de Brouwer. Sea D C R™ compacto y convexo YF:D =~ D
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continua, entonces existe x € D tal que f(x) = x. La fun-
cién h que estamos trabajando es continua y A es compacto
y convexo. Por lo tanto, existe p € & tal que resuelve nues-

tro problema.

Observacién: si quitamos a la matriz A > 0 toda interpreta-
cién econdmica, el terorema de Brouwer nos permite afirmar que
existe un vecto propio de A con todas sus coordenadas no nega
tivas y asociado a un valor propio no negativo. Este resulta-
do es parte de un importante teorema, de amplio uso en toda la

economia matemdtica llamado el teorema de Perron-Frobenius.

A*Uno de los problemas mas estudiados por los ''economistas matemd
ticos'" es el de la existencia del Ilamado equilibrio general
competitivo, Presentamos ahora la versidn mias simple de un mo-
delo de ''una economia de intercambio puro') (donde las decisio-
nes de produccidn "estdn dadas''). Imaginamos una economia en
donde, como antes, existen n tipos de mercancias y hay m fa-
milias de artesanos quienes integran otras tantas unidades eco-

némicas que van a intercambiar entre si las mercancias.

Supongamos que la familia k (k = 1,2,...,m) ha decidido llevar
k ! 2

al mercado un vector o de mercancias para comprar, con el

resultado de su venta, otro vector ""m3ds de acuerdo a sus necesi

dades''.

En la teorfa del equilibrio general se trata de hacer maneja-
ble el problema de las necesidades (de acuerdo a un enfoque sub

jetivo) postulando que cada familia k tiene una funcidn de
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utilidad

(en donde X(k) C R"™ es un conjunto de vectores con coordena-
das no negativas llamado el conjunto de planes de consumo posi

bles para la familia k).

Para cada vector x € X(‘), el valor qk(x) se interpreta co-

mo la '"utilidad'" que el vector x reporta a la familia k..

Si asumimos que en el mercado se ha establecido un sistema de
L t A
precisos p = (p;,..., p_); cada familia de artesanos se en-
X -
frenta al problema de encontrar un vector d que esté a su al-

cance y que maximice su utilidad.

: ry.
Es decir, se le plantea encontrar d en

1|

tal que

1|

ptak < pt ok. Y que qu(gk) > ¢4 (d) para toda d en

con p'd < p‘ok.

Si a cada uk se le exige una serie de condiciones (que se tra-
ta de justificar econémicamente) como la de ser continua, estric
tamente creciente en cada variable, ser estrictamente céncava,
etc., y si Z(k) cumple una serie de propiedades como la de con
tener al origen, ser compacto, convexo y otras, entonces se pue
de asegurar que, para cada p € A, existe un¢ dnica solucién
para el problema de la familia k 1y a dicha familia k se le
asocia un vector dk(p) (1a solucién al problema anterior) al
cual se le llama la demanda de kalos precios p. Se puede de-
dk

mostrar que es una funcién continua de p.



El problema del equilibrio general consiste en investigar si
existen vectores de precios p tales que las soluciones a los
proelbmas de las distintas familias sean compatibles entre si.

Es decir, vectores p tales que

= o ;
4 < b4
k§1d (p) = - o 1
Para plantear el equilibrio general en términos de un problema
de punto fijo, observemos, en primer lugar, que si pz=(p;“..,p)

-

es un sistema de precios arbitrario, se puede demostrar que la

solucién dk(p) del problema de optimizacidn de la familia es
>k

"
tal que p‘dk(p) =p o
Es decir, al optimizar, cada familia gasta todo su ingreso.

Como consecuencia de esta, se obtiene la llamada ley de Walras:

p d(p) = p- o... 2

n49
x

-

v
en donde d(p) = k;, d“(p) y o L

Por Gltimo, si en la desigualdad (1) tuviéramos que para al-

guna i se cumpliera que

entonces, por fuerza, existe j tal que

4

d (p) >

ne4 i1

L & R
o]

1

P
€.

; P

%

pues de otro modo, no se cumpliria la igualdad (2).



Definiremos ahora una funcién T: & - & (en donde, como antes,

]

4
©
n
=
(¥

6=1{p | p; 20,

a la que llamaremos la funcidn de regateo, del siguiente

modo

p. + c (p)

en donde cj(p) = max {0,d (p) -0

J J
Demostraremos enseguida que p es un sistema de precios de
equilibrio si y sélo si es un punto fijo de la funcidn de re-
gateo.

Supongamos en primer lugar que p es un sistema precios de

equilibrio. Entonces en virtud de la desigualdad (1), tenemos

que CJ(p) = 0 para cada j vy, por tanto, TJ(p) =P, Es de
eir,
T(p) = p... &
Reciprocamente, aceptemos que vale la igualdad 4.
Supongamos que existe j tal que Cj > 0. Entonces, en primer

lugar p, > 0, pues, de otro modo no valdria 4, en segundo
J

lugar, como veiamos antes, debe existir J tal que d.(p) -OT <0,

v <

lo que implica c.= 0.

J



Pero entonces

pT + C.? P
T_.(p) = — e e = <p3.
Y 1#% ¢ 1+ 2 ¢,
3= B 1=1 1

n
ya que Sc. >0
Por lo tanto T(p) # p. Contradiccidn. Luego, ch 0 para todo
Jj» es decir, vale la desigualdad (1) y, en consecuencia, p es
un equilibrio.

Como d(p) es continua, T resulta continua y, de nuevo, el
teorema de Brouwer nos garantiza la existencia de puntos fijos
de T y por lo tanto de precios de equilibrio en nuestra econo

mia.



CAPITULO I

E1 1ema de Sperner los puntos fijos y otros resultados intere-

santes

1.1 Motivacion de la relacidon entre los tridngulos de Sperner

y Tos puntos fijos.

En el capitulo anterior ap]icamoé distintos teoremas de punto
fijo para demostrar algunos resultados de la Economia Tedrica.
De ahora en adelante nos preocuparemos por el problema de como

encontrar esos puntos fijos.

Si queremos encontrar un punto fijo para resolver un problema

del tipo 1 del capitulo 0, podemos pensar en la demostracidn
(del teorema de Banach (0.1.1) que da un método para encontrar

lo, recordemos.

i E es un espacio métrico completo, f una contraccidn
de E en si mismo vy xo € E,
d = = = 2 = = L

K= flx ), x, = flx ) = £9x )seuusx = flx _ ) = F(x))...,

consideremos la sucesidn

1
“xn} es de Cauchy pues para n, m, si m=>n tenemos
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d(xn, xm) = d(f"(x ), fm(xo)) < and(xo,xm_n) < an(d(xo,x1) +

dlxps x,) oo+ dle s x )< a”d(xg,x, ) (Traka®+. ..+
m-n-1 n 1
o ) < @ d(xo, x1) e pues a < 1.

Para e> 0 3 N tal que si n y m> N, d(xn, xm) <e y

{x } converge a X en E. Cémo f continua

Si X es otro punto fijo

d(X 5 X) = d(f(X), f(X)) < a d(X , X), si d(X , %) # 0,
cémo o < 1 tendriamos que d(x , X) < d(X , X) absurdo, en

tonces d(x , X) =0 y X = X.

Como se ve, la demostracion misma da un método para aproximar
el dnico punto fijo, éste consiste en partir de un punto arbi
trario y aplicar repetidamente la funcidn hasta 1legar a 1la

aproximacidn requerida.

En cambio Tas demostraciones clasicas del teorema de Brouwer

y de Kakutani no son constructivas.

Scarf [1967],[1973] convierte una de estas demostraciones cla
sicas, la que usa el lema de Sperner [1928], en constructiva,

dando principio a la elaboracion de los algoritmos simplicia-

les.
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ET lema de Sperner es un resultado de la topologia combina-
toria.que nos dice que un "tridngulo" (con n vértices), que
a su vez estd dividide por una coleccidn de tridngulos, con
ciertas propiedades, si se numera cada uno de los vértices
de todos los tridngulos, con nimeros de 1 a n, también esta
numeracion con ciertas propiedades, entonces tendremos siem-
pre a uno de los triangulitos con todos sus ndmeros distintos,

"tridngulo" o simplejo completamente etiquetado.

Fig.

Tridngulo partido en tridngulos pequefios con los vértices nu
merados respetando las reglas de Sperner, los 3 triangulitos
sombreados tienen los vértices con nimeros distintos.

Para hacer ver la relacién de ese tipo de "tridngulos" con la
existencia de puntos fijos, es muy Gtilyel conocido método de
biseccidn para encontrar un punto fijo de una funcidn contfnua,

definida del intervalo [a,b] en si mismo.

Podemos describir dicho método de la manera siguiente.
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Consideremos h definida como h(x) = x - f(x); encontrar un

punto fijo de f es 1o mismo que encontrar un cero de h.

Escribamos el proceso como un algoritmo:

-

1. Si h(a) =0 6 h(b) =0 terminamos, pues habriamos en-

contrado un cero de h.

Si no es asi, definimos i = 0, a, =y bi = b. Coémo

h(ao) < 0, 1le asociamos a a, la etiqueta 0 y a bo’ que

cumple con h(bo) > 0, Tle asociamos la etiqueta 1. Decimos

que el intervalo [ao, bO] estd completamente etiquetado pues

tiene etiquetas distintas.

Como h(a) <0, h(b )>0 y h continua, algin punto de
(ao, bo) es un cero de h y por lo tanto [a

ne un punto fijo de f.

0° bO] contie

a. . . 3
2. Consideremos el real —i—z—i. De nuevo si h —i—f——i =0

terminamos.

3. Si no, tenemos 2 casos:

a, + bi a; + bi
< = =
a) h g 0, entonces a, . St ¥ bi+1 b,
la etiqueta asociada a a,, ., es 0, 1la asociada a bi+1 es

1, el intervalo [a

e bi+1] esta completamente etiquetado y

contiene un cero de h.
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b) Si h ii—:—zi > 0 entonces a = a
2 ¥ i+1 4
L At by i .
i1 - T a etiqueta de a,,, s 0, 1la de bi+1

es 1 y el intervalo [a.

144 ® b ] tiene las mismas propieda

i+1
des que en a), hacemos i

i+l y regresamos a 2.

De esta manera construimos una sucesion de intervalos

[ai, bi] cuyos extremos convergen a un real X que es un

cero de h.

Propiedades del proceso:

En cada paso tenemos una subdivision del intervalo [a,b] en
subintervalos cerrados de tai manera que: 1l-ningin [ai,bﬂ
.es un punto; 2-la interseccion de 2 cualesquiera es vacia o
consta de un extremo comin, 3-cada extremo de [ai,bi] perte
nece a 1 6 a 2 subintervalos. Tenemos ademds una etiquetacion
para cada uno de los extremos de los mencionados subintervalos

(vértices de la subdivision) de tal manera que la etiqueta de



21

a es 0 y lade b es 1, y vemos que existe un subinter

valo completamente etiquetado y éste contiene un cero de h.

Si consideramos cualquier subdivision del intervalo [a,b]
con las propiedades 1, 2 y 3, si ademas h(ci) # 0 con
{ci} los vértices de la subdivision y si etiquetamos a <5
de tal manera que si h(cj) <0 a <y le toca la etiqueta
0 y si h(cj) > 0 la etiqueta 1, entonces encontraremos
al menos un subintervalo completamente etiquetado y éste con

tiene un cero de h y si es "pequefio" cualquier punto de él

sera "cercano" a un cero de h.

© oo { Lo o T 1
iCémo procederiamos en 2 dimensiones con una idea andloga a

la biseccidn?

Pensemos en una funcién continua f de un tridngulo abc de

R2 en si mismo y definamos h(x) x - f(x) para cada x

del triangulo abc.

Dividamos el tridngulo abc en 4 subtridngulos usando los pun

tos medios de los lados.
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de ds
. ds da da

{di} vértices de la subdivisidn.

Si h(dj) = 0 para algin j = 1,...,6, dj es un cero de h.

E1 criterio para etiquetar a los dj, si no hay cero de h

entre ellos, serd poner Ta etiqueta k a dj si hk(dj) > 0
y hi(d.) <0 para i<k y la etiqueta 0 si hi(dj) <0

3
v i =1,2.

Consideremos los 4 pequefios tridngulos en que estda dividido

abc. Si alguno de ellos tiene todas sus etiquetas distintas,
decimos que es c.e. y lo subdividimos en la misma forma que
a abc, etiquetamos sus vértices con el mismo criterio y bus-

camos un "triangulito" c.e.
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Supongamos que con ese procedimiento, encontramos una sucesidn
{ck} de tridngulos c.e. tal que los vértices de ellos conver-
gen a un punto U. Entonces por la continuidad de h

Jim h(v(i,k)) = h(V); donde v(i,k) es el vértice de o

k
que tiene etiqueta i.

como hi(v(i,k)) >0 y hj(v(i,k) <0 para j<i si i#0
y hj(u(O,k)) < 0, para j = 1,2.

Entonces para toda i = 1,2
h,(0) >0 vy hj(G) <0 para j <i
es decir para i = 1,2
h(v) = 0, U cero de h.

Veamos un ejemplo en donde podemos aproximarnos al punto fijo
de una funcién continua de un tridngulo de R?> en si mismo

usando el método anterior.

Ejemplo. Sea S = abc con a = (0, 0), b = (0, 1) y
Ax

c=(1,0) y f:S— S definida como f(x) = don
v IAx 1
de A = éi , usemos para etiquetar a h(x) = x - f(x).

En 1a figura se ilustra la sucesidn de tridngulos completamen-

te etiquetados. {(0,0), (1,0), (0,1)},{(0,1/2), (0,1), (1/2,1/2)},
{(1/4, 1/2), (1/2,1/2), (1/4,3/4)},{(1/4,5/8),(3/8,5/8),(1/4,3/4)},
B(5/16,5/8),(3/8,5/8),(5/16,11/16)}.
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Reproducimos el tridngulo con vértices (f%, %%) (f%, %) y

3, 3

después de 6 pasos obtenemos el tridngulo completamente eti-

£, 128, 2 b k)
64/°'64° 64 16° 16

baricentro es (.317, .666).

quetado con vértices (f%, cuyo

El punto fijo estd en el lado del tridngulo abc determinado

.por los puntos (1,0) y (0,1) y es aproximadamente

(.3139, .6861).

Sin embargo el método no siempre obtiene en cada paso algin

tridangulo completamente etiquetado.

Pensemos en la misma funcidn del ejemplo, pero, ahora definida

en el tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (0,2)
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En el segundo paso ya no encontramos ningin tridngulo comple-

tamente etiquetado.

¢Como resolver este problema?. Si nos fijamos en el tipo de
subdivisiones que obtuvimos observamos que en el primer paso
se cumplen propiedades andlogas a la 1,2,3 que teniamos en

una dimensidn; pero en el segundo paso no.
Hagamos explicitas las propiedades a que nos referimos:
1'. Ninguno de los tridngulos aibici es degenerado.

2'. 2 triangulos cualesquiera se cortan en un vérticei‘ lado

comin 6 son ajenos.
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3'. Cada lTado de algin triangulito de Ta divisidon pertenece

ald a2 triangulitos.

Bta subdivision del Gltimo ejemplo obtenida en el paso 2 no

cumplen con 2'.

Si en esta subdivisidn partimos a su vez al triangulito de(
agregando la 1inea punteada que se sefiala en el dibujo si

k gquiente, obtenemos una subdivisidn con las propiedades 1',

- 2' y 3' y tenemos que existe un tridngulo c.e. (el sombreado)

f

bbservacion:

‘fﬁl primer ejemplo trabajamos con triangulaciones que no

gy]ian 1', 2' y 3' y sin embargo encontramos en cada una de
11as un triangulito c.e., esto es casual y lo que garantiza-
fﬂwe siempre existan es que las triangulaciones tengan di

is propiedades ademds de otras sobre la etiquetacidn.

 divisiones que consideramos en nuestro algoritmo no tienen

 resultar de subdivisiones de alguno de los tridngulos ma-
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yores en 4 tridngulos iguales, pueden ser de cualquier forma
con tal de que cumplan las propiedades antes descritas y el
problema es encontrar un tridngulo suficientemente pequefio

que esté completamente etiquetado.

Existe un resultado de topologia combinatoria 1lamado el Lema
de Sperner que dice bajo qué condiciones podremos garantizar
que en estas triangulaciones siempre habrd un tridngulo c.e.
y esto se establece para regiones que son generalizacién de

tridngulos en cualquier dimensién.

1.2. Algunas Definiciones.

En este inciso daremos las definiciones necesarias para poder
enunciar el Lema de Sperner, la demostracién la dejaremos para
el capitulo 2 y en el siguiente inciso se examinara la validez
general de la relacidn estrecha que existe entre "los n-trian
gulos" con etiquetas distintas y los puntos fijos de una fun-

cion continua de S ¢ R™ en si mismo.

Definicion 1.2.1.

a) Dado un conjunto {vo,...,ur} c R" se dice que es afinmen
te independiente (a.i) si {v' - v° vE - 9% es

90 0 ey

linealmente independiente.

b) Sea D = {v%,...,v"} a.i., el r-simplejo o = v9... vF
con D como conjunto de vértices es la cerradura convexa

de D.(Dado o con vértices en D, D es Gnico).
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= .
Es decir o= {x €R" | x = . ZAv', A, >0 y I Ay = 1)

i=0"1i i

También usaremos la notacién o(D). Si x € o, a las Ai
inicas, con las propiedades arriba mencionadas, se les 1lama

las coordenadas baricéntricas de x respecto a o.

¢) Llamamos subespacio afin de o, IN(o), al conjunto

b f . X
n _ i _
X € R | x = igokiv y igoxi = 1}.

d) Una Q-cara de o(D), es cualquier 4£-simplejo con con-
junto de vértices igual a algin D c D, donde D' tiene

£ + 1 elementos.

Si D' = P entendemos el concepto y decimos que t(D')=p

es una -1 cara de cualquier simplejo o.

Denotemos como cﬂ al conjunto de £-caras de o.
Entonces o° = (vO,...,vT} y o' = ¢
\)o . \}O.—__—.\)‘|
0 - simplejo o l-simnlejo WOu'
con 0-cara = ° 1-cara vO'

0-caras v° y v
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Y v?
v
17 vt
N, ot 4
2-simplejo yOyly2 3- snnnlejg u‘:vlz ;
0yl 2 O-caras vY,Vv*,v-,Vv
Braeran v Vo2 2 002, y0y2 yO0y3,yly2 vly3, v2u3
Oyl y0y2 vlv 1-caras vovZ,v0y2 v0y
i g J 0yly2, y0uly3,u0u2y3 y viv2y3
2-cara vOvly? 2-caras vOvluZ, vOluly vay3d y )

3-cara vOulu2y 3

e) Una faceta t©t de o = u°v1...vr es cualquier elemento de

r-1 .
g .

Def. 1.2.2. Decimos que el interior algebraico o de

0.1 n

n .
g=vv ...v' eselconjunto {x € R®|x = .Z A vt con

La frontera algebraica de o, 3o es g - O

Def. 1.2.3. Una triangulacidon de dimensién r & r-triangula-
cion es una coleccidon finita, no vacia, de r-simplejos en R"

tal que:

i) Cada 2 r-simplejos de T se intersectan en una cara comin.

i) Cada faceta de algin o de T, 1o es a 1o mis de otro dis
tinto.
Tl

Denotamos como “al conjunto de £-simplejos que son L-ca

ras de algin o en T. A T ' 1le 1lamamos las facetas de
L.
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A los elementos de T° se les 1laman los vértices de T y a o

el esqueleto de T.

Ejemplos de Triangulaciones:

AN @
S S~

a) 2-triangulacion b) 2-triangulacion c) 2-triangulacion
Z 6 ®
D
d) l-triangulacion e) l-triangulacién f) O-triangulacién

jer. 1.2.4. La' frontera de T, 3T, es el conjunto de face-

tas de T, que pertenecen a un sélo o de T.

Frontera de a . Frontera de b

QL

Frontera de ¢ Frontera de d Las fronteras de e y f
son vacias.

Usamos 1a misma notacion 3, para la frontera de un simplejo

y para la frontera de una triangulacién a pesar de que son con

Juntos de naturaleza distinta, los elementos de 90 son puntos



32

de R"™ y los de 3T son conjuntos.

Observacion: 3T no es necesariamente una triangulacién como
se muestra en el ejemplo b, pues la faceta A pertenece a

4 elementos de oT.

Usaremos la notacion |T| para el conjunto czTc. En gene-
ral para cualquier coleccion S de n-simplejos aunque no sea
triangulacion, |S| = cgso' Si M= |T|, decimos que T
triangula a M.

Definicién 1.2.5. Si M Cc R™ es tal que existe una n-trian
gulacion T tal que M = |T|, se dice que M es un n-polie

dro o una regidon triangulada y 1o denotamos como (M, T).

Observacion. Si x estd en |T|, existe un elemento de ¢

con £ minima, al cual pertenece X, a este simplejo le 11a

maremos el portador de x.

Proposicion 1.2.6. Si T vy T1 son 2 triangulaciones

tales que |T| = |T,ls entonces [3T| =_|3T1|.

Para ver demostracion consiltese Eaves [1976]

AN
S dvdvdrd
v

La misma regidn con dos triangulaciones con distinta frontera.
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Definicion 1.2.7. Una cuerda de un n-simplejo o es la in-
terseccion de cualquier recta con o.
Por 1o que una cuerda puede ser vacia, de dimension cero (un

punto) 6 de dimensién 1 (un segmento).

Si o es un 2 simplejo podemos tener cuerdas de los siguien-

tes tipos: ~

7

vacia O0-cuerdas 1-cuerdas

Definicion 1.2.8. E1 didmetro de una triangulacién T es el

sup{diam (o)}, donde diam(o)= sup [x; - x,].
0T x1 :XZGO :

Definicién 1.2.9. Si J_ = {0,...., s} con s entero posi-

S

tivo, una funcién A : 7O — Js se 1lama una etiquetacidn

entera de T.
A Xlv] se le 1lama la etiqueta de .

Decimos que T € T esta completamente etiquetada respecto a
gy - c.e.). Si A(ro) = JS. es decir si todas las etique-
tas de los vértices de T son distintas.

2

2 1

Un 2-simplejo triangulado con una etiquetacidn entera, sin simplejos com-
pletamente etiquetados.
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un 2-simplejo triangulado con
una etiquetacion entera. E1 sim-
plejo sombreado es A-c.e.

0 1
Una etiquetacion A de un n-simplejo o = w2, .. o® triangu
lado,es propia, si ¥ v € 19 Afv) = Kk implica que la k-ési

ma coordenada baricéntrica de v vrespecto a o no es cero.

Observacidén: en una etiquetacidn propia A(v') = i ara
p p

0. ..,n.

Definicion 1.2.10. Sea T una ¢n+lv=triangulacidn etiqueta-
da con n etiquetas distintas y T wuna n-cara de T com-

pletamente etiquetada, una cadena c.e. que pasa por T es una

coleccion de n-caras de T. ceeT_qr Tgr Tyre-.. tales que
= T, VieN, 1, es completamente etiquetada y 3
o, € T tal que T, Y T,,, SOn n-caras de o, - La cadena es

maximal si no se puede agregar ninguna otra faceta.
Teorema 1.2.11. (Lema de Sperner). Sea S un n-simplejo de
R", T una trianjulacidn de S Y A una etiquetacidn propia, en-

tonces existe o € T que es A - c.e.

1.3. E1 Teorema de Brouwer y los tridngulos completamente

etiquetados.

Sea S el n-simplejo unitario de R®*'.
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Teorema 1.3.1. (Teorema de Brouwer)

~

Si F:S— S continua, existe X en S tal que F(i) = X.

Se demostrara el Teorema de Brouwer bajo el supuesto de que
se cumple 1.2.11 (Lema de Sperner) y este resultado lo proba-

remos en el capitulo 2.

Llema 1.3.2. Si F es una funcidon continua de S en S y

T una triangulacion de S, construimos A : 1° — Jn de
la manera siguiente para v € T Alv) =3, si jJ+ 1 es la
primera vez que v, >0 vy W = Fj+1(v) > 0. Suponga-
mos ademdas que ningidn vértice de 7% es punto fijo de F,

entonces 1la A asi definida es propia.

Demostracion: Sea v e TC.

Supongamos que para toda j uj+1 > 0 = Vigr T Fj+1(u) < 0.
Como Moty = 0= -Fj+1(u) <0 y v # F(vl], entonces

v< F(v)]. Absurdo pues v y F(v) estan en S (Nota: usa-
ms x <y como x, <y, y Xx# y).

Por 1o tanto existe k tal que uki>0 y v - Fk(u) >0 vy

por 1o tanto existe una primera vez que sucede esto y A es-

ti definida para toda v e T°.

Ademds la k-ésima coordenada baricéntrica de v es .

y si et ® 0 X(v) # k, por 1o que A es propia.

Demostracion 1.3.1. Consideremos una sucesidén {T } de
m
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triangulaciones de o cuyo didmetro tiende a cero.

Si para alguna m existe un punto de T:\ que es punto fijo de F, ha

briamos terminado.

Si ningln punto de TI?\ es punto fijo de F, definimos A

etiquetacidon de Tm, como en el lema 1.3.2.

Por el lema de Sperner existe una sucesion {om} de simplejos

c.e., uno para cada Tm, cuyo diametro tiende a cero.

Ordenemos los vértices de cada o de acuerdo a su etiqueta-
cién y denotemos como Vv(i,j) el vértice de oy tal que

Mv(i,j)) = i. Existen subsucesiones convergentes {v(i,r)(k)}

O = v(0, r‘(k))v(l,r‘(k))...u(n,r‘(k)).

R ; .
Sea X = 73T ;Z, v(i.r(k)) (el baricentro de Or-;k))'
{X, ()} estd contenido en S que es compacto, entonces existe

una subsucesion {x¢(k)} convergente.

Si ;lig{x } = v, v eESs,

Ademds como diam(o ¢(k)) tiende a cero cuando k tiende a
infinito entonces llc_i)m{v(i, (k) = v para cada i = 0,...,n.

A

Es claro que v es punto fijo de F pues

v(i, o(k)) - Fi(i, ¢(k)) > 0 para i = 1,...,n; como F continda,

- Fi(\’;) >0 para toda .
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M

Pero v y F(G) estdn en S, por lo que g O(Gi - ri(C)) =0,

asi que Gi . Fi(G) para i = 1,...,n; o lo que es lo

mismo v = F(V).

Podemos extender la demostracién a cualquier € compacto y

convexo.
Teorema 1.3.3 (Brouwer para { compacto y convexo).

Sean L C R" compacto y convexo y F : € — ( continua,en-

A

tonces existe x € C tal que F(x) = x.

Demostracion. Consideremos Sc un r-simplejo que contenga
a C, entonces construyamos g : Sc = Sc de la manera si-
guiente:

f(x) si x €¢C

A

¥ f(y) si xgC y yeC es tal que

d(x,¥) = min d(x,y)
yel

g es continua.
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Si S es el r-simplejo unitario. Sea h : § —— Sc tal
que h(ej) = ”2 para j = 0,...,r, con Sg =

{v
. r r
g g < S. ¥ v= _Za vi entonces h(v) = § a, h(u ).

i=0 i¢c?

1

h biyectiva y continua y h™' también; entonces h 'gh:S = S

continua y por 1.3.1 existe X € S tal que h-'gh(%) = %.

Asi g(h(%)) = h(X); h(X) € S. y h(X) es punto fijo de
g. Pero los puntos fijos de g sd6lo pueden pertenecer a €

pues si x ¢ €, g(x) € T y g(x) # x.

Observacion: g estd bien definida pues si x ¢ €, existe un
. : A - .
unico y € € que es el mds cercano a x (resultado conocido

que enunciamos a continuacidn sin demostrar).

Teorema 1.3.4. Sea € c R™ compacto y convexo y x € Rﬁ,
x ¢ L, entonces existe un dnico y € € tal que

d(x, §) < d(x, y) para todo y € . (Figura anterior).

gl

1.4 La existencia de simplejos completamente etiquetados, los
-

puntos fijos y otros resultados interesantes.

El Teorema (1.2.11) (Lema de Sperner) establece la condicidn
éra que existan simplejos completamente etiquetados; en este
?@c1so completaremos la equivalencia entre dicho lema, el teo
‘(ma de Brouwer (1.3.1) y otros resu]tados interesantes.

Teorema 1.4.1. Si 1.3.1 (Teorema de Brouwer) se cumplegenton

ces también 1o hace Teorema 1.2.11 (Lema de Sperner).
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Demostracién: Sea S = v%,...,v®, T una triangulacién y

A una etiquetacidn propia.

Construimos Ay = |F] = R™ de la manera siguiente:

& ve 1O Y Alv) # n, AT(v) = v“‘(‘)) * ”.

B X(v) = ny A_(v) = v°.

Si las coordenadas baricéntricas de v respecto a T son

{v. }7

vk k=0’

k
A
R k.
AT es continua, pues es afin en cada o € T y coincide en

las caras comunes.

Claramente si v € 3S, entonces AT(u) # v.

Ahora,sea o € T tal que no es c.e., tenemos que ¥ v € g,
AT(v) € 35, pues por lo menos hay 2 etiquetas que se repiten,
entonces v no puede ser punto fijo. Es decir, si no existie
ran simplejos completamente etiquetados,existiria una funcién
continua definida-de S en S que no tendria puntos fijos.

Por To tanto existe algin o en T que es c.e..

(Observacidn: La demostracidn se basa en que si suponemos que

no hay simplajo c.e. podemos construir un retracto de S en

su frontera.)
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Observemos ademds que si o € T es c.e. y consideramos
o, ¢: o —— S es biunivoca y bicontinua,pues cada
punto tiene coordenadas baricéntricas distintas, entonces
¢

: . -1, A
jo 0 3 U tiene que estar en o; como ¢ (v) = vy entonces

"1 .S —— o es continua de S en S y tiene un punto fi

0(0) =0 y VU eE o es punto fijo de 4.

Es decir, hemos demostrado que todos los puntos fijos de
estdn en algin o c.e. y cada ¢ completamente etiquetado respec-

to a A contiene algin punto fijo de A

Existen otros resultados queycomo el teorema de punto fijo,en
apariencia no estdn ligados a los simplejos completamente eti
quetados de Sperner; pero que si lo estdn y esta relacién per-

mite dar demostraciones constructivas de ellos.

Teorema 1.4.2. Lema de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewics (Lema

K.K.M.).

Sea S el n-simplejo unitario y para J C Jn definimos

- (x € S|xi >0 si i€J y x; =0 si i¢J}

§=1%...,v" con i - e', vector standar

Sean, para i = 0,...,n, Ai cterrados tales que S_C uU_ A,

B C ] .
n

Entonces S n (Q Ai) o
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Demostracion: Consideremos una sucesidn de triangulaciones
{Tm} de S tales que el didmetro de T, tiende a ceroy
sea A una etiquetacidn con la propiedad de que A(v) = J
si uj>0,u€Ajyu§EAk si k < j.

Vk =0 idimplica Av) # k y X es propia,entonces, por el
lema de Sperner (1.2.11),existe una sucesién de simplejos

{cm} A-c.e. cuyo diametro tiende a cero.

Como vimos al demostrar el Teorema.de Brouwer (1.3.1) existe
una subsucesidn {0¢(k)} tal que Ta sucesidn de vértices eti
quetados con i {v(i,¢(k))} converge a un punto v e S, es-

to es cierto para toda 1.

Como v(i, ¢(k)) estd en Ai para toda k y A, cerrado,

A
entonces v € Ai.

Todas las subsucesiones {v(j,¢(k))} convergen a U y enton

A

ces v € Aj para toda j = 1,...,n y S n (Q Ai) 0.

En realidad el Teorema de Brouwer y el Lema K.K.M. son tam-

bién equivalentes.

Teorema 1.4.3. E1 Teorema de Brouwer (1.3.1) se cumple si y

s6lo si 1o hace el lema K.K.M. (1.4.2).

Demostracién: Sean S y {AO,...,An} como en T.1.4.2.

Supongamos que T.1.3.1 es vdlido y sea gi(x) = dist(x, A, n S).

Construimos f : S — S de la manera siguiente:



43

x, * g, [(x)
f (x) = —_
1+.2,9,(x)

f es continua y por 1o tanto tiene un punto fijo x € S

entonces
_ X; +g,(x)
X, = —n
+
155095 ()
" n - X
Pero x € U A, - X € A. para alguna i
1=0 & i€

X,
= 1.

R S
1+,Z,9,(x)

Pero si gj(i) # 0 para alguna j no se podria dar la igual
dad y entonces gj(i) = 0 es decir Xx € Aj para toda j y

Sn(riwAi)#q;.

Ademds si x € S ﬂ(g Ai) F o, X punto fijo de f pues

gj(Q) =0 v j.

Supongamos ahora que T.1.4.2. se cumple y sea f : § —— §

continua.
Sea Ai = {x € S lfi(x) < xi}; Ai §errado.

B = (i ,....i}tcy y x S
0 k n
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Como j_Of(x)— B, * 1,

EXISTE i, € J tal que f, (X) ¢ X

1

A

= c .y
y X Aij-' entonces S; 5¢ A.,

Por T.1.4.2. Sn(nA) # ¢ o To que es 1o mismod y € §
tal que f(y) = y.

Volvamos ahora al problema econdémico que planteamos en el ca-
pitulo 0, el del modelo de equilibrio en una economia de in-

tercambio.

Podemos usar directamente el lema de Sperner para demostrar la
existencia del equilibrio sin recurrir al teorema de punto fi-

Jjo.

Teorema 1.4.4. Sea f : S —R"™ (S(n-1)-simplejo unitario de
R") continua y tal que p - f(p) = 0, entonces existe p'e S
tal que f(p*)< 0 y p: = 0 51 Fy(p*) < 0.

Demostracidn: Consideramos una sucesidn de triangulaciones

{Tm} de S tales que su diametro tienda a cero.

Para cada m wusamos la etiquetacién A de TI?1

tal que si
pE Tz, consideramos J*(p) = {k|P, >0} y definimos
AMp) = min {j € J*(p)lfj(p) < f.(p) ¥ k€ J"p)}. Entonces

el lema de Sperner (pues A es propia) asegura la existencia
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de una sucesion {om} de (n-l)-simp]ejos completamente eti-
quetados. Como antes, podemos asegurar una subsucesign

{°¢(k)} tal que las subsucesiones {p(i,¢(k)} de los vérti-
ces de Tos °¢(k) con etiqueta i converjan a un sélo punto

p* de S.

Para toda i y k., fi(p(i, ¢(k)) <0 pues la ley de Walras
(p - f(p)

son positivas (negativas) para todo p € §S.

0) asegura que no todas las coordenadas de f(p)

Por continuidad f(p*) < 0. Ademds también la ley de Walras
implica que si fj(p*) < 0, entonces p; =0 y por lo tanto

* . .
p equilibrio econémico.

Teorema 1.4.5. La existencia del equilibrio econdmico (1.4.4)

se cumple <= el teorema de Brouwer (1.3.1) se cumple.

Demostracion: Sea f : S — S continua y definimos

g:5—R™"  como

9(x) = f(x) - 200, v oxes,

g es continua y x - g(x) = x - f(x) - ilgéél X*x = 0,

entonces por T. 1.4.4, existe x* e § tal que g(x*) < 0 y

s gi(x*) < 0, entonces xI = Q.

*
* x"-f(x
f (x7) < ——rj£w—l x} i=1,...,n+1

*
X
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Si x: = 0, tenemos que fi(x*) € 0, pero como f(x*) e s,
* *
) =0y £ = 2E00) .

Por otro lado si x; > 0, como x* . g(x*) = 0, x; =0 y
g(x*) < 0, entonces gi(x*) = 0, es decir también

£, (xr) = 2RO .

i X*‘X*
Tenemos para toda i la igualdad, es decir

f(x*) = L*__gx_*l_ X *

X*'X*

*.f X*
Sumando Tas coordenadas tenemos que 1 = éi;fé;—l y en-

tonces x* es punto fijo de f.

Al presentar en el capitulo cero la aplicacion del teorema de
Brouwer al equilibrio econdémico demostramos que (1.3.1) impli

ca.(1.4.4).

Un problema mds complicado es el de establecer la relacibn en

tre el lema de Sperner y el teorema de Kakutani.

D. Cohen [1980] afirma que se puede demostrar el teorema de
Kakutani a partir del Lema de Sperner para hacerlo considera
una correspondencia ¢ superiormente semicontinua del simple
jo unitario en si mismo con ¢(x) no vacio, cerrado y conve-

X0 para toda x en S.

Dada una triangulacién T de S construye A, una etiqueta-

cion de sus vértices, de la siquiente manera:
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Suponemos que ninglin punto de T° es punto fijo de o.
sios = vo. vt a(vI) = .

Sea v € T. Existe un hiperplano T de R"™ que separa a

v de ¢(v); en la region en que esta v existen vértices
del portador de v. A v se le asigna la etiqueta de uno de
esos vértices. Dicha etiquetacidén resulta propia y por el le
ma de Sperner existe un simplejo completamente etiquetado. Si
ahora se toma una sucesidon de triangulaciones {Tm} de tal
manera que ninglin vértice de Tm sea punto fijo de ¢ y que

el diametro de Tm tienda a cero cuando m tiende a infinito.

Existird una sucesion de simplejos c.e. cuyo didmetro tiende a
cero. Cohen asequra que si x* es punto Timite de dicha su-
cesion entonces x* es punto fijo de ¢. Sin embargo el si-

guiente es un contraejemplo de esto.

Consideremos el simplejo unitario de R3 y F(x, y, z) =

(y, z, x), F continua y por 1o tanto superiormente semicon-

tinua. Su Gnico punto fijo es (%, %, %).

Consideremos la etiquetacion que propone Cohen eligiendo el

vértice de menor etiqueta que tiene la propiedad descrita.

La figura siguiente ilustra la etiquetaci6n en una triangula-

cion.
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El dnico simplejo completamente etiquetado es el de arriba
(con vértices, (0, 0, 1), (5, 0, &) y (0, 3, ). si refina-
mos la triangulacidn, cuidando de que (%, %, %) no sea un
vértice de ella, siempre obtendremos como Gnico tridngulo

C.e. al del extremo superior; esta sucesign converge al vérti

ce (0, 0, 1) que no es punto fijo de la funcign.

En el capitulo 3 demostraremos el teorema de Kakutani usando

un “lema de Sperner para etiquetacidn vectorial".

1.5. El1 Lema de Kuhn y el Teorema Fundamental del Algebra.

Existen otros :mas combinatorios con un papel andlogo al del

~ lema de Spernen,como desarrollados por Kuhn [/9é0]
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Este G1timo 1o utilizé para demostrar el teorema fundamental

del &@lcebra. Veamos como es éste.

En el plano consideremos una malla de cuadrados de lado h >= 0.
Si dividimos a lo largo de las diagonales de pendiente positi

va obtenemos una triangulacién K.

Para R real denotemos como Q = {z = x + diy|]x| < R vy

ly|] < R} y th es Qp triangulada con 8m> tridngulos rectan

gulos de base y altura h, donde R = nmh.

Consideramos th y f una funcidn continua del plano en si

mismo.

Si f(z) # 0 y f(z) = u + iv definimos arg f(z) como el

inico dngulo o tal que -T < a<T y coso = —4 _ y
YuZ+y?
sena = U: .
/u2+uz

f determina la etiquetacién A de 1la manera siguiente:

1 si -% < arg f(z) < % 0 f(z) =0
iz) ={ 2 si % < arg f(z) I

3 si - < arg f(z)

Teorema 1.5.1. (Lema de Kuhn). Sj f(z) = 2™ + a_ 2" +,., .+a
existe R tal que para toda m suficientemente grande, cada

th contiene un tridngulo completamente etiquetado respecto

a A construida con- f.
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Después de calcular que la R = 48 max]ak] +4 y m> % (n+2),
la demostracion se puede hacer con el mismo tipo de algoritmos
que se usan para demostrar el lema de Sperner en el Capitulo 2,
con la diferencia de que Kuhn introduce orientacién, lo que le

permite conocer el tipo de raiz que encuentra.

Demostraremos el siguiente resultado para relacionar los peque

fios tridngulos completamente etiquetados con ceros de una fun

cion continua.

Lema 1.5.2. Si 2,2, y 2z son tales que A(z ) = k,

3 k
|f(zj) - f(zk)]§ e para j, k = 1,2,3 y e > 3, entonces
Ifz,)] < 2 .
Demostracion:

Las regiones
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La region sombreada A es {w = f(z)|x(z) = 1,y d(w,Rz) < ¢

y d(w,R)) < e},
Entonces para z € R? tal que f(z) € A

Sea a tal que % = sen %, tenemos que a=> |f(z)],

entonces —S5 > sen %
| f(z)|
y |f(z)] < —£— = 2
I vV
sen

Lo mismo se puede argumentar para las f(z) que caen en la re

gion de etiquetacidn 2 y 3 y que distan e de las otras 2 re

giones.

En un conjunto acotado del plano la continuidad uniforme de f
asegura que tridngulos pequefios z, z, 1z, se transforman
en tridngulos pequefios f(z1) f(zz) f(z3) .

Por 1o que si se encuentra un pequefio tridngulo completamente
etiquetado z, z, 1z, tendremos un pequefio tridangulo
f(z,) f(z,) f(z,) 'y cualquiera de los puntos de z,z,23

serd cercano a un cero de f.

Entonces podemos demostrar constructivamente el Teorema Funda

mental del Algebra.

Teorema 1.5.3. Sea f(z) wun polinomio ménico de grado n con
A
coeficientes reales, entonces existe al menos 1z tal que

f(z) = 0.



52

Demostracidn:
Consideremos A determinada por f y sea R = 48 maxlak[+ 4.

Para m suficientemente grande. Sea z1(m) zz(m) za(m)

el tridngulo completamente etiquetado en con R = mh.

U

fComo th es compacto existen subsucesiones convergentes

k
f es continua,entonces f(Z) = 1lim f(z.(m, )), pero por
mk > itk

Bis . 2

{zi(mk)} al mismo punto z. Cuando m — h, — 0.

Iz (m )] — 0 y f£(2) =0

Es claro que para demostrar constructivamente el teorema de
Brouwer para una funcién continua en C compacto y convexo
del plano se puede encontrar la R apropiada de tal manera

ﬂye QR contenga a [ y que exista un tridngulo c.e.

Para cada m sdficientemente grande en th si se usa la
;iiquetacién:de Kuhn correspondiente a g(z) = z - f(z), los
tridngulos completamente etiquetados de 9, estardn relacio

nados con puntos fijos de f.



53

CAPITULO 2

LA BASE DE LOS ALGORITMOS SIMPLICIALES PARA CALCULAR PUNTOS
FIJOS: UNA DEMOSTRACION CONSTRUCTIVA DEL LEMA DE SPERNER

Este capitulo consta de 4 incisos.

En el inciso 2.1 se da una demostracidn constructiva del lema de
Sperner como aplicacidn de un algoritmo al que 1lamamos "puerta
de entrada puerta de salida". En el capitulo 1 enunciamos el le
ma de Sperner (1.2.11), que establece las condiciones, para la etj
quetacion de una triangulacion T de un n - simplejo, que ga-
rantizan la existencia de un elemento de T con todas sus eti-

quetas distintas, simplejo c.e.

Las 2 propiedades combinatorias en que se basa el algoritmo son:

a, Una faceta pertenece a 1 6a 2 n - simplejos de T,

b. Un n - simplejo tiene 2 facetas c.e. 8 ninguna.
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En el inciso 2.2 se ven algunos resultados relacionados con la
cercania de los puntos de un simplejo c.e, con los puntos fijos

de una funcidon continua.
E1 inciso 2.3 trata sobre las triangulaciones.

Uno de Tos problemas mids importantes para implementar el algo-
ritmo en una computadora es conseguir una triangulacidn cuyos
vértices puedan ser generados segin se necesitan. De este tipo
es la de Kuhn, fué Ta primera en usarse y ha servido de base
a muchas otras, en este inciso se describe dicha triangulacion

y algunas otras relacionadas.

Por G1timo en 2.4 se da un algoritmo en lenguaje Fortran y algu

nos ejemplos.

2.1, Demostracion del lema de Sperner.

Cada algoritmo simplicial para encontrar wuna aproximacion a

[ un punto fijo de una funcidn continua, es wuna demostracign del

lema de Sperner que encuentra un simplejo c.e. La clave de es-

tos algoritmos son 2 propiedades de las triangulaciones etique-

tadas en forma entera.

La primera estd establecida en la definicidén de triangulacién
(1.2.3) y es aquella que afirma que una faceta de T pertenece

210 2 simplejos de T.

La segunda propiedad se refiere a las etiquetaciones y la esta-

blecemos en la siguiente proposicién:
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Proposiciéon 2.1.1. ("Dos 6 ninguna").

Sean T una n + 1 triangulacidn y x:7°% » Jn », Si 0 €T es
tal que tiene una faceta T completamente etiquetada entonces

tiene una Unica faceta +t1' distinta de T tal que es completa-

mente etiquetada.

La demostracion es inmediata.

3 i+ i i+
Si o= v .. VvVt WP U y 1 es Ta faceta opuesta
a v', existe una dnica v’ € 1® tal que a(v') = A(v), en-
tonces la faceta ' opuesta a vl, n - cara de o distinta de

i es X - c.e., cualquier t"€ o, " #1' y 1" # 1

tendrd como conjunto de vértices a
(t)°- (U U {v3} con U # vl y A(_Ui) = )\(uj),

entonces Tt" tiene etiquetas repetidas en vt y en vuJ

p
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La idea de los algoritmos para encontrar un simplejo de Sperner

o o 1

es construir una "cadena c.e." T , o , T ,... hasta encon-

trar al »n - simplejo c.e. buscado.

Hay distintas formas de proceder usando las 2 ideas claves; una

de ellas, la que desarrollamos en el trabajo,es la siguiente:

Sea S triangulado por T, cuyos vértices tienen una etiqueta-
cion entera y consideramos S x [0,11. A éste lo triangulamos
con T' de tal manera que las facetas que estdan en S x {1}
coincidan con T; y una etiquetacion X' de los vértices de T'
tal que en S x {1} coincidan con A; si la etiquetacion A'
de los vértices de T' es tal que usa el mismo conjunto J_ de
etiquetas y se cumple que existe T completamente etiquetada
en S x {0}, podemos empezar nuestra bisqueda en T, Y seguir
el camino de una faceta c.e., a otra también c.e. y ver si pode-
l mos 1legar a una faceta c.e., en S x {1} pues ésta seria el

n - simplejo de Sperner.

~ Consideremos la figura siguiente:
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Si empezamos el procedimiento con el n - simplejo de S x {Q}
sefialado con una flecha entonces regresamos a S x {0}. Si lo
empezamos con el que tiene 2 flechas 1legamos a S x {1} hasta

un n - simplejo c.e. que estd asociado al que buscabamos en T.

Para precisar esas ideas y llegar a cdho,con la hipotesis de

Sperner, podemos encontrar el n - simplejo buscado, veamos el re
sultado siguiente que nos dice cuales son las posibles trayecto
rias que puede construir nuestro algoritmo. Es ésta real-

mente la parte constructiva de la demostracidn,
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Proposicion 2.1.2. (Principio de puerta de entrada - puerta de

salida).
Sea M un (n + 1) - poliedro con una triangulacién T y A: T°-»Jn.

Dado T € T®,A - c.e., existe una cadena mixima de facetas c.e. que pa

sa por T _ . Esta cadena es (Unica excepto por el orden.

La cadena puede ser finita y entonces empezar y terminar en 3T
0 ser un ciclo, es decir regresar al n - simplejo por el que
empezd y repetir en el mismo orden una y otra vez cada uno de

los n - simplejos de la cadena.
Demostracidén: (Algoritmo bdsico Lemke-Scarf)
E1 algoritmo es la base para construir la cadena de T

Paso inicial. Dado t_ consideramos a_ € ™1 tal que

n «
i €0 sea 4 = 0.
o o

Paso pivoteo. Por proposicipn 2.1.1 ("2 &8 ninguna") existe un

@ . n
” €
unico T, . # T tal que Ti41 ©S A c.e. 'y T, o,

Criterio de terminaciomn. Si LIV € 3T, termina la cadena.

Paso de induccion. Si LI & 3T, por definicidén (1.2.3 i.i.),

9 n+1 - . -
existe o, . en T Unico tal que Oie1 7953 Y Ty esta
en 02+1. Hacemos £ = 4 + 1 'y regresamos el paso de pivoteo.

Vedmos écual es el resultado del algoritmo?. Consideremos pri-
mero la posibilidad de que i € 3T ; entonces cada paso esta

completamente determinado.
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Como T es finita, la Unica forma de que el algoritmo no termi-

ne en un nimero finito de pasos es que haya repeticiones.

"
—

- Supongamos que existen k y 4 distintas tales que T 5

N
ik
—_

- ysea k la primera vez que ocurre esto, es decir 3 jo *

‘.‘Asi‘ L, {<k con £ ¢ §= T # T observamos que el algorit-

" mo no permite que i, = E-1.

E1 algoritmo construye la siguiente sucesion

(,TO’OO)_’ (T1,01),...,(Tjo,0j°),.

("%-1'%-1), («* %), ...
~donde T, ¥ T, SOn n - caras de o, y T,,, e n - cara
c’i e CIi+1
= = P> — =
T i, Y 4, 0, entonces o , P
o- ., =0, . Si 4§ =0 sb6lo es posible este Gltimo caso.
k-1 jo o
By © 501 ¥ i > 0, como Tt es una de las caras
=ic.e. de Oy ¥ ¢ = Tjo , la otra cara c.e. tiene que ser
_y» ©s decir LS absurdo pues 4 -1 y k-1 son menores que %
o— = X —, = . [ B~
= 1 Gyt entonces T4 Tjoe1 PETO Jo.4 Y R -1

rnor'es que k absurdo.
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terminar en un nimero finito de pasos con un »n - simplejo en
3T. No puede haber otra cadena asociada T, s Pues en el dltimo
simplejo en que las cadenas coinciden existiria una faceta per-

teneciente a mds de 2n - simplejos de T.

Supongamos ahora que 1 ¢ 3T. En el paso inicial podemos elegir
como o a cualquiera de los dos (n + 1)- simplejos de los que

T, s n - cara. Elijamos a uno de ellos,si la cadena no se re-
pite es finita y el algoritmo termina en un n - simplejo T de
8T. Si ahora 1levamos a cabo el algoritmo iniciando en T es

claro que estariamos en el primer caso y la cadena asociada a =
termina en un n - simplejo de 3T distinto de 7T; pero la cade

na asociada a T pasa por T, entonces es también la asociada a

excepto por el orden de los n - simplejos.

il .. § 0T se puede obtener una cadena con repeticiones pues
lay una posibilidad de hacerlo y es que para a]gvuna > 1
== Y entonces la cadena es un ciclo. ET argumento de que

a cadena es {nica es el mismo que cuando T, € oT

jemplos:

‘ o o ) o 4 { o o
4 1 ) /
TS 4~ /l
T = o =) 1 ° ol ° A
1 I OB
~ / - | L/
,1___17 iG> o ol - 1] A -

’
A~ q
" B

W ,

e b l\ / /

, = //*/ A /5
/ ‘ £ S / g
BV [ = ‘

il 1. @ o o b7 4

=
bj
o
AN
4
. e
4~>L<Q\
/ \\
Q 0 h 4+
O

X T =
\—\_
= =
> |
3
i
9
e ™
~
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T, - WO 1,2
T, = ol 2 3
Ty = vl ov? o8
T, - 2 pf
Ty = v y7 8
Ty - US v7 VB
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o
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&

-
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-
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<]
0 1
o
o

X punto (0, 0}
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 Ejemplo: Sea D =[0,1] x[0,11 y 4: 0D > D definida cémo

o Ax
[ 1Ax] |
1

4 (x)

B! . 2w . L
Usamos la triangulacidon de Kuhn que se describe en el inciso

- 2.3 y etiquetamos T° de acuerdo a x - 4(x). Si empezamos

el algoritmo o = 7o 92,
0 0 0
i =(_05 ), o =(.150) 1 v? ={.150) , entonces
+150 .150 <250

M) = 0, A(v') = 14 A(v?) = 2,
fispués de 17 iteraciones, salimos-por la frontera

D x {1}.

servacion: Si x es el baricentro de v° u' vZ, «x =(.3167)
: 3167 o .6832
Sea X ={ } ) I Ix-'é(.x),‘l | = v0-43
.6832
.3139
| punto fijo de 4§ ~calculado en Matlab es ( J'
M .6861
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Pasemos ahora a la demostracidn del lema de Sperner, tengamos pa
ra ello presente su enunciado preciso (1.2.11). Si S es un

n - simplejo triangulado por T 'y ) es una etiquetacién propia de
T°, entonces existe o € T que es c.e. Donde la definicion de que la eti-
quetacion es propia (def 1.2.8) quiere decir que A(v) = k implica que la

k - ésima coordenada baricéntrica de v respecto a S es distinta de cero.

La siguiente proposicion nos garantiza la existencia de una triangulacion y

una etiquetacion auxiliares.

Proposicion 2.1.3. Sean S wun «n - simplejo, T wuna triangulaciéon de S

'Y X una n - etiquetacion propia de T, entonces existen 7A', una triangu
lacion de S x [0,1] y 3:, una etiquetacion de ’1:, tales que (T)"ns x [1]

coincide con T3 X | (Sx {1}) nT° coincide con 1, hay una dnica fa
ceta A -c.e. en S x {0} y todas las demis facetas A - c.e. de d T es-

tainen S x {1}

Demostracion

S = ... WO y
o

vi= (v', 0) para £ =0, . n
En general
By - v RRVEVAS vl

es claro que los (n + 1) - simplejos {oo, R on} triangulan a S x T,
pues S x I es la union de ellos, cualesquiera 2 de esos (n + 1) - simple-
Jos se intersectan en una cara comin y cada faceta pertenece a 1o mas a 2

[+ 1) - simplejos.
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- Estamos 1lamando oj al (n + 1) - simplejo que tiene como

vértices a (v£,01 con £=>4 ya (vk,l) con k< j.

~ Consideremos S x {1} triangulado en forma andloga que S, es decir

con los n - simplejos de la forma o x {1} con o€T. Llamemos

T, a esta triangulacion, entonces T‘; = {(vk,ll €S x {1}V e T,

~ Triangulemos a ¥ de la siguiente manera: oj contiene 1la

j - cara de S x {1} con vértices {(ve,1),... (uj,l)}; es

~ta 4 - cara tiene una i - triangulacidn inducida por Ty

Consideremos cada uno de estos j - simplejos y agreguemos los

BT - j vértices o, 3" .. 0P para convertirlos en (n+1) - simplejos,

- para cada j esa coleccidon de (n+1) -simplejos, Tj s triangula a oj .

~

Sea T=ufj. T -triangula a S x I.
j

e ST, o, tiene como faceta a S x {0} .

finamos X :7° - J_ como AvE, ) = A(WE). T y A tienen

las propiedades requeridas, pues todas las facetas en aT, que son c.e.,

stan en S x {0} 6 en S x {1} » por que A es propia.

Co

Sxros(1 y 154 Sxte,11y T
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apliquemos el algoritmo 2.1.2 empezando por la faceta T, T
Sx {0}, que es por hipdtesis A - c.e., X es propia y termi

naremos el algoritmo en una faceta Tt A - c.,e. de la frontera

-~

T, distinta de T,» Pero Tt estd en S x {1} y entonces

es de la forma o x {1}, con o el simplejo buscado.
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La siguiente figura ilustra el algoritmo

lota! Si empezamos el algoritmo por otra faceta T, de T en

{1} que no sea la que estd en la misma cadena de S x {0}

erminaremos de nuevo en una faceta T, €S x {1}.

A . co-
- c.e. vy T, 7 Ty Ty # T Tanto T, como T,

responden a 0, ¥ 0, n- simplejos completamente etiqueta-
s de S tenemos entonces la siguiente proposicidn como un co

lario de 2.1.2.

posicion 2.1.4. Si S est] trianguladgQ por una T arbftré
1y X es cualquier etiquetacidn propia de los vértices de

entonces T tiene un nimero impar de n - simplejos comple-

ente etiquetados.
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2.2. (Que tan buenos son los simplejos c.e.?

|
|

Si unimos la demostracidn del lema de Sperner a la del teorema

de punto fijo de Brouwer, tendremos "casi" una demostracion cons
tructiva de éste G1timo. No es totalmente constructiva puesto

~ que tiene un paso al limite.

$i se trabaja con una triangulacion suficientemente fina, se en
cuentra un pequefio n - simplejo completamente etiquetado, con
cada uno de sus puntos con la propiedad de ser cercano a su

~ imagen, como se afirma en el teorema siguiente.

fﬁore-a 2.2.1. Sea 4: S-S continua, S el n - simplejo
unitario de R™', entonces dada e > 0, existe & > 0 tal
que si T tiene diametro menor que &/n Y o es un simplejo
de T completamente etiquetado respecto a A (donde A es
la etiquetacion del teorema de Brouwer T 1.3.1), entonces

para toda v € ¢
[14(v) - u||max < e+ n diam (T)
mostracion :

§ continua en el compacto S, entonces es uniformemente

ontinua y si e' = %, existe &§'>0 tal que si x y y cum
len con []x - y[lmax< §' se cumple que |]|§(x] - 6(y)||max<e1
T con diametro menor que 6§ y o€ T, o= ... ", ic.e,

nde 1a j de v corresponde a su etiqueta.
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i

. 5 _ i -
tonces para < = 0,,..,n como Vist 6i+1(V I >0 5 si

'€ 0 tenemos

i . i >])

Vigr 8iaa (V1 = v vy by (v - g L)
i i
MU RN A
i i 11
Vier T Vigrtbipqa VTl - 6y (v) > -8
>-n<§1m-:1
B ( fn y 4> 4
L _ = i) S T
Biea V] = vig = Vit b vl - 6y, Lol
j _ ] _yJ
* ui+1 6i+1(V ) < i+ vi+1
+ 6i+1(vj)-6i+1(v)< ' +el<n (61 + el
= n
W n n n
E fpaq (V=1 LT - 2 v) - 01 - 2 5i(vnl=li>i1.5i(v)-(ui)|
<-§l( (v) - J<n 6 +n €' =e+n diam (T)
'i:—‘l 6; Lv vy n g = .
. PR )
onces si 8 =n 8 , ||4lv) u||mx <68 (e) +¢

3owman y S. Karamardian[1976] dan una cota en norma euclidea-

|1§ix] - x|| < (/ATRFTTTZ (8(e) +€)
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Nos queda una duda: épodria pasar que el punto es cercano a su

imagen, y lejano a un verdadero punto fijo como se ilustra en

P X1
Px)

inico punto fijo, X punto cercano a §(x) pero lejano a X

iado",es decir se comporta casi como punto fijo, entonces es
ercano a un punto fijo. Esto ademas es Gtil para algoritmos
e abandonan a los simplejos etiquetados y van encontrando pun

tales que distan muy poco de su imagen.

Sea §: S+ S continuay F = {x€ S| §(x)=x}.
e >0 existe &6 >0 tal que si |x-§(x]| <8,

€N (F) = {x €5 | existe y€F con |x-y| < e} = s BlY, €)
fhstracién:

;ﬁbg(xl = |4(x) - x| , g continua en S. Dada € >0
NS(FL compacto, por lo que g alcanza un minimo en S - N_F).

2
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Sea & ese minimo, si x es tal que |x-4(x]| < &, entonces
x € NE(F).

Los siguientes resultados también nos hablan de que tan "bue-

' nos" son los simplejos completamente etiquetados.

:Ieorea 2.2.3. Sean Ao,..., An, subconjuntos cerrados del

n - simplejo unitario S y A etiquetacifn entera de S ; ta-
les que cumplen las hipdtesis del lema K,K.M. (Teorema 1.4.2.).
Entonces dada e > 0 existe & >Q, tal que si T es una
-friangu]acién de diametro menor que & y o en T es comple-
tamente etiquetado se cumple:

o CN (A), donde N (A) =uU Bl(x,el y A =naA, .
€ € YA i

Demostracion: Sea g (x) = dist (x, Ayl =
= min |x-y|. Estd bien definida,pues
yEA.
1
A, compacto y d(y)l = |x - y| es continua en A, -

§ea g(x] = max gi(x)w.
1

- NE(A), es cerrado por lo tanto compacto y g continua en
%- N (A) » 3 8>0 tal que 6§ = min g(x)
. - x€S - N_(A]

§upongamos que diam (T)< § y que o €T es A - c.e. Si

= .0, Ve, ¥ x €0 dist (x, A;) < [x-v] <6

para toda 4. Entonces glx] < 6.
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Por 1o tanto se tiene que x € NELAL
Teorema 2.2.4. Sean S el n - simplejo
§: S > S continua, F = {x S| §(x) = x
cion usada en 1.3.1.

Dada € > 0 existe &§ >0 tal que si T

cion con diametro menor que & y o€ T

ces o C NE (F]

Demostracion

Para 4 = 0,...,n, sea A, = (x€s | .
cerrado.

] C {0,...,n} = Jn, J#4¢, S como
8,20 ¥, €7 y X, =0 si 4 ¢ 7.
Supongamos que para toda k€ J «x € A, e
B keI, o, 0y X, < (X

Es decir «x

y oc NE(A].

. . +
unitario en R"*!

’

} y X 1la etiqueta-

es una triangula-

es X - c.e.; enton-

en 1.4.2.e.dsix€ Sj,

ntonces «x (x)

<4
k+1 k+1

tiene todas las coordenadas menores o iguales que

§(x) y al menos una coordenada estrictamente menor, absurdo
pues x y 4(x)] estan en S.
Por 1o que «x € A, para alguna k€ J y Sj C{:SAi. F =

n Ai Yy X es la misma etiquetacion que en 2.2.3, por lo
que dada € > 0, existe & >0 tal que si T es una triangu-
lacion de S con diametro menor que & y o € T es simplejo
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completamente etiquetado, entonces o C Ns (FL.

Es decir cualquier punto de un simplejo completamente etiqueta
do es cercano a algin punto fijo si la triangulacidn es sufi-
cientemente pequefa.

2.3. Triangulaciones

‘Quizd el problema prdctico crucial, al implementar el algoritmo

en una computadora,es la eleccion de la triangulacidn.

Es impensable guardar todos los vértices de una triangulacién

con diametro muy pequefio en la memoria de la computadora y mani

pularlos para encontrar los simplejos de que habla el algoritmo,
por ello resulta muy importante contar con triangulaciones para
las cuales sea facil pasar de un simplejo & a otro adyacente,

es decir que se intersecte con o en una faceta comin.

Es frecuente empezar el algoritmo con algin simplejo (de la di-
- mension adecuada) e ir generando, por algiin método sencillo de

pivoteo, los vértices que se van necesitando.

¥ .

F;Una de estas triangulaciones es la introducida, para calcular
puntos fijos, por Kuhn [1968]. Consiste en la malla de hipercu
bos cuyos vértices son los puntos de R"™ con coordenadas milti
‘Iuplos enteros de &, un ndmero real positivo suficientemente pe
quefio, fijado de antemano. Ademas cada hipercubo dividido de
‘una manera que describimos para cuando n es 2y 3y luego es

‘tablecemos en general.
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n =12 dividimos cada cuadrado por la diagonal de pendien-

te positiva.

Qs////u~

i v
a el cuadrado % v v? v3  tenemos Tos simplejos v ol V2
o3
rtices del primero los podemos describir cdmo vo, vt = O
v2 = v1 + 3 e2
, 3 *0 * * *2 *1 1
del segundo como v = uo, ot = 0% + 502 0% = 0t 4 s el

pensar en las dos Gnicas permutaciones de {1,2} y Tla-

[ a la identidad y H2 a (1 2) , entonces
2 1
. I NERN

1)

P S

<

S

IL () 2 w1, T (2)

%,

U0+ ed ¢

r simplejo lo denotamos como [u°, HJL y al segundo co-
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Si n =3 tendremos dividido cada hipercubo, con vértices

w0 u’..., u7, en los seis simplejos siguientes
vs L :
q
1[ ! uau1u2u3
| = 2 uo‘v1v4v3
o +
| 3 uou7u2u3
R o el . WJa?
o e 4 v v7 8 3
\\ 5 v0u5v4v3
b o o 6.‘ v° vs v6 v3
E? pensamos en las 6 permutaciones de {1,2,3} l'I1 = id,
B 123 . (123 - (123 (123
L=, =G, L=Gih,n-q23,
(3 2 7)

odemos ver que, para f=1,...,6, el simplejo 4 es (vo, II, )
0

% ]
s decir el simplejo 0% O' 02 3 con 4O - w?, g -
Y ~ ) (&)
B ol , 92 =0V 5 5 eij y 03 =0%+5 enj )

“}cs ny n - simplejos correspondientes a las n' permuta-
ones de {7,..., n} es decir si u° es el vértice de dicho
percubo con coordenadas menores o iguales que los demas, en-
B [ v°, N] denotard el n - simplejo v°...v" donde

vt 4 5 TG para 4 =1,,..,n.

sicion 2.3.1. E1 hipercubo ¢ de la malla que tiene a

como vértice con coordenadas menores & iguales que los de-
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mds estd dividido por los simplejos [v°, ] y cada pareja

de dichos simplejos se cortan en una cara comln o son ajenos.

Demostracion:

Sean x € ¢, para 4 = 1,...,n, mi=[51-1 \19=6mi y la

permutacion I de {1,...,n} tal que

. _ o _,0 - — 1
xﬂ(i) V(i) >xn(i+” Vi(i+1) Para < I,...,n-1; es claro

_ 0

Sea o = [vo,II] » demostraremos que x € g.

%ﬁnamos a, = s, @41 =0 ypara j=1,...,ny k- 0,50,
_ 0 - a - o

s =X,n(j) UII(j) y Bk k - k+1 , entonces

€. . 3 o N = [ _ =

e v .z, 8 =3 GeZo oy = opyy) = 5 (o &gl = 1

A n . n
1 vector jEO B v)  tiene como coordenada M(k) a jE

’ij.=§eu° +6(§B)=
0 73 "(x) 3o ¥ “M(k) j=k 3

2 o, - a, _ 0 _
s *tc I _JT_Jﬂ T VIky %k T %1 T
N0 & 0 = Q -

Mix) * %% = Vo)t gy VII(x) L= xp

d = J : (e}
decir «x jgo Bj V' y X € 0. Si x est§ en o, Bj>0 Vj.

gamos que x estd enel interior de otro simplejo [ v° , ']
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Tenemos que
W'y T By 8 Vit 6 B = vh Gyt Sl 8.8 >0V,
Por otro lado

e TV Gen * 0 sEg 8y

M (541 ~ U?]'(j«-l) S gyt ”ﬁ'(j)

Entonces M=M' y x estd en el interior de un s6lo simplejo

| [vo, II]. Por 1o que 2 simplejos de este tipo son ajenos o se

cortan en una cara comin.

Sabemos que la malla de hipercubos cubre a R® Y que cada pare-

ja de hipercubos se cortan en caras comunes 6 son ajenos; éste

hecho junto con la proposicién 2.3.1 demuestra que cada pareja
de elementos de K(8) se corta en una cara comin (tomando al

conjunto vacio como una cara de todo simplejo).

Por otro lado una faceta no puede pertenecer a mas de dos n -
"simplejos, pues cada faceta T determina un subespacio afin
de R" que divide a éste en 2 regiones ajenas; cada »n - sim-
‘plejo del cual t sea faceta estid contenido en una de las 2
regiones cerradas, si hubiera 2 n - simplejos de este tipo en

una misma regidon tendrian puntos interiores en comin, absurdo.

Tenemos entonces que K(§) cumple todas las propiedades de

triangulacion excepto la de ser finito.
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Una coleccién M de subconjuntos de R™ se 1lama localmente
finita si para cada x € |M| existe una vecindad tal que cor-

ta a |M| unicamente en un nimero finito de elementos de M.

Podemos generalizar el concepto de triangulacidn, cambiando la
exigencia de finitud por la de localmente finita. Es claro

que K(8) es localmente finita y tenemos demostrado el Teore-
ma 2.3.2.

Teorema 2.3.2 K(&) es una triangulacién de R".

El resultado 2.1.2,que es la base principal de este tipo de
algoritmos (P.L.),se puede modificar para estas triangulaciones

mis generales y entones la cadena obtenida puede ser una trayecto-

ria infinita que pasa por T, C.e.

|}
A r
) ! | ! | l xl l ,
s 7| B4 1. [ /( 7
( I 5 . < Ve ! *I - i
- I AT TR AR T M TR P T
o o © [=] 2] o 1 4 1 7z -
. - Pr— i v 7
/10 o =] 1o o o™ 1 i T
s ') 5/(1 A R
—_— - pg . /—- — -
= o o o () [ (o) ) o o 7
el ¥ 2‘/-\ 4 * ¥ #
-_— — p— — — p A — - =Y -
ES 1 [y 1 '°/° o o
3 7 )
B —— 7 _\NA * B T -
=4 7y 28 1 %0 ,,° 0 20 0
. V2 ) 1
L AT A T :
§
) 1oX ) ) \
|

Dado o € K(8) y 1t wuna faceta de -0 existe un procedimiento,

al que se 1lama pivoteo por reflexidn, para encontrar el dnico
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simplejo o tal que o nNnogo = 1.
El método consiste en 1o siguiente:

Se ha establecido un orden entre ios vértices de los simplejos
a través de la permutacién II; si ademds tomamos como siguien
te de v", denotado ™! , a v® y por lo tanto como anterior
de ° a vt , entonces cada vértice vJ tiene un siguiente
j+1 =1

v y un anterior v

Consideremos o = v°. . .v™, con el orden anterior y sea T

la faceta opuesta a e Pensemos en el paralelograma que tie
ne como vértice a vjy lados paralelos a (vj'1 - uj) y a (uj+1 - u%

Al vértice diagonalmente opuesto a vl en dicho paralelograma,

lo denotamos como u?, t y U7 determinan el simplejo de

K(8) que estabamos buscando como se establece en la proposi-

§ion 2.3.3.
La formula para 9 es
Gj e N (Uj+1

SERTED R VR LTS S Y & U R

Proposicion 2.3.3. (Pivoteo por reflexidn).

Dado o = v®...v? ... v" en K(§] y 1T 1la faceta opuesta
p , si los vértices de o estan ordenados de acuerdo a
Ny F - KT e 0% L K entonces 5= w0 ... oK. .. W0

es el dnico elemento de K(8) distinto de o que tiene a =

como faceta.
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Demostracion: Supongamos k #0 y k # n

k-1 k k-1

k+1 k-1 k k olllk+1) v N

=y + v - v = v+ 4

Denotemos M a la permutacidn que resulta de aplicar la transpo-

sicion k < k + 1 seguida de la permutacign II

S AP LGS PR L IR | 183
N S (S DI K1 e s MO g Moty | k-1 RGN sell0)
s (g g el o GO Ty s elltetD)
ara j = 1,...,n, j 4k y f# R+ 1
LA AP (E DR ES TN (3
onces o = [vO 0]
k=n. 5=4u2...%°
V2 + e . o2 & =1 (v 1 4+ & en(n))
- o . eﬂ(n)
B - 0y g Tl
nsideremos la permutacion w(j) = § -1 si j#1 y o(1)=n

definamos 1 Mo ¢ .

yrdenemos los vértices de &
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n general para j # 0, ud = 3!
B - 0 = 57+ I 50, 4 Gl
;j+1' .Uj = Uj-1 + 8 en(J) = 3] + 6 en(j+1) i

ntonces o = [v°,0].

or G1timo,supongamos que k =0 y & = v° v'...v

= v+ y? 0 v+ 6 eH(1{

 .v' ,» entonces
) = A
= vl + § eH(J+1) = UJ + 6§ eH(J) -

A
= 9371 + 5 N3

lo que G =1(0°, M] como queriamos demostrar.

4 )
pivoteo de cada uno de sus vértices 3.

]

#n

siguiente tabla resume, para un simplejo (v, ), los efectos
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L+1 si L #n
1)

i =0 v+ e M, ¢ con ¢(i)

. (M(i) si 4i# 4 y 4# 4+
0<j<n v My o con ¢(i) f

=] §+1 si L=7
§ Si L= 4+1
L-1s1 L £1
i = n v - § gBind My ¢ con ¢(i) =I

Para finalizar este vistazo sobre K(&) ilustremos mediante el
siguiente dibujo la posibilidad de generar a partir de un simple
0 dado, por ejemplo [0, Id 1 , con un nimero finito de pi-

T'aos por reflexion cualquier otro elemento de K(§).

o1 / /
2 1 3 2 (|

U
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Otras triangulaciones

Para construir los simplejos de K(7) se van sumando Tos vecto
res canonicos siempre en sentido positivo y seglin alguna permu
tacion, se podria pensar en darle a cada vector candnico un
signo, no necesariamente positivo,y sumarlo segin la permuta-

- cidn,pero con su signo.

Es claro que si a todos los vectores candnicos les ponemos el
signo negativo engendrariamos de nuevo a K(1); pero si a unos
el positive y a otros el negativo podriamos obtener distintas
triangulaciones. Por ejemplo si n = 2 y a e' le asociamos
el signo positivo y a e el signo negativo obtendriamos 1la

triangulacion siguiente:
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. % . . 5 = . 1 .
Se obtendria la misma triangulacion si a e se le asocia el

signo negativo y a e? el positivo.

= 3 tenemos mis posibilidades, usemos un vector de sig-

jos s € {1, -1}3 para indicar que e? se suma multiplicado

u! I"
q
4 [
v : o3
|
| 1
v, SRS
/
/
vt vt

Para S, = (1, 1, 1] y S, = (-1, -1, -1] tenemos la misma

la en que parte K(§).

temos como [v,T, 8] el simplejo con vértice inicial v y

e

B! . Sj 3 eH(J), entonces las otras divisiones son:

; 1)y Sy = (-1, 1, -1) tenemos
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Para 37 =
U4 U3 \)2 =
U4 \)1 VZ =
VG V7 U2

V6 U3 V2 =

<
<
<

n

=
<
<

n

que pertenece v,
fa la forma:

£
{

—
L
-
—~

— —

w N ~N N

~N
w N

e signo, teniendo cuidado

3
5,

a todos los vértices el mismo vector
de que los simplejos resultantes se

ntersecten en caras comunes.
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37]

por ejemplo si

= (-1, -1, 1)
= g, 41 2
- 02, (S
- v (g
- 17 (;1
SER
AT

n =12 la triangulacion ten-

)

oy

3
3)!

38]

Sgl

1a triangulacion muy usada es dar el signo segin el cuadrante
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1 12

01 ‘[(1, 1), [2 1), (1, 1)]
v, 1, n=0 4, s-0, 1
] 12

02'[‘7, 2), (1 2], (" '11.]

Los vértices de los ejes distintos de (0, @) pertenecen a 2
jadrantes,por 1o que existen dos simplejos con el mismo vérti-
e inicial y la misma II y que s6lo difieren en el vector S,

or ejemplo O3 ¥ 04

B 12

03-[(0, -2) » (2 ’) » (1, —1)]
- 12

o, =00, -2, (b B, (-1, -

(0, 0) pertenece a los cuatro cuadrantes, tenemos cuatro sim-
lejos con las mismas v y T y distinta S.
R

=000, 00, 5, v, ey =100, 0, U, -,

p=Lio, 0, (3o, 1, e =tt0, 00, (1Eh, (a1, o1

)dd considerd una triangulacidén de R™, en la que toma los vér-
ces iniciales entre aquéTlos que tienen coordenadas multiplos
pares de & y cada umo deellos es inicial de 2"x n! n - sim-
I.os . A estos simplejos se les denota [v, T, S, con I wuna
rnutacion de n elementos y S en {1, -1}". Esta triangu-

cion es J(s).

e = 2 J(8) es como en el dibujo
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‘demostracion de que 7J(&) es una triangulacidon es totalmen-

andloga a la de K(&) . Ver Todd [1976].

a2 J(8) el método de pivoteo para todos los vértices vl es
reflexion rectangular respecto a la 2-cara paralela a (ui=1,u3+1)

la convencién de que n + 1 = 0 yo-1 es n).

§#0 y j+#n, como antes

n
<
=}
o+
~N
<
=]
i
1]
b+
=}
|
~N
<
=}
]
-
1
<
=}
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La tabla de pivoteos se da a continuacidn.

Sea [v,II,S] que se convierte en [u1, II1, S1] después de pi-

votear el vértice v .

g1 o' s'
b mh e
=20 v-2838q4.,, ¢ S-an“)e
U "
. ) ¢ transposicion
< { < n v de j y 4+ S
(1)
- 1
i = n v I S-ZSH“) e

El siguiente teorema nos permite construir nuevas triangulaciones

eorema 2.3.4 Sean T una triangulacion en R®™ y h una trans-
formacion afin biyectiva de |T| en CC R", entonces T indu-

ce una triangulacion de C.

emostracion:

:i' T el conjunto de todos los n - simplejos o = o2 o
c (o] (o] (o]

ales que v, = hlv') y ... vV erT.

,= {6 tales que 0 = h(c) para o € T}, h (v] = a + A (v] pa

2 algn a € R™ y A isomorfismo de R".

y€ C, existe x € |T| tal que hix] =y .
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Llamemos o, @ uno de los n - simplejos que contiene a «x.

" 0 n 1L i
Si o =wv_ ...v , entonces x = .2 a, v , a.20, Za, =1,
X X X i=0 i X 3 i
E _ A 5 iy o % i
y = hix) =a+A (2,0 v) = 2 a(a+Alv)) -
z ot 3 i
= %0y (ux). Por 1o que y estd en el n - simple-

jo con vértices {h(vi)} " ay . Dicho simplejo es h(ox). X es

interior a o, Siysélosi y es interior a By
g €T y Tc cubre a C.

Supongamos z € C tal que es interior a dosn - simplejos distin-

tos de T
3 (o]

Sea v tal que h(v)] =z , entonces v estd en el interior de
dos simplejos de T, absurdo pues T es una triangulacidn.
Por 1o tanto cada pareja de elementos de Tc se corta en una ca

ra comin.

Ademas Tc es localmente finito pues T 1o es y Tc es una

triangulacion.

Como corolario tenemos que cualquier deformacién afin (biyectiva)

de K(8) 6 de J(8) serd una triangulacion.

Por ejemplo para h wuna transformacion biyectiva de K(§) , vea

mos la forma de los simplejos.

Consideremos [v®, ], entonces o = h[vq ], tendrd los vérti
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ces siguientes:

00 = n(v®)

03 = hivI) = ko WITT 46 M) -

a+ AT+ s 1)) -

e+ A3ty w6 A M) o (I 4 s AT

§31 4 5 AT

Donde A’ denota al vector A(ed), estos vectores juegan ahora

el papel, que jugaban los candnicos,para construir los vértices

del simplejo h[uo,H].

Estudiemos las reglas de pivoteo por reflexidn.

hivd)

wivIt) ¢ (w3t - n(I) =

=a+ AT+ a+ A -
a - Aij) = a + A(\)j+1 PR L Uj)
. =a+ AV = R(TI)

Es decir la imagen del vértice obtenido al pivotear v en
[vo,H], es el mismo que se obtiene al pivotear hivl) en

htvo,H].

Las mismas ideas se pueden desarrollar para las deformaciones

afines biyectivas de J(6) .
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Veamos ahora el uso del teorema 2.3.4 para construir triangula

ciones de algunas regiones importantes de Wn.
R |
i .
| Triangulacidon de un simplejo S < R"

sea §={x€Rni1>x1>x2>...>0}

$ resulta triangulado por una subcoleccidn de K(§)

bién S resulta triangulada por una subcoleccion de J(§)
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para triangular un n = simplejo S arbitrario de R™  pode-
mos considerar la transformacidon afin que 1leva a S en S, vy

| ! . s ; -
esta inducird una triangulacion en S.

v

onsideremos en particular la triangulacion del n - simplejo

unitario de RrR™Y!

La transformacidon afin que manda a S en el n - simplejo uni-

tario de R™*' es a(x) = a + A donde a = e! e p™*!
~ 3 0. 0
1.-1
a 1 5
- ; 0
. -1
0 1

Entonces el vector que se suma a hivd) para obtener

glvj+1) es la columna II(j) de A

X (83 J (S§)
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Triangulaciones de R™ x [0,1] y S x[0,]1].

R™ x [0,7] es subconjunto de R™' . Sea & igual a %, para
algin entero m, entonces podemos considerar R™*' triangula-

do con K(8) (6 J(8)) y la subcoleccidn que estd contenida en

R" x [0,71 1o triangula.

A su vez la subcoleccién de K(8) (6 J(4)) que esta contenida
en § «x [0,71 To triangula. Ahora si queremos triangular
Sx[0,71 donde S es el n - simplejo unitario de g™’ » to

mamos el homeomorfismo afin

-1 1 . 0 0 X,
1 -1
hix) = e's - 0 ’ , X € J x [0,1]
0 xn+1
s s - 1
0 0 11

e < R"*Z y 1a matriz de orden (n+2) x (n+ 1)]. Que-

da inducida una triangulacién de S «x [o,17.

tro tipo de triangulacién interesante de R™ x [0,7], que permi
e a los algoritmos atravesar menos simplejos para llegar a la

eta, se resume a continuacién.

ara construir esta triangulacién, KI(§) (6 J(§) , consideremosla

riangulacién K(1) (6 J(1) de R™', con ella, 1a triangulaciédn

ducida en R™ x [0,7] 'y apliquemosle la transformacidn lineal
§I 0)

resentada por Lo 1
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Cada simplejo de esta triangulacion se puede describir como an-

tes.

Para K(S) Tos simplejos [uo,H], con v® de coordenadas mdl

)1os enteros de § y vio= ity § en(j’ si II(3) # p + 1
yv'—u. + e si I(3) = n + 1

ara 3(s) , (v, T, §] con

.
1}

s el 4 O(j) #+ n+ 1

TREERNVE I e si Mf) = n + 1

laciones de [0,1] x [0,7] inducidas por K(6) y J(8)



96

Como antes, construimos una triangulacién K (& J) para
S

S x [0, 11 'y después, mediante h, una para xfa, 1.

Observacion. Las reglas de pivoteo son las mismas que para
K(6) (6 J(8)); pero puede haber problema; si la n-cara

¥Im! It estd en Ta frontera de R™ x [0, 1] , uJ no caeria
en R" x [a, 171. Por ejemplo puede suceder, cuando se esta
aplicando el algoritmo, que la faceta opuesta a vl esté en

R™ x {1}, esto quiere decir que T es el simplejo buscado, en
cambio cuando Tt estd colocada en R™ x {0} querria decir que
la etiquetacidon de los vértices de R"™ x {0}, que suelen ser
auxiliares, no estd bien escogida y existe mis de una faceta

c.e. en R™ x {0}.

Ejemplo del uso de las reglas de pivoteo en K de S x [:0; 1=

Queremos encontrar un cero de §: [ -1, 11 - R definida como

§lx) = 7 x>+ xt 4 3 %3+ x + 1.
Consideremos la homotopia h como

h(2) (x) = 2 § (x) + (1 - 2) (x - .8)

Sea T la triangulacién K(s) de R' x [0, 1] con 6 = %.

Etiquetemos T° con A de acuerdo a h, de tal manera que pa-
ra (x, tl €T° si a(tl (x) <0, Alx,2) =0 y si
h(2) (x] >0, Ax, t) = 1.

e - (%, 0) (1, @) es una faceta completamente etiquetada.
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b, - (;-,0) (1, 01 (1, 1) es el Gnico elemento de T que tie-
ne a 1, como faceta. vO0 = (%.,0) svl=(1,00, v2 = (1,1)
2 =
(-4,1) vt ve ue e (tyl)
(-] L) Q i 3 1 _—‘ v?
\
\ ~
-
\
N
/“
N
\
: : " : ‘
o cD‘oG"uoD‘oV‘o\)qo-t\)"
(-L,0N (L0
. 0 . o _ ,3 0y _ 3 _ 1) -
Ty = [v’, 4d] con v~ = (T , 0) o x (v)) =2 (2-,0)-0,>\(v )=x(1,0) =1
Ly, 1) -1 oy aA(v?) - Alv!) por 1o que hay que pivotear a v’

como vértice de O

bz, 0,
4 0 12
Lve, (570






99

A(%z) = 0, entonces T = (-% 1) (-7 1) es A - c.e. vy

hay un cero de 4 en (- -%).

| Triamgulaciom de S x [0, 1)

Cuando realizamos el algoritmo,en S x [0, 1) & en R"™ x L0;7)s
para encontrar un punto fijo 6 un cero de una funcidn, puede su

ceder que al encontrar el n - simplejo % x {1} - c.e., en

—

Sx {1} (6 en R™ x {1}), no se considere que cualquier punto

de ese simplejo sea una aproximacién satisfactoria al punto bus

cado. Asi en el ejemplo anterior, el tamafio del intervalo

(-% y -%) es demasiado grande para que nos conformemos con sa-
‘ber que en dicho intervalo hay un cero del polinomio

5 : s g
X+ x4 + 3 x3 4+ X + 1. Entonces es conveniente reiniciar el
~algoritmo, con una triangulacidén con menor diametro y tener co-
bt . . s
Mo unico n - simplejo A - c.e. el que contenga a alguno de

‘los puntos de T x {0}, por ejemplo el baricentro, al corres-

pondiente en 1 se le consideraria una aproximacidon al cero de

Mnaidea,que en muchas ocasiones puede resultar mids adecuada, es
trabajar en S x [0, 7) (6 en R™ x [0, 1)) y que la triangula
¢ion usada tenga facetas en S x {t} (6 en R™ x {t}) cuyo dia

tro tiende a cero cuando % tiende a infinito.

Je esta manera el algoritmo, después de alcanzar un T,A - C.e.
N S x {¢t} (6 en R"™ x {t}), re empieza para encontrar una me-

or aproximacion en S x {t + 1} (6 en R™ x {£ + 1}) .
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En este caso el algoritmo seria infinito, pero en la prictica

se termina cuando se tenga un simplejo de diametro prefijado.
C. Eaves [1972] construyd la primera triangulacion de S x[a, 7).

Resumamos Tas ideas para construir dicha triangulacidn.

-1 a a

1 -1 0
Sea A = a 1

0 0 -1

atriz (n + 1) x (n + 1)

onsideremos la triangulacidn T, de Rf:1 que consiste en los
implejos [uo, IL] , es decir con vértice inicial v° de coor-

nadas enteras y oI = 371 4 g o o Tyeeym +1
p 1

s decir K(Ll transformada con la matriz A)
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L ;
Sea D={xeRrRM x>0 y = x; > 1}, a la triangulacién

TA | D denotémosla como K, .

DL

DZ
0,
0, \

o) (2,01 (%,0) (310\
Para k=0, ..., n,..., 1lamamos Dk,al conjunto

k- ; sH .

{x€D|Z x; = 27}y T, a la triangulacidn inducida por k; en Dy
Blc = 0. .. ™' esti en K, vy 1=u® ... 4" esti en Ty

definimos 1a transformacion lineal g_ de Ry g

n

= - u
como g (%) iZo %4

i

Construimos una nueva triangulacion K2 de D . Consideremos

01

X €D | Tx, <2} y M= {oEK1|c cp'}, entonces

>
n

2 {cx|a=gT(o) con tE€T y o€ M},
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Cada (n + 1] - simplejo de K, estd determinado,en forma
Unicaypor un n - simplejo 7t de T, youn (n + 1] - simplejo

en M,

(0,8}

(e

(011\‘“/

¢o, 0

SN
NN TN .

(\/0 0N 1,0 (x,o)

Si consideramos ahora el homeomorfismo h: D - S x [0 , 1) defi-

nido como h(x) = le—l 5 I—II— ), la triangulacidn K, de D
X X
1 1

induce una triangulacidn K, en S x [0, 1), que tiene la pro
piedad de que las facetas que caen en S x {t} triangulana S
y son un refinamiento de S x {£-1}, pues tienen un diametro de

la mitad del de éste.
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|
T
A%

fost, 0 (130)0\

Ky de Sx[0,1) con S=(0,1) (1,0)

E1 estudio en detalle de Ta triangulacidn K3, en particular

las reglas de pivoteo se pueden ver en Eaves [1972].

Observaciom: La figura anterior muestra que en el caso n = 1

bl

las facetas del nivel § x {2}, con ¢t # 0, se obtienen partien-

do a 1a mitad cada faceta del nivel S x {£-1} y entonces el al
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goritmo, para encontrar un-punto fijo o un cero de una funcion,
trabajado en esa triangulacion es el método de biseccion, por

To que no es casual que para motivar el algoritmo se haya usado

este método.

Desarrollemos el ejemplo anterior ahora con la triangulacion

Ky de [-1,711 x [0, 1),4(x) = 7 x5+ x*+3x3 4 x4+ y
sea h(t) (x) = (1-#) (x - .8) + ¢ §(x)
RV ETER :M;'-.’;,’L;];_i;";i'”{—é
°]o'ol°\‘ T LV"LV/;\VI\QL Y5 K-
6 N\ o] VA4 Y T (1L X
\
\
X
© y [ 4 f {
Fd :
/
i /
/
o \ 0 t
\
X%
\
s \ AN\
GL0) N
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Asi vamos refinando el intervalo en que se encuentra un cero de

1 7 . "
4, obtenemos que un cero se encuentra en (—7,72-), mejor aproxi

ximacién que (-%, —%).‘

Para ¢t

= 0 punto de partida que es (-1, 1)
t = % obtenemos el intervalo c.e, (-1, 0)
3 it 1
£ - Z' " (__2_'0)
. ! " " 11
t=z (-7, 7)
.15 " i 13
T = TZ ('?‘;'?)
1 7
t = 31 " n l___,_ )
37 2’ T8

ﬁodd usando J(§), construye otra triangulacidn de S x [o, 1),
pwe coincide con K3‘ Cuando »n = z, para llegar a ella, trian-
gula R™ x [0, 1) y después a través de un homeomorfismo afin

pasa a S x [0, 7). (Todd [1977]).

servacion. E1 algoritmo,en S x[0,1) 6en R™ x [0, 1),
‘ﬂede tener el problema de regresar a un nivel ya rebasado dis-
tinto al inicial, pues si £t#0 no se usa una etiquetacion

rtificial como en ¢t = 0.

1 final del capitulo 4 desarrollamos un algoritmo de este tipo.
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CAPITULO 3

LA ETIQUETACION VECTORIAL

En este capitulo introducimos la etiquetacién vectorial, que

en lugar de guardar la informacién de cual es la primera coor

~ denada positiva del vector v - g§lv), § funcién continua,

guarda todo el vector. Con esto los algoritmos se vuelven mis

ef1c1entes Yy con posibilidades de aplicaci6n mas amplias, pe
ro con una restr'lccwn aparente que,como veremos mis adelante,

es andloga a la de regularidad que se usa en topologia dife-

rencial. De nuevo la clave para asegurar la existencia de

simplejos completamente etiquetados serd una versién del lema

de Sperner. (En este capitylo las "n'qn%qlo.clo nes son P‘I'\I‘q5\
3.1. Motivacién de la etiquetacion vectorial,

En el capitulo 1 presentamos la etiquetacién entera como una
1!

forma de guardar el signo del valor de la funcién «x - §(x), §

definida del intervalo [0,1] en s mismo, en los vértices de
una particion de [0,1] (triangulacién) Y asi llevar a cabo el

nétodo de biseccion para encontrar puntos fijos de { (& ceros de
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la funcién h(x) = x - §(x)).

Los simplejos completamente etiquetados en cada triangulacion
generada por el método de biseccién representan subintervalos
en donde hay un cambio de signo de la funcién h y por lo tan

to encierran un cero de h & sea un punto fijo de g

Pensemos en § y h como antes, si quisiéramos presentar en
forma andloga la etiquetacidn vectorial tendriamos que recu-
rrir a un método como el de la regla falsa; pues ella traba-
ja con el valor de h en los vértices de la triangulacion.
Redefiniremos el concepto de simplejo completamente etiqueta-
da para que represente aun subintervalo Ia tal quegel inter-
rior del segmento de rectajque une 1o0s puntos de la grafica
de h correspondientes los vértices de Ia_,corte a la recta

Y = x

Los puntos de [0,1] correspondientes a dichos puntos de inter

seccion son "aproximaciones" a los puntos fijos, si el didmetro

‘de la triangulacidn es suficientemente pequefio. Ilustremos lo

anterior:

Sean 4, una funcidn continua del intervalo [v®,v®] en si mis

mo y T, una triangulacién con vértinces v°, v', vZ, 3, 4 y

4 [ ’ ’
5

v

ue i U" V‘V.’ us
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:
El subintervalo [v?, v®] esta completamente etiquetado pues el

interior dei segmentc determinado por los puntos (vZ, §((v?))y

(v, §(v®)) corta a 1a diagonal del cuadrado en (v, §(v)), V es
¢

A ~
ina aproximacion al punto fijo v, v € [v2, y?]

ara plantear el problema en dimensiones mis altas recordemos

a siguiente definicién:

finicion 3.1.1. Dada una regidn de dimensién n triangulada
T y una funcion continua 4§ de M en R", 1lamamos la
proximacion lineal de § relativa a T a la funcidn §r de-
nida como

h .
frivl =3Z, oy §v7%)

de {vjl} son los vértices del n-simplejc donde estd v y
}ecté {ai} son las coordenadas baricéntricas de v a dicho

simplejo.

Cilustramos las cosas en dimensign 1 podemos ver como aproxima

R
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v
La poligonal es _§r Yy a medida que la particion es mds fina
‘T se "parece" mas'a §

Observemos ademads que si 1lamamos hT a la aproximacidn 1i-

neal de h(x) = x--§(x) respecto a T, entonces U es un cero

de h; (6 un punto fijo de 7).

¢Como proceder en 2 dimensiones?

Sea el 2-simplejo o = vou'lv? y una funcidn continua § de

o en si mismo. Triangulamos o, si existe un simplejo en
‘T que contenga en su interior un punto fijo de 6T (cero

de hT) decimos que estd completamente etiquetado.

Si lograramos como en el capitulo 1 construir una sucesidn

de 2-simplejos {ci} completamente etiquetados cuyos vérti

ces convergieran a un punto x este seria un punto fijo de

{ (cero de h).

Pues tenemos una sucesidon de puntos {Gk} que también con-
verge a v. Cada v es punto fijo de (cero de h. )
k Tk Ty

vim ke () = h(V)

k—0 k
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Cémo th(uk) =0, hi{v) =0
Ejemplo
Consideremos
fx) = LT+ MX  a- 458
ITFATXT, 789

definida en el 2-simplejo unitario de R3. Construimos una

sucesion de triangulaciones. 2.

En 7 iteraciones 1legamos al 2-simplejo

1454 1489 1459
w = L3281 w' = .3359 w? = 329
.5234 5156 .516

que es c.e. y el cero de hT es L1484
kr 7
i .333

.5182

g - .1472
El obtenido en Matlab es  .3333
A .5195
;}nemos 2 cifras iguales en cada cbordenada.
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Pero équé nos asegura que para cualquier funcién contfnua, de-
finida de un simplejo triangulado en si mismo, encontraremos
simplejos completamente etiquetados, en cada triangulacidn

que hagamos?

Por ejemplo consideremos § como la proyeccidon de un tridn-

gulo vOouly? sobre el lado v1u2 los Gnicos puntos fijos

de §r son los puntos con coordenada baricéntrica ay igual

a cero, entonces no estdn en el interior de algin simplejo

- de T, para cualquier T.

Para establecer un lema de Sperner que nos asegure la existen
cia de simplejos c.e. necesitamos que la etiquetacidén vecto-

rial cumpla algunas restricciones que posteriormente discuti-

remos.

Empecemos por formalizar algunos conceptos que hemos tratado

en éste inciso.

3.2. Un lema de Sperner para etiquetacion vectorial.

Definicidon 3,2.1. Dada una triangulacién T decimos que

0 k s . .
T — R eés una k-etiquetacion vectorial de T.

_Definicién 3.2.2.

51 A es una k-etiquetacidén vectorial de T. La extensién

lineal de A relativa a T es la funcidn A definida de

IT| en R* como
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n 5 %
= JE
AT(V) i‘=£0 a, A(v’™)
donde v?* son 1los vértices de un simplejo ¢ de T que con-

tenga a v y a, son las coordenadas baricéntricas de v res

pecto a o. Si T = {S} denotamos como A_ a la extensidn 1i

neal de A respecto a T
Definicion 3.2.3. Si S es un n-simplejo triangulado por

T decimos que una k-etiquetacion vectorial X es propia

respecto a T si en S existen ceros de )\Sy si 2z
estd en ITII con £ <k, entonces A_ (z) = 0.

Definicion 3.2.4. Si T es una n-triangulacién con una

k-etiquetacidén vectorial A, con k < n, decimos que o € T

A

estd A-completamente etiquetado (A-c.e.) si existe v en
0

B0 ET y ATiv) = 0,

Veamos que el concepto de que un k-simplejo esté completa-

| mente etiquetado con respecto a una etiquetacidn vectorial es

una generalizaci6n del concepto que tenfamos con etiquecidn

entera.

(onsideremos M, de dimensién n, y una triangulacién T y

A, ¢ 0 — {0,...,k} una etiquetacién entera de T.

Sea ).V : 7O — gEK definida como sigue:

para vl € T°

').U(vj) = w[' con L = Ae(vj) y
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ksi £=12+1

1
-1 si 4 o #2+1
Entonces T € TX es A, - c.e. siy solo si es A, = &
'*" Si T es )_ - c.e, para toda mE€ J, existe
vji e 10 tal que Ae(uji) = m.
k k ..
= 1 5i, ) = 1 jiy
. v - iZo ke1 V0 }‘uT(”) i‘—Eo k+1 )‘v(" ) =
k
N -Z 1 kK - k
-z Lt L (- ) BT BT\ g
Tk k+1 k-1 K " ¥
i=0 -3 1 e BN e
i+1] k+l k"’l
5

E 0

Y1es Av-c.e pues v € T.

" Supongamos que T € T* es Av- c.e. Yy no es xe—-c.e.,en-

tonces(existe J tal que Xe(vjl) *J para i =0,..., k y

s ] < k.
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Por 1o que

la j-ésima coordenada de lv(uji) es-1 para 4 =0,..., k

Es decir 0 no es combinacion estrictamente convexa de

j i
los vectoresiu? Y Z no es A, -c.es

Establezcamos ahora un lema de "Sperner" para etiquetacién vec
torial con restricciones,cuya demostracién constructiva dare-

mos en 3.4.
Teorema 3.2.5 (Lema de Sperner e.v.)

Sean S un n-simplejo, T wuna n-triangulaciény A una n-
etiquetacion vectorial propia,entonces existe en T un n-simple-

Jo que es A-c.e.

3.3. E1 lema de Sperner _para etiquetacion vectorial y la vali-

f z de 1os teoremas de punto fijo en un caso restringido

usando L de Sperner e.v. cuando 4§ continua da
lugar a una etiguetacién propia para cada Tp de '\T.\\Jcen diam\l) =0

ea f: S - continua, {Tm} una sucesion de triangulaciones cuyo

diametro tiende a cero y par'a toda m A: T° -+ R" defi.ﬁida como
m

V) = v - f(v) = para v € L

stamos suponiendo que A propia.
ntonces existe una sucesion {0} de n-simplejos A - c.e

y diam o, * 0 cuando m > = . Por lo que en cada Vs existe Fj.

lero de A 'r
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Sea wv(4,j) el i-ésimo vértice de oss Y {a,.}" las coorde-

ij  i=0
nadas baricéntricas de Fj respecto a o,

n
Es decir 0 = ATifoaij vidg,j)) = AT(vj) y
n AL _ n 5 i3 : PO __
ii:oaijx(uu,a)) =iZo oy (vL3) - §(vlig))) =0

Sea S el simplejo unitario de R™*!

Si oy = (“oj”" unj), ajES y como S compacto, existe

una subsucesion convergente {a Y(wr }- Llamemos o al limite

Ademads para cada 4 = 0,..., n, como vimos, en el capitulo 1,

existe una subsucesion convergente {v(<, v(k))} y todas esas

sucesiones convergen a wv.

Para cada k i‘:.’IO. o,y (V(4,0(R))- Fluli,e(k))))=T0

Entonces

HB(Z, opgny (V(40(R) - Fu(4wltr))))

ST, 500 - £(0) (6 -FONE, F,m 0 - £(O)

Pero el limite es cero y cor lo tanto v es punto fijo de f.

También se puede hacer ver que el lema de Sperner para el caso
ectorial da oportunidad de probar el teorema de Kakutani
N un caso restringido,es decir para una correspondencia "¢ supe

iormente semicontinua de S en S tal que ¢'(x)# ¢, convexo, ce-



116

rrado para toda x € S, si ademds le pedimos que de lugar a

una etiquetacion propia para a\auna1‘Tn§’se puede asegurar que

existe un punto fijo de Kakutani.

Demostracion: sea una sycesidén de triangulaciones {Tm} de S
cuyo diametro tienda a cero cuando m tiende a infinito su-
pengamos que ningin v € T; es punto fijo de ¢, es decir

v §o(v).

Construyamos para toda m la n-etiquetacién QA de Tm como

~ sigue: para v € T;, A(v) = v -y con y € ¢(v)

- ——-

@y

o)

R
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Por hipdtesis swuponemosque A es propia para {Tw\k’por el le
ma de Sperner para etiquetacion vectorial (T 3.2.5) existe

una sucesién de n-simplejos f{o_} uno.para cada T =~ que son
A-c.e.

Denotemos a los vértices de o como v (j,m) J € {0,...,n}

Sea 43 (™) € p(y(j,m)) tal que A(v(j,m)) = vim,j) - y3®.

Para cada m

n )
= (m) : _ m i s j (m)
0= 5= %3 AMu(i,m)) = 51 25 (v(j,m) -y )

z,(m)

si z(™ = | : =3

Como para j = 0,..., n + 1 las sucesiones {u(j,m} y {y>™)

estin en el compacto S y también lo esti {z‘™}, existen
subsucesiones convergentes {y) ¥ %’} {v(j,r(k))} Yy {2¥ %)y
Llamemos Ej, v y z a los limites de dichas subsucesiones.

Las subsucesiones {v(j , r(kl}convergen al mismo punto wv.
-3 Sl
Por ser ¢ superiormente semicontinua y* € ¢(v) para toda j

Tenemos entonces

lim/ & r (k) ; REIGH
k_,.,(jEO Z (v(e(3), remny = yi

W) =2

M3

% N

L SN
<

]

(4
L=

-~/

"
ol
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~

Py
mo ¢(v) convexo, v

N,

"
1M
N
-

n
< >
<
(2]
O\

por 1o que v Z
esta en ¢(v).

La peticion de que A sea propia es esencialmente la misma
que cuando en pnrogramacidon lineal se pide que el problema sea
no degenerado y existen métodos sumamente probados de "pertur-

bacion del problema para convertirlo en uno con esa propiedad.

La sistematizacién de este tipo de ideas se verd en el capitu-

lo 4 siguiendo una problemdtica muy desarrollada en topologia

diferencial.

3.4. Demostracion del lema de "Sperner" para etiquetacidon vec-

torial.

Como veremos,las propiedades que se probaron para etiquetaciodn
entera son validas para etiquetacidon vectorial e igual que en

aquel caso sirven de base para construir los algoritmos simpli
iales péra calcular aproximaciones a puntos fijos de correspon

dencias superiormente semicontinuas.

Teorema 3.4.1 ("dos 0 ninguna e.v")

Sea M wuna region de dimension (n+l) - triangulada por T y A
una n-etiquetacidn vectorial propia de T. Si o € T tiene
una faceta T que es A-c.e, entonces existe una Unica faceta

' de o también A.c.e. Y distinta de T.

Demostracion:

Sea kt la extension lineal de A. XT es afin en cada vy € T.
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La hipétesis de que X es propia implica que para toda o €T

la parte lineal de ATio, denotémosla como Ao’ es de rango
n por lo tanto el nidcleo de Ao es de dimensidon 1, por lo

_1 —_— M - -
que (ATlc) (0) es un subespacio afin al niicleo de Ao, es de

cir es una recta, a.la que llamaremos I_Mlc.

Por hipotesis T es A-c.e, es decir la recta zm; corta
a T interiormente, en algin punto v, el que XA sea propia

implica también que £AT|; no puede cortar a ninguna cara de

-~ '
o de menor dimensidn que n, por tanto cortard a una Unica fa-

ceta de o que es distinta de 1, ésta es T’

A 0
Es decir existe v € 1' tal que

- - -
Ap(v)=0 y 1" es A-c.e y T es idnica

Teorema 3.4.2 (Principio de puerta de entrada puev'ta~ de salida

Re.v. )

Si (M,T) de dimensién »n + 1y A: T° » R® etiquetacién pro-
pia de T, entonces para cada t, € T®, con Tp A-c.e, existe una

cadena dnica..., T_yrTos Tis... tal que 1, € T" y para cada

B oy e - n
4 iste o, T tal que Ty Y T,,,¢estinen o

Hay 2 posibilidades la cadena asociada a To es finita y em-

pieza y termina en 3T § es un ciclo.

mostracion (Algoritmo de Scarf).
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E1 mismo algoritmo de Lemke-Scarf usado en 1la demostracion de

2.1.2. nos sirve para demostrar este teorema, recordemoslo.

Paso inicial Sea o, € T®*'' tal que 1, es una faceta suya

sea £ = 0

Paso pivoteo Por proposicién 3.4.1 ("dos 6 ninguna e.v")

existe un nico 1. _# 1. tal que 1. es una faceta de
1+1 i i+

0. A - c.e.
i

Criterio de terminacién Si Tie1 € oT termina la cadena.
Paso induccidn Si T,pq 3T, existe 04 pq € T°*1 Gnico, tal
u | * T € g°

B i1 7% Y 1,,,€0,,,

Hacemos £ = £+ 1 y regresamos al paso de pivoteo.

Con Tos mismo argumentos que en el capitulo anterior se demues

tra que s6lo existen 2 tipos posibles de cadena

-4 Y e o = ® o
® E o x*
3 */ / { 1
- ¥ * -
e | 4 1 - !
,n‘
’
~T 1%
'u' %
t T~3 T

Una 1. etiquetacion vectorial de una triangulacion donde aparecen

los 2 tipos de cadena.
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Observacion 1: Si usamos una triangulacién infinita (2.3) las

cadenas serdn infinitas sin repeticidn 6 ciclos.

Observacion 2: aunque tenemos pormalmente el mismo algoritmo
que en etiquetacidon entera el segundo paso tiene un significa

do distinto en cada caso.

Cuando se tiene la faceta T, i # 0, la construccidn de o
se 1leva a cabo, en ambos casos por el mecanismo que se tenga
para generar vértices de la triangulacién (en nuestro trabajo
por el método de reflexién), en cambio para obtener Ti41°
loc procesos son distintos. En la etiquetacion entera so6lo
tenemos que encontrar al vértice v de T, Qque tiene la mis
ma etiqueta que el opuesto at, en a, vy entonces elimina a

v de g, - En la demostracién de "dos o ninguna e.v."” no di-
mos ningin méfodo constructivo para encontrar T, en el in

+1
ciso 4.4 1o haremos.

Demostraremos ahora el Lema de Sperner para etiquetacidn

vectorial (t.3.2.5)

Demostracién: Denotemos como M a Sx[0,1] . Sea T 2y
triangulacidn usada para el caso de etiquetacidn entera ,y
AM: (T')° » R® definida como A'(u,t) = A(v). Aplicamos el
algoritmo de Lemke-Scarf a (M,T) empezando por T, =5X{0{,por
Mpétgsis To €S A-c.e. Lo dnico que hace falta es ver que

la cadena correspondiente a 71, tiene que terminar en un
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n-simplejo X - c.e. contenido end x{1}, es decir de la for-
ma ¢x{1} con &€ T y entonces @ seria el .n-simp1ejo bus-

cado.

n -
2T' = S x{0} U's x {1} YU 1, x[0,1] con 7, € s""

=0
n
Cualquier n-simplejo de 3aT' n igo T x[0,1] tiene ver
tices en S x{0} y en S x {1} entonces si <t = vJ ... 3P

no puede ocurrir que igoai A(vit)y = 0 para ningunas ya gcon
oy >, 0 y Zai =1, pues existen vectores repetidos en

{A(vji)}2=o y tendriamos igosi A(vji) =0, con k <n, por
To que A no seria porpia. Por lo tanto la cadena tiene que

terminar en 1t C Sx{1}.

Por otro lado si empezamos el algoritmo por un T C Sx{1}

A-c.e. y distinto que 1,, terminaremos en otro n-simple-

jo A-c.e. en Sx1{af.

Ejemplo: sea f definida en [0,1] cémo fix) =
E 1 4 \

(x - 3) (x - 5‘)(&‘-7-\

T' una triangulacién de [0,1] x [0,1] con (T = {0,0),

(1.0), (0.1, (1), G0, G0, G, G, da,

8
(1,1)}

Etiquetamos a cada vértice de T' con Mx,t) = f(x)
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(x- 7) (x-3) (x-§)

-
(=
-
n

A(0,1)

-.0380095?2

-
ey
~
[l

= A(1,1)

. 1142856
(3 1) = ~. 0025111

-
s
~—
n

.0049106
¥, 1) = - .006851 34

1) =-.0595237
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- .08527343

-.0126488

.0339923

Los simplejos c.e. son (%, %—), (%, %) y (%, %)
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CAPITULO 4

La etiquetacidén vectorial ¥ la aproximacién lineal a una funcion

continua. E1 problema de 1la reqgularidad.

Todos los resultados que obtuvimos en el capitulo 3 se basaron

en pedir que las etiquetaciones vectoriales fueran propias.

iQué tan restrictivo resulta pedir a una etiquetacion que sea
propia? ¢Qué tan restrictivo resulta pedir a una funcion conti
nua definida de un n-simplejos en si mismo, que Ta etiqueta-

cion que induce sea propia para dl%una I Tm cuye diam = o ?
No ca‘be duda que la restriccién suena muy fuerte, sin embargo,
como veremos esto es aparente, y resulta muy semejante al exigir re-
gularidad en topologia diferencial Yy existe un resultado ani-
logo al lema de Sard que hace ver que si no se “"cumple 1la regu

laridad" basta "perturbar un poco 1a situacion para se cumpla".

En topologia diferencial se trabaja con variedades y mapeos
suaves definidos en ellas. Existen ciertos valores que toman

Tos mapeos suaves que juegan un papel central en la teoria y
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son Tos Tlamados valores regulares.

$i X, Y variedades suaves y f un mapeo suave de XenY se dice

que  y €Y es un valor regular de f si la funcidén lineal

ﬁfx:Tx(x)'+ T?(y) es suprayectiva para toda x tal que f(x)

Los valores regulares tienen muchisimas propiedades.

De particular interés,para los resultados que estamos estudian
doyes el Tlamado teorema de la preimagen (Guillemin-Polack [I111),
jue dice que la imagen inversa de un valor regular, bajo un ma
Deo suave, es una subvariedad suave de X <con dimensién igual
”Ha dimensidn de X menos la de Y, donde X y Y son las
fﬁedades dominio y contradominio del mapeo.

ada Ta importancia de los valores regulares,resulta de una enor
e trascendencia el lema de Sard, el cual hablando gruesamente,
egura que en toda vecindad de un valor no regular existen valo-
regulares o lo que resulta equivalente,si un valor no es
gular para un mapeo suave, si lo es para otro mapeo también

ave que resulta de perturbar ligeramente el primero.

it

demos desarrollar el tema que estamos tratando en el contex-
‘Qelo que algunos autores Tlaman topologia p.1, en donde el
pel de las variedades y los mapeos suaves 1o juegan las re-
ones trianguladas y las funciones lineales por pedazos; po-
mos definir el concepto de valor regular y de simplejos regu

- veremos que el "principio de puerta de entrada puerta de
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salida", es decir el algoritmo que construye la cadena de sim-
plejos c.e. que pasa por unodado, es un caso particular de una
"version P.L." del terorema de la preimagen. Demostraremos un
"lema de Sard P.L." que revela que no importa que la etiqueta-
cidn no sea propia, pues basta “perturbar un poco las cosas" pa
ra tener un nuevo lema de Sperner que permitird demostrar en ge

neral los teoremas de punto fijo de Brouwer y de Kakutani.

Ademas, al desarrollar en este contexto las cosas, podemos tra-
bajar "constructivamente" temas tan interesantes como el grado

de un mapeo continuo, 1o que se hara en el capitulo 5.

En el primer inciso de éste capitulodesarrollamos algunas defi-
niciones necesarias para abordar en los incisos siguientes los

temas arriba mencionados.

4.1 Algunas definiciones y resultados de topologia P.L.

En realidad la definicién de variedad P.L. que daremos es un ca
so particular de las variedades de 1la topologia P.L, correspon-
de a las 1lamadas pseudovariedades P.L, para las cuales las cel
das,que forman la subdivisién T, son simplejos. En éste capitu
lo consideramos triangulacidnes infinitas como en el inciso 2.3.

(Tocalmente finitas).

Las variedades y los mapeos P.L.
Def. 4.1.1 Una regidn M de R™ de dimension k y una triangula

cion T de ella se 1lama una k-variedad P.L. y se denota como

(M, T)
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Es decir nuestras antiguas regiones trianguladas o poliedros,

con Ta posibilidad de que 1la triangulacién sea infinita.

Def. 4.1.2 Dada (M,T), una funcién de M en RN es un ma-
peo lineal a pedazos (P.L) si es afin en cada ¢ € T y es
continua en cada punto de M.

Si f es un mapeo P.L, se denota como fc al mapeo afin que

coincide con f en o. Llamemos Ad a la parte lineal de fo

Proposicidn 4.1.3 Dada (M,T) Y X una k-etiquetacion vecto

rial de T, el {nico mapeo P.L. que coincide con A en T©

es AT la extensidn lineal de A

Demostracion:

Si {ai}n son las coordenadas baricéntricas de v € o,
i=0

para algin 0 € T y o= .. vy

(V) =2, @, Av) = 2 o (A(vE) <A(v%)) + A(vO)

{vi-vo}’i'=1 base de R"

Sea A la transformacidn lineal que manda a vi-v® en A(vi)-

A(vo) para i = 1,..., n y Af Ta trasformacidn afin que manda

AV€oen A(V) +A(v0)- A (vO)
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Ap(v) = A(Zay (vi-v®) + v0) + A(v") - A(v®) =

= o, A(vi - vo) 4+ A(ve) + A(v®) - A(v®) =

b |

S Ze, 005 - A00)) +200) ey A = a(v).

i

Y AT continuo pues. coincide en los puntos de interseccidn de

los simplejos, por lo que AT €s un mapeo P.L. Sea f mapeo

P.L. definido en (M.T) que coincide con A en T° Sea v €M,

Ao0=v"...v? con veE g. f(v) = A (v) + Vv para alguna trans
0 —

formacidén lineal A, ¥y algin Vv en M.

f(vi) = Ao(vi) + v = A(vi). Si v =2 aivi, entonces

s n 5 n
fF(Za, (v1)) = Ty A(VE) 4 Z oV =
i=0

n i _ n i
=200 (A(vE) + V) = iZo%; A(vT) Ap(v)

Por 1o que AT es el {dnico mapeo P.L que coincide con )\ en

B’

Corolario 4.1.4

Sea (M,T) variedad P.L. g: M » g% continua, la aproximacién

lineal de g respecto a T es un mapeo P.L.

Dada una sucesidn {Tm} de triangulaciones la sucesign {ng} con

g continua converge unipormemente a g si diam(Tm) » 0
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Lema 4.1.5 Sean (M,T) una n-variedad P.L., c € T y

5:M + R™ continua,entonces para toda v € ¢ |g(v) - gT(v)] <

diam g(o)
Demostracion
. _ .0 n - . 4
Sio=v ... v y v=2Xaq.v

% b

i=0

- iy 2

l9(v) - 9, (V)] = [g(v) - Za g (v1)]

IZa;(a(v) - g, (VI)| < Za [g(v) - g (v}

i

Zo,9(v) - g(v!)| < Za, diam g(o) =

diam g(o).

Proposicion 4.1.6 Si {Tm} es una Sucesidn de triangulacio-
nes de una variedad M, tal que diamtTm\tiende a cero ¥ g fun
cion continua definida en M, entonces {gT} converge uniforme

m
mente a g

Demostracidn: g continua en o compacto,por 1o que g wuni-

formemente continua en o

Dado € > 0 'y 6§ >0 tal que si [x* = x| < 8, entonces [g(x') - g(x)|
Se. Sea @ tal que me>® veplics
diam T, <'8yentonces s{ >

diam (g(0))¥< € para toda ¢ € Ten *

Para toda x en M |g(x) - 9p (x)[< & por el lema anterior.
m
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Y {g, } converge uniformemente a g.

Reqularidad.

Def. 4.1.7 Sean (M,T) m-variedad P.L., f:M > R® continua con
m>n, v €M es un punto regular de f respecto a T (6 de
fT) si para toda o en Tk, que contenga a v, dim fT(c) = n,
es decir la parte lineal de fc es suprayectiva para toda o

que contengaa v. v €M es punto critico de fT si no es regu-

lar.

Observaciones: si v € ¢ Y v regular, entonces dim o > n.
Dado 1 € Tk, tg(r) denota al subespacio vectorial "paralelo"

R T . AT, la parte lineal de fT, es una transformacion lineal

d n .
e tg(r) en R )

¥es 1a transformacidon derivada de fT en cada punto x de .

Es decir la definicién de regularidad P.L. coincide con la de

topologia diferencial.

A Fex £
v F‘ (c) "
X f: R = R X.p. regular, x p. critico

Definicion 4.1.8 Sean (M,T) m-variedad P.L y f:M > R™ con-

tinua (m > n). Decimos que y €R"™ es un valor reqular de fT
si todo x, tal que f(x) = y, es un punto regular de fT.
YER™ es un valor critico de fp si no es regular.

Proposicién 4.1.9 y € R™ es un valor regular de f. si y sélo

3 -1 n~1 =
. (y) O[T | = ¢.
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.. - . -1
Demostracidn:como observabamos si v € fT (y)s v punto regular,

=1
paravec, o€ T, dim o > n, entonces o €& 7=, por lo que

) N TP = ¢ sd y valor regular de f_.

Supongamos ahora que f;1(y) NIT* " = ¢ y existen x € ¥ y

c €T, tales que x € g, fT(x) =y y dim fT(o) < n,si fT(o) =

0 s

W ... w y {ai}i_o coordenas baricéntricas de y respecto

i} i
a fo(o), y=Zaw y s<n.

Existen {vji}si=0 vértices de o tales que fT(v]l) = o
~ S

entonces si «x =i§

ji 2 IR ¢ 3 ) -
oV, x €T = w0 oy y fo(x) =y,
es decir x € f;1(y). Ademds Tt € T° y s < n-1, entonces
ey xe€ [T°7 n F;(y), de aqui que |T®'| n f;1(y) #¢

contrario a lo que habiamos supuesto.

AN

'l
7

Definicion 4.1.10 Si (M,T) n-variedad P.L y f:M > RX

conti
nua,se dice que o € T es un k-simplejo regular respecto a fT

81 0 €< fT(c) y 0 wvalor regular de leo.

Si n=k+1, 0 €T es transversal respecto a f si

tiene
T

una faceta regular respecto a fT
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Definicidon 4.1.11 Si (M,T)(n + 1) -variedad, entonces A,n-etique-

tacion de T, es regular si 0 es un valor regular de AT. f

mapeo P.L es regular si 0 es un valor regular de f.
Por las definiciones de simplejo A - c.e y de etiquetacidn

propia, (3.2.5) y (3.2.4) respectivamentela siguiente proposi-

cion es inmediata.

Proposicion 4.1.12 Si (M,T) n-variedad P.L. y A k-etique-

tacion de T, entonces

i) o €T es X - c.e siysélosi o es regular
ii) A es propia si y s6lo si es regular.

Para traducir a topologfa . P.L. los resultados son importantes los

siguientes conceptos.

Clasificacion de las 1 variedades P.l. conectadas

Definicion 4.1.13 i) Una k-variedad P.L es conectada si para

~
cada par de vértices vV y v de T existe una coleccidn

; : 1 0 =
Toreer Tg de 1- simplejos en T tales que v € Ty, V€ Tg ’
ademas T, ¥ t;,, tienen una O-cara comin para i =1,.., s-1,

es decir son adyacentes.

—T
/\\/

2. variedad conectada 2. variedad no conectada
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ii) Una l-variedad es un ciclo, si existe un orden de to-

dos los simplejos de TJT1,..., T de tal manera que

b) . y . tienen una O-cara comin para i=1,..., r-1

c) T_yT tienen una 0- cara comin

T4

ii1) Una l-variedad (M,T) es una trayectoria si existe una

| biyeccion r entre J.s para s €A d los naturales N & los

enteros Z y T°, de tal manera que si ri?f) = T, se cumplen

i_j/ae ii}b

ey T

<, .
trayectorias ‘

Los ciclos y las trayectorias son l-variedades
n_ectadas. Los ciclos no tienen frontera, las trayectorias

ueden o no tenerla. Si la tienen consta de 1 o 2 puntos.
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Proposicion 4.1.14 Si (M,T) es l-variedad conectada, entonces

es un ciclo 6 una trayectoria.

Tenemos 2 casos:

—

- 9T # P y existe v € 3T, entonces consideramos el algorit

mo,
1 To = Vs 94 el Unico elemento de T que tiene a B - =
mo vértice. Hacemos i = 0.
g Sea T, el dnico vértice de o. distinto que T,
i+1 i 1
3. Si T, € 3T terminamos.
i+1
4. Si L & 9T, sea 941 el Unico elemento de T ad-
yacente a o; en T, .. Hacemos i = i+1 y regresamos
a 2.

En este primer algoritmo el resultado puede ser el conjunto
de vértices de una trayectoria finita, esto sucede si M com
pacto pues encontraremos alguna i tal que T, . € 9T . De
otra manera el resultado serada el conjunto de vértices de una
trayectoria infinita con el vértice inicial v como Gnico

punto de la frontera.

I[I. - 37T = @. Consideramos el algoritmo:

L. Sea v cualquier vértice de T, T = ¥ ¥ @© uno de

los dos simplejos adyacentes en T,+ Hacemos i = 0.
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£, Igual que en I.

g Si T, =1, para algun j < i terminamos.
i+1 Jj
4. Si Tipq # rj para toda j < i, entonces sea LI el
inico simplejo de T adyacente a o, en T, ... Hacemos

i = i+l y regresamos a 2.

Este algoritmo construye los vértices de un ciclo si existe

una i tal que Toup ™ rj para alguna j < i; 6 de una rama
de una trayectoria infinita sin frontera si 3 no se cumple nun
ca; la otra rama se construye escogiendo en 1 a 80 el simple

jo adyacente a O, &n T, Yy desarrollando el algoritmo con

60 como l-simplejo inicial.

Ninglin vértice de puede quedar fuera de la cadena, pues
de 1o contrario como la l-variedad es conectada existirian

facetas pertenecientes a mias de dos simplejos.

pr———
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Proposicidon 4.1.15 Una l-variedad es la unién de una coleccign

ajena de ciclos y trayectorias.

.—/
Haciendo 1o mismo que en 4.1,14 para cada componente conectada

de M construiremos sélo ciclos y trayectorias hasta agotar la l-variedad.

Proposicion 4.1.16 gj (M,T) (l-variedad compacta, el ndmero de

sus puntos frontera es par (incluyendo a 0 como par)

El proceso de 4.1.14 y 4.1.15 nos dicen que los puntos fronte

ra estdn apareados para M compacto

Subvariedades puras en una variedad

Definicion 4.1.16

Sea (M,T) una n-variedad P.L. con frontera Y (w,Te) una l-variedad tal
que wCM, cerrado en M y 3w = w N 3M, entonces se dice que

w es pura en M.

w pura en M
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Wiy Wy
\ w pura en M
W Wa
W, pw, w no es pura en M
dw FwNawM
wl

Def 4.1.17 Si (M,T) una n-variedad P.L, una cuerda de o en

T es la interseccidon de una recta y o.

Por 1o que una cuerda puede ser yacia, de dimensign cero (un pun

to) 6 de dimensién 1(un segmento)

N/ g A
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Def 4.1.18 Sean (M,T) variedad P.L. y w 1 -variedad pura en
M.

Sea w = {a cuerda de 0 en Tla = o N w}

Si w triangula a o se dice que (w,n) es pura en (M,T)

En Tos ejemplos en 4.1.16 (w,w) no es pura en (M,T)

Wio

N\

N\

b

Las intersecciones de o € T con w no son cuerdas

Ejemplos (w,Tw) pura en (M,T)

Wy

w
Y |
(
|7
} r ul
‘ | W,
4 'T\‘
2> |
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Las intersecciones de w con simplejos de T son cuerdos y

triangulan a w.

4.2 Traduccion de los resultados de 3.4 a terminologia P.L

Al lado de la numerdcidn de los teoremas ponemos entre parén-

tesis los resultados de 3.4

Teorema 4.2.1 (3.4.1) "Dos o ninguna"

Sea (M,T) wuna n+ 1 variedad P.L y A: T° R™ wuna n- etique-
tacion vectorial regular. Si o € T™' es transversal, en ton-

ces tiene 2 pacetas c-re3u13"=$

Teorema 4.2.2 (3.4.2) (Principio de puerta de entrada puerta

de salida e.v).

$i (M,T) n + 1 variedad P.L y A un n-etiquetacion re gular

para cada Ty faceta A-regular existe una Gnica cadena, de fa-

cetas A-regulares, max 1t mal que contienea &

La demostracion del teorema. (ver 3.4.2) es nuestro algoritmo.

Podemos dar a este teorema otra forma

Teorema 4.2.3 Sea (M,T) una (ntth-variedad P.L. y F

4n ™M 2 Peo .. \f‘ec&qiar de ™M e Rr‘) enton-

~

tes (3 es wna t-variedad



141

triangulada por cuerdas de dimensién 1 de la forma o N f"(ﬁ)

con o €T,

Para 1a demostracién establecemos el lema.

Lema 4.2.4 Si M,f como en 4.2.3, cET ¥y U;g*q F'\<O'H¢
J
entonces U es una cyerda de g, ocq‘-’y IV UNI e

Demostracion:
_ .0 n+1
Sea X €U, si o=y Y y
A n+1 " -~ ”*' 2
by ¢ i
X =i§0mivJ f(x) = 2% Flv*) = &,
= o)

la dimension de f(o) es n pués f regular y el rango de A'O,

la parte lineal de fc, también es n

{x €| f(x) = A(x) + a_ =707 1} =

Ry =

= {x € ¢ Ao(x) = - ao},

A A A
Ao(x) = - a_,entonces para toda x et{,Ac(x.- Xx) =0 y (x - x)

estd en el nicleo de A deciv x e [ {x}+ N(A )]1No

oJ es
Reciprocamente si x estd en [{x} + N(AO)]ﬂo

(X - X)E N(A), A(X) = - a0, X€U y

v=[&}+uude
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SeanUi y\)j correspondientes a o, ¥ oj distintos con U'_l mU'j
no vacio

Entonces U'i N 'U'j Cc t, donde T es una cara comun de o,y

° o
0. - TC 230, N 3o, y como VY. C g, entonces U, N U, es
J : “ X ] R ] Js i J

un punto x de dg, N aoj.x cara comin de v,y Uj

~ A ~
Si {x} = U‘i n U’j y x €V distinta entonces x pertenece a
una cara de T de dimension menor que n absurdo pues f re-

gular, entonces x soOlo pertenecea dossimplejos de w y

£ '(0) es una 1l-variedad pura en (M,T).

| Solo falta hacer ver que

3f~1(0) = aM n £77(0)

Sea x € f71(0),

Si x € 3M entonces x ¢ |9T|.

Pueden occurrie dos conagn
13 ceT con xe& 3T Ve w
B- xe-\T"\

cen xe U .. xéaf;"(o‘)
3 g Y el , 6 36 Yy Xe NG, .
AV YyU,eW con xe Uiny, v x¢ e ()
OB C oM A (B,

Reciprocamente *

! -1, . -
i x€amMnr (0), existe o € T dnico tal que X €Ty existe

VE w dnico tal que x €U y x € 3f-1(6).
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{;} + N(Ac) es un subespacio afin de N(A).
Fero N(Ac) tiene dimension 1 .%, {x} + N(Ac) es una recta.

La interseccidn con o no puede bajar la dimensign pues 0 es

regular,

Demostracién de 4.2.3

Como antes, sea o € T™*' ta1 que V' =g n f 1(0) # ¢, U es una

l-cuerda de 0. Sea w={UV=0nf(T) ¢ con o e T}

f'1(6) =J v = L wol
Vew

VANZANZANZANA ‘

| SN -




Por 1o tanto

=

144

.

af "1 (0)= aM n £ (D) como se queria demostrar,

)

— N

El mismo ejemplo que en 3.4.2, tomando como f

)\T (A l-etique

tacion)

f-1(0) =

Corolario 4.2.5 (3.4.4) E1 nimero de elementos de af = (D)

es un nimero finito par si ™M cempacto

Demostracion
f71(0) es una 1 - variedad por 1o que es la Unidn de ciclos

y trayectoria, los ciclos tienen frontera vacia y las trayecto

rias tienen frontera que consta de 2 puntos. QF"N':‘J tempaco
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Y discreto, per lo qu€& eg Fi\\ito_

Observacion: Mientras el teorema 3.4.2 se interesa por la ca-
dena de facetas que intersectan a f '(0) el 4.2.3 se intere-

sa por f~'(0) mismo

E1 teorema 4.2.3 puede generalizarse para obtener una version

P.L del teorema de 1la Preimagen.‘

Teorema 4.2.6 Sean (M,T) una n-variedad P.L., f:M -+ rK un ma
peo P.L, n> k y y un valor regular de f, entonces fq(y)
es una (n-k)wvariedad P.L. triagulada por (n-kFsimplemos de 1la

forma o N f ' (y) y af '(y) = aM N £ (y).

Finalmente escribamos en terminologia P.L el lema de Sperner pa

ra etiquetacion vectorial.

Teorema 4.2.7 (3.4.3) Sea (S,T) .una n-variedad PL con S un

n-simplejo, si A es una etiquetacidn regular de T entonces

existe un nimero impar de N simplejos A regulares

En el inciso siguiente se trabajarda con una version P.L del
lema de Sard para ver que la peticién de que A sea una etique-

tacion vectorial es regular no es tan restrictiva como parece.
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4.3. La versién P.L. del Lema de Sard y los algoritmos para ob-

tener puntos fijos. En su articulo [1981] Peitgen y Seigbergdan,

tnspirdndo se en el papel que juega el lema de Sard en topologia
diferencialyuna versién P.L. de €sta,que es una técnica de "re-

gularizacién" usual en programacion lineal.
Sea vy:[0,») » R"

definida como y(t) = (t,t

Dada e > 0 lamaremos & a +y(e).

Teorema 4.3.1 (Brown-Sard P.L.)

Sean (M,T) wuna n-variedad P.L compacta y f wuna m-etiquetacidn

y Y matriz invertible nxn, entonces existe €9 positiva tal

ue. v € positiva menor que eo, Y(€) es un valor regular de
fT.

Demostracién Si e, €s-nns € reales positivos y distintos

entonces Y(Eb), VIE;),..., Y(e ) son afinmente independientes

pues |Y(e,) - V(eo),... V(5 ) - V(E0)) # 0, como veremos

pie,) - i), .. v(g) - v(&)| = |7] |5, - G
61 - € em - EO 1 1
ks _ 2 2 2
¥ (&4 0 m 0 €o “n
m m m_ m m
€, €5 €, - € €5 €
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] i
€
Ed m
#0
el Em
(/] m

pues es un determinante de Van der Monde.

i © € 07 entonces fT(T) estd en un hiperplano de R™ y

a lo mds pueden existir m reales positivos distintos e

1%

e, tales que Ye! € f (t). Y £ (T™ ') tiene un nimero fini
m 5] T T

to de vectores de la forma ;:ffpues T finita.

penotemos Cr(f.¥) = fe >0 | V(€) € ¢ (1™ ")}, s1 (r(r,7) = o

€2 €0 = min {e >0 |V(E) € £(T" ")}, siCr(f,V) = o, e cual

quier positivo,

Por To tanto si e < €0 ¥

fo

€ >0, Y(e) es un valor regular de

Allgower y Georg [1992] dan una versién para R"!

Sard P.L.

del Lema de

Teorema 4.3.2 Sean f: R™! 5 g™ y T triangulacién, enton-

ces el conjunto de reales positivos tales que & valor critico

€s numerable.

Demostracién T es localmente finita, entonces cada elemento de
R(1) intersecta a T" en un ndmero finito de elementos,;por 4.3.1,
existe un nimero finito de e > 0 tales que € valor critico.
Pero K(1) es numerable ¥ cubre a “g°*)

Definicién 4.3.3 Sea (M,T) una n-variedad P, Fo M % RE continua,

Imatriz mxm invertible, decimos que T € T™ es (e,Y) regular

[
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es reqular respecto a f_ -Y(€) para toda e positiva menor que
£, 6 equivalentemente Y(e) estd en fT(r) y es un valor re-

gular de fT|r para e tal que 0 <e <e/ (Si Y = 1, decimos

que T es e-regular)

Si (M,T)(n + 1)-variedad y f: M > R" continua decimos que o €T

es € -transversal respecto a fT si tiene una faceta € -regu-

lar respecto a fr (andlogamente se define (e, transversal).

Teorema 4.3.2.(2 6 ninguna perturbado).

Sea (M,T) (n+1)-variedad P.L;Jf:TO+ R™ etiquetacién. Si o €T
es € - transversal respecto a fT. entonces tiene exactameante

dos facetas e-regulares respecto a fT. (También se puede es-

tablecer para o (e- )-transversal).

Demostracion:

Sean T € o" e-reqular respecto a fT y 36 > 0 tal que

E € fT(r) y € valor regular de f, para toda e en (O,eb)

por el teorema 4.3.1 (B.S P.L) existe e, > 0 tal que si

— ]
e < €, Y € >0 € es un valor regular de fT, ey < €5

en (0, e9) £1

Entonces para cualquier g 5

(e} es una
recta que corta interiormente a T y que no puede cortar a
o en ninguna cara de dimension menor que n por lo que corta

a una dnica faceta <t distinta de .

Para cualquier otra €3 positiva, menor que €y Y distinta
-1,= o . »
de e, f_ (e) debe cortar también a 1! pues si no es asi
2
existiria un valor e; entree;, y e, tal que f;1(§3)f°rta

una cara o de dimensidn menor que n; por lo tanto t' es
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e-regular y Gnica.
E1 teorema anterior da de nuevo lugar a un principio de puerta

de entrada - puerta de salida.

Teorema 4.3.4 (3er principio de puerta de entrada-puerta de sa
lida, algoritmo perturbado de Scarf.) Sean (M,T)(n + lJ-varie-

dad P.L y f: M » R" continua. Si t., faceta de T,e-regular

0’
respecto & FT , . entonces 3 !{cadena lnica de facetas e-regulares
@ la que pertenece t,. (Andlogamente para 71, (e-Y) regular),

la cadena puede ser un ciclo o una trayectoria, en este Gltimo
caso puede ser finita ¢on 4 puntos frontera 6 infinita (con
un punto frontera o con frontera vacia).

La demostracidon es el mismo algoritmo de Scarf (2.1.2y se basa

en 1.23y en 4.3.3)

Podemos, como hicimos en 4.2.3, dar una forma que corresponda

mds al teorema de la preimagen.

Teorema 4.3.5 Sean (M,T) ¢n + 1)- variedad P.L.yf: M -~ T con
tinua, tal que alguna faceta de T es e-reqular respecto a

f_, entonces existe g, tal que para e

i, positiva menor que

g f;1(E) es una l-variedad P.L,

9= {ocNf ()} triangula a f;‘(z) y af;l(E') = aM N f;‘(s)

Queremos ahora probar un lema de Sperner perturbado.

Def. 4.3.6 Si (S,T) wuna n-variedad P.L.¢(S wun n-simplejo),

decimos que ), n-etiquetacion de T, es de Sperner, si
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i=0
@, >0 y Za = 1.

{lT(vi)}n afinmente independiente y 0 = EaixT(Vi) ke

Si X es de Sperner, es claro que existen Y y €, tales aque

para cualquier € npositiva menor que €,, entonces Y(e) €
A\ (Sxfofly es valor regular de A,» donde T y X son 1a

triangulacion v la etiquetacidon construidas en 2.13 para Sx[0,1]})

Teorema 4.3.7 (Lema de Sperner perturbado)

Sean S n-simplejo, T una n-triangulacidn y A una n-etiqueta
cion de Sperner de T, entonces existe un ndmero impar de n-
simplejos en T que son (e- Y)-regulares, para alguna Y in-
vertible.

Demostracion:

Sea M =S x[0,11, T 1la triangulacion de M construida en
2.1.3. % definida en T° como x(v,t) = A(v),Sx{0} es una
faceta e-regular, por ser X de Sperner, 1lamemosla Tg,- Como esta
en 9M, si empezamos el algoritmo de Scarf por Ty g terminare
mos en una faceta Tt en aM. Si probamos que T C Sx{1l},ha-
briamos terminado,pues T seria igual a ox{1} para alguna

0 €Ty ox{l} e-regular = o e regular. La unica faceta de
T, que estd en Sx{0}, es Ty ,ninguna de las facetas que es-
td contenida en 3S x [0,1] puede ser (e- )-regular pues ninguna
Y(e) seria valor regular de f- si estuviera en 23S x [0,1], en
tonces T tiene que estar en Sx {1}; si empezamos nor T, en
Sx{1} (e -Y) -regular y distinta de T, 1legaremos a 1. (e, Y) - regular,

también en Sx{1}.
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Los teoremas de punto fijo y el lema de Sperner perturbado

El lema de Seprner perturbado sirve para probar los teoremas
de punto fijo de Brouwer nara el n-simplejo unitario sin tener
gue noner restricciones a la funcidn,aparte de la continuidad.

Andlogamente nara el teorema de Kakutani. I[Tustremos, demostran

do el teorema de Brouwer.

Demostracidn del teorema de Brouwer, sea S el n-simplejo unita-

. +1 f: S - S continua. Supongamos {f ei ta.i
rio de R"7", pahg tF(e”)

0\
s ‘/ : | %\
S = el e, =1, Sea e = :}
\ ¢, 1
0
: .. ’
Sea a,, = f (e’), entonces Faij = 1, a; >0y e A=ef

para A = (aij),por lo que 1 es valor propio de A, 1 es
la 11amda raiz de Frobenius y tiene asociado un vector propio
X no negativo (Teorema de Frobenius, para una demostracidn
que no use el teorema de Brouwer ver Nikaido [ 1).Sin pérdida

de generalidad podemos suponer que |x|1 =1

Entonces (I-A) x =0 vy ij(ej-f(ej)) = 0 con X5 >0y ij =1

Es decir la etiquetacidn basada en Id -f es de Sperner

Consideremos una sucesién de triangulaciones {T} de S cu
yo didmetro tiende a cero definimos una n -etiquetacién X co

mo A(v) = v - f(v); hemos demostrado A Jz‘.SP"ngentonces

existe o, € T e-regular, es decir existe e = tal que si
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e positivo menor que € € € AT(om). Si v(i,j) es el i-ési
mo vértice de 053 sabemos que existen n subsucesiones {v(i,zrhyg
convergentes y como el didmetro de o tiende a cero,to-

-~

das ellas convergen al mismo nunto v.

f o, A (v(i,e (k)) = € si €< EqmpPara toda k
/ a1¢(k) ) estd en S para todak ..
P :
V& e (k)

tiene una subsucesidon convergente, 1lamemos o al limite.

Tomando Timites en la sumatoria anterior ;

A —
£ o, A(v) =0 pues € ¢(k) -~ 0 cuando k tiende a infinito.

A

— A N A ~ = A
Por 1o que ¥ o (v = f(v)) =lv - f(v))§ a, = v - f(v)
pues o estd en S.

~ A A ~
Entonces v-f(v) =0 y f(v) = v

Si {A(e*)} no es a.i, se escoge{subconjunto maximo que.si 1o

sea. Para E, determinado por el subconjunto de {ej} corres-

pondient%)es de Sperner.

4.4 Algunos conceptos importantes para implementar el algorit-

mo con etiquetacidn vectorial.

Para construir un algoritmo prictico con etiquetacion vecto-

rial, serdn dtiles los resultados sigueintes que ayudan a en-
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contrar el vértice que hay que eliminar en cada paso, para se-
guir teniendo un simplejo e-reqular. Estos resultados son los

usuales en programacidon lineal.

Definicidon 4.4.1 Decimos que una matriz A es lexicografica-
A
mente positiva y si para cada renglén i existe una columna 3

~

~
tal que aij >0 y a,, = 0 si k<.

Proposicion 4.4.2 Sean (M,T) una (n+l)- variedad P.L.uy IF

una n-etiquetacidn, entonces Tt € T®, 1 = vO. .. y", es e-re
-1

gular respecto a fp siy sélo si A (1) = (1"6 1 N )
f(v™ f(v")

existe y es lexicogrdficamente positiva.

Demostracion:
Si 1t es e-regular,existe € > 0 tal que si € positiva y-

menor que e € estaen f_(t) y es un valor regular de

0’ T
fT‘ Llamemos {ai(e)} al conjunto de coordenadas baricén-

tricas de € respecto a fT(T).

o a,(e) ] 1y,
(f(vo)..-f(vnﬂ (;n(e) \ (&1

Como para cada e positivo menor que e, existe solucidn de

la ecuacidn,entonces 1 U t es invertible
3 )
(f(Vo) € W f(vn))
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(‘?o‘ﬁ) ] NGIGE g, A, =5

Sea j la primera columna de [k(f) tal que Si; 0,

a. () n

n . 4 i
a.{e) = ZoS..el y 2x—= Z, S . €7 +85 %
i oo LJ : . ij 1.9
j=3 £ j=3j+1
si Sig <0, exisge €, N (B, L) tal que si e < €,

n S t)"”

entonces |2 i les menor que ISij|’ Entonces para e < e,
J=j+l

ai(sg < 0 absurdo. Por lo tanto Sig es positivo, es decir

A(t) es lexicogrdficamente positiva.

Reciprocamente, supongamos que A(t) existe y que es lexico-
graficamente positiva. Para i =0,..., n sea ji tal que
- _ : i
Siji >0 vy Sij =0 si §<j;
~
3=3 ¢ - P
Sea e, tal quel Z. Sij = il< Sij para toda i = 1...
>3y
Entonces A(t) ¢ é ) >0 y para toda € positiva menor
0

que €, se cumple que alt) ( % Y >0 y si definimos

n i
ui(s) &z Sijej, ai(e) > 0.
j=0
a,(€) 1
4 ) = A () (E), por lo tanto

a, (¢)
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n
Entonces fff) >0 para j Z0,...,n, jgoa{d= 1 y

a.(e) f(v3).

b n
= 2
€ 120 3

J

Es decir € estd en fT(r) y es un valor regular de fTIT

para toda e positiva menor que e por 1o que T es e-

0’
reqular respecto a fT.
Observacion: En programacién lineal un conjunto de vectores
afinmente independiente se 1lama base L.P., si existe € >0
tal que para toda e en (0, eo) € estd en la cerradura con
vexa de dichos vectores. Entonces la proposicién 4.4.2 se
podria enunciar como Te T“ es e-regular respecto g fr siy

* . - - - - .
solo si las imdgenes de sus vértices bajo f forman una base

P

La siguiente proposicidn es de nuevo 4.2.,1a demostracién que
damos encuentra la segunda faceta e-regular de un simplejo,

y es unmétodo usual en programacién lineal.

e s o]

Proposicion 4.4.3 Sea T = v ... v" una faceta e-regular,
0 e o - ;

especto a fT’ de o=v ... y" vV, existe un anico in_dice

A : o AL "

1 tal que ' = v ... v .. V'V es otra faceta €-regu-

lar de o vrespecto a f
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Demostraciodn.

e L b y RB= [

Sean X =/ -
( fOvO)eef vy £Lv) T

AR=T.

-

E1 nicleo de A es de dimension 1, consideremos e tal que
ntt
no existe x € R con Bx = e, entonces z = e - BAe es

td en el nicleo y es distino de cero.

Definimos B'*) = g - 2B;
O
1
W) . . ; _ ~ (3
donde B el i-ésimo renglén de B(lles oy AP -,
entonces B (%) es la dnica matriz inversa por la derecha de

A que tiene el rengldon i-ésimo igual al vector cero; pero
2l e

QY
eso quiere decir que la matriz B que res ltade R

borrarle el renglén i, es la inversa de la matriz que

-
resulta despies de tachar a A 12 i-ésima columna.
~
Tenemos entonces que encontrar una i en {0,...,n} tal que

Ey
B sin el renglon i-ésimo sea lexicogrdficamente positiva

y hacer ver que i es Unica,

t°)
P

dex

para =21 N TN

§

6 (.leicgc\raf-{camente chiti&‘&\ < q
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B, Be SU Zy 70,
—j lex . b \
2) 7
b o< on
Si ZJ'< o, Zs " lex 28 7
% ‘:; s Si ZJ =0

Como sabemos que para i =n + 1 se cumple, entonces B, > 0

lex
Si zi =0
-
A (N 5
L C 7 %
lex <=7
B. Ba B'i . "
o s =t > » P2T3 Jo Yt
z lex 2- z.¢
Jo ¢ J
Za .
fales que ZJ: g & 23« ¥ %o ¥ %, 2,);* ¢
Entonces hay dos soluciones: T tal que
pig B, By
€ {1} = )
JIZJ >0 zi z 4
e % tal que max ex {fj___} Ei .
j|zA <0, zs
) L
A
Una de las 2 soluciones es n+ 1 y la otra es la i busca-

da
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Una proposicidn intersante es 1la siguiente; pues permite calcu-
lar un cero de fT en cada T e-regular que se va generando

con el algoritmo

Proposicion 4.4.4 Si (M-T)tn+l-variedad P.L , f:M > R® con-

tinua- y t€ ™ es ¢ regular respecto a # entonces la

T2

primera columna de A\ (1) es un zero de fo. (sus coord . bar
centricas respels 3 2y,

Demostracion:
1 wasd I
(z2) = 4+
(f(vo) f(vn;\A
( 1 sem 1 \(SOO) 1
f(vo) £(v7) éno = {0 ) o Tlo que es 1o mismo
0
1
n 1 ( 0 }
2 S5 (f(v:')\ = 1 7
j=0
0
n .
z S. f(VJ) = _0—0
j=o 1°
Por 1 j 5 )
or lo tanto fT(ESij \ =j§osjof'r(v ) =
s 3
= z Sjo f(v?) = 0.
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Segﬁn el Tibro de Allgower y Georg [1981], para propésitos
numéricos,la minimizacion lexicografica, para encontrar el
pivote puede 1levarse a cabo trabajando con la primera co-
lumna de A\ (Z); entonces el algoritmo trabaja basicamente
con tales columnas de las matrices actualizadas. En 4.5

describimos la version de Allgower y Georg del algoritmo de

Eaves y Saigal.
4.5 E1 Algoritmo de Eaves y Saigal.

Para ilustrar los conceptos que se han estudiado hablemos de
un algoritmo construido por Eaves y Saigal (Para calcular ce
ros de una cierta correspondencia) que pertenece a los T1lama

dos algoritmos de homotopia.

Supongamos que se quiere encontrar wn cero de F, funcion con
tinua definida en Rn - Relacionada con £ se construye una
homotopia h definida en R Lo 13 , de tal manera que tenga
un cero Xo Gnico y conocido en R™x ‘\o&y sea "igual" a f

n
en Rx {18 ) h es continua.

Se triangula R"K Y-"/'] y se etiqueta usando a h. Si empeza-
mos un algoritmo de Scarp en Rnx'lok » en el simplejo que
contiene a Xo, bajo ciertas condiciones se 1legard a un sim
plejo o~ c.e. en Rnx ‘\1&, es decir o contiene un cero X

de £ » que por lo tanto es una aproximacién a un cero de F -
T
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Si X no resulta satisfactorio se puede recomenzar el algorit
~ . . .

mo usando a X como punto inicial Y construyendo como antes

una triangulacidon, pero con diametro menor, reempezando en con

diciones mejores el algoritmo.

la idea E-Ses trabajar en R"x e, 1) (6 en R% lo,«)) con

-

una triangulacidon tipo Kuhn 6 Todd (seccién 2.3), de esta ma

nera se reempieza el algoritmo cada vez que se alcanza un nue
vo nivel. Alcanzar un nivel € » Ppor primera vez, quiere de-
cir que en el nivel z'i tenemos un simplejo c.e. respecto de
hT’ que serd tanto mds pequefio cuanto mis grande sea ?

Esta forma de usar la homotopia tiene, respecto a la primera,
la ventaja de reempezar automaticamente sin tener que cons-
truir de nuevo la triangulacién. Sin embargo cémo en los ni-
veles t,7o, HT puede tener mds de un cero, no necesariamente
el cero de hT » es "mejor", en un nivel € que en otro infe

rior, pues puede "estar acercidndose a otro cero de g ". Ade

mds que son posibles, por Ta misma razén, retrocesos de nivel.

El algoritmo £-S estd construido para funciones asintdtica-

mente Tineales 1o que definimos enseguida:

) 2 n n
Definicion 4.5.1. p: R'9 R es Tocalmente acotada, si para to
da xe R™ existe una vecindad Vx tal que p(\/x\ es acota-
do.

Definicidon 4.5.2. Sj £ R™ R"es lTocalmente acotado, la co
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rrespondencia F“ (cerradura de £ ) definida en R™ es tal

we €%y A B elr)
fU‘e‘U]‘

Donde ?Jx es la familia de vecindades de X 'y co (B) la
cerradura convexa de R

1 lo s
AEMEBTE o para xso

Si F(x)=
D i X 2O -&q<b

{a§ para x <o
Fﬁ'c,‘\ = {L%b] para Xz o
db & si X %0

(=]

grafica de Fﬂ

Definicidon 4.5.3 xe& R™ es un cero de p# si § EF#CKJ‘

. n i
Definicion 4.5.4 FJQ - R localmente acotado es asinté-
ticamente lineal, si existe una matriz no singular Bp tal

que ,Q{M IlF(K\-BFLX\\\ o.

Nxll =2 oo nWx\
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Teorema 4.5.5 Sea F;R“_\, R"™ asintéticamente lineal. En

n
tonces F“‘ tiene un cero de P\ .

E1 algoritmo de Eaves y Saigal puede considerarse una demos
tracion constructiva del teorema bajo algunos supuestos para
F .

" n
Definamos la funcién PR xR =R como

BF(K‘Xo\ para tzo

Hx,tv{

e (XY  para tro
donde X, € Rn es un punto inicial que podemos dar.

Se considera una triangulacion T de R™x & que es una

deformacién afin de J; , la triangulacidn de Todd extendida
n . . - .

a R&(-"O, -0 ) ; esta triangulacion se determina dando un

(nfn-simplejo inicial. Etiquetamos los vértices usando a

h y desarrollamos el algoritmo siguiente:

-~
1. Inicializamos con .Xe ¢ K consideramos un n-simplejo en
R“x{o& que contenga a (Xe,®) como baricentro y comple

. . PR s &
tamos un (¢aat)-simplejocon un vertice que no este u\“x'loﬁ.

J= Nl
2. Consideramos .
~ \ A
A = wao) R (arntty \

3. Resolvemos F\yzacon yiz-l.

o~

4, Sea B una inversa por la derecha de A

5. Minimizamos %_{} lexicogrdaficamente para los Rzo .., n
REN



163

talesque Vl# o, encontramos la R donde sucede esto.

- -
6. Pivoteamos /u-ﬁ en el vector ~~® determinado por las re

glas de pivoteo de Todd.

-~
7. Actualizamos A calculando
- o N
\ ’ ~ h /
As (Wear) (@R Y o AR (2%
8. Hacemosi: 2 y regresamos a 3.

n n
Teorema 4.5.7. Si F'.R SR asintoticamente Tineal, en-
tonces la trayectoria poligonal cuyos nodos {txg,{) &
son creados por el algoritmo de Eaves Saigal tiene las pro-

piedades siguientes:

1. (X, s) cero de \'\‘ , existe para $2¢

2. tteyd» @ si g e

3. '\X‘E estd acotado para §-Yw y tiene al menos un pun-
to de acumulacidn.

4. Cada punto de acumulacién de '(XJ& es un cero de F#.

Existe un problema vy es que no se puede garantizar que

X (s § converja.

Teorema 4.5.8 Si F“ tiene s6lo ceros aislados, entonces

Ta trayectoria creada por el algoritmo converge a un cero

deF

Observaciones: el algoritmo es infinito en la practica se

da un nivel de paro (también puede darse maximo de intera

ciones).
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Numéricamente se considera que la minimizacion del paso 5,
se puede hacer sobre la primera columna de Ta inversa de

~~
P( sin columna, la que se obtiene resolviendo y

E1 programa incorpora a los elementos esenciales del algo-

ritmo de Eaves y Saigal 2 mejoras.

La primera consiste en intentar pasos de un método de Newton
modificado cada vez que aparece un vértice en un nivel mas
alto que los anteriormente alcanzados, tratando de acelerar

la rapidez de convergencia.

La segunda consiste en realizar pivoteos automaticos en cier

tas ocasionesyahorrando algunos pasos P.L.
1. Combinacidon de pasos P.L. y pasosNewton.

Esta se puede lograr porque al expresar los pasos del Newton
modificando en coordenadas baricéntricas se llega a sistemas
de ecuaciones lineales muy semejantes a los obtenidos en los

pasos del algoritmo de Lemke-Scarf (pasos P.L.).

Definicion 4.5.9. Sean f:;R“---)R"l y 6 un simplejo
€ -regular respecto a Er , entonces un paso modificado de

w“
Newton es la funcion N:R"—» R definida como

Nexy = x - P‘-t;* gox\ donde Ar Ta parte lineal de £,

Observacion: recordemos que Aa.es la matriz Jacobiana de
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¢ en cada punto de xe & Ad‘ es no singular debido a
<

la regularidad de ¢~ .

[} n
Proposicion 4.5.10. Sean £: R =3 R" —ecine "
regular respecto a (‘T , entonces M(”“) es el cero deﬁ_

en ¢ para toda (> L, ooy,

Ademds para w&r™'e R™ , si
K (f ’V’“” = : ‘ ' 1 ‘
/ i Flve).o FCv?)  pear™!)

w
y X Yy 7 en R son soluciones a

A x =2 con Kny) = O
y Ay =20 con Voigy = -L
‘ Nt :
Entonces NGty = Z e~Ye) ot
Lo ’

Demostraciodn:
-\

NCXY = x < « e x)
SRR s AL (X ~ Ag MK
Si ~re Z°
FT (Ar\ = Ac Vot Qs = FC’V‘):AG-/V‘—AO,,JU('V\

Por 1o tanto P\rﬁ/\)t”\\ 2 -—ae

Por otro lado

FTLNL'V\\ =F¢(N(’V1) > A¢(NC'U'.I) 4 Q¢=5
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Ademas

~

Ale, v™) (x-v) = Q‘J as decir

| L ( \ Xo=Ye |
( ( X Y, = (2.
Fearey o F oy FCU"“) Ve 0

Xad|~ Yad
ny L e
.y Z ‘- = Z *~ < -—
o {x¢ Ye ) 10, tvp (X‘ Y‘:) £l = 5.

"
Como Xaty ™ Yus, T—I/ Z Cxe~y; ) = o
Lo

n
y ‘Za K=Y peart) o 2 p (arn),
Ltz

(o)
entonces & (xo-yeY) (Mg (AY) tae) = - ety
(o

de aqui Aa(.f(’(cf‘*{(,\'\f‘") T -

K:o

y )\)(',Vn&l\ . ,U,v\-l-!

Ad

= A; (e {,‘J"““)): ‘Z(*L“f’gl Fert)=3
L=o

Como se queria demostrar.

Para 1levar a cabo pasos Newton en el algoritmo. Cada vez

R

que aparece un vértice aAr'" en un nivel mas alto que los
vértices que han aparecido antes se realiza el siquiente
procedimiento:

nkl 5
1. Se defin e el primer punto Newton w, = & X art
)

donde X solucién de A x :Q' y KK:O

Hacemos tv=z1.
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2. Si la norma de F(udd) es suficientemente pequefia ter-

minamos.
3. Si no calculamos Wy, = Newgy,

4. si WE QWY Kigwll,con k un nimero preasignado
en (0,1), entonces los pasos Newton no son Gtiles pues

no bajan la norma suficiente.

5. 5i Welwen) W L pew, )\ hacemos C3¢¥1  y regresa-

mos a 2.

2. Pasos automaticos de pivoteo.

Consideremos que en el proceso de desarrollo del algoritmo
se tiene un simplejo Tz=v%. Ar™ c.e. y que se ha obte-
nido en el Gltimo pivoteo un punto Af""que es de la for-
ma (x,£), mientras que para alguna i All:'(x)€) ; las
etiquetas de Ar"*‘y A:i son iguales, por el tipo de eti-
quetacidn que se estd usando, entonces sin necesidad de 1le-

var a cabo los pasos P.L. sabemos que la faceta opuesta a

A,l es c.e. y hay que pivotear automaticamente a A,*

En la siguiente figura se ilustra un caso que lleva a pivo-

teo automatico:
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si tenemos un simplejo v?u! YT como en Ta
figura, si yv?es el resultado de el dltimo pi-
voteo y u* =(x,t') mientras que .U°s (x,%V 3, se
guira un pivoteo automatico de w© en Do

|
; | ! | : |

<y

A continuacidon resumimos la version de Allgower y Georg

del algoritmo Eaves-Saigal.

Supongamos que queremos encontrar un cero de una funcidn

definida de ®" en R,

L,

Inicializacion.

()
Desde afuera se da el cero de HT en R x 1o 3

Xy 3 (Xo,0)

Construccidn de un simplejo inicial, conveniente
cuyo baricentro sea Xgq
NN AP

Ns LW (Mil 03
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Determinacion de la triangulacion dando un vértice

g ag

’V‘n“:: (/\J‘““/t) t;o
Etiquetacion de los primeros vértices con h(&,’hlj""'o si teo
Ftx) si L yg
. h (a2 L
h (MD\‘l \
O Leys B~ no se calcula
Por medio de rotaciones se triangula superiormente a B
y se guarda el producto de 18s rotaciones en @ .
vz Q.- Q'R
G == Q- Q
Se checa si ®

es lexicogrdficamente positva sin el

renglon mat , si no lo fuera estaria mal escogido T .

Hacemos R,z o©

5.

Determinacion del renglén de R que debe eliminarse

para obtener otra matriz lex. positiva.

6 submatriz de Q

B submatriz de B eliminando rengldn ni|

a.\(’; = o @'

eliminados renglén y columna n»2

- -~
Qua & = O
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P e
Si ﬁ,\“h‘ 7 0 Bag, ~ T Qs

Se calcula R, , con la idea de que numéricamente basta

trabajar con el primer renglén de & (Z).

\Rt es tal que

"Un Rni (xb ant

20, N4 | a .37 —
telag que QQ\“) X 10 %*I) . q(*\-h) k\

Pivoteo de N-“" en ;v-"'\con las reglas de Todd (35) y

usando cuando se requiera pivoteo automatico
Xe = /\J"‘k‘
A Y

-

Xo °\R‘ tamafno del paso con signo.

k:\;-..,’\-\\

Calculo del nivel en que estdi »» L

Xo \
level=parte entera de ('gf_z_\._’—- \

Iog 2
&

Si el nivel de AF"? es mayor a los que han aparecido,

3 . -
Tlamamos a Newton si no etiquetamos Nk.‘

Pasos Newton
Calculo del cero de hT‘ en el nivel que se estda abando-

nando - A
-
= — TR — —

“nn Qv\ﬂh,_

"
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ntl :
T e &
y = fex), Si vl <tel terminamos con

X como solu

cion aproximada.

Si no, actualizamos U y Q con (Fexy, | )
paso Newton iterando hasta que llyll¢te| 6

suficientemente.
9. Si level >» bis terminamos.
10. Etiquetamos PyS D con Y T ('»’\(A-}‘kxl

11. Count = count + 1

Si count » max ¢ terminamos.
12. Actualizamos Uy &Q con Yy .

13. Regresamos a 5.

y reiniciamos el

WY Ul no baje

»
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La version de Allgower y Georg del algoritmo de Eaves y Saigal
estd construida para ilustrar los rasgos esenciales de éste y
no con pretensiones de construir un algoritmo "competitivo", es
decir eficiente, robusto, etc. Enseguida lo aplicamos a 14
ejemplos de prueba, los 13 primeros buscan un punto en donde la
norma de una funcidn se minimice y estdn tomados del articulo

de MoréyGarbow y Hillstrom (1981).

E1 G1timo (14) es un problema de encontrar un punto fijo y esta

tomado de Allgowery Georg.

1. Funcion valle espiral

f1(x) = 10(x3 - IOSJSX1 ,x2))
2

i 2 3

fz(x) = 10((x1 + x2) -1)
f3(x) % X,

1 X2

_ 77 arc  tan (x ) si X, >0

donde G(x1 s¥yl = 1

1 X

7o arc  tan (;—) si x, <0

%

2. Funcion de Powell mal escalada

f1(x) = 10" x, x, -1

f2(x) = e ®1 + e7¥2 - 1.0001

3. Funcion caja tridimensional
-t.x -tix -ty -10%i
fo(x) = e™7i%1 - eTHIN2 Loy (e7FL - e )

donde e =amlattat=d 18 2 3
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Funcion de dimension variable

fi(x) = k.=l T =15,..,n

(x) = .2 (x;-1)

n+1 j=1

frez = (E3(x,-10)2

n+2

Funcidon de Watson

Funcion de Penalizacion 1.

n variable
1

fi(x) = a? (xi -1) para 1< 1i<n

n 2 1 _ -5
fleq(X) = §1 X531 - g con a =10
Funcidon de penalizacion 2
n - variable
fl(x) = Xy= 82
1
= 2 X_1 X 3 _ o
fi(x) a“(e T4 + el 15 ) Yi)’ 2<i<n
1
= 22(oKizX+2 _ P
fi(x) a® (e elo), n<i<2n

- n N -5 _ i i-1
Fo. lx) = (;Z,(n-j+1) x %)-145 2 = 10 y Yi=eq5 + eqp
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Funcion de Dennis y Brown

n =4
fo(x) = (x, +t x - e") + (x,+ x, sen(t.) - cos (ty?
i 1 £ T8 73 4 a4 i
donde t. = 4 $ 1V 2 lisans Mg M 3 N
1

Funcion trigonométrica

n variable

n
fi(x) = n —j§1 cos X5 + i(1 = §os xi)

i=1,...,n

- sen Xi,

Funcion singular extendida de Powell. n variable miltiple

de 4
Faamalx) = x4 5 + 10 X4i-2
1
_ .2
Fara(®) = 6% (xg; o - x,,)
Faioa(X) = (x4 5 o ) X, 1)2
1 .
. acd 2
Fas () = 107 (x5 = %)

Funcion de Beale

_ i
fi(x) =¥, - (1 - x2) donde Y

1 2

Funcion Chebiquad n variable m

1 n
F(X) = ﬁ' 321 i3

&

(x.), - f1 Ti(x) dx

i™"3 0

>

n
—
(&)

-
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donde Ti es el i-ésimo polinomio de Chebyshev trasladado
al intervalo [0,1i]

Funcion de Rosenbrock extendida

n variable par

(x) = 10 (x.. - x° )

f2i—‘l 2i i-1

Encontrar un punto fijo de

n
fi(x) e(cos(€k§1xk))

n variable i=1,..., n.

Observaciones generales:

-

Las condiciones para la convergencia del algoritmo que se
establecen en el teorema 4.5 son suficientes,aqui se lo apli

camos a ejemplos que no cumplen estas condiciones.

Se estd usando para la etiquetacidn la funcién H (x,t) =
X = Xq si t<0 )
{V|If(x)H si t >aq » Ppara problemas 1+13 1o que no tiene

por que ser adecuado y se puede 1legar a violar el princi-
pio de que los simplejos tengan 2 & ninguna faceta c.e; apa
reciendo con ello, en el desarrollo del algoritmo, simple-

jos no completamente etiquetados.

X=X si t<2o0
Para prob 14 H(x,t) = {x— f(x) si t>0
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Todos los ejemplos estan corridos permitiendo un mdximo de
iteraciones igual a 501 y un maximo nimero de bisecciones

igual a 11.

Para cada ejemplo iniciamos con el X propuesto por Moré

Garbouw y Hillstrom [1981].

E1 algoritmo termina cuando la norma de f es menor que

+001

E1l simplejo inicial, que determina la triangulacion de Todd
usada, es en todos los casos una traslacion del simplejo
que tiene como vértice vO vl v® con V0= 0 vy vl = 10 &7

para j=1,..,n.

si n =2 ' 2

E1 cambio del simplejo inicial, aunque el punto x, sea el
mismo, puede alterar completamente el comportamiento del al-
goritmo e incluso obtenerse soluciones distintas; al final
del inciso presentamos pruebas de los mismos problemas ini-

ciando el algoritmo con otros simplejos distintos del ante-

rior. Cémo v° ...9" con v% =10 e, v3 = yi°' - 10 &7
y v9...¥% con VI =§J
10

si n =2 [:;7

Recordamos que el algoritmo puede retroceder de nivel pues
no esta garantizado que en un nivel mayor que cero haya so-

1o un cero de HT' Lo que no puede pasar es que exista
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n-simplejo c.e
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pueden aparecer niveles negativyos.

Resumen del comportamiento del algoritmo

en el nivel cero, por

lo que no

nimero de Newton |[nimero de aparecen |retroce | norma inicial
Prob iteraciones |Sucede |bhisecciones |simplejos|sos de norma final
no c.e. nivel
norma inicial:
1 155 si 10 no si 1584.51
dim norma final:_,
.358999 x 10
2 norma inicial:
2 6 max imo ) 311119 % 1010
o no =11 si no )
norma final:
.658879
norma inicial:
3 81 si 3 no si ed.s
dim norma final:
.188273810""
norma inicial:
8 maximo ) 30
dim 113 a2 =11 ST no norma final:
.11165695
norma inicial:
u 69 si 10 no si 1449.26
dim norma final:_,
.610625 x 10
Tabla I Los ejemplos de dimensidn fija
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Tabla II Ejemplos de dimension vg§1ab1e

Nimero de

Newton

Prob Nimero de gparjci?n retroceso . qorm?s( n
i ati i i € simpie : inicial (ni
Iteraciones | atil bisecciones jos de nivel final  (nf)
4 dim 2 8 si 2 no - ni = 206,167
nf = ,238419X10
dim 4 13 si 2 no - no ni = 676 -
nf = ,492334X10
dim 6 88 si 8 si i ni = 887016
nf = .630617X10
«7
dim 8 102 si 7 si no ni = .124206K10"
nf = ,170469X10
T g
dim 10 177 si 4 si no ni = .827468X10.-4
nf = ,131130X10
5 dim 2 36 si 5 1o no ni - 280821
nf = .391089X10
dim 4 122 no maximo no si ni = 1831.85
=11 nf = .109818
dim 6 maximo no 1 si si ni = 331.59
= 501 nf = 1482.45
dim 8 max imo no 1 si estancado | N1 = 5110.45
= 501 nf = 20418.1
dim 10 méx imo no 1 si estancado | M = 69%0.77
= 501 nf = 211.470
6 dim 2 32 si 7 no no ni = 138.222 .
nf = ,30874X10
dim 4 70 si 9 no no ni = 1467 4
nf = .840166X10
dim 6 178 no maximo no no ni = 7585.59 3
=1 nf = .23422X10
dim 8 336 no maximo no o ni = 28132 ,
=11 nf = .17014219X10
dim 10 maximo no 1 si estancado| Ni = 81235.3
= 501 nf = 30180
7 dim 2 42 si 9 no i ni= 3410
nf = 264525X10
dim 4 75 si 8 no " ni = 71866
nf = .496405X10
dim 6 maximo no 6 no si ni = 21107.5
= 501 nf = 1.0754855
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Prob Nam. it. Newton | Nim. bis. | Simp. n.c.e.| ret. niv. | normas ni y nf
Roin g | Mixino no 7 no s nf = 12585711
dim 10| Maximo no 8 si si nf = 7166501
9 dim 2 40 si 9 no no nt = SSaiasgxi0™
dima4 | 131 si 9 no no nf - Cediseax1a™®
dim6 | 317 e | S e - of - 172sex107
ding | T " 8 no e nf - L53s7637700]
dim 10 Tégg'iw no 1 no estancado 2} - ig?g?‘f
f0dim 4 | 123 si 9 si no i I
dim 8 1“"’?3’{” no 8 s1 si nt = aaa7371600°]
din 12| Maxino no 4 si &l nf = 55983912
- 12 dim 2 48 si 10 no no nf - -2073ex10°"
din 4 | Toximo no 7 si no ht - 7 eaen
dim 6 - - - = i -
oms [ M | | e
13 dim 2 181 no méximo no s3 of - 119ersz2
din 4 | Maxino no 8 no si nf = 3.74743
din 6 | Maxino no 6 no si nf = 8502077
W dim 2 23 si 4 no no nf = -i1298ox107"
dim 4 82 si 8 no no - %}éggﬁxm"’}
dim 6 73 si 4 no no nf = ‘oeesennio™®
dim 48 | si 8 no no nt = ‘aaratxiot
dim 276 si 7 no no nt = \39082x10""
din 12| mxino no 7 no no nt - ‘31033715
dim 14 rzaximo no 5 no no rr:;‘ : gssgégg
din 16 [T [ no 2 - - ni = 30.8291
| nf=9.12670
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Comentarios

1. En la mayoria de los casos, a pesar de las observaciones que
hicimos sobre el no cumplimiento de las hipdtesis de suficienciay
el algoritmo funcionagllegando en muchas ocasiones a una solucidn
satisfactoriamente cercana; en otras la tabla nos indica que esta
avanzando bien, pero que son necesarias mids bisecciones 6 itera-

ciones,

2. La 2a. columna nos indica si los pasos Newton del algoritmo
fueron dtiles 6 no, En caso afirmativo, la norma de la funcién
se ha hecho menor que un milésimo. En los siguientes ejemplos se

comparan las soluciones obtenidas con soluciones conocidas.

Prob Solucion Solucion obtenida
1 (1,0,0) (.99999982, - .66519363X1078, - .1080965x10°%)
3 (1,10,1), (10,1,-1)
y six, = x,yxz0 |(17.499992, 17.499998, .188273x10°7)
B | O 1) dim = 2 (1.0000001, .99999976)
f ' dim = 4 (1,.99999994, 1.0000008, 1)
A dim = 4
0dim n (0,...,0)
(-.0075807977, .000758080, .0023646124;0023646092)
11 (3, .5) (2.999933, .49998224)

3. La columna ¥ nos informa si en el desarrollo del algoritmo apa
recieron simplejos no completamente,lo que se detecta porque la ma

triz de etiquetacidn estd mal condicionada ("aproximadamente singu

lar").
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Lo usual seria cortar el algoritmo cuando esto ocurre, sin embar
go hemos permitido su continuacidn. La mayor parte de las veces
el algoritmo se recupera regresando a los simplejos completamen-
te etiquetados y 1legando incluso, en algunos ejemplos a una so-
lucidon "satisfactoria”, como en los problemas: 4 (dim 6, 8 y 10)

y 10 (dim 4).

En algunos otros ejemplosgyaunque el algoritmo se recupera y se
encamina a una solucidny,no le son suficientes el nimero de bisec
ciones e iteraciones, Problemas: 2, 8, 7 (dim:8 y 10), 10 (dim:

8y 12), 12 (dim 4) y 13(dim:2, 4, 6).

4. Indicamos, en la columna 5, lTos ejemplos para los que en el
transcurso del algoritmo ocurren retrocesos de nivel. Muchos de
estos ejemplos s6lo tienen unos pocos retrocesos y la tendencia
esencial del algoritmo es de avance; sin embargo hay casos en

que el algoritmo oscila repetidamente de un nivel a otro.

E1 problema 1, como vemos en 1la grafica siguiente, es uno de es-

tos d1timos 1o que no le impide 1legar a una meta satisfactoria.~

J—”ﬂuuﬁf T

el

Gréfica de los niveles del problema 1,
sin considerar el niimero de iteraciones
seguidas que permanece en el mismo nivel.
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Otro problema, que tiene grdficas que oscilan entre varios nive-

les, es el problema 13 en todas las dimensiones que se trabajaron.

5. E1 nimero de bisecciones t, que también es el nivel mis alto
en que aparecen vértices, estd relacionado con el tamafio de los
simplejos que estdn en el nivel t. Cada vJ vértice de un sim-
plejo en el nivel t, con j # Q, es de la forma vj'1 +

10 T(3)
BT S. e

5t 5y , cOmo vimos en el capitulo 2.

Es natural que en muchos problemas un simplejo completamente eti-
quetado en el nivel 11 no es garantia de que cualquiera de sus

puntos sea cercano a una solucion.

Pero como 1o que calcula el algoritmo es un cero de Ht , Se pue-

de estar cerca de la solucidon aunque el nivel sea muy bajo.

6. La columna de las normas, nos da una visidon gruesa de la dismi
nucion de la norma que ha logrado el algoritmo desde el inicio

hasta el final.

Ese puede ser un criterio para decidir si es necesario permitir
mas iteraciones, en el supuesto caso que el algoritmo haya llegado
a la iteracion 501 sin que se encuentre estancado en un nivel u 0s

cilando entre algunos niveles dados.

Como observabamos, mas arriba, la eleccidon de la triangulacion
afecta el comportamiento del algoritmo. A continuacidn presenta-
mos dos tablas comparando resultados de algunos ejemplos trabaja-

dos con distintas triangulaciones.

La primera tabla compara los resultados obtenidos con el simplejo
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0

anterior ([N) usado para iniciar con los obtenidos con ¥ Lot

donde

0

Wo=10e y =97 - 10%0 para j=1,....,0 (P).

simplejo I\ - simplejo V
Prob it New Solucidn it New | Solucidn

1 155 si ~ (1,0,0) 89 si ~ (1,0,0)

3 81 si ~ (17.5, 17.5, 0) 116 si ~ (1,10,1)
11 69 si | ~(3,.5 1001 | no |n.f. > 107
10
dim 4 123 si =~ (0,...0) 73 si ~ (0,...,0)
dim 8  |1001 no | n.f.>103 169 | si "

dim 12 |1001 no > 10 290 si "

dim 16 [1001 no - 495 si "

dim 20 {1001 no - 800 si "

14dim 2 23 si la misma sol. 28 si misma sol

dim 4 82 si sol. dist. 109 si sol. dist.
dim 6 73 si sol. dist. 436 si sol. dist.
dim 8 276 si 474 no [1F(x)]|> 1072
dim 10 | 408 si 1001 no [1f(x)]|>10

Como se

puede apreciar en la tablagpara algunos ejemplos es mejor

la triangulacién la, y para otros la 2a.

Hay ejemplos como el problema 3 y el 14 dimension 4 Yy 6 que no son
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comparables en cuento a eficienciagpues 1levan a soluciones dis-

tintas.

Veremos que también el cambio de tamafio del simplejo inicial pro
duce comportamientos diferentes. La tabla siguiente compara re-
sultados obtenidos con el segundo simplejo de la tabla anterior

( 710) con aquellos que se obtuvieron iniciando con el simplejo

~ AO j
ve. .. VI

con $°=e y ¥ = Q37T ¢I (7,
P "4

Prob it New Solucion .1t New Solucion
1 89 si i ~ (1,0,0) 51001 no - f
30 e | si |~ | 27 | s | o~(1,10,1) )
11 [1001| no i f(x) || >1074 37 si ~ (3, .5) |

b ains|17| st | sol dist 62 si sol dist
dim 6 | 218 si sol dist 162 si sol dist |
dim 7| 298 |no|niv=34 | |1£(x)][21073 || 207 si sol dist
dim 8| 301 |nofniv=f] | ||f(x)| 21073 || 163 si sol dist
dim 9 | 513 jno[niv=3% | |[f(x)]|~1073]| 304 si

Wdin 2 | 28 si | igual sol ( 19 si igual sol
dim 4 109 si sol dist ‘E 234 si sol dist
dim 6 | 436 si igual sol J 769 ! si I igual sol__

Como puede observarse, aunque la forma de los simplejos inicia-
les es la misma, el tamafio diferente 1leva a resultados distin-

tos. Para algunos problemas resulta mds conveniente iniciar
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con el grande, para otros con el pequeio, mientras que para otros
mds, los resultados son incomparables pues se obtienen solucio-

nes distintas.

Para el problema 14 estos tres casos distintos 1os tenemos cuan-
do Ta dimension es 6, 2 y 4 respectivamente. En el caso de dim
4 el simplejo pequefo conduce a la misma solucidn que el primer

simplejo que trabajamos. (0 10).

Otro problema que puede surgir se ilustra con el problema siguien
te:
Minimizar la norma de Ta funcidn siguiente

Funcion de Wood

2

f1(x) = 10 (Xz' x1)
f,(x) = /30 (x,- x3)
Falx) = (1 - x,)
fo(x) = /IO (x,* x}°)
fe(x) = VIO (x,- x,)

Con el simplejo 5710 » después del nimero miximo de iteraciones
[[f(x)]] > 10*5, con el simplejo 57]0 después de 136 iteraciones
se Tlega al nimero maximo de bisecciones y la norma de f(x) es
cercana a 10'3 , mientras que con V} » en 575 iteraciones la

norma de f(x) es menor que la tolerancia.

Sin embargo en el Gltimo caso a pesar de que la norma de f es

muy pequefa estamos muy lejos de la solucidn, mientras que con
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(710> aunque la norma todavia es mayor que tel estamos

muy cerca de la solucion (1,. .. ,1).
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CAPITULO 5

UNA APROXIMACION P.L. AL GRADO DE BROUWER DE UN MAPEO

E1 grado topolégico de un mapeo f, definido en un conjunto
U abierto y acotado cuenta el nimero algebraico de ceros de

f en U.

En topologia diferencial se define, cuando 0 es un valor
regular, como la suma, nara toda «x en f”(ﬁ), del signo
del determinante de df (x) y después se generaliza para el
caso que 0 no es valor regular. Brouwer fué el que in

trodujo el concepto para mapeos continuos de U c R®

s traba-

jo con triangulaciones T de U y aproximaciones lineales
fT de f y definig el grado de f relativo a U, como la
suma sobre o € T del signo del determinante de las partes
Tineal de lec, cuando 0 es valor regular de f y tam-
bién generalizé posteriormente el concepto en mapeos para los

que 0 no es valor regular.

En su articulo Peitgen y Siegberg siguen la misma idea que
Brouwer, pero la definicién de los simplejos e-regulares les
permite dar- de una vez la definicign de grado de f sin im-

portar si 0 es valor regular 4 no de @.

E1 signo del determinante de 1a parte lineal de fTIo esta
muy relacionado con el problema de la orientacidén de o, em-

pezaremos este capitulo con las ideas sobre orientacidon para
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después dar la definicidn de grado y estudiar sus propieda-

des.
5.1. Orientacidn

Definicidn 5.1.1. Una orientacion de R™ es una funcign

or : E — {01, 0, 1}, donde E = R™ x R®™ x ... x R® (n ve-

ces), que cumple las propiedades siguientes:

1. or(x',...,x™) #0 si y sélo si {x%} es linealmente
independiente.
1

2. OP{X sunesx®) = orly seeesy®) # 0 siy sdélo si la trans-

formacion Tineal que manda a x* en y* tiene determi-

nante positivo.
Proposicion 5.1.2. Sea x1,...,xn una base ordenada de R",

basta conocer or(x1,...,x“) para que quede determinada la

orientacién en R".

Demostracion: La propiedad 1 de una orientacidgn implica que
las n-adas de vectores linealmente dependiente tienen orien-

tacion cero.

Dada una n-ada de vectores 1.7., y’,...,y“ su orientaciodn

serd la misma que la de x1,...,xn si Ta transformacion 1i-

neal que manda a x> en y' tiene determinante positivo y
- A . . . . -
serda _ orilxy...)x ) si el determinante de dicha transformacion

es negativo.
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Entonces R™ admite GUnicamente 2 orientaciones. Se llama
orientacidon de la mano derecha o positiva la que cumple que
or(e1,...,e“) =1 y orientacidon de la mano izquierda o nega-

tiva si or(e',...,e") = -1.

Llamamos orientacidon estiandar a la primera y con ella

Yoo .ux®) = sign det [x...xP].

or(x
Definicidn 5.1.3. Dada una orientacidn de R® se llama Ta

orientacidn del simplejo o = vO... v®, con los vértices or-

]
denados, a or(v -vo,...,vn -y y se denota como or(o).

La orientacion de un simplejo induce 1a orientacidn de cada

una de sus facetas de la siguiente manera:

R
oro(vo... v v

= or(v9... vITlyart viud)

Orientacidon de variedades P.L.

Definicidn 5.1.4. Sea (M,T) una (n*+1lrvariedad P.L., en-

tonces una orientacidn de (M,T) es una eleccidn de una

orientacion para cada o € T de tal manera que

or (t) = -or_(t), donde o y o son elementos de T y
9, a, 1 2

T es la faceta comin.

Proposicidon 5.1.8. Sea (M,T) (n+lFvariedad y elijamos para

cada o la orientacidn estandar, es decir si o = vo...v“+1

or(o) = sig |v'-vQ. . .v

1 0 n+1 0 .3 .
-v :, esta eleccidn es una orienta-
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cion de (M,T) a la que se 1lama la orientacidn natural.

Para demostrarla usemos el lema siguiente:

Rn+1

Lema 5.1.6. Si H es un hiperplano H de generado

por los vectores afinmente independientes {vl}?=o; las re-

Rn+1

giones en que H divide a corresponden al signo de

la funcion 'zH R™*1T — R, definida como

L. (z) = [v! - WO v -0 vO|
Demostracidn:

Si z € H  JOT depende linealmente de {Ui-UO}Z=1

y 2.(z) = 0, reciprocamente si zH(z) =0 z = u° depende

linealmente de {vi- uo}“i=1 Yy zZ € H.

Supongamos dos puntos z y Z de el que no estan en H,
existe t e (0,1) tal que t ZH(Z) +'(1't)£n(i) =0 si

y sélo si £ (z) ‘tiene distinto signo que KH(ZL

Pero t £,.(z) + (l-t)ZH(Z) = £,(tz + (1-t)Z) y entonces exis-
te t en (0,1) tal que ZH(tz + (1-t)z) = 0 si y sélo si

Z y Zz estdn en distintas regiones pues tz + (1-t)Z es un
punto intermedio a z y Z. Por tanto el signo de ¢ carac

H
teriza a lTas regiones determinadas por H.
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Demostracidn de 5.1.5. Sean g, = TR T S AL
g, = V0 oi... voH
o= 0., yITN I vﬁ+1
0r01(t) = sign |u1-v0...uj_1-vovj+1-vo...un+1-v0 vi-y°
- £, (vI),

Donde H es el hiperplano generado por los vectores afinmen-

te independientes {vo,v1,...,uj’1,uj+1,..., n+ly
orcz(r) = sign|u1-u0...vj_1-vo ujH-uo...unH-uOGJ 2§
= £, (99
Pero I y o) estdn en distintas regiones de las determina-
das por H y oro1(r) = —orcz(r).

Ahora estudiaremos como transforma una funcidn la orientaciodn

de una variedad.

Definicion 5.1.7. Sean (M,T) wuna n-variedad P.L. orien
tada, R™ con la orientacién estindar F : M — R" conti-
nua y o un elemento de T, e-regular. Definimos la orien
tacién de o respecto 3 f, orF(c), al nimero :

or(s) x or(f(os)).

Proposicidon 5.1.8. orf(o) es 1 6 -1 y si la orienta-

cion de (M,T) es la natural orf(c) = sign det Ac.

.= o 0 o i
Demostracidén: Si o = v-...v", el conjunto {vl - vo}g_
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es l.i. vy orf(c) es 1 6 -1.6i la orientacidn de

M, T) es la natural,

0

or (o) = siglv'-v%. .. v"-0 x siglfv ) -F1u0) L F(uR)-F(u0)

s iyn '_ i 0Oyn
Ahora si a ={e }i=1 y B={v-v }i=1
a = uyBrts a -
Ma(Ao) = Ma(1d) MB(AG)
= (\11-\/0,...,vn-uo)_1 (Afv'-v0) ... A(vm-u? )
Alvi-v2) = Avt - AV - frul) - f(00)

sig det(v'-v°... gepd)=T o sig dEt(u1—u0...un—u°)a

entonces

Sig det MZ(AG) = sig det Mz(Ac) para toda base y y es

igual a orf(o).

Para ilustrar orf(c) en el caso de una funcién continua de

un intervalo [a,b] en si mismo tenemos el dibujo siguiente:
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Los 3 segmentos sefalados con flechas son los e-regulares
respecto a (I - f)T Y en cada uno se sefiala la orientacién,
-1 si corta a la diagonal desde arriba, 1 si la corta desde

abajo

Ahora veremos que or. es una orientacidn para los simplejos

e-regulares. Sea

S

H orh

|
= 1 0o €T | o es e-regular

Sg es una triangulacidn y Qy?1a orientacidn que sirve para

definir el grado de f.

Proposicién 5.1.9. or. es una orientacidon de Si.

Demostracidon: Sea T la faceta-opuesta al vértice v en

o y al vértice v en 5. Si Tt = v°...v® ', entonces
or, (r) =or(\%...,v"",u) x sig LEO0T)=F(0) L P - (00) £ () -£(uO0) |
a
=or (1) x sig £ (f(v)).
Donde Hf(T) es el hiperplano generado por f(uo),...,f(vn'1).

Andlogamente
orfa(r) = org(t) x sign EH (f(v)).

f(T)

Por otro lado como o y & son e-regulares, existe €, tal
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que si e positiva es menor que €y e estd en el interior

de fT(o) y de fT(G) y por lo tanto f(v) y f(u) tie-

nen que estar en la misma regidn de Hf(r) en que estd ¢ vy
Sign EH (f(v)) = sign ZH (f(uv)).
£(t) £(1)
Por 1o tanto orfJ(r) = -OrfJ(r) y or. es una orientacidn de
£
ST.

Dada (M, T) una (n+l)-variedad P.L. orientada, una funcign
f : M —— R" continua, y R™ con la orientacién estindar.
Introduciremos la orientacidn de una faceta < respecto de

g, con 1t < " y de FT'

Definicidn 5.1.10.

Dado ¢ € T transversal respecto a F. Si o = v9... 0% y
= vo. W _faceta e-regular de ¢ respecto a FT, defini-

mos la orientacidn de t respecto a o % FT, or;c(r), como

orc(r) x or(F(x).

Proposicion 5.1.11. Och1-(r) = -orFUZ(r). Si 1 = 9, N o,

es e-regular respecto a FT.

Sean o, Yo transversales y 1 1la faceta e-regular co-

2

mun si o, = v9... y3. .. Bt o, = v0...v7I,

vn+1
1 ’ 2



195

o= O, u3TNIMT P antonces or_ (1) =

£o,
or(v®. . w3 M Ik sign [ FlvT)-F100)L L F (V3T - 6100 £V -

SFVO) LT R (VO |
[FO0T ) =F ()3T ) FLuT ) £ (00 ™) —F(00) | # 0, pues
T es e-regular.
or_ (1) =
f02

or(vO. ..uITWITT TSI sign | F(uT)-F(vO) .. L F(uITT) - F (0O (W) -F(0) L

P SR (V)

or (uo...vj_1v3+1...vn+1vj) = or_ (1)
o, D

or (vo...uj-1uj+1...vn+103) or_“(t)
o )

2
pero or_ (t) = -or_ (t) pues or es una orientacign de
1 2
(M, T).
Entonces or (t) = -or (t).
f
% Fo2

En seguida suponiendo que la orientacign de (M, T) es la na

tural, f y R™ como antes probamos la siguiente proposicidn.

Proposicion 5.1.12 Sea ¢ transversal y T, ¥ T, sus fa-
cetas e-regulares entonces orfo(rl) = -orfc(rz).
Demostracién. Si o = 0, . %7, T, faceta opuesta a I

k

y t, opuesta a v
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oreglt,) =
1 1 1 1 1 oo 1 1 3 1
sig . ; | si . "
UO v3-1UJ+1 Vn+1 jl ?(UO) ?(UJ—1)F(VJ+1) fﬂ_s(vr1+1)
.
Or?:‘c(rz)
1 1 1 1 1! 1 1 . 1 1
sig sig .
UO Uk—1vk+1 vn+1 Vk F(UO) ?(Uk-1) F(Vk+1) T_(Un+1)
£, ¥ T, son e-regulares entonces existe € tal que si
(-3 Q
0<e< e E&lf(t)nif(r,)k
Sea H el hiperplano de R™ generado por los vectores a.i

T30 IRURNE IOV Ra bR YOV AR WP TOR SEIN FVERT) L LR,

f(vI)

no estd en H, pues
l I o 1 1 1
[0 F(ud)  r(RTT) fokt
Andlogamente f(vX) no esti en

folt,)
f(vk)

Por 1o tanto sig KH(F(uk))

estan en la misma regidn de

H,

1
#0,
f(vn+1)
pero como f (r.)

H.

se intersectan en su interior, entonces

f(vjl

sig £ (f(v))).

J
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1 ... 1 ... 1 - 1 I sos T ses [
F(v0)  F(vITT)  f(uITT) R(URTTIR(UR) F(UETT)  f(uPHY)
1 ...1 P - 1 PP |

TE0) £ud) () R fumy|

(_1)n+1—j (_1)n+1—k—1

Por otro Tlado

1 1 1 1 1 1
s19 UO U]-1 U3+1 Vk Vn+1 vj
A= a+1-k 1 wewlasssl I a6 1 1 .
= (-1)"FITI(-1)PHITR g R
U0 vj Uk 1  k+1 Un+1 vk

Combinando estos resultados podemos ver que o?cftt\:~02¢ ()
C»ientaciones de las facetas frontera, relativas al simplejo
que pertenecen en las cadenas (trayectorias) de simplejos

e-regulares.

Teorema 5.1.13 (Versidn P.L. de la construccign de Pontryagin).

Sean (M, T), f y R™ como antes y T

vis w5k una cadena fi

0 s =

nita de facetas de T, e-regulares y To ¥ T, en la fronte-
ra de T, entonces orfoo(ro) = orfogﬁF -orfoﬁ rk+1) para

k = 1,...,s-1.

Demostracidon por induccién: Sea % el elemento de T con

las facetas To ¥ T, de nuestra cadena,
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or., (TO) = - or (11) por 5.1.12

foo

y orf01(t1) = Or‘fgo(r1) por 5.1.13,

Supongamos que para k < s -1

orfo'A (T}/€+1) = -Orch (T]2+2) por 5. 1.0

Por 1o tanto

or (t.) = or (t,) = -or (t )
fco 0 fck k fok k+1

para k = 1,...,s-1.

Ejemplo: Sea f : [0,1] —— [0,1] definida como
f(x) = (x%-x + .5)

Consideremos la triangulacion de [0,1] con vértices

{0, é, %, %, %, %, %, %, 1} vy una triangulacidon de

[0,1] x [0,1] ~como en el lema 2. y sea h(x,t) ==f(x)ax
h: (0,11 x[0,1] —— [0,1] wusando a h para etiquetar

n(0,9= -.5, h(gY= -,

A
64"

)= L 3.9
M= -5 hEYs g

B

h(pte 7, h(pte B, n@h & ndobe 3L onnh= s
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orp(x,) = 1, orhco(r1) =1, orh01(11) = 1
orhc1(12) = -4, orhcz(rz) = 1,. orhcz(r3) =-1
orh03(13) = 1, orhoz(r4) =-1

Con 1a siguiente proposicion relacionaremos la orientacign
que una faceta frontera en Mx{a} & Mx{b} recibe de )
con la que recibe de f considerada como simplejo en M,

lo que serd de gran utilidad técnica.

Proposicion 5.1.1%4. Sean T1 y T2 dos triangulaciones de

M y T wuna triangulacién de Mx[a,b] tal que si © es una
faceta de la frontera de T contenida en Mx{a}ﬁb}) enton-

ces es de Ta forma =t x {a}({bh, con 1 € T1(TQ'

Si consideramos a (M, T1) y a (M, Tz) orientadas natural
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mente y 1o mismo a (M, T) y a R®™ con la orientacion estan

dar.

Si ademds f : M — R™ contfnua y 7 : M x [a,b] — RP

definida como F(v,t) = f(v) entonces
or?c(r‘x {a}) = orf(r)

or?c(r x {b}) = -orf(r)

Demostracion: Si 1 = vO.. . w® y g - GO, GRiRt! cop
vl = (UJ, a) para j =0,...,n y s R (vn+1’ c)
c € (a,b]

or(3°... P
\J1 UO U2 UO Vn Uo Rt vo
) CH) C0)

\)1 - Uo Uz & VO vn - Uo un+1 - v
LOVESYER S N IR
= (c-a) [v! - VO L.l uR L0
sigv'-v0...97%1 50, siglv'-v%. . vP-v0)- or(r)

entonces org (t x {a} = or(r) x or(F(3°)...7(3") =

= or(t) x or(f(uo)...f(u") = org(r)
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Andlogamente para or(t x {b}) sdlo que c € [a,b)

\I1 VO wt VO un+1 VO

( }-‘ J ( }-{ ,( ) -( } = (c-b)]v1-uo...unv°|

b/ \b b/ "b' ‘e b’

sig]i! - 89 ... ¥@*Y . 0% = -siglut - WO ... WP - WO

y °ch(T x {b}) = -orf(r)

Corolario 5.1.18. Sean M, T1, Tz’ T como en 5.1.1%,
(M,T.), (M,T,) vy (M x [a,b], T] orientados naturalmente, si
T, ¥ T, son 2 simplejos e-regulares en M x {a} & en

M x {b} Tigados por una cadena de simplejos e-regulares
(4.3 .% )/ entonces orf(ro) = -orf(rk)sCestén en la mis-

ma M x {a} 6 Mx {b} y orf(ro) = orf(tk) si estdn en

distinta.
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5.2. Grado de un mapeo. En este inciso, daremos la defini-

cidn establecida por Peitgen y Siegberg [ 1981] del grado de
una funcidn continua relativa a un conjunto U c R® abierto
y acotado. La notacién U se empleard en lo que resta del

capitulo para un conjunto de este tipo.

Supondremos ademds que todas Tas variedades P.L. estaran

orientadas naturalmente y R™ tendrd la orientacidn estindar.

Deonotemos como M(U) al conjunto de funciones continuas de-

finidas de U en R™ tales que 0 no estd en F(3U).

Consideramos una triangulacién T tal que U C [Tls s
F € M(U). cabe esperar, dada la relacign que se ha estableci
do entre los ceros de F y los simplejos e-regulares res-

pecto a F que el "nimero algebraico" de ceros de F se

-
pueda obtener con la suma de las orientaciones de dichos sim
plejos. Para hacer vdlida una definicign de este tipo, nece
sitamos que no dependa de la triangulacidn involucrada, lo

que se cumple sélo en el caso de que el didmetro de la trian
gulacion sea lo suficientemente pequefia para que los simple-

. 4
jos "cercanos®a la frontera de U, no sean e-regulares res-

pecto a FT.

Lo primero que haremos en este inciso serd construir la cota
r(F), para que cualquier triangulacidon cuyo didmetro sea me-

nor que ésta, sirva para definir el grado de F en 0 res-

pecto a U.
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Posteriormente daremos la definicién de grado y demostra-

remos su independencia respecto a la triangulacidn usada.

Para demostrar esa independencia se toman dos triangula-

ciones TO y T, tales que UC ITiI y diam T, < r(F);

consideramos M = MTO(U) x [0,.5] U MT1(U) x[.5,11 y

triangulamos M de tal manera que las facetas de

M x {i} sean de la forma <t x {i}, donde =< € MT.(U)

con i =0, 1. Reciprocamente, que las facetas deldicha

forma estén en MT‘(U) x {i}, si T es la triangulaciédn

de M, se etiquet; de acuerdo a h(x, t) ; f(x).

Las dnicas facetas e-regulares, respecto de hT, que es-

tdn en la frontera de M, pertenecen a MT.(U) x {i} para
1

alguna 1.

Como M es compacta, las cadenas de facetas e-regulares,
6 no tienen elementos en 3M G tienen exactamente 2. Es-
tos elementos frontera pertenecen a MT (U) x {i} para
i
alguna 1.
Los resultados obtenidos en 5.1 nos aseguran que la orienta
cion de dos elementos frontera que estdn en la misma cadena
son contrarios si estdn en la misma MT (U) y son iguales
i
i tdn en diferente, nc z r
si estdn e entonces GEMT.(U)O F(o) no depende
- . l .
de'ri, 6 1o que es 1o mismo el grado no depende de la trian

gulacion.
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Fina]men;e demostraremos las propiedades centrales de gra-
do: normalizacidn, invarianza homotdpica y aditividad; que
junto con la extensidn de Ta definicidn de grado en cual-
quier punto p & F(aU), permiten derivar todas las otras

propiedades.
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Definicion 5.2.1. Sean @ c R y B> 0, el conjunto

S={x€Q |3 ace€sn con |x-a] < B}, se Tlama el collar

de Q@ con didmetro B

Sea U< R™ x[a,b] y g : 0~ R™ con g€ MU y
g~ '(0) # P, g~ '(0) y 9U  compactos, se puede, entonces,

hablar de 1a distancia entre ellos, sea

a = dist(g~'(0), 3U); denotemos como K al collar de U

de didmetro %.

Teorema 5.2.2. Si g es como antes existe x> 0

tal que

si S C K cerrado y diam § < A, entonces g(S) estd en

alguna regién abierta que no contiene a cero, determinada

por un hiperplano de R".
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La demostracidn se basa en el siguiente teorema que enuncia-

mos sin demostrar:

Teorema 5.2.3. Sea Dt R"™ compacto y {Ui} una cubierta
abierta de D, entonces existe un ndmero positivo A({Ui})
(ndmero de Lebesgue) tal que si S C D cerrado y

diam S < A({Ui}), S estd contenido en algin Ui de Ta cu-

bierta.

Demostracién de 5.2.2.

Consideremos a H, wun hiperplano de R™ que no contenga a
0 y 1lamemos Ry a Ta regidn abierta de R®, determinada

por H, que no contiene a cero.

La familia {g'1(RH)}H €s una cubierta abierta de K. Pues

si x €K, g(x) # 0, entonces g(x) estd en Ry para al-

gin H y X estd en g'1(RH), por 1o que {g'1(RH)}H

cubre a K, ademas 9_1(RH) es abierto pues g continda.

Sea {U }7" una subcubierta finita de {g'1(RH)}H y

i‘i=1?

A({Ui}) el ndmero de Lebesgue correspondiente.

Sea S C Ui para alguna i y g(€¢) c g(Ui) = g(g"(RH))

para alguna H.

Es decir g(¢) estd contenido en una de las regiones,la que no

contiene a cero, de un hiperplano de R" que no pasa por el
origen. Adema's pare e.)cu-an'h'za,r que ]%T‘K)-jcx\\ se 2
Peqwe no hdcemos las comside raciones :
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9] es continuagentonces alcanza un minimo positivo en K,

sea ¢ tal que si diam T < § entonces

195 (x) = g(x)] < min|g(x)].
Denotemos como r(g) = min{%, A,8}.

Consideremos U c R™ Y T una triangulacién en R™ ta] que

c|T M a g
u [T| denotamos o (U) Oeg]OCU

H— I 7< \ .
IT\ / 2//////%, /_
\ =N L

N\
N

%

Proposicidn 5.2.4, Sean U CR"™ x[a,b] y g€ M(U), para
cualquier w\n+1) -triangulacién T tal que U c |T| vy

diam T < r(g), se tiene que 0 no esti en g(U_T_ﬁ;TUT) y
cualquier o en T, o cC E_t_ﬁ;TUT, no es e-regular res-

pecto a g,

Demostracidon: Si x e U= MT(U), X estd en algin o de
T que intersecta a 23U y existe a en 3U tal que

|x-a] < %, por lo tanto g(x) # 0.
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Ademds U - MT(U) compacto y si o estd contenido en
u - MT(U), cCK y g(o)c Ry» para algin hiperplano H,
0 ¢ RH.

Supongamos que para alguna X € o C K gT(Q) = 5, entonces

lg(x)| < minlg(x)]|:!

Ademds el min|g_(x)| es positivo, entonces para toda
x€k T

€ > 0, existe e positivo menor que e tal que ¢ no

0
estd en gT(x), basta que e < min |g(x)| y por lo tanto
XEK
n+1

o no es e-regular.

De aqui en adelante consideraremos a todas las variedades P.L.

orientadas naturalmente y a R™ con la orientacidn estandar.

Definicidn 5.2.5. Seah UcC R™, f e M(U) T tal que UC [T|

y diam T < r(f).

El grado de f en 0 respecto a U deg(f,U,0), es §i°%(f)
donde Si(U) es el subconjunto de T de los
n-simplejos e-regulares respecto a ET.
Para demostrar que la definicidon de grado no depende de la
triangulacion, necesitamos construir una (n+1y-triangulacidn
que enlace a dos triangulaciones que tengan las propiedades de

la definicion 5.2.5.
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Lema 5.2.6. Dados UCR", feMu), T, y T (dos

triangulaciones tales que U € ]Ti| y diam(Ti) <r(f)) y

0¢ f(u - (MTi

(n+l)-variedad (M, T) tal que M c R™ x [0,1] y se cumplen

(Uu)!) para i = 0,1, entonces existe una

1- M n R™ x (i} = IM. (V)| x {i} para i = 0,1

2- Las facetas de T contenidas en R™ x {i} son de

la forma «t x {i} con =t € Ti para i = 0,1.

3- Todas las facetas e-regulares respecto a hT y

que son de frontera de T son de la forma t x {i}

con t €M_ (U) para i =1 6 i = 0. Donde

hix, t) =

?x).

- A

A T se le 1lama triangulacidn de enlace.

Demostracion:

Sea M = MT (U) x [0,.5] UM_ (U) x[.5,1].
0 T,

Para triangular M con T que tenga la propiedad 2, se
usan técnicas estdndar en topologia P.L. Rourke Saunders

[ 1).

Si U es convexo podemos construir un n-simplejo S que
lo contenga y triangular S x [0,.5] por unllado y |

S x [5,1] por otro,con las técnicas usadas en el inciso
2.1, de tal manera que las facetas en S x {f} n |T| x {1}

son de la forma «t x {i} con =+t € T,» para i =0,1. (La
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etiquetacidon fuera de U x {i} se hace de tal manera de

no introducir simplejos e-regulares).

En 1a figura ilustramos T cuando n = 1

\ MTQ [QUA]

3] L U x 1o, (]

MTL\U]

Etiquetamos 79 de acuerdo a. hT(x,t) = f(x). Las face-

tas de T que se encuentran en 3M pueden ser de 3 tipos:

a- Estar contenidas en t x [0,.5] con t en (M_ (u))*!

To
oen t x[.5,1]1 con t en (MT1(U))"'1.
b- Estar contenidas en la diferencia simétrica de
MTO(U) x {.5} y de MT1(U) x {.5}
CCIMy (T = My (U 1) © (I (U)] - My (U [)) x .53

c- Ser de la forma =+, x {i} con <., € M_ (U), i = 0,1
i i Ty

Las de los 2 primeros tipos no son e-regulares, pues las

primeras tienen etiquetas repetidas y las segundas son ma-
peadas por FT, en una regidn abierta Ry Que no contie-
ne a cero (5.2.2). Las facetas que cumplencson las Gnicas

que pueden ser e-regulares y T cumple las propiedades 1,2,3.
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Teorema 5.2.7. La definicién de grado no depende de la trian

gulacion.

Demostracidon: Sean TO y T1 dos triangulaciones tales que

Uc |Ti| y diam Ti < r(f) para i =0,1.

Por 5.2.€6 existe (M,T) tal que

3T N R™ x {i} es T = {t x {i} con 1 € M, (U)} para
i
i=0,1.

Definimos h : M — R™ con h(x,t) = f(x)

Los Unicos simplejos e-regulares ( hT\ que pertenecen a

9T son de M_ (U)lifpara alguna i.
Ti

Entonces todas las cadenas de facetas e-regulares de T que

empiezan en To terminan en T0 0 en T1 y 1o mismo para

las cadenas que empiezan en Ti terminan en T1 6 en To'

Consideremos (M’Ti) con la orientacidn natural, aplicando
el corolario 5.1.2. tenemos que

Z or_(o) = Z or_(o).
oest vy £ o€sf (u) f
T 1

0
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Los 3 simplejos con flecha son los e-regulares (1-f)

deg@f, U, 0) = -1.

Definicidon 5.2.8. Si f € M(U) y P ¢ f(aU)

deg(f, U, P) = deg(f-P, U, 0).

Como un corolario de 5.1.12 y del lema 2. tenemos

o

Proposicion 5.2.9. Si S n-simplejo de R", f € M(S)

° -
existe x € S tal que f(x) =0 entonces

deQ(fa §s 6) = ': 1= Orf(S)
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Propiedades del grado de Brouwer

Normalizacidn

Teorema 5.2.1 . Si 0 estd Uc R™, pero 0 ¢ aU, enton-

ces deg(IdU, U, 0) = 1.

Demostracidn: Sea T con las propiedades U c |T| y s¢ 42d(6, 30)

diam T < 7 = r(IdU), existe un sélo o € T tal que es

e-regular, pues para e < %—, € estd en el interior de un
a

s6lo o, o€ M (U). si = v, ..v% entonces
deg(1d,, v ,0) = °”1dﬁ(“) =
1 ... 1 ) 1 swa |
= sig det ( X sig det ( =1
: VO vl UO un

Con la definicién de grado se obtiene directamente la propie-

dad de invarianza homotépica,

Invgarianza howmotdpica

Teorema 5.2.12. Para U c RM y h :R8— M(u)

continvg,

deg(h( t), U, 0) es constante respecto a t e [a,b].

Demostracién: Para t en (a,b] sean T, v T trian-

A

t
gulaciones tales que U C |Ta| y U c |T€|, consideramos

la triangulacién T(5.2. ) de enlace de T‘& vy T

( dig (T-\x ¥ » o B 0 A e o .
4 d T Lige % -“\(3\\ v Atemilis . < Y“‘\“\j,; '_'\".onc.cs
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Los dnicos simplejos e-regulares respecto a hpsen JFL corresponden

M. (U ) yalos de MTA(U ), entonces las cadenas que empiezan

a t

en MT (U) terminan alli mismo o en MTA(U ) 'y andlogamen
a t

te para las que empiezan en Mg(U ) por lo que por el coro-

Tario 5.1.15

f( Y ory (4 (0) = 5( €)°rh( &) (o)

es decir deg(h( .t), U ,0) no depende de t.
Propiedad de aditividad.

Teorema 5.2.12. Sea f &€ M(U), U # @ y sean U, ¥y U, sub

conjuntos de U abiertos y ajenos con 0 ¢ f(u - U1 U Uz)'

Entonces
deg(€, U, 0) = deg(f, U,,0) + deg(f, U,, 0).

Demostracién: Sea T wuna triangulacién tal que U c |T| y

diam T < r(f)
£ - oF £ £
ST(U) = ST(U1) v ST(UZ) 9] ST(U - U1 9) Uz)
pero SE(u-u vu) =p
T 1 2

deg(f, U, 0) = = org(o) + T or(o) =
oS (U,) cES§(uz)

= deg(F, U1,5) + deg(f, U, 0).
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5.3.. Unicidad del grado

Amann y Weiss [1973] son los que establecieron la definicidn
axiomdtica de grado topoldégico para cualquier conjunto

Uc R™ abierto y acotado; cémo una funcién g(-,U) defini-
da de M(U) en los enteros que cumple las propiedades :
Q(Idaa u)
h :[0,1] - M(U) continua, g(h(t), U) no depende de t

1 si 0€U - 3u (normalizacién); si

(invarianza homotdpica) y si U # @ y U,y U, subconjun

tos abiertos ajenos de U tales que 0 & F(T - U, vu,),

entonces g(F, U) = g(FlUl,U1)+ g(F |U2, U.) (aditividad).

2
Tenemos ademds que si p € R®, p & F(aU) se define
g(F, U, f) = g(F - e> U). En su articulo Amman y Weiss de

muestran que el grado topoldgico es Gnico.

Los resultados del inciso 5.2 demuestran que deg(-,U) es
un grado topoldgico y entonces la definicidn de grado de

Pettgen y Sieberg coincide con otras mds usuales.

En este inciso probamos que el Gnico grado topoldgico es

deg(-,U).

Para demostrarlo es necesario hacer ver que
g(F, U) = g(F_, M.(U)), para T triangulacién tal que
Uc |T| y diam T < v(F).

Por aditividad finita g(FT, MT(U)) = Gg g(FT, o).
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Entonces sdlo falta probar que g(FT, g) = orF(c); para

que se obtenga que g(F, U) es deg(F, U).

Para llevar a cabo los detalles de la demostracidn es nece-
sario establecer varias propiedades del grado, que tienen
interés, por si mismas, tanto tedrico como practico; dentro
de 5.3 se demuestran algunas de ellas dejando la demostra-
cién de otras para un apéndice que se incluye al final del

capitulo.
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Deginicion de qrado topo 'O'qico

Sea C, las funciones continuas de R® en Ry con la topo

logia de Ta convergencia uniforme,
V={UcR" | U abierto y acotado}
Las propiedades siguientes son ciertas
Para U e v, id e M(U)

Si U1 < Uy, U1 abierto, feMWU), y 0¢ f(U-U_)s

entonces f | U1 estd en M(U1)

Sex M(V) = {M(U)|U € v}

Definicidn 5.3.1. Un grado topoldgico g para M(V) es una

coleccion de funciones {g(-,U) : M(U) — Z |U € v}

que satisface:

a - (hormalizacidn) para cada U€ V con 0 € U g(id-, U) = 1,
U

b -Gaditividad)para cada Ue v | U#p vy U, v U, abiertos

y ajenos subconjuntos de U y para cada f € M(U) tal que

0 & f(u - U, uuz),

9(f, U) = g(f | U, U) + g(f | U, U

h 144 2* 2)’

¢-tinvarianza homotépica)para cada U € v U# 9 y cada fun-
cion continua h : [0,1] — M(U), g(h(t), U) es indepen-
diente de t € [0,1],

D te 0

Deno Inosg(f,Ui) a g(flUi, Ui)'
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Definicidn 5.3.2. Sean Ue€ V,peR® y f- P € M(U) (es

decir p ¢ f(3U) y f e M(U)).
g(fs U1 p) = g(f - p: U)'

Proposici6n 5.3.3. Si peR®, Uev, u#op, y f - pe M)

.
.

a). Si pewu, g(id, U, p) = 1.

b). Si U, v U2 subconjuntos abiertos de U tales que

p ¢ f(u - U, Y U,), entonces
9(f, U, p) = g(f, U ,p) + g(f, U,.p)

c). Si U#@. Si h : [0,1] — C tal que p ¢ h(t)(au)

para t € [0,1], entonces g(h(t), u, p) no depende de t.

Teorema 5.3.4. Existe un grado topoldgico para M(v).

Demostracidn: En el incisod2 se demuestra que deg es un gra
—=rostracion 2

do topoldgico.

Veremos ahora otras propiedades de g que se desprenden de

Tas anteriores y que sirven para probar la unicidad del grado.
Teorema 5.3.5. g(f,p,p) = 0, donde p € R™,

Demostracidén: Sean U e y. Sea U1 =U y U2 =9

p & f(u - U, U U)), entonces por 1a propiedad de aditividad

9(f, U, p) = g(f, u, p) + g(f, 9,p)
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por lo tanto g(f, §, p) = 0.

Teorema 5.3.6. (traslacidn), f y p como en 5.3.1. y q en

R® tal que (p-q) € f(au), entonces g(f, U, p) =

=g(f -q, U, p-a).

Demostracidon;por definicidn g(f - g, U, p - q) =

g(f - q-(p-4a), U)zg(f-q, U, p-aq)=

g(f - p, U, O] = g(f, U, p) de nuevo por la definicidon 5.3.2.

Teorema 5.3.7. (Propiedad de Solucidn). S¢ ge (V) y eéf(O)_,g(p;U,P)w
Demosiraciant
Sea U =0 y U, =0.

1 2
p ¢ f(U - u, v Uz)’ entonces por la propiedad de aditividad

g(f, U, p) = g(f, U, p) *+ g(f, Uysp) =0,

Proposicion 5.3.8. Si K cerrado contenido en U,

feMU) y p¢& f(K) entonces
g(f’ u, P) = g(f, u-K, P).

Demostracidn: Por las propiedades de aditividad y solucidn

tenemos
a(f, U, p) = g(f, U-K, p) + f(f,int K, p) = g(f, U-K, p).

Teorema 5.3.9. Sean f y f en M(U) y

p ¢ f(au) v f(av) tales que If - fl < m, donde

m = min {dist(p, f(au)), dist (p, f(au))} > 0 5 entonces
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g(f, U, p) = g(f, U, p)

Demostracion: Sea h : U x [0,1] —— R" definida como

h(x,t) = t(F(x) - p) + (1-t)(f(x)-p)

-
—
x>
=
1
©
]
s
-
—
x
=
1
-
—
x
\
3
1
o
=
[}
—
—
1
o+
3
\%
o

entonces h(X,t) #0 ¥ te[0,]]

Por 1a propiedad de invavi{anzg \womoto'pfce_

9(1-’ - p, U, 0) = g(f - p, U, 0) 0 1o que es 1o mismo

9(f, U, p) = g(f, U, p)
Por induccidn se prueba |3 ditividad epn %ene_ral

Teorema 5.3.10, Sean U .,Un abiertos ajenos subconjun-

¥
tos de U.

feMU y p tal que p ¢ f(0 - LI_} U;), entonces

i=1

g(f, U., p).

n
9(f, U, p) = Z 5

En el a\wa'nc\me demosSramos:
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Teorema 5.3.11. Si f € M(U), T tal que Uc [T|], o€ T,

e-regular, Fc = AG -a, Y 0 e Ad(c) y a_ ¢ Ao(ac),

entonces g(F_, into) = org(o).

Teorema >.3.12. (Unicidad  del grado). Si g es como en la

definicién 5.3.1, 5.3.2, g es dnico.

Demostracidén: Sean Ue€ V, F e M(U), T una triangulacidn

con didmetro menor que r(F) y Uc |T|.
Por 5.3.8 g(F,U) = q(F, intMT(U)).
Por 5.3.9 g(F, 1ntMT(U)) = g(F,intM_(U)).

Si €

nor que e,, € es un valor regular de FT, entonces

gT(FT, intMT(U))= g(FT- g, int MT(U)).

- &, intMT(u)\= 3 g(F, - €, into)(aditividad).

g(F
F
UEST(U)

T

Por 5.3.14

g(FT - €, intog) = g(Fo - €, into) = g(FU, into) = orF(c)

y por lo tanto g(F, U) = X or (o) = deg(F, U)
cES% (u)

., s menor que dist(0, FT(aMT(U)\ Yy para e positiva me-
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APENDICE

Consideremos una funciénFafin,deﬁ‘nida en un simplejo
gy tal que su parte lineal A es no singular,

0 € A(g) y el vector Ft)~A no estd en A(30),

entonces g(F, int o) - orF(c). (Teorema 5.3.11).
Para ello demostraremos algunos resultados.

Teorema A.5.1. Sea UcCR™ e Id de R™, enton-

ces g(-Id, U) = (-1)".

Demostracion: I w primer \u%lf‘ se1 N eAv,
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Consideremos la transformacign lineal T que manda a xJ en

3 si 5 impar yen -x377 si 5 par.

Claramente T es inyectiva.

Por 1o tanto si T(i) = 0, entonces x = 0 y X &€ U, es
decir 0 ¢ T(au).
Ademis T2= -Id.

Supongamos que,para alguna t € [0,1], X es tal que
t T(X) + (1-t) I4K)= O, entonces si ¢t £ 0,

T(x) = :ilill x ysi B # 8,7  2ieie coms valor propio a

-(1-t)

T < 0 asociadoa X.

Pero también se cumple:

T(tx + (1-t)(-T)(R)) = O y como T inyectiva,
X + (1-t)(-TR) = 0.
Si t #1, TX = 2% y s 5 0 es valor propio de T

. ~
asociado a X, entonces

lil%il = T%; absurdo por 1o que x=0 6 t

tiene que ser 0 4§ 1, examinemos esos dos casos.
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Si t =0, tendriamos que X cumpliria

[=]]

Téx = y X =0,

Si t=1, t(x) =0 y x =0,
Entonces 6 € (tT + (1-t)I) (aU) para cualquier t € [0,1].

Y por Ta propiedad de invarianza homotdpica

g(T, U, 0) = g(I, U, 0) = 1.

Ahora sea n impar, consideremos a T 1la transformacidn 1li-
neal tal que T(x?) = x3*" i 3 par, F(xI) = -xI7T si

impar mayor que 1 y T(x') = -x'. (ix*{ waze de R")

¢ denotard a la transformacidn lineal que deja fijo a x?

sij#1 y o(x') = -x'

Procediendo andlogamente al caso n par, se demuestra que

las homotonias

ho(t) = tT + (1-t) (-I3) vy

hy(t) = tT + (1-t) & cumplen con

0 ¢ h1(3U) U hz(aU) y tenemos que

(7, U, 0) = g(-1d,u, 0) = g(o,U,0).

Calcularemos ahora d(¢,U, 0),
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Supongamos una base ortogonal en R" tal que

tén contenidos en U, donde

u = ('11 3) ’ U = ('1»1) X (_1’3)1’\-1

Definimos

915 9, 0, de U en R™ como-

0 (x) = Clxy = 1] -1, x,5.ii0x )
6,0 = (1, %, .00x ),
¢3(X) = (x1 = 2) X2, ’xn))

¢,(x) = 0 implica X320 si jJ#1 y

>
n

nN

O

1 X1=O,

~6,(x) # 0 para toda «x,
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¢3(x) =0 implica x5 = 0 si jJ#1 y x, =2,

Supongamos que (2, 0,..,0) no estd en aU.

U, - (u, v U;) = {x e R™) x, =1, -1< x; <3 para j 4 1)}

Entonces 0 ¢ ¢’J._(U1 - (U, vu)),

entonces por aditividad

9(0,s Uys 0) = g(o,, Uy, 0) + g(o,, Uy, 0)

Consideremos la homotopia te, + (1-t)¢, definida en U2

A

Si X € U2 y te€[0,1] son tales que

t¢1(§) + (1-t) o(X) = 6, entonces para j # 1

(
Ry * (1-t)8; = &5 = 0y t(]x - 1]-1) + (1-t)(-x,) = O,
L€ (-1, 1) y |§1 -1 =1 - x,
0.

t(l - X, - 1) + tx1 - X, 0= -21 =

Es decir x = 0 y 0¢ (t¢1 + (1-t)9) (3U2), entonces por
la propiedad de invarianza homotdpica tenemos

g(¢19 U29 O) = g(¢, UZ’ 0)'

Ahora para t¢, + (1-t)¢3 definida en U tenemos que si

3’
Xe€u, y te[o,1] tales que t¢ (%) + (1-t)6,(X) = 0,

J#F1l vy
t(1%, - 1] - 1) + (1-t)(x, - 2) = 0
X

~

x, € (1, 3) entonces )

Bntonces ij =0 si

¥ 1l= X, = 1 ¥

-1 -1)+ (1-t) (R, -2) =% -2=0, %, =2,

t(Xx 1 1

1
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y 0¢ (to, + (1-t),)(3u ).

Por homotopia

g(,, Uy, 0) = g(o,, U, D)o

3
Para a = (2, 0, ...40) ¥ XEUB’
(¢3 +a) x = (x1 -2+ 2, x2,....,xn) = x =ld(x)

Usando el teorema de traslacién
g(¢3: U3) 0) = g(¢3 + a, U39 a) = g([d,U3, a)

Como a € U3, pero a ¢ aU3, por la propiedad de norma-

lizacion;
g(6,, U, 0) = 1

Ahora consideremos la homotopia t¢. + (1-t)¢ definida en
2 1

u,.

-

Si x € U, ¥y t€1[0,1] son tales que

t¢2(§) + (l-t)¢1(i) = 04 entonces Qj =0 para j #1 y
-~ ‘A

(l-t)(}x1-1|-i)+t.~0‘ S{ X 24,

t+ (1-t) (% -2) =3t + (1-t)( % )%= o.

Por 1o tanto t # 1 y 21 ='%%%}> 0, X = (X ,0,...,0) con

X, 13 , entonces x ¢ BU1 y por invarianza homotdpica

g(¢,2, U1, 0) = 9(4’1’ U1, 6), {ambitn vele
Si 2‘<L,eves t-(u\\£‘=o Cwmipliceg tgy a &ﬁlﬁﬂ.
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“ero ¢2(x) # 0 para toda «x € U1, entonces por la propie-

dad de solucidn g(¢2, u,» 0) =0 vy g(¢1, U, 0) =0 vy
g(¢1, Uys 0) + g(¢1, Ugs 5) = 0. Por 1o que
g(o » U,, 0) + 9(¢;, U3, 0) =0, o 1o que es 1o mismo

9(¢ 3 UZ’ o) = '1°

Sea x € U - u,, o(x) = (—x1,x2,...,xn). 0eu, s enton-

ces x ¢ 0 y x, # 0 para alguna j por lo que ¢(x) # 0.

Entonces g(¢, U, 0) (¢, U,» 0) = -1.

Tenemos entonces que también g(-I4,U, 5) = -1 cuando n

impar.

Teorema A.S5. 2. Sea T wuna transformacidn Tineal de R® en

R® biyectiva y supongamos que 0e U vy 6 ¢ 93U, entonces
g(T, U, 6) = (-1)™ donde m es el nimero de valores propios

negativos tcontando multiplicidad) de T.

Demostracion. Si m >0 y A son los valores

qreeee - ,kk
propios negativos distintos de T. Sea Ni el subespacio

invariante asociado a Ai.

Sea M invariante bajo T tal que R™ = M ®N1 ®.... @Nk.
T1 = T|M, T2 : T|M y T= T1 ® T2. T1 solo tiene

valores propios no negativos y T2 negativos.

Donde si f : S — R®™ y g : D —— R™, entonces
feg:5e®D——R" se define como

(f ® gfx + y) = f(x) + g(y) con x€5s, ye€nD.
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Tenemos para x € R%, x = x' +x2 con x'em x?%en.

Definamos la homotopia h como

h(t) =t( I, -I )+ (1-t) (T e T,).

Sean Xx€U y te[o0,1] tales que h(t)X = 0, entonces si

Ro= &'+ %% t(r, e -1 ) (R + 8%+ (1-t) (T, @ T,) (R'+8%)=

ol

Por 1o tanto 2
37 - tR%2 « (1-t) (T1(i1) + T_(%%)) = 6, entonces

tX1 # (1-t) T(R') = 03si t=1,8 =0;si t# 1,
t

T1(§1) = T%% ' ysi x'#o0, 1-f s un valor propio no

pero entonces x| = 0y

n
o
-

positivo de T, entonces t

pues T1 inyectiva.
Por otro ladog

-tx? + (1-t) Tz(iz) =0y si t=1 %2 =0 y %% = 0.

2

A2y bt %2 t
Supongamos vt # 1, entonces Tz(x ) = X ¥ >0
es un valor propio no negativo de Tz si X2 #0, 1lo
que seria absurdo, por lo que X2 = 0, entonces

h(t)x = 0 implica x =0 como 0 no estda en 23U, tene-

mos

Q(T, U9 9) = 9( IM ® -IN' ’ Us 0).
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Si x € U-unN y suponemos X = x! + xz,x # 6 pues

0€Un N
ot 2,
(IM & -IN) (x) X x“ 4
como -X b )(2 =6 i X1 = Xz,

og (1, -I.) (U-UNN).

Tenemos entoncesypor 5.3.7,que

g(I,® -I.,U,0)=g(l @ -I UnN, 0).

N N’

Sea la homotopia t(I, @ -IN,) + (1-t)(-1,) definida en
UnN.

Si x€UNN y t son tales que
t(IM ® -IN Y (x) + (l-t)(-IN)x

t(a - x2) + (l-t)(-xz) =-x? = 6 y como 0 no estd en

2
L
0, entonces,como XX,

3(U n N), pues (U N N) = 3Uu N N, entonces

g(xM e -1, UnNN, 0) = g(-IN, UnnN, 0) = (-1)" y
o(T, U, 0) = (-1)".

Teoremah5.3.. Sean T : R®™ — R™  transformacidn lineal
inyectiva y 0 un simplejo tal que 0 ¢ T(o) y P e RrR" con

Pé¢ T(30), a € R® tal que T(a) = P.

Si o ={y € Ry =x-a con x € o}, entonces
g(T - P, int o) = g(T, int G) = sig det(Ma(T)) para « cual

quier base de R".
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Demostracidon:

~

T € M(g ¢ Pues 0 ¢ T(35) va qutsi y € ¢ es tal que

)
T(y) = 5, entonces y = 0 y como y = x - a para algin

X€g, x=a y a¢adoc y 0¢&230.

Sea o ={y € R*|y = x - (l-t)a con x € o},
Sea S tal que o, cS para t en [0,1].

Definimos h : [0,1] — M(S) como h(t) = (1-t)Ft(T-P)=T-tP.
Si x€ag,_, h(t)(x) = h(t)(x)j si x & o, Yy ¥ el mas cercano

elemento de 3o, a xJ-\».LQ.\u\:\«(.Ul;).

Si XeSy t tales que h(t)(X) = 6, entonces para alguna

z€o, T(z) - tp = 04 T(z) = tT(a) y z = ta , pero

2z =x - (1-t)a ta; por lo tanto x - a = 0 y x = a

entonces z ¢ o, Yy g(h(t), S) ne depende de t € [0,1],
entonces g(T-P, int S) = g(T, int §), pero

g(T-P, int S) = g(T --P, int o) + g(T - P, S - g) =

= g(T - P, inte) y g(T, int S) = g(T, int &) +

+g(T, S - 3G) = g(T, int 5).

Por A.§..2 g(T, int ¢) = (-1)™ donde m es el nimero de

valores propios negativos de T, contando multiplicidad.

n
Pero det(Ma(T)) = A1ﬂ...,A2ﬂ donde As valor propio de

T.j suﬁdtt (MY = -\"
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