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CAPÍTULO I 

TEORÍA BÁSICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

· Sea t E R, D un subcoajunto abierto de un espacio vectorial normado E, una 
función J : IJ. -+ E y i(t) ;::;: ;t.z(t). Una ecuación diíerencial es de la forma 

±(t) ~ f(t,x(t)) ll) 

Decimos que 9(t,x) es una soludOn de (1) sobr~ un intervalo 1 .::: R si ó{t.r) 
es una función de clase C 1 en I,(t,<;\(t,x)) C: D,t E I y <;l(t,z) satisface (1) para todo 
te: l. 

GC"Ométricamentc, ~{t,x) es una curva en E cuyo vector tangt~ntc ~(t, x) es igual 
a /( ~( t, z)); imaginamos este vector con origen en ~( t, x). :-\os rcf1 ... rittmos a f : D -• E 
como un campo vectorial sobre D como se muestra en la figura l ,Jondc ~(t 0 , .ru} = z 0 

Y ~(to, ro)~ f(xo) . 

. ~ / ., -·· (t) 

F'Q. 1 

Supóngase que se tif'ne (to, :r0 ) E D. Un problema. de valor inicial para la 
ecuación Z(t) = J(t, z(t)} consiste ('Jl encontrar un intervn.lo 1 contl'nicndo a to y una 
solución ~(t, x) de dich:.. ecuación qu(' sa.tL"iÍP..CC ~{1 0 , x0 ) ;::::; x 0 • Se escribe simbólicamcntt~ 
como 

(CI) ±(1) = j(t,x{t)), z(t 0 ) "' x0 t El 

Si c."Cistc un intcn·a..!o I conteniendo a t0 y una función o(t, rl $a\~sfaciFmdo (C J} 
a ésta le llamar('mos solución de (1) pasando por el punto {t 0 ,xo). 

Una ecuación diferencial puede tt::nt. ... t v.::i.ri<s..'> !>oluc iorn.~ cou uni1 condición ininai 
d.Ada. Por ejemplo, coruidcll"ruos. la e<:unción en R 

i(t) = 3x(t)l 
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L& funci6n idknticamente cero \1(1,z): 11 - 11 dada por 9(t,z) =O para todo 
1 E R es evidenlemenl<o Un& oolución con condición inkial .;i(O,O) = O. Pero to.mbién lo 
es la funci6n C(t,z) = t3• Las gr'5ca.s de alguna.s soluciones se muestran en la figura 2. 

A.sí pues1 es cl&ro que pa.ra a.segurar la unicidad de la. solución, es nccemu-io 
poner condicione. auplementa.riu sobre Ja función f. Ademh.s de la unid dad de Ju 
aoludones, está 1.a. cuesti6n de La. ~jstencia; a. me.nudo no es ra.cu calcular tas soJudones 
explícitamente y t.a.mpoeo hay ga.ra.ntÍA de que una ecua.clón diferenda.l tenga. soluci6n. 

UJ 

El ttsult&do siguiente es el llamAdo T~ Local F\mdamenta1 de IM ecua
ciones düerenci.a.les ord.in.aria.s. Se die.e que es un teorema. lr}oc.a.1', porque se refiere a. 
IA naturaleza. del campo vecl<>rial f : D - E en el entorno de nn punto Za E D. Su 
dem<>!tradón, al igual que IA de los teore= preoent&doo haa~ la ""'ci6n ll, puede 
venoe en f4]. 

Teorema 

S<oan D un rubcoajuuto abierto de un espado vectoriAI normado E, f: W - E 
un& fund6n 0 1 y Z(J E W. Entone.es exis-te un a > O y una única. soJuc::ión 

~: (-a,a)-D 

.i(I) = f(t,z(t)) 
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que satisface la Condición in_idal ¡;;(o~ ro} ;::..:: xn 

¡;-.:SistC"ma~: Aut60oWos. 
'.:< .. ;-·:.:. :.f->: 

La ecu~ción diÍere~iial -"- . 
':.º""::':!" ~· • .. ·.,.-· 

)·,,.;. 

es llamada· aut6rioni~ ·si 1&'f'unC:i6n:-/·,~o-depe~de d~-t~: Enjal caso 'CSCribi'rei110~·. 

donde 

-;.- • ," • .v;.: 

:r,.;/,(:z:1o:z:,); ±;;,, f,(:í:i.x,J~ 

y - (:r,(tl) 
:z:- :r,(t) . 

Una ~oludón ptt.rti (~.1) consiste de una función 

(5(1,:r) = ((5,(:ri.r:)) 
(52(x1,x:) 

(LZ) 

con t E J ~ 2: que satisface {1.2). En general, ~(t, :r) im·olucra una constant<' arbitrnria. 
Asi que, mti.s que unl\ solución, cP(t. :r) rcprcsC'ntl1 una íamilin de soluciones. En Mielantf· 
dcnotarcmo~ i."'(t,x) ~ ó(t). 

Una consccucucia ir..mcCiatf\ d~l anterior teorema es que dos cur\'as solución dl'! 
i = /(:r) tales que ·f·{t 1) ::: lf•(t:;), cntor:cec; i!l(ti) no es un punto de corte, pu<.:"!:" }rn("iendo 
~· 1 (t)-:-: li'•(tz- t 1 +t), t;11 es ttuubi~n u::a. .~o!ución. Como t."1 1(ti) -: t.-'(t2) z::.. ~{ti). rcsulh 
que é.•1 y e;, coinciden en un entorno de t1 por la unicidad. Así pues, la !>ltue.ción de la 
figttra 3 no pucd~ darst'. Del mismo modo, una curva solución no puede cortarse a sí 
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F\t. J f\J- " 

En el aso en que Wl4 curn. oolud6n 9: J - D de z = /(r) S&tisface ~(11) = 
~11 +...,¡para ciertos 11 T w >O, entonees dkh& CtUTll oolad6n ha de ser cernda. como 
en la fit;un. S. 

r...s 
Pva qae el IJlterior t<ore:na ... ~te inkres&.nte necesito...,. comp~ 

menl&do con la propi.dad de qae la llO!uci6n 9(1) depende ecntinuamente do la eondóc;ón 
inklal <0(1.). R.ecoróor::ioo que una función f: D - E too D an s,;.bcoDjunto abierto del 
~ vecto...u! norma.do E, ea ~Ula.na m D, l"i a::is'\e Wl& co!l.ltantt! 1: t.aJ qoe 

l!(v) - /(rJI S éjy - =I 

Teorema 

Sea D ~ E abierto :r ""~ qae f : D - E tiene wu constante de 
Lipochlu é. Sean ¡r(I) :r r(I) dOJ eolnciooeo de 

: =.- /(:} 

en el i:itervislo cer:-ado jto,1.J. Ent.o:ieer., pe..-.. todo t E jr.,,1.¡ 

iv{1) - r(r)J S ':v(c.} - r(tc)!•l{'-<c) 
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Con$ideremos nueYamente la. ecua.eí6n 

±= f(:r:J 

con f : D - E de el...., C 1 , D (;; E .. bie:to y supong1UD00 que d°" soluoion"" t<{I) , t•(t) 
de la ante.riot ecua.ci6r. están definids.s en el mismo intervalo abierto J que contiene a 
to y que satisface que u{to) = v(t3), entoncl':!I por nuestro b.IlterioI" teorema de unicidn.d, 
u(!) = v(t) en al¡;ún int•n-.lo abierto .Jredcdor de 10 • La unión de tod"" eso;i intern.los 
es el mayor intcn~o abierto J• contenido en J que contiene a t 0 y en el que u = v. Pero 
J• ha de ser igua.1 a J. Ya que si no sucede uf, J• t~d.rá. un extremo t 1 E J; suponga.ro.O:! 
que t 1 es el extremo derecho. Por continuidad u(tr) = ti(t1). Pero nuevuuente por 
nuestro teorema de existencia y uniddt.d 1 u = t.-' en cierto inten"a.lo J' que contiene a 
1,. Entonceo, u= ven J' U J' 2 J'. De donde u(I) = v(t) pua toda t E J. Con lo 
a.ntcrior queda dem06tra.do el siguiente ?e!ttltAdo: 

Lema 

Sea. f : D - E un:i. aplic.t\d6n C1 d~da. Suponga.m~ que dos sotuc:ion~ u(t) y 
t•(I) de :i: = f(r) están definid .. en el mh-mo in~crr.Jo e.bie:rto J que contiene a lo y que 
1afüface u(to) = o(t0). Entonces, u{t) = t•(t) para todo 1 EJ. 

Ahora bien, no ~ti garet~ado que wir..soludón ~(t) de una. ecuación diferenc.ia.l 
puede definirse pa.ra todo l. Por ejemplo, la e<:uación en 11 

± = l + %:1 

tiene por soluciones a lu funcion~ 

.;l(t) = U.n(l - e) e= con..tnntc 

)"a que ¿i{t) - ±oo cuando t - e± 1· 
Sea. to E D, por el te-orem~ de cxi5tencia .aa.bemos que hay un intervalo que 

contiene a to ta.! que existe un21. w!udón que c-u..mple con 4l(to. =o) = Zo· Consideremos 
a {o,,PJ como la unión d~ todos 10o!!I inten-alos que contienen a t0 en }05 que cxist.e una 
solución con c;i(to.::o) = ~- Por el lt!.tDA, lu soluciones corrcspoodirnt6 a dc.s ca&J~
quiera interv&los de la un.lón coinciden en la inten.ec:.dón de ambos, con lo que e::x:i.Jte 
una solud6n en todo el lntc.n"ll.!o !a, .dj, que redbe el nombre de intervalo ma.xlmal 
donde hay una solución .;l(t) hl que o:l(to) = J:o. 
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-;2. Flujo de una Ecuación Diferencial. 

Rcgre!em.os a nuestra e<:uación :i: = /(.r) con f : D - E de clase C 1
• D ~ E 

abierto. Sabemos que pasa ca.da .x0 E E existe una única solución ~(t,x) con 4i(t0 ,x0 ) = 
:ro definida en un intervalo abierto maximal J .; ll. Denotemos 4>(1) = 4>(t, x0 ) para 
indicar la dependencin. d(' t!J con respecto a Za· Entonces ó(t0 , Xo) = XQ. 

Sea n e R X n' el siguiente coajunto: 

0 = {(t,x) E il x D: t E J} 

La aplicadón (t, z) i--+ <;S(t, x) es entonces una función 

<;l:O-D 

Se le llama a 4> flujo de la ecuación i = j(x). Lo denotaremos 

,ó(t,:i:) = <;1,(z) 

Variu preguntu surgen acerca del conjunto O y de la función~ ¿Cuáles son l&S 
propiedades de O? ¿tP es continua en O? ¿~tiene derivadM parciales continuas sobre n 
respecto a una o m~ de sus variables? 

Teoz·ema 

L:i a.plica.dón 4> tiene la siguiente propiedad: 

en el tientido de que si un miembro de esta igualdad está definido, también lo esti el 
otro y ambos so:i iguales. 

Teorema 

n es u.a conjunto t1.bierto en R X D y r;, : n - D es una función continu&. 

Consideremos nuevamente la ecuación 

i= 1 +x2 

cuyo conjunto s-Jlución S!ln h•_o; fondones 
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.¡l(t) =tan(! -,e) e= constante 

y sea .P(to) = zo,,entonc.S 

tan(la - e) = :co 

de donde 

e = 10 - arcta.n(:ro) 

luego la aolucí6n a ;i: = 1 + r.' que satisface ,.1(10) = :r0 viene dada por 

.¡l(t) = tan(t - (to - arctan(:co))) 

Observemos que 

8i¡\(t) sec2 (1 - (to - arctan(:ro))) 
a;;= l+:r& 

1 + tan2(t - (ta - arctan(z0))) 

= 1 +:r5 
1+\P(t)' 

== 1 + %~ 

!__ (8.P(t)) = 2tan(t - (10 - arctan(x,,)))sec1(t - (to - arctan(:co))) 
dt ax. 1 +xi 

2\P(t)(l + o?(t)') 
= l +x,l 

= 2-?(t) (ª.P(t)) 
ª"'º 

luego ~(t) satisface la ecuación con c:ondid6n inicial 

~h(t,:r) = /'(oi>(t,:r))h(t,x) 

h(t0 ,z) = 1 

-, -



Definición 

Sea 9(1,::} 50lud6n de 

±(t) = J(:,:c(t)J (2.1) 

con f E C'(D) con D abierto conteniendo la M>ludón (t,9(1,r)) O~ 1 < ro. El 
sistema lineal 

~(1) = J,(1,9(1,:c))y(t) 

4>(fo,1') = 1 

donde J1 e I ion laa m&.trices Juobia.na de fe. idéntica. respectivamente, es ilamAdo 
Ecuación Yaracloual a.sociado a (2.1) ""'!>•<:lo" l~ solución 4>(f,r). 

3. Plano Fase. 

. Analicemoo cnás de cen:a. l& f=ilia de !IOlucion .. ó(I) = (;>i(:i:),~(x})r de i: = 
/(:r) con f : D -+ R' de da.se C 1 sobr~ un abie:to D ~ R:. El comporta.miento 
cualit.&.t.iro de esta familie. está dete.mlne.do por el <.vw¡:...,.;~~cnto de C-1 >· rJ>, conforme 
el tiempo t "·a.ria., pero en luge.r de esto último Jcht;-:r.oe ind.kM c6n:o se comporta 
9 .en el plano fase. El plano r ... o %'>trato r ...... UD •uhcoajunto de 11' donde el 
comporU.miento c:ue.lita.tivo <le todP.& la.s soludor.c::& de r = /(;r' es re-presentada. por 
un1'. fa.mili& de cun-u c:.onodda.s como trayectorlu u órbltna, 
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Para comenzar a analiz&r dicha descripción cualitativa en el plano, empezamos 
fijándonos en los puntos fijos o punto• crítico• de (1.2) que son soluciones co113tn.ntes 
.,6(1) = e = (ci,c,) obtenidas cuando <;61(1) = O y 4>,(1) = O. Sw col't'CSpondientes 

trayectorias es el punto ( ~~) en el pla.no fase. 
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Algunos ajemplos son mostn.J.os en las figuras 6 17,8 y 9. 

1'Q-. 9 •'-=r-•' +• r'=-• 

4. Clas!Jlcac!ón de los Punto• FIJ01. 

Considererooo n1m-amente el sistem& (Ll) 

'"= /(%) con %= (%') ,/(%) = (11(%)) 
%: /:(%) 

y veamos cómo se comportan la.s soluciones cerca. de sus puntos fijos. 

Supongamos que i: es un punto fijo aisla.do para el anterior sistema y n.demá.s 
que la.!! fundur.cs .f1(:) y .':(T) son continuas y Lipschitiia.ne.s en D ~ R1 t.sl que i 
pert€nezc.a a D. 

a.) Si loda. ve<:indad de i: contiene una trayectoria. cerrada; es decir, una solución 
?(t) de (Ll) tal que c(t0 + t) = 9(10), entonces es ll&m&do un punto de rotación. 

b) Un punto pa.r~ el cual exi!ste una ..-ecindad que contiene solamente trayectorias 
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cern.das es llamado centro (figura 10). 

U7 

F\.g. 10 s'=v v'=-s 

e) Si existe una vecindad N de % con la propiedad de que toda solución que 
se encuentra en N a partir de e.luto t, se aproxima & él conforme t -+ +oo(t - -oo), 
entonces X es llamado un atractor {repulsor). En el caso en que clicha. solución sea 
une. espiral, el atractor recibe el nombre de foco {figura 11). 

tH lU 

fi-9, 11 s'=-s-11 v'=~-v 
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d) Si i es un atrac.tor y toda línea. n:cta que pasa a través de él es tangente a 
alguna trayectoria que se aproxima a éste, cntoncC3 es llamado un nodo propto (figun. 
12). 

1 U 1 n 1 M 

í\;J. 1t 11'=-11 •=-.-

e) Si es un atre.ctor y exi5te Wl!. línea recta. puando por %, tangente ah{ a 
toda.a lM traycctoriu que se le aproximan, enton.::e.<t dicho punto es llama.do un nodo 
Impropio (figura 13). 

:~~~I 
1 ----- 1 ·"·!·· '" .... ~I 

ro¡.¡ 1! r'=y-:r '' 
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f) Un punto aWa es un punto crítico que es aproximado por sólo un número 
!l.nito de trayedoriaa conforme t - ±oo (figura 14). 

g) Todo atra.ctor i tiene la propiedad de que toda so1ud6n próxima. a él perma
nece próxima en todo tiempo posterior, por lo que trunbén se le llama.ntractor estable. 

Estoa puntos críticos son de especial interés dehi.do & que el sistema (1.1) puede poseer 
tales punto! si es lineal. 

Teorema 

Considere el sistemr:. 

a 1 b, e, d E R1 donde 

A=(; !) 
es una ms.tríz no-singular. Sea >.11 >..2 loe valorc11 propios de A. 

1) Si A1 =a+ i/3 A2 =a - i{J con {J .¡.O, entone.,. el origen es un centro ai a =O 
y es un foco (foco estable) si a$ O(a <::O). 
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il) Si le. me.trfz A. no tiene dos ve<":tor·~s propios linealmente ifülcpcndicntc~, entonces 
el origen es un nodo impropio esto.ble (inestable) si el valor común ..\ = )q = .\2 
ca negativo (positivo). 

lll} Si la. matríz A es tal que sus valores propios .\1, ..\:i E R y posee dos vectores 
propios linealmente independientes correspondientes 11 .\ 1 y a .\2 respectivamente, 
entonces el origen es un nodo propio este.ble (inestable) si .\1 = ..\2 $ 0(.\ 1 = .\2 ~ 
O)¡ el origen es un nodo impropio estable (inestable) si .\ 1 -¡. .\21 .\ 1 ~ 0 1 .\2 ~ O 
(.\1 ;::: O, .\2 ;::: O}; y por último el origen ee un punto silla si (.\1.\2 ~ O). 

Un punto crítico de un sistema. no..Hneal puede o no ser de los mencionados 
anterionncnte. Considérese el sistema. de la forma siguiente 

donde ad - be i O. 

±1 = /1(xi. x2) = ax¡+ bx2 + P(x1, x2) 
±2 = f2(xi. x2) =ex, + dx, + Q(:c¡, x,) 

Si las funciones P(:r:11:t2) , Q(:rh:t:z) son suficientemente pequeñas cerca del 
origen, entonces las trayectorias de este último sistema se a.semejarán a les trayectorias 
del sistema. linea.l 

:i:1 =ax¡+ b:z:2 

i:2 =c:t1 +dx:i 

en uno. vecindad de dicho punto. 

Teorema 

Sup6ngMe que el sistema no--lince.I 

es tal que ad - be i O y 

±1 = ax1 + bx2 + P(xi.x2) 
:i:, = CX¡ -i-d:c2 + Q(x¡,:c2) 

lim \P(x1,x:)I + IQ(:c¡,x2)! = 0 
l•1H 1•21-0 !lx1! + lx2\J1+1 

parn nlgún t ~ O. Entonces el origen C"fl un nodo, foco o punto silla para cae sistema, si 
es un nodo, foco o punto sitlo.1 respectivamente para el sistema lineal 

±1; a:z:1 + bx:i 

:i"l = CXt .¡. d:z:1 

- 14 -



Si el origen es un centro para este último, entonces puede ser un centro o un foco para 
el sistema no-lineal. 

Par• l• prueb& de los dos últimoe teorem .. conaulto.r .(3). 

En el caso de sistemas no-lineales para los cuales el anterior teorema no se aplica, 
el comportamiento de las soluciones cerca de un punto fijo aislado puede ser mucho 
más complicado y depende de las características propias del fenómeno estudiado. Por 
ejemplo, el sistema mostrado en la figura 15. 

F\l;¡.15 z'=1i1 
1 

1i1'=-z+-
(z-2)2 

5. Soluciones Perlodlcas y Ciclos Limite. 

Como vimos anteriormente si en el sistema lineal 

(a,b,c,d E R) la. matriz. (: ~) tiene valores propios A1 = i/3 >.2 = -i{J con f1 ':/; 01 

entonces el origen es un centro, C'S decir, que e."<iste un "contfnuo infinito" de trayectorin.s 
cerradM cada una de ellas conteniendo al origen en su interior. En este caso el sistema 
tiene una. infinidad de soluciones periodicas. Además, de acuerdo a.l último teorema, si 
los valores propios de la. matr(z del sistema lineal asociado al si!tema no-lineal 
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±1 = a.xi + br, + P(X1, r2) 

±, = <-1:¡ + '"'' + Q(:r¡, :r,) 

son igualmente imaginarios puros, entonces el origen puede ser un foco o un centro para 
el sistema. n~linca.l. Ésto nos lleva a pensar que ciertos sistemas no linea.les contienen 
un número infinito de soluciones periodicas. Este no es siempre el caso como se muestra 
enseguida. 

Consideremos el sistema siguiente 

i:1 = :r, + r 1 - ri(~ + r;) 
.i:3 = -%1 + x1 - :r2(z~ + ~) 

que es equivalente, uaa.ndo coorden&das polares, al sistema 

cuya solución es 

con k , to corutantes 

r = r(l - r') 

o= -1 

1 
r=----

v'l + ke- 21 

8=-t+10 

N6tese que el círculo r = 1 es una soluci6n¡ t>i k ~ O IM correspondientee 
trayectorias son espirales dirigidas hacia el drculo provr.nientes de eu interior r si k :; O 
los curvas se dirigen hacia el círculo desde eu exterior, como se ilustra en la figura 16. 
En este cuo, el cCrcuJo es una trayectoria cerrada llama.da delo límite .. 
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Definición. 

" 
1.0 

u 
11.>-~~~-+-~~~ ..... ~~~-++--~~~-

-IJZ 1.11 1.n fts IJI 1.1' 

Una trayectoria cerrada O en un plano fase .. llamada un ciclo limite 11 está 
aislada. de cualquier otra trayectoria. cenada.1 má.s precisamente, si exiate una vecindad 
tubular de O que no contiene otrM trayectorias cerradaa. 

No todos los ciclos límite :se comportan de la mWna íorma. Exiat.e:n tres tipoe, 
a saber: 

1) El ciclo Hmlte estable (atractor) en donde IM trayectoriaa vecinas ac aproxi
mn.n n. él en forma. de espiral cuando t - +oo. 

11) Se dice que el ciclo Hmite es lueuta.bJe (repulsar) cuando la.a trayectoriu 
Yecinas se alejan de él conforme t - +oo. 

111) Por último se tiene el delo Hmite 1eml-estable1 en donde ocurre que !US trn.
yectorias vecinas se aproximan a él por un lado (exterior o interior de dicha 
solución periódica) y por el otro se alejan como en el ejemplo a.nlerior. 

Antes de continuar introduzcamos n.lgunn. terminologfa. Recordemos que había
mos denotado la solución de :i: == J(:) con x E R: 1

, que pasa por el punto Xo en t = t0 , 

por .P(t,.ro) = .P(t), ahora la designaremos por el símbolo -r(.ro), es decir 
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-r(zo) = {q E R': q = 6(1,.::0 ) t E (a,b),-oo :S. a< O< b :S. +oo} 

La semitrayectoria positin. y la negativa de zo, se definen reemplo.zando (a,b) por (O,b) 
y (a, O) respecth-amente en 1 .. iguo.ldad anterior. Las denoteremos por -r+ (:ro) y -r-(:r0). 

6. Conjunto• w - a límite. 

Consideremos e! sistema (en coordenadas polares) 

r = r(l - r)(2 - r)' 

Ó=l 

El sistema corata de un único punto fijo, que es el origen¡ dos trayectorias cc
Tradas C1 y C2i e! resto de ellas son espirales que giran alrededor de las órbitas C1 

y C-z, como se muestra en la figura 17. Si 
una trayectoria se inicia, digamos en el irus

Fiq. 11 

tante cero en un punto que está en In. región 
exterior de Ja órbita C1, entonces cuando el 
tiempo se iucremente, su trayectoria girará 
alrededor de C1 pegándose cada vez: más a 
ella., pero sin llegar a tocarla. Si el punto 
en el que se inicia una trayectoria está en 
la región entre C1 y e,, entonces dicha tra
yectoria Ya a estar siempre en esa. región. 
Cuando el tiempo crezca sin límite, se acer· 
C&rá a. e,. Si el punto inicial se encuentra en 
el interior de la regi6n a.cotada por 0 21 en· 
tonces con exccpci6n del origen, Ja traycctcr 
ria correspondiente glrllrá. alrcdc<lor deJ ori· 
gen tendiendo a la órbita C:. 

Aho:n. bi;!n ¿Cuál es el destino final de un punto p que está en la región exterior 
a C1? Q;.;.ercmns he.i:.er ver c.¡ue ea toda la cuna 0 1• 

Sea zo fuera de C1 y q cualquir..r punto de 0 1 Supongamos que ~(t,z0) es la 
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ooluci6n del sistema tal que oi>(t 0 , :ro) = :r;,. 
Le. trayectoria correpondicnte C9 la que se 
muestra en la figura 18. Entonces, en base 
a \o que se definió anteriormente, decimos 
que un punto q es destino final de :ro 
si la aemitrayectori.a .,+(:z:o) se aproxima a q 
para una succsi6n creciente del tiempo que 
tiende a +oo. La figura. da. una idea clara. de 
ésto. Ee: decir, que se puede encontru una 
sucesión {tn} e a+ con tn - +00 y ta.1 que 
la sucesión 9(t,"zo) = :r:" tiene por límite 
al punto q. Como q en. un punto arbitruio 
de C11 esta. curva es el conjunto de todos loa 
puntoe que son destino final de r.gc. 

F\Q. 18 

Haciendo un razona.miento semejante, si zo está. entre C1 y C2 1 su destino final 
cuando t crece sin límite es la curva. 0 2 (figura 19). En tal caso podemos hacer ver lo 

siguiente: pe.ra cada punto q en C11 existe 
una sucesión {tn} e a- con '" -+ -oo, tal 

Resumiendo: 

que limtn--c:o c:i(:r:o, tn) = q. Esto quiere de
cir que para todo %o en la región entre C1 "l 
C2, cada punto sobre 0 1 es punto final en el 
pa.s&do o punto origen de %Q. Tomando nue
vAIDente %iJ en el exterior de 0 11 vemos que 
no tiene punto final en el pasado, es decir, 
cuando t - -oo. Finalmente, si tomamOB 
Z<l '1- O en el interior de 01 1 concluimos que 
su destino final en el futuro es este conjunto¡ 
mientr&S que su destino final en el pasado es 
el punto O. 

\) E\ destino final en el futuro de un punto situado e.n el exterior de 0 1 es esta 
curva. Este mismo punto no tiene origen en el p&Sado. 

U) Para un punto %o entre 0 1 y C2, su trr.yectoria ,(ro) es acotr.d& y tiene tanto 
destino fine.\ en el futuro como en el pasado. Son los conjuntos 0 1 y 0 1 respec
ti\"'lllnente. 

\ll) Le. trayectoria , de un punto en el interior de 0 1 ~ acote.da y si el punto es 
distinto del punto O, su destino final en el futuro es la órbita 0 1 y su destino 
final en el pa.sa.do es el punto critico O. 
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h·) Para la trayectoria ~ne pa.H\ por el punto fijo O. f;U destino final en el futuro y 
su origen en el pasado ~ él t.::tismo. 

A.hora bien 1 con lo que se ha. dicho en loa ejemplos anteriores acere& de los punWó 
que son el destino ñnal de un punto culJldo éste se mueYc a lo largo de su trayectoria, 
se ha hec.ho evideme Is. importancia de e9tos ~untos destino final• en el futt!.."'O o en el 
pasado. Sin embargo, este no es el c.ombre que reciben. Usualmente a un punto que 
es el destino final en el futuro se le llama punto limite positiYo y a un punto que es el 
origen final en el pa.sndo ~e le llama punto límite ncgath-o, también se lea conoce como 
puntos w-límite y Q·límite, respccth"aID.ente. Luego la definición forma.! es la. siguiente: 

Definición. 

Un punto q se llam::l punto Umlte po&ltlvo o w·limlte de Z.g si existe una. 
1uces6n {t.} e R con tn - +oc tal que é{t.,Zo} - q. Un punto q se l!iuna limite 
negativo o a-límite de X.g si existe uns. sucesión {t"} e R ·con '" -+ -co tal que 
~(t.,ro) - q. 

Recordemos ahora, que un pun~ =o puede tener a todo 11n conjunto de punt.os 
como "destino fin&!'. De mP>nera neturs.1 podere<:"! l\hora definir }03 conjuntO!l r..>-Hmitr. 
y n-Uml\e de un punto '"<>· 

Definición. 

Sean los conjuntoa: 

J.+(r.} = {q: q e• P'Jnlo w - !irriit< de r 0 } 

.1.-(Z<>} = {q: q e• punto n - limite de .r0 } 

En\oneeo, J.+(ro} ¡ .1.-(zo) •e llaman, reopecli=n\e coajunto u-limite (o Uwl<e 
pos!t!Yo} y ccajunlo n-llmllc (o llmllc ne¡¡atlvo) do : 0 , 

De la anterior defi.nici6n i;e desprende que si =o es \!n p:mto fijo, ~toncl!t'I et 1u 

propio conjunto n-lim.ite y también el w. ... Umit.e. Un.a. trayecto:iA cern.d.a. es el con.j1.mtll 
a...línüte y el ~ ... lídte de cada uno de su.s pUD.t,:,.l. 
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Existen ejemplos de conjuntos lrmite 
que no son ni 6rhitas cerradas, ni puntos fi
jos. Por ejemplo, la línea. en forma de 8 en 
el flujo sugerido por la figura 20. Hay tres 
puntos fijos, dos repulsares y un punto si
lla. El 8 eo el co!l)unto w-llmite de todoo loo 
puntoa extcriol'C! a él; la mita.d derecha. es el 
conjunto w-límite de todoo los puntos de su 
interior excepto el punto fijo y a.n{logn.mente 
pan. la mita.d izquierda. 

rv,. ee 

En tres dimensiones existen ejemplos de conjuntoe límite sumamente complica
dos. Sin embargo en el plano son más simples. En los que nOCfOtroB estn.m08 intereead06 1 

es en los ciclos lllnite. 

Una íorma de establecer la existencia de un ciclo límite es resolver directft.Illcnte 
el sistema de ecua..ciones como en el ejemplo n.ntcrior. En general las ecuaciones de un 
sistema da.do son muy di.ficiles de resolver. Los siguientes resultados nos dan condi
ciones suficientes pMa la existencia y no exist<'ncia de soluciones pcriódkM. Al lector 
interesado en sus demostra..ciones puede consultar {3j. 

Teorema {Polncar~Bendlxon) 

Si el conjunto w-Hmitc O de una solución pnra el sistema 

i:1 = J1(z.,z2) 

:i:2 = /,(z., z2) 

es no vacío y no contiene puntoe fij08, entonces n eR una trayectoria cenadL 

Teorema (Criterio Negativo de Bendlxon) 

Considérese el sistema 

:i:1 = f1(z1,r2) 
:i:, = f 2 (z1 ,z,) 

donde f 1 y /2 tienen primeras derivadas pa.rcialeA continuas en un dominio simplemente 
conexo D. Si 

a¡, a¡, 
-+ax, éJxi 
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no eambi.3. de signo en D, entonces no existen soluciones perfodicas del sistema dentro 
del conjunto D. 



CAPÍTULO II 

SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES NO-LINEALES 

El problema de calcular loo delos limite de una ecuación diferencial se va a 
plantear como un 1istem.a. de ecuaciones no--lineales, por lo que nos verem08 en la ne
cesidad de reoolnr éstaa numt!ric:a.mente. El método más usual cu&lldo l ... derivad"" 
eon econ6micu de evaluar, es el método de Newton y sus modiB.caciones para que sea 
globalmente con~ente, sin embargo, en nuestro caso las derivadas son muy costosas 
por lo que necesitlU'emos m~todos que no las usen. Los métod06 más efectivos son los de 
tipo Cuasi-Newton en loe que se apro:x:i:mA el Jacobi&no usando unas ideas propuestas 
por Broyden {2J a fines de 1970. En este capítulo presentamos su método y Mpectos 
teóricos mAo b&.icoo. 

l. Mftodo de Newton para sietema.JI de ecuaciones no lineales. 

Considérese el problema siguiente: 

Da.da F: R" -• R11 encontra..r r. E R .. tal que F(z.) =O con FE 0 1• 

El método de Newt<>n pan obtener el punto :r, deseado, con.Wte en encontrar 
la ra.b a una apraxilllACión a F en la. iteración actual z1. Puesto que 

f, :1+J1 
F(:r• + p) = F(z.) + J(z)dz .. 

donde J = Jacobiano de F 

aproximando la integral J::+p J(z)dz por J(:r•)P se obtiene la apro:rimad6n a F en :r, 
con perturbación p 

F(r1 + p) "'M,(:r, + p) = F(:r.) + J(,;1)P 

y resolviendo pa.ra "" tal que Mi-(::1 + .s1) =O se obtiene 

J(:r>)" = -F(.:r.) 
%i+1:;:: %1 + .5.t; 



Ejemplo 

Sea 

F(z:) = ("' +"'•-3) =l+=l-9 

que tiene ra.ic ... ( ~) '/ (~). '/ - ro = G)' Ent.onceo ieJlelDOI 

J(zJ=(2;, ~.) 
J(:z:o)•o = - F(%o); 

G 1~) .. =-U1)• 
.. =(~) 

:, = :1 +•1 

- (-0.825) ( l(S ) 
- 3.625 + -Tu 

(-0.092) 
.. 3.002 

El método de Newton trabaja bien en e1 ejemplo flllt..erior ¡ z2 ya está cerca. d~ 

Juolud6n ( ~). 



Esta es la ventaja principal del método: si Za está lo suficientemente cerca de 
la solución :r. y J(:r.) es no-singular, se probar' posteriormente que la sucesión {r1} 

Fig. 1 

generada por el algoritmo ante-
rior converge cuadráticamente a 
x •. En el caso en que :ro no esté 
cerca.no a x. el método no nece-
aariamente converge a :r • como 
se muestra en la. figura l 1 lo cual 
muestra que el Xo elegido no es 
un buen comienzo. 

Existen otros doe probleJilllS fundamentales en la. implementación computacional 
del algoritmo anterior. Primero, no se puede disponer en la. mayoría. de los ca.sos, de una 
cxpresi6n anaUtica del Jacobiano J(z) de F(x), por ejemplo cuando F(x) misma no se 
conoce anal{ticBJD(!nte. Así que tenemos que aproximar J(x) por düercncias finitBB o por 
algún otro método. Segundo, J(x1 ) puede ter una maldz singular o mal..condicionada, 
lo cual dificulta calcular" a partir de J(x.J.•• = -F(z.). 

Para. resolver los problcmM anteriores con el método de Newton, empezaremos 
por hacer ver que la convergencia. local del método de Newton se puede. globali.iu usa.ndo 
algunBJ!!I VZll'Ít:Ultes del los métodos de dcece.11.l!lo en optimin.ción no-lineal. 

El siguiente teorema establece une de las principales ventajas del método de 
Newton, a eaher, la. convergencia. cu&drá.tica, ~uya <lcmOGtrnci6n puede vene en 12). 

Teorema (Convergencia Local del Mltodo de New:on} 

Sea F : R" -+ R" de duc 0 1 en un coajunto a.bicrto conexo D e R". Su
pongamoa que existen :i:, E R", •,/3 >O t.1 que B(z.,•) e D,F(r,) =O , adem!s, 
que exista la inven1a del Jacobiano evaluada en r., J- 1(:i:.) tal que llJ- 1(r.Jll :5 fJ 1 
JE Lip,(B(:i:.,•)). Entone.o, existe e> O tal que pa.r& todo z 0 E B(:i:.,E) la sucesión 
x1 1 x21 ... dada por Zt+I .:e, - J- 1 (z1)P(:r~) k = 0,1,2, ... eetá bien d.cficida, 
converge a. x. y 

k=0,1,2, ... 
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Algoritmo de Newton 

Da.da F ~ R" - R" de clase 0 1 y r0 E R". 

Para k = 0, 1,21 ••• 

Resolver 

J(.r1)'> = -F(.r,) 

Za+1 =zi+"'• 

La idea. búica para construir un algoritmo más eB.caz para ecua.dones no
linealee, es combinar un.a. estu.tegia gJob!llmente con\·ergente con otra más rápida que 
sea localmente convergente, de tal llllUlUa que haga uso de amb.u bondades. Pa.ra ello 
usaremos el Algoritmo de Nev--ton en ea.da iteración, si otorga un paso nu:onable s.h lo 
us&rem05 y de no ser a.sí, tomamos -'.t dado por una estrategia global. Dicho método 
siempre om llevará. a usar Newton cerca de la rolución buscada y a.sí recuperar la con~ 
vergenda cu.Witica.. Si el método global es escogido e incorporado adecuadamente, el 
algoritmo también Será globalmente com-ergcnte. Todo algoritmo que hace uso de Ja 
idea. &n.terior recibe el nombre de Cuasi-Newton. 

A continuación present&remos las idea.s bMicas de los métodos de deseen.so que 
:ios permitirM. diseñar estrategias globalmente convergentea y empe:z.aremoe por e.xplica.r 
cómo podemos transfon:na.r el problema que tenemos en un problemA de optimi..iaci6n. 

Supóngase que la aproximuión .r• no se encuentra •suficientemente cuca" de Ja 
soluci6o =~,luego ¿bP.jo qué criterio podríam08 decidir si se acepta al punto Z.1:+i como Ja 
nneva apruxim~ci6n• Una idea raronable, .. aceptarlo si /jF(.r,+iJ/1 2 < !IF(z1)lJ,, donde 
tlF(z)l!l = FT (r)F(.r) . . -l.l, resolver F(.r) =O noo sugiue obtener el min~R" /(.r) con 

! :11·-11 
1 

/(.r) = z!!F(.rJlll 

donde • !"' se USA por conve:lienda. algebraica.. 

::-io:e:«! que una eoluci6n" F(:) =O .. un mlnimo glob"1 d• /(z), puo f puede 
t.enu un ruínimo global z, u.J que F{z.) no ~ga soluci60. 1 ademú de que como en 
loe métodoo para cncoatra.r mlri.i:nos, por lo gmeral se localita.n mfnimoe loca.Ice y un 
mñi::no iocAl de / no ncccsa.ria.ment.e es solud6n de 
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F(:z:) =O como lo muestra la eiguiente figura 

.¡.ex) 

Fil¡.~ 

Para evitar lo anterior, liC usar ti una estrategia global para encontrar la solución 
a F{:i::) ;..: O, que haga uso de la estructura del problema. original lo más posible y 
que estará basada en un análisis también global para solucionar min R" f(x). Por lo 
anterior, de ahora en adeÍa.nte1 para resolver el problema F(x) =O ~nsidera.remos el 
problema de optimazl\Ci6n asociado, dn.do por 

A continuación veremos los métodos globe.lcs para el cálculo de mínimos loca.les 
de fondones de \•arla.a variables y al linft.l veremos cómo se apl~ca.n para construir una 
vcr.;i1)n globalmente convergente del método de Newton. 

2. Método• de descenso 

La forma mb...1 usual de sa.ber en qué dirección decrece f : R" -+ R si se está. en un 
pultt'> x 0 , Cii medin.ntc el uso del grfldiente, que como sabemos, nos indica la dirección de 
mñ.s rápido crecimiento de la. función a partir del punto en cuestión. Por coru1lguientc, 
la. dirección opuesta. 8.l grtuiíente noe da le. mayor velocidad de descenso para una cierta 
vecindad de :r0. Ésto se puede ver de la siguiente IDADera: consideremos cómo va.ria la 
función f o. lo largo de dirección P.1i: 1 ca decir, consideremos la. función 

~,(a)= fl:ro+ap,) 

donde ro y Pt son fijos. Lo que queremos entonces es hacer ver que la. pendiente de 
la curva ~t(n) en a = O es más negativa si escogemos p1: en Ja dirección opuesta el 
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gradiente (figura 3}. Para ello, observcmoe que, por la regla de la cadena, tenemos 

de donde 

</>~(O)= vr /(r,,)p, =!IV /(r,,)li!IP•ll cooB, 

""·' 
Si nos fijamos ahora en todas Ju Pi posibles con la. misma norma del gradiente, 

resulta que el valor mlnimo de <f>HO) ae obtiene cuando 

P• = -V/(:z:o) 

ya que en este caso, coe9i = -1 como lo muestra la figura 4. 

F~. S 

Nótese que si tomamos una direcd6n 
¡;ortogonal a V /(r0), entonces la grá.l!ca do 
</>(a) = /(ro+ a¡;) oer[a como lo rnueatrn 
ln. figura. 5. Lo anterior n~ mue.iba puCd, 
~ue el gradiente en un punto dado e:1 de gra.n 
ayuda. en tanto que no.a in die!!. Jan direcciones 
en lM que es factible ~petar que la (unción 
f disnúnuya. 
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.A.si t.enemoa que, si deseamo1 q_ue se Ctll:lpla 

/(ro+ ap) < /(ro) 

par& nrlo~ pequeños positivos de Q, es necesario pedir que 

esto ea, debe ~e que el nc\or p forme un áD;;ulo mayor de 90° con el gr&dicn\e 
'V /(z.). 

Deflnlcl6n 

Un ,·ector p se dke que es una dirección de descenso en ro !i forma un ángulo 
mayor de 90° con 'V/(:ro), es decir, si vrv /("<1) <o. 

Cabe hacer la.a siguientes oboc:n"&Ciones: 

1) Aparentemente, de los p.,.ibles dirc<ciones a lo largo de las cuales es de~ 
un decremento de I• funci6n f a partir de r0 , la mejor de ellas eo -'V /(r0), ya 
que ésta noa indica juatamente la. d.U-ecdón donde la función disminuye tnÁI 

rápidamente. Sin embargo, reaulta. que lo anterior no es neceuriament.e cierto, 
puesto que esta propie<lAd !6lo es viliM para una cierta vecindad de :O· Esto 
se puede il~tra.r geométrica.mente como sigue 

Fit¡. e 

En este c&s0 1 como ae ohscn"ll, p nos ilE!"o-a mucho tná.ts cerca del mínimo que 
-'V /(ro). Sin embargo, oi decidimos tomar la dincci6n -'V /(ro) y par .. C\;\ar el 
aleja.rn05 demasiado del mínimo buscado, debemos tomar eomo dL"'CCción un múltiplo 
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adecuado de -V/(ro). En ocasiones se elige -.\V/(;¡;¡); .\>O de tal fonna que 

fl-.\V/(ro)fl = 1•"" deci:, .\ = it't(:oliiº 

11) La función ~(o) ~/(ro+ ap) a lo largo de una dirección de descenso siempre 
está acotada y tiene por lo meno::i un mínimo local si f está. acotada. 

llJ) Loo mínimos y má.<imoo locales de \!(a) corr.,,,ponden a Jos puntos donde Ja 
dirección p de descenso es t&::1.gente a una curva de nh·eJ de / 

Ha.ata ahora el único paso que hemos considera.do para el problema de minimi
u.ción, es Ja dirección dada por el método de Newton 

•• = -v'¡-'(r,)Vf(r,). 

Por lo tanto, es na.tura! pr-eguntUBe si la dirección de Newton es una dirección descen
dente, lo que será cierto sí y s6lo si 

que es verdad si v 2¡-1(.r,J o, equivalentemente V2 /(.r1) es po.sitiva definida.. Esto 
gara.ntisa que para puoe ~uftcientemente pequeños en Ja dirección de Newton, el valor 
de /(:r) decrecerá. 

Algoritmo ~étodo del deocenso más rápido". 

Dada f : R" - R de c:lasc 0 1
, z:odl" 

Para k = 1,2,. .. 

Encontrar n 1 que resueh-a 

~f(r, - '" Vf(r,)) 

,,,., = "'' - "'•V/(:,) 

Este no en un m~todo numérico recomendable, debido a que ca.da· iteración 
m .... ·oluc.ra 1ma minimización unidimensional exacta r que su con\·ergencia es lineal )\ 
en ocuioncs muy leme.mente, pues le. constante de con..-crgenda lineal depende de la 
c::mdici6n de V'/ cu el óptimo y e..1tre mayor es la iteración más lento el método. 
Afortuna.dA.mente lo Mtc.rio: no sucede para todas las direcciones de de!ccnso y no es 
necesario realin..r mi.nimin.cione;, e."Cacttl..! para tener convergencia como mostramos a 
contbue..ción. 
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3. Condlclonea de Wolfe-Powcll 
para Convergencia. 

:-Dada. una. dirección de descenso p.,, debemos toma.r un adecuado ª"' que nos 
lleve a obtener un a.cept&hle Z•+i· Es decir 

en la iteración k: 

hacer ZH1 = %1 + C11P1 para un a.dccuado a1 > O tal que 
%1+1 se encuentre más cerca de la solución que x1;. 

Gd.flca.mente, esto quiere decir que %1t+i será es.cogida en la dirección en la cuál 
f decrezca a partir de :tt como se observa en la siguiente figura 

1;_f< .. +•fV \=Vl'l••'Tr~ <.O'Ú .... 

F\.Q."t 

donde P• ca cualquier direcci6n descendente. 

El procedimiento más común efl come.ru;u con a.1i = 1 y en caso de que este paso 
no n06 Ueve a un %.k+ 1 aceptabte , hacemos WUt. reducci6n adecuada de ª• pua podu 
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obtener un p05ihle. Zt+lt como se .ilustra enseguida 

Fi; .• 

en que /(z1 + a 1p1 ) < /(z1 + p6J con a 1 < 1 lo que nos lleva a perder la. convergencia 
cuadrática del método de Nc\\-ton cerca. de la solución que corresponde al valor aa- = l. 
Por consiguiente, es ímport&ntc que el procedi.!niento pb.!a escoger QJ: conduz-<:a a elegir 
a. = 1 cerca del mínimo buscado. 

El sentido común nos ha.ce pcnsa: que ZJ:+i file encuentra mf.! ce.rea que z1 de 
algún mínimo local de f cUA11do 

Pero pua so.presa nu~tra1 la e.nterior condkiln no ga:a.ntisa que La sucesión {.r•} 
convergerá a un mínimo de f como se muestra en el aitu;omte ejemplo. 

:i;;Jemplo 

Sea/(,;) =r 

{p.}= {(-1)"'} 

luego 
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cada. P• es una. dirección dese.endente en ~.k ya. que 

f 1(:i:t)P• = (2:i:.}(-l)Hl 

= '2(-1)•(1+ r•)(-1J•+i 

= -2(1 +z-') <o 

~/(:.J =E:!., (1+r')'=1 

Para. iluatrar 1o anterior ae da la Bigulente figura. 

Y\o.. 

Por •uerte f(:i:.} no tiene como lúnite a un mlnimo de f y adcmú {:.} tiene 
como puntoe Unú.te a. ±1, así que no converge. 

Ahora coruidercmoe la. misma. funci6n y condid6n inicil\l %o :::: 2 y t.omewoo 
{p.}= {-1}, {a.}= {z->+1}, CDtonc .. 

nuc\-a..mente 

/
1(:r,)p, = (2:r,J(-l) 

=-2(1+2-•) <O 
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así que P• ea una dirección descendente y tambi~n 

en este caso 

!(,,, .. ¡ = i + r!>+•> < i + r• = f(:r.J 

lim .:t• = 1 
·~~ 

que no es un mínimo de f como lo muestra la siguiente figura. 

FiQ. 10 

El problema en el primer CBBO es que se obtenían pequeños dccrccimientoa de f 
relativos a los valor<".s correspondientes de a. Podemos remediar ésto requiriendo que el 
dccredmiento desde f(x.) a f(:r•+i) sea al menos alguna fracción dada del decrecimiento 
inicial en esa dirección¡ es decir, sea. A.e:(O, 1) y C!c6jMe Q de toda.a lna a > 0 que 
satisfagtm 

(1) 
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ca.da. p- es una dirección descendente en %1 ya. que 

¡'(:::.)p, = (2:::,)(-l)'+l 
= 2(-1}'(1+2-•)(-1)>+1 

= -2(1 +r•¡ <o 

adem.M /(:::>+1) < /(:::o) con 

~/(:,) = .~<1+r')'=1 

Para iluatrar lo anterior se da la siguiente figura. 

l'lt-. 

Por suerte /(:::o) no tiene como limite a un mlnimo de f y adcm.á.s {:::0 } tiene 
como puntos limite a ±1, asr que no converge. 

Ahora eorurideremoe la miamc. funci6n y condic.i6n inicial zo = 2 y t.omcmoe 
{p,) = {-1}, {<>1) = {r•+i¡, =tone"" 

{:::.} = {2, ;. ¡. ; .... ¡ = {l + r•¡ 

nuc\-a.m.ente 

¡'(:::,)p, = (2z,)(-1} 

= -2(1 + r•¡ <o 
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como se observa a continuación 

---
------

Lo anterior es equivalente a. 

ya que X1r+i = x .. + áp. 

-- ... __ _ 

Fitoi. 11 

a •o ru .¡. llll \M.j• \q. 
eondiciÓI\ { 1) ;\..:: 0.1 

(l') 

El problema en el segundo caso del ejemplo, es que los pasos son muy pequeños 
relativos al decrecimiento inicia.1 de/. Para. evitar lo anterior, debemos de requerir que 
el decrecimiento de f en !a. dirección p en el punto :Z:J:+t sea mayor que alguna fracción 
del decrecimiento en la dirección p en el pWlto :r11: 1 es decir 

(2) 
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o equivalentemente 

_(2'} 

--- -- -------
--- .... ~(•) 

---- 1'.aO.l 

F<g ••• 

La condición f3 > >. garantiza que IM condiciones {l} y (2) se satisfacen si
multáneamente {flguza 12). 

El siguiente teorema muestra que para cualquier dirección deecendentc P•• exi.!f... 
ten puntos "'• + ª•P• satisfaciendo las condiciones (1) y (2), que reciben el nombre de 
condlclonca de W'olfc-Powell para la Convergencla. 

Teorema 

Sea J : Rº - P. de clnae 0 1 oobre R". Sea "•'R", P1<R" t•I que vr /(,;k)¡,. <O 
y sup6ngase que el conjunto 

{f(x• + ap,) : a> O} 

está. n.cotado irúeriormcnte. Entonces, si O < ,\ ....:. fj < l, c·."!i!!tcn a._ > a, > O tal que 
X.ti 1 = .:r¡. + <l'tPi: satisface las condic:ionefl <l..: \\.'olfr-Pr,w1~li .,; n 1 .:: (C1::1i cru)• 
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Demoatraci'6n: 

Coino >. < 1 se tiene que 

para toda a > O suficientemente pequeña, ya que /(:<• + Ap.) también eati\ acotada 
inferiormente, entonces existe & > O mú pequeño tal que 

Asl que cualquier:<<(:<., f) cumple con la condición (1). Por el teorema del valor medio, 
existe ii<(O, a) tal que 

De(•) y(,.) 

f(f) - f(z,) = VT f(:<t + lip,)(f - Zt) 
= VT f(z, + &p,)iip, (") 

puesto que A< {J y ~f(:z:,)p, <O. Por la continuidad de V/, la desigualdad anterior 
sigue siendo válida para ex en algún intervalo (o:r, cru) conteniendo a á. Por consiguiente, 
si (cq 1ctu) e (O,&), entonces :t1s+i = :r11; + a 1p• satisface laB condiciones de Wolfe-Powell 
para o:, E (0:1,0:.) 

Teorema 

o 

Sea. J : R" -+ R acota.da. de da.ne C 1 en R" y 1up6ngue que exiate ; ~ O tal que 

llV /(z) - V /{:z:)i12 :S <11• - :<112 

para todo :t 1 z E R". Entonces, dado cualquier :ro E R" existe una sucesión {:r1 } k = 
O, 1, 2, ... que satisfn.ce IM condicione& de Wolfe-Powell para In. cual si V f(r1) f:. O p&rn. 
toda k, entonces se tiene 

(3) 

donde .51 = %.1:+1 - :z:.a: 
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Demo.st.Taci6n: 

Como 'V /(:r,) / O entonces existe P• tal que 'VT /(:r.)p, < O (por ejemplo 
P1 = -V /(x1)). Por el teorelll.!l anterior, e."tlste a 1 > O tal que z1~ 1 = z-1: ...;... a.1:pc 
satisface las condiciones Je 'Voüe-Pc\.\-cll. Supongamos sin pérdida de generalidad que 
llP•lli = 1, luego ll••lli = tl:r,., - :,¡:, = n•!!P•lli = n,. Debemos probar que si s, i O 
para toda k, entonces "• - O donde 

1;7T /(:r.)•> 
"·=~ 

por (l') y del heclio n,,,, <O para toda k, tenemos para j > O 

;-1 
J(x;¡ - IC:rol =E /(:r .. ,¡ - J(:r.¡ 

Juego, como f está acotada, se tiene 

entonces 

Para concluir que 

usemoo la condición (21) 

Y as! 

... 
;-1 

::; E A 1;7T /(:r.)•· 
l=O 

i-1 

=A En•"• 
>=• 

<0 

lim "•=o >-m 
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hiego fJ < 1, por Cauchy-SchW&rls y 

llV f(•) -.., V f(:i:)IJ, 5 -rll• - :i:i11 

tenemoo 

-rll:t•+i - :t•ll' 2: llV f(:to+1) - V f(:i:•l111li••ll 

as( que 

.. 1 

lo que muestra que 

2: (V/(:t>+1)-V/(:i:•W••;::: ({J-l)Vr/(:i:,)•• 

{J-1 ª•'?!-.,-a• >O 

{J-1 ' 
OtD'k 5 -.,-a. < Q 

lim "•=o r--~ 

o 
Nótese que mientras el teorema. ant.erior es YÁlido para cualquier algoritmo de 

búsqueda sobre la línea, es independiente del método pua seleccionar a.,. Adem.P..s, 
eunquc el teorema también garantiu. que 

no ~~~·3.thunente i;e cumple vr /{x.) - O a me.nos que Bk < ; - f para algún f > O y 
para. toda. J;, lo que se debe de tomar e..'l. cuenta al clc¡;i:' la dit'f'('.:ci6n de descenso y u{ 
\\'olfe-I'owell nos garantiza que !IV f(z,)\I - O. 

Ahora resolvamos el problem~ de calcular un º• que satisfaga las condiciones 
impuesta.!. Comcru.a.remos con Ot; = 1 )' si X• + ª•P• no es buen& aproxim.&.ci6n redu· 
c.irem05 O!:; h~ta encontrar un acepta.ble :r• + º•P•· Debido a que la condid6n (2) de 
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Wolfe.-Powell en ocasiones nos lleva a obtener a.t demasiado pequeña, no harP.mos uso 
de ella. 

Algoritmo "Estrategia para calcular a,t • 

Dada >.<(O, !l O<l<u<l 

en la. iteración k tomar 

ª"" = 1 
Mientras 

f(z• + a,p,) > f(x.) +>.a• VT /(z•)P• hacer 

i)a, = pa, paro algún p<(I, u] 

ia}z:,Hl = X,t + ª.tP• 

En la práctica..\ es muy pequeñfl, generalu•'!nte se usa.\= 10-•. 

La estrategia anterior será útil para construir un algoritmo que calcule el tamaño 
del paso ai:. A continuación desarrollaremos loe detalles neccsa.rioe pa.ra obtener un 
método eficiente. 

Sea f(a) = f(x, + ap.), si a = l no oatisfo.ce la condición (1), necetJitamoo 
disminuirla. Para ello usa.remos In información pre\o·ia de Í: 

f(O) = /(:z:.), r°'(O) = vr /{:z:.)p y Í(l) = /(:z:• + P•l 

como /(!) = /(:z:• + p;) no satisface la condición (!), e8 decir, si 

/(1) = /(:z:• + P•) > f(x.) + >. vr f(:z:.)p = Í(O) = ).Í1(0) 

aproximamos Í(a) por una cuadrática usando Í(O), /'(O) y f(l): 

mcuA(a) = (i(t) - Í(O) - Í'(o)) e>'+ i'(O)a + Í(O) 

co.lculamos el punto éi: para el cuál mbu11.(ci) =O 
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m~uA(&) = 2 (/(1) - /(O) - /'(o)) & + i'(o) =o 
• - /'(O) 
ª - 2 (i(1) - /(o) - / 1(0)) 

m~uA(&) = 2 (/(1) - /(o) - í'(o)) >o 

ya que 

/(1) > /(O) + >./1(0) > /(O)+ /'(O) 

As! que & minimiza mauA(a) (figure. 13), le.mbién & > O ya que, /'(O) < O. Por lo 
tanto, haremos a,. = & en el algoritmo 

FV, ... 

Nótese que como /(1) >/(O)+ >.Í'(O), tenemot1 

Si /(1) ;::>: /(o), entonces 

• /'(O) 
a= - 2 (/(!)-/(O) - /'(O)) 

-/(O) 
< 2 (>./1(0) - f'(O)) 

1 
= -2(>.-1) 

- 41 -



ó - - j'(O) < _-1'.J&_ - ~ 
- 2(¡(1) - j(O) - j 1(0)) - 2 (- i'(O)) - 2 

As{ que una cot3. supc:ior u para ó ca. nuestro algoritmo sería u ~ ~· Por otro 
lado, sj i(l) es corusidcrah!ementc má.s grande que i(O), entonces & puede llegar a ser 
muy pequeña, lo que probablemente no quisiéramos que sucediera. Ésto indica que 
posiblemente la. aproximación cuadrática mcuA.(a) & Í(a) en esta región no es buena, 
a.eí que, imponemos una cota inferior l = /o para. ó:, lo que quiere decir que si en nuestro 
algoritmo a :5 to toIIlD.lem.08 l%j: = fo. 

Ahora sup.1ngase que i(a.) = f(z, + a,p.) sigue siendo mayor que /(z.) + 
Aa1 vr /(z1}p1 = i(O) + Aa1 i'(O)p., entonces necesitamos reducir aún másª'· Conta
moa con!& eiguicnte informACi6n o.cerca de i(a): i(OJ,P(o) y loe dos últimos ,.,,[ores 
de i(a), as{ que usaremos interpolo.ci6n cúbica mous(a) para aproximar i(a) y poste
riormente calcular el mínimo ñ de mcus(a). Una idea geométrica de lo anterior, está 
representada en la siguiente figura .. 

"'· 4 
El c!lculo de ci •·s como sigue. Sean auL-r y o:ps11 los últimos valores de a. 

Entonces el modelo cúhice'I mcus(a) que interpola a j(a) es 

mous(<>) = aa3 + ba2 +ea+ d 
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a= ( 
1 

) [-+- (i(<>utr) - i(O} - i'(O)<>utr )] 
0ULT - OPEN QULT 

- ( l ) [-i-- (i(QPBN) -i(O)-j'(O)apsN)J 
Qur..r - ªPEH ªPBN 

( 1 ) [ QPBN ( • • " )] b = --::-;--- / (<>utr) - /(O} - / (O)autr 
Ct.oLT - OPEN ªULT 

t, 1 ) [ auLT ( • • " )] + -,- / ( aPBN) - /(O} - / (O)aPBN 
aur..r - ªPIIN QPBN 

e= m~us(O} = i'(o) 
d = mcus(O) = j(o) 

cuyo mínimo .. 

& = -b + Vb' - aai'(o) 
3a 

requeriremos que U = l .Se& una Cota superior, que quiere decir, que SÍ Q > ~O"ULT 
hacemos a.1: = !ouLT• También, puesto que & puede llegar a ac.r una fracción muy 
pequeña de our..r, adoptamos la cota inferior l = fo, es decir, si ó: < Jbaur..:r, entonces 
tomamos 0.1;; = /oauLT• Se verifica con muchas operaciones y mediante las sustituciones 
apropiadas que&: nunca ce imaginaria cuando.\ S l· Finalmente el algoritmo nos queda 
como sigue: 

Algoritmo "Búsqueda sobre una linea" 

Dada/; R" ~ 11 A= 10-• 

Para k = 0, 1,2,3, ... 

Dada p1 = dirección descendente en x 1 hacer. 

a1= 1 

0.P&N:::: Qa 

(Almacencmiento de 0.1: en QpBN = O·penUltima). 

Si 

(J) /(::;, + a,p.¡ > /(:r,) + ~'" vr /(:r,)p, hacer 

(Un prima intento para calcular a 4 adecuada} 
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) 9T ~(<t)p~ 
l "'• = 2{!(•,+p.)-/ ··l-~ /(•tl») 

2) Si 0:1: :$ Jb, entonces tomar 0:1 = tD 
3} 0.ULT = a1; {Almac:enamiento de 0:1: en auLT ==o: última). 

4) Si "ú.n se sigue cumpliendo (I), entonces 

Repetir 

donde 

i.l) a= «orT (-:+-luir - -:ci1-J,•sN) 
ªVLT ªPSH 

Í.2) b = ao1? (-:;zi)fuw\- 0",.ª;:¡,fPBN) 
i.3)ao1F = tlVLT!a¡;¡;;¡ 

i.4) ÍPEN = f (:r:. + «nNP•) - /(:rt} - «rsNVT /(:r:t)p. 

Í.5) fULT = f (:r:, + «VLTP>) - «ULT<¡T f(:z:t)P> - f(:r:,) 

i1) Si á > 'EifT-, cntoncC6 á = ~

iúJ Si á: < ~1 ~tonces á: = ~ 
iu) O:pBN = 0Ji 

u) ª' = ó: 

Hasta que (I) no eca v!lido 

(I I) Colcular 

4. Método de Newton con b1\1queda lineal 

Como se hizo notar en In. primera aecci6n de este capitulo, encontrar =• E R" 
tal que F(z.) =o con F: R" - R.")' I E C 1 DCr.i Ut!"'.-uba. a. I"C3olvcr el problema 

:!'f./(:z:) 

con 

f: 11• - ll l(:r:J = ~jjF(:z:)ii~ 
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y ademW. toda. solución a F(:z:) =O es solución e. min,.R" f(:z:), El invenio eo falso (véase 
figura 2). 

En este apartado trataremos de describir una estrategia global p&ra resolver el 
problema minuR" f(:z:) de tal forma que noo lleve e. obtener en la medida de lo posible, 
una buena aproximación tJ punto z. que satisfaga F(z.) ==O. 

Una pregunta interesante es la siguiente: ¿Cuáles aon laa direcci6nes de descenso 
del problema min"R" f(:z:)? 

Como 

entonces la dirección de descenso mlÚ! rápida eo 

además la dirección de Newton 

también es una dirección de descenso puesto que 

aiempre y cuando F(z:.) 'f. O. Lo anterior es aorprende.nte, pero es g~tricamente 
razonable 1 ya que la direcci6n de Newton es soluci6n de 

M,(z, + •) = F(::.J + J(z,)• =O 

y también un mínimo de la función cuadrática 

rñ,(:z:, + •) = ~Mf(z, + •)M,(:z:, + •) 
1 

= :¡FT(x;)F(x,) + (JT(:z:,)F(:r,))T• 

l T T + 2• (J (:r.)J(:r,))s 

debido a que rñ1:(Zt +-') 2: O para todo" y tTI¿.(:tJ: +-'1) =U. Por coll$iguicnte, 6t ea~ 
dirección descendente para Jñ.1; y también para f 1 ya que 
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por lo tanto, el modelo rñ.1:(.x) tiene como mínimo a la dirección de Newton y como 
direcciones de descenso las de Ja función /. 

Nótese que rñ;(:r) no es igual a la aproximación de Taylor cuadrática tn;(:r) 
alttdedor del punto :r; de Ja función f(:r) = !F"{:r.)F(:r.}, puesto que 

l 
m,(:r, + •) = /{:r.) + V" f(:r,)a + :¡•TV' f(z,)• 

y V' f(:r,) -1 .P(:r,)J(:r,). 

Luego, siempre y cuando .P(:r,)J(:r,) oea p08itiv.. definida, la aplicación del 
algoritmo ªBúsqueda sobre una linea• a la función f(:r) = \IF{:r)lll es directa. 

Algoritmo "Newton con braqueda sobre una línea• 

D&<!AF:R" -11" dedaae C 1 enDcll",:roED 

Para k = 0,1,2, ... 

Ha.cer 

i} resolver J(:r.)a, = -F(:r,) para•• 

i'a)/(:r,) = !\IF(z.)l!l 

ii11 determinar 0.1: que aatisf'aga 

/{:r, + <>;p,) $ /(:r.) + ~''> VT /(:r.)p, 

mediante el método "b.Uqucda sobre una linea" 

1'u) Calcular 

% .. +t ::::: X.t + O'.I:.! .. 

Debido a las condiciones de Wolfe-Powcll, por medio de este m~todo obte
nemos el mlnimo global :r. de la función F ...Uéndose de la dirección de Newton 
•• = -J- 1(:r.)F(:r.) siempre que J(:r,J sea no-singular y bien condicionada, lo cual 
no si,.mpre se tiene garantizado, logrando convergencia cuadrática en una vecindad de 
:r. 
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Ejemplo 

Sea F:R' -R' 

( zi+~-2) F(::) = e•1-1 + :q - 2 

q_ue tiene solución :r. = (1, l)r. Tomemos como eondid6n inicial Zo = (2,0.s)r. Sea 
/(::) = ~F1"(::,)F(:r,). Entonces 

y 

Con -nú.squeda sobre una línea.• se obtiene el primer punto 

(-1.00) 
%1 = Xo + -'o i::.:S 10.24. 

de donde F(::1) "" ( {0~1 ), lo que no• indica quo •o no es un buen paso. El algoritmo 

otorga el valor de o 1 = 0.1, luego: 

( 1.70) 
%1 = ""+ 0.1 ... "' 1.47 ' 

lo que mue!tra que .:;1 no es aún buen& aproximaci6n. Nuevamente nuestro algoritmo 
calcu)a wia nueva reducci6n de ce, dándonos a2 = 0.05, luego 

-'-00 (1.85) Xl ;;:: Xo • • 5,,0 ,::::: Q.QS¡ 1 

esh. nueva. aproxima.dóu bi~uc siCDdo ~1~. Unl\ nuen reducción da t:l,s ~ 0.016, por 
tanto 

%1 = "'º + 0.011&, "' ( ~::;) • (
2.238) 

F(:r,) "' 0.856 

Este punto sí es una buena aproxitna.ción, ya que 

[(::1) "'2.87 < 2.89"' f(ro) + io-'(0.0116)Vr f(::o)ao. 
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En la. proxima iteración 

(
0.750) 

:2=z1+•1s::::i 2.TS , 

que nuevamente no es una buena a.ptox.lmac16n. La primera reducción noe otorga el 
valor de a1 = 0.1. Luego 

O ( 
1.84 ) 

z, = %1 + .la1 fl:f 0.820 1 

lo que es un& buena &proximadón, ya que 

f(:s:,) "'2.53 < 2.87 "'f(:s:,) + 10-'(o.1)vr f(r,)•1· 

Continuando 

•2 = -J-1(..,,)F(:s:,)"' ("0°~~~6 ) 

(
0.762) 

F(:s:,) "' 1.077 

Aa! que este último paso es muy bueno. A pmir de elite puut.o el mét.odo de Newton 
converge cuadráticamente a :i:, = (1, 1)1'. 

El mét.odo de Newton con búsqueda •obre la línea m-,jora co1111iderablemente el 
de Newton y nos permite UM.rlo como un método global, sin embargo, todavía persisten 
e.lguna.s complicaciones como cuando J es caai 1ingulu. Ex:Vít.en variu rormas de nh"&J" 
e!la dificultad, pero no abundattm.03 mt..~ sobre el método de ~cwtan, porqtle pua 
nuestros intereses el Jt..cobiano ea muy c~toso y. por lo ta.nto, neeeaibi..mos de un IDf:!:todo 
que no requiera au eva.lu.aci6n1 por lo que prcsentarernoe: uno que est;\ baaado en UnA 

generafuación del de la aocanlc debido a Broyden 121. 
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5. Método de Broyden 

Empecemos considerando el problema siguiente 

Dada f :R -R 

encontrar x. E R tal que 

/(:i:,) =O 

Para%¡¡ E R Newton (Sccci6n 3) nos proporciona una nueva i-.proximaci6n :cu1: 

/'(:i:1) 
"'•+t = "'• - /(:i:1) 

Pero ¿Qué sucede si no disponemos de / 1(:i:)? Una primera solución, es aproximar f 
por la !(nea secant.e que une los puntos (:z:t.f(:i:•Jl y (:i:1 +h., f(x1 + h1)), donde se elige 
hJ: de tal manera que Z.t y x_. + h1: sean ccrcanoo, como lo muestra 111. siguiente figura 

y cuya pendiente es 

~.15 

ª' = f(x1 + hk) - /(x1) 
h, 

de tal suerte, que podemoe aproximar J(:r} por el mod!?;o lineal 

M1(x) = f(x1) + a,(x - x,) 
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al encontrar ZHti tal que M1(.rt+ 1) =O nos lleva al método 

¿Ee eBcleD!e este método? ¿C6mo •e elige h,? Sabemos que •• - 11(.:r,) 
conforme h• -+ O. Si h1 es escogido como un número pequeño, ª" recibe el nombre de 
apraxbnaclón por dlferenclaJI finita• a / 1(.:r,). 

Con la Jinalld.a.d de ~·itar una evalua.ci6n extra de la función / ponemos h 1 ;;;; 

%1-1 - Z11 UÍ que 

El algoritmo resultante es llamo.do método de la ~nte 

Ahora considettmo! el caso n > l. 
En una dimensión tenemos el modelo 

que cumple con M,(zi) = /(z,) pa.ra cualquier a, E ll de donde obtenemos el método 
de Newton ai ••=/'(:::,),y,¡ 

tenemos el roitodo de la SI?Cante, u( pues, el pr6ximo punt-0 por éste método lo obte
nemos resolvie;.do Af1(r1+1) =O de donde 

En dimensi6n mayor el modelo análogo es 

que !:.a~is.ff:.Ce 4U.,(za:) = F(~ a:) parll. cualquier A .. E A!ft"'"(R). Como vimos previamente, 
si A1 = J(:1:) obte..riernos el método de ;.iewton. El problema surge nueva.mente, como 
éO el cl150 unidimE":isional, cuando no disponemos de J(rt) y de forma análoga, para 
obtene.: el :::i.étodo de la be<:ante s.e requiere GUe Jif,.(z.t--tl = F(.r1-J), es decir 
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o bien 

que recibe el nombre de ecuación de la secante. Denotando -'.t-i ;:;::; X.t- X.t-Ii Y.t-i = 
F(x.t) - F(zk-i), con lo que la ecuación de la secante la podemos reescribir de la forma 

El problema de tratar de extender el método de la secante a dimensión mayor 
que uno, es que la matriz At no está. completamente cspcdfkada por Ac.'11;-1 = Yl:-l· 
En efecto, ai .'IJ:-l ':/; O existe un subeapacio afín de matrices n X n con dimensión 
n(n - 1), sati.sfe..ciendo cada uno de sus elementos Á,1¡;.'1¡._ 1 = Yl:-l· Asf que, para poder 
construir una aproximación útil por el mHodo de la secante, debemos de seleccionar 
adecuada.mente una matri.Z perteneciente a dicho 11ubespacio. Quid. la estrategia más 
obvia es requerir que el modelo 

interpole a F en n-1 puntos anteriores Z-ttZ-2 1 ••• 1.r_(n-J)i es decir, 

o bien, 

F(:r:-1) = F(:r:,) + A,(:r:_, - z.) 

lo que nos lleva a 

i = 1,21 31 ... ,n- l 

donde•-<='"-< - :r:., Y-<= F(:r:-1) - F(x.) 

~ "1:-1 1"-l••••iª-(n-1) son linealmente independientes entonces las n-ccuaci<>-
nes 

- 51 -



A1:.s .. -1=J11:-1 

.A.1:.s-1 =Y-1 

.. ·lt-'-J = l/-2 

determinan de manera única la matris A1:-. 

Uno de loo problema.o principalee que surgen de este método es que los vecto
res .,,._h -'-li • .. •"-fn-1) tienden a ser linealmente dependiente& conforme se calcula 1a 
matriz ÁJ:t haciendo el cálculo de ésta un problema numérico mal condicionado, por lo 
que se hace uso de otra idea para calcular una mejor apraxima.ción .A,. de t&l forma que 
satisíaga las condiciones previa.!, a saber: 

SupongamOt!I que tenemoai una aprox..im&ci6n .A1:-1 en %1:-i y que queremos una 
apraxima.ci6n .-!1 eJ. Ja.cobi&no en :r.h entonces lo que Ya.mos a exigir a .A1:- es que 

1) Á•••-1 = Y•-1 

ll) llA1 - A1-1ll """lo mÁ.9 pequeña pa.ible. 

Para precisar lo &nterior, obaerve:nos que 111 diferencia. entre el nuevo modelo 
M1(:r) y el viejo M1-1(:r) °" 

M,(:r) - Mt-1(:r) = F(:r>) + A1(:r - :r.) - F(.rt-1) - A1-1(:r - "•-1) 
= F(:r,) - F(.r•-1) - A,(z, - r1-1) + (A, - A•-1)(.r - "•-1) 
=(A, - A,_1)(.r- "•-1) 

con 1& última igu&ld&d debido & que 

A,(:r, - :r,_1) = F(x1) - F(:r,_1) 

Ahora, para cualquil"r z E R" expresemoe: 

con 

luego. el término que dcsCA.ti!oo minimiza!' ll~ga a. ~! 

M,(r) - M,_¡(:r) =(A, - A, t)t= -- r.,_,) 
=(A, - .•., -:H'-'·':·-1 + tl 
= o(A, -· A,_¡J,,_ 1 + (A1 - -~t-1)t 
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no lenemoo control sobre el primer lémtlno del lo.do derecho ya que (A, - A•-1)••-1 = 
111:-1 - A1:-1a1:-1· Sin embargo, pidamos que el segundo término sea igual a cero para 
todo z E R" 1 escogiendo A.t tal que 

para todo t ortogonal a. a11 _ 1• Ésto requiere que A1 - .A.1-t sea una matriz de rango uno 
de la forma 

uER" 

entonces tenemos (.A.1 - .A.,._1)"1-1 = Y1:-1 - .A.1-1"•-1• 

de donde 

lo que implica que 

por lo tanto. de A, - At-1 = uaf-1 11e deduce 

de donde 

es decir, cumple con 

El siguiente resultado noe muestra que A1 es la. matris más próxima a A.t- t y 
que es consistente con A1-'1-1 = SH:-1 si el cambio A. - A1:-1 ea medido en la norma 
Frobenius. Pero antes veamos nlgunoe preliminares. Denotemos 

Q(v,•) ={BE M.,.(R) : B.= v} 

n6teoe que Q(v, •) es un subespacio afin de M.,.(R) ya que 
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Q(y,•) = Bo + Q(O, •) . con Bo E Q(y,•) 

Lema 

Sea A E M.,.(R), •, v E R", • f' O, entonces para cualquier norma 11 · ll tal que 

llABJl$JIAJIJIBJI (1) 

y 

1··T1=1 vTv (2): 

La solución al problema 

min l!B-AJI 
B1Q(r11) 

(3) 

.. 
A+ = A+ (y - A•)•T .T. (4) 

En particular, ( 4) resuelve {3) cuando JI · JI es la norma 12 y lo hace de manera 
única cuando es la norma. de Fronenius. 

DemCJ:draci6n: 

Sea BE Q(y, •) entonces 

JIA. - AJI = ll(y-A•)•Tíl = l(B-A)••T~ 
aT3 ll _,r, íl 

$ llB - Ali¡:~:~ $ llB - .A.JI 

Si 11·0 es lo. norma 12 1 entonces 

porque \IB!I, ::; !IBJI, 
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Además A+ es la única ooluei6n a 

B~•lllB-All, 

por aer la non:n& Frobcniua eatrjcta.mentc convexa y Q(v,a) un aubespado afín convexo 
deM0 , 0 (A). 

o 
De lo anterior, podemoe: concluir que ya tenemoe un método para cuando no noa: 

es poeible calcular el Ja.cobiano. 

Algoritmo "M~todo de Broyden• 

Dado. F: A" -A",zo e A",Ao e M ••• (A} 

Para k = 0,1,2,31 ••• 

Resolver 

At•l = -F(z,) para•• 

¿C6mo obtener una buena aproxima.ci6n Aa para J(Xo)1 En nuestra implemcn
taci6n1 usarcmoa uua aproximación a J(Zo) por diferencia.a. 

6. Análisis de Convcrgenda del M~todo de Broyden. 

En este apart&do investiga.H.mos la convergencia del algoritmo de Broyden. 
Mostraremos que si .:r-o está auftcicntemente cerca.no a una raú z. de F(.:r), J(ze) es 
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no-singular, y si A 0 es cerca.na a J(.:z:o), entonces la sucesión generada {:r1} convergC 
superline&lmentc a x •. Es decir, que 

Lema 

lim J/xo+i - "'•11 - O 
Hoo /lx• -z,JI 

Sea F : R" - R"' continuamente diferencia.ble en un conjunto abierto con\•exo 
De R" 1 :r E D,J Lipschitz continua. en zen D. Entonces para cualquier z + p E D 

/IF(z + p) - F(z) - J(x)p/I S ~/IPI/' 

donde 7 es la conotante de Lipschitz 

Dt!mo3traci6n: 

F(z + p) - F(:t) - J(:z:)p =J.' J(z + tp)pdt - J(z)p 

= J.'(J(:z:+tp)-J(z))¡xlt 

/IF(z + p) - F(z) - J(z)p/I S J.1 
llJ(:t + tp) - J(:z:)JlllplJdt 

S f.1
1/ltpil/IPJ/dt 

= 1/IPIJ2 f' tdt = 11Jp/12 

lo 2 

Ahora bien, ei F(x.) = 0 1 entonces de la iteración 

tenemos 

o bien 
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haciendo e: .. := z .. - z., auma.ndo y restando J(z,.)c:• en el lado derecho de la anterior 
ecuación obtenemos 

A.,e,., = (-F(r•) + F(r,) + J(x.)••) +(A, - J(x,Jl•• 

por el lema anteror con z = z,., 

11 - F(z,) + F(z,) + J(:r,)••11 = Oll••ll' 

Aa! que, la clave para el anW.ia de la convergencia del método de Broyden •• 
referirá al término (A, - J(:r,))••· Mootraremoe que 

lim ll(A.• - J(z,))••11 =O 
•-oo fl••ll 

que es lo que en realidad deee&m08 de la aproxima.ción al Jacobiano y ello implica que el 
paso de la secante -A.01 F(:r,), conveija al pOBo de Newton -J-1(r,)F(:r•) en magnitud 
y direcci6n. 

Pero antes probemoe un resultado 

Lema 

Sea x .. E R" k = O, 1, 2, ... Si { z1} converge auperlinea.J.mente: a x,. E R" en 
alguna norma 11 • 11, entoncee 

Dc:moatración: 

1im M=1 
,,_.., 11•·11 

El resultado se sigue de la siguiente figura: 

- 5'1 -



Fiq. 1• 

claramente. si 

lim ll•wll = O => lim ll••ll = 1 
·~"' 11••11 ~"' 11•·11 

ya que 

donde la últiwíl. igualdad es la definición de convergencia superJineal cuando e., -:/; O para 
toda k. 

o 
El Biguientc teorí~ma noa proporciona condiciones neccsariM y suficientes para 

JA. convergencia auperlincal de un método cuasi.newton. Pero antes neceaitamos doe 
resultados prcvioo. 

Le.mn 

Sea F : R" - S"" continuamente difcrenciable en un conjunto abierto convexo 
D e Jl.,, x E D, J Lipschitz continua en x en la vecindad D. Entonces para cualquier 
u,vED. 

(!) llF{v) - F(u) - J(r)(v - u)ll S: -,liv-rll;'l•-rll l/v - ul/. 
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donde '1 ea la con.otante de Lipschitz. 

Sup6nga.se además que J-1{:c) exhite. Entonces existen < >O, O< a< {J, tal 
que 

(IJ) a!lv - u!I S llF(v) - F(u)IJ S /Jllv - ul! Vv,u E D para los cuales m,,,,{liv -
:i:!l,!lu-zll} $ < 

Demo•tracicm de (/): 

Se tiene 

F(v) - F(u) = F(u + v - u) - F(u} =J.' J(u + t(v - u))· (v - u)dl 

luego 

llF(v) - F(u) - J(:i:)(ti - u)JI S J.1 
!i(J(u + t(v - u)} - J(:i:)} • (v - u)fldt. 

Usando el hecho de que J es Lipschltz en z, escribimos u +t(v-u) = :t+u+l(v-u)-:t 
pua 8bÍ tener que 

J.' llJ(u + t(u - u}) -J(z)!lllv - ulldt = 11• - ull J.' !IJ(z +u+ t(u - u) - z) -J(:z:)lldt 

S llv - uihfJ !lu +t(v - u} - :i:lldt 

A.hora. tenem.oe que v - u = v - u + ,; - : de donde 

u+t(u-u)-z= u+t(v-:t+:t-u}-:i:= (:i:- u}(l-1) + (v- x)I 

•uotituyendo y WJando la desigualdad del triilngulo: 

11• - uih J.1 llu + t(v - u) - :tlldt = 11• - uih J.' ll(z - u)(I - 1) + (v -z)tfldl 

S l!v - ulb [11• - :z:ll J.' tdt] = '111v; u!I (llu - zl! + llv - :i:l!J 

Por lo tanto 
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IJF(v) - F(u) - 1(:z:) · (v - u)IJ $_ '.Jllv - u!l(llu - :z:!I + llv - :z:!I) 

Dtmo•lroeión de {ll): 

Usando la desigualdad del tri&ngulo y el resultado anl<!rior, tenemos 

llF(v) - F(u)ll S ll1(:z:) • (v - u)!I + llF(v) - F(u) - 1(:z:) • (v - u)ll 

$ [111(r)ll + '.Jrnu - zll + llu - :z:ll) J 11• - ull 

$ (111(.r)ll + 7•l1Ju - ull 

que prueba la segunda parte de (ll) con fJ = 1!1(x)il + 1'· Similarmente 

JIF(v) - F(u)IJ:?: !/1(x) •(u - u)!i - !!F(u) - FM - 1(.r) • (v - u)/I 

:?: [ {¡11_~(x)JI) - jrnu - x!I +Jiu - .rii)] llv - ull 

:?: [111-:(x)I/ -7•] Jlt• - u!/ 

As!, si < < jr'Í•Jh la primera parte de (Il) ae cumple con 

a= (111-:(x)!/)-7• >O 

lo que prueba (ll). 

Ahora si tenemos el rttUltado esperado. 
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Teorema 

Sea D e 11" un conjunto abierto convexo, F : R" __, 11", J(:r;) E Lip.,(D), 
%•E D con J(x.} no 1Sing-.ila.r. Sea {A.1:} una suceei6n de matrices no singulares n X n. 
Sea %o E D y la succsi6o %J:+i = X• - A¡-1 F(xi::) tal que%• pertenece a D y x. i= x. \lk. 
Entonces {:z:,} converge superlinealmentc a :z:, con alguna nonna 11 · ll, y 

F(:z:.) =O-<= lim ll(A, - J(:z:,lJ••ll =o •-oo 11 .. 11 

donde .s, = :c,.+1 - :e,. 

Dtmo.!traci6n. 

Sea. J.= J(:z:.) 1 e•==• - % •• Supongamos primcto que 

Por demoatrar que F(:z:,) =O y que {:r,} -• :z:, euperlinea!mente. Tonemos 

As! que 

O = A,(x>+1 - x,) + F(:r.) 

=A•••+ F(:r;.) 
= (A, - J,)•• + F(:r.) + J,a, 

-F(:z:,+1) =(A, - J,)•• + (-F(:r,+1) + F(:z:.) + J,,,¡ 

llF(:z:>+1ll < ll(A, - J,)••11 + -F(:z:H1 + F(:z:.J + J,a, 
11 .. 11 - 11 .. 11 11•·11 

$ ll(A• ,¡:~·l••ll + ~Ol••ll + ll•wli) 

l:i. última desigualdad debido a (I) que recién ee probó. Unando el hecho 

la bip6teni• y la última deeiguoldad 

ya que 
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ésto implica 

F(:<,) = ~ F(:<•) =O 

De (II) existen a > O, ko ;?: O tal que 

(") 

para todo k ;?: ko. 

De (') 1 (") obtenemoo 

lo que implica que 

O= lim llF(:<1+1l11 > lim aJl<>+iJI 
• •-00 Jl••ll - •-co 11••11 

> lim a ll•t+dl = lim a 
- •-"' 11<>11 + ll••+tll >-col+ 

lim il•wll = 0 •-oo 11••!1 

que completa la prueba de la convergencia superlinea!. 

Ahorn. sup6nge.se que {z.t} com·erge superlinealm.cntc a z. y F(z.) =O. Probe
mosque 

lim il(A, - J(x,¡¡,.¡¡ = 
0 •-oo l/••11 

De (U) exwten !3 > O, k0 :S O tal que 

y la com·egencia. superlinea.1 implica 
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O= lim ll<wll > lim llF(x1+1Jll 
>-00 11<•11 - •-00 Pll••ll 

= lim .!_ F(x1+1l11 M 
•-00 P 11•111 11<• ll 

Como vimoe en (') 

1im M=1 
Hoo 11<111 

lo que nos lleva a 

lim llF(xt+1)ll = 0 
>-oo 11••11 

luego de 

-F(x1+1) '=(A, - Jo)••+ f-F(x,+1) + F(x,) + J,a,J 

y de (J) 

ll(A, - J,)••11 < llF(:r:w)ll + 11- F(xw) + F(:r:,) + J,a,11 
11••11 - 11•·11 11•·11 

< llF(x>+1lll + 1 (11<•+111 + ll<•llHll••lll 
- 11••11 2 11••11 
- llF(x,+iJll 1(11 11 11 11) - ---¡¡:;;¡¡- + 2 , .. , + '• 

luego 

lim ll(A, - J,)••11 5 lim [llF(x•+illl + '.!(li•wll + ll<•lll] 
>-oo 11••11 Hoo 11••11 2 

= lim llF(ll"'+llill[ + '.!2 [ lim ll•>+iil + lim 11<•11] =O 
l-Ol .s1 k-+oo a--oo 

Por lo tanto 

lim ll(A• - J(x,Jl••ll =O 
Hoo 11••11 
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Ob•ervac16n. Puesto que J(.r) es Lipschltz continu.a, el resultado probado se sigue 
cumpliendo si se reemplaza 

lim 11(-4, - J(.r,))•·11 =o 
•-<» 11•·11 

por 

}o cual tiene una. intereea.nte interpretación: 

Como•• = -A;' F(.r.) la condici6n 

es equivalente a 

donde .sZ = -J-1(z1}F(z1) ea Ja dirección de Newton en z1 1 ya que 

J(.r,)(a;; - •.) = J(.r,)(-r1(z.)F(.r1)-+- A¡-1 F(z,)J 
= F(z•) + J(rt)A;'F(r,) 
=(A,+ J(r,))A¡- 1 F(:rt) 
= (A, + J(:r,))•1 

As( que l&. condici6n suficiente y necese.ria para la co01vergendo. ruperlinea1 del método 
de la secante es que la dirccci6n de la. &ee&ntc "'• con?crja. en mngn.jtud y dirección a la 
direcci6n de Newton ., •. 

La difieuit.ad fue.rk '-lue se nos prcsentR nl trr..~ilr di! !ocaliz.a.r el mfnimo glof>Bl 
z. de F usando Newton es que, en este caso, Ja dirtteití:-: 

•• = -r1 (x,)P(:::1 l 

es en efecto de desceni;o, pero no fácil de ealr.ul::t!"la y:; 1u"'-· cMnu 31,.• mencionó antcri0r
wentc, J(:r) puede ser singular o mal condiciunnd~. A! i·:•!1•-:- ;1e;: E! método de Droydcn., 
para que tns condidont::) de \Vol.fo ... Pov.-cll n0-.: &:!l'~ntica. con\'c:gencia ~ necesario que 
la dirc<ción 
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sea de descenso par& la función !(:::) = ll\F(:::)\ll, lo que no oiempre es cierto, por 
lo que se tiene que tomar alguna precaución en este caso. Para ello ce.lcu1emos una 
aproxinw:i6n j,,, del Ja.cobiano por diferencia.a finitas y tomar como dirección 

de esta forma siempre obtenetn.08 una dirección de deeeenso y entonces las condiciones de 
Wolfe-Powell nos garantizan convcrgencin. global obteniendo finalmente la convergencia 
auperlineo.I del método de Broyden. 

Algoritmo "Brayden con búsqueda sobre una linea" 

Dada F: R" _. R", %o E R", Ao E Afnxn(R),:r.o E R"' 

Po.ro. k = 0,1,2,3, ... 

Resolver 

•1 A,p, = -F(:::.) para P• 

i•1 /(:::.) = ll\F(:r.Jl\l 
iii) determinar a:,. que satisfaga 

/(:rt + ª•P.J $ f(:z:.) + !lat vr /(:z:.)p, 

mediante el método "búsqueda sobre UD.A linea.• 

.. iu) Xl+1 =Xi+ CtJ:Pa 

v) Y• = F(:z:,+1) - F(:z:,) 

ui) AJ:+1 =A.+ (r.1:-~•P•JPÍ 
PkPe 
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Ejemplo 

SeaF:R'-R' 

F( ) - ( zl + ~ - 2 ) 
% - esi-l+z~-2 

que tiene una ralz en :r, = (1, 1)7'. Sea :re = (1.5, 2)T. Ao = J(:r0) Los métodos de 
Newton y Broyden, amboe; con búsqueda. sobre una línea, nos dan 

Brayden: 

( 1.5000) ro= 2.0000 (
0.80606) 

:ri = 1.45794 

- (0.74107) 
:r, - 1.27706 

- (0.80227) 
:r, - 1.15990 

- (0.92946) 
:r, :-- 1.07040 

- (1.00402) :r, - 1.00960 

- (1.00308) 
:ra - 0.99922 (

1.00054) 
:r, = 0.99968 

(0.99999) 
:r, = 1.00000 :ro=(~:=) 

Newton: 

:ro=G:~) 
(

0.89011) 
:r, = l.14557 

- (0.99970) 
"'• - 1.00053 

( 1.00000) 
%e;= 1.00000 

(
0.80606) 

:Z:I = 1.45794 

(
0.99158) 

:r, = 1.02105 

(0.99999) 
"'• = 1.00000 
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CAPÍTULO III 

ELECCIÓN DE UN MÉTODO NUMÉRICO PARA RESOLVER 
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

En este ca.pCtu1o presenta.remos las ideas básica.a de los métodos de un~pa.so, 
que son 106 métodos lhunadoo del tipo Runge-Kutta. El método que es<:ogimos para 
resolver las ec:uacfonea dücrencialcs es t?Ste tipo y se debe & Eng1and {1,6,7) eu c:read6n. 
Parece acr uno de los métod()t!I mM eficacCA, c:omo Be puede ver en el estudio de Shampinc-
Watta (7). 

Loe métodos numéricos para la. solud6n de ecua.dones diferencia.les o dinámicas, 
a.e plleden dividir de manera natural en dos Upos: los que usan un sófo valor de In. 
solución y 188 que usan vn.rioa para comt"nzar en cada pBSO • 

. l. M~todoe de Runge-Kutta 

De loa métodos má.s eencillos de entender e implementar numéricamente para. 
resolver e! problema de vnlor inicial 

i/ ~/(;¡;,y) 

~ el método de Euler que viene do.do por 

YnH = Vn + h,,f(r.,y.) 
hn = X1Hl - Xn 

y(ro) ~Y• (1.1) 

n = 0,1,2, ... 

Tenemos una. cotP. para el error globB.I que está. dado por Ch donde C es una. 
constante dependiendo de! problema y h eJ máximo paso tomado. Cuando requerimos 
mucha t!.Xar.titud 1 este método ya. no es tan útil, por ejemplo, ei uno necesitara. 6 cütas 
dl'citnA.les <le exactitud, se tenrlrfa.n que tolill1t' un mill6n de pasos. 

Se c:ano<'en métodc.r:. muchos mi\:; ~xo.ct08 cuando f es independiente de u, es 
dcci:, en el problema 

¡/ = f(r) y(rq) =Yo 

cuya. sohtti6n viene dad"'_por 
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11(z) = l/O + ( /(z)dl: 

Como un ejemplo consideremos la regla del punto medio 

11(:ro+ho) ""111=11o+ho/ (zo+~) 
1/(%1+h1)"'lh=1/1 +hd (z1 + ~) 

11{z) "'11 = l/n-1 + h.-if ( "'•-1 + "';-l) 
donde '4 = Z;+i -%.¡y z.o,%11 ... 1 .::,.-i,:r.~ = z es una subdiY~ión del intervalo de inte-
graci6n. Se verillca fácilmente que au error global l11(z) - 111 está acotada por Ch', de 
tal suerte que si desea.ra.moe precisión de 6 cifras dedmales, se necesitarlan aprox.imad&
mente milpa.sos, es decir, que este método es mil v~cn más rápido que el de Eulcr. Por 
coJ111iguiente, seda deseable poder extender este m~todo para poder reaolver el problema. 
(1.1). 

El primer punto con h = ho serla 

11(:ro+ho) "'111=11o+hf ("'• + ~.11 (%o+~)) 

pero ¿Cuál ocrfa el valor de y (ro+!>¡)? AplicMdo el método de Euler con paso !>¡ 
para obtener 111 llegamos a: 

1:1 = /(zo,Y<J) 

k, = f (.ro+ ~.!lo+ ~k,) 
!11 =Yo +hk, 

F.sta. forma de calcular lh usando un paRO <le:> Eult:· ... · .:'.!o-> <.:.er.rre~ la. lentitud mhereute 
a dicho método, debido a que h multiplicc el c<>~~·:;".r;-;.- J;1 '/ pcr coMiguientc el t'rro,· 
es menos importante. Para ser más prccio:;os 1 cnlculemcY. y1 por su expan~ióu d\'.! Thylor 
como función de h 
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Y1 =Yo +hl (:i:o+ ~,Yo +~lo) 
h' 

= Yo+ hf(:i:o, Yo)+ 2 (f. + l,f} (:i:o, !ID) 

h' 
+ 3 (1~ + 21.,1+1 .. 1') (:i:o, Yo) + ... 

Haciendo lo mismo con 11(:i:o + h) 

h' 
11(:i:o + h} =Yo+ hl(:i:o,Yo) + 2 (f.+/,/) (:i:o,JID) 

+ ~ (! •• + 2/.,/ +l.,!'+ 1,1, + 1:1) (.i:o,Yo) + ... 

Rcsto.ndo estas dos cn.ntidadcs obtcncmoe el error en el primer pallo 

11(.i:o + h} -111=ii(! •• +21 •• 1+1.,1' +" (M. + I:I)) (:i:o,11ol + ... 

Si todas las derivadas de segundo orden de I son o.cotadna, obtenemoo 

i111(:i:o + h) - 11,jl ~ Kh' 

Luego para obtener el error cometido eu el punto flna.l :&:, procedemos de igual íonna en 
los intervalos 

encontrando que el error est& acotado por Ch1 • 

Para obtener más preciai6u, uece111itlllD.Ot) t:.nCOlltru mejores métodOD. 

2. Formulación general de loa método• de Rnnge-Kuttn 

ílunr,c (1895} y H~un (lOOf:~ t:on5lruynon m.'.-todc-:. que inclufa.r. l'!!tO o dCl'i 
pasos adicionales de Eulcr para obtener soluciones dí! (1.1}. l·\ié prechiamcnte Kut.ta 
(1001) quien formuló el esqut!ma genttr1'\l <lel ahorn. ll!Wlil.do mélo<lo de Rungc.-Kutta. 
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Definición 

método 

k, = f(xo. Yo) 
k, = f (Xo + c,h, 110 + ha21k1) 
1:, = f (Xo + c,h, Yo+ h (a,,k, + auki)) 

k, = f (~ + c,h,11o + h (a,1k1 + ... + ª•l•-1)k1-1)) 
lit = llo + h (b,k, + ..• + b,k,) 

es llamado mHodo de Runge-Kutta expUclto de •·evaluaclonea pan. el problema 

v' = /(:r) 11(=o) =va 

Usualmente los coeficientes e; 11atisfa.cen las condiciones 

o bien 

C2 = au, c3 =a.si + Gs·:z. ••• , e, =a,,+·.·+ ª•l•-•) 

i-1 
c:.=Ea;1 

i=l 

Estas condiciones fueron supuestBS por Kutta sin ningún comentario y expres6 
que todoe les puntos donde J ea el."aluadn. son aprax.ims.cioncs de primer orden a la 
1JOluci6n, además de que también simplifican la derivación de las condiciones de orden 
pa.ra r:.étodos de orden alto. Sin embargo, pa.ra ordenes bajos, dichu condicione:s no 
son ncceauias. 

Deflnlcl6n 

jJy(:o + h) -11,j\ :S Kh,..., 
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es decir, si las series de Taylor para la solución ex.actn. Y(.%1J + h) y para ?11 coinciden 
huta el término h'. 

Es coetumbre simboliza.: el método de Runge-Kutta por la siguiente tabla 

o 

.. a, r-1 

·-· 

FJemploe 

El método de Rung'e vilto anteriormente, as! como loe métodoe de Runge y Heun 
de orden 3 están dadoo de la •iguiente manera 

o 

* o • 
1 o o 

1 o • 

k1 = /(:z:o.110) 

k, = /(:z:o.110) 
1 l 

k, = f(:z:o + 2h,yo + 2hk1) 

Y1 =Ya +hk2 

1 1 
k, = f(:z:o + :¡h. Yo+ :¡hk,) 

k, = /(xo + h, y0 + hk,) 
k, = f(:z:o + h.110 + hk,) 

1 2 l 
1/1 =Yo+ h(¡¡k1 + 3k, + ¡¡k,) 
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o 

o 

o 

k1= /(:i:o.11o) 
1 1 

k, = f(:i:o + 3h, 11o + 3hk,) 

2 2 
k1 = f(:i:o + 3h, Vo + 3hk,) 

1 
VI= !/O+ ¡hk1 

Ahora quisiéramos detcrmim.r los coeficientes del método de Runge-Kuttn. cuan
do a = 4. de tal 11uerte que también obtengamos orden igual n. 4.. Lo que debemos de 
hacer es lo oiguienle. Cakulu las derivadM de 

Vi= ita+ h(b,k1 + ... + b,k,) 

en h = O y compararw con lu de lo. S<>!ud6n verdadeio. P·"" ordenes 1,2,3 y ' uao.ndo 
lu condiciones e¡ = E1 a;; con lo cual obtenemoo: 

¿ r.. = b, + bi + º• + b, = 1 

' ¿ b,c, = b,c, + ¡,,¡,, -r a,b, = : 
' 2 

E b¡c: = bici + b.se~ + b,c: = ! 
' 3 

L;b,a;;c¡ = b,a"c' + b, (a..2 c2 + a,:;c.:i) = ~ 
y G 

¿r.,'-b''b,' b'-
1 

, -e,. - ;c1 ..,... e; +- ,c. - ¡ 

Lb¡c..a;,c; = b3c3a.11c¡ + t·:c., ~<J.1;c1 - :..u-:.) = ~ 
l,j 

E b¡a¡;c; = b3a.nl:! + b4 ( a..2ci ~ aoi:;) = ~ 
•J 12 

- '1! -

(2.1) 

(a) 

(b) 

(e) 
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(g) 



(h) 

Kutta. dio la solud6n general del anterior sistema sin nlng\Ín comentario. Noeotros 
daremoe la idea de solución dada en [6). 

Lema 1 

Si 
j= 1,2,3,, 

entonces, laa ecuaciones (d), (g) '1 (h) ae deducen de laa re1tantes. 

Lema l 

Para•= 4 el aiatema (2.1) r laa condiciones sobre e, Implican (2.2). 

De loo anterloree reaultadoo obtenemoo 

Teorema 

Suponiendo laa condicionm 

i-1 
e,= ¿a;¡ 

;-1 
el sistema de ecuaciones (2.1) t8 equivalente a 

b,+b,+b,+b,=1 
1 

b,c2 + b,b, + b,b, = 2 
• ' • 2 2 1 "'"' + ,,,., + b,c, = 3 
1>,e, ·t- b,c~ + b.c: = ¡ 

1 
b,c,a.,c, + b,c, (a.,c, + a.,c,) = ¡¡ 
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b3a,, + b,a., = b2 (1 - e,) 
b,a., = b,(1- e,) 

b,(1-c,) =o 

Las elecciones de Kutta. que han llega.do a ser particuln.nnentc populares son 

1) C2 = C3 = ! 1 b1 = 8 , b;, = ! 1 b, = ! ' b4 = A 

11) ,, = l ' C3 = ¡ 
Ambos métodos gencrali.ian la.s reglas de cuadra.turas clá.sic&S obteniendo el mismo 
orden. El primero es mú popuW, el segundo más preciso. Están dados como se indica 
cnseguid• 

o o 

o -! 
o o -1 

k, = /(ro.11o) k, = /(ro, Yo) 
1 1 

k, =!(ro+ Íh,Yo + 2hk1) 
1 1 

"· = f(r.o + 3h,11o + 3hk1) 
1 1 

k3 = f(%o + Íh,Yo + 2hk1) 
2 1 

ks = /(ro+ 3h, 11o + h(-3k, + k2)) 

k, =/(ro+ h, ~o+ h.1:3) k, =/(ro+ h,11o + h(k1 - k, + ks)) 
1 2 2 1 

VI =Yo+ h(¡¡k1 + ¡¡k• + ¡¡ks + ¡¡k,) 
1 3 3 1 

V•= Yo+ h(¡¡k1 + ¡¡ki + ¡¡k,+ ¡¡k,) 

En un método Runge-Kutta nos interesa proporcionar cota.S pe.re. el error local 
{6J, a .. bcr: 

Teorema 

Si un método de Runge--Kutta es de orden p y si todas las derivadas parciales 
de /(%,y) hasta de orden p existen y son continuas entonces 

- ,, -



es decir 

liV(Zo + h) - Y11i ~ Oh'+l 

En el cuo vectorie.1, la relación anterior ea v'1ida componente a componente 

b/(Zo + h) - VÍI = Oh'+i + O(h'*') j = 1,2 .... ,n 

donde O depende de loo coeficientes del método. 

F.atas eatimacionee del error son de poco interés práctico debido a que requie
ren el cálculo y obtención del máximo de va.riu derivadas de ordenea altoo de f(x,y). 
Pero la ventoja principal de los métodos Runge-Kutta respecto a IBB series de Taylor es 
precisamente que el d.Jculo de las deriva.das no son necesaria.. Sin embargo, de cual
quier forma requerimos esti.ma.ciones del error¡ primero para asegurar que los tamaños 
de paso h¡ sean escogidos lo suficientemente pequeños para asegurar la preciai6n reque
rida, y segundo para garantizar que h; es lo suficientemente grande pua evitar trabajo 
computacional innecesario. 

Existen muchas ideu para lograr lo anterior. La más vieja quid., es debida a 
Runge que consiste en repetir el d.lculo con el tamaño de paso reducido a la mitad y 
luego comparar ambos result&dos: los digitoe: que no cambian se toman como verdaderoe. 
LA siguiente idea debida a Richard.son, ha.ce uso del comportamiento del error como 
función de h. 

Dada la condici6n inicial (Zo, Uo) y tamaño de paso h evaluemos dos veces usando 
un método de Runge-Kutta de orden p obteniendo loe resultad"" numéricos ¡,.1 y lh· 
Hagamos nuevamente otro cálculo con la misma condici6n inicial pero con paso 2h 
otorgándon06 la solución w. 

Tencmoe: que el error de ¡¡1 e:: 

El error cometido en y2 consiste de do9 partes: el que ee acarrea de 111 y el error local 
del ugundo paso. Si se toma en cuenta lo anterior se obtiene [6]: 

<i = 20h'+l +o (h.+') 

Cu.a.oda tomamos el paro 2h el error es 
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Ignorando los témúnoo o (h'*'), eliminamoo el pl\fametro e de ¡.,,. doo últimas cc:ua
CÍonC!!i obtení~do una. mejor aproxima.c:i6n Y2 para u( z-0 + 2h). Dkho m'5 íorm.almente 

Teorema 

SupóngM~ que Jh e::i el rcsultti.do num&ko de doe evaluaciones con puo h. por 
medio de un método tipo Runge-Kutta. de orden p y w el resultado por el ~mo m~todo 
pero con paso 2n. Entonee8 el error de ~' puede ser extro.polo.do de la •iguiente formA 

y(x. + 2h) - ~~ = ~-:::_ ~ +o ( n•") (2.4) 

y 

es una aproxinw:i6n de orden r+ l & y(:ro + 2h). 

Lsa f6nnulaa e.nteriores son muy facilea de calcub.r. La. primera. noa da una 
eetimAci6n del error cometido y la. aegund& incrementa. el orden en uno. 

2.1. Control 4momátlco del pn•o 

Una estimad6n del error de {2.4) lo podeinoo obt~ner como 

crr = - 1- mu hl, - w¡j 
2' - l li=1_..... d.¡ 

Con frecuencia to0n u.sa.d.M otra.a no:-r-WtS, como la. eucJjd.CJUla. por ejemplo. LI\ 
cantido.d d; es un Í&etor de eaco.lamiento: d; = l p&ro =~= abwlulOd:; J. = lfü !>"""" 
errwcs relativos. 

E1 nut"."o'O paso h,.w.,~ ser! (l("eptado 6 r~ha.zad:'.) d.cpéntiícndo de ~i el •'rr.:-t co
metido f"'i menor Ó no que una tolcrencia !o! .l~ds. S~ d pl:.dO :10 C!1 .zu:cpto.Jo d. .. :~e 
ser reducido, pero por motiv~ de dkienc:ia bu.::~lU:l'J..." qu•• aea fo ul.és grande pO-"!ithlc. 
Luego, hneo1l-• :-: Oh dcbt ser tal que el crtvr c:ometiJo f.<! i:.omponc como el lUltc.rior y 
que SC''1 menor que toJ. Es decir, 
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C(lhy+' S tol = (;:) err 

(Ch'"),.-+• Se:) r:rr 
de donde, escogiendo 

(i.e.) 

Entonces, ai crr :5. tol l.& aoluci6n an.ns:a a YJ o bien al pa.nto Vi T eie intenta annsar 
tomando como h..-. el puo actual. En cuo co11trario el cálculo se repite con h..--

El puo máximo h_. g=eralment<o ee _,oge entre 1.5 :r 5 con el objeto de 
pre-r=ir qu.e el paso actual llegue a tomar valor... mny grandes. Si eii el puo actual 
ar ~ tol se ac~a tomaz h.... = l. 

TlLmbié.n es cl&r0 que para p.MOS muy pequeñoe el trabajo computacional se 
incn=ellta enormemente, por lo que se t!=e que oeleccioiiaz un tunaño mínimo h.,u.. 

En geiienl, el t&m&ño del p&.So h...... es\i!. d&do por una función del tipo 

h_=h·f 

f = min (/=,=(/=nin,/<>< (:~);h)) 
donde / G<Cm4%, /a.cm in, f G.C ao.n númet'OI! que ae e.lige.n en forma. experimental pua 
aiimenl&r la eñcienci• del método. Para un& d;.cu.si6n amplia 10bre este punto v~ 
Sh.ampine-Watta[U) 

Un. t=en lde& es conrtruir f6nn1ilM de Runge-Kulta que cnnlenp.n, adcmú 
del& apro:cima.ción numhica. VJ,, una expte5i6n ~ 1 de orden ma.yor. Edo paede l<Ct'YÍ: 
para estiI:lar el error y co::itrol.&r el t.a:m..aio del puo. 

Luego, nuert.-o prop6silo es encontrar ';lD. esquem& de coeficientes 

e~ 1 ª" CJ 431 Cl:J 

" i 1:· 
tal que 
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Yt =!lo+ h(b1k1 + ... + b,k,) a.e~ de orden p y 

Yt =Yo+ h(b1k1 + ... + b,k,) ""ªde orden q, por lo general q = p + 1 

El primer método de este tipo fue propuesto por Merson (1957), Ccshino (1962) 
y Zonneveld (1003). Entcnderemoo "p(q)" como que lit es de orden p y y1 de orden q 

o 

k, =/(:ro,l/o) 

' 1 1 ) k, = I ~:ro + :¡h, !lo + ¡hk, 

k, = ¡ (:ro+ ~h,!J<> + ~hk,) 
k, = f(:~ + h, Yo+ 

h (k¡ - 2k, + 2k,)) 

!11 = Yo+ h (k, - 2k, + 2k3) 

g, = Va+ h Gk, + ~k, + ~k.) 

o 

k, = /(:ro,l/o) 

k, = f (:ro + ih, Yo + ihk1) 
k, = / (:ro+ ~h,y, + h (~k, + ~k,)) 
J;. =1(:=0+ ~h.!lo+hGk,+ijk,)) 
k, = / ("º +h.l/o +h Gk, -ik, + 2k,)) 
Ut =!/O+ h ( ~ - ~k, + 2k,) 

~1 =!/O+ h ak¡ + ~k, + ~ks) 

Mtrton-4(5) 
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o 

o 

o o 

-i 
k, =f(:i:o.110) 

k, = f (:ro + ~h, 110 + ~hk1) 
1:, = f (:i:o +.~h,110 + ~hk,) 
k, = f(:i:o + h,11o + hk,) 

ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

wo nrnE 
UU01EGA 

( 
3 ( 5 7 13 1 )) ~=f:i:o+~11o+h ~~+~"1+~"1-~~ 

(
1 1 1 1 ) 111 = 110 + h ¡¡k1 + 3!:2 + 3ks + ¡¡k• 

• ( 1 7 7 16 ) 111 =!lo+ h --k1 + -1:, + -k, - -1:, 
2 3 3 3 

Zonn...Jd<(3) 

Sin embargo, ninguno de estos métodoe satiafacen nuestras condiciones. En el 
método de ~{erson la. aproxi.ma.ci6n Y1 ea de orden 5 solamente pua ecuaciones linea.lea, 
&0breestimando el error para h pequeña. De llll!.Dera •imilar el método de Zonneveld 
no calcula el error de truncamiento y el de Ceshino no ea nada econ6mko debido a que 
realiza un cálculo muy preciso del error. 

Métodos que aatW'a.cen nueatrM condicion~fow sido dados por Sara.fyan {1006), 
England (1969) y Fehlberg (1008,1969). Hnrem06 la derivnci6n de las fórmulas de 
England que en particular es el método que elegimos para resolver nuestro problema. 

En el método de England una f6rmula de cuarto orden es usada para. avan
zar la solución <loo pasos. Una cvalun.ci6n adicional de la derivada es hecha antes de 
completar el segundo pn.so que nos permite estimar el error local acumulado en a.mbos 
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p~sM. El prcx:editnl-mto rca.lizn 9 e.-..-e.lua.do:ies y sj el p'!l.Nl ~ rechiua.do 7 de ellas seré.u 
d"3hechad..,, M¡\,¡ preci.3lllCllte: 

ko = hf(:z:o.i1o) 

k, = hf(:z:o + ;h.Yo + ;i..i 
k, = hf(:z:o + ;h,31o + ¡(ko + 1:1)) 

ks = hf(:z:o + h,l/o -ki + 2k,) 

ll> = llo+ ;(ko +4k2 +ks) 

y se calcu!A el aegundo paso en la •egunda fo= 

k, = hf(:z:o + h, ¡r¡) 

k, = hf(:z:o + ;h. \11 + ;1:,¡ 
k. = hf(:z:o + ;h,¡:, + ~(''• + k,)) 

antes de terminar el •egundo paso Ge realla una evalu&ei611 extra para poder calcular 
el error local en loa d"" P"""" 

kr = hf(:z:o + 2h, 11o + ;(-l;, - ll6k1 + 9Zk; - 1211<, + 1441:, + tlk, - 121<¡)) 

1 
err = 00(-ko+ 4k, + 17ks -:131:4 +.U:.- kr) 

Si ar :5 tol entonces terminamoa el cálculo del segunde pa.M> 

k, = hf(z. + 2h,]I¡ - 1;, + 2.t.] 

l/2 =y, + ;c1:t + 4ka + kc) 

Si el ta::n ... ~ry clc p.J.So h ce ece¡:rtn.~o, ut: te~.:-.! ;"-_ '1: ;-,-~l•u.:::nn<>S pc:r- pE.S-:'1 rnn. h~!:¡.i·, 
c.n ca.so co::.trn..'Í0 tcncmoa qu.c rl1~~l~):D.r:. l..~ q• ;-,;:.: e! ~\«Lru.i d..~ B;;..gl.and iH~dio 
re.is fc..xfü1c que el de! pnsc doble 3-e que poéi::-~~c~~ ¡-~J::. ·- · ~· ,i. ¡.::.:;!' ;.:.:i !'m::~r ~dcc~.,.~ &~n 

t"::ie.r que pagar un costo :.Ito. El Giqa.~c¡,a do:: t; . .;lar.i.c! ~!:?!·~ .:! ~~,&.;i.~1tc 
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o 

1 o 
s.i...<..i._.. ....... 
... .i. 

1 l • 

2 l • 
2 _! 

• 
s.McJ. dt -i. -.. ...... 

~ 

-1 2 

o 

o 1 

' 
o 

o 

o o -1 2 

-16 !! _fil :u 1 -2 • • 
o o 

o -Í -1! E! o -Í .. .. .. .. 

ko = I (%o.Po) 

1:, = / (r• + ;i..11o+ ;u.) 
1:, = f (ro+ ;i., !lo+ ;i. (i;. + k1)) 

k, = f (z,, +h,11o +h(-k, + 21',)) 

Y1 = Yo+ ;h (~ ~ 41', -'- k,) 
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Ice= f (za+ ;h,y1 + ~h(k, + k,J) 
k, = f (za + 2h, Yo + ;h (-ka - 00k1 + 02k, - 12lk3 + 144k, + 6ko - 12ke)) 

1 
err = 00h (-ka+ 4k, + 17k, - 23k, + 4k1 - k1) 

Ice= f (za+ 2h,y, + h(-k, + 2ke)) 

~ = 111 + ;h(k, +4ko +ka) 
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CAPÍTULO IV 

CÁLCULO DE CICLOS LÍMITE 

Supóngue que el siatem& a.utóoomo 

(!) 
dv di= /,(r,y) 

tiene un cfdo límite de periodo P. Es decir, el sist.ema posee una solución perlodica que 
.. un clclo !lmite. 

Uno de los objetivos fu.nd&ment.ales de este trabajo es proporcionn.r un método 
interactivo para determinu el periodo de un delo Hmlte. 

Ejemplo 

:t!=y 
1/ = =(1-:1)-:t 

este sistema describe el oecil&dor de Van der Poi y "" sabe que para a > O tiene un ciclo 
lú:citc ¡ b.mblén que una aproxima.ci6n ri.l período en íunci6n de cr est' da.do por 

P(a) = 2r. (1+5f. + ... ) 

En genernl no es fácil detcrt::ün~ a....-¡~Hfü.:a.rnentc d período para. el sistema (I), 
sin embargo, ve..--cmob que numéricamente puede ser determina.do de manera económic.a.. 
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l. Planteamiento del Problema 

Df.tt.nnina.T numlnca.me.nU un punto (z0,310) perl.f.ntcif.nte 
al c<clo Umite d.c. un eistf.mo. o.u.t.6nomo de c.c.uadon.u diff.w 
T<ru:ialea en el plano 'U ""' periodo. 

Un primer intento de abordar el problemii consi.sti6 en calcular un punto fijo del 
mapeo de Poincaré. 

Si (:r0 ,y0) es un punto sobre el delo Hmite de pelodo P, entonceo para cada (:z:,y) 
perteneciente a una aecci6n tranaveraa.1 lJ a. la solución en (%odio), existe una r(•1 JI) tal 
que la eoluci6n <i>(t; :r, y, P) corla a :i::: en t = r(:z:, y) ai (:e, y) pertenece a una vecindad 
de (:co.s.oo) 

..... 1 

Luego, nos interesa determinar (:co,11u) tal que 

con r{:to,l/o) = P >O 

Reescribiendo este si!tema en la. forma 

g,(xo,Jlo,P) = <l>i(r(:co,11o);:i:o,l/O,P)-xo =O 

91(:co,11o,P) = .P,(r(~<h!lo);:ro,l/O,P) -· 110 =O 

donde r(zo, Jh>) es el tiempo que te..rda 111. solución que empieza <:n (%o~!lo) <::.E en regreaar 
a :i:::. 

Tomando E::::: {(x:o1y0): Yo"= e} entt'..lnc:cs ~! :.iBtctne qi.:r.da 

g1(:co,c,P) '~ ó1(T(:ro,c);:r,., c,P) - ,..,, ~-O 
g,(:ro,c,P) ~ 92(T(:r,,, e); ro, c,I') ··<=O 
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no.. 

de donde 

a a a a 
az,,J11(%o,e,P) = az,, 1111(r(z,,,e);z,,,e,P} + ar1111((r(z,,,e);z,,,e,P) Oz,, r(z,,, e) -1 =O 

a a a a 
az,,g,(z,,,e,P) = az,, ~(~(z,,,e);z,,,e,P} + ar~((r(z,,,c);:z:,,,e,P) az,,r(z,,,e} =O 

De esta últim& ecuación obtenemoo1 

(1.1) 

Luego, paza encontrar :z:o aplicamoo el método de Newton a J11(%o,e,P), por lo que nos 
hace falte calcular ~ '1 ~ que pueden oer obterudu de la siquiente manera: 

Como !/f. =/M1ol1l2)., ~=!Mi.~) 
cbtenemoe 
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F.& decir, ~ y ~ son soluciones de la &ue.ci6n Variacional 

con Ju condiciones iniciales 

\11(0,ro,e,P) =ro 
a.p, -
oro (O, ro, e, P) = 1 

~,(O,ro,c,P) =e 
a~ oz. (O,:o,c,P) =o 

Entonee1 1 se puede aplicar el método de Newton para encontrar Zo a 

y r(ro, e) lo obtenemoo de (1.1). 

Realmente "" est' r<SO!Tiendo un 1istema de ecuaclon .. en r y ro, pero ..Slo 
"" tr&b.Ja o:xpllcilamente con :o, ya que e1 necaario detaminar la r(ro,c) tal que 
~(r(=o,e);:o,c,P) = e y éito va a depender del mt!todo que oe""' para Integrar 
la.o ecuacion01 düerencla!OI. Elte mt!todo 1e reporta en la literatura por Curry [8) para 
encontrar aolucionea pe:ri6dicu para la ecuación de Lorentz, pero no indica el método de 
lntegraci6n uaado. En nuestro caao mamo. el mt!todo Rung&-Kutt,..England(RKE)[l) 
que no nOI permlli6 determinar r(:r,,,c) para ningún n. 

Lo anterior aunado & la nece1idad de reBOlver tu ecuaclonOI vari&clonalea y lo 
dlllcil que re.ult6 trobojarlo Interactivamente decldimol hacer UIO de otra ideo [g), 

Transformemo• el siatema (I} en otro en el cuál el ciclo límite tenga periodo 
l (!OJ). Para ello bogamos el cambio de variable t = P~ donde P e1 el periodo que 
queremos determinar. Sustituyendo en (I} obtenemos 

(II} 

con~ e [O,lJ 
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Usualmente ee tienen doe formas de abordar el problema (/ 1) deode el punto de 
vista nwn&ico. 

J. Aprmdmac16n por dlferenclaa. 

Si el sistema (/I) lo escrlblmol en la forme. 

(II') 
dX 
dz = PF(X) 

Aproximando por diferenei .. ~ en loe puntos 

za = o, z1 = h, ....... , z.N = Nh = 1 

obtenemoe algo ele la forme. 

X'+l - X'.= PF(~(X'+t +X')) 
h • 

i= 0,1, ... N -1 

donde X' = x( .. ) 

Como queremos un& solución periódica tenetnoe la condici6n adicional 

X°=XN 

Luego, tenemos un •iatema de 2(N+l) ecuaciones con 2(N+l)+l inc6gnit .. 

~,X•, .. .XN,p 

por lo que es necesario fijar una variable que no sea P 1 por supuesto, y reaolver el 
sistema correspondiente por algún método como Newton o cuasi-Newton. 

ll. Método• de tiro. 

Estos métodos están basa.dos en métodos que calculan num&icamentc las solu
cione.e de la ecua.ci6n diferencial, de.de.a la.s condiciones inici&les. La idea. es la siguiente: 

Elegimos un punto inicial (:ro, !lo) y proponemos un valor par~ P, entonces el 
sistema (II) puede integrarse de z =O a. z = 1, o bien, de z =O a z = -1 dependiendo 
de la estabilidad del delo Hmlte. Supondremos que la integra.ci6n se realizó de z = O a 
:: = 1, luego en z = 1 obtenemos 10& valores 

:z:(l) = .P1(l;:z:o,yo,P) 
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.o:[2) = ef>,(l;ro,l/:>,P) 

que depende.n de la ek<ción de~' Voy P. En el caso de una soludón perlodica· de.bemos 
tener que sa.ti.Je.cen la,, ec.un.ciones 

donde 

g1(:to.11o,P) =O 

g,(:<o, 11o, P) =O 

91(:<o,¡1o, P) = ~1(r(:to,l/1J);:<o, 11o, P) - Zo 

91(:<o,11o,P) = ~1(r(:to.11ol;:to,l/1>,P) -11o 

Luego, tenemos doo ecU&cionea to!l tres incógnitas, por eo~e:nte tenemos que lijar 
U1l& de ellaa, la cu!! evidentemente 110 puede ttt P. Lo que es claro geométricamente, 
ya que ai zo se mantiene fija es necesario que La recta : == i:o corle a la aolud6n que 
andamos bWIC&Ildo (f!gun 3) de otn manera el problema tendr[& como ooluci6n P = O. 

,..., 
Aol que la eleeción del punto inicial (:z:o,va) ea importante para que tenga hito el m<!todo. 
El aistetDA se puede resolver usando el ~todo de NCYr ten o un cu.a.si-!'ieY.~..oD. 

En este tr&bejo estamos in~adoe, ~ loe métodos dt!! tiro, ya. que cont!UDOd 
con un método para calcula.r lu go}uciones de un si.stetn.'.l de ecue.cioneis diferenciales con 
condiciones inici&!C! y también en que d~neo1os fácil.m.:?ntc del eepo.cio r~. } .. dc::::ü 
el sistema. de ecuadone.s es un sistema. de 2-.:2 compa..rado a.l método de ~prax..i.m&d.ón 
por diferencia.a que puede damos un s~tema da mW.?..s \~i~bl~. pue:s depende del 
número de puntos N aobre la trayectoria q~e püede Bc:r muy gre..nde para obteneT una 
buena aprox:i.oll.ci6n. 

Es UBU.al que en el milodo de tiro se ~-::ilic1~ el !'1.élodo de ?iewton para. re&olvc:r 
el sistema de ecu&eiones no-.linctJes resu.Jtmte, ain e.tnhb.l'go, ésto ha.ce qué el costo total 
sea excesivo debido a la. necesidad de resoh·er la.s ecuaciones \"B.l"ia.cion.aleti pasa. poder 
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obtener unu aprarlmaci6n al Ja.cobiano, por lo que noeotros pref'e:rimoe uaar el mEtodo 
deBroyden. 

El sistema a. resolver está da.do por 

donde u = (11, P)r 

g,(z.,11,P) = ~(l;z.,11,P) -z. =O 
g,(z.,c,P) = ~(l;z.,y,P) -11 =O 

G(u) = (111(u)) = (º) 
g,(u) O 

Inidalmenle ee eligen nna. aproximación (z., 11o) de un punto aobre el delo llmile 
'1 una. ...timación del período P0 , enn &to se puede calculu la solución del sistema.! 

:t! = Po/i(r,y) 

.¡ = Po/2(r,11) 

con condición inicia.! (r,,, 11o)r 

Si 1Ja.mamoo a La solución 

(~1(1; ZQ, l/o, Po), ~(1;.ro, 11o, Po)) 

de aqul .., obtiene el valor de La función 

con Uo = (1A1,Po)T 

G(Uo) = (~(l;z.,11o,Po) -.ro) 
~(l;.ro,11o,Po) -v. 

La. a.proximación inicial Jo al Ja.cob!.ono en uo la oblenemoo de la oigtiienle 

Si Jo = (a, ¡a,) con 

C; = 
G(Uo + «1)- G(uo) 

' 
""= G(u,, + «2) - G(u.) 
. ' 
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. dondC e1, t 2 r;~on los vectore8 canónicos y e = n{z cuadra.da de la precisión del Sistema de 
·punto fiots.nte empleado. Ea decir, P'=:::turbr.mos .!Ju y Ct\kuln.:mos la. soluci6n ~1 sistc:iua, 

:! = Pofi(.r, y) 
v' = Pol1(.r,y) 

con ~~ndici9n inici~ (Zoil.'o + t)r. Luego, calcula.moa 

. G(uo+«1l=( l>t(l;2-0,!1o+<,Po)-.re ) 
. .;l,(l;.re,11o+<,Po)-Yo+< 

Par .. obtenu G(u0 +«,)se calcula la solución del sistema 

:! '=(Po+ <)f1(.r, y) 
t/ = (Po -1: <lf1(x, Y) 

"'.'n c<indi~n irucial (.re.i10) y entone"" 

G(UÓ+«i) = (IÓ1(l;:co,11o,Po+•)-.re) 
\Ó2(l;2-0,!1o,Po +<)-yo 

Solamente nos resta indicu.que no neceesitamoe resolver el sistema. de ecuaciones 
para calcula: la dirocei6n de d""°enso p., debido a que en el mátodo de Broyden 

con 

~ )"" qUe· si conocemos la inversa. de Ak es fác.il obtener A;i1 como lo indica la fórmula de 
· Sher°!an-Morr\son-\Voodbury: 

Sean u, v E nn , A E I\fnxn(R) no-singule.r. En1.onces 

A+ uuTu: .• nÓ - .singular <--""=> 1 + v1' A-1u =a:/: O 
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Sup6ngue que A + uoT es n1>-1ingular. Como A ee no-aingulu, ent.onees 

uf' (A-1)" u> O pan todo u<llft,u-! O. Se tiene que::!' (A+ uvr} :z: >O P""' 
:z: #O, en particular p&r& :z: = A- 1u. Por tant.o 

{A-1u}r (A+ uoT) (A-1u} = (A-1u)1" (v + uvr A-1,.) 

= (A- 1u)'" u (1 + vr A- 1u} >O 

De donde 

{<== 

Supongamos ahoni. que l + ,,r A-•u -1 O. Tenemoo que 

(A+ uvr} (A-1
- ~A-1uvT A- 1

) = 
I - !.uuT A.-1 - .!.uttf' A- 1uuT A.-1 + uvr A-1 = 

" " I+uv'"A- 1 (1-~I-~vTA-'u) = 
l+uvr A-1 (r- l +v:A-'ur) = l 

a 
D&do lo er.terior, !6?o a nt.-c.f:!uio ealcula.r Ja inversa. de la. m.a-trú original A.o 

par& obtener A; 1 para todo k · 

A.hc:a ya. es p05ible aplieu el método de Brc;·deo como se explicó en el capítulo ll. 

El ('_rite.río de pa:ada que u.~~cs es 
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El}emplo 

En el sistema. de ecua.cioDt5 

r = v-<:r+l) (1:r-1)'+ D 
11·=-ey 

localizamos un ciclo límite con condici6n inicial 

""' = (-0.515, -1.433) 

obteniendo el roiullado 

p = 4.50.5 "= (-O.líl5, -1.462) 
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CAPÍTULO V 

UN SISTEMA PARA CALCULAR CICLOS LÍMITE EN EL PLANO 

l. Definición 

El sistema RF es un programa que calcula y gral!ca tr&J"'Ctoriaa del retrato fase 
de un sistema &utónomo de ecuaciones düerencia.le! ordinarias de la rorma 

='=!(:,¡¡) 

¡/=o(:, y) 

a.sí mismo, también es posible dibujar el ca.mpo direccional, imprimir gráficas o guar~ 
darla:s en disco y calcular ciclos l!mite en CASO de que existan. 

Es posible tratar aistemas no--aut6nomos con la restricción de que siempre se 
empieza a integrar a partir de t = O. Para su uso &e requiere una computadora PC o 
compatible con to.rjeta de graficaci6n CGA. 

RF C8t! integrado por las unidad.,. mootradaa en la eiguiente figura 

INTEOlUOIÓN' 
y 

QJlAPIOAClÓR 
~] 

En •natos• ee donde residen los datos; El sistema di5pond.rá de t!Joa con un& precisión de 
a. lo más de cinco ciíru significativas. del nistema.. EJ bloque "lntegTn..ción y gnfknci6n" 
es el que resuelve el problema planteado. La entidad •Pantalla• representa la. rue entre 
el usuario y el sistema, ya que a tro:vé3 de la p<l.TJtallt. el usuario a..ctiva. el a;..te.ma, 
introduce o modlfi.ca. datos y obtiene el resultado d~en.do. 

2. Bloque "lntegrad6n y graficadón" 

Rea.liza Ias siguientes funcione! principAles: 

1) Integra numéricamente el sistcn:u?. de ecuaciones difercncialL..'..• 
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U) Manda a pantalla lu soluciones 

s. Requerimientos 

a) El eiltema. ee activará cuando el usunrio escriba en la pantalla 

>RF 

que c.orresponde a la iniciación del programa. ejecuta.ble RF .EXE 

b) loe datoe de entrada al aúitem.. aerán otorgados interoctivamente por el usua-
rio que conesponden a: 

- El si&t.ema de ecua.ciones diferencia.les a rcsoh·er. 

- Región del plano donde oe deaee le. solución. 

- Condiciones iniciales. 

- Nombrea de >r<hivoa para guardar gráficas. 

'· Diseño del 11.tema 

RF .- Programa principal que coordina la solución del problema. Los m6duloo 
principales de este programa. aon cuatro, como se mueatra e.naeguid& 

GB.APIOA. 

u 
a.u.111 
u 

4.1 Grafke.- E«te proced.imfonto otorga la solución del sistema. de ecuaciones y la 
m&.nda. a. la. pantalla, para lo cul\.l se encarga de leer int.era.ctiva.mcnte de la pantalla loe 
datos de entra.da proporcionados por el usuario. Hace uso del paquete de gra.ficaci6n 
'I\ubcrGn.phix Versión 4. Los procedimientos que lhuna son los que se muestran en la 
siguiente figura. 
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4.1.l Inicio.- Contiene loo datos iniciales. Para inicialisar la pantalla se vale del pro
cedimiento PANTALLA. 

4.1.2 Ventana.- Solicita la región para grallcar y el título de la gráfica. Usa loa proce
dimientos PON_pETICION y TOMA.CADENA.CON.CURSOR?"'& poner letreros y 
leer información en &mbiente gd.flco. 

4.l..3 Leef'unclon.- Procedimiento que solicita el sistema de ecuncionea por medio de 
LEEXP en una región de la pantalla dada por VENT.FUNCION y verifica su sintaxis 
a través de CONV. 

d.1.4 Inte¡¡ra.- Resuelve y grallca la ecuación diferencial. Integra hacia adelante (1 >O) 
6 con el tiempo en l!entido contrario (t <O) según sea solicitado. Utiliza los siguientes 
procedimientos: 
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4.1.(.1 Condlnl.- Lee laa condiciones iniciales de la pantall&. U1& loo procedimientoo 
COORMUND y COMANDOS. 

OONDINl 

u.u 

OOOJU,(tJJ(D 

.. 1.4..t.l 

OOMAMOOI 

4.L'-1.2 

(.1.(.1.1 Coormund.- Realizo. la tnr.DlJíormad6n de ce<>rder.adas de panta& a coor
denad,.. reales. 

4.1.(,1.~ Comando•.- Pone en pub.!!& todoo loo lctreroo para 1A interacción con el 
usuario. 

4.1 . .t.2 Relnklo.- Reinicializa tu condiciones inicialC!f scgén ta tarea que .. .e vaya a 
realizar. 

4..1.4..S Rlte.- Integra el oistema de ecUMionea indicado por ESUOGEFUNCION. Em
plea un método Ce tipo Runge--Kutt& de 6rden~ 4 y 5 lb.ma<lo Rtmg~Kutta.-En¡ln.nd. 

4.1.4.3.1 Escogefunclon.- Elige el prciblenvi. b r,,;st·'.· .• ~:. El .. i!t~·. d<' t"C'tl11.ciones 

- 96 -



otorgado por el usuario 6 el modificado para calcular clcloo l!nllte: 

z:'=T/(z,11) 

V= Tg(z,11) 
donde T es el periodo. Realisa la evaluación por medio del procedimiento F. 

,,J. • .f..S.J..J. F.- Eíectt\a el cálculo del lado derocho del 1istema de ecuadones en el punto 
indicado. 

,,J..5 Ciclo.- Calcula un punto del ciclo l!nlite (en cuo de que exiot") y una aproxi
madón de su periodo, Graflca cada una do lu aproximaciones. 

""'"""• 

Al.GOSIT 

IJNlDAD aQUlAl SQUll1 

D11DPC 

.f..1.5.1 Eleccmat.- Elige eljtioCobiano inicial mediante una aproximación por diferenciu 
fi.nitaa, para lo cual se vale de loo procedimlcntoo UNIDAD, EQUISl, EQUIS2~ DELTAS, 
W_W, F, BINV. UNIDAD calcula la pr<:<:isi6n de la máquina. EQUIS! y EQUIS2 son 
aproximaciones al primero y segundo pw1tos l'<:!tpcctivamcnte. DELTAS propordo::i.a. 
las varia.cienes para calcula.r el ja.cobiano. 

4.1.5.1.5 W _ W .w Calcula la diferencia entre dos puntos consecutivos de la (unción 
/(z) = !llF(:c)l!l 
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ol.1.5.1.T Blnv.- Invierte la matriz inicial. 

4.1.6.2 Algorlt.- Otorga la nueva aproximación z1+1 = Zt + a,1:p1. 

4.1.6.2.1 Nuevalfa.- Da. el nuevo parámetro de búsqueda lineal Qt al aproximar la 
funci6n f por un polinomio cúbico. Utiliza los procedimientos que se muestran enseguida 

Kl;laVA.LrA 

rUMCIOKOQIA PaOOlNT 

oiao ... c PAacl4LH 

4.1.5.2.1.l Funclonorma.- Calcula f(:r) = illF(:r)!ll por medio de F.F que a au vez 
usa INTEG..APROX. 

4.1.&.2.1.1.1.1 IntegJJprox.- Integra el sistema de ecuaciones para el cálculo de ciclos 
limite en el intervalo [O, l). 

4.1.5.2.1.:1 Prod!nt.- Calcula vr /(:r,)p,. Lla.tn11 a los procedimientos F, Dffi.DESC 
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1 PARCIALES. 

4.L5.J.J Dlrdeoc.- Calcula!& direcci6n de«endente p .. Ua& loo procedimlentoe B..B, 
S..S, W.W, STBW 1 SBWSTB. 

... 
<.U-1.Lt.l 

IBWITB 

t..U.LLl.f 

4.1.5.J,J.l B.B.- Da!& ~praxlma.ción A.,1 del j&eabiano. 

4.1.s.2.1.2.2 Parclaleo.- Apr=im& w parciales de f por diferencias centradaa. 

4.1.8 Campo_dlrecc.- Dmde a !& regi6n en una m.alla de 24 x :U r en cada uno de 
loe nodos calcula r grafie& el campo direcdonal. U u. el procedimiento F. 

4.1. T X-.- Solicita al usuario el nombre del archivo donde oe ha de guardar la pantalla 
actual añadiéndole la extenai6n .GRA Hace wo de loo procedimientoe PQN_pET!CION 
1 TOMA.CADENA..CON.CURSOR. 

POK...Pf;TtCIOl'f 

C..1.l.l 
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5. Desc.rlpclón 

4.1 Graflca: 

Program.a. que resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales y gra.fica su solución 
en la pantalla. 

Parámetros de salida: 

nombre 

Procedimientos uandos: 

- Nombre del archivo donde se guarda la grállca 
CADENA=ST1UNG[80] 

INICIO, VENTANA, LEEFUNCION, INTEGRA, CICLO, CAMPO.DffiECC, 
LEE. 

l!<Jemplo de llamada: grafica(nombre); 

4.1.l Inicio: 

Contiene loo datoo Iniciales. 

Parámetroe de ullda: 

xO,yO 

xl,y1 

x::l,y:J 

xmln 

xmax 

ymln 

- Coordenada de p1LI1talla Inicial del cursor. 
INTEGEB. 

- Coordenada lsquicrda superior do I& panta!JL 
REAL 

- Coordeniula dcrecli& ln!erlor de la pant&!l&. 
REAL 

- Abscisa menor para la. regi6n de gra.fica.ci6n. 
REAL 

- Abeci..!a mayor pti!I\ la región de gra6cación. 
REAL 

- Ordenada menor par11. 1n. reglón de grafica.ci6n. 
REAL 
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ymax 

titulo 

Bnt 

to] 

- Ordenada m&yor para la región de grallcación. 
REAL 

- Titulo iniei&I de la gr'5eL 
CADENA=STRING(BO] 

- Bandera para i.nkia.r la M>luci6n del 1iste:ma de ec:uaeione1. 
BOOLEAN 

- Tolerancia & satisfacerse en la 110luei6n otorgad& por RXE. 
REAL 

- Tolerancia para controlar el error. Para u.oo de RKE. 
VECTOR=AJULAY(-1,-<1] OF REAL 

:E;Jemplo de llamada.: inido(x0,y0,x1Jl,~2.y2,x:min,ymb,xmax, ymox,tol, 
thres,flrst,titulo); 

<1-1.2 Ventana: 

!Uinicl&!isa la ,..Pón de gr&!ie&clón 

Parámetroe de aalldai 

xmln,ymln, 
xmax,xmax 

titulo 

ftnt 

Procedlmlentos m.adoa: 

- Región de gra!lcacl6n. 
REAL 

• NueTO Ululo de la grfJ!eL 
CADENA=STRING[BO] 

• Bandera para reiniciar la integnci6n del 1inema 
de ecua.cienes. 

BOOLEAN 

PQN_pETICION, TOMA.CADENA.CO:-i.CURSOR. 

:E;Jemplo de llamada: vent&na(xmin.xmax,ymin.yma.~.titulo,fint); 
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4.1.:i.1 Pon_petlc16n: 

Procedimiento que pone un letrero en la pantalla. 

Parámetroo de entrada: 

letrero 

Un 

col 

- Letrero a. ser puesto en pa.ntn.Jla. 
STRING(SOJ 

- Renglón en el que se desee el letrero. 
INTEGER 

- Columna en ls. que comienza el letrero. 
INTEGER 

:i;:Jemplo de llamada: pon_peticion('letrero',lin,col); 

4.1.2.2 Toma_cadena_con_curaor: 

Lec una cadena otorgada por el usuario en ambiente gr6.fi.co. 

Parámetros de entrada:· 

!In, col 

longl 

func 

num 

- Renglón y columna donde se localisa la cadena. 
INTEGER 

- Longitud desea.da de la cadena.. 
INTEGER 

- Bandera que indica ai ae estin leyendo las ecuaciones. 
BOOLEAN 

- Cadena otorgada por el wuazio. 
CADENA 

E<)emplo de llamada: to!D&_CA<!ena_con_cunor(num,23,74,5,func); 

4.1.S Leefunclon: 

Lec IM ecua.donen de le. pantalla¡ no lu a.cepta h.aata que no estén correcta.mente 
eec.rita.s. 

Pnr4metro de salida: 

func - Indic&dor de que este procedimiento es exclusivamente para 
leer las ecuaciones. 
REAL 
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Procedimiento. U"8dOI: 

CONV, VENT.l"UNCION. 

Ejemplo de llamada: Jeefuneion(fune); 

Ll.3.1 Couv1: 

Reri.u. la. sintaxis del slatema de ecuaciones 

4.1.s.1.1 Leexp: 

Lee Ju <!C11aelonea. 

Parúnett'QO de entradal 

- Rengt6n donde se encuentra la ecuación. 
REAL 

Pari\metrOI de aalldai 

ll .. Cadena que contiene una de la.a ecua.dones del sistema.. 
CADENA 

Procedlmtentoa wadot1 

TOMA._CADEN A_CON.CUltSOR. 

Ejemplo do llamada: Jeexp(li,reng); 

,,l.S.2 VentJunc!on: 

Coloce.. una. ventana permue:nte en la región de graftcaci6n que contiene el sts.. 
tema de ecuaciones actual. 

E<femplo de llamada: vcnt.funeion. 

4.1.4 Integra: 

Reauelve el siatelDJI. de ecua.cioneis ·y gra.fica en pantalla la. solución. 

Parámetros de entrada: 

X 

xout 

- Tiempo inicial. En este cuo eslamoe tomando z =- O. 
REAL 

- Tiempo final. 
REAL 
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h 

8r1t 

threa 

tol 

llamada 

flecha• 

limite 

ciclo 

- Paso de ínt~gración. 
REAL 

- Condición lnichu. 
VECTOR 

- Variable lógica que C!ipedflca Ja primera y laa 
aubse<:uentea llamadas .. R.KE. 
BOOLEAN 

- Error re! .. tivo deseo.do. 
VECTOR 

- Tolerancia absoluLa desuda.. 
REAL 

- Bandera que indica 111 continuación de. la graftcaci6n. 
BOOLEAN 

- Indi<:e. ei ha aido escogida un& nueYA condición inicial 
BOOLEAN . 

- Ba.nde..ra para c.rear a1ubi~nte: de grafica.ci6n 
adecuado po.r" UHr CICLO. 
BOOLEAN 

- Bander., puo. uaar CICLO. 
BOOLEAN 

Pariímctroa de aallda: 

- Vector "wdliar donde ae guard.. el ú!Limo tiempo ce.lculado y 
el tiempo final. 
VECTOR 

Procedlmlentos: usadOI': 

CONDINI, REINICIO, RKE. 

Ejemplo de llrunsda: int.egra(x,xout,liNL,z); 

4..1.5.1 Condlnl: 

Lee las condiciones inicia~ de la. pantalla. 
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Parámetroo de entrada: 

primer 

llmlte 

- Inclica el inicio o reinicio de la oesi6n. Permite parpadear el 
cursor. 

BOOLEAN 

- Usado para desaparecer el curoor. 
BOOLEAN 

Parámetroo de salida: 

xO,yO 

xmund,ymund 

ch 
Fl 
F2 
F3 
F4 
FS 
F6 

F7 
F6 
ALT-F9 

F7 
ENTER 
ALT-F9 
F4 
F5 

FS 
F9 
FlO 

Procedlmlentoo wada.: 

- Pan. dar paao &! moriminento del cunor. 
BOOLEAN 

- Nueva.a coordenadas de pantalla del cunor. 
REAL 

- Nuevas coordenadas reales. 
REAL 

- Caracter que indica la tare& a realizar: 
- Gn.f!ca con el tiempo hacia &del&nle 
- Gn.f!c& con el tiempo h&Ci.& atrio 
- Continua gralicando 
- Calcula y gr&Jlca campo direccional 
- Limpia la ventana actual de graf!cac16n 
- Imprime y guarda la gráfica 
- Guuda la gráfica en disco 
- Imprime la gráfica 
- B.cgres& &! men<i de gr&Jlcaclón 
- Calcula y gr&Jlca el delo límite 
- C&lcula y gralica el ciclo límite 
- Regresa &! menú de gralicaci6n 
- Dibuja campo direccional 
- Limpia ventan.a 
- Solicita nueva región de gralicaci6n 
- Para ea.mbia.r el ai.stema de ecuaciones 
- Regresa al menú principal 
CHAR 

COORMUND,COMANDOS 
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:i;:Jemplo d~ llam&da: condinl(prim,;,limitc,focli0-,.'<0,)-0,xmnnd,ymund,ch); 

4.1.5.1.l 'Cóordmund: 

Eíe<:tés. In. transf'ormadón d~ coord~ada.5 de pzmtalla r. coordenadas reales 

ParámetroG de entrada; 

xO,yO 

Parámetro. de 1allda: 

• Coordena&. de pant41la del cursor. 
INTEGER 

x:mund, ymund ... Nuevas coordenadas reales. 
REAL 

E<jemplo de llamada1 coordmund(x0,>-0,xmnnd,ymund); 

4.1.5.1.2 Comando1: 

Pone en pa.ntall" loo co1IW1doo de gnúlcaci6n. 

Pnrámetroii de entrada: 

llm!le 

ch 

• Elige si pone los comandos necesarios pn.ra CICLO. 
BOOLEAN 

- Para. decidir la opción de campo di.ret:donal. 
CHAR 

E<jemplo de llnmada: coma.ndoo(limhe,char); 

-1.l.5.2 Relnldo: . 
Rcink1a l.s.s condicion~ 1.nicia.les. 

Parámet.ro1 de cntradn~ 

ch 

xmund, ymund 

llmltc 

- Para indicar tu c.ondidá'tl.es iniciales a reinidalizM. 
CHAR 

- Última condición inicial. 
REAL 

- Para otorgar tas condiciones inicia.les referentes a CICLO. 
BOOLEAN 
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atru 

ftrd 

• Elige !& dirección de int<ograd6n. 
BOOLEAN 

- Pua iniciar nuevamente la. integra.ci6n. 
BOOLEAN 

- Última apraximaci6n al periodo. 
REAL 

- Última apraximaci6n a l& ordenad&. 
REAL 

Par4metroo de salida: 

y ... Condici6n inicial. 
VECTOR 

- Alma.cena condk:ione11 inicia.les. 
VECTOR 

E;Jemplo de llamada: ttinlclo{ch,xmund,ymund,per,ord, limlte,atru,f!nt,s,y); 

4.1.5.S Rke: 

Integra. el si.atema de ecua.ciones düe:.rc.nci&les. 

Part!.metroo de entrada: 

X 

xout 

h 

y 

f!rst 

• Tiempo inicial. Siempre toI!lalllOll ;i; = O oalvo cu..ndo M deooe 
continuar con la. graflc.aci6n, en cuyo caao se e.signa X!~&. 

REAL 

• Tiempo final. 
REAL 

• p..., de integración. 
REAL 

. Condición inicial en x. 
VECTOR 

·Variable lógica. que eapcdfica In. pt'itnera y Ja.a •uba~111.•n
tes l!amadao a RKE. 

BOOLEAN 
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thre• 

tal 

llamada 

limlte 

ciclos 

- E.ITOr rel~t ivo ¿~e.ad.o. 
VECTOR 

- Tolen.ncia absoluta deseadz;.. Debe perte.necer al int.c.."V1Llo 
(0.01•<!",10 • <!"J dando <p.> "' !& unidad de feodo¡¡deo 
de la máquina.. 

REAL 

- Ba.c.dera que indica. la. conUnua.c:i6n de la grafiea.c.i6n. 
BOOLEA."i 

- Indica si ha sido ~ogida un& nuen condición inkift.1. 
BOOLEAN 

- Ba.nJera pea. crear ~bie.nte de gr-a.fic!.ei6n a.decuado para 
usar CICLO. 

BOOLEAN 

- Bandera p•.ra uso.r CICLO. 
BOOI..EAN 

Parámetroo de &allda: 

X 

y 

h 

!flag 
=O 
=1 
=2 
~1 

- Último .....Jor del tiempo x. 
REAL 

• Solución en x. 
VECTOR 

- Puo tomado&! int.-gn.r eu x. 
REAL 

- Bandera qnl! nos indic:n !'i b in .. •:-.:::ntci6rz tuvo h:ito. 
la in tegre.ci6n se llevó a e~ l-•o 
el númc..""O de pa.!CX'l scb:-e un pt!.D.to ~ccdló a 100 
tol y thres resultr.n ser m".ly f" •Jnd~l'l.!i 
la.s condiciones iniciales ao~ h·.Mecue.d&s 
INTEGER 
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atep 

ycoef 

- Longitud del puo. 
REAL 

- Vector que contiene loa coellcient<s pata la lmerpolaci6n de 
Hermite de 5" grado. 

VECTOR 

Procedlmlent~ woadoo1 

ESCOGEFUNCION. 

Ejemplo de llamada: rke(x,y,h,llm,ifiag,step,ycod,ocr,cicloa)imite); 

•.1.s.s.1 Eecogefuncloo: 

Selecciona el siBtema a resolver 

Parámetroo de entradai 

X 

y 

clcloa 

llmlie 

Parámetroo de aallda: 

yvalue 

Procedlm\e.ntos usados: 

EVALUAF. 

- P·llllto en el que ee n. a. eval~. 
REAL 

- Solud6n en el punto anterior. 
VECTOR 

- Scltceion& el si;;tem.A referente a. la local.Ua.ci6n de 
dcloo limite. 

BOOLEAN 

- Crea un.bien.te gráfico necK&rio. 
BOOLEAN 

- Th..Jua.ei6n en el "º""° punto. 
VECTOR 

Ejemplo de llamada: escogefuncion(:o:,ynew,foutl,citloo,limite); 
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4.1.&.:1.1.1 Evalua!<11: 

Evalúa el la.do derecho del sistema de e<:uadones en el punto dado. 

4.1.5 Ciclo: 

Calcula un punto y cl período del ciclo limite. 

Parámetroa de entrada: 

xmund, ymund 

limite, atras, 
llamada, flechaJ, 
clclo, func 

ch 

Parámetros de 1allda: 

per 

ord 

Procedlmlentoa utadol! 

· Última. condición inicial ha.sta antes de ter 

llamado este procedimiento. 
REAL 

- Para uao de INTEGRA. 
BOOLEAN 
- Para uso de REINICIO. 
CBAR 

- Aproximación o.l periodo. 
REAL 
- Aproximación " la ordenada del punto. 
REAL 

ELECCMA.T, ALGORIT, INTEGRA.. 

~emplo do llamada: dclo(xmund,ymun,ch,limite,atraa,UODlAda,flech .. , cieloa,func); 

4.1.S.l Eleccmat: 

Elige la ma.trfz inicial. 

Parámetroa de entrada: 

xold 

fold 

- Punto Conde ae va. a aproxim.a.r el ja.eohia.nop 
VECTOR 
- Vector que contiene la. evalu.aci6n de la. Función f 

en xold. 
VECTOR 
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Par6metroo de talldai 

bb - J acobiano inicial. 
MATRIZ = ARRAY(l, •• 4,1 •• 8] OF REAL 

Procedlmlemoo usadot: 

UNIDAD, EQUISl, EQUIS2, DELTAS, W.W, EVALUAF, BINV. 

J;<lemplo de llamada: elecanat(xold,fold,bb); 

4-1.5.1.1 Unidad: 

Calcula la unidad de prec:iaión de la computadora. 

Par6metroo de 1allda1 

eps - Unidad de la computadora. 
REAL 

J;<Jemplo de llamada: unidad(epa); 

(.1.5.1.2 Equlal: 

Aproximación al primer punto 

Parámetroo de entrada: 

yv 

epa 

Parámetros de aallda: 

yvl 

- Primer punto, 
VECTOR 
- unidad de la máquina 
REAL 

- Aproximación al primer punto. 
VECTOR 

J;<Jemplo de llamada: equisl(yv,epsJVl); 

4.1.5.1.2 Equla2: 

Aproximación al segundo punto 
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Parámetros de entrada: 

yv 

eps 

Parámetroa de 1allda: 

yvl 

- Segundo punto. 
VECTOR 
- Unidad de la computador&. 
REAL 

- Aproximación al primer punto. 
VECTOR 

Ejemplo de llamada: equis2(yv,ep<,yvl}; 

4..1.5.1.4 Deltas: 

Calcula las varia.ciones para calcular el jr.cobiano inicial por diferencias. 

Parámetros de entrada: 

yv 

ep• 

Parámetros de aallda: 

delta 

- Punto en el C\tiÜ se desea le. apraximaci6n. 
VECTOR 
.. Unidad dP la computadora. 
REAL 

- Variaciones. 
VECTOR 

Ejemplo de llamada: deltas(yv ,eps,delta); 

4..1.5.1.5 w_w, 
Calcul& la diferencia entre dos va.lores eonaecutivoe de la función /. 

Parámetros de entrada: 

fold 

ff 

- Penúltimo valor. 
VECTOR 
- Últit:>c \'r..lor de f. 
VECTOR 
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Parámetl"OI de 1allda: .. - Diferencia 11'-fold • 
VECTOR 

:E<Jemplo de llamada.: W _W(fold,lf,w); 

4,1.s.1. T Blnv: 

Invierte la matr!s original. 

Par4metl"OI de entrada: 

bb 

Par4metl"OI de 1allda: 

bb 

:E<Jemplo de llamada: binv(bb); 

4.1.5.S Algorlt: 

Calcula el nuevo punto. 

Par4metroo de entrada.: 

xold 

p 

alfa 

Par4metroo de 1allda: 

X 

- Matrls original, 
MATJÚZ 

- Matrfs ürrertida. 
MATRfz 

- Punto anterior. 
VECTOR 
- Dittcción de descenso. 
VECTOR 
- Pañmetro de bÚM¡Ued& lineal. 
REAL 

- Nueva aproximación. 
VECTOR 

:E<Jemplo de llamada: &lgorit(xold,p,alfo.,x); 

Procedlmlent09 uoadoo: 

NUEVALFA, DIRDESC. 
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.&.1.5.S.1 Nuevalfa: 

Proporciona el padmetro de búa queda lineal ªalfa•. 

Parámetroe de entrada: 

al!apen 

Par4metroo de ...Uda: 

al!ault 

Procedlm.lentoa uaadoa1 

- Penúltimo valor de alfa. 
R.EAL 

- V&lor de alfo. adu&Ji ... do. 
REAL 

FUNC!ONORMA, PRODINT 

Ejemplo de llamada: nuevalfa(&lfapen,alfault); 

.&.1.s.s.1.1 Funclonorma: 

Calcula /(%) = ¡llF(%Jlll 

Par4metroo de entrada.: 

X 

ff 

Parámetro• de 1allda: 

norma 

Procedlm.lento• uaad09: 

F.F 

- Punto en el que oe va. o. efee tuar el cálculo. 
REAL 
- Enlua.c:i6n de F(%). 
VECTOR 

- V&lor de f(:r:). 
REAL 

Ejemplo de llamada: funcionorma(x,fi,nonnien); 

.&.1.s.s.1.i F .:F: 

C&leula F(x) 

Parámetros de entrada: 

xln - Punto en el que va a evaluar. 
REAL 
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Padmetroo de 1allda1 

ff 

clcloo 

Procedlmlentoo u.oadoo1 

INTEG..APROX 

- Valor de F(:i;). 
VECTOR 
- Para indicar la aalida de CICLOS. 
BOOLEAN 

E;Jemplo de Uamadai U(xin,fl',cicloa); 

,.1.5.:1.1.1.1.1 lnteg..aprax1 

lntegr& el aistem& en (O, 1) 

Parámetroo de entradai 

ttout 

llmlte 

clclo1 

Parámetroa de 1allda: 

XV 

- Extnmo derecho donde ae va a reali""'r l& integr&cl6n. 
En eete c!LBO ttout=l. 

REAL 
- Pu& uso de RKE. 
BOOLEAN 
- Pe.rmite que se integre el sistema modificado. 
BOOLEAN 

- Solución. 
VECTOR 

Procedlmlentos uaadoa: 

RKE 

Ejemplo de llamada: integ_aprox(v,1,limitc,ciclos}; 

4..1.5.2.1.:.1 Prodlnl1 

Calcul& vr /(x)p 
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Parámetros de entrada: 

X 

ff 

par 

p 

Pariimetroo de 1allda1 

prodlnt 

Procedlm.1entos uaado11 

DIRDESC, PARCIALES. 

- Punto en el que se va a ser el cálculo. 
REAL 
- Vedor F(:r). 
VECTOR 
- Parciales de /. 
VECTOR 
.. Dirección descendente en z, 
VECTOR 

- Valor de V1' /(:r)p. 
REAL 

E;Jemplo de llamadru prodint(x,fí,por,p ); 

<1.1.s.2.1.2.1 Dlrdeac: 

Caleula. la dirección de descCllllo 

ParAmetroo de entrada: 

bb 

fl 

ParAmetroo de salida: 

p 

- Aproximación (invertida) del jacobia.no. 
MATRIZ 
- \'alar de /(:r.). 
VECTOR 

- Dirección de descenllO. 
VECTOR 

Ejemplo de llamada: dirdesc(bb,fí,p); 

Procedlmlento• uaadoa: 

F..F, B..B 

4.1.6.2.1.2.2 Parciales: 

Calcula laa pa.rciales de f 
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Parámetro11 de entradai 

yv 

Par4metroe de 1allda1 

Procedlmleutoo uaado11 

F.F 

- Evaluaci6n de f. 
VECTOR 

• Parc:ialeo de f. 
VECTOR 

:E<Jemplo de llamada• parcial<s(yv,par)¡ 

4..1.&.2.2.1 BJJ1 

Siguiente e.proxitnaci6n rJ ja.cobiano. 

Parámetroo de entrada• 

bb 

Par4metroe de 1alldat 

bb 

Procedlm1entoa mad011 

S..S, W.W, STBW, SBWSTB. 

• La m&W <•· - A,w.) ·r A,. 
MATRIZ 
·Vi.lar de afA,w,. 
REAL 
-M&trill A,. 
MATRIZ 

E;Jemplo de llamada: b.b(abwatb,ltbw,bb}¡ 

4..1.6 Campo.dlrecc1 

Co.lcu!A y grafien. el campo dirE«ioual. 

Pi-ocedlmtentoa U1adofn 

EVALUAF. 

Ejemplo de llamada: campo.diroce 
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1.4.7 Lee1 

Lee nombre de archivo para guardar ~fica. 

Parámetroo de entrada: 

lln 

col 

func 

Parámetros de aallda: 

nombre 

Procedimiento• wadoa: 

- Renglón donde se pide el nombre. 
INTEGER 
- Columna donde se pide el nombre. 
INTEGER 
- Para UBO de TOMA.CADENA.CON.CURSOR. 
BOOLEAN 

- Nombre del archivo otorgado por el usuario más 
la extensión .G RA. 

CADENA 

PON _pETICION, TOMA.CADENA.CON.CURSOR. 

E;Jemplo de llamada: Lee(nombre,24,15,func); 

6. E<Jecuclón del alatema RF 

Con el fin de mostrar el u.oo de RF, hernoe optado por hacerlo medilUlte ejemplos 
inte.rc:alados entre Jas siguientes secciones. 

5.1 El Nndulo. 

La ecuación del pfadulo 

:r.11 +gaenz 

puede ser reescrita como 

:1 =u 
i/ = -g·aen:r; 
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Para inidar la sesión, ae debe teclear RF y oprimir la tecla jEnterJ, desp
leg&ndoee en la pantall& el nombre y autores del programa RF . Al oprimir cualquier 
tecla aparece el menú siguiente: 

MENU PRINCIPAL 
< 1 > Graficar 
< 2 > Información 
< 3 > Desplegar gr'1!cas 
< 4 > Terminar 

¿ Selección? 

A continuación ee describen cada una de l.a.s opciones. 

< 1 > Graflcar 

Al seleccionar esta opción el progr&m.a solicita al Wluario loe valores zmin1 

%'1Ul%, l(min, U'J'7l4% que determinan la regi6n del plano en donde Be va a graficar. 
Si estoo valorea no aon proporcionadoo, lo cual ocurre al oprimir la tecla ( Enter )( 
o ( Retum 1) 1 RF aelecciona automáticamente los valores xmin = -1_, zmax = 1, 
umin = -1, srmu = l. Tomemos noeotroe: 

REGION DE GRAFICACION 
rmin = -10 umin = -10 
zm==B 11maz=8 

A continuaci6n se aoliclta el título de la grá.flca, el cual puede constar de hMta 
7D caracteres. Después se solicitan laa ecuaciones difercnciale& de la manera siguiente, 
primero: 

r= 
aquí ae debe introducir la ecuación correspondiente y luego oprimir la tecl& ( Enter I· 
En la sección 4 se presenta una lista de comandos para la edición de las ecuaciones. El 
proceso se repite para la segunda ecuación. En nuestro ejemplo tendríamos 

1 ~ : ~••in(x) 1 

En la pantalla aparecen los ejes coordena.doe, el titulo de la gráfica, las ecua· 
cioneis"difc.renciales en un rccuadro1 y lo más importante, un cursor en forma de cruz. El 
cursor puede ser movido a cualquier lugar de la pantalla y sirve para escoger las candi· 
dones inicia.les {ro, !lo) 1 en el tiempo t0 = 0 1 para el sistema de ecuaciones diferenciales. 
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Al mover el cunor aparece in!onnación adicional en !& parte inferior de !& pan\a!la 
( fignra 1 ). 

.... 1 

Alior& "'tamoo liAtoo pua grafiea:. Pan esto ~ debe utili:u.r !& \ocla ( Fl J o 
la l«Ja l F2 j. Al usar!& t«la l Fl j, ae ...uelve el aiiltoma con t > O y se ¡¡rallea :(1) 
va v(t}. La lee!& ( F2 j liene Wl.& funci6n aimllo.r, pozo con e <O (l!guraa 2 7 3). 

r;,. t t:"""'° IF•]. 
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l.·t.K 1,n 1.t\ 1.11 IJJ t.U tn 11 t 

llll-1.. C.Ñ hlo :1 ·1.111 , 4.ltll 
m"" !lil<•• llJ<ll• 111< '"" m•"' .... •"~'" ....... mw 

Fio- 1 Uocn4o IFtl-

Por •upueoto es poeible utillzn.r ( Fl j y ( F2 j, una despu& de la otra, como se 
muestra en la figura 4. Si dC!!pué6 de usar una. de lws tecla.a anteriores se dese.a seguir 
gra.flcando, el usuario deb• USl1l" la tecla ( F3 j. Deopuée de dibaju un.. t.rayecloria se 
puede mover el cunor a otra posición y repetir el proceso. La flgum 5 i!ll!!tra. lo anterior. 

El uau..no puede lmprimir 111. grifiea uss.ndo l~ tecl .. ( F6 J y siguiendo IM 
imt.ruccionee que el progn.nu>. prcporcian~ Al oprimir ( F6 l se tienen dos opclon .. , 
imprimir la griUlca o guazda.tla en disco para BU 11!!0 pooterior(ver la aiguienl<! &ecci6n). 
Sólo es posible imprimir en itnpresora.s compatibles con Epoon de le.e Krics MX, RX 
y FX. En realidad no se imprime todn. la. in!ortn.llci6n q_ue aparece e.n la pant.a.lla1 solo 
aquélla relevante como &e mu .. tra. en la figura 6. 

En este momento, si ae desea, puede darse por te.rmina.tla. la s.mi6n op1 imicndo 
la tecla ~ FlO J. De me.nen automátic:e RP gna..rda. la últim.n. gt'áfic.s. en un &:chivo 
llamado ULT11~.GRA, la cual puede 15er utilizhda. poatar:O:mt"!?te como se ved. mú 
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adelante. 

Fi<. 4 Uoando [Ftj • [Ft). 

fiq. 5 

< 2 > Información 

Al t>:Kog.er esta. opción aparece en la pantalla, de forma. resumida, el propósito 
del programa e información sobre los distintos comandos de B.F. 
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< 3 > Despliega grá.flcaa 

Esta opd6n pe:nnite desplegar en pantalla gré.ficaa llhnacenad.a.s previamente en 
disco. Como se señn.16 Mterinrmente, aiempre existe et uchivo ULTThiA.GR.A que 
contiene la última gráfica. de la anterior sesión de trabajo. El usuario debe proporcionar 
el nombre del uchiYo conteniendo la gr!Ulca & desplegar, teniendo cuidado en incluir la 
extensi6n .GRA. Una vez dCfSplegada la gráfica, ésta. puede ser impresa. Opcionalmente 
el usuario puede regresar el menú principal. 

<4 >Termina 

Termina la """i6n. 

!'io·. 

5.2 Llatn do comando• de grallcnc16n 

Se prescnta.n a continuación los comandos de gra.1lcad6n de RF • 

F .l ADEL Crn.fic!I.. con el tiempo a.va.n:Lmido hacia adelante. 

Fl ATR.AS Grafka con el tiempo retrocediendo. 

FS CONT Continúa gra!lcando l:t. ';raycctoria. 

F4 C.DffiEC Despliega el campo direccional. 
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F5 LThfi> Limpia la YentP..na de gu.ficaci6n. 

F6 UTIL Utiler{e.s . ..'+.parecen las opcione!I !!líguientes: 

F6 IMPR Imprime la gráfica. 

FT GUARDA GR.AF Almacena la gráfica en disco. 

ALT-F9 Regresa al menú de gra.fkaci6n. 

FT CIC..LIM Cido limite. Solamente que hay .. seguridad de la existencia de un delo 
límite se puede u.su este comando (ver sección 6). Se escoge la. condici6n inicial 
media.nu el cursor. Apuecen los comAD.doa 1iguiente1: 

F4 C DlllEC Griúlca el campo di?eccional. 

F5 LIMP Limpia la vent&na de gnñcación. 

EN TER Calcula un ciclo límite. 

ALT-F9 Regresa al menú de graJk&ción. 

F8 VENTANA Para c11mbia.r ::min1 zmax, ymin, yma.%. 

F9 ECS Nuevo sistema de ecuaciones. 

FlO SALm Abudona el ambiente grlllco y regreoa al menú principal. 

5.:5 Comando• para la edición de funciones 

Loe comandos permitidos al momento de teclear las ecu.&eiones son: 

+ Suma 
- Resto. 
• Multiplicación 
/ División 

Potencil5.Ci6n, x"y e.o z' 
lln Función een.o 
coa Función coseno 
tan Función tangente 

atan Función a.reo tangente 
In Función logaritmo nat=U 

exp Función oxponenci&l{b ... <) 
n.b1 Función valor absoluto 

eqrt Funci6n raiz cun.drP.dn 
max max(/(:r,v),g[:r,y))"" el m!.""C.imo entre f y g 
mln min(/(:,v),g(:r,~)) es el m.fnimo entre f y g 
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5.( Reaolv!endo .¡ = /(.i:,y) 

Como se mencionó en la introducci6n1 es posible gra.6c&r soluciones de 
una ecuación diferencial de primer orden. Para ésto se reesen0e /(z,11) como /(:z:,11) = 
p(.i:, 11)/q(.i:,11) y entonces se coiuidera el sistema 

:r = q(.i:.11) 
.¡ = PCi:.11) 

Considé.rese.1 por ejemplo, la ecuación JI = .: + z/JJ. La. manera mú íá.cil es tomar 
p(:z:, 11) = /(.i:, 11) 1 q(.i:, 11) = 1, lo en.al da. 

:r = 1 
.¡ = :::+:::/11. 

Otra. poobilidad es p(.i:,11) = "11+: 7 q(:z:,11) = 11· Por lo tanto el wtema de ecua.dones 
oería. 

:r = 11 
.¡ = .1:1/+:z:. 

La figura. 7 muestra algunas soluciones del primer sistema. de ecu&ciones. 

~ . ., ~•&'/=r+r/y. 

5.5 Calculando dcloo !Ímlte 

UI14 de las capa.cid.e.deti mÁ8 importa.nte3 de RF C5 Ja localúu..i6n de 
cicloe limite. Esto es pooiblc ctuu::.tlo se conoce que ellos existe.n1 o bien .si 5C ciene 
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un& iuerte evidencio. de su existencia. Por ejemplo al graflcar diversas trayectorins o 
al desplegar el campo direccional podda hacerse evidente la existencia de uno de catos 
clcloe. 

La opción F'T CIC.LIM permite: 

l. Localizar un punto sobre el ciclo 11'.mite y tomar a éste como condición inicial para 
grallear el ciclo. 

2. Encontrar una aproximación al período del ciclo lúnite. 

El usuario debe proporcionar una aproximación t0 al periodo y un punto (:i:o, Yo) 
con laa características que ee describen más adelante. Estas aproximaciones deben ser 
determlnadM antes de oprimir la tecla [ F7 J. 
Aproxlmocl6n al periodo 

Pa.ra encontrar una aprox.imaci6n al período t0 , se debe escoger una condición 
Inicial (:r.,y,) cercana al lugar por donde se supone que pasa el ciclo lúnite y graflcar la 
trayectoria (:r(l),y(t)) con dicha condición inicial. Una aproximación t0 al periodo será 
un valor de t tal que (:r(t), y(I)) esté cercano a (:r.,y,), como"" muestra en la figura 8. 
Así que el problema se reduce a localizar tal punto. Al graflcar una tra,ycctoria, en la 
parte Inferior de la pantalla, .aparece la opción ESPACIO-PARAR. Al oprimir la barra 
de P.Spadamiento del teclado la gra.fica.ción es detenida. De esta manera, deteniendo la 
graficación en el momento oportuno, puede localizame el punto(:r(l0),~(to)) deeeado. 
RF toma de mn.ncra autom,tlca esta t0 como una aproximación inicial al período. Se 
recomienda hacer varios ensayos para garantizar una buena aproximación a to. 

1 

~< ... 'lo) 

..... . ...... Fi<¡. 10 
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Aproxhnaclón a (Z<.!lo) 

Despu& de determinar 1& aproximación al per{odo1 el cursor debe z;er colOC"ado 
!!Obre un punto (Z<, Yo) de form• tal que la. r«t• y = %<> intersocte al delo limite( ver 
ligur .. g y 10). 

En este momento ya ~ puede hacer uso de la opci6nl F7 }. Al oprimir esta 
te:la., RF tema como condid6o inicial (:t:o,lh), el pUDto donde se encuentra el cursor, 
y en.seguida. ape...~e un menú con la.s opciones siguientes: 

ENTER > CICLO lnid• el cálculo del delo limite y de su período, to es l• t final de 
l• última trayectori• gn.f!cad• y (ro, Yo) es lom&do directamente del cursor. 

F'-C DIR.EC Dibuj• el campo direccional si a.af lo dese• el usuario. 

F5-LlMPlA Limpi& !& '"'"1tan• de grallco.ción. 

ALT>Fll SALIR Regrea& al ambiente gri!.f!co &nt.erior. 

Pa.ra f~tar le. compre:rui6n de esta opción, se estudiar& la ecuaci6n de Van 
der Poi, 

:r:' = V 
¡/ = cy(l - ::) - r 

COll f. = 2.5 y zmin = -51 .rm.4%: = 5, VJ7U
0n = -5 1 Vtn4%: = 5. La figura 11 IUgiere la 

p~da. de un ciclo Hmit.e. Existen rerult&doe teóricos que g&J'aJltis&n la existencia de 
tal ciclo. 

1 M Jt¡ \U 

ª"'" e,,¡ ltl: :1 l.lll, 1.111! 
lif-Ul1 l&l"lU &'!ti fll~ 1:11: til·Ull tD-r::. lil--::!.t::I 111-«J!MI ~a 

F19. 11 

- 127 -



Para encontrar una aproxiatación eJ. periodo, se coloea el cureor sobre un punto 
con las características señalada! con ente:riorid.&d, por ejemplo en el punto (-0.452, 1.886). 
Para encontrar una grá.fica conveuiente, en este ejemplo •• uaa [ Fl ], luego [ F3 J Y 
después la bnrra de espaciamiento pa.rn dets>....ner la gra.flcación en el momento adecuado, 
obteniéndose una. gráfica. como la que se muestra en la figura 12. 

Obsérvese que en este c:aao, el milmo punto donde ae inici6 la trayectoria puede 
servir como una ap=imaci6n inkial (%o,s.1>)· Pttslcnando [ F7 J y luego ( Enter J se 
inicia la bllaqued& del ciclo llmite. Al término del proceso, el d<:lo lfmite ee ~. 
el valor del período ee de.plegado y de forma automátka RF regreaa al ambiente do 
grafleaci6n previo. 
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CAPÍTULO VI 

EJEMPLOS Y EXPERIENCIA NUMÉRICA 

Con el objeto de ve.lidar el sústcma RF hemos selecciona.do una colecci6n de 
ejempl0& que ae muestran a continuaci6n. 

En la loca.lize.ci6n de ciclos límite, es importante proporcionar una buena. con
dición inicial para. el periodo Po y la ordena.da l/O, que puede ser obtenida. fácilment.e 
media.ni.e RF como ae explica con detalle en V.5. 

Como se mencionó en IV .3 el uso del mApeo de Poincare como método para 
aproximar el periodo y un pnn\O del delo llmit.e existente, no"" muy recomendable, pues 
requiere resolver la ecuación vuiui.onn.J. asociada al sistcm& de ecuaciones diferenciales 
y además, debido a la naturaleza. de RF, decidimos no hacer uso de él. 

En el ez.so no-&utónomo donde ae sabe l&. existencia <le un delo limite, nuestro 
problema se convierte en localizar solo el punto perteneciente o. dicha órbita cerrada, 
pues el período ea proporcionado por el !l..,tetllli. de ecua.cionC';".l. En una pr6xima ~ersi6n 
tendrcmoa implementado lo anterior. 

l';Jemplo 1 

0.17 1.11 1.n11 1 
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11 

1.11 

1.11 

t.) 

º·" 
l.O 

0.11 

1.1 

l.( 

1.11 

-o'.11 

Po= 2.92526 

Pi= 2.97613 

P, = 2.97613 

p, = 2.ll7678 

p, = 2.97671) 

r=v-='+3= 
lf=='-6= 

IHULI I 1 

' -0.11 

(z, 11:>) = (2.0U, 2.640) 

(:r, Y1) = (2.074, 2.161l) 

(z, Jh) = (2.074, 2.131) 

{z,Jh) = (2.074,2.129) 

(:r, y,) = (2.074, 2.1288) 
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E;Jemplo 2 

r' =V+ r 1 ain(r) 
v·=-= 
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11 

.., 
O.SI 

l.l 

1.11 

0.1 

Po= 0.01201 
P1=0.01387 
P, = 0.01387 
p, = 0.01387 

p, = 0.01387 

(:i:,!/O) = (3.428,3.771) 

(:, 111) = (3.428, 3.035) 

(:i:, 11,) = (3.428, 3.065) 
(:, l/J) = (3.428,3.IJ6.I) 

(r, 11<) = (M28, 3.1J6.12) 

Eltl\!LQ ' t 

L~!Jl.::11--r-;:::l¡:':f=•:;r=W:::ll:!::ll=l r .. :;:::31~--= .. ·: 1::-1 -;-~t :::11~--=1.,'.1::-l -;-}1 :::,,:0--:,0::,::-1-;-' }I :::n:-:11 I 
'-----lt•;·I !----------------------' 
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Ejemplo 3 
x' 

%' = 0.25:z: - !/ - 2 + %JI 

!l'=z(l-~) 

UW'l.Q I) 

'·:·;~.i:-oo:-;-;:¡,,=,,=.1:.:m=·Y¡:·K=.112~.=u=1¡;--1-.--·'o.::-1s'-'-0°'.1-:-1•-,".s-1.--1''.,-,.--,'.,-,'-s'.º11-
'':ut1·K111 t-------------------=--' 
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·~ l.11 

1. 

1.1 

l.U 

1.1) 

!.SI 

l.11 

1.11 

Po= 8.11432 
Pi= 8.28887 
P2 = 8.26670 
p, = 8.27233 
P, = 8.27325 
P, = 8.27314 

P1=8.27315 
p., = 8.27315 

u• 
' ~l':).1SD·Y·~•UJl1 

l'•llll•lill 1 

Po= 8.43564 

1'1 = 8.27419 
P2 = 8.27331 
Ps = 8.27316 
P, = 8.27315 
P, = 8.27315 

(i:,yo) = (0.757,-1.131) 
(:r,111) = (0.757,-1.438) 
(:r,112) = (0.757,-1.307) 
(:r,y,) = (0.757,-1.349) 
(:r,y,) = (0.757, -1.358) 
(:r, y,) = (0.757, -1.357) 

(r,y,) = (0.757,-1.357) 

(:r,y,) = (0.757,-1.3569) 

!IUILD l l 

o 

.. '.u ' o'.n ' l~SI ' ' 1.11 

(.r, llo) = {!.245, 2.866) 
(:r, l/1) = (l.245,2.862) 

(:r, !IJ) = (1.245, 2.861) 
(:r, !IJ) = {l.245, 2.861) 
(:r,y,) = {1.245,2.861) 
(:r, 11t) = (1.245, 2.8610) 

' '~ lt ' ' l.ll 



:E<lemplo 4 

1.57 

1.11 

UI 

Ul 

o.n 
l.l 

i.n 

1.l 

l.O 

:r: =SI 

V'= -x + O.lycos(x) 

mma 11 
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Po =6.21780 
PI =6.2S500 
P, =6.28500 

(:r,31v) = (-2.482, 2.891) 
(:r, V1) = (-2.482, 2.832) 
(:r,11>) = (-2.482,2.8325) 
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.E¡Jcmplo 5 

En f14] se reporta la existencia de un ciclo limite para el sistema 

X' = "/X(l - =.¡ - (~) (...=L) 
k ..s a+z 

ll'=ll(~-Do) a+x 

Con los par&.roetros 'l = 1,k = 4.,m = 2,& = 1,a = 1,D0 = 1 obtuvimos loe eiguientea 
resultados 

Po = 12.00271 

Pi = 13.072884 
p, = 13.07820 

(x,11<>) = (0.!B0,0.303) 
(x,111) = (0.186,0.311) 
(x,11,) = (0.180,0.300) 
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\.11 

l.17 

l.W 

t.ll 

p, = 13.07809 

p, = 13.07810 

p, = 13.07810 

(:t, 113) = (0.186,0.309) 

(:e,y,) = (0.186,0.309) 

(:e,y,) = (0.1S6,0.3090) 

UWLlll 

1.11 

~ 
l.ll 

1.11 

~.n 

o.u 
1.~ 

~11:Ull·ll\l•Ullll1U•IU 1 1'.n ' t:u ' t'.n ' ' 1.\1 
t 1:tlttll/l1iil-1l 1 
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E;Jemplo 6 

Un ciclo lfmite en un modelo depredador-presa fisJ.: 

r = 2z(l -:c-11) -2.0311:c! · 

11' = 2.0311:cl -11 
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Po= 7.ll678S (:t,!lo) = (0.079,0.1'5) 
p, = 7.81012 (z, 111) = (0.079, 0.188) 

P: = 7.82961 (:t,111) = (0.079,0.180) 
p, = 7.72812 (z,llJ) = (0.079,0.229) 
p, = 7.77886 (z,y,) = (0.079,0.205) 

P, = 7.80424 (z, 111) = (0.079,0.192) 
P, = 7.81692 (:t, v.) = (0.079, 0.186) 

Pr = 7.Sl69Z (:t,VJ-) = (0.0711,0.186) 
P, = 7.B433S (:t, ~~) = (0.079, 0.208) 
P, = 7.SMS-1 (z, y,) = (0.079, 0.215) 

P10 = 7 .86068 (:t,V10) = (0.079,0.220) 
Pu = 7.87200 {.r,11u) = (0.079,0.220) 
Pu= 7.873H (%,¡¡,,) = (0.079,0.221) 
P,. = 7.87318 {.r,1111) = (0.010,0.220) 
Pu = 7.8733-4 (%, Yu) = (0.071),0.220) 
Pu= 7.87536 (:r,y,.J = ¡o.orn,0.220) 
P.,= 7.87336 (z,1111) = {0.079,0.2'..!0t) 

::~~~~~:~~:¡n1nr1.s 1-1.c..11 __ •;.;.'.u;._.....c..s:c..u_-'-1 • ....;u _ _.;..,·....;71 __ , ._u_u'-'·I 
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E<}emplo 'T 

Existen métodos par& gua.nti.sar la existencia de ciclos límite de un aistema de 
ecuaciones diferenciales ordinariM. El mllodo de eomporación desarrollado on {lOJ noo 
proporciona la. existencia de e.x&eta.mente dos delos limite del sistema. 

z' = v' - (z + 1) (¡"' - 1)1 + ¡.i) 
y•= -%',I 
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con µ = l tocaliiatn08 loe do& ciclos lúni.te como se muestra. enseguida. 

UEl\PL017 

1.11 

l.Sl 

l.OC 

t.ll 

l.ll 

O.ll e __) l.IJ 

1.1~ 
~ 

t.U 

l.O ' ~11:rt·ltl•Ulltl·U~•0.5J 1 -e'.u ' ' ' ' ' 1.11 º·" l.I! 
r•=·ut , 

Po= 4.46422 
p, = 4.60612 
P, = 4.60580 
Ps = 4.505Sll 

(:i:,1o11) = (-0.515,-1.433) 
(:i:,~,) = (-0.515, -1.462) 
(:i:,111) = (-0.515, -1.462) 
(:i:,l/l) = (-0.515,-1.4621) 

' ·' ' ' !.t5 t.11 



1.11 

l.S1 

1.0~ 

O.ll 

~-ll 

0.11 

l.U 

l.11 

l.ll 

1.0 

Po= 4.38303 
p, = 4.60276 

P, = 4.50588 

p, = 4.50590 

p, = 4.50590 

(:z:, Yo} = (-0.677, l.282) 
(:z:, y,) = (-0.677, 1.252) 
(:z:,y,) = (-0.677, l.255) 
(:z:,y,) = (-0.677, 1.255) 
(:z:,y,) = (-0.677, l.2550) 

EIElllLQll 

) 

' . ' ' ' ' 1:11 o'.11 ~ i''i•t·ll•llUIK-l)•M.SI 1 •0.11 1.11 
Y'•·Kll 1 
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Ejemplo 8 

r=11 

11' = ;(2 - exp(:1:))11-"' 
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l.11 

1.1 

1.17 

1.11 

O.l 

1.l 

l.l 

l.J 

Po= 8.18391 
Pi= 8.17436 
P, = 8.17438 

P, = 8.1U38 

(z,Yo) = (2.742,1.710) 
(z,v1) = (2.742, l.768) 
(r,in) = (2.742, l.768) 

(r, 113) = (2.742,1.7680) 

'·' 
'·º'~-r--;::i:====~-i--:r:-i-·-'-:i-:-:--i-:i-:-..,--""."".':-i--:i~r-.,.---·.oo x10.v 

f'•O.SIU·EKl!KJllM 1--..;...;.'---"-"-~;.:;..-....:.;_..;...;._=__;__;=-.J 
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E<Jemplo 9 

:c'=I/ 

v = ;; (~(.: - v) + 11) - :z: 



1.S1 
u 

1.11 

\ .~~ 

Po= 7.W281 
P1 = 7.61733 

P, = 7.60893 
p, = 7.60956 

I', = 7.60970 
P, = 7.60988 

P. = 7 .609888 

(x, v.) = (l.985, -0.440) 

(x, y,) = (1.085, -0.360) 
(x, y,) = (1.085, -0.343) 

{x, y,) = {l.985, -0.342) 
(x, y,) = {l.085, -0.342) 
(x, y,) = (1.085, -0.343) 

(x, y6) = (l.085, -0.3426) 

E1Et11LQI S 

~
5

_·~~s.~01=~:=:=;~=;.~i;=,K=.u~,=1 .=11= .. =1 .~1 ~=~=·~0_.~,,:===o~'.1~1===:1.~n===~1~'.1=1===~1~'.~u===~1~'.1=1=_, 



Ejempla 10 

Existen casoe en que no se obtienen rerulta.dos satisfactorios como es el del 
siguiente sistema de ecuacion .. [16) que describe la dinámica de un modelo depredador
presa, donde &6Jo se pudo constatar la existencia del delo límite como se muestra en el 
retrato rase. 

, lO'v:i:i 
:r = 10 :i:(l - 0.h:) - 0.1 + % 

• SOO¡¡zJ 
V = (O.l + ,,,¡ - 1310v 

EIE.e1L: I 10 

l.l 

0.1~~~~~~~ 
'· ~.~.r-.. :-t-;:::i,,=,1=11e:i:1=w:::c:11=-t=.11:w=1.c:11=11::i1=m=·::i1=.1=,1::io =.1=·1::¡1 ~...--:,.,._,::,-r-:,"t:_,::,-r-:,r_,::1-r-1r.tt-11 1 
~---111:SHIYlrt.S11t,t•JJ•ll1tU 
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Ejemplo 11 

,,. = -11 +" ( .¡,,. + 11') -1) ( .j(r + rrl -2) 
11' = :+ 11 ( .¡,,. + 11'>-1) ( .j(:i' + 11') -2) 
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Po = -6.21955 
Pi = -6.23320 
p, = -6.28319 

p, = -6.28319 

(:,VJ) = {l.913,0.4S3) 

(::,y,)= (1.913,0.584) 
(:r,y,) = (1.913,0.584) 

(=.~~) = (1.913,0.5845) 

[llJllU ' 11 

::~~~~~¡;!;;;!;~;~;~~:!~:;!;!!;1~~~> t-1._11 __ 1_.1_1 __ 1_._n_.....;.1_.s_1 __, 
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