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Resumen

En este trabajo se presenta un método para ajustar un conjunto de
datos por medio de un spline conico. La curva de ajuste es de clase
C' y el método propuesto es interactivo, en el sentido de que es
posible escoger cudl es la mdxrima distancia que se desea entre los
datos y la curva de aproximacion. Ademds se deduce una formula
de inversion para conicas, que asigna a un punto que no pertenece
a la curva, el valor del parametro que corresponde a otro punto cer-
carno que st se encuentra sobre la misma. También se presenta una
reparametrizacion de las conicas, que aproxima la parametrizacion en
términos de la longitud de arco y que permite generar puntos sobre
la curva "uniformemente"distribuidos.
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Introduceion 1

0.1 Introduccion

Las cénicas constituyen una de las familias de curvas mas conocidas y
estudiadas por la Matemdtica. Esto se debe a que poseen propiedades
que las hacen muy tiles en la solucién de variados problemas tedricos
y de la industria [17] [20]. Hoy en dfa las cénicas forman parte de casi
todos los estandares graficos internacionales [10] [24], asf como de los
sistemas de CAD/CAM de reconocido prestigio mundial. De hecho,
el primer sistema CAD que se conoce [14] se basé en el uso de cénicas
para disefar los fuselajes de un avién. En relacién con las conicas
y otras curvas de Bezier, existe ademds un gran nimero de traba-
jos publicados por diferentes autores, entre los que se destacan Farin
4, 5, 6], Lee [12], Piegl [18, 19, 20], Pavlidis [15] y Pratt [21]. En estos
trabajos se muestra la posibilidad de utilizar con éxito las conicas en
el ajuste de datos, en la aproximacién de dibujos digitalizados (ya sea
para su compactacién o para el reconocimiento de patrones) y en el
disefio y escalamiento de fonts [11] .

En este trabajo, se presenta un método para ajustar un conjunto de
puntos del plano, por medio de una curva formada por secciones rectas
y cénicas, las cuales se unen "suavemente". Esta curva es un spline,
en el sentido de que estd definida por secciones que se unen de modo
que la curva es de clase C!. Cada una de las cénicas que constituyen el
spline est4 definida por sus puntos extremos, las tangentes en dichos
puntos y un parametro adicional que permite controlar la "cercanfa'
de la curva al punto de interseccién de las tangentes. Esta forma
de describir las cénicas se conoce como representacion de Bernstein-
Bezier y se ha vuelto muy usual en los dltimos tiempos, debido a que
muchas propiedades geométricas de las cénicas, incluyendo su clasifi-
cacién, se obtienen ficilmente a partir de la misma.

En la actualidad algunos autores [15] [21] opinan, que en la solucién
de diversos problemas de aproximacién, los splines cénicos dan resul-
tados al menos tan buenos como los ciibicos. Como se sabe, la pop-
ularidad de los splines cibicos se debe en parte a razones histéricas.
Por otro lado, frecuentemente se desea construir una curva spline,
donde cada seccién estd forzada a pasar por los dos puntos extremos,
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con tangentes prefijadas. En tal caso se necesitan 4 grados de libertad
y utilizando splines polinomiales, esto exige emplear secciones de al
menos grado 3. Sin embargo, una cénica posee 5 grados de libertad,
de modo que es posible satisfacer los requerimientos anteriores y to-
davia nos queda un coeficiente libre que se puede utilizar en lograr un
mejor "ajuste".

Precisamente, con relacién al término ajuste debemos aclarar que
en nuestro trabajo, no se utiliza el mismo en el sentido usual de
ajuste minimo cuadrado. Esto se debe esencialmente a las dos ra-
zones siguientes. Supongamos que f(z,y) = 0 representa la ecuacion
implicita de una cénica y que (Z,§) es un punto que no pertenece
a la misma. Entonces el valor f(Z,§) no siempre es proporcional a
la "distancia" del punto a la cénica, con la distancia definida como
la longitud r del vector normal a la cénica que pasa por (Z,7) [15].
M4ds ain, se pueden construir ejemplos donde f(Z,%) tome distintos
valores, dependiendo de la posicién del punto (Z,7) y sin embargo
la longitud r del vector normal sea la misma. Por otro lado, nues-
tro interés principal, es desarrollar un algoritmo para aproximar el
poligono que interpola un conjunto de datos, por medio de una figura
"suave" que conserve lo mds posible la forma del poligono original.
En ese sentido, es conocido que resulta muy dificil definir un crite-
rio matematico de aproximacién, es decir una funcién de costo, cuya
minimizacién conduzca a la "mejor aproximacion" de acuerdo con la
percepcién humana. Esto se debe a que no es facil cuantificar criterios
"estéticos" respecto a la forma que debe tener la curva que se desea

[15].

Debido a todo lo anterior, el método que presentamos en este tra-
bajo, no proporciona una solucién éptima al problema de ajuste de
datos, en el sentido minimo cuadrado. Sin embargo, nuestro algoritmo
posee al menos dos propiedades muy deseadas. En primer lugar, es
interactivo, pues nos permite construir una curva de aproximacion
tan cercana a los datos como se desee, en términos de la distancia
definida en la seccién 2.2. Ademads el algoritmo disenado es invariante
por transformaciones afines, lo cual significa que el resultado de ajus-
tar las imagenes por una transformacion afin de los datos originales, es
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el mismo que el de aplicar la transformacion afin al spline que ajusta
los datos iniciales.

La Tesis se divide en tres capitulos. El primero contiene una serie
de resultados conocidos sobre las cénicas. En él se demuestra que
toda cénica irreducible, se puede representar paramétricamente me-
diante dos funciones racionales cuadréiticas. Esto permite reescribir
las conicas en términos de los polinomios de Bernstein, dando lugar a
la llamada representacién de Bezier. Al final del capitulo se ofrecen,
sin demostracién, una serie de propiedades de las conicas, las cuales se
deducen de la representacién de Bezier. Estas propiedades se utilizan
més adelante a lo largo de todo el trabajo.

El capitulo dos es el ntcleo de la Tesis. En éste se define una forma
de medir la distancia de un punto a un segmento de cénica. Esta
definicién es muy atil en dos sentidos. En primer lugar, permite cuan-
tificar la calidad de la aproximacién que se va a construir. Ademas se
utiliza para deducir una férmula de inversion, con un especial signifi-
cado geométrico. En el capitulo se demuestra ademés, la necesidad de
reparametrizar las cénicas que constituyen el spline, cuando uno desea
obtener puntos de la curva uniformemente distribuidos en términos
de la longitud de arco. Para resolver este problema, se propone una
reparametrizacién local de las cénicas, que es elegante y poco costosa.

Finalmente, en el capitulo tres se ofrece una parametrizacién global
del spline cénico, que tiene en cuenta la geometria de cada seccién
y garantiza que la curva obtenida sea de clase C'. En el mismo se
incluye una descripcién del algoritmo propuesto, asi como algunos
ejemplos ilustrativos de los resultados del ajuste.

Los aspectos mas novedosos de esta Tesis se pueden resumir de la
siguiente forma. En la Tesis se deduce una férmula de inversion, que
asigna a un punto (%,§) que no pertenece a la curva, el valor ¢ del
pardmetro que corresponde a un punto (x,y) sobre la conica c(t),
donde (z,y) es el punto que define la distancia entre (%,9) y c(t).
La solucién de este problema es muy importante, ya que debido a
la imposibilidad de utilizar una aritmética infinita, con frecuencia un
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punto (%, §) que debfa pertenecer a la cénica, no satisface la ecuaciéon
implicita de la misma. Por eso, es necesario garantizar que la férmula
de inversién que tengamos, asigne a un punto que no esté sobre la
curva, el valor del pardmetro que corresponde a otro punto "cercano"
que si pertenece a la misma.

El segundo resultado novedoso esta vinculado con la reparametrizacion
de una cénica. Es conocido que la mayor ventaja de la representacion
paramétrica es lo facil que resulta generar un conjunto de puntos so-
bre la curva. Sin embargo, en nuestro trabajo nos enfrentamos muy
pronto al problema de que los puntos obtenidos para valores equidis-
tantes del pardmetro, se distribuyen irregularmente, concentrandose
en algunos segmentos de la curva. Por eso, es necesario reparametrizar
cada seccién conica en términos de un parametro que aproxime, en
cierto sentido, la longitud de arco. Esto nos permitié obtener pun-
tos regularmente distribuidos, para valores equidistantes del nuevo
parametro.



Capitulo 1

1.1 Parametrizacion de una cénica

Clasicamente las cénicas se conocen por su ecuacién implicita en coor-
denadas cartesianas:

F(z,y) = 0 (1.1)

donde F' es un polinomio cuadratico en & y y que escribiremos como:
— s ’ 2 ;
F(.’L‘, y) = @y’ + anry -+ agely + apgr + aplry + agy (12)

La ecuacion implicita es muy itil cuando se trata de determinar si un
punto dado pertenece o no a la curva y su posiciéon con respecto a la
misma, en caso de que no pertenezca. Por otro lado, si la curva se
puede parametrizar, entonces a través de la ecuacién paramétrica se
pueden obtener facilmente un conjunto de puntos sobre un segmento
determinado de la misma. Por eso, en esta seccién vamos a probar
que toda cénica irreducible, se puede parametrizar en términos de dos
funciones racionales cuadraticas.

Teorema 1 Sea F(z,y) =0 la ecuacion implicita de una cénica
wrreducible. Entonces existen dos funciones racionales cuadrdticas
¢(t) v q,(t), tales que el conjunto de puntos (x(t),y(t)) con

w(t) = q.(t)
y(t) = qy(t)

describe la misma cdnica.
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Demostracién

Sea (g, o) un punto sobre la cénica. Consideremos la familia de
rectas que pasan por (zg,yo) con pendiente ¢ :

y = yo +t(z — x0) (1.3)

Del teorema de Bezout [8] es conocido que una recta y una cénica
irreducible se intersectan a lo sumo en dos puntos. Por lo tanto, todo
punto sobre la cénica puede ser obtenido como el punto de interseccion
con la cénica de alguna recta que pasa por (zo, Yo)-

Esto significa que la cénica se puede parametrizar, en términos de la
pendiente t de las rectas que pasan por (zy,yy). Calculemos entonces
el otro punto de intersecciéon de la cénica con la recta por (zo, o) con
pendiente t.

Sustituyendo (1.3) en (1.1) resulta que:

F(z,y) = F(z,yo+t(z — xg))
_ 2 2
= agz” + anz(yo + t(z — x9)) + an2(yo + t(z — o))
+a0x + ag (Yo +t(x — xg)) + ago = 0

Desarrollando esta expresion y agrupando en potencias de x se obtiene
que:

F(z,y) = co(t)2® + ¢ () + ¢o(t) =0 (1.4)
donde
co(t) = agrit’ + (—2a0y0mo — an o)t + aoayy + @o1yo + aoo
e (t) = —2apmot® + (—ayzo + 2a02y0 + 1)t + a1y + ag
co(t) ap2t® + aqt + ag

Como F(z,y) es una cénica, cy(t) no es el polinomio nulo . Por tanto,
de (1.4) resulta que :

el el _
T D o (15)
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Por otro lado, como (zg,yo) es uno de los puntos de interseccién de
la recta con la cdnica, x, es una de las raices de la ecuacion (1.5).
Para cada recta con pendiente ¢, sea x,(¢) la abscisa del otro punto
de interseccion. Entonces:

Cl(t)
co(t)

Para obtener la ordenada y,(t) del punto de interseccién basta con
sustituir z;(¢) en (1.3):

i (t) = —xp — (1.6)

n(t) = yo + (=220 — c1(8) /a(t)) (1.7)

Finalmente, si sustituimos en (1.6) y (1.7) las expresiones para c¢(t)
y ¢2(t) v agrupamos en potencias de ¢, llegamos a que:

dyt® + dit + df
apat? + ait + agy

dit?> + dt + df
ag2t? 4 ant + ag

donde los &7 y d¢ i = 0,1,2 dependen del punto (zg,yo) y de los
coeficientes de la cénica en (1.2).

Especificamente:
dy = agpTg
T
a7 = —2apyo — ag
T
do = TGy — A11Y0 — Ao
mientras que
y , .
) — Yo — Aoyl — A11T0
d? = —2.’1)()(1,2() = a0
vy,
0 = Yo
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t=1

(xg-7,) =0
Fig.1 Parametrizacidn de una cénica.

Nétese que si en particular t se restringe al intervalo [0, 1], entonces
(z1(t),y1(¢t)) describe una seccién de la cénica. Esta seccidén estd
definida por los puntos en que cortan a la conica, las rectas que pasan
por (zo,yo) con pendiente t = 0 y £ = 1 respectivamente (vea la
figura 1). En general, cualquier seccién de la cdnica se puede descri-
bir en términos de un pardmetro u que tome valores en [0,1], pues si
la seccién deseada se obtiene en (1.8) y (1.9) para t en [a,b], basta
con hacer el cambio de pardmetro u = (t —a)/(b— a), con u en [0,1].
Mediante esta transformacién (1.8) y (1.9) se pueden reescribir en
términos de u aunque con otros coeficientes. Por eso, con frecuencia
vamos a suponer que t toma valores en [0,1].

1.2 Forma de Bezier de una seccién cénica

Cada uno de los polinomios cuadraticos que aparecen en el numerador
y denominador de z(t) y y;(¢t) en (1.8) y (1.9) se puede reescribir en
términos de los polinomios de Bernstein de grado 2,

B:(t) = ( ? )ti(l — ) i=0,1,2

teniendo en cuenta que :
t* = Bi(t)
t = 1/2B%(t) + B;(t) (1.10)
1 = B:(t)+ BXt) + B3(t)

Nétese que el denominador de z;(t) y y:1(¢) en (1.8) y (1.9) es (),
que en términos de (1.10) se expresa como:

co(t) = woBE () + wy Bi(t) + wy B (t) donde
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Wy = g0
wy = Q9 -+ 1/261:1}
Wy = Gy + @y + apz

De manera similar si sustituimos (1.10) en el numerador de z,(¢) y
y1(t) y denotamos por by, by, by € E? los puntos :

b= (d2, )
by = (1/2d5 +d,1/2d} + &) /w,
by = (6 ]+ &+ ) e

entonces la cénica c(t) = (z1(t),y;(t))" se puede escribir como:

(1.11)

('(f) _ [ 'E}(f) . waQBg(t) -+ ?,U]b]B%(t) -+ wgbgB%(t)
2\T) = ) =

yp(t woBE(t) + wy Bi(t) + weBj(t)

Esta expresién de una cénica mediante los polinomios de Bernstein
de grado 2, se conoce como la forma de Bernstein-Bezier de la cénica.
Los puntos by ,b; y by forman el llamado poligono de control de la
cénica, mientras que wy,w; y wy son pesos asociados a los vértices del
poligono de control.

La representaciéon de Bernstein-Bezier de una cénica, también se ob-
tiene al proyectar sobre un plano, una curva de Bezier polinomial
de grado 2. Por eso en la actualidad, algunos autores [5] [6], in-
cluso definen las cénicas como una proyeccion de las curvas de Bezier
cuadriticas. En tal caso, es facil ver que los puntos b; € E*i =0,1,2
del poligono de control de la cénica son la proyeccién de los puntos
[w;b;, w;] i = 0,1,2 del poligono de control de la curva de Bezier de
grado 2, de la cual proviene la conica.
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1.3 Propiedades de las cdénicas.

En esta seccién presentamos, a manera de resumen, algunas de las
propiedades mas importantes de las cénicas. Estas propiedades son
la base de muchos de los conceptos y criterios que se desarrollan a lo
largo de este trabajo. Ademads, se utilizan ampliamente en el diseno
de un algoritmo para ajustar datos mediante secciones conicas.

Propiedades

e Una cénica c(t) pasa por los puntos extremos de su poligono de
control, es decir:

c(0) = by c(1) = by

Ademas es tangente en los extremos a los vectores Aby = by — by
y Ab; = by—b; definidos por el poligono de control, de modo que:
2 2
&(0) = M Ab, (1) = 22 Ab,

Wo Wo

Por lo tanto, la "forma" de una cdénica estd casi determinada
3
por su poligono de control.

e Los pesos w; influyen de manera importante en la "forma" de
una cénica. El conjunto de pesos w; que describen una cénica
no es dnico. Por ejemplo, si todos los pesos w; se multiplican
por factor no nulo, entonces ese factor aparece en el numerador
y en el denominador de (1.11) y se cancela sin producir ningan
efecto. Por tanto, los pesos w; y w; i=0,1,2 con w; = aw; o # 0,
describen la misma cénica.

e Se puede demostrar [5] que también los pesos @; = p**w; 1=0,1,2
con p # 0 describen la misma cénica. Si en particular se toma
p = Jwy/wy entonces resulta que wy = Wy, = wy . Por lo
tanto, reescalando los pesos con el factor « = 1/ws, tenemos
que toda cénica con wy, wy # 0 puede reescribirse de modo que
Wy = W, = 1. Una cdnica que satisface esta condicién se dice
que estd en forma estandard.
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e Si ¢(t) es una cénica escrita en la forma de Bezier estandard

y denotamos por S el punto ¢(1/2), conocido como punto de
apoyo de la cénica, se puede probar [6], que el punto medio m
del segmento bgb,, S v el vértice b; son colineales y la razén entre
ellos es wy (vea la figura 2), o sea:

|S — m]|/?
W =
Por lo tanto, cada poligono by, by, by define una familia de cénicas
que dependen del paramétro w;. En la medida en que w, crece,
la coénica asociada a ese paramétro se aproxima al vértice by del
poligono de control.

b

by m b,

Fig.2 Relacién entre m, 5. b, .w,.

Una de las grandes ventajas que tiene escribir una seccién cénica
en la forma de Bezier estdndard es que su clasificacién depende

unicamente del peso wy, de modo que con w; > 0 se cumple que
12]:

- si wy < 1la curva es una seccion de elipse
- si wy = 1 es una seccién de pardbola y
- st wy; > 1 es una seccién de hipérbola.

La expresién (1.11) de una cénica se puede reescribir como:

C(t) = zz: aibi (112)

t=z()
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donde
w; B(t)

Q= gt
Y w;B3(t)

Como g + ay + ap = 1, de (1.12) resulta que una cénica es una
combinacién baricéntrica de los puntos de su poligono de control.
Por lo tanto, las cénicas son invariantes por transformaciones
afines, es decir, si A es afin entonces :

A(C(t)) = Z CliA(bi)

1==0)

Si todos los pesos w; i=0,1,2 son positivos, entonces en (1.11)
c(t) es una combinacién convexa de los puntos del poligono
de control. Por tanto, (1.11) define el segmento de la cénica
se encuentra en el tridngulo bgbiby. El resto de la curva se
denomina "segmento" complementario, aunque estrictamente
hablando puede ocurrir que no sea un segmento.

Sea ¢(t) la curva definida por

wobg By (t) — wy by BE(t) + waby B3(2)
woBE(t) — w1 Bi(t) + woB3(t)

é(t) = (1.13)
donde todos los pesos w; i=0,1,2 son positivos. Entonces se
puede probar [12] que é(t) y ¢(t) describen la misma cénica.
Mas atin, en [12] se demuestra que para cada t € [0, 1] los puntos
by, c(t) y &(t) son colineales. Por lo tanto, la ecuacién (1.13) con
t € [0,1] describe el segmento complementario de c(t).

Las cénicas también son invariantes por transformaciones proyec-
tivas [12], es decir la imagen proyectiva de una cénica sigue
siendo una cénica (aunque puede suceder, por ejemplo, que la
proyeccién de una elipse sea una pardbola).



Capitulo 2

2.1 Planteamiento general del problema

En términos generales, el problema que vamos a resolver consiste en
aproximar por medio de una curva, los vértices del poligono que in-
terpola un conjunto de datos en el plano. La curva de aproximacion
debe ser tal, que el poligono "suavizado" se parezca lo mas posible
al original. Esta curva es la frontera de una regiéon plana, sobre la
cual se construird una malla. Por eso, una vez generada la curva de
aproximacion , es necesario escoger cuatro puntos sobre la misma, que
subdividirdn la frontera en igual nimero de subfronteras. Finalmente,
se debe seleccionar un nimero fijo de puntos en cada subfrontera. La
distribucién de los puntos sobre la frontera debe ser controlada, ya
que estos son los extremos de la malla a construir.

Este problema surgié vinculado al de generacién de mallas éptimas,
que investiga el grupo dirigido por el Dr. Pablo Barrera, de la Univer-
sidad Auténoma de México. Como es conocido, la generacién de una
malla sobre una regién del plano, es el primer paso para la solucién
numérica de una ecuacion diferencial en derivadas parciales, utilizando
el método de los elementos finitos.

Por otro lado, en la construccién de una malla con propiedades 6ptimas
(celdas convexas y con fronteras suaves) es importante que la frontera
de la regién sea una curva regular y suave.

13
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—_—— =

Fig.3 Spline cibico que
suaviza un peligone.

Cuando la frontera es muy irregular se puede aproximar por medio de
un spline cibico paramétrico. Sin embargo, cuando la frontera de la
regién es un poligono no convexo, la aproximacién mediante un spline
de suavizamiento [2] no da buenos resultados, pues si bien la nueva
frontera es suave, muchas veces no se parece al poligono original. Vea
la figura 3.

Por eso, la curva mediante la cual vamos a aproximar el poligono
definido por los datos, debe conservar, siempre que sea posible, las
secciones rectas del mismo, suavizando tnicamente sus vértices. Ya
con anterioridad, Liao [13] y Pavlidis [15] consideraron en sus traba-
jos, la conveniencia de utilizar cénicas para ajustar un conjunto de
datos. Esta técnica también se emplea en el diseno automatizado de
formas geométricas, por ejemplo los caracteres alfanuméricos que uti-
lizan los procesadores de texto.

Veamos a continuacion las ideas generales del método de ajuste que
vamos a emplear. Denotemos por I; = (z;,y;) i=0,...,m-1 los puntos
del plano que definen el poligono a aproximar, es decir los vértices del
poligono. La esencia del método consiste en sustituir cada vértice I;
por una seccién cénica ¢;(t), cuando el angulo 8; que se forma en I;
no es "demasiado" llano (especificamente si 6; < 172°). En caso con-
trario, no tiene sentido considerar ese vértice y el punto I; se elimina,
pues es casi colineal con sus vecinos.

Suponiendo que ¢;(t) se escribe en la forma estandard, tenemos que
calcular entonces los puntos b}, b} y b, de su poligono de control y
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el peso wt . Un requisito importante que debe cumplir la curva a
construir, es que las secciones cdnicas se unan "suavemente" con las
secciones rectas. Por eso, vamos a tomar como tangentes a cada cénica
¢;(t) en los extremos, los lados que definen el vértice I;. De acuerdo
con las propiedades de las conicas que mencionamos en el Capitulo
anterior, esto significa que b, se tomara como el vértice I; que quere-
mos suavizar.

De este modo, el problema se reduce a determinar, sobre un lado

P ya " ./ . . . .' 1 ,I‘
dado, en qué posicién se escoge el punto inicial b} y el punto final b,
de la seccién cénica c;(t), como se muestra en la figura 4.

§
I~ 3)=b

)

i
bZ

Fig.4 ¢{Dénde van los puntos extremos de
la cénica que suaviza un vértice?
Para automatizar el proceso de selecién, de los vértices extremos del
poligono de control de cada cénica, hay que tener en cuenta las longi-
tudes de los lados del poligono definido por los datos. En ese sentido,
vamos a considerar por separado el caso de un poligono regular, o sea
aquel cuyos lados tienen todos la misma longitud, del de un poligono
irregular.

Si el poligono a suavizar tiene todos sus lados de tamano [, entonces
resulta natural que todas las conicas comiencen y terminen a la misma
distancia del vértice que van a ajustar. Por eso, en nuestro algoritmo
se toma el punto inicial y final de cada cénicas a una distancia {/3
del vértice correspondiente. Como consecuencia de esto, dos cénicas
consecutivas se unirdn en este caso por medio de una recta, como se
aprecia en la figura 5 y en el cuadrado de la figura 12.

Si por el contrario, los lados del poligono tienen diferentes longitudes,
entonces las cénicas no deben empezar y terminar a la misma distancia
del vértice correspondiente. En este caso, es logico que se conserven
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secciones rectas, en aquellos lados de mayor tamano. Por eso, en
nuestro algoritmo, se calcula la longitud minima Imin de todos los
lados y se va comparando en cada paso con la longitud [; de un lado.
La idea es que la curva de ajuste incluya una seccién recta sobre un
lado, si su longitud I; es mayor que 2imin. Esto se logra tomando los
puntos extremos de las conicas asociadas a los vértices I, e I; a una
distancia Imin/2 de sus respectivos vértices, como muestra la figura
2

e
i-1 i

Ly ® bo Ii

hi--l §

.
Fig.5 El lado 1, incluye

una seccidén recta.

Si la longitud I; de un lado es menor o igual que 2lmin, entonces la
curva puede aproximar ese lado del poligono, sin necesidad de incluir
una seccién recta sobre el mismo. Por eso en el algoritmo que pro-
ponemos, el punto final del poligono de control de la cénica ¢;_1(t)
coincide, en este caso, con el inicial de ¢;(f) como se muestra en la
figura 6, y ambos se toman como el punto medio de ese lado.

i-1 . bi

Lig 2 "% 1,

Fig.6 El lade I, no incluye
ninguna seccidn recta.
Finalmente, para que quede bien definida cada una de las cénicas
que constituyen la curva, debemos decidir qué peso w} se le asocia a
cada ¢;(t). En otras palabras, debemos escoger una coénica de toda
la familia que depende de ese pardmetro. Como mencionamos en el
Capitulo 1, el valor de w} est4 relacionado con la distancia que existe
entre el punto de apoyo de la cénica y su vértice bi. En la siguiente
seccién veremos cémo calcular el peso intermedio de una cénica, si
deseamos que su poligono se encuentre a una "distancia" prefijada de
la misma.
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2.2 Distancia de un punto a una seccion
conica y del poligono al spline

En esta secién vamos definir la distancia entre un punto situado en
el tridngulo de control de una seccién cénica y la misma. Esto nos
permitird dar una medida de la calidad del ajuste construido, al poder
cuantificar la distancia entre el poligono definido por los datos y el
spline cénico de ajuste.

Definicidén 1 Sea c(t) una seccién cénica con poligono de control
by, b1, by y sea O un punto situado en el tridngulo Abobiby. St
denotamos por S el punto de apoyo de la cénica y por A su
complementario, entonces la distancia entre O y c(t), d(O,c(t)),
se define como la longitud del segmento OP, donde P es el punto
de interseccion de la seceidn cénica, con la recta que pasa por O
y A

A continuacién probaremos que entre los puntos situados en los seg-
mentos bob; v b1by, el mas alejado de la seccidn conica es precisamente
el vértice b;.

Teorema 2 Sea Abybiby el triangulo de control de la seccion conica
c(t) y sea O un punto del segmento byb; o del segmento biby. En-
tonces

max___ d(O,c(t)) = ||S — by||'/?
0<1<1, OcbybyUbyby
donde S es el punto de apoyo de la cénica y ||| es la norma
euclideana cuadrdtica.

Demostracién

Sea r la recta que pasa por by y el punto de apoyo S. Por el teorema
de Bezout, es conocido que una recta y una cdnica se intersectan a
lo sumo en dos puntos [8].Por tanto, la grafica de la seccién cénica
contenida entre by y S tiene que estar, por encima o por debajo de r.
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Por otro lado, como la cénica es tangente en by, a la recta que pasa
por by y by, entonces el segmento de conica entre by y S se halla por
encima de la recta r.

Sea O un punto del segmento byb, y A el complementario del punto
de apoyo S, osea A = ¢(1/2) con é(t) dada por (1.13). Sean Py @ los
puntos de interseccién de la recta que pasa por O y A con la cénica y
la recta r respectivamente. Entonces como se evidencia en la figura 7
tenemos que:

|1P-0]<1Q-0|

Por definicién,

| P — O|'* = d(0, ¢(t))

Por otro lado, como el punto de apoyo S, el vértice b; y A son coli-
neales, se cumple que:

d(by, c(t)) = [|by — S|'/*
y ademas resulta evidente que:
1Q = Ol < |Iby = 3|
para todo O € byb;. Luego:
d(0,¢(t)) = [P = OI'"* < [|Q — O* < ||by — S||'* = d(br, e(t))

para todo O € byb;.
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Aniélogamente se demuestra para O € bib,. O

by

AN

bg b

Fig. 7 Demostracion del Teorema 2

A lo largo del trabajo hemos mencionado varias veces que la curva
que se utilizard para ajustar nuestros datos es un spline cénico. Por
eso, a continuacion se define precision una curva de ese tipo.

Definicién 2 Sea vy < u; <,...., <y conu; € R i =20,..,1. Un
spline c¢énico es una curva continua s(u), que en cada segmento
(Ui, uir1] se reduce a una seccion conica c;(u) . Los puntos u; se
llaman nodos del spline.

Nétese que como una seccién conica puede ser una recta (cuando los
vértices del poligono de control son colineales), entonces un spline
cénico puede incluir segmentos de conicas y segmentos de rectas.

Una vez que ha definido la distancia entre un punto y una seccion
cdnica, necesitamos extender la definicién a la distancia entre el poligono
constituido por los datos originales y el spline cénico de ajuste. Esto
nos permitird dar una medida de la calidad del ajuste.

Definicién 3 Sea P el poligono definido por los datos originales
I = (z;,9;) 1 = 0,...,m — 1 y denotemos por s(u) el spline cénico
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constiturdo por | secciones conicas y rectas, I > m, donde cada
conica c;(u) aprorima el i-ésimo vértice de P, i = 0,...;m — 1.
Entonces la distancia entre P y s(u), d(P, s(u)), se define como:

AP, s(w) = Y d(P ci(w)) (2.1)

1=0

donde P, = (b}, b, b) es poligono de control de c;(u) y, de acuerdo
con el Teorema 2, d(P, c;(u)) :=d; = ||S* — b ||'/? con S* el punto
de apoyo de c;(u).

Segtn vimos en el Capitulo 1, cada triangulo de control esta asociado
con una familia de cénicas estandares, que depende del peso inter-
medio. Si denotamos por w} el peso intermedio de cualquiera de las
cénicas, cuyo poligono de control es el triangulo P, resulta claro que
el valor maximo de d; se alcanza cuando ¢;(u) es la recta que pasa por
by v by, es decir para w! = 0. En tal caso,

d(P;, ci(w)) = [|b), — bill'/* == e
donde b’ es el punto medio del segmento bi b,

Similarmente se tiene que la distancia d; — 0 cuando w} — oo. Por
lo tanto, la distancia (2.1) entre el poligono P definido por los datos
y el spline s(u) se puede normalizar a (0,1] tomando

d(P, s(u)) = TZ_V; d;/ mz e (2.2)

donde d; = ||S* — b¢||'? y e; = ||b}, — b2,

Con esta nueva definicion, la distancia entre el poligono que for-
man los datos y el spline de ajuste serfa 0 ( en el limite) si no
suavizdramos ningin vértice y serfa 1 si "truncaramos" cada vértice
I;, sustituyéndolo por el segmento de recta bjbi.

Ahora ya estamos en condiciones de resolver el siguiente problema.
Dado un poligono P y 0 < € < 1, contruir un spline cénico s(u), tal
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que d(P, s(u)) = e.

Una posible solucién del problema anterior consiste en "distribuir uni-
formemente" la distancia €, entre todas las cdnicas que constituyen el
spline, es decir tomar en (2.2) d; = ee; para todo 4. Pero una de las
propiedades de las conicas nos asegura que

wh = —-———IISI,_ b:TLH]/Q
lS* = B3|/
Por lo tanto, para lograr que d(P, s(u)) = £ basta con aproximar el
i-ésimo vértice del poligono P, con una cénica estdndard con peso w?
dado por:

e, —d;, e —¢ce;, 1—¢

e 2 = = 2.3
“ d; ge; £ (2:3)

Noétese que cuando € — 0, wﬁ — o0 y cuando € — 1, w{ — 0. Por
otro lado, de (2.3) resulta que en esta solucién del problema planteado,
todas las coénicas que suavizan los vértices del poligono P tienen el
mismo peso intermedio.

2.3 Problema de inversién

Uno de los problemas que aparecen con mas frecuencia cuando se
trabaja con curvas planas racionales, y en particular con coénicas, es
el problema de inversién. Dado un punto P situado sobre la curva
racional paramétrica s(u), el problema de inversién [9], [23] consiste
en determinar el valor de u tal que s(u) = P.

Como veremos a continuacién, para generar los puntos de la frontera
que se mantendrdn fijos como extremos de la malla, debemos resolver
también el problema de inversion. Supongamos que ya se ha cons-
truido el spline conico s(u) que aproxima la frontera de la regidn,
entonces el siguiente paso consiste en subdividir la misma en cua-
tro subfronteras, de modo que las lineas "horizontales" de la malla a
construir irdn de la subfrontera 1 a la 3, mientras que las "verticales"
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uniran puntos de la subfrontera 2 con puntos de la 4.

Sean Ry, Ry, Rz y R4 los cuatro puntos que subdividen la frontera
y denotemos por 1, Us, U3, Us los valores del parametro v tales que
s(d;) = R; i = 1,...,4, es decir las soluciones del problema de in-
versién para los extremos de las subfronteras. Si se desea construir
una malla de orden n; x n;, entonces se deben seleccionar n; puntos
fijos en cada una de las subfronteras 1 y 3 y n; en cada una de las dos
restantes. Los puntos de la subfrontera 1, por ejemplo, se obtienen
evaluando el spline cénico en n; valores del paramétro u, todos con-
tenidos en el intervalo [4},4d;]. De manera similar hay que proceder
con el resto de las subfronteras.

Por eso, en esta seccién vamos a dar algunas ideas de cémo se resuelve
el problema de inversién para una recta y para una cénica, puesto que
el spline s(u) estd constituido por segmentos de estas curvas.

Comencemos por el caso de una recta. Sea r(t) el segmento de recta
cuyos puntos extremos son P = (P, P,))' y Q = (Q4. Q)" y sea O =
(O, Oy)! un punto del segmento PQ. Entonces existe £ 0 < ¢ <1 tal
que

r(t) = (1— 1) fz +t 8J _ 81 (2.4)
De (2.4) resulta inmediatamente que si P, — @, # 0 entonces
= &
En otro caso,
p= D=0 (2.6)
b v Qy

En la praética, debido a la necesidad de utilizar una aritmética finita,
el punto O no pertenece generalmente a r(t). Si en tal situacién uti-
lizamos la férmula de inversién (2.5), entonces el valor £ obtenido es
tal que () es la proyeccién de O sobre r(t) paralela al eje y. Pero
la proyeccién paralela a uno de los ejes coordenados puede estar muy
alejada del punto en cuestién. Por eso si O no estd en r(f) es mas
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conveniente calcular su proyeccién ortogonal sobre la recta y utilizar
la férmulas (2.5) y (2.6) para el punto proyectado.

En el caso de una cénica, la soluciéon del problema de inversién es
mucho més complicada y requiere del uso de una herramienta alge-
braica muy importante, que forma parte de la teorfa de eliminacién y
se conoce como resultante [25], [26]. Tanto el problema de inversién,
como el de implicitacién (obtener la ecuacién implicita de una curva
plana paramétrica y racional) fueron resueltos en la segunda mitad
del siglo XIX [22], pero sélo recientemente [9],[23],27], se han exten-
dido las técnicas clasicas a los polinomios de Bernstein y las curvas
de Bezier, que como se sabe juegan un rol central en los problemas de

CAGD.

Las resultantes nos permiten determinar si dos polinomios f(t) y g(t)
de grado N y linealmente independientes tienen o no una raiz comun,
sin necesidad de calcular todas las raices de cada uno de ellos. En
general, la idea consiste en obtener N polinomios de grado N — 1,
cuyo anulamiento simultdneo sea equivalente al anulamiento de los
dos polinomios originales. La resultante de Bezout, que denotaremos
por R(f,g), se define entonces como una matriz NxN cuyos elementos
Riji,j =0,...,N —1 dependen linealmente de los coeficientes de f y
g y se tiene el siguiente resultado central [9].

Teorema 3 Los polinomios f(t) y g(t) tienen una raiz comin st
y sélo st Det [R(f,g)]=0.

En [9] también se demuestra que cuando f y g tienen una raiz comdn
t, la misma se calcula resolviendo un sistema de ecuaciones lineales,
cuya matriz es el menor principal de orden N — 1 de R(f, g), mien-
tras que el lado derecho es la dltima columna de la propia matriz y
las incégnitas son tV~1 . t? t. Por lo tanto, se cumple el siguiente
teorema [9].

Teorema 4 Si los polinomios f(t) y g(t) tienen una raiz comun
to entonces:
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. CofactorRy-1n-2(f,9)]
0 Cofactor[Ry_1n-1(f, 9)]

donde Ry_in-1 es el menor principal de orden N —1 de R y
Ry_1n-2 es la matriz que resulta de eliminar en R la fila N — 1
y la columna N — 2.

Estos resultados se aplican directamente a la solucién del problema
de inversién para una curva plana paramétrica y racional. En efecto,

sea ) £ . o)
w(t) 7 w(t)

con f(t), g(t) y w(t) polinomios de grado N, la ecuacién paramétrica
de la curva c(t). Definamos los polinomios auxiliares:

p(z,t) = w(t)z — f(t)
q(y.t) = w(t)y - g(t)

Entonces un punto O = (z, y) pertenece a c(t) si y sélo si existe un ty
tal que:

])(.’E,to) =0
q(y,t) = 0

es decir si p(z,t) y q(y,t) tienen una raiz coman .

Pero segin el teorema 3 esto ocurre cuando Det Rlp, q)] = 0. Nétese
que como polinomios en t, los coeficientes de p y ¢ dependen lineal-
mente de z y y respectivamente. Por lo tanto, los elementos de la
matriz resultante dependen linealmente de z y y y Det R[p,q)] es un
polinomio de grado N en x y y. Luego, del teorema 4 se concluye que
to es el cociente de dos polinomios de grado N —1lenz y y.

En particular, cuando f(t), g(t) y w(t) estan escritas en términos de
los polinomios de Bernstein, como ocurre con las curvas de Bezier, se
pueden deducir expresiones explicitas para los elementos R;;(p, q) de
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la matriz resultante, las cuales dependen de los puntos y pesos del
poligono de control de la curva [9].

De lo anterior se concluye, que en el caso de una conica escrita en la
forma de Bezier, la férmula de inversién es del tipo:

N(z,y)

=77
M(z,y)

(2.7)

donde N(z,y) y M(z,y) son polinomios lineales en # y y que depen-
den de los puntos by, b y by del poligono de control y de los pesos
wo, w1 ¥ wey asociados a los mismos.

La ecuacién (2.7) define un haz de rectas que dependen del parametro
t. Por eso, si el punto O = (z,y) no pertenece a la cénica, el valor
£ obtenido de (2.7) es tal que O := c(£) es la proyeccién de O so-
bre la conica. El centro de proyeccion es la interseccion de las rectas
N(z,y) =0y M(z,y) = 0 [27]. Ma$ adn, en [27] se prueba que para
cada punto A situado sobre la cénica existe una férmula de inversién
t = N(z,y)/M(z,y) que geométricamente corresponde a proyectar,

con centro en A, sobre la conica.

Tal como vimos en el problema de inversiéon para una recta, la se-
leccion del centro de proyeccién es importante desde el punto de
vista geométrico, pues una seleccién inadecuada puede provocar que
la proyeccién de un punto O que no esté sobre la curva, sea otro punto
O = c(f) relativamente alejado de O. Por eso, nos interesa deducir
una férmula de inversion, que a cada O que no esté sobre la cénica
c(t), le asocie el punto O de ¢(t) que define la distancia entre O y ()

(ver definicién 1).

Como la distancia a una cénica se mide en términos del haz de rectas
que pasan por el complementario A del punto de apoyo S, entonces
resulta conveniente tomar a A como centro de proyeccién. Denote-
mos por by = (boz, boy), b1 = (b, b1y), by = (bgy, byy) los puntos del
poligono de control. Entonces las coordenadas del punto de apoyo
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S = (S;,S,) se obtienen de

b() + 2U)1b1 + b2
2(1 +'UJ1>

S =¢(1/2) =

mientras que las de su complementario A = (4,, 4,) se obtienen de
A=¢(1/2)
con ¢(t) dada por (1.13). De aqui se llega a que

b() - 2’(1)] b1 + bg
A=
2(1 — un)

Por otro lado, sabemos que A = (A,, A,) es la interseccién de las
rectas

N(z,y) = ng+npr+npy=0
M(x,y) = mo + mpz+mey =0

que definen la férmula de inversién (2.7). Por lo tanto, se debe cumplir
que:

N(A,,A) =0 (2.8)
M(A;, A) =0 (2.9)
Vamos a exigir ademas que en la féormula de inversion ¢ = 0 para el

vértice by, t = 1 para el vértice by, y t = 1/2 para el punto de apoyo
S. Esto equivale a exigir que se satisfagan las siguientes ecuaciones:

N(b2za b2y) - M(b2x7 be) = 0 (211)
IN(S,.5,) ~ M(S5..5,) = 0 (212)

Sustituyendo en las ecuaciones (2.8),(2.9) y (2.12) las coordenadas de
Ay Sy resolviendo el sistema de ecuaciones lineales (2.8)-(2.12) con
el sistema de computacién simbdlica MAPLE V, se obtuvieron expre-
siones para los coeficientes de las rectas N(z,y) =0y M(x,y) = 0,
los cuales dependen de los puntos del poligono de control y de w.
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Denotemos por det( Py, Py, P») al determinante asociado a los puntos
Py = (-"Co,?lo), P = (331’?/1)’ Py = (3327.712)

77777 Ty L1 XTo
det(Po, P, Po) = | Yo Y1 V2
1 1 1

Entonces las rectas N(z,y) = 0y M(z,y) = 0, que se obtienen al
resolver el sistema de ecuaciones lineales, se pueden escribir de manera
compacta como:

N(z,y) = 2w det(O, by, by) + det(O, by, by)
M (z,y) = 2[(1 — wy)det(O, by, by) + wydet(by, by, by)]

Por tanto, la formula de inversién para O con centro en el comple-
''''' mentario A del punto de apoyo es:

2’11)1d6t(0., b(), bl) -+ det(() bz, bo)

t =
2[(1 - wl)det(O, bz, b()) + wldet(bo, b], bQ)]

(2.13)

2.4 Necesidad de reparametrizar las cénicas

Como mencionamos en la seccidén anterior, una vez que se ha disenado
el spline cénico que aproxima la frontera de la region, es necesario
seleccionar un conjunto de puntos sobre la misma, cuya cantidad de-
pende de las dimensiones de la malla que se va a construir. Estos
puntos se mantendran fijos como extremos de la malla, por lo que su
distribucién es muy importante, ya que influye en las propiedades de
la misma.

En esta seccién vamos a ver cémo se pueden generar puntos sobre una
cbnica, cuya distribucién sea aproximadamente uniforme, en términos
"""" de la longitud de arco. Este se puede considerar como el primer paso
en el control de la posicién de los puntos de la frontera, pues cualquier
otro tipo de distribucién (exponencial, concentrada alrededor de un
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punto fijo, etc) se puede obtener, de forma relativamente simple, a
partir la distribucion uniforme.

Supongamos entonces que la i-ésima seccién del spline es la cénica
c(u) = (z(u),y(u)) u € [us;, u;q] sobre cuya traza se necesitan n + 1
puntos. La forma mads natural de calcular estos puntos consiste en
pasar al parametro local

U — U;

1t 1

y evaluar en n + 1 valores equidistantes de ¢t en [0, 1]:
t=j/n j=0,...,n

Sin embargo, si se procede de esta manera, los puntos que se obtienen
sobre la grafica de la cénica aparecen concentrados hacia el centro o
hacia los extremos de la curva, en dependencia de si w} es mayor o
menor que 1. En [7] Farouki y Sakkalis hacen referencia a este "de-
fecto" de las curvas racionales.

Esto explica por qué es necesario reparametrizar las coénicas, si se
quiere generar puntos con distribuciéon uniforme. De manera exacta,
el resultado deseado sélo se puede obtener si parametrizamos la cénica
en términos de su longitud de arco, lo cual resulta una tarea ex-
tremadamente costosa. Sin embargo, existen varios métodos para
lograrlo aproximadamente. En [3] se considera uno de ellos, basado
en el algoritmo de Taubin. A continuacién se presenta otra solucién
del problema, que se basa en la aproximacién de la parametrizacion
en términos de la longitud de arco.

Es conocido que si una curva c(t) se reescribe en términos de la lon-
gitud de arco
t
s =s(t) = [ llé)]|de
Jig

entonces el vector tangente es unitario en todos los puntos, es decir
lle(s)]] = 1 para todo s.
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Por eso, una forma de aproximar s consiste en tomar s = h(t), donde
h(t) es una funcién que vamos a construir de modo que la norma del
vector tangente ||¢(s = h(t))| sea 1 en los puntos extremos y en el
punto de apoyo, es decir para s = 0,1/2,1. Teniendo en cuenta la
regla de la cadena resulta que

) 9 dz\* dy 2 dz ds\’ dy ds :
e = (3-) +(d—) _ (?@) +<m—u)

) %) K%)* (%g) 2} (2.14)

Aproximemos las derivadas respecto a s en (2.14) por los cocientes
incrementales

dr _x(s+ As) — x(s)

ds As
dy y(s+As) —y(s)
ds As
Entonces
oz (A ] (2(s + As) = 2(s)\*  (y(s+As) = y(s)\’
2 . [ @S 1 1
leC)l” ~ (du) {( As +\ As
(2.15)

Utilizando que ¢(s) estd escrita en la forma estandard de Bezier

ofs) = z(s) | _ bo(1 — )% + 2wibis(1 — 8) + bys?
/ (1 —8)?+ 2w;s(1 — s) + &°

calculamos mediante el sistema de computacién algebraica MAPLEV
el lado derecho de (2.15) y obtuvimos

el = (G ) vl asw. ) (2.16

donde (s, As,w;, B) es una funcién que depende de s, As,w; y el
poligono de control B = (b, by, bs) de la cénica. En particular para
s =0,1/2,1 se obtuvo
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(0, As,wy, B) = 4w?||by — by ||? (2.17)
4][bo — ba||
1/2,As,w,B) = —— 2.1
¥(1/2, As,w;, B) w2 (2.18)
(1, As,wy, B) = 4w?||b; — byl? (2.19)

Para garantizar que los valores de s se mantengan en el intervalo [0, 1],
vamos a exigir que la funcién h(t) satisfaga las siguientes condiciones

h(0) =0, hA(1/2)=1/2, h(1)=1
Denotemos por
mo = h(0), my=h(1/2), ms = h(1)
Entonces, para u = u;, t = v(u;) =0y s = h(0) = 0. Por lo tanto

ds
du

_ds|
ot

U==Ug

_ h(0) _ Tn,? (2.20)

U=y

10 du

donde A; = wu;, — u;. Sustituyendo (2.20) en (2.16) y teniendo en
cuenta (2.17) obtenemos

™My

e ~ (&

Por lo tanto, exigir que la norma del vector tangente sea 1 en el
extremo inicial de la cénica, es equivalente a pedir que se cumpla

)4wmm—mw

7

(22)24111%”1)0 —b*=1

de donde se obtiene que la pendiente myq de h(t) en t = 0 debe ser
A,

"0 2wy by — b1

(2.21)

- De manera similar se puede ver que de las ecuaciones (2.16) y (2.19)

resulta que la pendiente m; de h(t) en t = 1 debe ser

A

—— 2.22
2?1,)] Hb} - bQ“ ( )

my =
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mientras que de (2.16) y (2.18) se obtiene que la pendiente mi; de
h(t) en t = 1/2 debe satisfacer

A7(1 + ’U)l)

2o — ol (2.23)

Mg =

Vamos a construir A(t) como un spline formado por dos secciones
conicas

s = h(t) = { hi(t) para0<t<1/2

N ho(t) paral/2 <t<1

donde h(t) = (z(£),11(t)) vy ho(t) = (x2(t),y2(f)). Si tomamos

z;(t) = ¢, i = 1,2, entonces las ecuaciones implicitas para las conicas

hi(t) son del tipo fi(t,y;) = 04 = 1,2, con f;(¢,y;) un polinomio de
segundo grado en t y y;.

(2.24)

La curva fi(t,y;) tiene que cumplir los requisitos que le exigimos a
h(t) parat = 0 y t = 1/2, es decir debe pasar por los puntos (0, 0)
y (1/2,1/2) y la pendiente de la recta tangente a f; en esos puntos,
debe ser mg y m1s respectivamente. Esto equivale a exigir que fi (¢, y1)
satisfaga las siguientes condiciones:

f1(0,0) =0 fi(1/2,1/2) =0
o5 /05
ot / 9y
(%/ %) =—m
ot [ Oy (1/2,1/2) ]2

De aqui se obtiene un sistema de ecuaciones lineales en los 6 coefi-
cientes de f;. Si ademds exigimos que el coeficiente de y? sea cero,
entonces se llega a una expresion lineal en y; y cuadratica en £. Des-
pejando y; de la misma, resulta la siguiente férmula para hi(t)

= —My
(0,0)

2(mgmnyg — 1124 (mg ~momga)t

2(m 124 mo —2)t-+1—mr sidg >0y v #2
ha(t) = § t Si60 <0y vy # 2 (2.25)
(2 — mg)t? + myt siyy =2
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donde & = (1 — mg)(mis — 1) ¥y 7o = mg + M1a.

Andlogamente se procede con fy(t, y2) obteniéndose la siguiente formula
para hy(t)

0.5+ M U eS80 s 6y > 0y m 2
ho(t) = q ¢ sid <0yv #2
0.5+ (2 —my)(t—0.5)2 +mp(t —0.5) siy =2
(2.26)
donde é; = (1 — mya)(m; — 1) y v1 = myg +my.

Ejemplo

Consideremos la cénica estindard con peso wy; = 2.5 y poligono de
control by = (1,0), by = (0,0) y by = (1,0.5). Vamos a generar n = 20
puntos sobre la misma utilizando dos métodos diferentes:

1. Evaluando directamente c(t) en 20 valores equidistantes de ¢ en
0,1] & =(—1)/19 i=1,..,20.

2. Reparametrizando c(s) = c(h(t)) y evaluando en los valores de
s que se obtienen a partir de los t; equidistantes, es decir en s, =
h(t;) i=1,..,20 con h(t) dada por (2.24), (2.25) y (2.26).

Para comparar numéricamente los resultados de este experimento,
calculamos la razén min/maz entre las longitudes minima y maxima,
respectivamente, de la cuerda definida por dos puntos consecutivos.
Considerando la longitud de la cuerda entre dos puntos, como una
aproximacion de la longitud de arco, esta claro, que si la distribuciéon
de los puntos fuera exactamente uniforme, entonces min/max seria
1. En la tabla 1 se observan los valores de la razén min/maz, para
cada uno de los métodos empleados. Graficamente, la distribucién de
los puntos se aprecia en las figuras 8 y 9.

Método | min/max

1 0.00 Tabla 1

2 0.62
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De todo lo anterior, resulta evidente que si se utiliza la reparametrizacién
que proponemos en esta seccién, la distribucién de los puntos sobre la
cbnica, es aproximadamente uniforme respecto a la longitud de arco,
en la medida en que aumenta el nimero de puntos generados y por
consiguiente, la longitud de arco se aproxima mejor por las secantes
correspondientes.

Fig.9 Distribucion de puntos despues de

Fig. 8 Distribucion de puntos para valores "
reparametrizar la conica.

equidistantes del parametro.
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Capitulo 3

3.1 Parametrizacién global del spline cénico

Como vimos en la definicién 2 del Capitulo 2, para describir un spline
cénico necesitamos un parametro global u, que indica dénde comienza
y dénde termina cada una de las secciones que constituyen la curva.
44444 En nuestro caso, esto resulta ademaés importante, pues la curva se
debe subdividir en 4 segmentos, para generar un conjunto de puntos
fijos sobre cada uno de ellos.

Sea u el pardmetro global que describe al spline s(u) formado por [
secciones. Entonces el problema consiste en ver cémo escogemos [ + 1
valores u;, tales que:

s(u) =s;(u) parau; <u<Luyy 1=0,..,0—-1

donde s;(u) es una seccién conica o una recta.

- La forma mds sencilla de proceder, serfa tomar u; = ¢ para todo i.
Esta parametrizacién se conoce como equidistante o uniforme y en la
practica no da buenos resultados. Ello se debe a que la parametrizacion
uniforme, ignora la geometria de la curva en el siguiente sentido. Si
pensamos en el parametro u, como el tiempo en que se recorre la
curva, entonces A; := u;.; — u; constante para todo i, significa que
se utiliza el mismo tiempo en recorrer cada seccion del spline, con
independencia de la "forma" de esta.
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Supongamos por ejemplo, que la i-ésima seccién del spline es una
cénica y la siguiente una recta, y que necesitamos generar 10 puntos
sobre el segmento formado por estas dos secciones. 5i tomamos 10
valores equidistantes de u en el intervalo [u;, u;.o], entonces estd claro
que al ser A; = A1, los primeros 5 valores corresponderdn a la cénica
y los siguientes a la recta. Sin embargo, con 5 puntos no se describe
tan bien una conica como una recta.

Lo anterior indica que la parametrizacién més adecuada, serd aquella
en que la longitud A; de cada intervalo [u;, u;y1], dependa de la forma
de la i-ésima seccién del spline. En ese sentido, lo ideal es tomar u
como la longitud de arco de la curva, ya que en tal caso A; serfa exac-
tamente la longitud de arco de s;. En la préctica, resulta muy dificil
y costoso, calcular exactamente la longitud de arco de un segmento
de coénica. Por eso se suele tomar:

Uy = 0
Ui = Uy + di 1= O, ,l -1 (31)

donde d; es una aproximacién de la longitud de arco de la i-ésima
seccién del spline. Si s; es un segmento de recta, d; se puede calcular
exactamente, mientras que si es una conica, se puede evaluar ésta en
un ndmero finito de puntos y aproximar la longitud de arco, por la
suma de las longitudes de los segmentos, definidos por cada pareja de
puntos consecutivos.

Otro problema interesante en relacién con la parametrizacién del
spline, es el estudio de la clase de continuidad del mismo, la cual
depende no sélo de la parametrizacién global, sino también de la
parametrizacién local de cada seccién. Como las rectas y conicas
que constituyen el spline, se unen con tangente continua, se sabe que
es posible construir una parametrizacién, tal que la curva sea de clase
C' [6]. A continuacién vamos a probar que nuestra parametrizacion
garantiza que esto se cumpla.

Teorema 5 Sea s(u) = s;(u) u € [u;, U] @ = 0,...,0 =1 un spline
cénico, donde cada cénica s;(u) estd parametrizada como se in-
dica en la seccion 2.4. Entonces s(u) es una curva de clase C'.
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Demostracion

Debemos probar que:
[|S1~1(U1)“2 = ”Sl(u7)”2 1= 1, ,l -1 (32)

De acuerdo con la reparametrizacién de la curva que realizamos en la
seccién 2.4, tenemos que:

ds; ds dt

T @ du (3-3)

donde
u — U;
t = [} == e 8§ = h t
v(u) = o——r-. s =hlf)
y h(t) es la funcién definida por (2.24). Esta funcién satisface las
condiciones
h(0) = 0 hA(1) =1
h(0) = my h(l) = m}

donde m} y m} estdn dadas como en (2.21) y (2.22) respectivamente,
sustituyendo by, by, by y w; por el poligono de control by, by, by v el
peso intermedio w} de la i-ésima cénica.

Por lo tanto, para u = u;, t =0y s = 0 obtenemos de (3.3)

dSi
ds

mg ds;

(i) = T

s=={)

(3.4)

S‘i(ui) =

=0}

Ahora, segin una propiedad de las cénicas que mencionamos en el
Capitulo 1
dSi
ds

= 2w} (b} — b)) (3.5)

s=20

Luego, sustituyendo (3.5) en (3.4) llegamos a que

i\ 2
. 9 i i i m .
s wl” = acwf 10 - 11”2 (5.5)
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Pero en la seccién 2.4 escogimos mj de modo que el lado derecho de
(3.6) fuese 1 (vea (2.21)), para garantizar que la norma del vector
tangente, en el extremo inicial, fuese 1. Por tanto,

qu(%) ”2 =1 (37)

Procediendo de manera similar es facil ver que

181 (u)[I” = 4(wi™ )|y — by )| -g-];z- (3.8)
donde, de acuerdo con lo demostrado en la seccidén 2.4
A A aEa h
Luego, sustituyendo (3.9) en (3.8) obtenemos que
8 1(u)])* =1 (3.10)

Finalmente, de las ecuaciones (3.7) y (3.10) resulta que la condiciéon
(3.2) se cumple. Por lo tanto, las parametrizaciones local y global
escogidas garantizan que el spline s(u) es de clase C'.

d

Notese que si s;(u) es una recta, entonces se puede escribir como
cénica, tomando los puntos de su poligono de control colineales y
asigndndole a w} un valor arbitrario. En particular, podemos consi-
derar que w? se escoge de modo que el lado derecho de (3.6) sea 1.
Por lo tanto, el spline cénico es de clase C', ain cuando alguno de
sus segmentos sea una recta.



Capitulo 3 39

™,

gt

é
Fig. 10 Spline conico cuyo pardmetro global no tiene en
cuenta la longitud de arco de cada segmento.

Para concluir esta seccién mostramos dos graficos que ilustran el efecto
de la parametrizacién global, sobre la distribucion de los puntos que
pertenecen al spline. En el de la figura 10, se puede apreciar la dis-
tribucién irregular de los puntos, que se obtiene al ajustar 200 datos
(malla de 50x50) de la frontera del mapa de México, por medio de
VVVVVV un spline cénico de clase C!, cuya parametrizacién global no tiene en
cuenta la longitud de arco de cada segmento del spline.
La figura 11 corresponde a los resultados obtenidos, cuando se ajustan
los mismos datos, por medio un spline cénico parametrizado global-
mente, segiin (3.1), es decir teniendo en cuenta la longitud de arco de
cada segmento.
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Fig. 11 Spline conico cuyo pardmetro global aproxima
a la longitud de arco.

3.2 Algoritmo para construir el Spline
Coébnico de Ajuste.

En esta seccién vamos a describir de manera general, el algoritmo que
hemos disenado para ajustar un conjunto de puntos del plano, por
medio de un spline cénico. Los detalles relacionados con cada paso
del mismo, han sido tratados a lo largo del trabajo, por lo que en
algunos pasos se remitira al lector a la seccién correspondiente.

ALGORITMO

Sea I; = (zi,4:) i = 0,...,m — 1 el conjunto de puntos del plano que
se desea ajustar. Los pasos a seguir para construir el spline cénico de
ajuste s(u) son los siguientes:
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3.1

3.2

3.3

3.4

Construir el poligono que interpola los datos y eliminar
los puntos que se consideren colineales. Especificamente,
calcular el dngulo 6; que se forma en cada vértice I;
i=0,...,m-1 y eliminar el puntol; si cosf; < —0.99.
Actualizar el nimero m de vértices

Seleccionar un valor para la distancia €, 0 < ¢ < 1 entre
el poligono y el spline de ajuste (vea la seccién 2.2).

Definir la estructura del spline. Calcular el poligono de
control by, b, bh v el peso w} i=0,...,m-1 de cada una
de las cénicas que constituyen el spline.

Calcular la longitud [; i=0,...,m-1 de cada lado del
poligono que interpola los datos. Sea Imin la longitud del
menor lado y Imax la del mayor.

Si Imin # Imax ir al paso 3.3. De lo contrario, calcular b
y by i=0,...,m-1 (con b = bT*) a partir de las ecuaciones:
16y — L]l = lmin/3 057" = L]l = Imin/3

Ir al paso 3.4

Para i=0,...,m-1

Si I; > 2lmin calcular b, y by i=0,...,m-1 (con b = b7 )
a partir de las ecuaciones:

b, — L|| = lmin/2 65! — L]l = Imin/2

De lo contrario, b, = bit! y ambos resultan de la relacién:
1L = B3]l = 1 Zips — 057 = Li/2

Para i=0,...,m-1, tomar b, = I,

Para i=0,...,m-1, calcular el peso intermedio de cada
conica (vea la seccién 2.2) w} = (1 —¢)/e
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6.

6.

1

2

6.4

Ut

Ajuste de datos por medio de un spline cénico

Calcular aproximadamente la longitud de arco d; j=0,...,
-1 de cada una de las secciones conicas y rectas que
constituyen el spline (el nimero | de secciones del spline
se obtiene del paso anterior).

Parametrizar globalmente el spline, o sea calcular los nodos
u; j=0,...,1 del mismo segin la férmula (vea la seccién 3.1)
Uy = 0

Ujp1 = Uy -+ d]‘ 7 = 1, ,l -1

Generar un namero prefijado de puntos sobre el spline
conico.

Leer las coordenadas de los 4 puntos By, Ry, B3 vy Ry que
subdividiran la frontera de la regién ajustada por medio
del spline.

Identificar a qué seccién del spline pertenece cada punto
Rii=1,.,4.

Resolver el problema de inversién para cada punto R;
i=1,..,4 (vea la seccién 2.3) o sea obtener los valores
up; del pardmetro u tales que:

sfup))=Rii=1,.,4

Leer el niimero de lineas "horizontales" y "verticales"que
tendrd la malla a construir. En otras palabras definir la
cantidad de puntos que se desea en cada una de las 4
subfronteras (seccién 2.3).

Sea n; la cantidad de puntos que se necesita en la i-ésima
subfrontera. Entonces para i=1,..,4 repetir los siguientes
pasos:
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6.5.1 Generar n; puntos equidistantes vy, &k =0,...,n; — 1
en el intervalo [upi, UR(ir1))

6.5.2 Siwug € [uj,uj] k=0,.,n—1, 5=0,...,1-1,
calcular ty = (vur — u;)/(uje1 — uj)

6.5.3 Si la j-ésima seccién del spline es una recta, evaluarla
en tg.

6.5.4 Si la j-ésima seccidn del spline es una cdnica, evaluar
enty k=0,..,n; —1 la funcién h(t) dada por (2.24) en
la seccién (2.4), o sea calcular s = h(t)
Evaluar entonces la cénica en s;.

7. Graficar los puntos obtenidos sobre la frontera ajustada
por medio del spline cénico.

FIN del algoritmo

Algunos comentarios finales acerca del algoritmo. Es facil verificar que
si se aplica una transformacion afin a los datos a ajustar, entonces el
punto inicial y final de cada cénica es la imagen, por la propia trans-
formacién, del que corresponde segun el algoritmo previo. Por otro
lado, la seleccién del peso intermedio de cada conica sélo depende de
el pardmetro € escogido. Por lo tanto, teniendo en cuenta ademas que
las cénicas son invariantes por tranformaciones afines (seccién 1.3),
resulta que el algoritmo propuesto también lo es. Esto significa que
los siguientes procedimientos son equivalentes. Primero aplicar una
tranformacién afin a los datos y después construir el spline conico
de ajuste, o primero ajustar los datos y después aplicar la transfor-
macién afin al spline. Claro que la primera forma de proceder es mas
econdémica, puesto que la cantidad de datos es siempre mucho menor
que el ndmero de puntos que se necesita para graficar el spline cénico.

Por otra parte, respecto a otros algoritmos para ajustar datos me-
diante cénicas [15], nuestro algoritmo tiene la ventaja de que es in-
teractivo, pues es posible escoger la distancia entre el poligono que
forman los datos y el spline. M4ds precisamente, se puede construir
un spline tan "cercano" a los datos como se desee. Esto depende
uicamente de la seleccion del parametro £, de modo que cuando
e — 0 el spline de ajuste tiende al poligono original ( cuando £ — 1
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el spline cénico se aproxima al poligono que se forma "truncando"
las esquinas del original). Sin embargo, nuestro algoritmo presupone
que los datos han sido previamente ajustados por un poligono [16],
de modo que cada vértice del mismo se "suavizard" por medio de una
cénica.

3.3 Programa y ejemplos de prueba

Para probar el algoritmo propuesto en este trabajo, se elaboré un pro-
grama en Lenguaje C, que a partir de los datos originales, construye
el spline c¢énico que aproxima la frontera de la regién. El programa
grafica el poligono que forman los datos y el spline cénico de ajuste, de
modo que se pueden apreciar graficamente los resultados del ajuste.
Ademas, al final de cada corrida, se ofrece un gréafico con los puntos
sobre el spline, que se mantendran fijos como extremos de la malla a
construir.

Entre otras facilidades, el programa elaborado ofrece al usuario, la
alternativa de escoger los cuatro puntos que subdividen la curva, o de
que estos se calculen de forma automatica, de acuerdo con las dimen-
siones de la malla a construir. Ademas, se ofrece una opcién default
(e = 0.5), para la distancia entre el poligono que forman los datos y
el spline cénico de ajuste.

Los resultados del programa se validaron construyendo mallas, sobre
las regiones cuya frontera es el spline cénico de ajuste. Para ello se
utilizé el sistema UNAMALLA [1]. En todos los ejemplos probados,
se pudo comprobar que las mallas construidas sobre regiones cuya
frontera fue ajustada por medio de un spline cénico, tienen mejores
propiedades que las construidas sobre la misma region, cuando la
frontera se forma mediante interpolacion lineal de los datos, o incluso
cuando se ajusta por medio de un spline ctbico.

La figura 12 muestra algunos poligonos sencillos, ajustados por medio
del spline cénico que se propone en este trabajo. Como se puede
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apreciar en la misma, las rectas y secciones conicas que constituyen la
curva, se unen con suavidad, de modo que geométricamente se hace
evidente, que la curva tiene tangente continua en todos los puntos.

-

2
N

Fig.12 Algunos poligonos suavizados.

En la tabla 2 se ofrece una comparacién de los resultados obtenidos,
para tres juegos de datos, cuando se consideran las siguientes opciones:

Opcién 1: Las conicas que constituyen el spline se reparametrizan de
siguiendo el procedimiento que se explica el la seccién 2.4.

Opcidén 2: Las cénicas no se reparametrizan y se evaltian directamente
en la representacion de Bezier.

El primer juego de datos corresponde a los vértices de un cuadrado
de lado 1. El segundo, son 77 puntos que describen la frontera de la
bahia de la Habana, considerada como una curva cerrada. El tercer
fichero estd formado por los siguientes puntos: (2,0),(6,0),(8,4),(4,8)
y (0,4), que representan un poligono de 5 lados.

La comparacién se basa en el cdlculo de la razén min/maz entre la
minima y la méxima distancia entre dos puntos consecutivos, situa-
dos sobre el spline cénico. Aproximando la longitud de arco entre dos
puntos, por la longitud de la cuerda, estd claro que la distribucién de
los puntos serfa exactamente uniforme, si min/maz = 1.

Como se puede apreciar en la tabla 2, la reparametrizacién intro-
ducida mejora notablemente la uniformidad de la distribucién de los
puntos. Esto es muy importante, pues constituye el primer paso para
generar puntos con una distribucién prefijada, lo cual es vital para
controlar las propiedades que tendra la malla.
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Datos Extremos de | & | Orden de | Opcién 1 | Opcidn 2

las subfron. la Malla | min/max | min/max
(0.5,1)
««««« Cuadrado (0,0.5) 0.4 10x10 0.911 0.560
de lado 1 (0.5,0)
(1,0.5)
""""" (0.208,0.219)
Bahia (0.640,0.130) | 0.2 40x40 0.443 0.199
Habana | (0.936,0.689)
(0.329,0.897)
Poligono (4,0)
B de 5 lados | (0.55,3.32) | 0.4 20x20 0.747 0.393
(4,7.2)
(7.44,3.32)

tabla 2
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3.4 Conclusiones y Recomendaciones

En la Tesis se presenta un método para ajustar un conjunto de puntos
del plano por medio de un spline cénico, es decir mediante una curva
formada por secciones rectas y cénicas, que se unen de modo que el
spline es de clase C'. El método propuesto, supone que los datos el
problema han sido previamente ajustados por un poligono, de modo
que el spline a construir "suavizard" todos los vértices del mismo. El
algoritmo disenado es interactivo, en el sentido de que permite escoger
cudl es la méxima distancia que se desea, entre los datos y la curva
de ajuste. Ademads, es invariante por transformaciones afines, lo cual
tiene gran importancia desde el punto de vista practico.

Una vez que se ha construido el spline cénico que ajusta los datos del
problema y que aproxima la frontera de la regién plana, se seleccionan
cuatro puntos que subdividen la misma. Estos puntos definiran los
segmentos de la frontera que se deben unir, mediante las lineas "ho-
rizontales" y "verticales" de la malla. Los puntos extremos de esas
lineas se mantienen fijos en el proceso de construccién de la malla
6ptima, por lo que resulta muy importante controlar la posicién de
los mismos.

Por todo lo anterior, durante el desarrollo del trabajo fue necesario
resolver una serie de problemas adicionales, con vistas generar puntos
pertenecientes al spline cénico y cuya distribucién no fuese arbitaria.
En ese sentido, se presenta en la Tesis una reparametrizacion de las
secciones cénicas, muy econdmica y elegante, en tanto se basa en el uso
de un spline cénico de dos secciones. Esta reparametrizacién aproxima
a la parametrizacion en términos de la longitud de arco y garantiza
que se puedan obtener puntos sobre la curva, con distribucién aproxi-
madamente uniforme.

Ademés para controlar la calidad de la aproximacién construida, en
el trabajo se introdujo una medida de la "distancia" entre el poligono
definido por los datos y la curva de ajuste. Este concepto, nos per-
mitié deducir una férmula de inversion para las secciones cénicas, que
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asigna a un punto que no pertenece a la cénica, el valor del pametro
que corresponde a otro "cercano" y que si se halla sobre la misma.

En el futuro préximo, el software elaborado siguiendo el algoritmo
propuesto, debe ser incorporado al sistema UNAMALLA [1], con vis-
tas a mejorar la calidad de la aproximacién de la frontera, que se
utiliza actualmente en este sistema. Por otro lado, seria conveniente
incluir en el programa disenado un procedimiento como el que se pre-
senta en [16], para ajustar un poligono a los datos originales. Esto
garantizarfa, que solamente se ajustaran los vértices "significativos",
lo cual reduce el costo computacional.

También es recomendable, que el algoritmo incluya la posibilidad de
que el usuario escoja, en algunos casos, los vértices a ajustar y la
proximidad de las cénicas a cada uno de ellos. De esta forma, el
método de ajuste propuesto, se puede utilizar con éxito en el diseno
libre de figuras geométricas planas.
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