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INTRODUCCION

Dentro de 1la 1iteratﬁra matemdtica existen fundamental-
mente dos concepciones, ambas independientes y a la vez rela
cionadas con el problema del ancho de banda. Una, con grafi
cas de puntos y lineas y otra con arreglos de nimeros reales
conocidos como matrices: Para una gréfica G con n pun-
'tos, el problema consiste en etiquetar los vértices v, de
G con enteros positivos distintos f(vi) para i = 1,2,...
n, de tal manera que el valor m&ximo de |f(vi) - f(vj)l
tomado sobre todas las parejas de vértices adyacentes
sea minimo. . Para una matriz A simétrica el pro-
blema del ancho de banda se traduce en encontrar una permu-
tacion simétrica A, de A, que minimice el miximo de
li - j| sobre todos los elementos aij de A con’a;j#=0.
La equivalencia entre estos dos problemas queda establecida
cuando para cada matriz A simétrica de orden n es posi-
ble asociarle una grifica G® con n vértices, en donde la
pareja {i,j} es una arista de GA, si el elemento aij

~es distinto de cero para i # j.



La idea de reducir el ancho de banda de una matriz sur-
ge con los sistemas de ecuaciones cuya matriz de coeficien-
tes contiene una gran cantidad de elementos iguales a cero;
es decir, es nafa , ya que para la solucién del sistema se

opera dUnicamente con los elementos de 1a banda.

En el siglo pasado, Gauss desarrollé técnicas para ex-
plotar Ta raleza en sistemas de este tipo. Posteriormente,
en los afios cincuenta, el tema cobra gran interés, princi-
palmente, en ingenieria a través de los problemas de andli-
sis estructural ya que de ah{ se obtienen sistemas con un
gran nimero de ecuaciones donde la matriz del sistema es ra
Ta, simétrica y definida positiva. Un mayor auge del tema
se propicia con el desarrollo de las computadoras a media-

dos de los afios sesenta.

Independientemente, el problema del ancho de banda en
grificas se empezd a tfabajar en 1962, en el Jet Propulsion
Laboratory de Pasadena,CA. En 1969 se da a conocer un al-
goritmo para reducir el ancho de banda de una gréfica debi-
do a E. Cuthill y McKee [18], que con los afios ha sido me-
jorada entre otros por A. George [17] y Gibbs et af [18].
Papadimitriu , en 1976 [27] ,ddmuestra que el problema de qi'
nimizar el ancho de banda es NP-Completo En [9 ] se tie-
ne un resumen y una bibliografia con resultados hasta 1981

sobre el problema del ancho de banda en grificas. Por 1o

vi



que se refiere a matrices se puede consultar [11,17,33] para una

informacion mias amplia.

En el desarrollo de este trabajo se exponen aspectos im
portantes para el manejo de matrices ralas. En el capitulo
I se muestran algunos esquemas especificos para a]macenar
matrices en banda y perfil asi como para reordenar el sis-
tema Ax = b. En el capitulo II se establece la relacidn
entre graficas y matrices y se describen algoritmos para re
ducir el ancho de banda, seleccionar veftices iniciales, re
ducir el perfil y reducir el 1lenado. ET1 capitulo III mues
tra resultados sobre los ordenamientos obtenidos, al discre
tizar la ecuacidn de Poisson usando 2 - 6 elementos descri-
tos por A. George en [15] en donde 2 es'el grado del poli-
nomio y 6 es el nimero de nodos asociado con el elemento.
En un segundo ejemplo se utiliza la misma ecuacién, que se
ha discretizado en una malla con dimensiones variables. Por
d1timo, en este capitulo se analiza una muestra de matrices
generadas aleatoriamente, de orden 10, para comparar los fg
sultados que sobre el ancho de banda proporcionan los algo-

ritmos con el minimo ancho de banda.

En el dpendice se encuentra la iﬁstrumemtacién de un paquete compu-
tacional de los algoritmos expuestos en el capitulo II. Los ejemplos del

capitulo III fueron probados con el mismo.

vii



CAPITULO I

MANEJO DE SISTEMAS RALOS

Una matriz con un porcentaje pequefio de elementos dis-
tintos de cero se dice que es zala.. En la practica, una ma
triz de orden n (grande) es rala si tiene de dos a diez
elementas distintos de cero en cada renglon, para n sufi-

cientemente grande. [33]

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales
Ax = b

con A simétrica, definida positiva y rala de orden n. La
manera de encontrar la solucién del sistema resulta ser mis
eficiente si se aprovecha el que A es ra]a., Por eJemplo,

se puede e]eglr un buen esquema para a]macenar la matrizen



donde se guarde 1a menor cantidad posible de elementos igua
les a cero. Por otra parte, el nimero de operaciones décrg
ce si se evitan, en la medida de Tas posibilidades, las ope
raciones triviales, 1o que reduce el tiempo de procesador.
Estas consideraciones nos hacer pensar en la obtencidn de
esquemas Gptimos, con los que se obtenga la solucién preci-
sa, y que tanto el espacio en la memoria como el tiempo de
procesador sean minimos. Desde luego que estos tres requi-
sitos son incompatibles, por 1o que se debe restar importqﬂ

cia a algunos, para satisfacer otros, segin nos interese.

En este capitulo se analizan dos aspectos importantes

del manejo de matrices ralas:
a) Esquemas para almacenarlas.

b) M&todos para reordenarlas.
Que se empleardn posteriormente en 1a_soluc16n de

sistemas.

Ax = b

En Ta primera parte se muestran esquemas para almacenar
matrices ralas, junte con algunas de sus ventajas y desven-
tajas respectivas. La segunda, se inicia con un ejemplo en

el que se puede ver que, dado un sistema de la forma



Ax = b

con A simétrica, definida positiva y rala de orden n, an

tés que résolver directamente el sistema

resulta preferible encontrar una matriz de permutacidén P,

para luego resolver el sistema

PAPEPX = Pb, 4 = P x

I.1 ESTRATEGIAS DE ALMACENAMIENTO

Las matrices grandes y ralas se pueden almacenar, en
general, en arreglos donde sea posible localizar los ele-
mentos de la matriz por medio de subindices. Desde luego,
también es posible almacener dichos elementos en un arre-
glo de una dimensién, donde el rengldn i se encuentra des-
pués del rengldn i - 1 y antes del renglén i + 1; el
elemento @; 5 S€ localiza en la posicién ni + j - n, don-
de n es el orden de la matriz. A menudo este esquema de
almacenamiento dﬁvlugar a un programa mds eficiente que un

arregTo de dos dimensiones.



Antes de continuar con los esquemas de almacenamiento,
seria bueno preguntarse: Dada una matriz rala A, de orden
n écuéﬁdo es igual a cero el'elémento a, 377 Esta pregunta
obedece a 1la preocupac1on de Tograr una mayor eficiencia en
el manejo de matrices grandes (Ygr. de orden mayor que cien);
en efecto, si sabemos cuando un elemento es cero, posible-
mente se pueda evitar efectuar algunas de las operaciones
triviales, para lograr asi un ahorro en el tiempo de proce-
sador. Para matrices de orden menor que cien, esta pregun
ta tiene sentido; no asi en otros casos; ya que tardariamos
demasiado tiempo en diferenciar sus elementos. Por ejemplo
para una matriz rala de orden 1010, no existe computadora
alguna que pueda almacenar esta cantidad de elementos, y mu

cho menos resolver el sistema. [28]

En esencia, se tienen dos componentes bdsicas que se
usan en los esquemas de almacenamiento. Una consiste en al
macenar Tos elementos distinos de cero en un arrego uni-
dimensional, al cual se le puede 1lamar un arneglo pnima—
n4io0. Siempre que sea posible, se buscari que dichos ele-~
mentos estén en un érea determinada de la matriz. La otra
componente la conforma un medio para reconocer qué elemen-
tos de Ta matriz son almacenados en un arreglo primario.
Usualmente, tal estructura 1la 1ntegran uno o dos arreg]os

unidimensionales de 1dent1f1cadores, generalmente se 1e



11ama arnreglo secundarndo.

‘A continuacidn se consideran algunos esquemas de alma-
cenamiento para cualquier matriz rala. Mas tarde veremos
soluciones especificas, como son los esquemas en banda o de

perfil.

ESQUEMA I [22]

La construccion de este esquema es muy simple y consis
te en colocar a los elementos distintos de cero de lamatriz,
en un arreglo primario, mencionados por hileras y en orden
de aparicidn; el secundario consta de una sucesidn de ceros
y unos que recorre el conjunto de posiciones de un arreglo
primario (1a sombra de 1a matriz) en el mismo orden. Por
ejemplo, sea A la matriz de la figura 1.1. \
(91 0 o 7 o]

0 40 21 17
A = o 0 3 o0
o 0 0 o0
1 0 0 8 3.7

o O » O

Figura 1.1.

E1 arreglo primario correspondiente a A es

{91 7 40 21 17 4 3 1 8 3.7}



y la sucesidn binaria (1:1.1)

1°¥ RENGLON 22 RENGLON 3°T RENGLON 4% RENGLON 52 RENGLON
10010 01111 00100 00000 10011

constituye el arreglo secundario.

Segin se ve, en esto también los elementos iguales a
cero se encuentran en algin lTugar del almacén. Asi pues,
este esquema no resulta muy recomendable pues es claro que

resultan mds eficientes los esquemas que no utilizan nin-
gun espacio en el almacen para los elementos iguales a cero.
Otra parte inoperante del esquema recien descrito es lagran

dificultad para realizar operaciones con matrices ralas al

macenadas de esta forma.

ESQUEMA II [4 ] [22]

Los elementos distintos de cero de una matriz quedan
asignados en un arreglo primario, mientras que los subindi
ces se colocan en un par de arreglos secundarios. Como
cada elemento queda completamente deterhinado por el nime-
ro de rengldn y el nimero de columna, es posible almacenar
los en cualquier orden. De acuerdo a esto la matriz de la

figura 1.1 queda representada por el esquema siguiente:



ARREGLO REAL A
ARREGLO DE ENTEROS IA
ARREGLO DE ENTEROS JA

{3.7 47 17 8 21 3 40 91 1 0}

{ 521 25 23 2 150} £1:1.2)
{f 554 44 33 2 11 0}

Una de Tas ventajas de este tipo de empacamiento consis
te en que si se quiere aumentar nuevos elementos distintos de
cero, no es necesario mover los que ya se tienen; simplemente
Tos nuevos elementos se afiaden al final. Resulta convenien-
te incluir un elemento igual a cero en cada arreglo, para se
fialar el final de 1a matriz. De este esquema se desprende
uno similar, que consiste en colocar los elementos de la
diagonal al principio y en seguida el resto. Si la matriz

resulta simétrica e.d. si

A = A%,
bastard con almacenar los elementos de la diagonal y los de
abajo de esta.

Como ejemplo,consideremos la matriz de la figura 1.1;

el esquema toma la forma siguiente:

ARREGLO REAL A
ARREGLO DE ENTEROS IA
ARREGLO DE ENTEROS JA

{91 40 3 3.7 7 21 17 4 1 8 0}

{1 23 51 2 22550} (1.1.3)
42" 235643 4514 0)

En 1a prdctica se ha visto que los esquemas que usan
listas ligadas son muy convenientes, razén por 1a cual ana-

lizaremos algunos tipos de esquemas con esta propiedad.



ESQUEMA ITI 14] [22] [23]

Consideremos los arreglos, (ARREGLO REAL A, ARREGLO
DE ENTERQOS IA, ARREGLO DE ENTEROS JA) como antes y el ARRE
GLO ILG, que se construirid de tal manera que los elemen-

tos distintos de cero pueden rastrearse rengldon por renglén,

Sea A la matriz

685 s B #s: 0]

0 .5 0 2.5 0

A= |0 07 8 o
4 2.58 -5

(0 000 3

DOMICILIOS 1 23 4567 8 9 1011 12
ARREGLQ REAL A= {-1 .57-5344252.5 8 8 0}
ARREGLO DE ENTEROS IA={ 1 23 4514 2 4 3 4 0}
ARREGLO DE ENTEROS JA={ 1 23 4541 4 2: 4:3-0}
ARREGLO DE ENTEROSILG={ 6 810 5029 3 11 7 4 0}

En este ejemplo podemos observar el funcionamiento del arre
glo ILG ; para mayor claridad, tomemos el elemento a;, es-
te se encuentra en el domicilio 1,1Lg (1) apunta al siguien

te elemento distino de cero del rengldn 1; en este caso es



ayy y su domicilio es 6. De la mismo forma ILG(6) apun-
ta al siguiente elemento distinto de cero del rengldn 1,
que se encuentre después de a;,. Coma los elementos que le
siguen a a;, en el rengldn 1 son todos cero, ILG se diri
ge al segundo rengldn y se encuentra con a,, que es el
primer elemento distinto de cero y que se localiza en el do

micilio 2. Y asi sucesivamente.

E1 esquema con listas ligadas es dtil, si se puede in
gresar a la cadena por varios de los elementos. Las direc
ciones de los elementos de la diagonal pueden usarse como
entradas, de tal manera que para localizar el elemento aij
la cadena se separa en el domicilio i, si i< j o en
i-1 si j< 1i. Después se continlia a 1o largo de laca
dena, hasta obtener el elemento a,y o se comprueba que
a es cero. Con este tipo de ligas, se puede recorrer
la matriz rengldn por renglon, de arriba hacia abajo o de

abajo hacia arriba; desde luego que esto se puede hacer

también para las columnas.
Entre los inconvenientes, encontramos que:
a) Es necesario tener un método para formar las ligas

b) Se requiere un espacio extra en el almacen.

c) E1 tiempo de procesador es mayor, pues es necesa-

rio revisar la direccidon de las Tligas.
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d) A menos que Ta matriz esté enteramente en la memo-
ria principal (memoria primaria o almacenamiento)
se requiere de respaldos para ejecutar las operacio

neés con matrices que usan listas ligadas.

Como puede verse,el esquema III hace uso de cuatro
arreglos ademds de las direcciones. En una matriz en donde
se ha dado un orden a los elementos distintos de cero, noes
necesario utilizar los indices de rengldon y de columna para
cada elemento; en estos casos basta con seguir un sentido
en los renglones y o columnas y adoptar un solo arreglo, de
rengldn o columna; desde luego que es necesario indicar dén
de empieza y donde termina un renglén o columna, para lo
cual se emplearan otros indices. Si se decide almacenar
los elementos de una matriz en el sentido de Tos renglones,
entonces se omitird el arreglo de indices de renglon. EI

esquema IV precisa estas ideas, junto con un ejemplo.

ESQUEMA IV [4 ] [22] [23] [33]

En este esquema se utilizan tres arreglos. E1 primero
contiene 1los elementos distintos de cero de la matriz, el
segundo incluye a los indices de columna de cada elemento y
el G1timo, es un arreglo de enteros que indica cual es el pri=
mer elemento distinto de cero de cada renglén. A este arti

mo le Tlamamos IPRIN y estd construido de tal manera que
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el nimere de elementos distintos de cero en el i-&simo ren
gldn es IPRIN(I + 1) - IPRIN(I). En una matriz de orden n,

tiene n + 1 elementos LPRIN.

Consideremos la matriz de Ta figura 112; la manera de

almacenarla segiin el esquema IV es Ta siguiente:

ARREGLQ REAL A= {-1 4 52,57 8 4.2.58 -5 3}
ARREGLO DE ENTEROS JA= {14 2 4 341 2 3 4 5} (1.1.5)
ARREGLQ DE ENTEROS IPRIN={ 1 3 5 7 11 12}

Se puede construir un esquema similar, si este se cons-
truye estableciendo una manera de rastrear la matriz por co

lumnas e.d un sentido en las columnas.

Es bueno sefialar que #na de las ventajas del esquema
IV, sobre el esquema III, es la supresidn del arreglo de

enteros IA.

En algunas o;asiones se utilizan elementos para indi-
car el principio y el final de una hilera en lugar del
arreglo IPRIN o0 en yuxtaposicidn con éste; a este tipo de

elementos se les denomina elementos mudos . Dichos elemen
tos pueden incluirse de diversas formas en el arreglo de in
dices de las columnas. Por ejemplo, 1a presencia de un
elemento igual a cero en el arreglo de indices de columnas

sefiala a un elemento mudo y este mismo puede indicar el nd
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mero de rengldn o denotar el final de la matriz, Usando ele
mentos mudos, el esyuema que usa el arreglo IPRIN para la,

matriz de la figura 1.2 se transforma en el siguiente:

ARREGLO REAL A= 1] -14 2] 525 [3] 78 [2] 4 2.5¢
ARREGLO DE ENTEROS JA= {|0| 14 Jo| 2 4 |o| 34 |o| 1 2
5] 3[o[3
(1.1.6)
0 5 0f} .
il

Otra opcidn, para esquemas que usan elementos mudos, es
Ta de incluir en el arreglo de indices de columna, el nime-
ro de renglén precedido por un signo menos. De acuerdo a

esto el arreglo anterior toma la forma:

ARREGO REAL A= {| x| - 14 x{ .5 2.5 x| 78 | x
ARREGLO DE ENTEROS JA= {|-1 14 |-2 2 4 -3 3 4 |-4

x|} .
oly (1.1.7)

En algunas ocasiones y para efectos de realizar opera-

4 2.5 8 -5
1 2 3 4

p 7 3
-5 5

ciones entre matrices, es conveniente usar enteros"muy gran
des "como identificadores para elementos mudos; una forma de
construirlos consiste en fijar una constante y sumarle el

nimero de renglén; de esta forma el arreglo (1.1.7) se pue-
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de expresar:

ARREGLQ REAL A="{x -1 4 «x 5 2.5 x
ARREGLO DE ENTEROS JA= {10001 1 4 10002 2 4 10003

78 x 4 2,58 -5 x 3
34 10004 1 23 4 10005 5

X
(1.1.8)
99999}

En este ejemplo el nimero 99999 sefiala el final de 1a

matriz.

Otra opcidn en el uso de elementos mudos consiste en
incluir enteros que correspondan al nimero de elementos dis
tintos de cero del rengldn siguiente; estos serdn incluidos
en el arreglo de indices de columna. Cuando los elementos
de un renglén son todos iguales a cero no es necesario indi

car el nimero de renglén. Desde luego, esto no se da al resolver
sistemas de ecuaciones lineales.

E1 siguiente ejemplo muestra la aplicacién del esque-
ma con elementos mudos, en donde se indica.en el arreglo de

columnas, el nimero de elementos distintos de cero del ren-

glan siguiente.

Considérese como A a la matriz
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0 0 0 0
0o .5 7 0
A=
3 1 40
1.7+ 0038
ARREGLO REAL A= {x x .57 x 314 x 1.7 3,5}

ARREGLO DE ENTEROS JA={0 2 3431232 1 H.3.8)
Recordemos los esquemas que usan elementos mudos; en-
tre estos, el primero usa los elementos mudos para sefialar
el nimero de renglén. Los elementos mudos que se usan en
los arreglos de reales se pueden omitir, excepto en el es-
quema que se muestra en 1.1.6. Esto se hace para ahorrar
espacio en el almacen. Desde luego que al quitarlos se pier
de Ta correspondiencia uno a uno entre los indices de colum
nas y 185 elementos de Ta matriz, perdiendo también 1los do

micilios de estos.

Los elementos distintos de cero de una matriz, también
se pueden almacenar en un arreglo de una dimensidn; en la
construccidn de dicho arreglo se incluyen identificadores
de renglén o de columna segiin se haya elegido recorrer la

matriz por renglones o columnas.,

E1 siguiente es un ejemplo, en donde el esquema que se
usa para almacenarla, es de una dimensién y contiene iden-

tificadores de rengldn.
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- -
3 0 1 O
0 .3 0 1
A =
1 0.3 0
0 1 0.3

ARREGLO REAL A= {-1 2 [2.3 [a1 -3 1] [3.3
4 [21] [a.d o3 (1.1.10)

Observemos que,en este esquema,cada elemento distinto
de cero. estd precedido por el indice de columna y que ca-
da rengldén se indica caon el indice correspondiente con signo

menos.

ESQUEMA V [22]

En este esquema se describe una manera de almacenar
dos tipos especiales de matrices: las matrices triangulares

inferiores y las de Hessenberg.

|

Una matriz triangular inferior L de orden n, se pue
de almacenar en un arreglo de una dimensidén con n(n + 1)/2
elementos. Si la matriz se almacena por renglones, la su-

cesidn de almacenamiento esta dada por:

ARREGLO L =k{£11/[21222/331232£33/.../tln...ﬂ ks

nn
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en donde la ubicacidn del elementa zij' es (i/2) (i-1) + j.

Una matriz superion de Hessenberg, es una matriz trian

gular superior, en donde los elementos de la subdiagonal prin

cipal pueden ser distintos de cero.

Sea H wuna matriz de Hessenberg de orden n. El arre
glo unidimensional que contiene a los elementos de H, al-
macenados por renglones,tiene (n/2)(n + 3)-1 elementos y el

arreglo toma la forma siguiente:

ARREGLO H =l{hll'--hln/h21°"h2n/h32'°-h3n/~--/h . h ).

nyi=1 nn

E1 elemento hij de 1a matriz H se localiza en el lu

gar (i/2)(2 +3 -4) -n+j -1,

ESQUEMA VI [101] [22] 133]

Consideremos ahora una matriz simétrica de orden n.

Para cada rengldon i, se puede definir el ancho de banda

como sigue: para cada 1 < i < n, sea

B, = max|i - j|;

j<i
a este nimero se le 1lama el i-6simo ancho de banda de La
matriz A. E1 ancho de banda de A _estd dado por

B = max B
1£i<&n

En algunos trabajos [22] el i-ésimo ancho de
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banda es considerado como ZBi +1 ,» con igual convencidn

para el ancho de banda de A. En lo sucesivo adoptaremos es
ta convencion al tratar con matrices no simétricas.

Sea A una matriz simétrica de orden n, en donde el
ancho de banda para cada rengldn es el mismo y sea este
28;+ 1. Como A es simétrica, unicamente se almacenan los
elementos a,.

ij
glo tendrd (b/2)(2n - b + 1) elementos y a;; se encuen-
tra en el Tugar (i/2)(i - 1) +j si i<b o en el lugar

(i -6/2)(b -1) +3 si 1i>6b.

con j<1i. Si b =8 + 1, entonces el arre

‘Una forma de almacenar a A  consiste en emplear ele-
mentos mudos; como un. ejemplo de ellosconsideremos 1a ma-

triz de 1a figura 1.3.

12 1727 @ Y0 0

2 1 0 1/4 0 0O

1/2 0 1 0 7 o0

Ae 0 1/4 0 1 o0 V7
0o o 7 0 1 8

0o 0 o0 /7 8 1

Y figura 1.3 K

Esta matriz es simétrica de orden 6 y su ancho de banda
es 5; el esquema 1.1.11 nos muestra el empleo de elementos
mudos para almacenar la matriz A y el elemento aij se
ubica en el lugar ib - i + j.
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ARREGLO A= {x x 1|x21[1/2 0 1|1/4 0 1|7 0 1|/Z 8 1}
(1.1.11)

Otra opcidn para almacenar matrices con el mismo ancho
de banda en cada rengldn, consiste en emplear un arreglo de
dos dimensiones de orden nxh. Cuando el arreglo incluye
elementos mudos, el elemento aij con j <'i, se puede 1o
calizar en el lugar cuyos indices corresponden a(i, b -1 +j).

En el caso de una matriz tridiagonal, en donde el /an-
cho de banda es tres, generalmente se puede almacenar en un
arreglo unidimensional de orden n, junto con dos arreglos
de orden n - 1, Desde Tuego que, si Ta matriz es simétri

ca, salo se utiliza uno de estos arreglos.

Los esquemas de este tipa son de gran utijlidad, pues
no requieren de arreglos secundarios, ni tampoco tiempo pa

ra procesarlos.

Para matrices con ancho de banda local variable, se
puede usar un esquema similar al anterior, en donde serd ne
cesario conocer el nimero de elementos distintos de cero de

cada rengldn o la posicion de los elementos de la diagonal.

Como un ejemplo consideremos a 1a matriz siguiente:
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.3 21 B4nBs10524: 20" 1}
5°7-3 0 0:i5 0 20
0290 87 420947 4531
A =
0 01 37 .20
4 59 71 11
05 008 .2 ol iidind
1 01 01 0 1
e -

A es simétrica de orden 7. El siguiente esquema para al
macenar A consta de dos arreg]oég E1 primero contiene a
los elementos de la diagonal y a todos los e1ementos,.aij
con j <1, a partir del primer elemento distinto_de cero
de cada renglon; el segundo arreglo es un vector de posi-

ciones para los elementos de la diagonal.

1 23 4 56 789101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

ARREGLO A ={3/ .563/3/13/45971 4 211 1010101/}
ARREGLO DE ENTEROS
AD = {1 3.4 & 11 15 22}

Cada elemento a;; con J <1 contenido en el arre-,
glo se Tocaliza en el Tugar AD(i) + j - i y el nimero de
elementos del renglon 1 que se encuentran en el almacen

es AD(i) - AD(i-1) para i >1.
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Este esquema se usa generalmente para matrices simétri
cas ralas y definidas positivas; desde luego que es dtil

también para matrices tringulares inferiores y superiores.

[-2 REORDENAMIENTO DEL SISTEMA Ax = b

Consideremos un sistema de ecuaciones

en donde A es una matriz simétrica, definida positiva,

rala y de orden n.

Una manera de resolver el sistema consiste en aplicar
le el método de Cholesky,que busca factorizar a la matriz

A camo
A = LLt;

la matriz L resulta ser triangular inferior y con losele
mentos de 1a diagonal mayores que cero[ ]Hecho esto, resol

ver el sistema

Ax = b,

es equivalente a resolver los sistemas
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Ly =b y L% = Y

»

que son faciles de resolver por substitucién directa e inver

sa, respectivamente [20] .

Resulta claro que estos sistemas son mids faciles de re
solver si la parte baja de la diagonal de la matriz L con
tiene una gran cantidad de elementos iguales a cero. Desa
fortunadamente, el hecho de que la matriz A sea rala no

garantiza que la matriz
L+t

también 10 sea. En efecto, sea Ag la matriz siguiente,
cuyos elementos distintos de cero se denotan mediante una

X3

P X X X x
X X
Ao‘
X X
b 4 X
X X

se puede ver que Ag es rala; sin embargo el factor L, de
Cholesky de A, tiene la forma siguiente, en la cual los

elementos sefialados con C)‘ pueden ser distintos de cero:
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iy [
X X
Ag = |x x x

x © ®© x
O A

b3

Con este sencillo ejemplo se puede ver, que la venta-
ja de tener una gran cantidad de ceros en A, solo simpli
fica el procedimiento para encontrar el factor L de
Cholesky y que ﬁo necesariamente reduce la complejidad de

Tos sistemas
Ly = b y LEx = .

Sin embargo, en algunas ocasiones se puede encontrar un

sistema

equivalente al sistema

Ax = b

de tal manera que al factorizar A como

.

A=1LLY,



Z3

la matriz L tenga a 1o mds tantos elementos distintos de

cero como la parte inferior de A. [14]

Por 1o pronto, observemos que reordenar las ecuacio-

nes equivale a premultiplicar ambos miembros del sistema
Ax = b

por una matriz P de permutaciones, obteniendo
PAx = Pb

A su vez, reordenar x con la misma permutacidn, equivale

a reemplazarla por Px. Dado que

(por ser las columnas de P 1las mismas que las de I, so-
lo que permutadas) es posible teescribirel sistema reorde

nado en la forma
(PAP®)(Px) = Pb

Asi pues, una vez encontrado un ordenamiento P adecuado,
se permutan los elementos de b y las hileras de A se-
gin P y se reordenan las columnas de A segln la misma

permutacidén; 1luego se resuelve el sistema resultante, que
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sera

en donde
A = PAPE, b = Pb

La solucion x del sistema original se obtiene aplicando

a x la reordenacidn inversa, dada por pt.

Sea Ayx = by como en el ejemplo anterior y considé-

rese Ta matriz de permutaciones

E 1 ]

. 3 & i
Pogy %

‘ o

38 d

De To anterior se obtiene que resolver el sistema

Agx = by es equivalente a resolver

donde
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Ag PAGPEdx x x x «x

- %j

La factorizacion de Cholesky de A, tiene como primer fac

tor a

tad
>

segin se verifica facilmente. Como el nimero de elementos

de Ly iguales a cero puede serimayor que el de Ly, resul

ta en general mas fdacil resolver los sistemas

Lo y = Pbg y L§ Pxg = g
que los sistemas

Loy =by Lgx =y,

respectivamente.
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Para describir l1a propiedad de ‘1a matriz A que ase-
gura la presencia de una gran cantidad de ceros en 1la par-
te inferior del factor L de A, se introducirin algunos

conceptos.

En la primera seccidn de este capitulo (I.1), esque-
ma VI, hablamos del ancho de banda de una matriz; la defi-

nicion siguiente precisa este concepto.

Deginicibn
Sea A = (aij) una matriz. E1 ancho de banda de A
es

B(A) = max Bi(A), donde

1<i<n

ei(A) = max{|i - j]|: aij'¢ 0} i=1,2,..., n.
En general,se tiene el siguiente resultado, cuya vali
dez es clara al aplicar eliminacién gaussiana a la matriz
A para obtener L*. Para una demostracidn amplia ver A.

George [17].

Proposicion 1

Sean A wuna matriz simétrica definida positiva y L

tal que A = LL®. Entonces
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(L) = g(A).

De esta forma concluimos que si existe una matriz P

de permutaciones tal que
si g(PAP®) < 8(A) entonces g(L) < (L),

donde

Dado que el nidmero de elementos iguales a cero puede ser
considerablemente mayor en L que en L, 1la solucién del

sistema

se facilita resolviendo el sistema equivalente
(PAP®) Px = pp,

encontrando una matriz P de permutaciones adecuada, que
reduzca el ancho de banda de 1a matriz A. Para esto, se
dispone de técnicas basadas en la teoria de grdficas que
son de gran utilidad [19]. Dedicaremos el capitulo si-

_guiente a presentar algunas de dichas técnicas.
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CAPITULO II

ALGORITMOS DE REORDENAMIENTO

E1 contenido de este capitulo estd dado en cuatro sec
ciones. La primera parte trata sobre la relacién entre gra
ficas y matrices. En la segunda se muestra el algoritmo
de E. Cuthill y Mc. Kee, para reducir el ancho de banda de
una matriz. La parte tercera contiene el R.C.M (el algo-
ritmo con inversidon de E. Cuthill y Mc. Kee), algoritmo que
sirve.para reducir el perfil de una matriz y es debido a
Allan George. Por dltimo, presentamos el algoritmo de de-
ficiencia minima, el cual permite disminuir el 1lenado de
una matriz al aplicar eliminacidn gaussiana y fue propues

to por J. Rose.
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II.1 GRAFICAS Y MATRICES[1,2,3,5,19]

Existe una correspondencia entre matrices de orden n
y grdficas con n puntos que resulta de lo mids convenien-
te para nuestros fines, pues gracias a ella podemos expre-
sar adecuadamente algunos algoritmos para reordenar las hi
leras y las columnas de una matriz rala y simétrica. En
esencia, a una matriz A tal de orden n se le asocia una
grifica de n vértices numerados del 1 al n, de los cua
les dos,(el i y el j) estardn conectados por una arista
si y solo si aij # 0. Para precisar 1o anterior, convie-
ne recordar algunos conceptos elementales de la teoria de
grificas, los cuales nos servirdn para expresar otros como
ancho de banda, perfil, 1lenado etc. que tienen su origen

en la teoria de matrices.

Una grdafica G consta de dos conjuntos V(G), A(G)
y una funcidn
vg: A(G) — 219
de tal manera que IwG(a)l = 2 para toda arista en A(G)
(toda arista tiene dos y solo dos vértices). E1 conjunto

V(G) es no vacio y a sus elementos se les 1lama vértices

de G.
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EJEMPLO

Vi a Vo

aj as

Vs Y oy

figuara d¢u 1.

La grdafica G de la figura 2.1 tiene como conjunto

de vértices a:

V(G) = {vy,V2,V3,Vy,Vsl};

de aristas al conjunto

A(G) = {a;,as,a3,a4,as}

y la funcidon que le asigna a cada arista sus extremos, que

da descrita por

w(a1) {vi,va2} v(az) = {vy,vs} e(as) = {vi,vs}

{vs,vo} ¥y wl(as) = {vs,vs}

W(au)
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Dos aristas son {ncidentes si tienen un extremo en co
min. Dos vértices son adyacentes, si existe alguna aris-

ta que los une.

EV grado de un vértice v es el niimero de aristas que

1o tienen como extremo. Se denota por gr(v).

Una trayectornia en una grdfica es una sucesidn alter-
nada de vértices y aristas de tal manera que ningin vérti-

ce se repite y por lo tanto ninguna arista.

Una grdfica G es conexa $1 para todo par de vérti-

ces existe una trayectoria que los une.

EJEMPLOS

Ve
aq H

V7

figura 2.2,

En la figura 2.2. las aristas a; y a, son inciden-
tes en vy, Tlos vértices v, y v, son adyacentes; los
une la arista ay; grivy) = gr(vs) =4 y gr(vy) =

gr(vs) = 3
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~ La sucesion v, al‘Vz PaaRazu, SenTi 20020000 tEayRc o -

‘T.éﬁh.i Los vértices {v;, va, V3, Vu’ vs} junto con el con-
482

. gﬂnto de ar{stas {al, a,, a3, ay, as, ag, az, ag} const1-

F{'tuya una grifica conexa, mientras que la grafica formada

por fvi, v, ve,i.., Vo) y a1, a5,..., as} no- lo es.

Las grificas que se utilizardn en este trabajo serdn
fcdnéxas. De hecho no hay ninguna perdida de generalidad
en ello, pues si la grdfica no es conexa los resultados se

pueden aplicar a cada una de sus componentes por separado

Sea A wuna matriz simétrica de orden n. Construi-

mos la grifica asociada a A, G*, de 1a siguiente manera:

Sus vértices son 1, 2,..., n Yy sus aristas son pare
jas no ordenadas tomadas del conjunto de vértices; {i,j}

~ es una arista de G* si y solo si a,, #0, i # j

ij

(i,j) € A(6* ) = a, ¢ 0, 14

EJEMPLO

e - 1
B XXX
2 X A
G
A =[x X X
X X5 X 2
X i ¢ 4 5 3

figura 2.3
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para nuestros fines, es de gran interés renumerar las
hileras y Tas columnas de una matriz simé&fﬁca A.  Es cla
ro que esta operacidn no altera la grdfica correspondiente

y unicamente permuta los nombres de los vértices.

Definicibn

Sea G una grdfica con n vértices. Una numeraciin

de & es una funcidn biyectiva
f: V(6) —— {1,..., n}

EJEMPLO

sea G la grdfica

Las numéraciones posibles de G son 24 y estan dadai

por:
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Es claro que Ta correspondencia

A — gt

No es uno a uno, pues para construir la grafica asociada a

A unicamente requerimos Ta sombra de esta:

sombra (A) = ((i, j) € {1,..., n)2: "aij * ¢}

Dadas dos matrices de orden n, podemos construir 1a

graficas correspondientes, G2 y GB. Es inmediato que

N e gB liee sombra (A) = sombra (B) :
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Observacion

Estos conceptos se aplican también si las matrices no
son simétricas. Sin embargo, la forma en que construimos
la correspondencia

KA —s §© s ta) ques

en ese Caso,

6* = 6B < sombra (A + A%) = sombra (B + B*)

En este punto conviene aclarar que hemos utilizado la

siguiente convencidn:

sombra (A + B): = sombra A U sombra B

En otras palabras, las cancelaciones aritméticas no

cuentan al calcular 1a sombra de una suma de matrices.

Conceptos como ancho de banda aplicades a matrices si-
métricas se traducen facilmente al lenguaje de las grafi-

cas.

Definicibn

Sea G wuna grafica y f una numeracion de sus vérti
ces. E1 ancho de banda de 6 relativo a f, B8_(6), se de

fine como
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8.(6) = max{[f(v,) = Flv,)|: {v,v.} € ¢ (A(6))}

Deginieibn

E1 ancho de banda de G,8(G), se define como:

8(6) = min g _(6)

-

donde NG denota al conjunto de todas las numeraciones de G

En el ejemplo anterior, 8(G) = 2 y las numeraciones f,,

fos ¥y Fyus fiow f15, foos fog sON 6pt1’ma‘s.

En general, si To que se desea es reducir el ancho de
banda sf(G) de G, se dird de una numeracidon f* que es

fptima si

B.(6) = 8(6)

Reducir el ancho de banda de una grdfica es de gran in
terés, ya que existe una correspondencia entre matrices si
métricas de orden n y grdficas de orden n, como lo des-

cribimas anteriormente.

Claramente se tiene que si A es una matriz y gt

su grafica asociada, entonces
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8(A) = 8_(6"),
donde I es la numeracidn de G* dada por
I(vi) = jconi=1,2,...,N

Proposicibn 2.

Sea A una matriz simétrica y G* 1a grafica corres
; . A ¢
pondiente. Para cada numeracion f de G, la matriz de

permutaciones
Py B (Pij) dada por:
1 si f(vj) = i

ij
0 si f(vj) #+ i

t, _ A
es tal que B(Pf AP} = Bf(G ).

E1 resultado es claro, pues la manera de definir Pf hace
que l1a permutacidn de renglones y columnas de A sea la

misma permutacidn de los vértices de G definida por la
numeracidén f. Asi pues, si queremos encontrar una matriz

P de permutaciones tal que

8(PAPT) < g(A)
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basta con encontrar una numeracién f de G2 tal que

B.(6%) <8, (G?).

He aqui el origen de nuestro interés por encontrar re
numeraciones de los vértices de una grafica que reduzcan

su ancho de banda.

En la prédctica no es frecuente que pueda lograrse ‘una
renumeracidn 6ptima, pero s{ es factible dar renumeraciones
subdptimas y efectivas. Una manera de encdntrar]as es uti
Tizando el algoritmo de E. Cuthill y Mc. Kee, que es una
herramienta muy poderosa para dar renumeraciones buenas que
reducen el ancho de banda. Existen algunos otros algorit-
mos como los que presentan Norman E. Gibbs, William G. Pool
Jr. y Paul K. Stockemeyer en [18]. Apoyados en el algo-
ritmo de E. Cuthill y Mc. Kee y utilizando conceptos de 1la
teorfa de graficas estos autores Togran encontrar renumera

ciones mas eficaces.

IT.2 REDUCCION DEL ANCHO DE BANDA I 6,7,8,9]

En esta seccidn se dara una descripcidn del algoritmo
de E. Cuthill y Mc. Kee para reducir el ancho de banda.

También se incluye un ejemplo en el que se muestra el fun-

cionamiento de éste. Para ell0 es importante introducir el
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concepto de estructura de nivel de una grafica.

Deginicibn
'l
Sea G wuna grafica y Vve€E V(G).

Una vecindad V(V) consiste en el conjunto de vérti-
ces u € V(G) tales que Vv es adyacente a u. De otra for

ma

V(v) = Ady(v) = {ulu € V(G) y {u,v} € A(G) Yy v#ul.

Dado un subconjunto V' de vértices de G, definimos

Ady(V') = UAdy(v) -V
y vEV'y

En la grdfica siguiente

Ve, Vi .

Vy V3
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la vecindad de v; es: V(v,) = {Vyyvi.,Vg}

y si V' = {vy, v3}

Ady(V') = {v,, Ves V7, V4l

Definicibn

Dada un vértice v € V(G), la estructura de nivel ci-

mentada en el vértice v, es una particidn de V(G)

N(v) = {No(v), Ny(v),..., Ne(v) (v)}
- en donde
No(v) = (v}, .Nl(v) = Ady (Ng{v})
» .
N, (v) = Ady(N,_,(v)) - N, _,(v) coni=2,3,....ev

E1 entero e(v) se 1lama la profundidad de la estructura

N(v); a No(v),..., Ne( : (v) se les 1laman niveles y
v

al vértice v la raiz.
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Al niimero de elmentos del nivel Ni(v),ai(N)== |Ni|
se le denomina la anchura del nivel 1{i. Para una estructu

ra de nivel N dada con raiz en v,
a(N): = max{a, : i=1,..., n}

se define como el ancho (o la anchura) de dicha estructura
de nivel.

DESCRIPCION DEL ALGORITMO

Supongamos que la grdfica es conexa, pues de otra for
ma el algoritmo se puede aplicar a cada una de las compo-

nentes de la grafica.

A. Generar la estructura de nivel en cada vértice v
cuyo grado sea menor o igual que

maX{min'Kgrmax + 9roin)/2 -1}, grmin},

gr.promedio
en donde grado midximo significa, el grado mds grande entre
todas los vértices de la grdfica; de manera semejante se

tiene el grado promedio y el grado minimo.
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B. Para cada estructura de nivel de anchura minima ge.

nerada en

A, numerar la grdfica nivel por nivel, con en

teros consecutivos, de 1la siguiente manera:

a)

b)

E1 vértice donde se cimenté la estructura de ni

vel, asignarle el nidmero 1.

Para Tos niveles sucesivos empezando por el ni-
vel dos, numerar los vértices adyacentes al vér
tice 1, en orden creciente de los grados. Los
empates se pueden romper de manera arbitraria.
Los vértices restantes ddyacentes al vértice.
numerado con el menor entero positivo del nivel
anterior se numeran después,en orden creciente
de Tos grados. Se continua con este proceso en
todos Tos vértices del nivel en cuestién ha#ta
que todos estén numerados; se procede luego a
numerar los del nivel siguiente. E1 proceso ter
mina cuando todos los vértices han sido numera

dos.

C. Para cada numeracién f producida en B6 calcular

el ancho de banda Bf(G) correspondiente. Seleccionar la

numeracidon que produce el ancho de. banda minimo.
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El ejemplo siguiente muestra el funcionamiento del al

goritmo.

Sean A wuna matriz simétrica de orden 8 y 6* 1a
grafica asociada figura 2.4.

V7 Vs

V3 Vg

figura 2.4.

Los vértices de grado bajo son vs, v, vz. Las estruc

tructuras de nivel cimentadas en los vértices V3, V4, Vs Se

muestran en las figuras 2.5, 2.6 y 2.7 respectivamente.
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uy

No(V3) =‘{V3}

Ni(v3) = {vy,vg}

us

Nz(V3) 2 {V7,V2’V39Vq}

Vy

Ug
ﬂ N3(V3) =‘{V5}

~

Figura 2.5
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' }
Vy
No(vy) = {
uy
Vi
' }
) ) =‘{V5?Va
Ny(vy )
Ve
}
av2
, (vy) ='{V3’Vl
Nz Vy
V2
.us
vi
: }
= {v.’
N3(vy)
Uy
V7ﬁ
: : \}
. =fV5
i Nu(V_t.)
iy
v}
¥

2
)
Ei‘qu 2 -
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o No(vs) = {vs}
V7 Ny (vs) = {v;}
Vi Vv, Na(vs) = {vy, vy}
V3 Ve Vg N3(vs) = {vs, vg, vg}
Ny(vs) = {v,}
vy

Figura 2.7

La numeracién obtenida por el algoritmo de E. Cuthill

y Mc. Kee., estd dada por las U i=1,2..., 8, obsérvese

que los- anchos de banda producidos por estas numeraciones
tomando como raices a V3, Vy ¥ Vs son de 5, 4 y 3 respec
tivamente, por 1o que podemos elegir la numeracidn que tie

ne a vs como vértice inicial. La matriz que se obtiene

se muestra en la figura 2.8.
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- figura 2.8

Observemos que esta renumeracidon ha reducido el ancho
de banda de la matriz dada, de 7 que era a 3, con las ven-
tajas que de ello se desprenden en 1o que toca a almacenar

A y a realizar eliminacidn gaussiana sobre ella.

IT.3 REDUCCION DEL PERFIL

La banda de una matriz, se define como

BANDA(A) = {a;: |0 <i-j<g(A)}.

ij

Consideremos una matriz A 1a cual ha sido permutada para

reducir su ancho de banda. E1 conjunto de elementos que se
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encuentran en la Banda (A) contiene muchos elementos igua
les a cero. Pensariamos en quitarlos de alguna manera pa-
ra facilitar,entre otras cosas,la solucion del sistema aso
ciado a Ax = b; esto es posible en cierta medida, utili-
zando para cada renglén i su ancho de banda local, de tal
manera que todos los elementos jguales a cero que se encuen
tran a la izquierda del primer elemento distinto de cerode
cada renglén quedan fuera de este nuevo conjunto. Definamos
a este conjunto de elementos como la envolvente de A; de

una manera mds precisa:

ENV(A) = {ayy | 0<i-j<8,(A)}
Como podemos observar la envolvente de A es un sub-
conjunto de 1a banda de A. También debemos hacer notar
que en algunos casos, resulta mas conveniente reducir la
cardinalidad de la envolvente o penfif, pues ésta contiene

tantos o menos elementos que la banda.

En esta parte nos referimos al algoritmo R.C.M (el él
goritmo con inversién de E. Cuthill y Mc. Kee), que basa
gran parte de su desarrollo en el algoritmo descrito en
la seccidon 2 de este capitulo y cuyas modificaciones fue-

ron hechas por A. George [171.

E1 siguiente resultado, caracteriza a la envolyente
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dé una matriz A por medio de una propiedad en la grafica

asociada GA.

Sea A una matriz simétrica, definida positivamente

de orden n. Para el i-ésimo renglon de A definimos
f.(A) = min {jlaij # 0}

para i =1, 2,..., n

E1 nimero fi(A); es el indice de 1a columna en la que

se encuentra el primer elemento distinto de cero del ren-

glon 1.
Teorema
Para i<j,'a1j € ENV(A) si y solo si
vy € Ady({vys Voseons vi}).
Demostracibn:

Supongamos que v, € Ady ({vys Vaseens Vi),
entonces ajk # 0 para élguna k < i. En consecuencia
€ ENV(A).

fj(A) i ay;
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Reciprocamente, si fj(A) <i<j, existe k < i para
Ta cual ajk #0; de esta forma los nodos j y k son
adyacentes en la griafica G2, y entonces -se tiene que

Vj € Ady ({vy, vy,..., v;h.

ET siguiente resultado es un corolario del teorema an-
terior. Para demostrarlo introducimos 1a definicidn de an

cho de frente de una matriz,

Deginicibn

Para una matriz A, el i-ésimo ancho de frente de A

se define como

- 8

w.(A) = [{k|k >i vy 4 *0 para alguna £ < i}

Antes de demostrar el corolario antes mencionado,
ilustraremos los conceptos que se acaban de definir mediante

la figura 2.9
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> -1
o 4 X 1 2 1
Lix 2 1 1
Xo {0 1%, X 3 3 3
X 0 x x 0 4 2 1
x x x 0 «x 5 2 13
%0 X8 % 6 1 3
p S 4 ﬂ 7 0 5
figura 2.9
Corolanio
Para i =1, 2,...,'n wi(A) = IAdy({vl,vz,...,g})l

En efecto, de la definicidn de W, se tiene que
w (R) = [{§ > i[|{i, j} € ENV(A)}|
el resultado se sigue del teorema.

Definicibn
En una grafica G, al conjunto
Ady({vy, Vo,4..., vi}) se le 1lama el i-€s<imo frente

de La gréfica y a su tamafio el i-8simo ancho de

frente.
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DESCRIPCION DEL R.C.M.[1,7,25]

A.- Determinar un nodo inicial v y asignarle la etiqueta

Vi =V

B.- Para i =1, 2,..., n, encontrar todos los vecinos del
nodo v; que no estén numerados y numerarlos en orden

creciente de los grados.

C.- E1 ordenamiento inverso de E. Cuthill Mc. Kee estda da-

do por uj, Up,..., u, donde

u, = vn_i+1' para 1 = 13 250005 Ms

En este algoritmo esta contenido el de E. Cuthill Mc.
Kee; podriamos decir que los dos primeros pasos del R.C.M.
es el algoritmo para reducir el ancho de banda, pues la se
leccidn de un nodo inicial, involucra el uso de estructu-

ras de nivel.

Después de dar un ejemplo para ilustrar el R.C.M. ha-
remos mencidon de algoritmos que seleccionan vértices inicia

les.
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a _; « . ek e . 41
bl %' 5 w 2
¢ ld « X o X . X
d g s soX e % 5 o X
e X . X X
fx . . % o ox

g X . X . x x

h > ST . X
& V% .o X X & . . X

Figura 2.10 ' g

La figura 2.10 muestra una matriz y su grafica asociada; la
tabla siguiente ejemplifica 1a manera de numerar Tos vérti
ces segiin el R.C.M. y en las figuras 2.11 y 2,12 se puede

observar los cambios en el matriz al dar las nuevas numera

ciones a la grafica,

vecinos sin numerar

i nodo Vi en orden creciente numeracidn invertida
1 g b,e,h 9
2 - 8
3 e (] 7
4 h - 6
5 ¢ i 5
6 i a,d 4
7 a f 3
8 d - 2
9 f - 1
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- -
X X
X N
b SR ARE SR
X X o X
X - X
X X X
X « X
X . X X
X X X
b -
figura 2,11
X X X
X X X

figura 2.12

En este ejemplo se puede ver claramente que los perfi
Tes de las matrices de las figuras 2.10, 2.11 y 2.12 son de
26, 14 y 13 respectivamente mientras que el ancho de banda

respectivo es de 8, 3 y 3.
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Consideremos ahora a § como nodo inicial:

vecinos sin numerar

i nodo v, en orden creciente

1 § a,d 1234567829

2 a £ I[x x x 1

3 d s 2ix % < 3%

4 £ c 3[x . x x

5 (d Z 4] x x x x

6 4 g 5 X X %

7 g b,h 6 XX x

8 b - 7 X X X X

9 h - 8 X X X
9 X X X

L .

Matriz después del paso

4

JFN

Gradfica con la nueva numeracidn

Figura 2.13 (a)
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9 8 6 B
n X X X
X X X
x X X X
. 5
X X X
X X
2 1 x
X X X X
4
X X X
3
X o X X
X X X

La grdafica y la matriz al invertir la numeracidon mediante

Uu. = U -1 + 1.
n

1

Figura 2.13 (b)
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La efectividad de'los algoritmos para ordenamientos de
pende en gran parte de la eleccidn de un nodo inicial. En
el ejemplo que acabamos de considerar podemos ver los cam-
bios que resultan al numerar al nodo f con el ndmero 1(fi
gura 2.13 ,ay b)el perfil de la matriz resulta ser de 11. De
esta observacidon se desprende la necesidad de tener algin
criterio para seleccionar vértices iniciales, de tal mane-
ra que el utilizarlaos nos garantice estar mds cerca del per
fil minimo. énseguida se definen algunos conceptos necesa
rios para describir el algoritmo que proporciona vértices

iniciales.

La Lbngitud de una trayectoria es el nimero de aristas
que contiene. En general, para dos vértices dados en una
grifica hay mds de una trayectoria que los conecta. Ladis
tancia entre dichos vértices se define como la minima lon-
gitud de alguna trayectoria que los une. En otras palabras,
para v, w € V(G), d(v, w) =2 si de todas las trayecto-
rias que unen a v y w hay al menos una de longitud L

y ninguna de longitud menor.

La excentricidad de un nodo v € V(G) se define por
e(v) = max {d(v, u): u € V(G)}

E1 didmetro de una grdfica G esta dado como:
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5(G) = max {e(v)| v € v(G)}

max {d(u, v)| u, v € V(G)}.

De un nodo v € V(G) se dice que es periférico, si

su excentricidad es igual al didmetro, .e.c.
e(v) = 8(G).

En la figurav2.14 se ilustran los conceptos recien descri-

tos.

Vi Va Vi Vy
I

Vg Vs
vy

Figura 2.14

Una trayectoria T de v; a veg es:

o g B (Vi, Va, Vg, V4, V) y tiene longitud cuatro. De h
Vi=Ve

Ta distancia Vs a v; es cuatro; la de v, a v; es
uno, la excentricidad de v; es dos y el didmetro de la gra

fica es cuatro; los nodos periféricos son vy, vg, v; ¥

e(vy) = e(vs) = e(vs)=8(G) = 4.
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Si N(v) es la estructura de nivel cimentada en vV,
ala excentricidad del nado v se le conoce también como
la Longitud 0 profundidad de N(v). La anchura de N(y)

queda expresada como
a(v) = max'{INi(v)l: 0<i<e(v)}.
La figura 2.15 muestra una grifica G ¥ la estructura
de nivel enrajzada en Vy. Se puede observar que la excen-

tricidad de v, es tres y la anchura de la estructura de ni

vel @s cuatro.

Vi Vo Vi3 Vy Vs

Vg

No L {Vu}
Ny = {vs sVs}
Ny = {vy,vq,Vg,Ve}

V1 pigura 2.15 . Ny = {vy,v;}
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Regresando a la tarea de encontrar nodos inciales pa-
ra el algoritmo con inversign de E. Cuthill Yy Mc. Kee, se.
tiene la experiencia de que es necesario encontrar un par
de nodos que se encuentren a distancia mixima o cerca de es
tarlo, afirmacién que implica que los nodos deberin tener
excentricidad grande. Buenos candidatos resultan ser los
nedos periféricos, pero en general resulta tardado y costo-
so localizarlos, ya que para obtenerlos es necesario encon-
trar para cada vértice el nimero de trayectorias que 1o con
tienen, calcular la longitud de cada una y seleccionar algu
na de longitud mdxima, después elegir de entre ellas alguna
que coincida con el diametro de la grifica. Estas conside-
raciones nos hacen pensar que en una grafica en donde el nd
mero de nodos es grande, el nimero de iteraciones es eleya-
do. Can respecto a esto diremos que el mejor algoritmo que
encuentra nodos periféricos es del orden de 0(|v||Al),Smyth
[17] y que en 1a mayofia de las aplicaciones de éste en ma
trices ralas esta cota 1lega a ser 0(|v|2). Desde luego que
la idea de encontrar nodos periféricos resulta ser muy atrac
tiva y la razdn para ello es convincente, pues al generar
una estructura de nivel en un nodo periférico, el nimero de
niveles es mayor que el niimero que se obtiene si el vértice
no 1o es. Entre mas niveles se tengan, la cardinalidad de ca
da uno de ellos disminuye, trayendo consigo l1a reduccidn del
ancho de banda de la grdfica y consecuentemente el de Ta ma

triz.
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En el algoritme RCM se empleardn nodos de excentridad

alta como nodos iniciales; nos referiremos a éllos como no-

dos pseudopeniféricos. E1 algoritmo encuentra nodos pseudo

periféricos, es heuristico y ha demostrado que solamente en

situaciones especiales Tos nodos periféricos resultan ser

mejores que los encontrados por 1. Este es debido a Gibbs

et al. [18].[26]

ALGORITMO PARA SELECCIONAR NODOS INICIALES

Escoger un nodo arbitrario v € V.

Generar la estructura de nivel cimentada en v:
N(V) = ENg(v), Ny(v),... Ne o (V)).

Elegir un nodo u de grado minimo en el dltimo ni

vel de la estructura
Generar la estructura de nivel enraizada en u
N(u) = {Ng(u), Ny(u),..., Ne(u)(u)}.

b) Si e(u) > e(v) asignarle a v = u y regresar a

c.
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Vs

E.. El nodo u es un nodo pseudoperiférico
EJEMPLO
Sea G Tla grdfica siguiente
Vi Vo V3 Vy
W ;. [ 7 ——
V7 “-\'lg Vg

Figura 2.16

Ve
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R i
sy

A Témese V, como nodo inicial v = v,

B. Estructura de nivel cimentada en v,

12 | No(Vz) = {vy}

V3 N1(vy) = {vy,V7,Vg,V3l

N,Z(Vz) = {Vgovl,}

N3(V2) = {Vs}

Ny(v2) = {vg,VigsVya}

Figura 2.17
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C. vg tiene grado minimo entre los vértices del nivel

mas profundo.

D. a) Estructura de nivel cimentada en v¢

No(ve) = {vgl

Ni1(vg) = {vs,Vip,V11}

N2 (vg) {vy}

Ns(vg) = {vz,vg}

NQ(VG) = {Vz,Ve}

Ns(vg) = {vy,v7}.

Figura 2.18

b) En este caso e(vg) =5 y e(vy) =4

por lo tanto e(vg) > e(v,)
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y de aqui que hagamos Vv = vg y regresamos al paso C

C. Escoger un vértice del nivel Ne(VS)(vs) que ten-

ga grado minimo; sea éste v;.

D. Generar la estructura de nivel cimentada en v,

o No(vy) = (vy}
kv 'z Ni(vy) = {vy,vy}
Ve rvs No(vy) = {vg,v3}
Vo Pv“ N3(vy) = {vg,vy}

Vs Nu(V1) "{Vs}
vl vy, Ns(vy) = {vgsVigsVi1}

Figura 2.19
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Como e(v;) = e(vg) = 5, se tiene que:

E) Vi es un nodo pseudoperiférico. Por 1o tanto el

algoritmo termina.

En Tas figuras 2.10, 2.11 y 2.12 con las que ilustra-
mos el algoritmo con inversidn, hicimos notar 1la necesidad
de tener un criterio que nos permitiera obtener vértices ini
ciales; ahora que ya tenemos una forma de encontrarlos, ha-
remos una descripcién de éste y de sus efectos en la grafica
y Ta matriz, utilizando los criterios para la eleccién de

nodos pseudoperiféricos.

Consideremos la matriz siguiente y su grifica asociada
(figura 2.20). Observemos que la grafica es la misma que la
de la figura 2.16. De aqui que podemos utilizar el vértice
Vi como nodo inicial, ya que éste fué elegido con el crite
rio que nos permite encontrar nodos pseudoperiféricos. La
figura 2.19 muestra la estructura de nivel cimentada en Vi,
y en la figura 2.21 se observa la grafica con la nueva nu-
meracién y la matriz correspondiente. En la figura 2.22
esta la grafica renumerada invirtiendo el orden, junto con

la matriz resultante.
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5 6.7 8 91011

X il
% %
X X
X X
X X X X
X X X X
s X X
X x x
X X
X x X X
X %X o x x|
Vs Vg Vs
J
Vg Vio

Figura 2,520
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»

Del ejemplo que acabamos de analizar podemos observar
que, al aplicar el algoritmo de E. Cuthi]l.y McKee a la ma-
triz de Ta figura 2.20 obtenemos que el perfil es de 19
(figura 2.21) que es el mismo para la matriz de la figura
2.20 al aplicar el algoritmo R.C.M (figura 2,22). Analice
mos ahora un ejemplo en donde esto no pase; e.d. en donde

Tos perfiles dados por estos ordenamientos sean diferentes.

Sean A una matriz simétrica y G® su grafica asocia

da como se muestran enseguida:

[x X % X
X X X
X X
A = X X X
% X
X X X X
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Vs? ﬂva

Vs!} JJ]V7
GA

Vﬂ

VQL“* 4ﬂV2

Elegimos a v; como nodo inicial y construyamos su es-

tructura de nivel N(v,).

N(v;)
\b! NO(VI) = ‘[Vl}
Vy Ve Ny(vy) = {vy,vy,vel
vy

'{V2 »V3 ,V5}

Vo Vi Vs ; NZ(V_)
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Ahora elegimos un nodo con grado minimo del Gltimo ni-

vel. Sea este v3; y construyamos su estructura N(vs3).

N(v,)
PV3 No(V3) =>{V3}
vz NI(V3) =.{V7}
Ve f Nz(Vs) ='{V59V1,V2}
Vi Vo
Vs Vy N3(V3) =.{V5,Vu}

Como Ta exentricidad de v; es 3 y de v, es dos
procedemos a elegir un nodo de grado minimo de Na(vs) y
generar su estructura de nivel. En este caso vg tiene
grado menor que v, por lo que su estructura N(vs) queda

como:
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N(Vs)

No(Vs) .{VS}

N1(V5) .{Ve}

No(vs) = {vy,vy}

N3(V5) =.{V4,V2,V3}

La exentricidad de vs y de v3 es tres por 1o que
Vs y Vi3 son nodos pseudoperiféricos y de aqui que ya ten
gamos nodos inicia]es; que nos den un mejor ordenamiento al
aplicar el algoritmo de E. Cuthill y McKee. Demos la nume
racion a e* -obtenida por este utilizando como nodo ini-
cial a vs. La nueva numeracién para la grédfica estda dada

POr Uy, Uzs.-.,U7.



75

ul?

fue

Uaf

y esta permutacidn transforma a

siguiente

X X i
1
A = 1, X X X
. : 5 5
. & . X

la matriz A en la matriz

% S AR

. X x

X 2 X S
A ¢ .
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Ahora demos a la grafica el ordenamiento obtenido por
R.C.M. Sea este Wiy Wps...,Wp. La grdfica con esta numera

cion y la matriz A reordenada son, como se muestra a conti

nuacion:
Wy ﬂwz
Wg ‘JPWQ
W5
W3 L‘ —4IW 1
X & & 5 . 7]
‘ X " X . . .
X . X ‘ X a §
" -
A = X X % X X X ‘
. . %o s % X X !
. . . ¥ X 4 X
. . i ; . X x|
-
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Dé esté ejempio podemos observar que el pe}ffl de A'
es de 11; mfentras que el de A" es de 10. Recordemos que
para la matrﬁz de la figura 2.20, los perfiles coinciden ba
jo los dos ordenamientos; CM y RCM. En general se tiene
que 1 reordenar una matriz mediante el primero de estos, la
envolvente de la parte superior resulta tener menos o tan-
tos elementos'que la envolvente inferior. La permutacién

dada por y; = transforma la envolvente superior en

xn-i+1

la envolvente inferior y .viceversa. De aqui que en muchos
casos este ordenamiento reduzca el perfil. Todas estas ideas

estan contenidas en la definicién y teorema siquientes.

Defindicibn
La envolvente superion de una matriz A, es el conjun

to ENV_(A) ='{a;5: 0 <j - i <l(A)

i o 4 -
donde Bs = fs is fs max {ai

of2 .. F0, i# j
j a1J 0, i J}
para i, je{1,2,...,n}.

Teonrema

Sea A wuna matriz simétrica de orden n. Si A; es
la matriz que se obtiene de A a través del ordenamiento

de Cuthill-McKee, entonces:

.~

[ENV_(Aq) | < [ENV(Ap)]
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Demostracibn:

Supongamos que a,. € ENVS(AO) y a

i3 # 0; entonces

ij

a.. € ENV(Ag). Si a

ji ij
con la cual se construyo el ordenamiento. Como a, € ENVJAO)

= 0, sea N 1la estructura de nivel

] * ]
existe j tal que aij' #0 'y Jj<Jj . Demostraremos que ay; € ENV(Aq) .

1
pado que los vértices i y ] son adyacentes es po-

sible encontrar un entero positivo £ tal que:

a) i.j'e Nz

b) i€ Ne ¥ i € Np+t !

De (a) se tiene que <] < j', j € Np y de aqui,
es posible encontrar una k € Ny , con las propiedades de
que k < i y J € V(k). El1 elemento ag #0 por lo
tanto ay; € ENV(A).

_ De la parte (b) se concluye que si j € N; entonces se
reduce al caso (a). Cundo j € Ng,;, , en N, se encuen
tra un vértice k tal que k <i y Jj € v(k); ya que
si i <k, tendriamos un ordenamiento en los nodos que no
fué el dado; por lo tanto k <1 <j, a; #0 yay, € ENV(A,),

b}
con. 1o cual el teorema queda demostrado.
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II. 4 REDUCCION DEL LLENADO

Sean A wuna matriz de orden n, simétrica, definida
positiva y rala, L el factor de Cholesky de Ay F=1L + L5
Definimos el {fLenado de A como el nimero de elementos de
Fdistintos de cero que se encuentran en posiciones que

en A son cero.

En esta Gltima seccidn se hace en principio una descrip,
cidn de la relacién entre grdficas, matrices y eliminacidn
gaussiana y después se muestra el algoritmo de deficiencia
minima debido a J. Rose [15,31] que tiene como objeto, redu- .
cir el 1lenado de la matriz A, renumerando los vértices
de la grdfica asociada- *G*. Para ello se construye una“"?

sucesion de graficas {Gi]n en donde n +1 es el
i=0
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nimero de vértices de G*. La grifica 6, = (V,,A,) seob
tiene eliminando el vértice v, de la grifica 6, _, Tlas
aristas que lo tienen como extremo y afiadiendo las aristas
que se originan con la eliminacion. La grafica F y su grd

fica G quedan determinadas mediante la sucesidn {Gi}n .
i=0

Ejemplo

Sea Ay una matriz simétrica, definida positiva, rala
y G20 sy grafica asociada,como se muestra en la figura
2.23. Las sucesiones {Ai}‘+ y {Gi}“ se obtienen segin las

i=0 i=0
ideas anteriores y se muestran en la figuras 2.24 (a) y 2.24 (b)

Vi

— — V3
xrE 3 %
X X & o X

A

G0 = Go Vs Vo

Ao =|]. . x x x
X . X X X
« X % XX
_ -
Figura 2.23

= & V3 V2

Figura 2.24 (a)
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. o X X
L - Vs Vy
s S S
vy £ .5 X X
A; =], . x x x G3 0~ !
Vs Vy
o s @ %
FI X X
e =
x x . ox ]
¢« X S ¢
A, =/, . x x % Gy 0
Vs
: % X X
T [:ilJ
—

Figura 2.24 (p)

* A los elementos que pueden ser cero y que Se originan durante la eli
minacidn se denotan por (X) Las nuevas aristas se indican con lineas pun
teadas.
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En el ejemplo que acabamos de considerar observemos que
cada matriz Ai i=1, 2, 3, 4, puede ser construida de la

matriz A La relacion entre ellas queda expresada en el

i-1°
siguiente parrafo.[13]

Si Q;, Q2, Q3, Q, son matrices con la propiedad de
que:
Qi Ai_1 = Ai para i =1, 2, 3, 4
y definimos
T=0Q Q3 Q2 Q>
entonces T es no singular, ademds de que
a) TAg = Ay y Ap =TI,

en donde

b) T°! es triangular inferior y A, es triangular supe-
rior.

Conyiene recordar que no siempre es cierto que T =L y A = Lk,

De las sucesiones de matrices y grdficas que se mues-
tra en la figura 2.24 se concluye que la matriz F y su

grafica asociada GF, quedan como se muestran en la figura

2.28:
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F=L+L®=]. . x x « &'
. i
X X X X X
. X X X X Vs

L
Figura 2.25

Una pregunta que surge al analizar el ejemplo anterior
es la siguiente: ¢qué pasaria si eliminamos vy, vy, vy, V4"
Yy Vs en otro orden?. Convendria pues, tener una manera pa:
ra elegir nodos que introduzcan el menor niimero de aristas’
durante el eliminacidn,ya que esto contribuye a disminuir
el 1lenado de la matriz A: como sabemos, ésta se obtiene
con las nuevas aristas que se forman durante el proceso de
eliminacidn. Es claro que si v es un vértice y u,w son
adyacentes a &1, al eliminar v de la grdfica se obtienen
nuevas aristas si u y w no son adyacentes. Para formalizar:
esta idea definimos la deficiencia de un vértice v : como
el nimero de parejas {u,w} que tienen a v como vecing:

pero que u y w no lo son entre si, mids precisamente:
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D(v) = [{{u,w}: u, w € V(v), w & V(u)}|

De la figura 2.26 observamos que la deficiencia de y; es 3

y la de v, es 2

Vi Vo Vi3 Vy

Figura~2.26

ALGORITMO DE ELIMINACION CON DEFICIENCIA MINIMA

1. Sea Gy Tla grdfica correspondiente a la matriz A
2. Para 1= l,..., M

a) asignese el nimero i al vértice en Gi_]

que tiene minima deficiencia
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b) Eliminese dicho vértice,las aristas que lo con-
tienen y anidanse las aristas nuevas, obteniéndo

se asi la grdfica Gi

3. Si todos los vértices de la grdafica han sido nume-
rados, el proceso termina;de otra forma,considére-
se el conjunto de vértices restantes y elijase al-
guno con deficiencia minima, constriyase la grafi-
ca de eliminacidon correspondiente y asignesele el
menor entero positivo que no haya sido asignado.

Ejemplo

Consideremos la siguiente matriz A y su grdfica aso-
ciada 6* en 1a figura 2.27. E1 vértice de minima defi-
ciencia es v; por lo que damos a éste el nimero 1 y ademds
D(v7) = 0.Observamos que la gréfica de eliminacién G; no con
tiene aristas nuevas y los elementos de la matriz que antes

eran cero lo siguen siendo.

En la grdfica " G,, el vértice vg tiene deficiencia
D(vg) = 0; damos a vg el nimero 2. La grifica G, se
construye a partir de G; quitando a vgy a las aristas que
To tienen como extremo. En la grifica G, vemos que
D(vy) = 0, por la que v, tendrd el nimero 3 en la nueva
numeracion; 1a grafica G, Se construye como las anteriores.
La deficiencia de los vértices en ‘63 es uno para todos,

asi es que da lo mismo eliminar cualquiera de ellos; elimi



nemos v; para construir G,. Las grdficas Gs y Gg se
pueden observar a continuacion de G,. A los vértices v,
Vy, V3 ¥ Vs se lesdan los nimeros 4, 5, 6 y 7 respectiva-
mente. La matriz del llenado F y grafica 6 semuestran

en la figura 2.29 también.

Como lo expresamos al principio de esta seccion, elal
goritmo de deficiencia minima. es un alﬁoritmo heuristico,
que encuentra ordenamientos subdptimos para los nodos de la
grafica g y con ello reduce el llenado de la matriz A.
La idea fundamental de este consiste en encontrar.en cada
paso de la eliminacidn, vértices cuya deficiencia sea mini-
ma. La bdsqueda de este tipo de vértices en general resul-
ta costosa, pues para cada vértice v, el cdlculo de
su deficiencia involucra (|V(v)||V(v)|+ 1|)/2 pruebas y
estos cdlculos consumen mucho tiempo de procesador. Por
ello es conveniente utilizar otro tipo de algoritmos, como
el de grado minimo J. Rose [16,17]que elimina en cada paso
nodos de grado minimo; esta operacidon reduce considerable-

mente el tiempo en los cdlculos.
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A continuacion consideramos la matriz del ejemplo ante
rior (figura 2.27),a la cual se le aplicard eliminacidn
gaussiana; las matrices A;,..., A; corresponden a la ma-
triz que se obtiene en cada paso de la eliminacidon, mien-

tras que AL

es la matriz del 1lenado. Observemos que me
diante este proceso el 1lenado de A es de 12 mientras que
al aplicar el algoritmo de deficiencia minima el 1lenado de

A es de 2.
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CAPITULO 111

En este capitulo se dan ejemplos que ilustran los resul
tados de aplicar los algoritmos del capitulo II. Algunos de
ellos muestran las ventajas entre los ordenamientos inicia-
les y los obtenidos posteriormente; los otros se ‘han seleccio
nado con el fin de sefialar dénde pueden fallar tales algorit
mos; e.d los resultados no son los deseados. Esto se debe
a que los algoritmos son heuristicos y de aqui que los resul

tados en algunas ocasiones estén lejos de ser dptimos.
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III. 1 La ecuacidn de Poisson discretizada en una regidon rec

tangular con elementos triangulares.

Para esta regidon se usaron 2-6 elementos descritos en
[15]. Se puede observar que el nimero de nodos es de 81.
La matriz del sistema original (figura 3.1) tiene un ancho
-de banda de 56. Su gradfica asociada & se muestra en la fi
gura 3.2. Observemos que el nuevo ordenamiento para los no
dos de G (figura 3.3) produce un ancho de banda de 12 y el
perfil es de 386.

Ahora consideremos la matriz de la figura 3.5; ésta co
rresponde al sistema de ecuaciones antes descrito en donde
se han numerado los nodos en distinto orden. Aqui el ancho
de handa es de 76, E1nugvocorden dado a los nodos de su
grifica asociada (figura 3.6) es el de Ta figura 3.3; de
aqui que el ancho de banda y el perfil coincidan con los da

dos al reordenar la matriz de Ta figura 3.1,
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III. 2 La ecuacidn de Poisson discretizada en una malla va

riable.

En este ejemplo consideramos una regién rectangular,
subdividada en recténgulds: Se hicieron variar las dimensio
nes de la malla bara obseryar los cambios sobre el ancho de
banda. De aqui se concluye que si la malla es de n por
n, la banda de la matriz tiene un ancho de n; mientras que
si las dimensiones son de n xm bara n <m el ancho de
banda es de n +1 Otro resultado importante sobre este
ejemplo se obtuvo al numerar Tos nodos por columnas y des-
pués por renglones; de estos ordenamientos, los algoritmos
dieron el mismo.resultado; e. d Tas numeraciones finales
coinciden, adn cuando la manera de ordenar los nodos ini-
cialmente fué distinta; La tabla siguiente es una muestra

de To expuesto.

n m no. de nodos Ancho de banda Perfil
5 5 25 5 90
5 10 50 6 235
10 10 100 10 705
10 20 200 11 1795
50 50 2500 50 84525

50 100 5000 51 211975
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IIT. 3 Una muestra de matrices generadas aleatoriamente

E1 objetivo de este ejemplo consiste en verificar si el
ancho de banda obtenido por el algoritmo es el dptimo. Por
el tamafio de matrices (or en 10) fué posible encontrarlo; pe
ro conforme el orden aumenta, esto se vuelve més complicado.
Las iniciales 8 0 , B RCM , g M, EDC, ENV RCM correspon-
den a el ancho de banda original, ancho de banda dado por el
RCM, ancﬁo de banda minimo, porcentaje de elementos distin-
tos de cero (se incluye la diagonal) y nimero de elementos
de 1a envolvente después del RCM, respectivamente. Las ma-
trices se generaron con la funcion TIME(x) donde x = 0,1,
..., 12 de 1a Burroughs 7000, que proporciona nimeros al

azar entre 0 y 1.
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ENVRCM

BRCM BM EDC

80

20

20 .
16

18

18
22
20
14

20
14

20
26
12

12

22

18

26

22
46

25
25
30
35
22
28
22
24
31

50
48

58
40

>
44

48
54
72

35
39
40
34

78

80

78
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ITII. 4 ¢Qué sucede con los empates?

Recordemos que cuando el CM procede a numerar los no-
dos de una grdfica se tiene que si, ¥ v € V(vk), gr(vi)=
gr(vj) Y £ es el entero por asignar, entonces vi 0 vj
pueden tomar indistintamente 1a etiqueta £. En esta obser
vacion se basa este ejemplo. Supongamos que se ha dado a
Ta malla de 1a fiqura 3.7 1a numeracién. que ah{ se muestra,
en donde el ancho de banda de ]a matriz correspondiente es

de 3.

1 4 7 10 13 16

o 0 0 —— 0 — ]
5 8 11 14 17

20 — —q —0 0 —0
3 6 9 12 15 18

a —0 —0 —0 —10 =i

Figura 3,7
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Mediante el CM la numeracion queda cemo en la figura 3,8
con la cual el ancho de banda es de 4. Una manera de resol-
ver esto e.d. que si el ancho de banda del ordenamiento ori
ginal es menor que el proporcionado bor el CM, »
quede con el ordenamiento origina1; esta solucion es muy fa-
cil pero en realidad el problema no esta ahi sino en la mane
ra de resolver los embates. Una muestra de ello queda esta-
blecida en el ordenamiento de Ta figura 3.9 que produce un
ancho de banda de 3 y se 1legd a esta solucién al asignar la

etiqueta 2 donde el CM colocé la etiqueta 3 y viceversa.

1 2 4 7 10 13
0 0 0 0 —{ 0
5 8 11 14 16
30 —0 | | 0 0
6 9 12 15 17 18
] | il — —{ |

Fiqura 3.8
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Figura 3,9

3 ‘6 9 13 16

-0 0 0 —3 —q
5 8 11 14
7 ' 10 12 15

-0 g 0 —g -,

17

18



* 109

CONCLUSIONES

Se ha comprobado mediante los ejemplos expuestos aqui
y en algunos otros no enunciados, que los algoritmos del ca
pitulo II'proporcionan ordenamientos subdptimos para redu-
cir el ancho de banda, el perfil y el llenado de una matriz
;imétrica, definida positiva y rala. Sobre el RCM quedo de
mostrado que al reordenar una matriz mediante el CM, el per
fil no aumenta al hacer la inversidén. Con respecto al CM
sefialaremos que dada Ta manera como se resuelven los empa-
tes, e.d. es decir como se elige el siguiente vertice a
numerar para el ancho de banda no difiera demasiado.

.. Desde luego que el ver a futuro cual vértice
conyiene numerar primero y cual después trae consiéo mayor
tiempo en obtener el ordenamiento, asi como la utilizacidn
de mis arreglos para guardar la informacidn que se requie-
ra en ese momento o en su defecto complicar la estructura
del programa, De la forma en la que se eligen Tos nodos
iniciales para el algoritmo de Gibbs et al [18], observamos

que los nodos de excentricidad grande no son considerados
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cuando se encuentran en los niveles intermedios, Por esto
podria resultar conveniente elegir un conjunto de nodos al azar
y seleccionar alguno con excentricidad midxima e iniciar el

algoritmo con este como nodo inicial,

De las observaciones antes mencionadas podemos proponer la

investigacion de algunos aspectos tales como:

a) Dado que los empates en el CM se resuelven de manera indis-
tinta, seria bueno dar criterios que mejoren la parte respec-

tiva del algoritmo.

b) Estimar la probabilidad de que los algoritmos sobre reordena-

mientos sean efectivos, usando el método de Monte Carlos.

¢) Para el caso de matrices no simetricas adoptar los algoritmos
y establecer un criterio sobre el funcionamiento para dichas

matrices.
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APENDICE

Los ordenamientos encontrados para los nodos de los
ejemplos del capitulo IIT ~se obtuvieron utilizando los
algoritmos que se describen en el capitulo II. secciones
2.2, 2,3y 2.4, La instrumentacidn computacional se presen
ta a continuacidn; asi como los programas con breves comen-
tarios para cada una de las subrutinas. Todas ellas estédn
compiladas en FORTRAN IV de la B-7000. Los esquemas de las Pags.
112 y 113 sefialan el orden para dicha instrumentacién. Con
las subrutinas ahi mencionadas se obtiene un ordenamiento
subéptimo en los nodos de una grdfica G para reducir el
ancho de banda y el perfil de una matriz simétrica y defini
da positiva cuya grafica es G. Observemos que los esque-
mas A y B difieren en la subrutina que construye la es
tructura de adyacencia. E1 esquema A contine a GEGIRC,
que utiliza mds arreglos que GENGRA y por lo tanto mds me

moria, pero GEGIRC es procesada en menos tiempo que GENGRA.

E1 esquema C muestra un esqueleto que define el cami-
no a seguir, para encontrar un reordenam nto en los nodos
de una grédfica asociada a una matriz A, que reduce el 1le

nado de A.
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A
GEGIRC
GENRCM.
RCM FNROOT INVRSE
DEGREE ROOTLS FNENY
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B
GENGRA
GENRCM
RCM FNROOT INVRSE
DEGREE ROOTLS FNENV
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Dada una matriz simétrica de orden n, sabemos que es
posible asociarle una grifica G* con n puntos. (Capitu
To IT, secc. 1). La grdfica queda completamente determinada
cuando para cada vértice v, con i=1,2,..., n, sabemos

cuales indices j,(vi, vj) e A(6Y).

Las subrutinas GENGRA y GEGIRC construyen a partir de
una matriz A, con las caracteristicas antes mencionadas,
la estructura de adyacencia de su grafica asociada G*. Pa
ra ello, se utiliza un esquema descrito por A. George en
[ ]. Este esquema consta de dos vectores unidimensionales
11amados ADIJNCY y XADJ de Tongitud 2|A(G*)] y n +1
respectivamente. E1 vector ADJNCY guarda para cada vérti
ce v, el conjunto ADV(vi), el cual se encuentra después

del conjunto ADY(vi ) y antes de ADY(v, .). En el vec-

-1 i+

tor XADJ, se establecen posiciones para cada vértice me-

diante la regla:

XADJ(VI) 1

y XADJ(v,)

XADJ(vi_j) + |AD (Vi-1)|’ is= 2,3...9

De 1o anterior, tenemos que si

XADJ(vi) # XADJ(vi+1)
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y £ es tal que
XADJ(v,) < L < XADJ(v, ) - 1

E ; i v, = " (L)
VJ ADy(vl) si VJ ADJNC' (£)

GENGRA

Sea A una matriz rala simétrica y definida positiva
Supongamos que A ha sido almacenada por columnas, en don-
de dnicamente figuran los elementos distintos de cero a s

con i=27]j.

La subrutina GENGRA construye la estructura de adya-
cencia de la grafica (1 aéociada a A, operando sobre los
arreglos IR, AD, ADJNCY y XADJ. De entrada IR contiene
para cada a;s distinta de cero con i > j el indice 1,
mientras que AD es un vector de apuntadores para el prin
cipio y el final de cada rengldn. Los arreglos de salida
ADJNCY y XADJ que contiene para cada vértice su vecin-
dad y posicion de ésta, respectivaménte, son utilizados por
GENGRA para localizar los vecinos j de un vértice i si

j es menor que i.
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**#****t**t**#*xttﬁ**lkt#*****t**i;ﬁkklxﬂkx*x****##*******k***
cosssesessssssesrescves BENGRA Peeesererse e aaa s
KAOKK K IORK KKK KKK OOORKIORIOOK KKK Ok IoKkokololokokkaokkokk

LA SUBRUTINA GENGRA GENERA LA ESTRUCTURA DE ADYACENCIA DE UNA
GRAFICA ASOCIADA A UNA MATRIZ ySIMETRICA DEFINIDA FOSITIVA DNE
ORDEN EL NUMERG DE ECUACIONES.

FORKAOKA KKK KKK KKK KKK K KKK KKK AR KK ORKOKI KKK KKK R IR IR K E KKK KKK

FARAMETROS DE ENTRADA -

IR - ARREGLO DE UNA DIMENSION QUE CONTIENE EL INDICE DE REN-
GLON IE CADA ELEMENTO DISTINTO DE CERQ AIJSEN DONDE I ES
MENOR 0 IGUAL QUE J.

AD - ARREGLD DE UNA DIMENSION DE LONGITUD EL NUMERD NE
ECUACIONES MAS UND. CONTIENE APUNTATORES Al FRINCIFIOQ
Y AL FINAL DE CADA RENGLMN.

NEC - NUMERD DE ECUACTONES.

FARAMETROS DE SALIDA -
ADJNCY - ARREGLO DE INA DIMENSION QUE CONTIENE LA VECIN-
DALl DE CADA VERTICE.
XADJ — CONTIENE AFUNTADORES AL FRINCIFIO Y FINAL DE CADA
VECINDAD.

KRR AR KK AORAOR KA FOR K KKK IORR K KKKk OOk ROk KKKk KKk oKk KoK
SUBROUTINE GENGRA (IR»ADyADJINCY s XADJyNEC)
FHARACRROK AR OR KRR K AOR KRR OK KKK KRR oK ROk Rk ok sk ookl ook ok kK
INTEGER IR(1)sADCL) v ADINCY (1) ¢ XADJIC1) # NET

FORK KRR KKK KK AR K K HOKKKK KK ORI KR KK KRR OK Skl ko kokok Kok ok &

INICIA

I=1
XADJ(I)=1
N=AD(I4+1) -AD(T)
IF(NJNE.1) GO TO 1
XADJCI4H1) =XAD(T)
GO TO 2
DO 100 J=ADCD H1yADCT4+1) 1
ATUNCY (L) = TR ()
L=l+1
XADJCIH1) =XADJ (1) 41
D0 200 I=2sNEC
NY=0
D0 300 K=1sI-1
K1=XADJ(K+1)~XAILK)
IF(K1.EQ.0) GO TO 300 , 4
DO 400 M=XADJ(K) s XADJCK+L) =1
IF (ADUNCY (M) .GT. 1) BN TN 300
IFCATLINCY (M) L LT I3 GO T 400
ADJNCY (L) =IR(ADCK) )
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NU=NU+1
L=L+1
GO TO 300
CONTINUE
CONTINUE
N=ADCTH1) -ANCT)
IF(NGERQLL) GO TO 3

C D0 H00 J=ADCDHLsADCIEL) -1

ADJNCY (L) =IRC.))

L=L+l
XADJCTHL Y =XADJ (D) +NV+N~-1
CONTINUE

RETURN

END

GEGIRC

Dada una matriz A simétrica, definida positiva y ra-

la, la estructura de adyacencia de su grdfica asociada

es generada por GEGIRC Esta subrutina trabaja sobre los
arreglos IR, IC, AIR, AIC; en donde IR e IC contienen
los indices de renglén y de columna, respectivamente, de ca

da elemento a;; distinto de cero, con i > j. Los vecto

res AIR y AIC estdn relacionados con IR e IC, de

tal manera que:

Para cada renglén y/o columna, es posible determinar

el nimero de elementos distintos de cero, asi como su prin

cipio y final.

De salida, la estructura de adyacencia de 6*, se en

cuentra en un par de vectores unidimensionales ADJNCY 'y

XADJ. En donde el primero contiene para cada vértice a su

vecindad y el sequndo sefiala el inicio y el final de esta.
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Yeesssresseess  BEGIRC R R R T

FOORACK AR ACK KRR ANCKORHROROKFORR N KRR KRR R KRR KKK KK Ko KoK ok sk K ok ok sk

ESTA SUBRUTINA CONSTRUYE LA ESTRUCTURA DE ALYACENCIA DE LA
GRAFICA GA ASOCIADA A LA MATRIZ A v QUE ES SIMETRICAyTIEFINT-
DA FOSITIVA ¥ DE DROEN N. GEGIRC UTILIZA LOS INDICES NE REN-
GLON Y COLUMNG DE CADA ELEMENTO A(IiJ) DISTINTO DF CERDy

CON I MAYOR O IGUAL & ..

AR IO AR AR AR AR KIOR AR KRR KRRk s sk ok ok kil sk sokoaloloRsk ok sk kokokok

FARAMETROS DE ENTRADA -

IR E IC ~ARREGLOS UNIDIMEMSIONALES QUE CONTIENEN LOS INDI-
CES DE RENGLON Y COLUMNA REEFECTIVAMENTE. DE CADA EE-
MENTO DISTINTO XNE CERO.

AIR Y AIC - ARREGLOS DE UNA DIMENSION QUE APINTAN Al PRIN-
CIFIO Y FINAL DE CALA RENGLON Y CADA COLUMNA.

FARAMETROS DE SALIDA -
ADJNCY - VECTOR DE UNA DIMENSION AUE CONTIENE LA VECINDAR
DE CADA VERTICE,
XADJ ~ SENALA L& FOSTCION DEL TRICIO Y FINAL DE Cala VE-
CINDAD ERN ATJNCY .

KRR ROR R AR KA AR KA AR AR ACKARR KK KRR KK RORK K K ok
SUBROUTINE GEGIRC (IRsICyAIRsAICsADJNCYXADJyNEC)

R AR K AORIAOROR K AR ACK KKK ROR K K R KROR KSRk ok ok s ook ks ook kol ok ok
INTEGER IR(L)sICCLYyAIRCL) yATCCLY yADJHCY (1) » XALI 1) g NED

*****#*X*k****t****XX##*X#***#******X*X**k%#ﬁ#*#*******i***

XADJ(I) :1
M=1
N=ATR(I+1)-ALR(L)
IF(NLEQ.12G0 TO 10
GO TO 3¢
D0 100 I=2.NEC
M=AIC(I:~ATIC(I~1)
IF(M.EQ.LY GO TO 20
DO 3CGO0 K=aIC(T-1)4+1sATIN(T) 1
ADUNCY (L) =TC (KD
L=L+1
N=ATR{T+L) ~aTROLY
IF(NLER.L) GO TD 10
D0 200 J=ATRCI)HLeATRCIETY -1
ADUNCY (L) =TR(J)
L=l+1
XADSCT+1 2 =XANICT) M-
IFCILEQ.LY GO TO 40
CONTIRUE
RE TURN
ENT
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rootLs [17]

Sea ROOT el nombre de un nodo inicial. La estructura
de nivel cimentada en ROOT es obtenida por la subrutina
ROOTLS, la cual utiliza cinco arreglos de una dimensién
XADJ, ADJNCY y MASK en donde los dos primeros contienen
la estructura de adyacencia de 1a grifica y el tercero in-
dica cuales nodos pertenecen a 1a misma componente que
ROOT. Los arreglos LS ¥ XLS contienen la estructura
de nivel. Los nombres de los nodos de cada nivel se encuen
tran en LS en donde el nivel N, se localiza después del
Ni_1se localiza después del Ni-l y antes del “1+J mien
tras que en XLS es um vector de apuntadores para el ini
cio y el final de cada nivel. E1 entero NLYL correspon

de al niimero de niveles en (XLs, LS).

X**X***X#**t*X*#*#*k*#****XXi#***##*###t*#*#xtt**##*#***lt*t*
Kkkkkkkkk ROOTLS.. CONSTRUYE LA ESTRUCTURA DE NTUEL XXkXkikkx
#*R****K**X**XXX##*X#*###X*##*#***t#t#****#*******X*#i*ittﬂx*

ESTA SUBRUTINA GENERA LA ESTRUCTURA DE NIVEL CIMENTADA

EN EL VERTICE LLAMADO ROOT. UNICAMENTE LOS NDDOS FARA

LOS CUALES MASK NO ES CERO SE CONSIDERAN.
**x*#xxx*#xxxx**xx*x**x*xxxt#xxxxxxxxxxt#xxxxx*tx*ttxxxxxx

FARAMETROS DE ENTRADA -
ROOT- EL NODO EN EL CUAL SE CIMENTA LA ESTRUCTURA TE
NIVEL.

(XADJ»ADJNCY) - CONTIENE LA ESTRUCTURA DE ANYACENCIA
DE LAGRAFICA.

MASK - SE USA FARA ESFECIFICAR IJNA SECCION DE LA GRA-
FICA. NODOS CON MASK(1)=0 SE IGNDRAN.

FARAMETROS DE SALIDA -

NLVUL - CUENTA EL NUMERO NE NIVELES.
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(XLSyLS) ~CONTIENE A LA ESTRUCTURA TE NIVEL CTMENTANA

EN ROOT. XLS ES UN VECTOR DE FOSICION DE LA ESTRUCT!-

'RA DE NIVEL Y LS ES UN ARRESLO DE 1JNA DIMENSTOM, »

QUE GUARDIA EN ORDEN SUCESTVN LOS NOMERES DE L0S

VERTICES DE CADA: NIVEL.
*t**t**xx**x***x#x*xt*x*xx#xx*x*x***x*xxx*t**x*x**x****m*xwxx

SUBROUTINE RDOTLS (RDDTyXﬁDJvADJNFY:MAShleUIyYLSylS)
**************#***#*X**X**************X*X*************iﬁi******k

INTEGER ADJNCY(1)sLEC1) s MASK (1) XLEC(1) ) '
INTEGER XADWJC1) v IsJa JSTOFy JSTRT LEEGIN,

1 CCSIZEyLVLENDyLUSIZE s NRF « NLUL

1 NODE » ROOT

'

*xxxx#**xtxx**xxtx**x***x**xt**i*x****x**x*x**x*xx*x*xx*m*xuxxxx

MASK (ROOT) =0
LE(1)=R0OOT
NLVL=0
LVLEND=0
= CCSIZE=1
LEEGIN ES UN AFIINTAUOR AL PRINCIFIO DEL NIVEL CORRIFNTE
Y LVLEND AFUNTA AL FINAL DE DICHD NTUEL
LBEGIN”LULEND+1
LVLEND=CCSIZE
NLVL=NLVL+1
XLS(NLVL) =LEBEGIN

GENERA EL NTVEL SIGUIENTE ENCONTRANLO TODDS L0s UEFI—”
NOS DE LOS NODOS MARCADOS CON MASK DEL NIVEL OUF SE
SE ESTA ANALIZANDO, .

D0 400 I=LBEGINsLVLEND
NODE=LS(I)
JETRT=XADI(NODE )
JETOF=XADJ(NODE+1) -1
IFCJSTOF.LT.JSTRTY GO TN 400
DO 300 J= JSTRTyJSTOF
NER = ALLNCY 1)

IF (MASK(NERY EQ. 0) G0 TN 300
CCSIZE=CCSIZE+1 f 131
LS(CCSIZE) =NBR
MASK (NBR) =0

CONTINUE

CONTTNUE
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CALCULA LA ANCHURA DEL NIVEL FDRRIENTEfﬂSI ESTA NO ES
CERD CONSTRUYE EL NIUEL SIGUIFNTF~ §

LVSIZE=CCSIZE~ LULEND
IF(LUSIZE GT. 0) GO T0D 200

e v e o et s st e i e i e st o s s o

RFENGARZAR A”IGNARLFS UND A 1LOS NODOS MARCADOS FOR

XLS (NLVL+1) =LVILEND+1
0o 500 I=1,CC8YZE
NODE=LECT)
MASK (NDDE) =1
CONTINUE
RETURN
END

FNROOT [17]

Esta subrutina instrumenta una versidon modificada del
esquema descrito por Gibbs et al [ ], para encontrar un par
de nodos pseud -periféricos. Considera a ROOT como nodo ini
cial, los arreglos XADJ, ADJINCY, MASK, XLS, LS y al entero NLVL.
Trabaja sobre la estructura de nivel construida por ROOT y
elige del d1timo nivel un nodo de grado minimo v y constru-
ye su estructura de nivel. Si Ta estructura con raiz en v
tiene mds nivelesque 1a cimentada en ROOT, elige un vérti-
ce con grado minimo del Gltimo nivel de N(v) y construye
Ta estructura correspondiente. En caso de que el nimero de
niveles en N(v) sea menor que Tos de N(ROOT), se detiene el
proceso. De otra forma se continua con el procedimiento has
ta encontrar un vértice en el G1timo nivel, que de origen
2 una estructura de nivel con mds niveles que N(v) si no
existe, de salida (XLS, LS) contiene la estfuctura-de nivel

N(v), ROOT = v y NLVL es el nimero de niveles de N(v).
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KRR KRR KK KA RO KRR KRRk KKKk
LEROKKKKKKFNRDOT Kkkkkk  ENCUENTRA NODDS PSEUDOFERIFERTCNS...
****#***t*#*#k***###**#X**#X***X*****X*l**X**********#*******

FNROOT INSTRUMENTA UNA VERSION MODIFICADA DEL ESQUEMA
DESCRITO POR GIBBSsFPDOOLE Y STNCKMEYER PARA ENCONTRAR
NODOS FSEUDOPERIFERICOS. DETERMINA ESTOS NODOS FARA

LA SECCION DE LA SUBGRAFICA ESFECIFICADA POR MASK Y ROOT.
KRR KRR KRR KRRk ko okR koo

SUBROUTINE FNROOT (ROOT»XADJsADUNCY s MASKsNLUL P XLSsLS)

KRR KRR KRR KRR KRRk ok ROk kK
INTEGER ADJNCY(1)sLS(1)sMASK(1)»XLS(1)
INTEGER XADJ(1)yCCSIZEsJs JSTRTsKyKSTOFsKSTRTo
MINDEG s NABOR y NDEG » NLVL ¢ NODE s NUNL VL. » ROOT
KRR ROk R ook KRRk ook

DETERMINA LA ESTRUCTURA DE NIVEL CIMENTADA EN ROOT

CALL ROOTLS (ROOTsXADJyADJINCY s MASKsyNLVLyXLS»LS)

CCSIZE=XLS(NLVL+1)~-1
IF(NLVL .EQ, 1 .OR. NLVUL .EQ. CCSIZE) RETURN

TOMA UN NODO CON GRADO MINIMO DEL ULTIMOD NIVEL

JETRT=XLS (NLVL)
MINDEG=CCSIZE
ROOT=LS (JSTRT)
IF (CCSIZE (EQ.JSTRT) GO TO 400
D0 300 J=JSTRT»CCSIZE .
NODE=LS(J)
NDEG=0
KSTRT=XALJ (NODE)
KSTOP=XADJ(NODE+1) -1
00 200 K=KSTRTs»KSTOP
NABOR=ADIJINCY (K)
IF (MASK(NAROR) +GT.0) NDEG=NDEG +1
CONTINUE
IF(NDEG.GE., MINDEG) GO T0 300
ROOT=NODE
MINDEG=NDEG
CONTINUE

GENERA SU ESTRUCTURA DE NIVEL

CALL ROOTLS (ROOT»XADJsADJINCY s MASKy NUNLUL » XLSs1.8)

IF (NUNLVL .LE.NLVL ) RETURN
NLUL =NUNLVL
IF ¢ NLVL .LT. CCSIZE) GO TO 100
RETURN
END
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DEGREE [17]

Los grados de los nodos de una componente conexa en
donde se encuentran ROOT y los nodos i para los cuales
MASK(i) # 0, son calculados por 1a subrutina DEGREE. De
entrada los arreglos XADJ y ADJNCY contienen la estruc-
tura de adyaciencia de la grifica ROOT y MASK caracteri
zan a la componente conexa que contiene a ROOT. EIT ente-
ro positivo CCSIZE corresponde al tamafio de la componente.
LS es un arreglo temporal que se usa para almacenar los no
dos de la componente conexa, Estos son almacenados nivel

por nivel. E1 vector DEG de salida contiene los grados

de los nodos de dicha componente.

**#*X*********************X***t*********X******#**#***X***
KKXDEGREE . OFERA SOBRE LA COMPDNENTE SENALADA CON MASK %X
*****i*********l#**#******#X**#*****##*#***1******t#*#**##
SUBROUTINE DEGREE (ROOT » XANJy ANINCY y MASK s DEG» CCSTZEXLS)
****X**#****X**********************X*****t*x*#*tt*xt**#tx*xtx
INTEGER ﬁDJNCY(l);ﬂEG(1)yLS(l)yHASK(l)yXADJ(I)vCCSIZE

INTEGER IvIDEGrJrJSTDP-JSTRTyLBEGIN-LULENDyLUSIZEp

NER » NODE s ROOT

##***#******X****X*********************K*X*#X**X****#*****X**xxx

INICIO.
EL ARREGLO XADJ SE USA COMO UN CONTADOR TEMFNIRAL FARA TN-
DICARy CUALES NNUOS CERCANDOS SE HAN CONSTDERATO .,

LE(1)=R00OT

XADJ (ROOT ) =~ XANIROOT)
LVLEND=0

CC8IZE=1
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100 LEEGIN=LYLEND4+1 :
LVLEND=CCSIZE i

CALCULA LOS GRADOS DE 1.OS NOLOS EN EL NIVEL CORRTENTES Y
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‘t.. DO 400 I=LEEGINsLVLEND
S NODE=Ls(1) %
JETRT=-XAD ( NOLE ) s
JETOF=TARS (XADJ (NODE+1 Y =1 ‘ 8
IDER=0r S i
IFC JSTOPLLT. JSTRTY 60 TH 300
00 200 J=JSTRTsJSTOR
NER=ADJNCY (J) S
IF(MASK(NER) LER.0 ) GO TO 200
IVEG=TDEGH1 .
IF(XADJCNER) LLT. 0) 6O TO 200
XADJCNRR) =X ATL) CNER )
CCSIZE=CCSIZE+1
LS(CCSIZE) =NER
-200 CONTINUE
300 DEG(NODE) =TDEG
400 CONTINUE

i

CALCULA LA ANCHURA TIFL NIVEL CORRIENTE»SI ES NO CERD
GENERA OTRO NTVEL, 3

oooaoaoon

LVSIZE=CCSIZE~LVLEND
IF(LVSIZE «GT. 0) GO TO 100
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D0 500 I=1,CCSIZE
NODE=L.S(I)
v XADJ (NODE ) ==~XATUJ(NODE )
500 CONTINUE
RETURN
END
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RcM (17 ]

E1 ordenamiento con inversion de E. Cuthill y McKee es
encontrado por la subrutina RCM. Para el funcionamiento de
esta es necesario tener la estructura de adyacencia de la
grdfica, en un par de vectores unidimensionales XADJ y
ADJNCY, elegir un nodo y todos aquellos que se encuentren
en la misma componente conexa que el: al nodo se le 1lama
ROOT y los vértices de la componente estdn indentificados
en el arreglo MASK. E1 vector DEG contiene los grados de
los nodos de la componente conexa que contiene a ROOT, Fi-
nalmente RCM obtiene al entero CCSIZE que corresponde
al nﬁmero.de nodos de la componente y al vector PERM en

donde se encuentra el ordenamiento para dicha componente.
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FORAOKR KRR AR AORR AR AOR AR R OR KRR ARSI K KRR KKK KKK KKK KK K K

oo RCM o+ ORDENAMIENTO DE E. CUTHILL-MCKEE vovevvoaves
AR KOR KKK R ACK KRR ORK AR KKK KKK KKK KRR KKK Kok sk ook stk ok kb ook

FROFOSITO - RCM NUMERA UNA COMPONENTE CONEXA ESPECIFICADA
FOR MASK Y ROOT » USANDO EL ALGORITMO RCM.
LA NUMERACION SE INICIA EN EL NODD ROOT.

FARAMETROS DE ENTRADA -
ROOT - ES EL NODO QUE DEFINE A LA COMPONENTE CONEXA
Y ES USADD COMO NODO INICIAL FPARA EL ORDENA-
MIENTO RCM.

(XADJy ATIUNCY ) ~ ESTRUCTURA DE ADYACENCIA FARA LA
GRAFICA.

FARAMETROS DE ACTUALIZACION ~
MASK - LOS NODOS QUE TIENEN VALOR DE ENTRATIA EN MASK
DISTINYN DE CERD SON CONSTUERADOS POR LA SUR-
RUTINA. LDS NODOS NUMERADDS FOR EL. RCM TENTIRAN
VALOR DE CERO EN EL ARREGLD MASK.

PARAMETROS: DE SALIDA -~
FERM ~ CONTIENE EL ORDENAMIENTO ORTENIDO FOR FL RCM.
CCSIZE - ES EL TAMANO DE LA COMPONENTE CONEXA NUMERA-~
DA FOR EL RCM.

FARAMETROS DE TRABAJOD -
DEG - ES UN VECTOR TEMPORAL FARA CALCULAR 1.0S GRATNS
DE LOS NODOS N LA SUBGRAFICA ESFECIFICADA FOR
MASK Y ROOT.

SUBRUTINAS DE PROGRﬁMA =
DEGREE «
AR RCK KRR ACKRRKKCK KK KKK SRRSO FOK KRR ROk ROk SR KOk oK sk koK

SUBROUTINE RCM (ROOTyXADJ s AILINCY » MASK « PERM DCSIZE »DEG)
ARHOR KK AR KRR SRR K ORSRR K H IR AR SOR S kR KR KOk Kk st skl ke stokok sk s ok ook

INTEGER ADJNCY (1) »DEG(1) sMASK L) ¢y FERM(L) »XADJ(1) +CCSTZE
INTEGER FNERyIsJs JETOF v JETRT oKy Ly LEEGTIN s LNERy LFERMN
INTEGER LVLENDyNBRyNOUE»ROOT

ARCHRHORACCHIR R SRR ORKOR FORNR SR AR OR s Ok ok KRR R K O KK skl Ok KoKk ok

ENCUhNIRh L0OS GRADO DE LOS NODOS EN LA C0M ﬂNFNTF j
FECIFICADA POR EL ARREGLO MASK Y EL NODA ROOT.

CALL DEGREE (ROOT»XALJy ATIINCY » MASK» DECG CCSTZE » FERM)
HASK (ROOT) =0
IF(CCSIZEL.LE, 1) RETURN
LVLEND:=Q

LiNBR=1

LBEGIN Y LVLE
DEL NIVEL Ep

RIN FFD b 3 ﬁL FTNG
|UanNTF.




LG0 LEEGIN=LVLEND+1 127
LVLEND=LNER
DP 400 I=LREGINyLVLEND

L‘ e el ol e T e ot A O v e OO R O e S0 0 S B 00 A S S O S SR W
(; FARA CADA NODO DEL NIVEL EN CUESTION ...
C s 5nan oo Bumn 800 04 400 nue s ORS00 e SBED S 1S OGB4 900 e D e 40 S0 90 SO IS0 GO0 Fend G 0 ORS00 RiS 44 ave Seee B BuED 0o
NODE=FERM(T)
JSTRT=XADJ(NODE )
JSTOP=XADJ (NODE+1 ) ~1
C s 44 €00 e a0 xS0 R a0 5090 45 48B4 580 A S0 e Fon SN S SR G S e 5000 et 0500 G0 Seme G R0 S0 et S0 ns G40 S ORS00 e . S S
c ENCUENTRA LOS VECINOS SIN NUMERAR DEL NODO.
C FNER Y LNBR AFUNTAN AL PRIMER Y ULTIMO VE-
c CINOS SIN NUMERAR DEL NODO CORRIENTE EN
C FERM.
(: _____________________________________________________
>
C
FNER=LNER+1
[0 200 J=JSTRTyJETOP
NER=ALLINCY (J)
IF (MASK(NER) .EQ. 0) GO TO 200
LNER=LNER41
MASK (NER ) =0
PERM (LNER ) =NEFR '
200 CONTINUE ;
IFCFNER LGE. LMBR ) GO TO 400
C s o ot e ot e o o 00 S0 4ot e B O Voo e o o o i A VS s e g i e
5 SE USA INSERLIDN LINEAL FARA ACOMOTAR 105 UFCINDS
C : 3 LOS GHAND”
[: Ok s i g B oo o e A e s i G M o i s Lo o i o T o il
300
FERM(K)
400 F(L »LT. FNER) GO TO 500
LPERM=FERM{L)
IF (DEGL » WLE. DEG(NBRY ) GO TO 500
FERMCL+1)=LFERH"
Lel-1
GO TH 400
500 FERM(L+1) =NER
IFCKLLT.LNERY GO TO 300
£00 CONTTNUE
IF(LNBR .GT. LULENI) GO TO 100
C S PSS U U T PSSR P IR S ———
¢ AHORA SE TIENE EL DRDENAMIENTO CUTHILL-MCKEE
e EL RCH SE ORTIFNF ARAD .
C oo s S ot cion 0 Ao o i v sl ilts G o i il
K=CCS1ZE /2
L=CCSIZE
00 700 I=1sK
LPERM=FERM(L)
FERM(L)=FERM(I)
FERMCI Y =LFERM
L=l-1

70¢ udNTINbE
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GENRCM [ 171

Dada una grdfica G con una o mids componentes, la sub
rutina GENRCM obtiene un ordenamiento para los nodos de G.
La numeracidn se obtiene eligiendo en cada componente un no
do inicial al cual se le denomina ROOT. Un par de nodos
pseudo-periféricos son obtenidos por FNROOT de donde se
eligird la nueva raiz. E1 ordenamiento para dicha componen

te 1o encuentra la subrutina RCN,

XADJ 'y ADJINCY contienen la estructura de adyacencia
de la grdfica. MASK es un arreglo de trabajo que se utili
za para sefialar cuales nodos han sido numerados. XLS con-
tiene a los apuntadores para la estructura de nivel que es
almacenada en los espacios que no han sido usados bor el vec
tor PERM que contiene la permutacién. NEQNS es el nime-

ro de ecuaciones,

KRR KA AR KRR RS R RO AKORAOR KRR KK KKK KK KKK KK
vree GENRCM o4 CUTHILL WMOKEE COM INUERSION veveveesnns
ARFKAK KKK KRR R AR IR A Rk o ook ok
FROFOSITO ~ GENRCH ENCUENTRA  UN ORTENAMTETD MARA LDS
NOLGS DE UG GRAFTCA EN GEAEFAL. PARA CADA DOMHO-

NENTE COHEXA LiE LA GRAF EHCUENTRA EL ORTS-
NAMIENTO PRI S PR O o

LT AL

FAERAMETIROE L ENTRALA -
NLGNS FUMERG LiE ECUACTONDS .
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FHhHhLIRGb D SALlba -
FERM - VECTOR RUE CONTIEGE EL ORDENAHIENTO RCM.

FﬁhﬂnLTRDS DE TRABAJSD =
FMask - S USA FARA LTlNULTAh A LA UnanPLF
SIDD NUMERATAS DURANTE L PROCE E
NAATENTO. SE 1NIL;nLl A ki 1Y CLANT BN wuuu
HA SIN0 NUMERADO- SU VALOR EN MASK ES CERU.

5 RUE HaM

XLE ~ VECTOR DE INDICES FARA LA ESTRUCTURA DE NIVEL .,
LA ESTRUCTURA DE NTVEL ES ALRACENADA EN LOS
ESFACIOS QUE HO HaM SIL0 UYTLIZADOS EN FERM.

SUBRUTINAS DE FROGRAMHA -
FNROOT yRCM.
***X****K****#********#****x****X&A%i*ﬁ#Y*#*#“*’k***x**vw**

SURROUTINE GENRCH CNEDHS » XATJ y ATINEY » PERM» MASIK e XLE
********l##x*x%*k*ﬂ#*l****xk**x&**kki****x***#**mxk#*xﬁm“

INTEGER ADJNCY (1) »MASK (1) s PERM(1) s XLE (1) » XATLJ(1) 4 CLBTZE
INTEGER I¢HEQNS s NLUL N ROOT

x***k*m#x***#w##mw*mmmw*m*x**ta#**t***tx*#x#***w**x****w*w*w

00 100 I=1sNEQNS
HABK (1) =1
CONTIMUE

NUM=1

00 200 T=1yNEONG
FARA CADA CONPONENTE MARDADA NON MASK ...
IF(MASK(TY EQ. 0 ) 60 T 200
ROOT =L
FRIMERO ENCUENTRA LI NOLO unn PERTFERT
CO ROOT. NOTESE QUE LA ESTRUCTURA DE NI-
VEL ENCONTRATA Pk FRHEDOT ES ALHATENATIA
EMFEZANDO EN FERMOE . ENTONCES EL RON
ES LLAMADD FARA DRTENAR LA COMPONENTE
RUPt)ﬁ U‘ANHO A hﬂDT COHN Nﬂﬂﬂ INICT AL .

CaLL FRROOT (RODTXADS ATLINCY e MAGK « NLUL « XIS WPERMONUIMY
i L ORCM ( ROOT, XATLIy ALY  HASK y PERMONUM) PraTTELXL R
N NUMSTORTTE
TF MUK 57 . HEAR3Y RETURY
CONTTHIE
RETHRN
]
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INVRSE

La subrutina INVRSE construye el vector unidimensio-

nal INVP que de salida contiene 1a permutacidén para reor-

denar la solucién X del sistema AX = b y encontrar la

solucién del sistema original. INVRSE trabaj con el ente

ro N que corresponde al niimero de ecuaciones y con el vec

tor PERM dado por el RCM para G*.

KRR R ORI OK A KK KR ok
eoo INVRSE ., CONSTRUYE LA FERMUT
LA SOLUCION DEL SISTEMA ORIGINAL.

AR AR KKK K KKK R KOS A S0 K3 K K3 KON R Sk sk kK

FARAMETROS DE ENTRATA -
FERM - EL VECTOR QUE CONVIENE 1.6 FERMUTACTON ORTENTNA
FOR EL RCM. :
N~ NUMERQ DE ECUACIONFG.

FARAMETROS DE SAlID& -
INVF - CONTIENE LA FERMUTACTON FARA REORDENAR X,
AR R KA KA K AR AR K IOORKA RSO O K ok K
SUBROUTINE INVREE (NyFERM» INVFY

KRR AR A A KA AR A K KK AR HK KK O R SOK ok Ok ks 4

INTEGER  FERM(L) s TNV (LY oY

00 100 T=1N
INVF(PERIGCT ) =1
CONTINUE
RETURN
END
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FNENV [17]

Esta subrutina necesita como entradas a los arreglos
XADJ 'y ADJINCY que contienen la estructura de adyacencia
de 1a grdfica, PERM e INV guardan la informacidn sobre
las permutaciones para reordenar A y X respectivamente
y el entero NEQNS’ que corresponde al nidmero de ecuacio-
nes. Construye el vector XENV que consiste en un conjun
to de apuntadores para la estructura de nivel que ha de
usarse para almacenar la envolvente superior o inferior de
Ta matriz reordenada. Los enteros positivos ENVSZE y
BANDW corresponden respectivamente al perfil y el ancho de

banda de &.



[ RwNel

a0na

aOoOo0O00n

ixizizizizizizieiziviziziz iz iz iz ixis R Ky R R Mol

100

200

132
******ikk***k*k?#*ﬂM#t**&*k%%k'##W%#k%

sokkokokkk ok FMEMU
kx*#*****k*#x*#iﬁ b 4% K¢

Aok

484

FROFDSITO —~ EMOONTRAR L& ENUNLUENTE NE LNA MATRTZ
FERMUTADIA .

FARGHMETROS TIE FNTREATA -
NEQNS =~ NUMERD DF ECUATINNES
(XAD s ADINTY ) FATE AREFGLO COMTTENE LA FATRUNTIRA NF
LA GRAFICA ASNCTADA A LA HATRTZ.
FERMs INV - AREEG NS OUE CONTTERFN (05 NaTng NF LA PER-
MUTACTON UE L& MATRTT REDEOENATIAL

FARAMETROS DE SALTLA -
YENENY - VECTOR LIE TNDTCES FARA LA ESTRUCTHRA TE NTUFL
AUE SE SA FaRA ALMACENAR LA ENUOLYVENTE TNFERTOR 0
SUFERIOR DE LA MATRTZ REORTIFNATA.

ENVSZE -~ ES IGUAL & XFNUCINEAING+1I-1.

BANDW ~ANMHD DE BAND& DF LA MATRTZ RF

ARTIFENAT A
SR K8 K KK 3 3K R K RN 3K s ol o ok s st st ok sk st ok etk ok

SURRDUTINE FNENU (NEQNSy XATL e ATLICY c PER . THUE
XENV e MY, » BANTIWD

SRR KR K KKK KR ok Kk K sk s Kok ok ROk sk skoloiok ok sioloioR kol ol otkokel

INTEGER AUJNCY (1) y INUF (LY o PERMOL) o XADLIC1) o XENVOTY -
INTEGER EAMDW » T «TRBANT IFTRST« IFERMy b2 JSTOR
INTEGER JSTRTy ENUSZEHARORNEQNS

FORK K KK KK KKK K KR ko A ook sk v ololok ol b

BANDW = O

ENVSZE = -1

0o 200 Is=1yNEQNS
XENUV(T)=ENUEZE
IFERM=FERM{T)
JETRT=XADJCTFERMY
JETOR=XATLICTRERM+1) ~1
IFCJISTOFL LT JSTRTY GO TH 200

FNiUFNThﬁ EL' PRIMER ‘ELE
RO EN EL RENGLOM T.

N

IFIRST=I

no 100 .

NAHU\~INUPfNR
IF (MARDR (LY TFTRET) TFTRET=NAROR
CONTTINUE
ITRAND=1~TFIRSET
ENVGZE = ENVSIE + TRAND
TF CRANDW ., LT « THANDY  BANTH = TRANT
CONTINUE
XEHWINEQNS+1) =ENVUSTE
ENVSZE=ENVSZE-1
RETURN
END
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DEMI
Una grifica G = (V,A) es completa, si para cada

u,v € V(G) con u # v, (u,v) € A(G)

Sea G =(V,A) con
v = v, Y ADY(vi)
y A= {(w,2z): w,z € v y w# z}

DEMI es una subrutina que opera sobre la estructura de
adyacencia (ADJINCY, XADJ), obtenida previamente por las
subrutinas GEGRAF o GEGIRC, para calcular el vector DV
de dimension n y el entero DM. EI arreglo DV contiene
para cada vértice v, con i=1,2,..., n; su deficien~
cia y DM guarda el indice de un vértice con deficiencia mi
nima. La construccién del vector DV se basa en la idea si
guiente:

Sea G como se definid arriba. La deficiencia de un
1
vertice v, es el nimero de aristas que le faltan a G

para que sea una grafica completa.
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SRR KRRk kR kR slok sk kol iokkoRsoR kR RoROR K
tesrsberrbareee DEMIcosevssessosersosssssssssatvons
SRR KRR KKK AR ORK KR Kok ok ok Kok skl koK ook okk
LA SUBRUTINA DEMI CALCULA LA DEFICIENCTA DE LOS VER-
TICES Y ELIGE ALGUND CON MINIMA DEFICIENCIA.

ok KRR KK KRR KA R ROk kR Rk Ok ok KRk ok ok ok

FARAMETROS DE ENTRADA -
(XADJyADJNCY) - CONTIENE LA ESTRUCTURA DE ADYACENCIA.

FARAMETROS DE SALIDA -
IV - CONTIENE LA DEFICIENCIA DE LOS VERTICES EN LA
GRAFICA ORTGINAL.
OM -~ GUARDA EL INDICE DEL VERTICE CON DEFICTENCIA
MINIMA
MEC - NUMERO DE ECUACTONES.

FARAMETROS AUXILIARES -
FI E FI » TIENEN LAS FOSICIONES DE EL PRIMER Y DLTI-
MO VECINOS DEL VERTICE I RESFECTIVAMENTE.
KA Y KB SON VECINDS DEL VERTICE I QUE RECORREN LA VE-
CINDAD DE I § KA ES ANTERIOR @& KE.

oksckok sk koo ROk Rk ok Rk Rk Rk Rk
SURROUTINE DEMT (XADJsADINCY s DV DMy NED)
KRR R RO ROk Kk KRR ORIk kR kK

INTEGER XADJ(1) yALJNCY (1) y IV (1) sFIsFT» DM

EL ARREGLO DV DE INICIALIZA EN -1,

no 300
w1y
CONTINULE

IT=1yNEC

INICTA
no 100 I=1sNEC
TFNYCD L GE.0) GO TO 100
N=XaliJ (D) - XalJ o)
IF(N.LELL: GO 1o 1o
IF (I.EQ.1» GO TO HO
TVCT Y =0
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K=0
FI=XADJ(I)
FI=XADJ(I+1)~1
L=0
KA=ADUNCY (FI+K)
L=L+1
M=FT+K+HL.
IF(M.GT.FI) GO TO 50
KE=ADJHNCY (M)
NJ=XADJCKB+1) - XADJKE)
IF(NJJ.LE.1) GO TD 70
KJ=0

00 200 J=XADJCKE) s XATLJ (KRS 1) ~1

IFCADUNCY () (EQ.KA) GO TO 30
KJ=KJ+1
IFCKJLLT NG GO TO 200
GO TO 20
CONTINUE
GO TN 30
K=K+1
IF(FI+K.GT.FI) GO TO 1%
GO TO 40
DV =IV(T) +1
GO T 30
IW(KE) =0
VT =DULT)+1
IF(OVIRKE) JLT OV CM) ) DM=KR
GO TO 30
V(I =0
IF(I.EQ.1) GO TN 80

ENCUENTRA FL INﬂICE DE UN UFRTTF
IF(DVCI) LGT, BU(DM)) GO TO 100
[M=1
IF(IL.EQ,1)GO TO 88
GO TO 100G
IF(ILERL1) GO TO 100
IF(OVCDD) (LT IVCOM) ) D=1
CONTINUE
RETURN
END

T4 HTNTHA
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n
i=0’

la matriz del 1lenado F descritas en el capitulo II, secc.

La sucesion de graficas '{Gi} la grafica e’ y

4, son obtenidas por la subrutina LLEMA, que trabaja con
el vector de la deficiencia de los vértices DV y el vérti
ce con deficiencia minima DM, calculados ambos previamen-

te por la subrutina DEMI.

Si la deficiencia del vértice DM es cero, LLEMA mo-
difica {nicamente al vector DV, para aquellos vértices
que son adyacentes a DM. De otra forma, ademas de cambiar
la estructura del vector de deficiencias DV, 1llena la ma-
triz. En cualesquiera de los dos casos, se obtiene un nue-
vo vértice con deficiencia minima 1lamando a la subrutina

VEDM.

E1 nimero LL corresponde al nimero de elementos ay;

de A, que originalmente eran cero y que en esas posicio

nes en la matriz F son distintas de cero.
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KKK KK A KKK R AROKCAOR KKK ROK KR IOK KKKk KKKk Kk ok ok o Kok
Peerarieeniaae LLEMA Aebsererse i e bt
AR KO RKACK O SRHOK KRRk ol ok ok sk Rk Skl koo ok ok
LLEMA, EFECTUA EL LLENADO DFE 1A MATRTZ, g
KKK KRR KKK KKK KKK SOk KKKk ok Ok ok kb ook Aok ook sk

FARAMETROS DE ENTRADA -
AlTyd) ~ LA MATRIZ DRIGINAL.

DV - EL VECTOR NUE CONTTENF LAS TEFTCTEMCTAS
DE LOS VERTICES DE I.A GRAFTCA ORIGINAL.
DM- EL INDICE DEL WERTTCE CON NEF 2
MINIMA.

NEC - NUMERD DE ECHACTIONES.

FARAMETROS DE SALIDA -
F=lL+LT - LA MATRIZ UEL LLENADD TE A{TsJ).
LL ~ EL NUMERD DE ELEMENTOS DISTINTOS NE CERN
QUE SE ORIGINARON DURANTE LA ELTMINACTON,

FARAMETROS AUXILIARES -
NVE ~ CUENTA El. NUMERD IE VERTICES ELIMINATING.

SOK RO AOR SOR 3K R s K 3K KK K s Ok K kKR KK ok ok ko ok kok
SUBROUTINE LLEMA (AyTVDMsLLNEC)

KKK KKK K o sk KKK R SHOHOIOI KRR Skl Ko K sk ok R ko ok sk
INTEGER ACNECyNECY» IV CL) » M VTN

AR R K AR OK KK K KKK KRR s sk ok sk ROk sk Kk ook

MODIFICA EL VECTOR DE DEFICIENCTAS CUANDD LA NEFTRIENRTA
DEL VERTICE DM ES CERD.

LL=0
IF(DVCDM) JGT.0) GO TO 90
DV (M) =1

00 400 InM=1sNEC
IFCIOM EQ DM ORWOVCTIM) GEQe Lo OR S COMy TIMY (ERLOY GOTI 400
D0 S00 IV=LlsNELD
IFCIVLEQ. IDMOROVCIV) CEQ. -1 DR ACTIDNM VY CEQL QY BN TN 500
IFCIVLEQ.DM) GO TO 5600
IF(ACTIMy TV) WEQ. 1) GO TO 500
DUCIDM) =DV CTDM) ~1
CONTINUE
CONTINUE
NVE=NVE+1
IF(NVE.EQ.NEC-2 ) GO TO 70
CALL VEDM IV I HEC T
IF(OVIDM) JEQR.C) GO TN 2o
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LLENA LA MATRIZ Y MODIFICA LA DEFICIENCIA DE LOS VERTICES
QUE SON EXTREND DE LAS NUEVAS ARISTAS.

ooo0n

90 L=0
IV (M) =1

ocoo

IL=1
60 D0 100 I=ILsNEC
IF(I.EQ.DM.OR.DV(I)ER.~1,0R.A(IM+T).EQ.0) GO TO 100
L=L+1
IF(L.EQ.1) GO TO 10
IF(A(VDM, T).EQ.1) GO TO 100
AVIMy I) =1
AT VDM) =1
LL=LL+2

MODIFICA LA DEFICIENCIA DEL VERTICE VDM Y LA DE LOS VECT-
NOS COMUNES A VDM E I.

oOnooO0

00 200 J=1sNEC
TF(VIMEQ. Jo ORIV JER. -1 ORLACVDM 1) JEQ.OY GO TN 200
IF(OM.EQ. J.ORVACDM» D) LEQL L) GD TO 200
DUCVDM) =0y (VDM -1
IFCAVDM J) LEQLACT» D)) GO TO 50
C DVUDM) =0V (VDM) +1
GO TO 200
10 VD=1
GO TO 100
G0 VeI =IVe ) -1
GO TO 200
200 CONTINUE

C : :
C MODIFICA LA DEFICTENCIA DEL VERTINE T
C

D0 300 K=1sNEC
IFCIEQK ORSDVCK) EQ.~1,0RACTYK)LERLO)Y GO TO 300
IF (ACVDMK) LEQ. L) GO TO 295
VD=0V (I +1
IFCA(IMYK) LEQ. 1) GO TO 300
VD) =0V(I)~1
GO TO 300
300 CONTINDE
tiB=MB+1
IF(MBLEQ. 1) MM=I
GO TO 1¢GO
100 CONTINUE
IF(HB.EQ.OY GO TO 19
IL =k
L=0
MB=0
60 TO &0
15 NVE=NVE+1
IF (NVE.EQ.NEC-2) GO TO 70
CALL VED# (DVsDMsNFCD
IF (OVODH) LEQ. O GO T 8G
60 TO %90
70 RETURN
END

3
(44
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VEDM

< ? 3
Esta subrutina modifica el vector DV, al asignar el

valor de -1 en DV(I), si I es una vértice que se ha su
brimido. Después encontrard un indice j que corresponda
a un vértice con deficiencia minima y DM toma el valor de

h [

AOKRKAOKRSOK SR AOKAK KR KRR KRR SRR AOROK R sk ko sk skl kol ok ok
Ry VETIM  covveeroasvossiosssessensoens
KKK AR KR RO K o A K ROROR K SRR IR SR S KRR R SRR N R RHOR R Kok ok
LA SUBRUTINA VEDM ENCUENTRA UN VERTICE CON DEFICIENCI MINT-
MA DM » FARA CONSTRUIR LA GRAFICA DF ELIMINACION RESFECTIVA.
SKKORK R KKK KRR SRR A AR R KRR R OR R KOKOR K ks Sk sk ol ok ks ok ok ook K

FARAMETROS DE ENTRADA -
DV - EL VECTOR QUE CONTIENE LA DEFICTENCIA TE LOS VERTTOES.
NEC - NUMERD IE ECUACIONES. !

FARAMETROS DE SALIDA -
DM ~ INDICE DEL VERTICE CON DEFICTENCTA MINTMA.

okokokoRoR KOk KKk kK Sk skokskokok sk okok
SURROUTINE VEDM (DVsDMeNED)
Aok kR R ok ROk SoRkaRskok ok sk okt

INTEGER DV(1) DM
MO=0
DY nM) =1
0o 100 I=1yNEC
IF(OVCD) LER,0) GO T 30
IF(DVCI) JEQ.~1) GO TO 100
MD=HI 1
IF(MDLEQ.1) GO TO 10
IF(DVCIY LT DVCDMY Y GO TO 10
GO TO 100
CONTINUE
GO TO 20
Iii=1
GO TO 100
IiM=1
RETURN
END
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