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PREFACIO

A principios de este siglo, poco antes de su muerte, Henri
Poincaré publico el trabajo "Sur un théoréme de Géo:nétrie' en la Revis=~
ta del Circolo Matematico di Palermo; en este trabajo aparece, como re-
sultado de sus estudios sobre los sistemas dindmicos con dos grados de
libertad, la afirmacién de que: "'Una transformacidn topolégica de un ani=-
1lo plano sobre s{ mismo, que deja invariante el area, tiene por lo menos
dos puntos fijos'. La importancia del teorema se debe a que de él se ob-
tienen resultados importantes en el estudio de un caso particular del pro-
blema de los tres cuerpos. Considerando Poincaré que le quedaba poco
tiempo de vida y tenfa otros problemas més importantes que atender, de-
¢idié publicar su trabajo incompleto con la idea de que fuera de alguna
utilidad para otros jovenes matematicos que se interesaran en este rew
sultado.

En efecto, el entonces joven matematico G. D. Birkhoff es~
tudis este trabajo y un afio mas tarde de la muerte de Poincaré publicd
una demostracion.

FEl objeto del presente trabajo es dar una demostracién ba=
sada en la original, pero que para su comprensién no se requiera un al-
to grado de madurex matematica.

- R . . -, .
En las notas preliminares se estudia el concepto de indice



de un punto con respecto a un campo vectorial, puesto que el mismo jue=
ga un papel muy importante en la demostracién del teorema,

En la segunda parte se di la demostracién detallada del teo-
rema. Una generalizacién del teorema, es el tema de la tercera parte.

v para finalizar, se estudia el problema de la bola de billar que es una
aplicacién del teorema generalizado.

No quiero terminar sin antes manifestar mi sincero agrade-
cimiento a todos mis profesores, en particular al Dr. Soclomon Lefschetz,
no solo por sus ensefianzas y la direccidon del presente trabajo sino por
1a ayuda y las orientaciones que de &1 sigo recibiendo. También deseo
agradecer a mis maestros: Dr. Guillermo Torres, Dr. Emilio Lluis,
Prof. Gonzalo Zubieta y Dr. Humberto Cardenas las atenciones que me

han brindado durante toda mi carrera,.
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1. PRELIMINARES

N I .
Llamaremos curva a la imagen de una funcion continua de
. ~ . . > E n .
un intervalo cerrado [a,b] en el espacio euclidiano E . Si
a(a)= a(b) se dice que la curva es cerraday si afa) # « (b} la

curva se llama un arco con punto inicial a{a) v punto final « {b}. si
@ es inyectiva la curva se llama un arco simple o arco de Jordan. Si
. . roo. —
o es inyectivaen [ a,b) y af(a)®a(b) la curva se llama una cur-
va cerrada simple o curva de Jordan.
Sea D « BN ysean A R {i=1.2,..., N) f{funciones
. ., .
continuas; la funcién A que a cada punto p en D le asocia el vecw
tor de componentes ()\1 {p), 5 (p). ..., 4 N (p)) se llama un campo
L
. . . .2 .
vectorial definido en D . En notacion, A = (,\.\l PP )\N). Si q en
D es tal que £ (q) es el vector nulo, entonces ¢ se llama un punto
s 4 .
critico del CRITIPO vectorial A .
. . o N .2 .
En particular, s1 f: D - D, D c E , es una funcion conti=
nua, entonces podemos definir un campo vectorial A en D como siw
gue:
[
tpy = e ).

es decir,

p) es el vector cuyo ortgen es p y cuyo extremo final es

f(p). Los puntos criticos de * son los puntos tales que f{q, ®=q; es-

tos puntos se llaman los puntos fijos de £ .
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Se dice que dos funciones continuas f, g: X - E' son homotépi-
cas si existe una funcion continua H: Xx 1 - E', I = [0,1], tal que
H(x0) = fx) y H(x1) = gl

Sea X un espacio topolégico arcoconectable y p, un punto de
X . consideremos la coleccién T de todas las curvas cerradas basadas
en p, . En T definimos la siguiente relacién que es de equivalen~
cia: vi~Yo siy sblo si vy es homotépica a VZ ; ademas defini-
mos en T una operaclc’m binaria: si Yy Y, son dos elementos de
T entonces el producto Y, oY es la curva que se obtiene al describir

. 4 N N .
primero Yy ¥y despues Y, - También se puede probar que si

: ! ) t '

~ > es ~ v Tste re -
Y1~Y1 y Yo~Y, entonces Y5 oY, YZ oYy . Este resulta
do implica que la operacién definida en T induce una operacisn en la co
leccidn S de clases de equivalencia de T bajo ~. También es facil
comprobar que bajo esta operac'1511 S  tiene estructura de grupo; este
grupo se denota con 7 (%, po) . Si Py es otro punto de X, se tiene
entonces que T (X, po) y (X, pl) son isomorfos, vy ast m (X, po)
es llamado el grupo fundamental de X .
Se llama 2-celda a cualquier conjunto homeomorio &
B 2 , .

A= {xeE | Ix] < 1} vy sellama l-esfera al conjunto
Sl = {x aEZ ‘ l x] =11} . Se puede probar que - (S‘, po> es un grupo
ciclico infinito.

Sea  un generador del grupo fundamental = (37, po) ; esta




.. . . .
eleccién constituye una orientacion del plano en la forma usual.

2 .
Sea v: Ta,bl - E una curva cerrada contenida en una re-
A
gion

sobre la cual se ha definido un campo vectorial 2= ( Xl , A 2)
que no se anula sobre la curva v

Sea v : Ta,b] - S lacurva cerrada definida por

N N C1C BN &)
vo(x) =l 1 !

TRCEN T T !

cuando x describe la,b]l en sentido positivo.

DEFINICION. - El {ndice de la curva v con respecto al cam-

,.l' -
po vectorial A, es el entero k talque = S o= g (V).

donde ¢ es

el isomorfismo natural entre =(s", * (0))

A

. R
‘1 y (s p) v ¥ de
nota la clase de v

En notacidn : r{~,n) =Kk

PROPOSICION 1. - Sea v : la, b7l - 0 una curva cerrada en
. e e 3 o . N .
una regidn sobre la cual estan definidos dos campos vectoriales

A= Y ST = (fl . £,) tales que para toda xe¢ "a,b]

, b7 los vectores

SOy ) menea

Lo
nen Q}p()SlC‘i()l’l; entonces

Demostra

O

(8]

curvas cerra

das definidas por




-4 -

[ v
et T (v

Vi (“)

£, () £, (v ()
[r( v | o (v (]

. ’(x)

Sea a [c,d]—~ S unarco de Jordan cuyo punto inicial es

vy (a) y cuyo punto final es v, (a).

Sea ¥ ;TT(S’, Y Z(a)) - T (S', \'l (a)) el isomorfismo natural

dado por:
- -1
r{8) =a, B o, o
- -1
donde 8 denota la clase de 8 en m(S', ¥ 2(a.)) y o, 8a,  lacla-
-1
sede o  Ba, en m{s', 2 (2)).
Vamos a ver ahora que  ¥( ;2)= ot v, o = v . Lo ante=
[e] 2 O 1
-1
rior es consecuencia inmediata del hecho que vy oY & Y, &  son

homotdpicos en  S' ; en efecto, la homotopia estd dada por la contracs
cidn lineal de v, {x) en /l(\) a través del arco de menor longitud que
los une en S' . Esta homotopia esta bien definida puesto que la hipote
518 nos garantiza que nunca yl(x) v v, (%) estan diametralmente
opuestos en S’

Ahora bien, es inmediato de lo anterior y de la definicion de

- .
indice gue
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. . . . .
La demostracién de la siguiente proposicion es totalmente analoga

a la anterior.

PROPOSICION 2. - Sea un campo vectorial definido en una re-

i
gion O vy sean a,B : la,bl -0  dos curvas cerradas tales que para

toda xe Ta,b] los vectores T (a(x)) y T (8(x)) nunca estinen opo-

sicidn; entonces
n{a.T)= o8.7).

. . . . . .
La siguiente proposicion es esencial en lo que sigue:

PROPOSICION 3.~ Sea #& un campo vectorial definido en una

»

.z , .
region O y sean *,/l ‘/2 : r,a, bl - O , dos curvas cerradas las

- . . e
cuales son homotopicas en { y supongamos que A no tiene puntos cri-

. . I
ticos en la imagen de la homotopia; entonces

n( Y AR 'T“«(*/Z,.A.) .

.
Demostracion:

Sea H:A=0, con A={a,bl1%x70,1] ., lahomotopia de
p

v, vy v, esdecir H(x,0) = A () v H{x1)= v (9.

5 Ahora sea

H(A) - R una de las ramas continuas del argumento de A{p); con-

sideremos para cada p en A

una vecindad abierta V{p) de P

tal que para todo g,r en V{pj

1@ H(Q) - H(r) ! &
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fvip)} es una cubierta abierta de A ; sea b el

.
La coleccion

Ed e . . » 4
ntumero de Lebesgue de la cubierta; consideremos una particion de A

2 .
en N rectangular iguales, con N elegido de tal manera que la diago-

: -
nal de cada rectangulo sea menor gue & .

A
, 1 ) - )
D, : N
c c
i 2
5 1 Bal Byl By 5
0 1 N
|
Ag AL A, Ay Ay Ay Ay

Sea R fa,bl -0 la curva definida por la imagen bajo H

de la poligonal Ay By B, Al Ay, dela figura anterior. De la construc-
; N 2
.. e . ' o . .
cién se concluye inmediatamente que >, ¥ ‘:51 satisfacer las hipdte~

. Lz . _ -
sis de la proposicion anterior y por consiguiente N (\/l JAYE Srl LA ).




7
Si llamamos 8, a la curva definida por la imagen bajo H de la poligo-
nal AO BO }32 AZ N’ S¢ tiene entonces, de manera andloga,

T‘;(Bl , /\.) = n (82 , A) As{ sucesivamente, concluimos que

n(‘yl JA) = vx( BN, A), donde B N es la curva definida por la imagen de

la poligonal AO BO BN AN . Pero evidentemente n(al S AY = n(o'l JA)
donde oy es la curva definida por la imagen bajo H del segmento

By BN , ya que la imagen bajo H de AO BO y AN BN son las
mismas.

El resultado del teorema se concluye inmediatamente ya que se
repite el proceso anterior N veces y se obtiene

n{ v, A) = n{a , A)

N
y observando que aN = v, se tiene el resultado.
COROLARIO: Si v es una curva cerrada en una regién 0

- . . . ,
donde esta definido un campo vectorial A vy si v es contractible a un

punto en O y la contraccion no pasa por puntos criticos de A , -enton-
ces n{v,A) =0

Consideremos una regién 0 donde estd definido un campo vec-
torial A, sea p un punto de ¢ ysea 2o : la,b] = O, una curva
de Jordan que rodea a p tal que cuando x describe el intervalo

Ta,b] de a a b a(x) describe la curva en sentido positivo y ade~

I . Ed o vy
mas a no rodea ningun punto critico excepto posiblemente p .
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DEFINICION: El {ndice de p con respecto al campo vectorial

I . 2
A es el indice de o con respectoa A ; en notacion,

n{p, A) = nfa A).

. . . . .
La anterior definicion es correcta ya que si & OLZ son dos
curvas con las propiedades antes mencionadas entonces a Y cxz
.. . ., .
son homotoopicas y por la proposicion anterior

'ﬂ((fl’ll\) = n(az’/\)‘

- . . e .
La siguiente proposicion es evidente.

PROPOSICION 4. Si p no es un punto critico de A, entonces

n{p,A)=0.

DEFINICION: Si p es un punto critico de A tal que
n{p,A)= 11 entonces diremos que p es un punto critico simple.
En este trabajo consideraremos solamente campos vectoriales

s, .
con puntos criticos simples.

PROPOSICION 5, Sea A un campo vectorial definido en Q
vy sea o< una 2-celda. Si & es una curva de Jordanen 9o y «a

“rodea 2 puntos criticos Py » P,, entonces 7 (pl, AY+n (pz, A)=n{a ).

Demostracion: Sean G(a) = A y B otro punto sobre a;

’

£ A . . . . .
es facil ver que se puede elegir una poligonal con punto inicial A 'y
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final B de tal manera que, como se ve en la figura,

la curva de Jordan (11 formada por A CBA rodee solarnente un punto

critico y analogamente a, = ABDA . Es claro entonces

271(131’-‘1)? n {a

-~ . . B . N . .
Ademas de la definicion de indice de una curva se concluye inmediatamen

te que

de donde el resultado.

. o
COROLARIO. - Si una curva cerrada v no rodea puntos criti-

cos, entonces r(v ,A) = 0.




2. EL TEOREMA GEOMETRICO DE POINCARE.

Sea 1 el plano euclidiano y consideremos un sistema de coorde
nadas polares en dicho plano,
Sea R={(6,r)|0<as<sr<b} y T:R~R unhomeomorfis-
mo con las siguientes propiedades:
i) T desplaza a los puntos sobre r =b en direccidén positiva y
a los puntos sobre r =a en direccibén negativa,
ii) T preserva las areas,

Entonces se afirma que existen por lo menos dos puntos fijos bajo

Antes de pasar a la demostracién, haremos unas aclaraciones y
observaciones acerca del enunciado,

En i) T desplaza a los puntos sobre r =b en la direccién po
sitiva, significa lo siguiente:

Pensemos en el circulo r=b como la recta real médulo 27y,

entonces

-y o L %

debe tenerse que T {x) »x paratoda x , Anllogamente para r =a,
En ii) T preserva las idreas, significa lo siguiente: si B < R

y si [[dA existe, entonces existe J‘f dA y ademés

B T(B)
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ffdA = [[dA
B T(B)

Supongamos que T: R ~R est4 dada por
8t = g (f 3 I‘)
rt o= o (2, 1),

Entonces o (5, r) es continua por serlo T y ademis

9

o8+ 2m, ) =2(5,r) yaque (2, r) y (%+ 2r,r) representan al mis

por lo tanto o(%, r) es peribddica en § de periodo

mo punto ; 2,

admite una infinidad de determinaciones continuas; dos cualesquie-

ra difieren por un miltiplo entero de 21,
Sea (4, r)= nl(e +2m, 1) - T‘l(% , ), donde ul (8, r) es
una determinacién cualquiera de n (&, r) ; claramente 4 (3, r) siempre

debe tomar valores que sean multiplos enteros de 271 ; pero como 1 es

continua por ser diferencia de funciones continuas, resulta que Gyr) =2k

es constante; pero cuando {(5,r) se mueve sobre r=b yhace un circui-

to en sentido positivo, lo mismo hace su imagen (5%, r'), es decir; cuan
T

do 6§ aumenta 271, n (4 ,r) aumenta . Por lo tanto

Para cualquier determinacién de « (v, r) talque v (G,r)=4">9

r=b y &' «j sobre r=a, entonces existen dos puntos (5,1)
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de R tales que

' =8 y T

Realicemos el siguiente cambio de coordenadas

Luego el anillo R se transforma enun anillo

> ;
R'={(x,y)|0<a =y=b}, vyl transformacifén T induce una trans-

formacién F de R' en s{ mismo, definida como sigue:

2 2
fx,y) = (o, r7) = £ ') = (&'s )
Se puede comprobar facilmente que F es un homeomorfismo con

2 2
las mismas propiedades de T sobre y=a y y=b ; ademis F

preserva las 4reas ya que la integral de 4rea se transforma en:

[[rdrds = [[/T]|J (g—:——;)l dx dy

5, T dy 1
J( - )“ = T e
2
oY ar AT 0 1 \/-}7_
ax 3y \ 2/y
de donde

r{‘ r dr df = 3 I‘r dx dy .

Pero como

rfr dr dg = [’f‘r‘ drt dst

LU

se concluye que
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r{‘ dx dy = 1“ [ axt dy!
de donde F preserva las dreas,
Ademas es claro que F  tiene puntos fijos siy sélo si T tiene
puntos fijos,
Supongamos que F estd dada por

x' = o (x,y) y'o= p(x,y),

donde 1 (x,y) y ¢lx,y) son totalmente andlogos a los de T (por eso
los denotamos de la misma manera); por consiguiente, los resultados del
an&lisis anterior para T, siguen siendo validos para F .,

Consideremos ahora a (x,y) como las coordenadas rectangula-

res de un punto de la banda

2 2
S= {(x,y) | -o<x<=;a <y« b}

que corresponde al anillo R
N

2

b

Fig, |
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Facilmente observamos que F sobre S es un homeomorfis-~
2 e
mo que preserva las dreas y que sobre y =a los puntos viajan de dere~
cha a izquierda y sobre y =b en direccidén contraria, También F es
periédica en x de periodo 2n ,
Luego, para demostrar que existen dos puntos fijos bajo T , bas

tara demostrar que F tiene dos puntos fijos en H, donde

H={(x,y)]xos;x<x0+2v;a sysb XOQR}.

Veremos ahora que la existencia de un punto fijo en H, implica
la existencia de otro punto fijo, también en H , Elijamos Xy de tal mane

ra que el punto fijo no esté sobre x =x ahora bien, F nos define un

0 ’
campo vectorial en S como sigue: T (P) = PF(P;) ;  los puntos criticos
de I son los puntos fijos de F ,
D C y = bZ
i S T — -
1 i
! i
l i
| H !
| 1 B aZ
-y ! iR ! e Y
A B
XO x() “+ ZU
Fig, 2,

Si nos movemos ahora sobre la frontera ABCD de H, hacien-
do un circuito positivo vemos que la variacidén angular de T (P) es cero; ya

2 2 .
que sobre vy =a y y=b la variacidén angular es ceroy en x =x, Y
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X=X + 27 son las mismas pero estan recorridas en sentido opuesto, esto
es, el indice de ¢ = ABCDA con respectoa T es cero I (a,7)=0; pe-
ro el indice de una curva que rodea a un punto critico simple es + 1 ; por
consiguiente existe por lo menos otro punto critico cuyo indice es simétrico
al del punto que tenemos,

Entonces para demostrar el teorema, basta demostrar que F

tiene un punto fijoen S ,

Demostracién:

Construccién de una curva invariante,

Supongamos que F: S-S5 no tiene puntos fijos; entonces por
ser F pearibédica, existe d>0 tal que la distancia entre cualquier punto

de S vy sutransformado es mayor que d ,

2 2 2 2
Elijamos >0 talque g¢<d,e¢<b -a y sea T :E - E

la transformacién del plano en s{ mismo que traslada los puntos una distan-
cia ¢ en el sentido de las ordenadas negativas,

2
Como T conserva el 4rea, resultaque T F:S-E también;

ademis T F =W no tiene puntos fijos, debido a la forma como se eligid
- ) 2 .
Consideremos ahora la banda angosta b = y » b -z , Bajo la
2
transformacién W, el''borde! superior y=b es transformado en el

2
borde inferior y=b - ¢, (fig, 3) vy la banda se transforma en una segunda

banda, encontrindose totalmente abajo de la primera y con un '"borde' co-
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man, Aplicando W a la segunda banda, ésta va en una tercera, con la
cual tiene solamente un "borde' en com@n, Continuando este proceso se ob-

tiene una serie de bandas que forman ' estratos' consecutivos,

N, N, y = b
W(N,) W(N,) v =
N4 N3
— WN,) W(N,
x0 *<O+2r,v y =a,2
Fig, 3

Consideremos la porcién de la banda S que esti comprendida en

tre x, Yy X4 +2n (%, arbitrario), EIl irea de la primera banda com-~

0

prendida. en esta porcidén de la banda S (la parte acotada por Ni NZ N3 N4
en la fig,3) es 2ne¢ , Consideremos la imagen de esta porcidén bajo W,
la cual es una parte finita de la segunda banda y con &rea Z2rieg; (ver fig,3 ),
pero haciendo uso del hecho de que W es periddica en x de perfodo 2m,
concluimos que el irea de la regidn de la segunda banda, comprendida entre
X ¥ %, + 27 es también igual a 2me ; y as{ sucesivamente obtenemos
que el 4rea de la K- &sima banda comprendida entre x y x%x. + 2 es

0 0

2+w: ., Ademas como el &rea de S comprendida entre X, Y X +21 es

2 2
finita e iguala 2n (b -a ), se deduce que existe N tal que
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la N - ésima banda corta al borde y=2a

i G

\./
i Q _]_
: 2
XO >~.O+“
Fig, 4.

Sea ©Q un punto enla N - ésima banda, tal que su ordenada sea

: ‘ 2
minima, Supongamos que P es el punto sobre y=>b del cual proviene

2
Q, es decir, R = WN(P), Sean P1=W(P), P?_:W (P),...,PN=Q=

= wh(P),

Consideremos el segmento PP1 que estd contenido en la primera
banda; su imagen bajo W es un arco simple cuyos extremos son Pl PZ y
el cual esti contenido totalmente en la segunda banda; anélogamente, si con~
sideramos la imagen del arco P1 PZ bajo W, obtendremos un arco sim-

ple totalmente contenido en la tercera banda cuyos extremos son PZ P3 ,etc,

Continuando este proceso obtenemos N arcos PPl s Pl PZ Jeew PN~1 PN
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que s'e encuentran en bandas sucesivas y no tienen puntos en comin, excepto

en los puntos terminales de arcos sucesivos, (ver fig, 5)

P
| Py
o e e e o o — s —— ——
I P,
73
I ,
I PN-l
\—/\+\ v%
NCA, - Py L
Fig, 5
- - + 2

Sea M la primera interseccibén del arco PN 1 PN con y=a ;

la curva PM formada por la sucesidén de arcos PP1 R Pl P2 T eew s PN 1 M

es simple ya que cada uno de los arcos lo es y no tienen puntos comunes, ex-
cepto los extremos, Por consiguiente PM es un arco simple totalmente

. 2 2
contenido entre y =b y y=a ,

La imagen del arco PM bajo la transformacién W, se compo-

!
ne del arco simple PlM y de un arco simple MM ; este (Gltimo es la

imagen del arco mM, donde m = W~1(M); ademas W(M) = M' est4 so-
2 .

bre y=a -: , Esclaroque MM' es un arco simple y que ademéis no

tiene otro punto en comGn con PM 4que M ; por consiguiente PM' for-

ma una curva simple,
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Fige 6.

W transforma el arco PM de la curva PM! en el arco PlM'
de. la misma, avanzando cada punto de PM a lo largo de PM! ; asique
para todo punto A del arco PM, resulta que W(A)# A,

En este sentido la curva PM! es invariante con respecto a la
transformacién W,

Es claro de la definicién de W, Qque Pl = W(P) tiene una absc_i_

sa mayor que la de Py que M!' = W(M) tiene una abscisa menor que la

de M ,
Recordemos que en S hay un campo vectorial T', asociado a
—_—
F vy definido como sigue: r(p) = PF(P), Definiremos ahora otro campo

vectorial T' en S, en la siguiente forma: T (P)=P W(P) ; estoes,
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Tt (P) es elvector que va de P a suimagen bajo W, Dela definicién se
sigue inmediatamente que I'' es continuo y que no tiene puntos criticos en

S

Variacién angular del vector T'{P)

cuando P se mueve sobre la curva

invariante,
Bioldval-eihdid 4

Estamos interesados ahora en calcular la variacibn angular del vec
tor I'!(P) cuando P se mueve a lo largo de la curva PM' desde P
hasta M,

Vamos a establecer el hecho (intuitivamente casi evidente) de que
la variacién angular de I'(P) es ~n+(g+pB) , donde o y B sonlos

2
ingulos agudos que forman los segmentos PP1 con y=b -¢ y MM

2
con y=a respectivamente, (ver fig, 7),

Sea ¢ un arco de Jordaln de extremos P1 y M, contenido en

2 2
labanda a sysb =-g¢; ytalque nointersecte al arco }?1 M antes cons-

truido ni al segmento P1 M., La curva formada por ¢ Yy elarco l-"‘1 M

es una curva de Jordan,




Fig, 7.

Por consiguiente, existe un homeomorfismo h: i - 4 donde

A es el disco unitarioy ( es 1a 2-celda cerrada limitada por la curva de

1Y

Jordan J

(1 :2’3 30003 1\;“10)

Consideremos las rectas tangentes m, ., T, al circulo unitario
2

en P1 % MQ, tracemos por BK , mq\ (K=2,400s N~ 1) lineas que pa-

sen por el punto de interseccién QO de Nl y NZ ; en casodque n, Y

Ny sean paralelas, entonces tracemos rectas paralelas; llamemos a los nue

vos puntos de interseccién de estas rectas con elcirculo unitario
B

A ,rn1

K

(K=2,000sN-1) respectivamente,
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xn Fig, 8,

sk £
El segmento m my divide al disco 2 en dos subconjuntos; sea

A' el subconjunto que no contiene a M,“, pero que contiene el segmento
B % 5
moony el arco P1 M enlabanday v =h(y).

3
B3

(Ver fig, 8), Sea
Sea p: A~ Y.;‘ la proyeccidén de A .sobre v dada por las rec-
tas que pasar por QO y sea iD : «,/* - & la inclusién de y* en el arco
donde D es cualquier punto

de circulo & Qque pasa por P1 s M y D,
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de A', dada por la misma proyeccién p .,
Definimos L: o' -~ A como sigue: L{D) = (iD Wl p) (D), donde

sk Sk sk
Wl: vy - vy eslainducida por W en vy vy esti dada por

*®

.
s E
menos el arco m

- % E3 £
W1=hW(h llyl ), donde vy, eselarco vy M,

I+

Consideremos un arco de circulo en A dque pasa por Pl y

% % sk %

M , Este arcointersectaal segmento mi m =) en un punto K ; fi-

- b3
jémonos ahora en la cuerda KM y el arco de circulo KM y proyecte-
mos normalmente la cuerda sobre el arco, Procediendo de esta manera pa-

ra cada arco, obtenemos un homeomeorfismo ¢ del tridngulo cuyos vérti-

B * 5« % * e
ces son ml sy m y M sobre el casquete circular ml M ,m ,

Fig, 9,
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% *
Sea g la proyeccibén paralela al segmento m;, m del tridn-

I S I
gulo M m; m sobre el segmento M m
sk £ E3
Definamos ahora Y : tridngulo M m, m - arco MM' de

1

la siguiente manera: Vv {P) = (W ! 5 g)(P).

Sea A: 0 - S como sigue:

Se puede comprobar ficilmente que A(P) es continua, A(P)# P

paratodo P en ( y que ademas A/Y = W,

Consideremos ahora el campo vectorial 1"/\ definido por A sobre

Q, T (P) = Pa(P), Del hecho de que A/Y = W se tiene que la variacidén

angular de T'(P) alo largode v es igual a la variacién angular de

T.(P) alolargode ¢ , Noétese que el campo vectorial F/\(P) sobre ¢

i

esti ''distribuido' de una manera totalmente analoga a lade T'(P) sobre
Y e

Efectuando un razonamiento totalmente analogo al anterior, se ob-
tiene que la variacidn angular de I‘A (P) sobre ¢ es igual a la variacién
angular del campo vectorial ¥ (P) sobre lacurva k , la cual esti formada
por el segmento PlM y donde ¥ (P) estd definido sobre esta curva de

una manera semejante a la de ! (P) sobre vy , esto es, a medida que P

se mueve sobre k , los extremos de los vectores recorren el segmento
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P1 M yelarco MM', siempre avanzando; por consiguiente, se tiene

>

que el vector EL(P)#0 para tode P en k ,
Notacién.- V (v, I'') = variacién angular de T'!'(P) sobre vy,
Luego, las condiciones anteriores se pueden escribir como sigue:
Vi(y,r")=V(p,r)=V(k,)

P

M
Fig, 10
Sea vt la curva formada por el segmento PPl y la curva v
(v' = lacurva PM, antes descrita).

V(V"T') :V(Ppl ] j') +V("J ;F‘)

De las propiedades de Iy recordando que la abscisa de P es

-
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menor que la de Pl y la de M mayor que la de M' , se obtiene que
V(iy' ., T') =~ m+(at8)

donde o y 3 son los 4ngulos agudos positivos que hacen los segmentos

PPl y MM' con el eje x respectivamente; ademds ndtese que g Yy

4 son funciones continuas de ¢ y que

Lim ¢ = Lim 8 =0
e—0 e—0

Fig, 11,

Consideremos un segmento vertical AB, que empiece sobre
2 2
y=b y termine sobre y =a (ver fig,11) y el circuito ) formado por

los segmentos PA, AB, BM ylacurva v'; <como T' no tiene puntos

criticos resulta que V{ix ,T') =0, por locual V(y',T'')=V(PABM,TI!'),
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donde PABM es la poligonal con esos vértices; luego la variacién de
T'(P) sobre PA y BM es pequefia y ademias es una funcién continua

de ¢; por lo tanto

V(A:Y:‘S,Y‘):-n+(a+;3)+n,

donde 1 = n{e) vy ademas lim n=20,

¢~ 0

Tomando el limite cuando ¢ ~0 y recordando que T es elcam
po vectorial definido por

F en S, se tiene que
lim V(AB, I'') = V(AB,T) = - 7
e—0
A
A\
B
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2 2

Sea C un punto sobre y=b y D otro punto sobre y=a .

Vot
Sea’ 8= CD unarco cualquiera que une C con D ., Queremos ahora
calcular la variacién angular de I‘(P), cuando P se muevede C a
D alolargode B, Llamemos 38' alarco formado primero por el seg-
mento que vade A a C, a continuacién elarco 8 vy finalmente el seg-~
mento que vade D a B,

v(g,T)=V(s',T)

ya que cuando P se mueve sobre .&E y I_;é, I‘(P) no tiene variacidn
angular; pero por ser S simplemente conexo, existe una familia continua
{8)\} de arcos con 0 <)< 1 tales que tienen los mismos puntos termina-~
lesy B, = AB , B, = 8! ; yaque T no tiene puntos criticos en S enton-

ces por la proposicién 3 de los preliminares
-n=V(AB,T)=V(g*,T)
V( Bs T) - T e

Cualquiera que sea la manera en que un punto P se mueve de

2 2

y=b a y=a en S, lavariacibn angular de T'(P) es -~ T .
Consideremos ahora la inversa F—l de F, lacual es similar
2 2
a F, exceptosobre y=b y y=a en que los puntos son movidos en

direcciones opuestas a como los desplaza F , Por simetria, el vector

a0
PF ™ (P) debe tener ahora una variacidn angular iguala +m cuando P

2
se mueve de cualquier manera desde y=b hasta y=a |,

Sea § una curva cualquiera con puntos terminales sobre y=b
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2 2
y sobre y =a , cuando P se muevea lo largo de & desde y-=b
2
hasta y=a , la variacidén del vector PF(P) es -t , Consideremos
2
F( §) =8 ; claramente § es una curva con puntos terminales sobre y=b
2 1
y y=a , Lla variacién angular del vector PF (P) es n cuando P
.,,____.__) _l
recorre § ; peroelvector F(P)P=QF (Q), donde Q= F(P), es
—_—

de sentido opuesto al de PF(P), entonces la variacién angular del vector
>

QF-I(Q) a lo largo de § esigualala variacién angular del vector

ey
PF(P) alo largo de &, yadue siempre se encuentran en direcciones

opuestas,
Pero esta es una contradiccidn puesto que la variacién angular del
1
vector QF (Q) es simultdneamente -7y + 7T . (Ver fig.13 ).

Por consiguiente F debe tener un punto fijo, de donde el teore-

ma queda completamente demostrado,

Fig, 13




3. UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA GEOMETRICO DE POINCARE

Estableceremos ahora una generalizacibén del teorema geométri-

co de H, Poincaré de la manera siguiente:

TEOREMA: Sea R = {(8,r) |0 < as<rsb} ysi
T: R - R es un homeomorfismo sobre con las siguientes propiedades:

i) T desplaza a los puntos sobre r =b en direccidn positiva
y a los puntos sobre r =a en direccidn negativa,

ii) T deja invariante la integral

”‘ P(a,r) dg dr , Ac R,
A

donde P(4§,r) es positivay de clase ¢t en R.

Entonces existen por lo menos dos puntos fijos bajo T .

Sea U el plano con coordenados polares modificados i,e, en
té»rrninos de coordenados polares (8',r') ¢ U si (', /F')enm [m=el

plano euclidiano con corrdenadas polares] .,

Definiremos ahora

como sigue 3(s,r)=(8",1"):

8
[ P(g,r)ds
Y0
21
j‘ P(g,r) dsg
0

9' =f(9:r)=2 i

2 r 2m 2
rt=a +f j' P(g,r)dsdr = a" +n(r)
a O




claramente 3 es continua y ya que £(0,r)=0, fQ2r

da I‘g’;
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a,b], por consiguiente £(5,r) es una funcién sobre

entonces

para cada r .
b 2y
Sea I= f f P(s,r) dadr ,
“a 70
; 2 2
s(R)=f(a',r') | 03" <2r: a s v'<a +1}
isCe 3 (R) es un anillo,

ademaéas

3 es de clase C1 ya que :

l:_l = 2r _.--—-——-——-————~———-—p(6’r) ) 3r! = 0
38 21 ( ) 39
Plg, r)ds
J.0
2 5 A 2
{(JP P(:g,r)dg)( l(' \ dc},> -Cj p(;j’r)dex. ‘:._ >\
0 0 4] J
el 2r
- = - - Z
3 I [ J.Z P(“I‘)dl'}
- 0
2y

§ es biunivoca ya que

@({;,r):g(sl,rl) implica i, r):f(:y'l’ri) b

i
=

27k n ) =a o+ or (rl) de donde f(%, r)

n{r) = o7 (rl) implican (o ,r)y=£(»




- 32 -

ie la definicién de n , pero ¢sto dltimo de la definicién de [ se sigue

= ,1 de donde (S,r)

it
—
>
Lo
—
®

230 3E
35 3 8
3(9‘:1“) _ = a@' ar‘ _ :
eI = 35 5r = 2n P(8,1)> 0
35 r!
St 5

de donde § es un homeomorfismo de clase C
Definimos ahora
T r®R) 2 (R)

Tt = @T@'l

de donde T! es un homeomorfismo, también se concluye de la definicidén
de T' que:
i ] - 1 2 - e .
i) T desplaza los puntos sobre rt =a” +1 en direccibén posi-
. 2 . .z .
tiva y a los puntos sobre r' =a en direccidén negativa,
ii) T' deja jnvariante el drea, €8 decir T!' deja invariante la

integral )" ‘[' ds! dr?

»

Demostracidn:
jp ast dr' = = 2n §f P(5,r) dgdr
A -1

lo anterior es debido al teorema del cambio de variable y ahora utilizando




la invariancia de la integral
o

2ot drl =2

Jdd
A

J“ P(- ,r)d:dr

32
- 20 -

concluimos que:

frp(e,r)dsdr,
v o
Tz H(A)

y ahora por la primera de las razones anteriores concluimmos que:

Aoy ¢ - no
podetdrt o= O

M 3
v J

T'(8) 3

de donde finalmente

G S

iii) T' tiene puntos

Demostracidn :

o - o iﬁl_‘_:f_'.)_ o = e ' o 1
a = A e e [PRGonaar
T37H(A) T2 l(a)

drt =

}" “dit dr?
TH(A)

{fijos siy solo si T

tiene puntos fijos,

Supongamos que M en R es un punto fijo de T, entcnces

i (M) es un punto fijo de T' ya que:
. -1, - . .

THsM)) = (2T ) (2(M) = (£ T)M) =4 (T(M))=:(M)

Supongamos que N en 4 (R) s un punto fijo de T', entonces
’;—l(N) es un punto fijo de T ya que:

. P P Tl

N=T' (N) = : T+ (N)=:(Tz (N)
de donde

-1 N A'l (H._i\w» e ,"(-w

O(N) = o2 2 T2 (M) =T F IN)

De lo anterior concluirmos que  T'  satisface las hipotesis del

teorema geométrico de H, Poincaré y por consiguaiente 1! tienc dos puntos




fijos, pero esto Gltimo implica que T tiene dos puntos fijos,



4. APLICACIONES.

EL PROBLEMA DE LA BOLA DE BILLAR,

Fig. 1.

1, - Consideremos una curva plana convexa y diferenciable G,

Vamos a estudiar el movimiento de una bola sobre una mesa de
billar cuya frontera es la curva C (fig, 1) y en particular vamos a demos-
trar la existencia de cierto tipo de movimientos periddicos,

Supongamos que la longitud de C es 27 y que es medida des-
de un punto fijo 0 a un punto variable P por una coordenada angular o
(fig. 1),

Sea P tomado como el punto de proyeccién de la bola de billar
y denotemos por @ el dngulo entre la direccibén positiva de la tangente y la
direccibn de proyeccién, La variable 38 varfa entre O y 1 solamen-

te, Estas coordenadas & v wp son suficientes para representar todos los

estados de proyeccibn sin ambigiiedad, Si ¢ es tomada como una coorde-
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nada angular en el plano, mientras que § aumentada por 1 es tomada
como una coordenada radial, el conjunto de parejas (y , 8+ 1) estén re-

presentadas sobre un anillo acotado por dos circulos concéntricos de radios

oy 2T,

Fig, 2,

2.- Consideremos ahora un estado definido de proyeccidn en P

con {x,8§) dadas; la bola de billar deja P y choca en Pl para ser

proyectada en un estado (:;\l‘, {;1 ), digamos, y as{ indefinidamente (ver

fig., 3), entonces tenemos una correspondencia en la que a cada estado de

proyeccién ({4, #) le corresponde otro, digamos («;;1 s é}l).

Utilicemos la correspondencia anterior para definir una transfor-

macién T del anillo sobre s{ mismo:
T (o, a+ )= S z%}l + 1),
Es evidente que esta transformacidn es continua, diferenciable y uno-uno;

to es T es topoldgica y diferenciable,




Notemos que cuando § €s muy préximaa 0 &6 1, labola
es proyectada en un angulo muy pequeifio con la frontera, y choca otra vez
en un punto cercano y con 91 cercanaa 0 &6 1 segln sea el caso, Por

consiguiente los cfrculos frontera se corresponden a ellos mismos,

Necesitamos hacer una observacibn méis acerca de la transforma-
cibn de los circulos frontera del anillo, La transformacién T efectuari
un cierto nGmero de rotaciones completas del circulo interior y del circulo

exterior, pero arbitrariamente podemos suponer que el circulo interior no

ha tenido ninguna rotacibn bajo T; pero lo mismo no podemos suponer del

circulo exterior puesto que la rotacién en este Gltimo estid determinada por

la continuidad y vamos a ver que se realiza una rotacidén completa en el sen-

iido positivo ya que, si hacemos variar § el &ngulo de proveccidn de un

punto P de 0 a 1, entonces es claro que 91 varfa de 0 a =«
mientras que B varfade 0 a 2 puesto que el punto Pl hace un

circuito completo de C en sentido positivo (ver fig, 3), En otras palabras,

la transformacién T transforma los segmentos radiales a través del ani-

llo en curvas que parten del mismo punto del circulo interior pero que ro-
dean el anillo justamente una vez mientras lo cruza, Por consiguiente la
frontera exterior ha realizado una rotacién completa en sentido positivo ba-

jo la transformacibn T ,
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Fig, 3

.

Supongamos ahora que tenemos un movimiento peribdico, por ejem
plo el correspondiente a un trifngulo tomado en sentido positivo (fig. 4). Es
evidente que T(P)=9Q , TR) =R ; T(R) = P asique cuando T es
aplicada, los tres puntos P, Q,R son ciclicamente avanzados y cada pun- -
to queda inalterado por la aplicacién de T3 . Reciprocamente, a cualquier

. X R : 3
terna de puntos con esta propiedad o a cualquier punto invariante bajo T
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junto con sus imdgenes bajo T y T , corresponde un movimiento

periddico (un tridngulo armdnico) ,

Fig, 4,

Es evidente que no existen puntos interiores invariantes bajo T
misma ya que ¢« es aumentada por menos de Zyr

En esta forma la bisqueda de los movimientos periédicos en el
problema de la bola de billar se reduce a la determinacidn de los conjuntos
de puntos distintos Pl seos s Pn transformados ciclicamente por T, tal
que en general tengamos " (Pi) = Pi (i=1:2,00a0s1n)

Puede demostrarse, mis generalmente, que cada propiedad inte-
resante del movimiento de la bola de billar se refleja en una propiedad co-
rrespondiente de la transformacién T , Asi, el problema dindmico esti
reducido efectivamente a aquel de una transformacidn particular de un ani-

llo circular sobre si mismo,
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3.- La Integral Invariante,

Hay ademé&s una propiedad de la transformacién
T: o = E{e, ) v, 78 (¢ ,8) lacual juega un papel fundamental en la
aplicacidén del teorema geométrico de Poincaré:
la doble integral J'I' sen § 4§ dyp tomada sobre cualquier grea g del
anillo, tiene el mismo valor que sobre las imfgenes gy Tyrees bajo
T, T ,... etc., estoes, esencialmente una propiedad de preservar Areas
en coordenadas modificadas,

Antes de pasar a la demostracién de lo antes afirmado podemos
hacer notar el siguiente resultado que es una consecuencia inmediata de la
invariancia de la integral, Como las integrales sobre o) s Ty sese tienen
el mismo valor y como su valor sobre todo anillo es finito e iguala 2w,
esto implica que algunas imégenes o, v gj se intersectan, Empleando

la transformacidén inversa concluimos que g, . Y

i g'j -1 se intersectan y

as? finalmente que LI vy 5 se intersectan (j<i), Pero interpretado
en el problema de la bola de billar, esto significa que la bola puede ser pro-
yectada con posicién y direccidn arbitrarias y que la bola regresa subsecuen
temente muy cerca de la misma posicién y direccidn,

Pasemos ahora a la demostracién de que la doble integral es inva-

riante, Como se veri, esto depende de la evaluacibn explicita del Jacobiano

3 8 d o 3 8 3 o
1 1 hst
J = l‘- > 0

(o7
&%)
[o%
N
3
fe ¥4
€
[o%)
fas]
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. » r . - ) . .
En efecto, si | [‘ M {8, xp)dady es invariante, tenemos

Pero de acuerdo con el teorema fundamental para cambio de va-

riables, T da para la integral de la izquierda la forma

Y (31,;‘91)13\(1@ de s

Comparando esta expresibn y la integral sobre la derecha, las
cuales son ambas integrales sobre la misma regibn arbitraria o, deduci-

mos la relacidn funcional:

M(j‘ )T;’\)[Jl:M<'}JT)
1 i
Que es la bien conocida condicién necesaria y suficiente para la invariancia,

Por consiguiente para establecer que ['{' sen el dg:l d')"ml es invariante

debemos solo probar que

Sean

las ecuaciones de C en coordenadas rectangulares, tal que 51 71 denota
al d4ngulo entre la direccidn positiva tangencial en un punto de C vyeleje

x  positivo, tenemos

G'(2)

+« = ang tan
Ang s ! ')
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Fig, 5

Similarmente llamemos r, al d4ngulo en el punto transformado,

1
el cual sera dado por la misma expresién excepto que g es reemplazado
por  my .

Finalmente si denotamos por ¢ el dngulo entre la direccién po-

sitiva del eje x, vy la direccidn inicial de proyeccidn (fig. 5), Es evidente

que las dos siguientes relaciones son vélidas:

Substituyendo en estas relaciones ¢ y «, por sus valores ya

la o por




G(x) - G ()
a=ang e TG - Flo)

obtenemos las férmulas explicitas

G(w) - G () G' (%)

= ang tan———-—-————-——-(——— -~ ang tan
g F(cpl) - F(2) g Ft (o)

= L(2,2)

(a5

G'(ggsl) G(;“l)'G(-@)

= ang tan O - ang tan ——(—M—T—;—"‘—(—TY =
F i\"li F 2N Fly

[a¥]
it
-
z
—_
3
.
G
=
St
L

Estas dos expresiones definen la transformaciones T de {(0,8) en

«”.’31 * 61). .
Tomando diferenciales, encontramos:

dg=Lop dyp + Lo dey da '—‘Mfcdfﬁ‘"M;Cldfﬁlr

de donde se obtiene

M M
ds, = ds + (Moyp - L»x)d
1 L -~
dy, = d 3 e —— dxn,
1 L‘Cl L:.,l

de donde obtenemos para el Jacobiano

[F(e ) - F)]1 G ) - (G lo) -

Mo G ()] (=)
J = - m— = - T Tl N TG n ) - 1 {on
Loy ;MF(?;':l) - Fle)]G' (e N G 1) G(IF (1)
Pero F(p))- Flx), G () - Glx) son proporcionales a €oS s SR G

respectivamente, rmientras que también
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F'(g) = cos 1, G'(9p) = sen 1,
Bt (CQ) = cos T, G'(cpl) = sen 1.
Asf{ finalmente, obtenemos:
sen{a - 7v) _ sen §
sen(f\-1 -q)  sen 91 ’

como se habia asegurado,

4,- Aplicacién del Teorema de Poincaré,

Como se ha visto, no hay puntoé interiores invariantes bajo T .
. 2 . :
Consideremos ahora T  seguida de una rotacibén del plano {(wp,98) atra-
v€s de un 4ngulo de - 2 alrededor del origen, la cual denotaremos por
iz 2 - ; : .
R 1 1a transformacién resultante R 1 T admite la misma integral in~
variante que T, por supuesto, pero desplaza los puntos del circulo exte-
rior un 4ngulo de 2 ¢ y los del circulo interior un angulo de ~27 estas
son las dos condiciones esenciales para la aplicacién del Teorema geométri-
. - z2 .
co de Poincaré, Por consiguiente, R 1 T“ tiéne dos puntos geométrica-
mente distintos invariantes de indices opuestos, aunque estos correspondan a
un incremento de » por 2w, Si P es un punto invariante también lo
es T (P) por supuesto, pero con el mismo indice; as{ conseguimos dos pa-
res de puntos, digamos P, T(P), Q,T({Q) los cuatro distintos los cuales
claramente corresponden a los dos movimientos periédicos fundamentales,
Para la aplicacién del Teorema de Poincaré a los movimientos

periédicos més complicados es necesario observar el hecho de que uno de

tales movimientos esti asociado con un segundo de tales movimientos, a
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saber el obtenido cambiando la direccién de descripcién, aunjue €505 mo-
vimientos tienen el mismo indice, Sin embargo uno de esos movimientos
aumenta ¢ por 2km , elotro por 2{n - k) n , Entonces nos basta con
siderar los puntos invariantes de " para los cuales ¢ aumenta por
2km, k=« ; .

As{ claramente obtenemos un poligono de n lados solamente
una vez,

Vamos ahora a demostrar el resultado siguiente que es la conclu-
sidn fundamental del problema de la bola de billar,

Sea n = 2 un natural y sea k=« % otro natural tal que el méaxi
mo comifn divisor de k y n es 1; entonces existen dos poligonos de
n lados, esto es, movimientos peribdicos de la bola de billar que se repi-
ten al cabo de n choques y ademéas esto Gltimo sucede al cabo de un incre
mento 2kn de o ,

Para establecer el resultado anterior consideramos la transforma

ciébn R Tn donde R w denota una rotacibn del plano por un &ngulo de

-k
-2k ; las rotaciones del circulo interior y exterior bajo R K ™ son
respectivamente -2 kw ¥y 2(n - k)r las cuales claramente son de sig-

n . . . .
nos opuestos y ademas es claro que R K T admite la misma integral in-

variante; por consiguiente podemos aplicar el teorema geométrico de Poin-

. . n
car8, Por lo tanto existen dos puntos invariantes bajo R * T de lo cual

concluimos que existen dos puntos P, Q@ geométricamente distintos tales



- 46 -
que " (P)=P vy ™ {Q) =Q, mientras que ¢ ha aumentado por

-1
2irm; se ve fdcilmente que P, T(P)eews T (

P) v

Q, TR) ouaas Tnd(Q) son dos series geométricamente distintas de puntos,
Para que el resultado quede totalmente establecido lo que resta es probar
que

B, T(R) banes TV

P)
son n puntos distintos, Para ello supongamos lo contrario,

Esto es, ™" (P = P {m sn-1) ydue @ es incrementada por
25 ; de TP) = P = ™ (P) concluim.os que Td (P)=P (d#1 clara-
mente), donde d  es el maximo comfn divisor de m y n; suponga
mos que bajo Td, la p de P aumenta por 217 de ™= qu .
Vemos que Tn aumenta @ por 29l asique 9ql=k , de donde k ¥y
n poseerian el factor comin q, contrario a la hipbtesis,

Por consiguiente el resultado queda establecido ya que en forma
anfloga ©, TQ) seuos Tn-l(Q) es una serie de puntos distintos entre si

y distintos de los anteriores ya que los indices de una y otra serie de puntos

son opuestos,
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