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�I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn
along a narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly
stopped - not so the mass of water in the channel which it had put
in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of
violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward
with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation,
a rounded, smooth and well-de�ned heap of water, which continued
its course along the channel apparently without change of form or
diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook it still
rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour, preserving
its original �gure some thirty feet long and a foot to a foot and a
half in height. Its height gradually diminished, and after a chase of
one or two miles I lost it in the windings of the channel. Such, in
the month of August 1834, was my �rst chance interview with that
singular and beautiful phenomenon which I have called the Wave of
Translation�.
John Scott Russell





1995 junto al canal original �Edinburgh and Glasgow Union Canal�
de 50 Km de largo. 89.3m de largo por 4.13m de ancho, 1.52m de
profundidad.





Para un �uido ideal las ecuaciones para el campo de velocidades son
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Si el �ujo es incompresible, la fuerza externa es la gravedad y lo
tomamos irrotacional

v = gradφ.

div(gradφ) = ∇φ = 0.
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Condiciones a la frontera.

sobre la super�cie z = ζ(x , t) p = p0.

vz =
∂φ

∂z
= 0 si z = −h.

Si h −→∞ ∂φ/∂x = ∂φ/∂z = 0.
Aproximación lineal, despreciamos términos de segundo orden,
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En el caso de profundidad �nita h, pero conservando la
aproximación lineal,
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Efecto de los términos no lineales. Para ello aproximamos v a tercer
orden en la profundidad y = h + z .

vx =
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∂x
= f (x) + f1(x)y + f2(x)y2 + f3(x)y3 + O(y4)

vz =
∂φ

∂z
= g1(x)y + g2(x)y2 + g3(x)y3 + O(y4)

con la condición de diferenciabilidad. Substituimos en la ecuación
de Laplace y Obtenemos a orden tres que
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Estas �soluciones� de la ecuación de Laplace las usamos para tomar
en consideración el término no lineal de la de Euler y las
condiciones a la frontera y las resolvemos a tercer orden.



Finalmente
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donde u es la altura de la super�cie normalizada por la amplitud a

de la onda, α y β son parámetros libres que deben ser pequeños y
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Zakharov 1968
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√
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ζ = A(x , t)cos (kx − ωt + θ(x , t))

Coordenadas transladandose con la velocidad de grupo
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Pulsos de luz que se propagan por una �bra óptica. (medio no lineal
Kerr)
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i
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∂t
+ D

∂2u
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− γ1 |u| u + γ2 |u|2 u = 0,

una variante de la ecuación no linear de Schrodinger, ha encontrado
aplicaciones en muy diversas áreas de la física, como son

I Óptica no lineal.

I Condensados de Bose -Einstein.

I Transmisión de señales en �bras ópticas.



Esta ecuación admite soluciones tipo solitón, tanto regulares como
racionales.
Entre las racionales está
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,
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Entre las regulares está
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¾Qué sucede si γ1 = Γ1[1 + εsen(ωt)]?

Para investigar esto utilizaremos una aproximación variacional.

I Ecuación en derivadas parciales generada por una densidad
lagrangiana.

I Una solución exacta.

I Una propuesta de solución cercana a la exacta, pero con
algunas funciones del �tiempo� por determinar.

I Se substituye la propuesta en la densidad lagrangiana y se
integra sobre las variables �espaciales�.

I Se obtiene una lagrangiana efectiva en la que las funciones del
�tiempo� aparecen como coordenadas.

I Las ecuaciones de Euler Lagrange determinan las funciones.



Comencemos con el caso en que buscamos soluciones cercanas al
solitón racional. En este caso cuando γ1 es constante tenemos que:

I Ecuación
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I Densidad lagrangiana

L = i(u∗ut − uu∗t )− 4
3
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I Propuesta

u(x , t) =
1

f (t) + g(t)x2
exp i

[
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]
.

I Lagrangiana efectiva
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g
1

2 f
2

3

−
π
[
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I Ecuaciones de Euler Lagrange
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Tenemos que gf 3 es una integral de movimiento que llamaremos C .
El sistema se reduce a
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Estas ecuaciones se pueden derivar de la lagrangiana

Lvar = g− 10
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]
o, al de�nir p = ∂Lvar/∂ġ , de la hamiltoniana
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Esto lo podemos ver como un movimiento unidimensional en un
potencial efectivo
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Potencial efectivo para D = 0.5, γ1 = 11, γ2 = 9 y diferentes
valores de C ≡ g(0)f 3(0). Punto y raya f (0) = M y g(0) = N,
solución racional. Rayas f (0) = 0.95M y g(0) = N, solución
periódica que representa un solitón oscilante estable. Puntos
f (0) = 1.05M y g(0) = N, no hay solución periódica estable y g
tiende a cero: el solitón se destruye.



Cuando γ1 no es constante y la tenemos como
γ1(t) = Γ1(1 + εsen(ωt)) podemos ver que todo el análisis
variacional que hicimos sigue siendo válido excepto por que la
hamiltoniana (o el potencial efectivo) adquiere un término adicional
dependiente del tiempo

ε
9
2
DC− 2

3 Γ1g
1

3 sen(ωt)

el que, para ε pequeña, podemos ver como una perturbación a la
hamiltoniana integrable Hvar . Podemos entonces aplicar el teorema
de KAM y hacer ver que el sistema tendrá, para ε su�cientemente
pequeña, soluciones periódicas, cuasiperiódicas (con respecto a la
frecuencia ω) y caóticas.
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Mapeo de Poincaré en espacio (g , b) para Γ1 = 11, γ2 = 9,
D = 0.5, ε = 0.2, ω = 1.766537 y diez condiciones iniciales
(g(0), b(0)): (8.8, 0.1), (8.4, 0.1), (8.4,−0.1), (7.899335, 0),
(8.4,−0.4), (7.4148, 0), (7.4148,−0.075), (8.4,−0.575), (7.1, 0) y
(7.02, 0).



Soluciones numéricas de la PDF con condiciones iniciales cercanas
al solitón racional.

M0 = 0.85M y N0 = 0.7N. Γ1 = 11, γ2 = 9, D = 0.5, ε = 0.04,
ω = 8.85
B = 0.1, N0 = 8.8, M0 = (C/N0)1/3 y C = N (0.85M)3.
Γ1 = 11, γ2 = 9, D = 0.5, ε = 0.2, ω = 3.126770



Γ1 = 11, γ2 = 9, D = 0.5, ε = 0.14, ω = 3
Γ1 = 11, γ2 = 9, D = 0.5, ε = 0.2, ω = 1.766537



El caso de solitones hiperbólicos para la ecuación
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Hacemos un estudio similar para este caso.
La propuesta para la aproximación variacional que hacemos es

u(x , t) =
A(t)

cosh (x/w(t))
exp i

[
h(t) + b(t)x2

]
Al substituir en la densidad lagrangiana e integrar obtenemos la
lagrangiana
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3
π2w3A2ḃ−4
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y las ecuaciones de Euler Lagrange
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La primera ecuación nos proporciona una integral de movimiento y
al sumar la segunda con la tercera una ecuación de segundo orden
en w

d2w

dt2
= − d

dw

(
8D2

π2w2
− 8Dγ2c0

π2w
+

4Dγ1
√
c0

π
√
w

)
.

Esto puede verse de manera hamiltoniana con un potencial efectivo.
Cuando γ1 varia con el tiempo se aplica el teorema de KAM y
tendremos soluciones periódicas, cuasiperiódicas y caóticas.

Γ1 = 11, γ2 = 9, D = 0.5, ε = 0.2, ω = 1.766537 y
c0 = 1.956530288.



Resultados numéricos para el caso hiperbólico con condiciones
iniciales de la forma

u(x , t = 0) =
a

b cosh(cx)− 1
.

Γ1 = 11, γ2 = 9, D = 0.5, ε = 0.2, ω = 1.766537, con a = 6
√
2ξ,

b =
√
19, c =

√
2, ξ = 1.1 y ξ = 0.9



Análisis de la solución numérica para ξ = 0.9.
Espectro de potencias de |u(x = 0, t)|2
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Conjunto de intersecciones de u(x = 0, t) con el eje real, 10500
intersecciones.



Dimensión de capacidad del conjunto de intersecciones.
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Capacity Dimension

Nε entre 145 y 2799 lineal con pendiente 0.9347 y una desviación
cuadrática media de 3× 10−5.
La dimensión de correlación de 20000 puntos de la trayectoria da
1.875 y desviación cuadrática menor de 10−4.



CONCLUSIONES

I Al introducir la posibilidad de un manejo no lineal en
ecuaciones con soluciones tipo solitón se observan diferencias
entre los casos hiperbólicos y racional. Los primeros presentan
pulsos robustos, mientras los segundos no los tienen.

I En el caso hiperbólico se abre la posibilidad de tener �solitones
caóticos�.

I Las aproximaciones variacionales predicen soluciones caóticas
en ambos casos, pero solo en el hiperbólico se ven muchas más
posibilidades de que esas predicciones sean reales.

I Se abre la posibilidad de estudiar PDE con comportamiento
caótico.


