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“I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn
along a narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly
stopped - not so the mass of water in the channel which it had put
in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of
violent agitation, then suddenly leaving it behind,

. | followed it on horseback, and overtook it still
rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour,

. ts
one or two miles in the windings of the channel. Such, in
the month of August 1834, was my first chance interview with that
singular and beautiful phenomenon which | have called the Wave of
Translation”.
John Scott Russell
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1995 junto al canal original “Edinburgh and Glasgow Union Canal”
de 50 Km de largo. 89.3m de largo por 4.13m de ancho, 1.52m de
profundidad.






Para un fluido ideal las ecuaciones para el campo de velocidades son

% + div(pv) = 0.

(g‘; (v - grad) >:—gradp+f.

%Lt + div(psv) = 0.

Si el flujo es incompresible, la fuerza externa es la gravedad y lo
tomamos irrotacional

v = grad¢.
div(gradg) = V¢ = 0.

o6 1 |[06\> [0¢
at+2[<ax) +<az)

+=-+gz=_C.
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Condiciones a la frontera.

sobre la superficie z = ((x,t) p = po.

_ 99 _ L
Vz_a_o si z=—h.

Sih— o0 0¢/0x = 0¢/0z = 0.

Aproximacion lineal, despreciamos términos de segundo orden,

¢(x,t =0) ~ coskx.
¢ = Aexp(kz)sen (kx - \/g>kt>

¢ = A\/gcos (kx — wt)
1

1
=gk, vi=glk=\/gh2r, vg= \elk= v

Esta aproximacidn lineal es valida si

1Akf o1
2 g




En el caso de profundidad finita h, pero conservando la

aproximacién lineal,
k
¢ = Ay —cos (kx — wt)
g

¢ = \/EAcoshk(z + h)sen(kx —wt), z> —h

w? = gktanh(kh).

[ktanh kh} @(1_6(kh)2+...>



Efecto de los términos no lineales. Para ello aproximamos v a tercer
orden en la profundidad y = h + z.

_ 99 _
VX_@X_
0

v, = 8—f =g1(x)y + &(x)y* + g(x)y* + O(y*)

con la condicién de diferenciabilidad. Substituimos en la ecuacién
de Laplace y Obtenemos a orden tres que

f(x) + A(x)y + R(x)y* + B(x)y* + O(y*)

_ 99 10%f ,

Ox 28x2y
06 Of  10°f

V= — = —y — ———
9z ax?  6ox3”

Estas “soluciones” de la ecuacién de Laplace las usamos para tomar

en consideracién el término no lineal de la de Euler y las

condiciones a la frontera y las resolvemos a tercer orden.

Vx



Finalmente

8u+3 8u+ ,8283 B

“or 0¢ &3
donde u es la altura de la superficie normalizada por la amplitud a
de la onda, oy 3 son parametros libres que deben ser pequefios y

se definen por

h
a=5  P=3

con A una anchura tipica de la onda y

_ Jax—ct _ Ja3ct

una solucién
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Zakharov 1968

(= A\/Ecos (kx — wt)

¢ = A(x, t)cos (kx —wt + 0(x, t))

Coordenadas transladandose con la velocidad de grupo

X:kx—lwt T:Lut
2 4
1 = Aexp(if)
o0y 10%) 22
187_,_4-5@-{—2/( |ﬂ)| P =0
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Pulsos de luz que se propagan por una fibra éptica. (medio no lineal
Kerr)

1
E(z,t) = Eu(z, T)expi(kz —wT)+ c.c.

i8”+1a”+82+\\ 0
it ulPu =
oz vgor|  ‘orz T THMIET
t:T—iz
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Qu L P o
ot o2 T E
u = V2Acosh™ ! [Ay/7z] exp ivA%t
.aU 82U 2
laﬁ—ﬁ—’yﬂu\u—%’m\u\ u=0
au 0%u

5 +W+’yl]u\2u+72|u|4u:0



8 0?u 2
—|— D— ulu—+ ul“u=0,
una variante de Ia ecuacién no linear de Schrodinger, ha encontrado

aplicaciones en muy diversas areas de la fisica, como son
» Optica no lineal.
» Condensados de Bose -Einstein.

» Transmisién de sefiales en fibras épticas.



Esta ecuacién admite soluciones tipo solitén, tanto regulares como
racionales.
Entre las racionales esta

()=
u(x,t) = ———
’ M + Nx2’
con 3
mo32 oy
41 6D
lo que implica que
1 i(Rx—St)
u(x,t)= 5 € ,
M+ N (x — Vi)
con )
4 %
R= 5D’ S= DV V una constante arbitraria

es también una solucién.



Entre las regulares esta

Ao

u = ei(kox—,uot)
By cosh [Co (x — Vot)] — 1

con velocidad V{ constante arbitraria y

Vi
ko = g)é,
po= = (B-T7)
By = \/9Zg2<k§—lg>+1,
G = /-5
y con la condicién
K-H o



i Qué sucede si y; = 1|1 + esen(wt)]?

Para investigar esto utilizaremos una aproximacién variacional.

» Ecuacién en derivadas parciales generada por una densidad
lagrangiana.

» Una solucién exacta.

» Una propuesta de solucién cercana a la exacta, pero con
algunas funciones del “tiempo” por determinar.

> Se substituye la propuesta en la densidad lagrangiana y se
integra sobre las variables “espaciales”.

» Se obtiene una lagrangiana efectiva en la que las funciones del
“tiempo” aparecen como coordenadas.

» Las ecuaciones de Euler Lagrange determinan las funciones.



Comencemos con el caso en que buscamos soluciones cercanas al
solitén racional. En este caso cuando 71 es constante tenemos que:

» Ecuacién

2
% pY

2
o ﬁ—vl|u\u+’yz|u| u=0.

» Densidad lagrangiana
(% * 4 3 4 2
L=i(u ut—uut)—g’yl]ul + 2 |ul” = 2D |uy|”.

» Solucién exacta

u (X, t) _ 1 . ei(RX—St)’
M+ N (x — Vt)
con 5
vV |4
R=—, §=—"_, :3ﬂ, N= 1
2D 4D 4y, 6D

y V arbitraria.



» Propuesta

u(x,t) = 7 exp i [h(t) + b(t)x] .

t) + g(t)x?
» Lagrangiana efectiva

. ; 2
L ”[b“wb} ™ 5T _ nDg:

giff  gifi  2g3f3  16gif5  off
» Ecuaciones de Euler Lagrange

dg

= — _6Dgb
4 6Dgb,
df
— = 2Dbf
dt bf,
2
b _me e De ,hpe

dt ~ 8 f2 32f3 " 2f2
dh_25’}/2 7’}’1 Dg

dt ~ 32f2 8 f fo



Tenemos que gf3 es una integral de movimiento que llamaremos C.
El sistema se reduce a

dt

db 1 5 5 5 ( D ) 8 5
el . 3 — (| — + 3 3 —4Db".
dt (8C3)71g (32C) 28 2c3)®

Estas ecuaciones se pueden derivar de la lagrangiana

de = —6Dgb,

1 5 1
Lior =8 32— 9D |5C 313 — —-Clyogs + -DC 285
2 16 2
o, al definir p = JL,a,/0g, de la hamiltoniana

1 9

5
Hhar = 783 9%+ 50 [C_g’hg;’ —C e + DC‘§g§} .

Esto lo podemos ver como un movimiento unidimensional en un
potencial efectivo

9 2 1 b 2 _2 4
Uef(g):2D|:C g%éfé—éc L2835 + DC §g§}
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Potencial efectivo para D = 0.5, y1 = 11, 72 = 9 y diferentes
valores de C = g(0)73(0). Punto y raya f(0) = M y g(0) = N,
solucién racional. Rayas f(0) = 0.95M y g(0) = N, solucién
periddica que representa un solitén oscilante estable. Puntos
f(0) =1.05M y g(0) = N, no hay solucién periédica estable y g
tiende a cero: el solitén se destruye.



Cuando 73 no es constante y la tenemos como

71(t) = T1(1 4 esen(wt)) podemos ver que todo el analisis
variacional que hicimos sigue siendo valido excepto por que la
hamiltoniana (o el potencial efectivo) adquiere un término adicional
dependiente del tiempo

9
eEDC_%Flg%sen(wt)

el que, para € pequefia, podemos ver como una perturbacién a la
hamiltoniana integrable H,,,. Podemos entonces aplicar el teorema
de KAM y hacer ver que el sistema tendra, para € suficientemente
pequefia, soluciones periddicas, cuasiperiddicas (con respecto a la
frecuencia w) y caéticas.
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Mapeo de Poincaré en espacio (g, b) para 1 =11, v, =9,

D =05, e =0.2, w=1.766537 y diez condiciones iniciales

((0), b(0)): (8.8,0.1), (8.4,0.1), (8.4, —0.1), (7.899335,0),
(8.4,—0.4), (7.4148,0), (7.4148,—0.075), (8.4, —0.575), (7.1,0) y
(7.02,0).



Soluciones numéricas de la PDF con condiciones iniciales cercanas
al solitén racional.

3.0

20

Mo = 0.85M Yy No =0.7N. Fl = 11, Yo = 9, D= 0.5, € = 0.04,

w = 8.85
B=0.1, Ng =88, My = (C/Ng)/®y C =N (0.85M)3.
M =11,4 =9, D =05, ¢=0.2, w=23.126770
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F1:11, ’72:9, D:0.5, e:0.14,w:3
MM=11,%=9 D=05 =02, w=1.766537
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El caso de solitones hiperbdlicos para la ecuacién
.Ou 0u

Ia—ﬁ—Dﬁ—’yl‘u‘uﬁ-’}’Q‘UFU:O
con 7y constante (D, 1,72 > 0) tiene la solucién exacta
U= Ao i(kox—pot)
Bg cosh [CO (X — \/ot)] -1 ’
con
Vo
khk = —
0 2D7
3D o
A - - (k2 - 7) )
° 7 A% D
9D 7, o
By, — (k2 _ 7) 1,
0 \/ 27% 0 D +
Ho
CO — kg — 5,
ko — Ho > 0.



Hacemos un estudio similar para este caso.

La propuesta para la aproximacién variacional que hacemos es
A(t)
cosh (x/w(t))
Al substituir en la densidad lagrangiana e integrar obtenemos la

lagrangiana

u(x,t) = expi [h(t) + b(t)xz]

;1 . 4 2 4 4 DA?
Lyar = —4A%h— 72 wiA2b— — 2 DwP b2 — Sy wAS 4~ o wA* — = —— A2
3 3 3 3 3w
y las ecuaciones de Euler Lagrange
d dw
— (wA?) =0 —— =4Db
dt (wA%) =0, dt o
h
—12W2d— — 7T2W4@ — 472 Dw*b?
dt dt
-3 w?A + 8'y2W2A2 —4D =0,
dh db
12w — + 372w* = + 1272 Dw* b?
dt dt

+27y1 w?A — 47, w?A? — 4D = 0.



La primera ecuacién nos proporciona una integral de movimiento y
al sumar la segunda con la tercera una ecuacién de segundo orden
en w

dt2 T dw

m2w?2 m2w /W

Esto puede verse de manera hamiltoniana con un potencial efectivo.
Cuando ~y; varia con el tiempo se aplica el teorema de KAM y
tendremos soluciones periédicas, cuasiperiédicas y caéticas.

d2W d < 8D2 8D’)/2C0 n 4971\@)

004 0O3 012 016 020 05 02 032 G35 020 0%

M =11,v%=9, D=056=02, w=1.766537y
¢ = 1.956530288.



Resultados numéricos para el caso hiperbdlico con condiciones
iniciales de la forma

a
ulx, t= 0 = Y.
(x ) bcosh(ex) — 1
9 9
8 8t
7r T I
% 6F 5 o7 1
3 s 3 1
41 4
4L
3k
3k
2
2 6 5’0 1(‘)0 1%0 260 6 5‘0 1(‘)0 1%0 260

t t
M =11,7% =9 D =05, e=0.2, w=1.766537, con a = 6\/2¢,
b=v19, c=v2,£¢(=11 y £€=09



Analisis de la solucién numérica para £ = 0.9.
Espectro de potencias de |u(x = 0, t)|?

Power Spectrum Phase of fft(|u[* )
14.0e4f
10.0e4
= H
5 :
£ 8
— 6.0e4; £
-1.5
i
-3.00
2.0e4 30
o 20 35 20 35

30 75 3
Frequency Frequency



Conjunto de intersecciones de u(x = 0, t) con el eje real, 10500
intersecciones.




Dimensién de capacidad del conjunto de intersecciones.

Capacity Dimension

Log(Number of Intervals Needed to Cover)

4 6 8 10
Log(Number of Intervals)

N, entre 145 y 2799 lineal con pendiente 0.9347 y una desviacion
cuadratica media de 3 x 1075,

La dimensién de correlacién de 20000 puntos de la trayectoria da
1.875 y desviacién cuadratica menor de 1074,



CONCLUSIONES

Al introducir la posibilidad de un manejo no lineal en
ecuaciones con soluciones tipo solitén se observan diferencias
entre los casos hiperbdlicos y racional. Los primeros presentan
pulsos robustos, mientras los segundos no los tienen.

En el caso hiperbélico se abre la posibilidad de tener “solitones
cadticos’”.

Las aproximaciones variacionales predicen soluciones caéticas
en ambos casos, pero solo en el hiperbélico se ven muchas mas
posibilidades de que esas predicciones sean reales.

Se abre la posibilidad de estudiar PDE con comportamiento
cadtico.



