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Definicién y supuestos sobre el sistema no lineal

Problema: Solucién de Sistemas de Ecuaciones No Lineales
Modelo Lineal

Resolver F(x) = 0, no lineal y continuamente diferenciable.
F:R"—R"
Xq Fi(x)

X = : ,F(x) = :
Xn Fa(x)
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Definicién y supuestos sobre el sistema no lineal

Problema: Solucién de Sistemas de Ecuaciones No Lineales
Modelo Lineal

Resolver F(x) = 0, no lineal y continuamente diferenciable.

F:R"—R"

X1 Fi(x)
x=| 1 |,F(x)= :

Xn Fa(x)

Modelo lineal: F(x) ~ F(x0) + F'(x0)(x — %) |

s F(X) s Fi(X)
aFo(X) o e Fa(X)

donde F'(x) = J(x) = : : ,€ R™"
s Fn(x) 0 geFa(x)
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Definicién y supuestos sobre el sistema no lineal

Propiedades del Jacobiano
Cuando F(x) proviene de PDE

Si el sistema de ecuaciones proviene de la discretizacién de
una ecuacioén diferencial parcial no lineales, como es el caso

de Reservoir Simulation in Oil Recovery, el Jacobiano:

h es grande (cientos de miles)

No es simétrico

No es definido positivo (en general)
Es sparse

Es una matriz de banda.

Puede ser mal condicionada.

Frecuentemente métodos de Krylov se usan para
resolver SL que involucren estas matrices.
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Esquema de lterativo Newton

Ventajas

Dado x inicial

while no convergencia
Resolver J(x)s = —F(x)
X—X+S

endwhile
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Método de Newton

Esquema de lterativo Newton

Ventajas

Dado x inicial

while no convergencia
Resolver J(x)s = —F(x)
X—X+S

endwhile

Propiedades

@ Localmente cuadraticamente convergente.

@ Independencia de la malla, para problemas de
discretizaciones de PDE.
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Método de Newton

Esquema de lterativo Newton

Ventajas

Dado x inicial

while no convergencia
Resolver J(x)s = —F(x)
X—X+S

endwhile

Propiedades

@ Localmente cuadraticamente convergente.

@ Independencia de la malla, para problemas de
discretizaciones de PDE.
(Esto altimo no se que significa pero es algo bueno para el
problema que nos ocupa)
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Método de Newton

Método de Newton Truncado

Dado x inicial
while no convergencia
Resolver J(x)s = —F(x)
X—X+S
endwhile
Cuando seresuelve aproximadamente
J(x)s = —F(x)

por un método iterativo (como los de subespacios de Krylov)
en los que se realiza algun tipo de minimizacion del residual:

msin I|F(x) + J(x)s]|

el esquema se conoce como:
Método de Newton Truncado |
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0e0000

Motivacién de los método inexactos

Principales preguntas

@ ;Cuéando parar las iteraciones del sistema lineal?

@ ;Como hacer que el sistema sea global?
Basicamente deseamos que ||F(x + s)|| < ||F(x)]]

@ ;Qué método utilizar para resolver el sistema lineal?



Método Inexacto de Newton
[e]e] lelele)

Motivacién de los método inexactos

Esquema de lterativo Inexacto de Newton

Definiciones, caracteristicas y observaciones

Dado x inicial
while no convergencia
Encontrar n€[0;1) v s tal que
IF() + J)sl < n | F )
X+—X+$S
endwhile
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Motivacién de los método inexactos

Esquema de lterativo Inexacto de Newton

Definiciones, caracteristicas y observaciones

Dado x inicial
while no convergencia
Encontrar n€[0;1) v s tal que
IF(x) +J(x)s] < nl[F(X)
X—X+$§
endwhile
@ El parametro n es conocido como término de forzamiento
@ El esquema de Newton esté dentro del marco de los métodos inexactos
@ Aplicaremos el método iterativo lineal hasta que
[F(x) + J(x)s|| < nlIFO)l
@ La cuestion de detener las iteraciones del esquema lineal se convierte
en el tema de la eleccion del término de forzamiento

@ Un método inexacto es cualquiera que reduzca la norma del modelo
lineal con respecto al valor de la norma F.
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Motivacién de los método inexactos

Resultados de Convergencia

Observaciones

Teorema (Dembo, Eisenstat, Steihaug, 1982)

Suponga que F(x*) = 0 y J(x*) inversible (invertible?).
Si{xx} es generada por un algoritmo inexacto de Newton con
Xo Suficientemente cerca de x* entonces

@ Nk < Mmax <1 = Xxx — X* g-linealmente

@ —0 = Xx — X* g-superlinealmente
Si ademas J es Lipschitz continua en x* entonces

@ nx = O(||IF(xx)||) = xx — Xx* q-cuadraticamente
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Motivacién de los método inexactos

Resultados de Convergencia

Observaciones

Teorema (Dembo, Eisenstat, Steihaug, 1982)

Suponga que F(x*) = 0 y J(x*) inversible (invertible?).
Si{xx} es generada por un algoritmo inexacto de Newton con
Xo Suficientemente cerca de x* entonces

@ Nk < Mmax <1 = Xxx — X* g-linealmente

@ —0 = Xx — X* g-superlinealmente
Si ademas J es Lipschitz continua en x* entonces

@ nx = O(||IF(xx)||) = xx — Xx* q-cuadraticamente

Este teorema es local.
Se requiere una estrategia global.



Método Inexacto de Newton
0000e0

Motivacién de los método inexactos

Estrategias Globales de Convergencia

Vinculo con optimizacién

@ Pedir solamente ||F(x + 8)|| < ||F(x)|| no es suficiente.
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Estrategias Globales de Convergencia

Vinculo con optimizacién

@ Pedir solamente ||F(x + 8)|| < ||F(x)|| no es suficiente.

@ Criterios basados en norma de la reduccién actual y la
reduccién predicha por algin modelo (lineal usualmente)
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Motivacién de los método inexactos

Estrategias Globales de Convergencia

Vinculo con optimizacién

@ Pedir solamente ||F(x + 8)|| < ||F(x)|| no es suficiente.

@ Criterios basados en norma de la reduccién actual y la
reduccién predicha por algin modelo (lineal usualmente)

@ Coneccion con optimizacion y las estrategias de busqueda
en la linea o region de confianza.

F(x)=0<«<= mxin f(x)

donde ] ]
f(x) = F(0)'F) = 5 IFX)IIZ

0 sea, convertir en un problema de minimos cuadrados
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Motivacién de los método inexactos

F(x) = 0 contra mXin f(x)

Ejemplo en R de la raiz de la eq. y el problema de minimizacién

y=1) y=12 1R

2 . i } 5 : .

1 1 15 ]
10 1 10 J
5 1 5 J
b 0

5 1 5 ]

: : ! | L L
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@ Métodos de Backtracking (reduccién hacia atras?)
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Métodos de Backtracking (reduccién hacia atras?)

Backtracking Methods Idea

Esquema iterativo basico: Inexact Newton Backtracking (INB) Method

Escoja s lo mas cercano a (—J(x)~'F(x)) tal que ||F(x) + J(x)s|| < [[F(x)]|
y verifique si

[F(x+ s)ll < IF()l
si no, reduzca el paso.
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Métodos de Backtracking (reduccién hacia atras?)

Backtracking Methods Idea

Esquema iterativo basico: Inexact Newton Backtracking (INB) Method

Escoja s lo mas cercano a (—J(x)~'F(x)) tal que ||F(x) + J(x)s|| < [[F(x)]|
y verifique si
[F(x+ s)ll < IF()l
si no, reduzca el paso.
Dados X inicial, t€(0;1), Nmax €[0; 1) v 0 < Omin < Omax < 1
while no convergencia
Seleccionar 7 € [0; Nmax)
Encontrar § tal que [[F(x)+ J(x)s| < n|F(x)|
Evaluar F(x+ )
While [|F(x+s)|| > (1—t(1—n)[[F(x)|
Seleccionar 0 € [Omin; Omax]
S« 0s
n—1-06(1-n)
Reevaluar F(x+5)
endwhile
X<—X+S8
F(x) — F(x+s)

endwhile
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Métodos de Backtracking (reduccién hacia atras?)

Resultado de Convergencia

Posibilidades

Teorema (Eisenstat y Walker, 1994)

Suponga que {xx} es producida por el algoritmo INB. Si {xx}
tiene un punto de acumulacion x* y J(x*) es no singular
entonces

FX)=0 y {x}— x*

Ademas sy y nix son aceptables para todo k > ky
suficientemente grande.
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Métodos de Backtracking (reduccién hacia atras?)

Resultado de Convergencia

Posibilidades

Teorema (Eisenstat y Walker, 1994)

Suponga que {xx} es producida por el algoritmo INB. Si {xx}
tiene un punto de acumulacion x* y J(x*) es no singular
entonces

Fx)=0 y {x%}; —x

Ademas sy y nix son aceptables para todo k > ky
suficientemente grande.

© [ xk|[ — o0

@ {xx} tiene varios puntos de acumulacién y J es singular en
cada uno de ellos.

@ {xx} converge a x*, F(x*) =0, J(x*) es no singular y la
tasa de convergencia la determina la sucesion {n}
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Métodos de Backtracking (reduccién hacia atras?)

Practicalities

Detalles de la implementacion

@ Escoger nmax cerca de 1, por ejemplo 7max = 0.9

@ Escoger t pequefo, por ejemplo t = 10~*

@ Los valores usuales de 0pmjn ¥ Omax son 0.1y 0.5
respectivamente.

@ Utilizar una norma inducida por un producto interno, por
ejemplo, |||

@ Escoger 6 € [0min; Omax| tal que minimice una cuadratica o
una cubica que interpole || F (xx + 0sk)||
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@ Seleccién del término de forzamiento
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Seleccidén del término de forzamiento

Peligro de exceso de célculos

La seleccién adecuada de los forzamientos es muy importante,
ya que corremos el peligro de que haya un divorcio entre la
reduccién efectiva ||F(x + s)| y la de su modelo lineal
F(x)+ J(x)s
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Selecci6n del término de forzamiento

Seleccidén del término de forzamiento

Peligro de exceso de célculos

La seleccién adecuada de los forzamientos es muy importante,
ya que corremos el peligro de que haya un divorcio entre la
reduccion efectiva || F(x + s)|| y la de su modelo lineal
F(x)+ J(x)s

| |

Seleccionar nx = min {nmax ; 7ix} donde

o IE I = ITF (Xk—1) + J (Xk—1) Sk—1]l]
IF (Xi—1) |

| |

1+V5
Nk = max {nk ; n,ﬁlﬁ‘/g)/z} sin,? >0.1
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Selecci6n del término de forzamiento

Eleccion de los terminos de forzamiento

Ideas y Justificaciones

@ La eleccion anterior de los forzamientos mide la
concordancia (o la discordancia :-)) entre F y el su modelo
lineal local en la iteracion. anterior.

(ﬁ _ HIFE Gl = 1IF (X—1) +J(xk1)sk1!|)

" IF (o) |

@ Esta eleccibn corre el riesgo de ser muy pequena lejos de
la solucién, lo que produce un sobrecalculo.

@ La justificacién de la proteccion es que una disminucion
drastica de 7y a la iteracion siguiente debe estar justificada
por varias iteraciones.

@ Esta eleccion de los forzamiento es invariante a la
multiplicacion de un escalar por F.
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Selecci6n del término de forzamiento

Eleccion de los terminos de forzamiento

Ideas y Justificaciones

@ La eleccién anterior de los forzamientos mide la
concordancia (o la discordancia :-)) entre F y el su modelo
lineal local en la iteracion. anterior.

(ﬁ _ HIFE Gl = 1IF (X—1) +J(xk1)sk1!|)
" IF (o) |

@ Esta eleccibn corre el riesgo de ser muy pequena lejos de
la solucién, lo que produce un sobrecalculo.

@ La justificacién de la proteccion es que una disminucion
drastica de 7y a la iteracion siguiente debe estar justificada
por varias iteraciones.

@ Esta eleccion de los forzamiento es invariante a la
multiplicacion de un escalar por F.

@ Hay un teorema de convergencia bonito ... pero me lo
salto.
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Solvers basados en Subespacios de Krylov

Métodos de Subespacios de Krylov

Idea General y Propiedades Generales

Resolver Ax = b utilizando el subespacio Kx(v) con un v adecuado
Ki(v) = {v, Av, ... A1 v}

e intrinsecamente los procesos de Lanczos o de Arnoldi
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Solvers basados en Subespacios de Krylov

Métodos de Subespacios de Krylov

Idea General y Propiedades Generales

Resolver Ax = b utilizando el subespacio Kx(v) con un v adecuado
Ki(v) = {v, Av, ... A1 v}
e intrinsecamente los procesos de Lanczos o de Arnoldi

|

Controlan la reduccién en cada iteracion de ||r|| = ||b — Axk||

Son procesos iterativos.

Fuertes propiedades de convergencia.
La operacién mas costosa es el producto Matriz-vector.
Incorporacion natural al esquema de precondicionadores.

No requiere de disponer de la matriz A sino de una funcién que calcule
el producto Matriz-vector.

Ideales para sistemas de gran escala.

Su naturaza es paralelizable.
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Métodos de Subespacios de Krylov

Métodos mas importantes

@ PCG Gradiente Conjugado (Para matrices simétricas y
definidas positivas) 1952-1958
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Solvers basados en Subespacios de Krylov

Métodos de Subespacios de Krylov

Métodos mas importantes

@ PCG Gradiente Conjugado (Para matrices simétricas y
definidas positivas) 1952-1958
(uno de los mas fantasticos algoritmos de los ultimos 50
anos)

@ MINRES (Para matrices simétricas) 1975
Minimal Residual

@ GMRES (Para matrices generales) 1986
Generalized Minimal Residual
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Solvers de NITSOL

Propiedades

La naturaleza de los sistemas lineales involucrados en
F(x) = 0 es no simétrica por lo que los solvers utilizados son
de proposito general.
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Solvers de NITSOL

Propiedades

La naturaleza de los sistemas lineales involucrados en
F(x) = 0 es no simétrica por lo que los solvers utilizados son
de proposito general.

@ Simpler GMRES(m) 1994

Simpler Generalized Minimal Residual: restart m

@ BIiCGSTAB 1992

Gradiente Biconjugado Estabilizado

e TFQMR1993

Transpose Free Quasi Minimal Residual
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Solvers de NITSOL

GMRES

Idea General del Algoritmo: Proceso de ortogonalizaciéon de Arnoldi

Partir de xo inicial y xx = xo + 2z, donde z, resuelve

min b= A0 +2)l, =,

n o — Az,
2eR(r (r0)

mi
€Kk
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Solvers de NITSOL

GMRES

Idea General del Algoritmo: Proceso de ortogonalizaciéon de Arnoldi

Partir de xo inicial y xx = xo + 2z, donde z, resuelve

min b= A0 +2)l, =,

n o — Az,
2eR(r (r0)

mi
€Kk
Dado Xo,iniciar r—b—Axo; wy — ||[rll,, Vi —r/|rlly, 3<1,k<1;
while (j <= n) do

for i=1:3j do

Hijy — V/-t*A* Vi;

Resolver y = H71W; (Nota: H es de Hessenberg!!)

X —Xo+ Vxy;

Visi, — A=V, —VxH;

Hi1.y = [ Visllp:

Il [¥] * Hivp i

if ||r|l, < tol then PARAR;

Vipr — Vj+1/H(j+1,j);

Wi < 0;

j— 3+ 1
endwhile
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Solvers de NITSOL

GMRES(m): Modificaciones fundamentales

Dados Xp, MaxIter y m, iniciar iter«-0;
repeat
reb—Ax; wi—|lrlly, Vi —r/|Irll,s 315
while (j <= m) do
for i=1:3j do
H(i,j) — Vjt * A x V,‘,'
‘/j+1 — Ax ‘/j —Vx I‘I/‘;
Hie1jy < | Vit llps
Vier = Vi /Hi i
Wiy < 0;
y — mzin |w — H x z||, (€ RV*"™) de Hessenberg)
X=X+ Vxy;

iter « iter + 1;

J — J+1;

if ||r|l, < tol then PARAR;
endwhile
Xo < X;

until iter < MaxIter
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Solvers de NITSOL

Forma de Hessenberg

X X x
X X X
H=|0 x . x | erRH+1x
: X
| 0 0 ... x|

En el GMRES(m) de NITSOL se utiliza un truco para no
realizar rotaciones de Givens y es g se escoge

y Afo
1 =
1An]l2
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Solvers de NITSOL

BiCGSTAB y TFQMR

Idea General de Ambos: Proceso de ortogonalizacion no simétrico de Lanczos

© BIiCGSTAB
Es una combinacién de BiCG y GMRES(1).
Utiliza un truco para mejorar la inestabilidad de
Gradiente BiConjugado
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Solvers de NITSOL

BiCGSTAB y TFQMR

Idea General de Ambos: Proceso de ortogonalizacion no simétrico de Lanczos

© BIiCGSTAB
Es una combinacién de BiCG y GMRES(1).
Utiliza un truco para mejorar la inestabilidad de
Gradiente BiConjugado

@ TFQMR

Ax = b < AlAx = Alb

El sistema de la derecha simérico y definido positivo
Utiliza un método ingenioso a evitar el producto por la
transpuesta.
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BiCGSTAB y TFQMR

Idea General de Ambos: Proceso de ortogonalizacion no simétrico de Lanczos

’ Algunas caracteristicas ‘

@ Utilizan férmulas de recurrencia pequenas.

@ Tienen muy modestos costos de almacenamiento y de
operaciones por iteracion.

@ El decrecimiento de la norma del gradiente es suave, casi
monétono.

@ No disfrutan de las propiedades de minimizacién del
residual de GMRES(m).

@ Pueden fallar prematuramente.
@ Son més sensibles a errores de redondeo que GMRES.

@ Si no tenemos muchos recursos (memoria) y convergen,
son los tipos.
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Solvers de NITSOL

El Jacobiano en Diferencias

Diferentes aproximaciones

J(x) +d =~
@ }[F(xk+hd)—F(x)]+ O(h)
@ 35 [F(xc+hd) — F(x — hd)] + O (1?)
© [ (v + 3e) 9 (1~ 3e) ~F (o 0+ £ (5~ net] + O
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Solvers de NITSOL

El Jacobiano en Diferencias

Diferentes aproximaciones

@ }IF(xc+hd)—F(x)]+0(h)
Q@  [F(xk+hd)— F(xc— hd)] + O (H?)
Q & [8F (X + 5d) — 8F (x— 4d) — F(x + hd) + F (x — hd)| + O (K)

’ Observaciones Importantes ‘

@ No necesitamos la matriz explicitamente J(x)
@ BiCGSTAB y TFQMR utilizan la jacobiana en cada iteracion.

@ BiCGSTAB y TFQMR aumenta las evaluaciones de F al usar formulas de orden
alto.

@ GMRES(m) solo utiliza cada m iteraciones la jacobiana.
@ GMRES(m) permite usar formulas de orden alto con un costo no prohibitivo.
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@ Permite utilizar parametros por defecto.
@ Se pueden modificar gran cantidad de parametros.
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Subrutina NITSOL

@ Permite utilizar parametros por defecto.
@ Se pueden modificar gran cantidad de parametros.

@ Los requerimientos minimos a especificar son:

dimensién del problema

vector de la aproximacién inicial

tolerancia de parada.

espacio de trabajo para el método de Krylov.

nombre de la rutina que evalua a F.

nombre de la rutina que calcula el producto del Jac por un vector.
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Subrutina NITSOL

@ Permite utilizar parametros por defecto.
@ Se pueden modificar gran cantidad de parametros.

@ Los requerimientos minimos a especificar son:

dimensién del problema

vector de la aproximacién inicial

tolerancia de parada.

espacio de trabajo para el método de Krylov.

nombre de la rutina que evalua a F.

nombre de la rutina que calcula el producto del Jac por un vector.

@ Indicar las subrutinas que calculan las normas y los productor internos,
como DNRM2 y DDOT de la biblioteca BLAS.
Estas deben ser declaradas EXTERNAL
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Subrutina NITSOL

Permite utilizar pardmetros por defecto.
Se pueden modificar gran cantidad de parametros.

Los requerimientos minimos a especificar son:

dimensién del problema

vector de la aproximacién inicial

tolerancia de parada.

espacio de trabajo para el método de Krylov.

nombre de la rutina que evalua a F.

nombre de la rutina que calcula el producto del Jac por un vector.

Indicar las subrutinas que calculan las normas y los productor internos,
como DNRM2 y DDOT de la biblioteca BLAS.
Estas deben ser declaradas EXTERNAL

El bloque common NITINFO contiene informacion sobre el progreso
del algoritmo, tal como:

@ Cantidad de Iteraciones (no lineales)

® ||IF (x|

@ tasa de convergencia con la iteracion previa.
@ status (fallo o no fallo)
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Presentacion

@ Especificacién de Fy JAC
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Especificacion de F y JAC

Funcidon Objetivo que debe dar el usuario

SUBROUTINE F (N, XCUR, FCUR, RPAR, IPAR, ITRMF)

N: dimensién (En el caso del petroleo la cantidad de nodos de la malla)
XCUR: vector de dim N donde se evaluara r.
FCUR: vector de dim N de la evaluacién de F (XCUR).

RPAR y IPAR vectores de parametros reales y enteros respectivamente.
Por ejemplo en TPAR puede estar informacion relativa a la malla:
cantidad de puntos en cada una de las direcciones, etc.

ITRMF Es una bandera entera que indica si la evaluacion de F fue
exitosa y no dio algo como NaN 0 oo.
Estas excepciones deben ser controladas por el usuario.
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Implementacion de Jacobiano

SUBROUTINE JACV (N, XCUR, FCUR, IJOB, V, Z, RPAR, IPAR,
ITRMJV)

@ N: dimension del problema.

XCUR: vector de dim N donde se evalué F.

FCUR: vector de evaluacion de F (XCUR) .

1J0B: Bandera que indica si se usara precondicionador.

v: vector de dim N por el que se multiplicara el jacobiano.

z: vector de dim N resultado de multiplicar por el jacobiano.

RPAR Yy IPAR vectores de parametros reales y enteros respectivamente.

ITRMJV Bandera que indica si el proceso fue exitoso.
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Implementacion de Jacobiano

Detalles: SUBROUTINE JACV (N, XCUR,FCUR, IJOB,V, Z, RPAR, IPAR, ITRMJV)

IF (IJOB .EQ. 0) THEN !Realiza el prod Jac por vector
Cédigo
Cédigo
Cédigo
ELSE (IJOB .EQ. 1) THEN '!aplica el precondiciondor
Cédigo
Cédigo
Cédigo
END IF
Aplicar un precondicionador, es aplicar un procedimiento que reciba un
vector y devuelva otro!!
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Implementacion de Jacobiano

Detalles: SUBROUTINE JACV (N, XCUR,FCUR, IJOB,V, Z, RPAR, IPAR, ITRMJV)

IF (IJOB .EQ. 0) THEN !Realiza el prod Jac por vector
Cédigo
Cédigo
Cédigo
ELSE (IJOB .EQ. 1) THEN '!aplica el precondiciondor
Cédigo
Cédigo
Cédigo
END IF
Aplicar un precondicionador, es aplicar un procedimiento que reciba un
vector y devuelva otro!!
Necesidad de XCUR y FCUR

v

1 ~~
J(Xk)d%E F(Xk+h d )—F(Xk)
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AL
FIN
ACABO
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