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Modelo: Difuminacion

e [3: dispersa el brillo de cada punto de la imagen

Impulso Respuesta



El problema

e funciones f,g : R? — [0,1] a imdgenes F y G
o B: [2(R?) - [2(R?)

Dada la funcién g y el operador de difuminacién B, hallar la
funcién f tal que
B[f] = g.
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Hipdtesis del modelo

e 3 espacialmente invariante

fF(x+s,y+1t) —— g(x+s,y+1)
funcién k : R2 5 R

o K((x,¥),(s,t)) = k(x —s,y — t)

e k(x,y) >0

o g k(x,y)dxdy =1



Hipdtesis del modelo

e 3 separable
funciones ki, ko : R — R tales que k(x,y) = ki(x)ka(y)
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imagen original imagen difuminada




Deconvolucidn

Modelo para difuminar imagenes

Dada la funcién f y la PSF k, calcular g = f * k.

Restauracién de imagenes

Dada la funcién g y la PSF k, hallar funcién f tal que g = f x k.
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Ejemplo: La forma del vertedero

Problema:
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Espacio V

@=(5e: i} Llc] = L[k] - L[f]

£l = Llp] - £ld]
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Problemas mal planteados

Dado operador B : L2[0,1] — L2[0,1] y funcién g € L2[0, 1],
hallar funcién f € L2[0,1] tal que B[f] = g.

e tiene solucidn
e |a solucidn es tnica

e |a solucién depende continuamente de los
datos

De otro modo, problema mal planteado

bien planteado si B biyeccién con B~! continua.



Deconvolucién: un problema mal planteado

B[f] = k * f sobre L2[0, 1] . B compacto y acotado sobre
con k € L2([0,1] x [0,1]) L2[0,1] de dimensién infinita

B lineal, compacto y acotado sobre

1 .
0, 1] e dimenmn i e



Modelo Discreto

La imagen observada es imagen digital.

muestreo + cuantificacién

funcién g > matriz G
variables y valores variabe y valores
continuos discretos




Convolucién Discreta

discretizacién por colocacién caso 1D
g(x) = g k(x —s)f(s), xeR

e muestras de g en Z?

I
e soporte de g en g= > ki—pfm i=1,....m
[1, m] x [1,n] p==I
e soporte de k en l
— ] x [=r,r ke ko ke 0 0 fo
A =] N N N . &
ke ko ke, | = |7
N AN N S
AN AN AN &n
0 0 ko ko ke, "
A X = b

sistema indeterminado con A de tamafio n x (n+ 2r)



Condiciones de frontera

f fuerade [1,m] x [1,n] ——

cero

| 1

A matriz de Toeplitz

’I\ "\ ".\‘.

H B B
H B %
periédica

lw

A matriz circular

reordena matriz A

3 4 ’;_ '\\f
A B A
reflexiva

| 1o

A = Toeplitz + Hankel



Condiciones de frontera

En 2D, A de n X n bloques, cada bloque de m x m.

condicion de frontera | estructura por bloques bloque

cero Toeplitz Toeplitz

periddica Circular Circular
reflexiva Toeplitz +Hankel Toeplitz+Hankel

imagen de 50 x 50 pixeles

k gaussiana con s. d. = 2
condiciones periddicas
A de 2500 x 2500




Deblurring: Problema de gran escala

imagenes F y G matrices F y G
1600 x 1200 pixeles tamafio 1280 x 1024
matriz A de orden

operador B T (1600)(1200)=1920000

Dadas matrices A y G, hallar matriz F tal que

Avec(F) = vec(G)

ipodemos reducir las dimensiones del problema?




Reduccidon de Dimensidn

hipdtesis del modelo: B es separable.

s Producto de Kronecker A, de 1200 x 1200

A=A ®A. Ac de 1600 x 1600

condiciones cero —> A = Toeplitz ®Toeplitz

condiciones periédicas — A = Circular ®Circular

condiciones reflexivas ——— A = (Toeplitz + Hankel) ®(Toeplitz+Hankel)
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Problema:

Propiedades del Producto de Kronecker

° (AQA) T =ATRA

® (A ® A )vec(F) = vec(AFA])

Regularizacién

NOTA:

Super-resolucién

Final



Deblurring

imagen G de 1600 x 1200 pixeles
fy@@n) sir+p<T /’\ﬂ% ‘

PSF ki; = {
0 en otro caso

'0' v.w
supp(k) = [~799, 799] x [—599, 599 —_—
condiciones de frontera periédicas
G + E con E ~ N(0,0,1) vector aleatorio de R1600-1200 \ ‘
i




Deblurring

A de orden (1600)(1200) circular por bloques
bloques: matrices circulares de 1600 x 1600
PSF no separable: aproximacién de A por SVD

-
k-799,—509 ***  k-799500 %, vi
: : = [U1 500 UlSQQ] S ;

kr99,—509 =+ k799,500

o1 =7.49992 x 1072 > - -+ > 71199
Ac circular con ler renglén [\/a1u] 0]
A, circular con ler renglén [/orvy 0]
resolver (Ar ® Ac)vec(F) = vec(G)



Deblurring: un problema mal condicionado
matriz A, ® Ac mal condicionada cond(A; ® Ac) = 1.9301 x 107

expande g = vec(G) y fis = vec(F) en base de vectores singulares

-

Condicién de Picard:
X En promedio, |u g|/o; | 0 — Problema mal planteado

o valores singulares o;
s coeficientes |ulg| de g
——coeficientes |ulg|/o; de frs
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idea:

min | AF — gl + \[fl
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min [|Hf — gll2 + AllLF|2




Métodos de regularizacion numérica

® Regularizacién de Tikhonov
min ||Af — gl||3 + \||f]|3
min_ [IAF — g[}3-+ X3
e Problema de regién de confianza
min ||Af — g||3
Ao | gl

e SVD truncada



Métodos de regularizacion numérica

e Regularizacién de Tikhonov
mn

f = 221 JgiA(UiTg)Vk, A>0
=

e SVD trunca(lj(a

T

k_ \~ule
5 =2 Vi Kke{l,...,r}
i=1

A=UVT e U L)V, @ V)T
Ac:UcchcT - - . : : ; C

u x Vv
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Principio de discrepancia
GCV

Criterio de la L-Curva




Regularizaciéon en Deblurring

Resolver (A ® Ac)vec(F) = vec(G + E)
A, de 1200 x 1200 y Ac de 1600 x 1600 circulares
G de 1600 x 1200 y E ~ N(0,0,01)
Regularizacién de Tikhonov

solucién regularizada Fy, —— imagen restaurada

A = 0.499



Regularizaciéon en Deblurring

con criterio de L-curva

A = 0.0499



Super-resolucién

Dadas imagenes G1 y G> de la misma escena de
250 x 200 pixeles, obtener imagen F de la escena de 500 x 400
pixeles con menos degradaciones
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Hipdtesis del Modelo

W traslacién
B lineal, espacialmente invariante, separable
D reescala

condiciones de frontera periodicas

W : R500-400 _, [3500-400
f=vec(F) B - R500-400 _, [R500-400

D : R500~400 N R250~200

81\ DBWl f
g) \DBW:

g=DBW, f



Tareas de Super-resolucién

Wi =P ® Qx Py, R circulares de 400 x 400

B=R®C Qx, C circulares de 500 x 500 = DBW = DWiB

hipdtesis =

(DWiB)™t = B~tw, D!
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Registro Fusién

.-i 1 /

imagenes LR

izacién Super-resolucién Final

Deblurring

E—

malla de
imagen HR




Fusidn

matrices Z;1 y Z> de 500 x 400
matriz Z de 500 x 400

SVD's 2o = U,s, V)T

T Z=Urvy]
—

| 2
y — 217 SI O miax = O miax
Yo, sio2. >ol

max max



Super-resolucién

imagenes G1, Gy de 250 x 250 pixeles
G referencia
Go 5 pixeles | 5 pixeles —

condiciones de frontera periddicas

1/(2,5%7) sii?4+j2<25
en otro caso

supp(k) = [—249,249] x [-199, 199]

PSF ki =

obtener imagen F de 500 x 400

f‘
'!-J_._..A-—A' A
. - -
+ J_ — e -
9>



Super-resolucién: Un problema mal planteado

upsampling
Sk = G ® hx2
registro
Z =%
7 — |:05><495 Isx5 ]TS |:05><395 Isxs }
> = 2
lags 405 04955 l395x305 03055
fusién
Z=UxzVy
deblurring

(R ® C)vec(F) = vec(Z)

imagen restaurada F

cond(R® C) = 1.18912 x 107



Regularizacién en Super-resolucién

Regularizacién en Deblurring: SVD truncada
nivel truncamiento p < 500 - 400

imagen restaurada F)




Regularizacién en Super-resolucién

A = 25000



Regularizacién en Super-resolucién

A = 75000



Fin
Deblurring (Ar ® Ac)vec(F) = vec(G)
256x256 pixeles
PSF k gaussiana s.d. =5

supp(k) = [-127,127] x [127x,127]
condiciones de frontera cero

A;, Ac, G de 256 x 256 i i
A, Ac, G de Toeplitz A=10
cond(A,) = cond(A.) = 4.6521 x 10 Visioriis the

&
& art of seeing

- & Z what is

o Z invisible to
; - - = others.
| ey -
e A=10""

regularizacion de Tikhonov

parametro regularizacién A
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3 Numerical Aspects
Deblurring Images S
Matrices, Spectra, Per Christian Hansen

. and Fliltering

ANIL K. JAIN
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