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Planteamiento del problema

?
difuminada restaurada

restauración: obtener imagen + fiel con - degradación
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Problemas en restauración de imágenes

Deblurring: Dada una imagen difuminada, obtener otra de la misma

escena con menos degradación.

restauradadifuminada

?
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Problemas en restauración de imágenes

Super-resolución: A partir de imágenes difuminadas de la misma es-

cena, obtener una imagen de alta resolución con menos degradación.

?

baja resolución

difuminadas

alta resolución
- degradación
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1o Ejemplo de Restauración

imagen difuminada

§ en blanco y negro de 50ˆ 50 ṕıxeles
matriz G de tamaño 50ˆ 50
elementos de G ÝÑ tonos de gris

§ tipo de difuminación conocido

¿cómo restaurarla?
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Enfoque Lineal

g “ A f ` ε
Ó Ó Ó

imagen imagen ruido
difuminada ideal

G “
“

G1 G2 ¨ ¨ ¨ G50

‰

columnas

ÝÝÝÝÝÑ g “

»

—

—

—

–

G1

G2
...

G50

fi

ffi

ffi

ffi

fl
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Deblurring. Un Problema de cuadrados ḿınimos

Dados g P R2500 y A P R2500ˆ2500, hallar fLS P R2500 tal que

}g ´ AfLS}2 “ ḿın
f PR2500

}g ´ Af }2

Imagen obtenida al resolver el problema

` degradación
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Deblurring. Un Problema de cuadrados ḿınimos

Dados g P R2500 y A P R2500ˆ2500, hallar fLS P R2500 tal que

}g ´ AfLS}2 “ ḿın
f PR2500

}g ´ Af }2

Imagen obtenida al resolver el problema

El Deblurring está mal planteado
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2o Ejemplo de Restauración

Imagen difuminada g de Bilblioteca Central
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2o Ejemplo de Restauración

Problema de gran escala

calcular 1.4265ˆ 106 componentes
del vector f

matriz A de orden 1.4265ˆ 106

Imagen de 1006ˆ 1418 ṕıxeles
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Restauración como Deconvolución

Ki ,j “
1

5
?

2π
exp

ˆ

´
i2 ` j2

2 ¨ 52

˙
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Problema de Gran Escala

g “ K ˚ f ÝÑ g “ Af
Convolución Discreta ÝÑ producto matriz-vector

Caso n “ m “ 5 y K de tamaño 5ˆ 5

A “

»

—

—

—

—

–

Ap0q Ap´1q Ap´2q 05ˆ5 05ˆ5

Ap1q Ap0q Ap´1q Ap´2q 05ˆ5

Ap2q Ap1q Ap0q Ap´1q Ap´2q

05ˆ5 Ap2q Ap1q Ap0q Ap´1q

05ˆ5 05ˆ5 Ap2q Ap1q Ap0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

donde

Apqq “

»

—

—

—

—

–

k0,q k´1,q k´2,q 0 0
k1,q k0,q k´1,q k´2,q 0
k2,q k1,q k0,q k´1,q k´2,q

0 k2,q k1,q k0,q k´1,q

0 0 k2,q k1,q k0,q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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3o Ejemplo de Restauración

Imagen del Mausoleo de Xalapeños Ilustres de 1024ˆ 682 ṕıxeles difuminada por

convolución con PSF gaussiana de s.d = 2.3 y tamaño 11ˆ 11
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Problema de Gran Escala

A de orden 6.98368ˆ 106

¿podemos reducir las dimensiones del problema?

Aproximación por PSF separables Ki,j “ ki ¨ kj
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Problema de Gran Escala

A de orden 6.98368ˆ 106

¿podemos reducir las dimensiones del problema?

PSF separable ÝÑ
Producto de Kronecker

Anmˆnm “ Rnˆn b Cmˆm
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Problema de Gran Escala

A de orden 6.98368ˆ 106

¿podemos reducir las dimensiones del problema?

PSF separable ÝÑ
Producto de Kronecker

Anmˆnm “ Rnˆn b Cmˆm

Dadas matrices R,C y vector g , hallar el ḿınimo fLS de

ḿın
f PRnm

}g ´ pR b C qf }2
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Problema Mal Planteado

Regularización: reemplazar el problema por otro bien planteado

Familia de problemas

§ parámetro

§ cada uno con solución
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Problema Mal Planteado

Regularización: reemplazar el problema por otro bien planteado

Familia de problemas

§ parámetro

§ cada uno con solución

Regularización de Tikhonov

Dados g y A, escoger valor de λ ą 0 y hallar el ḿınimo fλ de

ḿın
f PRnm

´

}g ´ Af }2 ` λ
2
}f }2

¯
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Restauración por regularización

Imagen restaurada por regularización de Tikhonov con λ “ 10´3
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Restauración por regularización

Imagen restaurada por regularización de Tikhonov con λ “ 10´2
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Restauración por regularización

Imagen restaurada por regularización de Tikhonov con λ “ 0.1
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Restauración por regularización

Imagen restaurada por regularización de Tikhonov con λ “ 1
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Método de la Región de Confianza
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Subproblema de la región de Confianza (TRS)

Dada la matriz simétrica H P RNˆN y el vector d P RN ,

qpf q :“ f THf ´ 2dT f .

Para un valor de ∆ ą 0, resolver

ḿın
f PRN

}f }2ď∆

qpf q

H “ ATA, d “ ATg
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Subproblema de la región de Confianza (TRS)

Dada la matriz simétrica H P RNˆN y el vector d P RN ,

qpf q :“ f THf ´ 2dT f .

Para un valor de ∆ ą 0, resolver

ḿın
f PRN

}f }2ď∆

qpf q

H “ ATA, d “ ATg

Teorema [?]. f∆ es solución del TRS ssi cumple ecuación

pH ´ µ∆I qf∆ “ d ,

con H ´ µ∆I positiva semidefinida, µ∆ ď 0, y

µ∆p∆´ }f∆}2q “ 0.
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Métodos para TRS

§ Moré [16] usa factorización de Cholesky

RT
µ Rµ “ H ´ µI

para resolver
pH ´ µI qfµ “ d ,

y calcular un cero de

ςpµq “
1

∆
´

1

}fµ}2

para obtener el valor de µ∆,

Desventaja en problemas de gran escala: Factorización de Cholesky $$
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Métodos para TRS de gran escala

Reformulación del TRS: Problema de valores propios de gran escala

By “ λy

tamaño de B es 106
ˆ 106 o mayor

Métodos

§ iterativos

§ 7 operar con matrices 4 rutinas para producto matriz-vector

§ calcular pocos valores propios

Idea: Dado r0, generar bases para subespacios de Krylov

gentr0,Br0,B
2r0, . . . ,B

j´1r0u
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Problemas de Valores Propios de gran escala

Cuando las bases son ortonormales

Método de Arnoldi

¿qué hace?

matriz Vj con columnas ortonormales tal que

BVj « Vj

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

h1,1 h1,2 h1,3 ¨ ¨ ¨ h1,j

h2,1 h2,2 h2,3

. . .
...

0 h3,2

. . .
. . . hj´2,j

...
. . .

. . .
. . . hj´1,j

0 ¨ ¨ ¨ 0 hj,j´1 hj,j

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Hj

¿qué obtenemos?

par propio pλj , zjq de Hj ÝÑ
λj « valor propio de B
Vjzj « vector popio de B
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Problemas de Valores Propios de gran escala

Método de Arnoldi

Lehoucq, Sorensen [15] implementan el método impĺıcito de Arnoldi con
reinicio en la biblioteca ARPACK de Fortran

§ Interfaz para comunicación reversible

§ adaptado a Matlab en la rutina eigs
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LSTRS. Algoritmo para TRS de gran escala

Rojas, Sorensen [19] reformulan el TRS como el Problema de valores propios
parametrizado

Bptq

ˆ

y0ptq
yptq

˙

“ λ

ˆ

y0ptq
yptq

˙

,

donde

Bptq “

ˆ

t ´dT

´d H

˙

.

Aproximar los 2 valores propios más pequeños de Bptq
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LSTRS. Algoritmo para TRS de gran escala

Rojas, Sorensen [19] reformulan el TRS como el Problema de valores propios
parametrizado

Bptq

ˆ

y0ptq
yptq

˙

“ λ

ˆ

y0ptq
yptq

˙

,

donde

Bptq “

ˆ

t ´dT

´d H

˙

.

Aproximar los 2 valores propios más pequeños de Bptq

λ1pHq menor valor propio de H

Casos

#

Fácil dM kerpH ´ λ1pHqI q

Duro dK kerpH ´ λ1pHqI q
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TRS. Un Problema de Valores Propios Parametrizado

Caso Fácil

λ1pBptqq menor valor propio de Bptq

Proposición. Sea t P R y sea
`

y0ptq yptqT
˘T

vector propio normalizado
asociado a λ1pBptqq. Entonces y0 ‰ 0 y

f “ p1{y0ptqqyptq
es la única solución óptima de

ḿın
!

f THf ´ 2dT f : f T f “ p1´ y0ptq
2
q{y0ptq

2
)

.

Rećıprocamente, si H ´ µI es positiva definida, y f cumple

pH ´ µI qf “ d y f T f “ p1´ y0ptq
2
q{y0ptq

2,

entonces µ “ λ1pBptqq e y0

`

1 f T
˘T

es un vector propio de λ1pBptqq

para t “ dT f ` µ.
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Regularización por TRS parametrizado

ḿın
f PRN

}g ´ Af }2
2 ÝÑ ḿın

f PRN

}f }2
2ď∆2

qpf q

Familia de TRS

§ parámetro: radio ∆

§ solución: f∆ dada por pH ´ µ∆I qf “ d

Desventaja del LSTRS: la elección del radio ∆
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Enfoque de Programación Semidefinida

idea: Reformulación del TRS

Minimizar funciones convexas sobre el cono de matrices simétricas positivas
semidefinidas.

ḿın
f PRN

}f }2ď∆

qpf q “ maximiza ´t

sujeto a
Dptq ` τ

„

´∆2 0T

0 I



ě 0

τ ě 0

parámetro de control t
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Enfoque de Programación Semidefinida [17]

TRS reformulado como problema unidimensional

ḿın
f PRN

}f }2ď∆

qpf q “ máx
tPR

hptq

Programa convexo

hptq “ p1`∆2
qλ1pBptqq ´ t

Problema de Valores Propios Parametrizado

calcular λ1pBptqq
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Relación entre párametros

Proposición [6],[17]

(i) Dado el parámetro µ∆ ă 0,

t “ µ∆ ` gTApATA´ µ∆I q
´1ATg

λ1pDptqq “ µ∆

∆2
“ gTApATA´ µ∆I q

´2ATg

(ii) Dado el parámetro t ă gTg ,

µ∆ “ λ1pDptqq y ∆2
“ p1´ y0ptq

2
q{y0ptq

2,

donde y0ptq es la primera componente del vector propio asociado
a λ1pDptqq.

(iii) Dado el parámetro ∆ ă }A´1g}2, los óptimos τ˚ y µ˚ del
problema dual

máx
τą0

Dptq´µIě0

pp∆2
` 1qµ´ τq

determinan t y µ∆, respectivamente.
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Conexión con Regularización

pH ´ µ∆I qf “ d
Ecuación para TRS

ðñ
pATA´ µ∆I qf “ ATg

Ecuaciones Normales Regularizadas

Relación entre parámetros

µ∆ “ ´λ
2

misma solución, diferente parametrización

fλ “ fµ∆ “ f∆ “ ft
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Elección del radio

¿qué radio ∆ escoger? ÝÑ
¿cómo elegir el parámetro de

regularización λ?
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Elección del parámetro de regularización

error de la solución

regularizadora
=

error de

aproximación
+

error de

los datos

Regularización de Tikhonov

Tamaños de Edata y Eaprox en función del parámetro de regularización λ.
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Criterio de L-curva

10
2

10
4

10
6

10
8

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

l o g 1 0 ( ‖ A f λ − g ‖ 2
2)

lo
g
1
0
(
‖
f

λ
‖
2 2
)

Para la regularización de Tikhonov graficamos la curva p}Afλ ´ g}2
2, }fλ}2

2q con

forma de L en escala logaŕıtmica. El punto de mayor curvatura está en la

esquina de la L.
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Restauración por regularización con criterio L-curva

imagen restaurada de Biblioteca por regularización de Tikhonov, λ “ 0.02
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L-curva para radio de la región de confianza [6]

§ intercambio coordenadas en L-curva ÝÑ parte horizontal y vertical

§ punto pη, ρq sobre curva p}fλ}2
2, }g ´ Afλ}2

2q dado por el TRS

ρ “ ḿın
}f }2

2ďη
}g ´ Af }2

2

η “ ∆2 ρ “ ḿın
tPR

hptq ` gTg

Reparametrización:

Curva
ˆ

1

2
log10p∆

2
q,

1

2
log10

´

ḿın
tPR

hptq ` f T f
¯

˙
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L-curva para radio de la región de confianza

10
2.1

10
2.2

10
2.3

10
2.4

10
2.5

10
0

10
1

10
2

log10(‖f∆‖2)

lo
g
1
0
(‖
A
f ∆

−
g
‖ 2
)

Gráfica de L-curva γp∆q en escala logaŕıtmica. Los puntos sobre γp∆q denotados por

˝ son generados por el algoritmo para TRS parametrizado
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Algoritmo para Regularización por TRS parametrizado

Entrada: g P Rnm , matriz A P Rnmˆnm

Salida: radio ∆ y solución en frontera f∆

§ Inicialización
µ∆ “ ´σ1pAq (mayor valor singular de A)

resuelve pATA´ µ∆I qf “ d (ecuación para TRS)

§ Ciclo

Problema de valores Propios

buscar valor propio λ` de Bptq cercano a λc

ft ÐÝ vector propio de Bptq

radio

∆2
Ð f T

t ft
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Algoritmo para Regularización por TRS parametrizado

Entrada: g P Rnm , matriz A P Rnmˆnm

Salida: radio ∆ y solución en frontera f∆

§ Inicialización
µ∆ “ ´σ1pAq (mayor valor singular de A)

resuelve pATA´ µ∆I qf “ d (ecuación para TRS)

§ Ciclo

Actualización de t

t` “ tc ´ p∆
2
c ` 1qλ1pBptcqq
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Actualización del parámetro de control

t` es la abscisa de la intersección de las tangentes de hptq en paso actual

t “ tc y la cota tup
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Algoritmo para Regularización por TRS parametrizado

Entrada: g P Rnm , matriz A P Rnmˆnm

Salida: radio ∆ y solución en frontera f∆

§ Inicialización
µ∆ “ ´σ1pAq (mayor valor singular de A)

resuelve pATA´ µ∆I qf “ d (ecuación para TRS)

§ Ciclo

Actualización de la Curvatura de la L-curva

La curvatura depende de ∆, µ∆, µ
1
∆ “

∆

gTApATA´ µ∆I q´3ATg

gTApATA´ µ∆I q
´3ATg “

ż b

a

px ´ µ∆q
´3dωpxq

Cuadratura Gaussiana + Bidiagonalización de Lanczos
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Algoritmo para Regularización por TRS parametrizado

Entrada: g P Rnm , matriz A P Rnmˆnm

Salida: radio ∆ y solución en frontera f∆

§ Inicialización
µ∆ “ ´σ1pAq (mayor valor singular de A)

resuelve pATA´ µ∆I qf “ d (ecuación para TRS)

§ Ciclo

Criterio de paro basado en curvatura

ãÑ 3 puntos sobre de L-curva (parte vertical Ñ horizontal)

§ Bisección con valores de µ∆ en los 3 puntos para hallar esquina
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Algoritmo para Regularización por TRS parametrizado

Entrada: g P Rnm , matriz A P Rnmˆnm

Salida: radio ∆ y solución en frontera f∆

§ Inicialización
µ∆ “ ´σ1pAq (mayor valor singular de A)

resuelve pATA´ µ∆I qf “ d (ecuación para TRS)

§ Ciclo

Criterio de paro basado en curvatura

ãÑ 3 puntos sobre de L-curva (parte vertical Ñ horizontal)

§ Bisección con valores de µ∆ en los 3 puntos para hallar esquina

Implentación en rutina RPTRS de Matlab por Grodzevich y Wolkowicz
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Restauración de imágenes por TRS

imagen difuminada de 50ˆ 50 del Ejemplo 1

imagen restaurada por algoritmo RPTRS, el radio obtenido fue ∆ “ 52.931
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Restauración de imágenes por TRS

Imagen difuminada del mausoleo por matriz de PSF gaussiana con s.d = 2.3 y tamaño

11ˆ 11. Se agrego ruido ε „ Np0, 10´3I q
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Restauración de imágenes por TRS

Imagen restaurada del mausoleo por por algoritmo RPTRS modificado, el radio

obtenido fue ∆ “ 439.27. El algoritmo tardó 11 min.
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L-curva para radio de la región de confianza

10
2.4

10
2.5

10
2.6

10
2.7

10
0

10
1

10
2

log10(‖f∆‖2)

lo
g
1
0
(‖
A
f ∆

−
g
‖ 2
)

L-curva para regularización por TRS del deblurring de imagen del mausoleo. El RPTRS

modificado genera los puntos˝ en el ciclo, un refinamiento produce los puntos 4.

La esquina calculada es NNN, donde el radio es 439.272
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Regularización por TRS para gran escala

¿Cómo adaptar el algoritmo RPTRS para problemas de gran escala?
Aprovecha estructura del problema

En la restauración de imágenes con PSF separable

Producto de Kronecker
Anmˆnm “ Rnˆn b Cmˆm
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Descomposición en Valores Singulares (SVD)
Toda matriz A P RMˆN de rango r tiene factorización matricial

A “

”

u1 ¨ ¨ ¨ ur ur`1 ¨ ¨ ¨ uM

ı

»

—

—

—

—

—

–

σ1 0

. . .

0 σr

0

0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

MˆN

”

v1 ¨ ¨ ¨ vr vr`1 ¨ ¨ ¨ vN
ıT

,

U Σ V T

donde

§ σ1 ě ¨ ¨ ¨ ě σr ą 0 son los valores singulares de A.

§ UTU “ IMˆM y VTV “ INˆN , sus columnas son vectores singulares

Teorema (SVD de producto de Kronecker)

Sean
R “ UrΣrV

T
r y C “ UcΣcV

T
c

SVD’s de R y C . Entonces

R b C “ pUr b Uc
looomooon

U

qpΣr b Σc
looomooon

Σ

qpVc b Vr
looomooon

VT

qT
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Conclusiones

§ La deconvolución es central en problemas asociados con la restauración
de imágenes. Nos interesa tratarla más adelante en el dominio de las
frecuencias.

§ Cuando reformulamos la regularización de nuestro problema como un
TRS parametrizado, las claves son las relaciones encontradas entre los
parámetros y las soluciones que nos permiten construir algoritmos simples
y eficientes.

§ Explotamos la estructura del deblurring para reducir sus dimensiones

§ Modificamos el Algoritmo RPTRS para nuestro problema de gran escala

§ Queremos usar el enfoque de la región de confianza a gran escala para
super-resolución
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