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Regién de Confianza

Problemas en restauracién de imagenes

Super-resolucion

baja resolucion alta resolucién
difuminadas - degradacion



l !Jemp‘o !e !es!auraaon

imagen difuminada

\re

» en blanco y negro de 50 x 50 pixeles
matriz G de tamafio 50 x 50
elementos de G — tonos de gris

» tipo de difuminacién conocido

icémo restaurarla?



g = A f + €
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imagen imagen ruido
difuminada ideal
G
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G = [Gl Gy --- G50] —g= .
columnas

Gso



enlurring. Un Frobl€éma de cuadrados minimos

Imagen obtenida al resolver el problema

+ degradacién



enlurring. Un Frobl€éma de cuadrados minimos

Imagen obtenida al resolver el problema

El Deblurring esta mal planteado



Regién de Confianza

2° Ejemplo de Restauracién

Imagen difuminada g de Bilblioteca Central



I -

2° Ejemplo de Restauracién

Problema de gran escala

calcular 1.4265 x 10° componentes
del vector f

matriz A de orden 1.4265 x 10°

Imagen de 1006 x 1418 pixeles



Regién de Confianza

Restauracion como Deconvolucidn

convolucion

imagen original imagen difuminada
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Introduccién Deblurring Region de Confianza Conclusiones y Referencias

3° Ejemplo de Restauracion

Imagen del Mausoleo de Xalapefios llustres de 1024 x 682 pixeles difuminada por
convolucién con PSF gaussiana de s.d = 2.3 y tamaiio 11 x 11



_ Deblurring Region de Confianza

Problema de Gran Escala

A de orden 6.98368 x 10°

ipodemos reducir las dimensiones del problema?

Aproximacién por PSF separables K;;j = k; - kj

Separab’lc—;xséparéble'

Conclusiones y Referencias




Regién de Confianza

Problema de Gran Escala

A de orden 6.98368 x 10°

ipodemos reducir las dimensiones del problema?

PSF separable —> Producto de Kronecker

Anmxnm = Rnxn ® mem

010
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Regién de Confianza

A de orden 6.98368 x 10°

ipodemos reducir las dimensiones del problema?

Producto de Kronecker

PSF separable —

Anmxnm = Rnxn ® mem




Regularizacién: reemplazar el problema por otro bien planteado

Familia de problemas
» parametro

» cada uno con solucién



Regién de Confianza

roblema Ivia anteado

Regularizacion: reemplazar el problema por otro bien planteado

Familia de problemas
» paradmetro

» cada uno con solucién

Regularizacién de Tikhonov




Regién de Confianza

Restauracién por regularizacion

Imagen restaurada por regularizacién de Tikhonov con A = 10—3




Regién de Confianza

Restauracién por regularizacion

Imagen restaurada por regularizacién de Tikhonov con A\ = 10~2
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Restauracion por regularizacion

Imagen restaurada por regularizacién de Tikhonov con A = 0.1
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Restauracion por regularizacion

Imagen restaurada por regularizacién de Tikhonov con A =1



Método de la Regién de Confianza

Problema de Cuadrados L
Restriccion

Minimos
min g~ Af|} ——>—— min [g—Af|3
fer feRN
I fl3<A
Regularizacion Optimizacion
min ([lg — AfI3 + X2 £13) min (fTATAf — 2f7A"g)
fER FeRN

I f13<a?



Ny ¢ o Contares I
Subproblema de la regién de Confianza (TRS)

H=ATA d=A"g



Ny ¢ o Contares I
Subproblema de la regién de Confianza (TRS)

H=ATA d=A"g

Teorema [?]. fa es solucién del TRS ssi cumple ecuacién
(H — /.I,A/)fA = d,
con H — pual positiva semidefinida, ua <0, y

na(B = [fall2) = o.




I, - " ¢ "
Métodos para TRS

> Moré [16] usa factorizacién de Cholesky
T
RTR, = H—pl
para resolver
(H - N’I)fllf = da

y calcular un cero de
1 1

ol 1
W=2" T

para obtener el valor de pua,

Desventaja en problemas de gran escala: Factorizacién de Cholesky $$



Ny =" Cortiere2 I
Métodos para TRS de gran escala

Reformulacién del TRS: Problema de valores propios de gran escala
By = Ay
tamafio de B es 10° x 10° o mayor

Métodos
> iterativos
» X operar con matrices v rutinas para producto matriz-vector

» calcular pocos valores propios

Idea: Dado ry, generar bases para subespacios de Krylov

gen{r, Bro, B’ry, ..., B 'ry}



Problemas de Valores Propios de gran escala

Cuando las bases son ortonormales

Método de Arnoldi

iqué hace?

matriz V; con columnas ortonormales tal que

hii hz sz - hyj
ha1 oo th_I '_' .

BVi~ Vil ¢ 4, L o by
: - : hj-1;
0 0  hjj-1 hy

iqué obtenemos?

Aj &~ valor propio de B

par propio (%), zj) de Hj — V,z; ~ vector popio de B



Problemas de Valores Propios de gran escala

Método de Arnoldi

Lehoucq, Sorensen [15] implementan el método implicito de Arnoldi con
reinicio en la biblioteca ARPACK de Fortran

> Interfaz para comunicacién reversible

> adaptado a Matlab en la rutina eigs



Ny =" Cortiere2 I
LSTRS. Algoritmo para TRS de gran escala

Rojas, Sorensen [19] reformulan el TRS como el Problema de valores propios
parametrizado
YO(t)) <y0(t)>
B(t =A ,
@ (5 (1)

donde

Aproximar los 2 valores propios mas pequefios de B(t)



Ny =" Cortiere2 I
LSTRS. Algoritmo para TRS de gran escala

Rojas, Sorensen [19] reformulan el TRS como el Problema de valores propios

parametrizado
o0 38) -+ G)
B(t) — (_td ‘ZT) .

Aproximar los 2 valores propios mas pequefios de B(t)

donde

A1(H) menor valor propio de H

Facil d&ker(H — A\i(H)I)
Casos
Duro dlker(H— A\i(H)I)
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TRS. Un Problema de Valores Propios Parametrizado

Caso Facil

A1(B(t)) menor valor propio de B(t)

Proposicién. Sea t € R y sea (yo(t) y(t)T)T vector propio normalizado
asociado a A1(B(t)). Entonces yo # 0 y

f = (1/yo(2))y(t)

es la tnica solucién éptima de
min {fTHf —2d"f FTF=(1- yo(t)z)/yo(t)z} .
Reciprocamente, si H — ul es positiva definida, y f cumple

(H=—phf =d y f7f=(1-y(t))/n(t)
entonces j1 = M1 (B(t)) e yo (1 fT)T es un vector propio de A\1(B(t))
parat=d'f + p.




Regularizacién por TRS parametrizado

min |g — Af|3 min f
min g —AFE —  min q(f)
IF13<a?

Familia de TRS
> parametro: radio A

» solucién: fa dada por (H — ual)f =d

Desventaja del LSTRS: la eleccién del radio A



Enfoque de Programacién Semidefinida

idea: Reformulacién del TRS

Minimizar funciones convexas sobre el cono de matrices simétricas positivas
semidefinidas.

min g(f) = maximiza —t
e 5 —a2 07|
= sujeto a (&) + 7 0 1=
720

parametro de control t



Enfoque de Programacion Semidefinida [17]

TRS reformulado como problema unidimensional

min f) = maxh(t
miy q(f) = mxh()

[fll2<a
Programa convexo

h(t) = (1 + A*)M(B(t)) — t

Problema de Valores Propios Parametrizado

calcular A1(B(t))
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Relacion entre parametros

Proposicién [6],[17]

(i) Dado el pardmetro ua < 0,

t= un + g AATA—pua)'ATg
M(D(t) = pa
A% = gTAATA— ual)2ATg

(i) Dado el pardmetro t < g'g,

pa = (D(t) vy A% =(1-y(t)?)/w(t)?

donde yo(t) es la primera componente del vector propio asociado
a A\ (D(t)).

(iii) Dado el parametro A < |A™g|
problema dual

2, los éptimos 7% y u* del

max (A% + 1) —7)
T>
D(t)—pul=0

determinan t y ua, respectivamente.




Conexién con Regularizacién

(H—pahf =d (ATA—pual)f = A'g
— . .
Ecuacién para TRS Ecuaciones Normales Regularizadas

Relacién entre pardmetros
2
pa = —X\
misma solucién, diferente parametrizacién

fo=f, =fa=F



Eleccidn del radio

icomo elegir el parametro de

i qué radio A escoger? — L
ta & regularizacién A7



Eleccién del pardmetro de regularizacién

Regularizacién de Tikhonov

[ Bdata(Ml2

0 A
Tamafios de Egata ¥ Esprox €n funcion del parametro de regularizacién A.




Criterio de L-curva

10° — T T T

=
5}
>

N
ou

logio (]l £all3)

10

1

10°L— : : :
10* 10* 10° 10°

logio(IlA fa— g3
Para la regularizacién de Tikhonov graficamos la curva (|Af — gH%, | Fr ||§) con

forma de L en escala logaritmica. El punto de mayor curvatura estd en la

esquina de la L.



Restauracién por regularizacién con criterio L-curva




L-curva para radio de la regién de confianza [6]

> intercambio coordenadas en L-curva ——  parte horizontal y vertical

» punto (7, p) sobre curva (|3, |g — Af|3) dado por el TRS

p= min |g—Af|3

I£153<n
n=A° p=minh(t)+g'g
teR
Reparametrizacién:

Curva

1 1 .
(5 om0(82). § oo (min () + £77) )



L-curva para radio de la regién de confianza

10°

10

log,o(|Afa — gll2)

1021 10%2 10‘2 3 104 105
loga(ll.fall2)

Gréfica de L-curva y(A) en escala logaritmica. Los puntos sobre v(A) denotados por

o son generados por el algoritmo para TRS parametrizado



Algoritmo para Regularizacién por TRS parametrizado

an Xnm

Entrada: g € R" , matriz A€
Salida: radio A y solucién en frontera fa

> Inicializacién

ua = —o1(A) (mayor valor singular de A)
resuelve (ATA — ual)f =d  (ecuacién para TRS)
» Ciclo

Problema de valores Propios
buscar valor propio At de B(t) cercano a A¢
f.  «——  vector propio de B(t)

radio
A% — £,



Algoritmo para Regularizacién por TRS parametrizado

Entrada: g € R™ , matriz A e R"*""
Salida: radio A y solucién en frontera fa

> Inicializacién

un = —o1(A) (mayor valor singular de A)
resuelve (AT A — ual)f =d  (ecuacién para TRS)
> Ciclo

Actualizacién de t

ty =tc — (A2 + 1)Ai(B(te))



Actualizacion del parametro de control

t; es la abscisa de la interseccidn de las tangentes de h(t) en paso actual
t = t.ylacota ty



Algoritmo para Regularizacién por TRS parametrizado

Entrada: g € R™ , matriz A e R"™*""
Salida: radio A y solucién en frontera fa

> Inicializacién

ua = —o1(A) (mayor valor singular de A)
resuelve (ATA — ual)f =d  (ecuacién para TRS)
» Ciclo

Actualizacién de la Curvatura de la L-curva
A
gTAATA— ual)3A7g

La curvatura depende de A, pa, i =

b
g7 AATA~ ual) "ATg = [ (x ua) ()

a

Cuadratura Gaussiana + Bidiagonalizacién de Lanczos



Algoritmo para Regularizacién por TRS parametrizado

an Xnm

Entrada: g € R™ , matriz A€
Salida: radio A y solucién en frontera fa

> Inicializacion

un = —o1(A) (mayor valor singular de A)
resuelve (ATA — ual)f = d (ecuacién para TRS)
» Ciclo

Criterio de paro basado en curvatura
”> 3 puntos sobre de L-curva (parte vertical — horizontal)

> Biseccidn con valores de ;s en los 3 puntos para hallar esquina



Algoritmo para Regularizacién por TRS parametrizado

Entrada: g € R™ , matriz A e R"™*""
Salida: radio A y solucién en frontera fa

> Inicializacion

ua = —o1(A) (mayor valor singular de A)
resuelve (ATA — ual)f = d (ecuacién para TRS)
» Ciclo

Criterio de paro basado en curvatura
”> 3 puntos sobre de L-curva (parte vertical — horizontal)

> Biseccidn con valores de s en los 3 puntos para hallar esquina

Implentacién en rutina RPTRS de Matlab por Grodzevich y Wolkowicz



Restauracion de imagenes por TRS

s

imagen difuminada de 50 x 50 del Ejemplo 1

imagen restaurada por algoritmo RPTRS, el radio obtenido fue A = 52.931



_ Deblurring Regién de Confianza Conclusiones y Referencias

Restauracion de imagenes por TRS

Imagen difuminada del mausoleo por matriz de PSF gaussiana con s.d = 2.3 y tamafio
11 x 11. Se agrego ruido € ~ N(0,1073/)



_ Region de Confianza e

Restauracion de imagenes por TRS

Imagen restaurada del mausoleo por por algoritmo RPTRS modificado, el radio
obtenido fue A = 439.27. El algoritmo tardé 11 min.



L-curva para radio de la regién de confianza

logio(llAfa —gll2)

1044 10‘2 5 10%6 1027
logia(ll.fall2)

L-curva para regularizacién por TRS del deblurring de imagen del mausoleo. El RPTRS
modificado genera los puntos O en el ciclo, un refinamiento produce los puntos A\,
La esquina calculada es A, donde el radio es 439.272



Regularizacion por TRS para gran escala

;i Cémo adaptar el algoritmo RPTRS para problemas de gran escala?
Aprovecha estructura del problema

En la restauracién de imdgenes con PSF separable

Producto de Kronecker
Anmxnm = Rnxn ® Cm><m




Descomposicién en Valores Singulares (SVD)

Toda matriz A € RM*N de rango r tiene factorizacién matricial

.
A = [u1 ceUp Uy e um] [ZN7SSEE VN] )

vT

donde
> 01 >=--- =0, > 0 son los valores singulares de A.

» UTU =1Iyxm y VTV =Iyyn, sus columnas son vectores singulares

Teorema (SVD de producto de Kronecker)
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Conclusiones

» La deconvolucién es central en problemas asociados con la restauracién
de imagenes. Nos interesa tratarla mas adelante en el dominio de las
frecuencias.

» Cuando reformulamos la regularizacién de nuestro problema como un
TRS parametrizado, las claves son las relaciones encontradas entre los
parametros y las soluciones que nos permiten construir algoritmos simples
y eficientes.

» Explotamos la estructura del deblurring para reducir sus dimensiones
> Modificamos el Algoritmo RPTRS para nuestro problema de gran escala

> Queremos usar el enfoque de la regién de confianza a gran escala para
super-resolucion
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