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Referencias

Planteamiento del problema

dispositivo

imagen con degradaciónEscena: Araucaria en Xalapa, Ver.

I interpretaciónE

I útil
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Planteamiento del problema

imagen con degradación- degradación

restauración: obtener imagen + fiel con - degradación
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Aplicación

Visión Artificial [13]

Astronoḿıa [17]

Telescopio Hubble

21 de Junio, 1990
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Procesamiento de Imágenes

imagen en espectro infrarrojo ultrasonido de un feto

radiograf́ıa imagen en espectro visible

Imágenes digitales obtenidas por fuentes distintas
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Metodoloǵıas en Procesamiento de Imágenes

I Compresión: - almacenamiento, + transmisión

TIF, tamaño 2 MB JPG, calidad 30 %, tamaño 67.7 kB

Imagen del Mausoleo de los Veracruzanos Ilustres
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Metodoloǵıas en Procesamiento de Imágenes

I Compresión: - almacenamiento, + transmisión

TIF, tamaño 2 MiB JPG, calidad 5 %, tamaño 14.4 kB

Imagen del Mausoleo de los Veracruzanos Ilustres
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Metodoloǵıas en Procesamiento de Imágenes

I Compresión: - almacenamiento, + transmisión

TIF, tamaño 2 MiB JPG, calidad 1 %, tamaño 8 kB

Imagen del Mausoleo de los Veracruzanos Ilustres



Introducción Deblurring Regularización Super-Resolución Conclusiones y
Referencias

Metodoloǵıas en Procesamiento de Imágenes

I Realce: resalta caracteŕısticas

Aumento del contraste para la imagen del Mausoleo
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Metodoloǵıas en Procesamiento de Imágenes

I Segmentación: s e p a r a e n r e g i o n e s

Identificación de bordes en la Imagen de Teotihuacán
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Problemas en restauración de imágenes

Deblurring [14]: Dada una imagen difuminada, obtener otra de la

misma escena con menos degradación.

restauradadifuminada

?
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Problemas en restauración de imágenes

Deblurring [14]: Dada una imagen difuminada, obtener otra de la

misma escena con menos degradación.

restauradadifuminada
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Problemas en restauración de imágenes

Super-resolución [12]: A partir de imágenes difuminadas de la misma

escena, obtener una imagen de alta resolución con menos degradación.

?
imagen de alta resolución
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Problemas en restauración de imágenes

Super-resolución [12]: A partir de imágenes difuminadas de la misma

escena, obtener una imagen de alta resolución con menos degradación.

Cerro de Macuiltepetl, Xalapa
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Objetivo

tratamiento

numérico

matemáticos

problemas

restauración de

imágenes

Limitaciones:

+ imágenes del espectro visible en escala de grises

+ tipo de difuminación conocido
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Deblurring: Problema Inverso de Difuminación

B

B−1

F G

¿imagen

ideal?

I funciones f , g : R2 → [0, 1] para F y G
I espacios vectoriales U,V y operador B : U → V

Problema: Dada g ∈ V , hallar f ∈ U tal que B(f ) = g .
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Modelo de Difuminación

B

δ(x − s, y − t) k((x , y), (s, t))

impulso unitario función de dispersión (PSF)

HIPÓTESIS

I B lineal

f (x , y) =
∫ ∫

R2 δ(x − s, y − t)f (s, t)dsdt −−−→B[f ](x , y) =
∫ ∫

R2 k((x , y), (s, t))f (s, t)dsdt

I PSF cuadrado integrable
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Modelo de Difuminación

B

δ(x − s, y − t) k((x , y), (s, t))

impulso unitario función de dispersión (PSF)

HIPÓTESIS

I B espacialmente invariante

B[f ](x + s, y + t) = g(x + s, y + t)
Dom(k) = R2 × R2−−−→Dom(k) = R2

k((x , y), (s, t)) = k(x − s, y − t)

I PSF separable k(x , y) = k1(x)k2(y)
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Convolución: Modelo para difuminación

B[f ](s) =
∫ ∫

R2 k(x − s, y − t)f (s, t)dsdt = k ∗ f

f ∈ L2(R2)
B−−−−→ k ∗ f ∈ L2(R2)
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Deconvolución

Problema: Dada g ∈ L2(R2) y PSF k, hallar f ∈ L2(R2) tal que g = k ∗ f .

Deblurring como deconvolución
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Dificultades

PSF

k(x , y) =
1

5
√

2π
exp

(
−x2 + y2

2 · 52

)
Imagen restaurada

función f tal que k ∗ f = g

Imagen difuminada de Bilblioteca Central

función g
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Dificultades

I Problema mal planteado

Imagen restaurada + degradación

Aproximación de función f
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Deblurring: Problema Mal planteado

Problema: Dada g ∈ L2(R2), hallar f ∈ L2(R2) tal que B[f ] = g .

Problema bien planteado

I tiene solución

I la solución es única

I la solución depende continuamente de los
datos

De otro modo, problema mal planteado J. S. Hadamard

¿B−1 es continuo sobre L2(R2)?
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Deblurring: Problema Mal planteado

Problema: Dada g ∈ L2(R2), hallar f ∈ L2(R2) tal que B[f ] = g .

HIPÓTESIS MODELO
PSF cuadrado integrable

=⇒ B compacto, continuo sobre L2(R2)

Teorema [3]
Sean U,V espacios normados con U de dimensión infinita.
Sea T : U → V un operador continuo y compacto. Entonces
T−1 no es acotado.

I Operador lineal: acotado ⇐⇒ continuo

Resolver B[f ] = g es un problema mal planteado
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Dificultades

I Problema de gran escala
matriz de 1418× 1006

1.4265× 106 incógnitas

Imagen de 1006× 1418 ṕıxeles
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Discretización

Imágenes digitales
función g

variables y valores

continuos

muestreo y cuantificación−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
matriz G

variables y valores

discretos
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Discretización

Imágenes digitales
función g

variables y valores

continuos

muestreo y cuantificación−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
matriz G

variables y valores

discretos

Convolución Discreta

I muestras de g en Z2

I soporte de g en [1,m]× [1, n]

I soporte de k en [−l , l ]× [−r , r ]

I m > 2l , n > 2r

g(x , y) =
∫ ∫

R2 k(x − s, y − t)f (s, t)dsdt, x , y ∈ R

←−
−−

gi ,j =
l∑

p=−l

r∑
q=−r

ki−p,j−qfp,q,
i = 1, . . . ,m
j = 1, . . . , n

←−
−−

g = Af
g , f ∈ Rnm
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Convolución Discreta en 1 Dimensión

g(y) =
∫
R k(y − t)f (t)dt, y ∈ R −−−−−−−−→ gj =

r∑
q=−r

kj−qfq, j = 1, . . . , n



kr · · · k1 k0 · · · · · · k−r
. . .

...
...

. . .
. . .

kr
...

. . .
. . .

kr
. . . k−r

. . .
. . .

... k−r
. . .

. . .
...

...
. . .

kr · · · · · · k0 k−1 · · · k−r




f−r+1

...
f0
...

fn+r

 =

g1
...
gn



A f = g

sistema indeterminado n × (n + 2r)
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Condiciones de frontera

¿ valores de f fuera de [1,m]× [1, n] ?

cero

Una dimensión

←−
−

periódica
←−
−

reflexiva

←−
−

A de Toeplitz
k0 k−1 k−2 0 0
k1 k0 k−1 k−2 0
k2 k1 k0 k−1 k−2

0 k2 k1 k0 k−1

0 0 k2 k1 k0



A circular
k0 k−1 k−2 k2 k1

k1 k0 k−1 k−2 k2

k2 k1 k0 k−1 k−2

k−2 k2 k1 k0 k−1

k−1 k−2 k2 k1 k0


A es Toeplitz+Hankel
k1 k2 0 0 0
k2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 k−2

0 0 0 k−2 k−1
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Condiciones de frontera

Dos dimensiones: A de n × n bloques, cada uno de m ×m

Condición cero n = m = 5 y l = r = 2

A =


A(0) A(−1) A(−2) 05×5 05×5

A(1) A(0) A(−1) A(−2) 05×5

A(2) A(1) A(0) A(−1) A(−2)

05×5 A(2) A(1) A(0) A(−1)

05×5 05×5 A(2) A(1) A(0)

 ,
donde

A(q) =


k0,q k−1,q k−2,q 0 0
k1,q k0,q k−1,q k−2,q 0
k2,q k1,q k0,q k−1,q k−2,q

0 k2,q k1,q k0,q k−1,q

0 0 k2,q k1,q k0,q

 .
condición estructura por bloques bloque

cero Toeplitz Toeplitz

periódica Circular Circular

reflexiva Toeplitz + Hankel Toeplitz + Hankel
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Problema Discreto de Gran Escala

Dadas A ∈ Rnm×nm y G ∈ Rm×n, hallar F ∈ Rm×n tal que

Af = g

G =
[
G1 G2 · · · Gn

]
columnas

−−−−−→ g =


G1

G2
...
Gn

 ∈ Rnm
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Problema Discreto de Gran Escala

Dadas A ∈ Rnm×nm y G ∈ Rm×n, hallar F ∈ Rm×n tal que

Af = g

G tamaño 1418× 1006 −−−−−−→ A orden 1.4265× 106

¿podemos reducir las dimensiones del problema?
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Problema Discreto de Gran Escala

Dadas A ∈ Rnm×nm y G ∈ Rm×n, hallar F ∈ Rm×n tal que

Af = g

G tamaño 1418× 1006 −−−−−−→ A orden 1.4265× 106

¿podemos reducir las dimensiones del problema?

Hipótesis: PSF separable

Producto de Kronecker

Anm×nm = Rn×n ⊗ Cm×m

condiciones cero −−−−−→ A = Toeplitz ⊗ Toeplitz

condiciones periódicas −−−−−→ A = Circular ⊗ Circular

condiciones reflexivas −−−−−→ A = (Toeplitz + Hankel) ⊗ (Toeplitz + Hankel)
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Problema Discreto de Gran Escala

Dadas A ∈ Rnm×nm y G ∈ Rm×n, hallar F ∈ Rm×n tal que

Af = g

¿podemos reducir las dimensiones del problema?

Hipótesis: PSF separable

Producto de Kronecker

Anm×nm = Rn×n ⊗ Cm×m

Dadas matrices R,C y G , hallar matriz F tal que

(R ⊗ C )f = g .
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Descomposición en Valores Singulares (SVD)

Toda matriz A ∈ RM×N de rango r tiene factorización matricial

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · uM

]

σ1 0

. . .

0 σr

0

0 0


M×N

[
v1 · · · vr vr+1 · · · vN

]T
,

U Σ V T

donde

I σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 son los valores singulares de A.

I UTU = IM×M y VTV = IN×N , sus columnas son vectores singulares
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Descomposición en Valores Singulares (SVD)
Toda matriz A ∈ RM×N de rango r tiene factorización matricial

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · uM

]

σ1 0

. . .

0 σr

0

0 0


M×N

[
v1 · · · vr vr+1 · · · vN

]T
,

U Σ V T

donde

I σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 son los valores singulares de A.

I UTU = IM×M y VTV = IN×N , sus columnas son vectores singulares

Teorema (SVD de producto de Kronecker)

Sean
R = UrΣrV

T
r y C = UcΣcV

T
c

SVD’s de R y C . Entonces

R ⊗ C = (Ur ⊗ Uc︸ ︷︷ ︸
U

)(Σr ⊗ Σc︸ ︷︷ ︸
Σ

)(Vc ⊗ Vr︸ ︷︷ ︸
VT

)T
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Descomposición en Valores Singulares (SVD)
Toda matriz A ∈ RM×N de rango r tiene factorización matricial

A =
[
u1 · · · ur ur+1 · · · uM

]

σ1 0

. . .

0 σr

0

0 0


M×N

[
v1 · · · vr vr+1 · · · vN

]T
,

U Σ V T

donde

I σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 son los valores singulares de A.

I UTU = IM×M y VTV = IN×N , sus columnas son vectores singulares de A.

solución de cuadrados ḿınimos
de norma ḿınima de Af = g

fLS =
r∑

i=1

uT
i g
σi

vi .
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Condicionamiento

¿ solución sensible a errores pequeños en A y g?

número de condición κ(A)

κ(A) ≈ 1016, 1030 −−−→ cambios drásticos solución

κ(A) =
σ1

σr

Matriz A mal condicionada si σr � σ1

Resolver Af = g es problema discreto mal planteado
si {σi}ri=1 decae a cero sin saltos

I Ligero: σj = O(j−α), 0 < α ≤ 1

I Moderado: σj = O(j−α), α > 1

I Severo: σj = O(e−jα), α > 0
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Condicionamiento

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
−35

10
−30

10
−25

10
−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0 i − 1 / 4

i − 6

σi

l
o
g
1
0
σ
i

i
valores singulares σi en escala logaŕıtmica de A = R ⊗ C con

κ(A) = 2.63237× 1035 en el deblurring de la imagen de la Biblioteca Central
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Regularización

Resolver problema mal planteado

idea: reemplazarlo por otro bien planteado
(discretización no tan mal condicionada)

Tikhonov (1963) [34], Phillips (1962) [31]

Familia de problemas

I parámetro ¿qué valor elegir?

I cada uno con solución ¿cómo calcularla?
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Métodos de regularización

I SVD truncada

solución de cuadrados ḿınimos
de norma ḿınima de Af = g

fLS =
r∑

i=1

uT
i g
σi

vi .
−−−→

$ valores singulares más pequeños

fk =
k∑

i=1

uT
i g
σi

vi , k = 1, . . . , r
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Métodos de regularización

I SVD truncada

Ejemplo: Imagen difuminada de la Araucaria

I imagen 600× 765 ṕıxeles

I PSF k(x , y) =
1

5
√

2π
exp

(
−x2 + y 2

2 · 52

)
I soporte [−382, 382]× [−299, 299]

I condiciones de frontera cero
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Métodos de regularización

I SVD truncada
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Métodos de regularización

I Factores filtro
Modelo Lineal: g = Af + ε, ε ∼ N(0, η2I )

Idea: regularización −−−→ estimador sesgado freg para f

freg =
r∑

i=1

ϕi

σi
(uT

i g)vi , 0 ≤ ϕi ≤ 1

ϕi =

{
1, si i ≤ k ,

0, de otro modo.
(SVD truncada)
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Métodos de regularización

I Factores filtro
Modelo Lineal: g = Af + ε, ε ∼ N(0, η2I )

Idea: regularización −−−→ estimador sesgado freg para f

freg =
r∑

i=1

ϕi

σi
(uT

i g)vi , 0 ≤ ϕi ≤ 1

ϕi =
σi

σi + λ
, λ > 0
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Métodos de regularización
I Factores filtro

Modelo Lineal: g = Af + ε, ε ∼ N(0, η2I )

Idea: regularización −−−→ estimador sesgado freg para f

freg =
r∑

i=1

ϕi

σi
(uT

i g)vi , 0 ≤ ϕi ≤ 1

Ejemplo: Texto difuminado

I imagen 256× 256 ṕıxeles

I PSF k(x , y) =
1

3.5
√

2π
exp

(
−x2 + y 2

2 · 3.52

)
I soporte [−127, 127]× [−127, 127]

I condiciones de frontera peŕıodicas

I ε ∼ N(0, 10−4I )
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Métodos de regularización
I Factores filtro

Modelo Lineal: g = Af + ε, ε ∼ N(0, η2I )

Idea: regularización −−−→ estimador sesgado freg para f
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Métodos de regularización

I Problema de cuadrados ḿınimos con restricción cuadrática

ḿın
f ∈RN

‖f ‖2
2≤∆2

‖Af − g‖2
2

residuo −−−→ modelo cuadrático de una función

‖Af − g‖2
2 = dT f +

1

2
f THf

H = 2ATA hessiano, d = −2ATg gradiente

Subproblema de región de confianza (TRS)

ḿın
f ∈RN

‖f ‖2
2≤∆2

dT f +
1

2
f THf

parámetro de regularización: radio ∆
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Métodos de regularización
I Problema de cuadrados ḿınimos con restricción cuadrática

ḿın
f ∈RN

‖f ‖2
2≤∆2

‖Af − g‖2
2

residuo −−−→ modelo cuadrático de una función

‖Af − g‖2
2 = dT f +

1

2
f THf

H = 2ATA hessiano, d = −2ATg gradiente

Teorema [4]

f es solución de TRS si ∃ µ∆ ≥ 0 tal que

I µ∆(‖f ‖2 −∆) = 0,

I (H + µ∆I )f = −d ,

donde H semidefinida positiva.

+ Métodos para TRS de gran escala y H mal condicionada [29],[33]
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Métodos de regularización

I Regularización de Tikhonov

ḿın
f ∈RN

‖Af − g‖2
2 + λ2‖f ‖2

2

ecuaciones normales regularizadas (ATA + λ2I )f = ATg

solución regularizadora fλ =
r∑

i=1

σi
σ2
i + λ2

(uT
i g)vi , λ > 0
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Métodos de regularización
I Regularización de Tikhonov

ḿın
f ∈RN

‖Af − g‖2
2 + λ2‖f ‖2

2
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Elección del parámetro de regularización

error de la solución

regularizadora
=

error de

aproximación
+

error de

los datos

Regularización de Tikhonov

Tamaños de Edata y Eaprox en función del parámetro de regularización λ.
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Criterio de L-curva

10
2

10
4

10
6

10
8

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

l o g 1 0 ( ‖ A f λ − g ‖ 2
2)

lo
g
1
0
(
‖
f

λ
‖
2 2
)

Para la regularización de Tikhonov graficamos la curva (‖Afλ − g‖2
2, ‖fλ‖2

2)
con forma de L en escala logaŕıtmica. El punto de mayor curvatura está en

la esquina de la L.
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Criterio de L-curva

λ = 0.02
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Super-resolución: Problema inverso de generar imágenes LR

Dadas funciones gl : R2 → [0, 1] asociadas a imágenes de baja resolución
(LR) y operadores Hl : U → V entre espacios vectoriales U,V , hallar
una función f : R2 → [0, 1] tal que

gl = Hl(f ), l = 1, . . . , L.

f

g1

g2

H1

H2

?
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Modelo para generar imágenes LR
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Modelo para generar imágenes LR

HIPÓTESIS:

I Wl traslación

I Bl = B lineal, espacialmente invariante, separable

I D reescala en factor ρ ∈ N

DISCRETIZACIÓN:

alta resolución
F ∈ Rρm×ρn

baja resolución
Gl ∈ Rm×n

f ∈Rρ2nm

−−−−−−−−−→
Wl : Rρ2nm → Rρ2nm

B : Rρ2nm → Rρ2nm

D : Rρ2nm → Rnm

gl=DBWl f−−−−−−−−−−→
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Método para Super-resolución
I Caso para 2 imágenes de baja resolución

Registro−−−−−−−−→ SVD’s
Z1 = U1Σ1V

T
1

Z2 = U2Σ2V
T
2

Fusión [19]−−−−−−−−−−→ Z = U2ΣV T
2 , Σ =

{
Σ1, σ1

máx ≥ σ2
máx

Σ2, σ2
máx > σ1

máx
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Ejemplo de Super-resolución
I imágenes G1,G2 de 250× 200

ṕıxeles

I G1 referencia

I G2 5 ṕıxeles ↓ 5 ṕıxeles →
I condiciones de frontera periódicas

I PSF ki,j =

{
1/(2.52π) i2 + j2 ≤ 2.5

0 en otro caso

soporte [−124, 124]× [−99, 99]

obtener imagen F de 500× 400 ṕıxeles

G1 G2
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Ejemplo

I Upsampling

Sl = Gl ⊗ I2×2, l = 1, 2

I Registro

Z1 = S1

Z2 =

[
05×495 I5×5

I495×495 0495×5

]T
S2

[
05×395 I5×5

I395×495 0395×5

]
I Fusión

Z = U2Σ1V
T
2

I Deblurring

(R ⊗ C)f = z
regularización por

SVD truncada de R ⊗ C



Introducción Deblurring Regularización Super-Resolución Conclusiones y
Referencias

Regularización en Super-Resolución
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Conclusiones

I La SVD juega un papel importante en el diseño de métodos de
regularización

I La deconvolución es central en problemas asociados con

la restauración de imágenes.

I Cuando la PSF es separable en el deblurring, aprovechamos la estructura
de las matrices para reducir las dimensiones del problema.

I Usamos las bibliotecas REGUTOOLS y HNO en deblurring. Para los ejemplos
de super-resolución, programamos en Matlab.

I Deseamos tratar con más casos de super-resolución

I Queremos abordar el deblurring mediante el subproblema de región de
confianza.
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Restauración de Imágenes a Color

I Modelo de color RGB[20]
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