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Planteamiento del problema

-~

- degradacion imagen con degradacién

restauracion: obtener imagen + fiel con - degradacién
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Aplicacion

Visién Artificial [13]

Astronomia [17]

Telescopio Hubble
21 de Junio, 1990
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Procesamiento de Imagenes

imagen en espectro infrarrojo ultrasonido de un feto
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&
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radiografia imagen en espectro visible

Imagenes digitales obtenidas por fuentes distintas
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Metodologias en Procesamiento de Imdgenes

» Compresion: - almacenamiento, + transmisién

TIF, tamafio 2 MB JPG, calidad 30 %, tamafio 67.7 kB

Imagen del Mausoleo de los Veracruzanos llustres
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Metodologias en Procesamiento de Imdgenes

» Compresion: - almacenamiento, + transmisién

TIF, tamafio 2 MiB JPG, calidad 5%, tamafio 14.4 kB

Imagen del Mausoleo de los Veracruzanos llustres
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Metodologias en Procesamiento de Imdgenes

» Compresion: - almacenamiento, + transmisién

TIF, tamafio 2 MiB JPG, calidad 1%, tamafio 8 kB

Imagen del Mausoleo de los Veracruzanos llustres
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Metodologias en Procesamiento de Imagenes

> Realce: resalta caracteristicas

Aumento del contraste para la imagen del Mausoleo
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Metodologias en Procesamiento de Imagenes

> Segmentacién:separa en regiones

Identificacién de bordes en la Imagen de Teotihuacan
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Deblurring

difuminada restaurada



Regularizacién

Super-resolucion

imagen de alta resolucién
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Problemas en restauracién de imagenes

Super-resolucion




Limitaciones:
I imagenes del espectro visible en escala de grises

IZ tipo de difuminacién conocido



enlurring: rroblema Inverso ae vituminacion
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F g

» funciones f,g : R> = [0,1] para Fy G

> espacios vectoriales U, V' y operador B: U — V



Deblurring

Modelo de Difuminacidén

@H

d(x—s,y—1t) k((x,y), (s, t))

impulso unitario funcién de dispersién (PSF)
HIPOTESIS

B lineal

f(x,y) = [ Jga 0(x — 5,y — t)f(s, t)dsdt ——B[f](x,y) = [ [z2 k((x,¥), (s, t))f(s, t)dsdt

PSF cuadrado integrable



Deblurring

Modelo de Difuminacidén

@H

d(x—s,y—1t) k((x,y), (s, t))
impulso unitario funcién de dispersién (PSF)
HIPOTESIS

B espacialmente invariante
Dom(k) = R? x R? Dom(k) = R?
BIfl(x+ s,y + t) = g(x+ 5,y + t) °”;E(X)Ay).(sft)) e f?y( ) 5

PSF separable  k(x,y) = ki(x)kao(y)



Regularizacién

Convolucién: Modelo para difuminacion

BIfI(s) = [ foo k(x — s,y — t)f(s, t)dsdt = k +

convolucion

imagen original imagen difuminada

fel2(R?) —E— k«f e [2(R?)
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Deconvolucidén

convolucion

imagen original imagen difuminada

Deblurring como deconvolucién
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Dificultades

PSF

k(XﬂY) =

1 ( x2+y2>
———exp | — 5
521 2.5

Imagen restaurada

funcién f tal que kxf =g

Imagen difuminada de Bilblioteca Central
funcién g



Regularizacién

Dificultades

» Problema mal planteado

Imagen restaurada + degradacién
Aproximacién de funcién f



Problema bien planteado

J. S. Hadamard

iB~! es continuo sobre L2(IR?)?



!e!‘urrlng: !ro!|ema ‘!Ia‘ p‘an!ea!o

HIPOTESIS MODELO

: 2 (12
PSF cuadrado integrable —> B compacto, continuo sobre L*(RR?)

Teorema [3]

» Operador lineal: acotado <= continuo

Resolver B[f] = g es un problema mal planteado
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Referencias

Dificultades

> Problema de gran escala
matriz de 1418 x 1006

1.4265 x 10° incdgnitas

Imagen de 1006 x 1418 pixeles



Imdgenes digitales
funcién g

muestreo y cuantificacién

\

variables y valores
continuos

7

matriz G
variables y valores
discretos
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ISCretizacion

Imagenes digitales

funcién g o matriz G
. muestreo y cuantificacién .
variables y valores > variables y valores
continuos discretos
nvolucién Discr
Convolucié screta g(x,y) = [ [ge k(x — s,y — t)f(s, t)dsdt, x,y €R
> muestras de g en Z2
Lo i=1,....m
> soporte de g en [1,m] x [1, n] gj= X X kipj-afoa _;
p=_lq=—r J_ 7"'yn

> soporte de k en [—/, 1] X [—r, 1]

> m>2ln>2r g = Af
g,feR™



r
gly) = [gkly —t)f(t)dt, yeR———gi= > ki_gfq, j=1,...,n
q=—r
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sistema indeterminado n x (n+ 2r)

f—r+1
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fn+r
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Condiciones de frontera

i valores de f fuera de [1,m] x [1,n] ?

&
&

Als
o8l

o O
o o
new ¢

cero periddica reflexiva
Una dimensién l l l
A de Toeplitz A circular A es Toeplitz+Hankel

ko k1 koo ko ko1 k- 0 0 0
k1 ko k 1 k 2 kO k—] k—2 0 0 0 0
ky ki ko ko1 ko ko k-1 koo 0 00 0 0
0 k Kk k ki k_> ko k-1 0 00 0 ko
0 0 k k k k1 ko ko 0 0 0 koo ko



on

Regularizacién

iciones de frontera

Dos dimensiones: A de n x n bloques, cada uno de m x m

Condicién cero

n=m=5yl=r=2

AD A AT 055 0sis
AL A0 ACD A2 g .
A= | A® AL A0 A a(=2) ,
055 A® AL A0 A1)
Osxs  Osxs  A® A1 A0
donde
koq ko1, koog 0 0
kig koq ko1q ko2g 0
AD = ko kg kg keig keog
0 ko.q kiq ko,g  k-1g
0 0 ko, q kiq ko,q
condicién | estructura por bloques bloque
cero Toeplitz Toeplitz
periddica Circular Circular
reflexiva Toeplitz + Hankel Toeplitz + Hankel




roblema DISCreto de Gran CSCala

G = [Gl G, - Gn] — —sg=| .| erm

columnas
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roblema DISCreto de Gran CSCala

G tamafio 1418 x 1006 ——— A orden 1.4265 x 10°

ipodemos reducir las dimensiones del problema?
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roblema Discreto de Gran Escala

G tamafio 1418 x 1006 —— A orden 1.4265 x 10°

ipodemos reducir las dimensiones del problema?

0l0 Hipétesis: PSF separable
0/0
H ® l. Producto de Kronecker
Anmxnm = Rnxn ® Cmxm
A
condiciones cero — A= Toeplitz ® Toeplitz

condiciones periédicas —— A = Circular ® Circular
condiciones reflexivas —— A = (Toeplitz + Hankel) @ (Toeplitz + Hankel)
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roblema Discreto de Gran Escala

ipodemos reducir las dimensiones del problema?

0 Hipétesis: PSF separable
0[0 0
_ 2
= 1 34 Producto de Kronecker
]3- %. R C Anm><nm = Raxn ® Cm><m
A
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e€scomposicion en Ingulares

Toda matriz A € RM*N de rango r tiene factorizacién matricial

T
A = ["l o U Uppy oo UM] Vi Vel oo VN] )

vT

donde
» g1 >--- >0, > 0 son los valores singulares de A.

> UTU=1Iyxm y VTV =Iyxn, sus columnas son vectores singulares



Toda matriz A € RM*N de rango r tiene factorizacién matricial

.
A = [U1 S U Uy "M] Ve Vegnoco VN] )

vT

donde
> o1 > --->0or > 0son los valores singulares de A.

» UTU=1lyxm y VTV =Iyxn, sus columnas son vectores singulares

Teorema (SVD de producto de Kronecker)
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Descomposiciéon en Valores Singulares (SVD

Toda matriz A € RM*N de rango r tiene factorizacién matricial

T
A = ["l U Uppy e UM] Vi Vet oo VN] )

vT

donde
> g1 >--- >0, > 0 son los valores singulares de A.

» UTU=1Iyxm y VTV =Iyxn, sus columnas son vectores singulares de A.

solucién de cuadrados minimos
de norma minima de Af = g
T
r
u'g

fis=>

i=1 Oij

V.
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Condicionamiento

;i solucién sensible a errores pequefios en Ay g7
nimero de condicién x(A)
k(A) =~ 10',10®° ——  cambios drasticos solucién

K(A) = 2

Or

Matriz A mal condicionada si 0, < 01

Resolver Af = g es problema discreto mal planteado
si {oi}i_; decae a cero sin saltos

> Ligero: 0=0(""), 0<a<l
> Moderado: o; =O0(~%), a>1

> Severo: g =0(e”), a>0




Regularizacién

valores singulares o; en escala logaritmica de A= R® C con
k(A) = 2.63237 x 10*® en el deblurring de la imagen de la Biblioteca Central



_ Regularizacion _

Regularizacién

Resolver problema mal planteado

Tikhonov (1963) [34], Phillips (1962) [31]

Familia de problemas
> parametro ;qué valor elegir?

» cada uno con solucién jcomo calcularla?



Métodos de regularizacion
» SVD truncada

solucién de cuadrados minimos
de norma minima de Af = g
" u'g

fis=> —

i=1 Oi

V.

&< valores singulares mas pequeiios

K
fk:Zu’ gv;, k=1,...,r
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Métodos de regularizacion
» SVD truncada

Ejemplo:

> imagen 600 X 765 pixeles

2, 2
> PSF k(x,y) = 5% exp (7)(2 +5}2/ )

> soporte [—382,382] x [—299, 299]

» condiciones de frontera cero




Métodos de regularizacion
» SVD truncada
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Métodos de regularizacion

» Factores filtro
Modelo Lineal: g=Af+e e~ N(0,7*)

Idea: regularizacién —— estimador sesgado fz para f
" pi T
ﬁeg => f(ui gvi, 0<¢p; <1

i=10i

1 i<k
oi=1 = (SVD truncada)
0, de otro modo.



Métodos de regularizacion

» Factores filtro
Modelo Lineal: g=Af+e e~ N(0,7*)
Idea: regularizacién —— estimador sesgado fg para f

i

(uTg)vi, 0<p <1

™~
|&

9

ﬁeg -

1%

I

Oj

A>0
o+ M\ >

Yi =
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Métodos de regularizacion
> Factores filtro
Modelo Lineal: g=Af+e €~ N7

Idea: regularizacién —— estimador sesgado fez para f

r

ﬁeg: Z%(U,Tg)vh OS@IS]-
i

i=

Ejemplo:

> imagen 256 X 256 pixeles
e Vs b

1
» PSF k = =
SF i) = 7o ew (555 ) art of wewng
> soporte [—127,127] x [-127,127] I -

> condiciones de frontera periodicas

> e~ N(0,107%1) - e

m—
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Métodos de regularizacion

» Factores filtro
Modelo Lineal: g=Af+e e~ N0 7

Idea: regularizacién —— estimador sesgado fg para f
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Métodos de regularizacion

» Problema de cuadrados minimos con restriccion cuadratica
. 2
min  [|Af — g||3
feRN

[Fl3<a2
residuo —— modelo cuadratico de una funcién
|Af — gl =d"f+ %fTHf

H=2ATA hessiano, d=—-2A"g gradiente

Subproblema de regién de confianza (TRS)

min dTf+ 1fTHf
15:4) 2
Ifl3=<a?

parametro de regularizacion: radio A
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Métodos de regularizacion

» Problema de cuadrados minimos con restriccion cuadratica
min  [|Af — g|3
fERN
IFl3<a2
residuo —— modelo cuadratico de una funcién
1
|Af — gl =d"f+ EfTHf

H=2ATA hessiano, d=—-2A"g gradiente

Teorema [4]

f es solucién de TRS si 3 ua > 0 tal que
> pua([lfll2—A)=0,
> (H+pal)f = —d,

donde H semidefinida positiva.

IS Métodos para TRS de gran escala y H mal condicionada [29],[33]



_ Regularizacion _

Métodos de regularizacion
» Regularizacién de Tikhonov

min ||Af — gl||2 + \2||f]|2
i | AF — gl + \7|f3

ecuaciones normales regularizadas (ATA+XNf=ATg

r
solucién regularizadora Z /\2(u g)vi, A>0
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Métodos de regularizacion

> Regularizacién de Tikhonov

min ||Af — gl|2 + \2||f]|
min [AF — g3+ X7



_ Regularizacion _

Eleccién del pardmetro de regularizacién

Regularizacién de Tikhonov

| Baata(Ml2

0 A
Tamafios de Egata Y Eaprox €n funcién del parametro de regularizacién A.




Criterio de L-curva

10° — T T T

=
5}
>

N
O”

logio (]l £all3)

"
ON

1

100 . . .
10° 10* 10° 10°

logio (4 fa— gll3)
Para la regularizacién de Tikhonov graficamos la curva (||Af, — g|I3, | ]3)
con forma de L en escala logaritmica. El punto de mayor curvatura esta en

la esquina de la L.
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Criterio de L-curva
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Super-resolucién: Problema inverso de generar imdgenes LR

Hi ﬁ|
Ho El
~_ 7



Hi(f) = D(Bi(fo W)
g =H(f)+e«



Regularizacién

Modelo para generar imagenes LR

HIPOTESIS:

> W, traslacién
> B, = B lineal, espacialmente invariante, separable

> D reescala en factor p € N

DISCRETIZACION:
alta resolucién baja resolucién
F € Rpmxpn G, € RmMxn
Wi - RP*nm — RP?nm
B: Renm — RP?nm
D: Rem — R

FeRP?mm g/=DBW,f



Regularizacién

Método para Super-resolucion

» Caso para 2 imdgenes de baja resolucién

5

Fusién Deblurring

—_—

" / malla de

imagen HR

mallas de
imagenes LR

Registro

, Z; = Ulzl VIT Fusién [19] T
- T 7= =
VD' v zZ=U3V], ¥

Y1, ob. >02

max = “'max

2 1
22’ Tmiax > Tmix
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Deblurring Regularizacién Super-Resolucién Conclusiones y
Referencias

Ejemplo de Super-resolucién

>

imagenes Gi, G» de 250 x 200 > PSE k : — 1/(2.5%1) i?+j°<25
pixeles " en otro caso
G1 referencia soporte [—124,124] x [—99, 99]

G» 5 pixeles | 5 pixeles —

obtener imagen F de 500 x 400 pixeles
condiciones de frontera periddicas




jemplo

» Upsampling

S/ = G ® hx2,
> Registro

Zi= S

7= [05x495

l195 % 405

> Fusién

Z=UX1Vy
> Deblurring

(R CO)f ==z

IS><5
0495><5

;

S |:05><395 Is><5 :|

hosxaos  0305x5

regularizacién por
SVD truncada de R® C
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Conclusiones

> La SVD juega un papel importante en el disefio de métodos de
regularizacion

> La deconvolucién es central en problemas asociados con
la restauracién de imagenes.

> Cuando la PSF es separable en el deblurring, aprovechamos la estructura
de las matrices para reducir las dimensiones del problema.

> Usamos las bibliotecas REGUTOOLS y HNO en deblurring. Para los ejemplos
de super-resolucién, programamos en Matlab.

» Deseamos tratar con mds casos de super-resolucién

> Queremos abordar el deblurring mediante el subproblema de regién de
confianza.
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Referencias

Deblurring Images  Discrete Inverse

Matrices, Spectra, Problems
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Dianne £ O'Leary Per Christian Hansen
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Restauracion de Imagenes a Color

» Modelo de color RGB[20]

= | =
v

L

v

/ o | ¢ | restauracién + interpolacion \\
> > >
<] _E o] ]
imagen a colx o imagen restaurada
a color
0 .

imagenes de baja imagenes de alta
resolucién resolucién
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