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Introducción Motivación

Motivación

En 2010 la compañı́a petrolera British Petroleum (BP), ocasionó un enorme
accidente durante perforaciones en una plataforma de exploración de aguas
profundas provocando uno de los mayores desastres ecológicos del mundo.
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Introducción Solicitud de investigación

Solicitud de investigación
PEMEX plantea revisar el modelo actual y estudiar la posibilidad de
considerar propiedades adicionales del medio.

• Porosidad ∼ Dimensión Fractal
• Derivadas fraccionarias
• Geometrı́a Fractal versus Calculo Fraccionario
• Ecuaciones Diferenciales Parciales Fraccionarias

50 Congreso Nacional de Matemáticas SMM 2017 (UNAM) 25 de octubre de 2017 4 / 48



50 Congreso
Nacional de
Matemáticas
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Introducción Solicitud de investigación

Solicitud de investigación
PEMEX plantea revisar el modelo actual y estudiar la posibilidad de
considerar propiedades adicionales del medio.

• Porosidad ∼ Dimensión Fractal
• Derivadas fraccionarias

• Geometrı́a Fractal versus Calculo Fraccionario
• Ecuaciones Diferenciales Parciales Fraccionarias
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Introducción Solicitud de investigación

Se estudia la relación entre caracterı́sticas de
los yacimientos y el análisis fractal

• Con estadı́stica a través del Ruido Fraccional Gaussiano usando registros
sı́smicos, de permeabilidad y de porosidad de varios yacimientos [Hardy
and Beier, 1994].

• Con teorı́a de dispersión es posible relacionar la dimensión fractal de la
gráfica de diferentes tipos de ondas con propiedades fı́sicas del medio
Miranda-Martı́nez et al. [2006].

• No todos los yacimientos son necesariamente considerados como fractales
[Hardy and Beier, 1994].
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Modelación

Modelación del fenómeno fı́sico

En el yacimiento se presenta de manera simultánea el movimiento de agua, gas
y aceite (o petróleo), en un medio poroso compuesto de una matriz, un medio
fracturado y un medio vugular [Fuentes-Ruı́z (Responsable), 2014, Peaceman,
1977]. Para el modelo se hace uso de:

• Ecuación de continuidad
• Ley de Darcy
• Ecuaciones de Navier-Stokes
• Geometrı́a del medio fractal
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50 Congreso Nacional de Matemáticas SMM 2017 (UNAM) 25 de octubre de 2017 6 / 48



50 Congreso
Nacional de
Matemáticas
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Modelación

Modelación del fenómeno fı́sico
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Matemáticas
SMM 2017

Introducción
Motivación

Solicitud de
investigación

Modelación
Modelo en derivadas
enteras

Sistema de
Ecuaciones

Modelo matemático
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Modelación Modelo en derivadas enteras

Modelo en derivadas enteras
Basado en el modelo presentado en los trabajos Gómez et al. [2013],
Camacho-Velazquez et al. [2005] se presenta como en
Fuentes-Ruı́z (Responsable) [2014] el planteamiento del modelo de flujo
saturado en medios porosos partiendo de la Ley de Darcy

q = −
1
µ

k(p)(∇p − ρg∇D)

la ecuación de continuidad
∂(ρφ)
∂t

+ ∇ · (ρq) = ρΥ

obteniendo la ecuación general de flujo

∂(ρφ)
∂t

= ∇ ·

[
ρ

µ
k(p)(∇p − ρg∇D)

]
+ ρΥ
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Modelación Modelo en derivadas enteras

Modelo en derivadas enteras
Basado en el modelo presentado en los trabajos Gómez et al. [2013],
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Modelo en derivadas enteras

Donde:

• q es el flujo de Darcy
• µ viscosidad dinámica del fluido
• p la presión
• ρ es la densidad del fluido
• k es el tensor de permeabilidad del

medio poroso saturado

• g es la aceleración de la gravedad
• D es la profundidad como una

función de las coordenadas
espaciales

• t es el tiempo
• Υ es un término fuente
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Modelación Sistema de Ecuaciones

Sistema de ecuaciones
Considerando cada medio se obtiene un sistema de ecuaciones donde cada
ecuación representa la transferencia para cada medio poroso (ver
[Martı́nez-Salgado et al., 2017])

∂(ρφm)
∂t

= ∇ ·

[
ρ

µ
km(∇pm − ρg∇D)

]
+
ρ

νm
(Υm f + Υmv),

∂(ρφ f )

∂t
= ∇ ·

[
ρ

µ
k f (∇p f − ρg∇D)

]
−
ρ

ν f
(Υm f − Υ f v),

∂(ρφv)
∂t

= ∇ ·

[
ρ

µ
kv(∇pv − ρg∇D)

]
−
ρ

νv
(Υmv + Υ f v)

donde νm + ν f + νv = 1 y νm =
Vm

VT
, ν f =

V f

VT
, νv =

Vv

VT
.
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Modelación Sistema de Ecuaciones

Suponiendo densidad y viscosidad del fluido constantes y haciendo z = D el
sistema se simplifica

φmcm
∂pm

∂t
=

km

µ
∆pm + am f (p f − pm) + amg(pv − pm)

φ f c f
∂p f

∂t
=

k f

µ
∆p f − am f (p f − pm) + a f v(pv − p f )

φvcv
∂pv

∂t
=

kv

µ
∆pv − amv(pv − pm) − a f v(pv − p f )

ci =
1
φv

∂φi

∂pi
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Modelación Sistema de Ecuaciones

Suponiendo densidad y viscosidad del fluido constantes y haciendo z = D el
sistema se simplifica

φmcm
∂pm

∂t
=

km

µ
∆pm + am f (p f − pm) + amg(pv − pm)

φ f c f
∂p f

∂t
=

k f

µ
∆p f − am f (p f − pm) + a f v(pv − p f )

φvcv
∂pv

∂t
=

kv

µ
∆pv − amv(pv − pm) − a f v(pv − p f )

ci =
1
φv

∂φi

∂pi
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Modelo de flujo monofásico con triple
porosidad y triple permeabilidad

En el sistema anterior

Υm f = am f (p f − pm), Υmv = amv(pv − pm), Υ f v = a f v(pv − p f ) .

Donde am f , amv y a f v son coeficientes de transferencia en cada medio.

El sistema es el modelo monofásico de triple porosidad y triple permeabilidad,
en coordenadas polares se expresa como [Fuentes-Ruı́z (Responsable), 2014]:

φmcm
∂pm

∂t
=

km

µ
1
r
∂
∂r

(
r
∂pm

∂r

)
+

km

µ

∂2pm

∂z2 + am f (p f − pm) + amg(pv − pm)

φ f c f
∂p f

∂t
=

k f

µ
1
r
∂
∂r

(
r
∂p f

∂r

)
+

k f

µ

∂2p f

∂z2 − am f (p f − pm) + a f v(pv − p f )

φvcv
∂pv

∂t
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µ
1
r
∂
∂r

(
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∂pv

∂r

)
+
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µ
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Matemáticas
SMM 2017

Introducción
Motivación

Solicitud de
investigación

Modelación
Modelo en derivadas
enteras

Sistema de
Ecuaciones

Modelo matemático
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Modelación Modelo matemático

Modelo del flujo monofásico de triple
porosidad y triple permeabilidad

El sistema que se estudia es en variables adimensionales dado por

(1 − ω f − ωv)
∂pm

∂t
= (1 − κ f − κv)

1
r
∂
∂r

(
r
∂pm

∂r

)
+ λm f (p f − pm) + λmv(pv − pm) (1)

ω f
∂p f

∂t
= κ f

1
r
∂
∂r

(
r
∂p f

∂r

)
− λm f (p f − pm) + λ f v(pv − p f ) (2)

ωv
∂pv

∂t
= κv

1
r
∂
∂r

(
r
∂pv

∂r

)
− λmv(pv − pm) − λ f v(pv − p f ). (3)

Con las condiciones de frontera

lı́m
r→1

r(1 − κ f − κv)
∂pm

∂r
+ rκ f

∂p f

∂r
+ rκv

∂pv

∂r
= −1,

pw(t) = pm(r = 1, t) = p f (r = 1, t) = pv(r = 1, t)
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Modelación Modelo matemático

Lo anterior está expresado en la misma notación que las variables usuales, para
evitar introducir el subı́ndice D para las variables ya adimensionalizadas, los
respectivos cambios son:

ω f =
φ f c f

φmcm + φ f c f + φvcv
, ωv =

φvcv

φmcm + φ f c f + φvcv
, rD =

r
rw
,

κ f =
k f

km + k f + kv
, κv =

kv

km + k f + kv
,

λm f =
am fµr2

w

km + k f + kv
, λmv =

amvµr2
w

km + k f + kv
λ f v =

a f vµr2
w

km + k f + kv

pDj =
2πh(km + k f + kv)(pi − p j)

Q0B0µ
, tD =

t(km + k f + kv)

µr2
w(φmcm + φ f c f + φvcv)

,

con rw el radio del pozo, Q0 el caudal con unidades de m3s−1 y B0 el factor de
formación del fluido (adimensional).
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¿Porqué Fraccionario?

• Medios no homogéneos

• Multiescala: Estructuras fractales
• Fractura
• Vúgulo
• Matriz

• Interacciones Fluido-Medio

• Efectos de Memoria
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Derivadas Fraccionarias Ecuación de difusión

Enlace con geometrı́a Fractal
Textos sobre cálculo fraccionario
• Podlubny [1999]

• Samko et al. [1993]
• Oldham and Spanier [1974]
• Miller and Ross [1993]

Una versión de Ley de Darcy [Le Méhauté, 1984] y que se escribe en términos
de una derivada fraccional de Caputo [Raghavan, 2011]

q(x, t) = −
Kγ
µ
∂γ−1

∂tγ−1

∂p(x, t)
∂x

donde γ = 1
d f

, con d f dimensión fractal de Hausdorff del medio [Le Méhauté,
1991].

50 Congreso Nacional de Matemáticas SMM 2017 (UNAM) 25 de octubre de 2017 15 / 48



50 Congreso
Nacional de
Matemáticas
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Derivadas Fraccionarias Ecuación de difusión

Ecuación de difusión

Recordando la ecuación de continuidad en coordenadas cartesianas

∂
∂xi

qi(x̄; t) = φc
∂
∂t

p(x̄, t)

Al combinar las dos anteriores ecuaciones se obtiene una ecuación de difusión
con simetrı́a radial:

1
rn−1

∂
∂r

[
rn−1λ(r)

∂p(r, t)
∂r

]
= φc

∂2−γ

∂t2−γ p(r, t) (4)

con n la dimensión euclidiana del medio, en nuestro caso n = 2.
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Derivadas Fraccionarias Ecuación de difusión

Ecuación de difusión

Recordando la ecuación de continuidad en coordenadas cartesianas

∂
∂xi

qi(x̄; t) = φc
∂
∂t

p(x̄, t)

Al combinar las dos anteriores ecuaciones se obtiene una ecuación de difusión
con simetrı́a radial:

1
rn−1

∂
∂r

[
rn−1λ(r)

∂p(r, t)
∂r

]
= φc

∂2−γ

∂t2−γ p(r, t) (4)

con n la dimensión euclidiana del medio, en nuestro caso n = 2.
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Derivadas Fraccionarias Cálculo Fraccionario

Definiciones Principales

Definición (Integral Fraccional de Riemann-Liouville)
La integral fraccional de Riemann-Liouville de orden α > 0 como:

aIαt f (t) :=
1

Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1 f (τ)dτ, α > 0

Con la convención aI0
t = Id (operador identidad) y la propiedad de semigrupo:

aIαt aIβt = aIβt aIαt = aIα+β
t , α, β ≥ 0
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Definiciones principales

Definición (Derivada de Caputo)
Si f (t) ∈ ACn,n ∈N, entonces para n − 1 < α ≤ n se define la derivada
fraccionaria de Caputo de f por:

C
a Dα

t f (t) =
1

Γ(n − α)

∫ t

a
(t − τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ

= aIn−α
t f (n)(t)
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Derivadas Fraccionarias Cálculo Fraccionario

Definiciones principales

Definición (Derivada de Caputo)
Si f (t) ∈ ACn,n ∈N, entonces para n − 1 < α ≤ n se define la derivada
fraccionaria de Caputo de f por:

C
a Dα

t f (t) =
1

Γ(n − α)

∫ t

a
(t − τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ

= aIn−α
t f (n)(t)
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Propiedades

• La derivada Caputo de una constante es 0.

• La transformada de Laplace [Caputo, 1967]

L{tD
µ
∗ f (t); s} = sµ f̃ (s) −

m−1∑
k=0

sµ−1−k f (k)(0+), m − 1 < µ < m (5)

donde f̃ (s) = L{ f (t); s} =
∫
∞

0
e−st f (t)dt, s ∈ C, f (k)(0+) := lı́m

t→0+
f (t).

• Existen otras definiciones de derivadas pero el comportamiento de ésta en
particular es adecuada para los fenómenos de difusión [Le Méhauté, 1984,
Caputo and Plastino, 2004].
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Derivadas Fraccionarias Cálculo Fraccionario

Propiedades

• La derivada Caputo de una constante es 0.
• La transformada de Laplace [Caputo, 1967]

L{tD
µ
∗ f (t); s} = sµ f̃ (s) −

m−1∑
k=0

sµ−1−k f (k)(0+), m − 1 < µ < m (5)

donde f̃ (s) = L{ f (t); s} =
∫
∞

0
e−st f (t)dt, s ∈ C, f (k)(0+) := lı́m

t→0+
f (t).

• Existen otras definiciones de derivadas pero el comportamiento de ésta en
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Caputo and Plastino, 2004].
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Derivadas Fraccionarias Funciones de Bessel

Funciones de Bessel
Ecuación de Bessel modificada, con ν ∈ R

z2 d2y
dz2 + z

dy
dz
− (z2 + ν2)y = 0

(6)

Las soluciones:
Kν(z) =

(
π
2

) J−ν(z) − Jν(z)
sen(νπ)

(7)

son llamadas funciones de Bessel modificadas de segundo tipo donde Jν(z) son
las funciones de Bessel modificadas de primer tipo [Korenev, 2002].
Jν y J−ν forman un conjunto de soluciones de (6) y están dadas por

Iν(z) =

∞∑
k=0

(−1)k(k/2)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)
, |x| < ∞.

I−ν se obtiene sustituyendo −ν por ν en la anterior.
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Derivadas Fraccionarias Funciones de Bessel

Propiedades

Las propiedades más importantes para el proceso de la solución son:

d
dz

Kν(αz) = −αKν−1(αz) −
ν
z

Kν(αz) (8)

d
dz

Kν(αz) = −αKν+1(αz) +
ν
z

Kν(αz) (9)
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Derivadas Fraccionarias Ecuación de flujo fraccional

Ecuación de flujo con derivada temporal
fraccional

Podemos simplificar la ecuación (4) que representa el fluido, donde el medio es
un todo, ası́ tenemos:

φcα
∂αp
∂tα

=
k
µ

1
r
∂
∂r

(
r
∂p
∂r

)
(10)

con variables adimensionales, la ecuación (10) es

φcDα
∂αpD

∂tαD
= κD

1
rD

∂
∂rD

(
rD
∂pD

∂rD

)
(11)

donde

pD =
2πhk(pi − p)

Q0B0µ
, tD = t

k
φcr2

wµ
, rD =

r
rw

(12)

50 Congreso Nacional de Matemáticas SMM 2017 (UNAM) 25 de octubre de 2017 22 / 48



50 Congreso
Nacional de
Matemáticas
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La transformada de Laplace aplicada a la ecuación (11)

uαp̄D =
1

rD

∂
∂rD

(
rD
∂p̄D

∂rD

)
, u > 0 (13)

debido a que p̄D(t0) = 0 y p = pi, en t = t0.

Las derivadas espaciales al ser desarrolladas en la ecuación (13) muestran la
siguiente forma:

r2
D
∂2p̄D

∂r2
D

+ rD
∂p̄D

∂rD
− r2

Duαp̄D = 0 (14)

la cual es una ecuación de Bessel, por tanto su solución es:

p̄D = AK0(βrD) (15)
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50 Congreso Nacional de Matemáticas SMM 2017 (UNAM) 25 de octubre de 2017 23 / 48



50 Congreso
Nacional de
Matemáticas
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Al sustituir la ecuación (15) en la ecuación (13) y teniendo en mente las
ecuaciones (8) y (9) para encontrar el valor de β se tiene que:

β = ±
√

uα, u > 0 (16)

La ecuación (15) al considerar el valor de β es

p̄D = AK0(rD
√

uα) (17)

En la ecuación (17) se descarta β = −
√

uα debido a que la función de Bessel
modificada segundo tipo no está definida para valores negativos.
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Al sustituir la ecuación (15) en la ecuación (13) y teniendo en mente las
ecuaciones (8) y (9) para encontrar el valor de β se tiene que:

β = ±
√

uα, u > 0 (16)

La ecuación (15) al considerar el valor de β es

p̄D = AK0(rD
√

uα) (17)

En la ecuación (17) se descarta β = −
√

uα debido a que la función de Bessel
modificada segundo tipo no está definida para valores negativos.
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Derivadas Fraccionarias Ecuación de flujo fraccional

Condiciones de frontera
Para encontrar la solución de la ecuación (11), se considera la siguiente
condición de frontera:

rD
∂p̄D

∂rD

∣∣∣∣
rD=1

= −
1
u

(18)

La sustitución de la ecuación (17) en (18) genera lo siguiente:

A =
1
u

[√
uαK1

(√
uα

)]−1

p̄D =
1
u

[√
uαK1

(√
uα

)]−1
K0

(
rD
√

uα
)

Por lo tanto, el valor de la presión en la frontera del pozo (rD = 1) es en el
espacio de Laplace:

p̄D
∣∣∣
rD=1 =

1
u

[√
uαK1

(√
uα

)]−1
K0

(√
uα

)
(19)
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Derivadas
Fraccionarias
Ecuación de difusión

Cálculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuación de flujo
fraccional

Solución
semianalı́tica

Trabajos
Futuros

Referencias

Derivadas Fraccionarias Ecuación de flujo fraccional

Condiciones de frontera
Para encontrar la solución de la ecuación (11), se considera la siguiente
condición de frontera:

rD
∂p̄D

∂rD

∣∣∣∣
rD=1

= −
1
u

(18)

La sustitución de la ecuación (17) en (18) genera lo siguiente:

A =
1
u

[√
uαK1

(√
uα

)]−1

p̄D =
1
u

[√
uαK1

(√
uα

)]−1
K0

(
rD
√

uα
)

Por lo tanto, el valor de la presión en la frontera del pozo (rD = 1) es en el
espacio de Laplace:

p̄D
∣∣∣
rD=1 =

1
u

[√
uαK1

(√
uα

)]−1
K0

(√
uα

)
(19)
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A partir del sistema de ecuaciones con variables adimensionales (1)-(3),
usando la ecuación de flujo con derivada temporal fraccional (11), expresamos
un sistema con derivada temporal fraccional:

(1 − ω f − ωv)
∂βpDm

∂tβD
= (1 − κ f − κv)

1
rD

∂
∂rD

(
rD
∂pDm

∂rD

)
+ λm f (pD f − pDm)

+ λmv(pDv − pDm) (20)

ω f
∂βpD f

∂tβD
= κ f

1
rd

∂
∂rD

(
rD
∂pD f

∂rD

)
− λm f (pD f − pDm) + λ f v(pDv − pD f ) (21)

ωv
∂βpDv

∂tβD
= κv

1
rd

∂
∂rD

(
rD
∂pDv

∂rD

)
− λmv(pDv − pDm) − λ f v(pDv − pD f ) (22)

donde las variables mostradas en las ecuaciones (20)-(22) que en las respectivas.
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Por medio de la transformada de Laplace y con el uso de la ecuación (5) se
llega al siguiente sistema :

(1 − ω f − ωv)uβp̄Dm = (1 − κ f − κv)
1

rD

∂
∂rD

(
rD
∂p̄Dm

∂rd

)
+ λm f (p̄D f − p̄Dm)

+ λmv(p̄Dv − p̄Dm) (23)

ω f uβp̄D f = κ f
1

rD

∂
∂rD

(
rD
∂p̄D f

∂rd

)
− λm f (p̄D f − p̄Dm) + λ f v(p̄Dv − p̄D f ) (24)

ωvuβp̄Dv = κv
1

rD

∂
∂rD

(
rD
∂p̄Dv

∂rd

)
− λmv(p̄Dv − p̄Dm) − λ f v(p̄Dv − p̄D f ) (25)
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Al desarrollar las ecuaciones (23)-(25) es fácil ver que cumplen con la forma de
una ecuación de Bessel y por tanto sus soluciones, al igual que en el caso β = 1,
son

p̄Dm = AK0(αrD) (26)
p̄D f = BK0(αrD) (27)

p̄Dv = CK0(αrD) (28)
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con el fin de simplificar las sucesivas ecuaciones, se definen los siguientes
términos:

m1(u) = uβ(1 − ω f − ωv) + λm f + λmv, (29a)

m2 = λm f , (29b)

m3 = λmv (29c)

m4(u) = uβω f + λm f + λ f v, (30a)

m5 = λ f v, (30b)

m6(u) = uβωv + λmv + λ f v (30c)
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Como resultado de sustituir las ecuaciones (26)-(28) en el sistema mostrado en
(23)-(25) y haciendo uso de las definiciones mostradas por (29)-(30), se tiene las
siguientes:

K0(αrD){A[(1 − κ f − κv)α2
−m1] + Bm2 + Cm3} = 0 (31)

K0(αrD){Am2 + B[κ fα
2
−m4] + Cm5} = 0 (32)

K0(αrD){Am3 + Bm5 + C[κvα
2
−m6]} = 0 (33)
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Puesto que las funciones de Bessel modificadas de segunda especie tienen un
comportamiento asintótico, es decir nunca toman el valor de cero, entonces el
sistema mostrado en las ecuaciones (31)-(33) puede expresarse como sigue:

(1 − κ f − κv)α2
−m1 m2 m3

m2 κ fα
2
−m4 m5

m3 m5 κvα2
−m6



A
B
C

 =


0
0
0

 (34)
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Cuando el determinante es igual a cero, se obtiene la ecuación de grado seis
que sigue:

(1 − κ f − κv)κ fκvα
6
− [(1 − κ f − κv)(κ f m6 + κvm4) + κ fκvm1]α4

+ [(1 − κ f − κv)m4m6 − (1 − κ f − κv)m2
5 + (κ f m6 + κvm4)m1 − κvm2

2 − κ f m3
2]α2

−m1m4m6 + m1m2
5 + m2

2m6 + 2m2m3m5 + m2
3m4 = 0
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Solución semianalı́tica

La ecuación anterior las potencias de α son pares, se puede por tanto resolver
como una ecuación de grado 3. Esta ecuación tiene tres raı́ces reales.
Las soluciones generales de las ecuaciones (23)-(25) tienen al incorporar las tres
raı́ces reales, de la siguiente forma:

p̄Dm = A1D1K0(α1rD) + A2D2K0(α2rD) + A3D3K0(α3rD) (35)
p̄D f = B1D1K0(α1rD) + B2D2K0(α2rD) + B3D3K0(α3rD) (36)

p̄Dv = D1K0(α1rD) + D2K0(α2rD) + D3K0(α3rD) (37)
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Con los términos Ai,Bi, i = 1, 2, 3 dados por:

A1 =
m3(κ fα2

1 −m4) −m2m5

m5
2[(1 − κ f − κv)α2

1 −m1][κ fα2
1 −m4]

(38)

B1 =
−m3 − A1[(1 − κ f − κv)α2

1 −m1]

m2
(39)

A2 =
m3(κ fα2

2 −m4) −m2m5

m5
2 − [(1 − κ f − κv)α2

2 −m1][κ fα2
2 −m4]

(40)

B2 =
−m3 − A2[(1 − κ f − κv)α2

2 −m1]
m2

(41)

A3 =
m3(κ fα2

3 −m4) −m2m5

m5
2 − [(1 − κ f − κv)α2

3 −m1][κ fα2
3 −m4]

(42)

B3 =
−m3 − A3[(1 − κ f − κv)α2

3 −m1]

m2
(43)
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y los términos D1,D2 y D3 son obtenidos a partir de las condiciones de frontera
y α1, α2, α3 son las raı́ces positivas de α2

1, α
2
2, α

2
3. Los valores de D1,D2,D3 se

obtienen a partir de las condiciones de frontera y son igual a

D1 =
1
u

{
α1E1K1(α1) + α3E3K1(α3)

(B1 − 1)K0(α1)
(1 − B3)K0(α3)

+

[
(1 − A1)K0(α1) + (1 − A3)

(B1 − 1)
(1 − B3)

K0(α1)
]

[
(A2 − 1)K0(α2) + (A3 − 1)

(B2 − 1)
(1 − B3)

K0(α2)
]α2E2K1(α2)

+α3E3K1(α3)
(B2 − 1)K0(α2)
(1 − B3)K0(α3)

}−1

(44)
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D2 =
1
u


[
(A2 − 1)K0(α2) + (A3 − 1)

(B2 − 1)
(1 − B3)

K0(α2)
]

[
(1 − A1)K0(α1) + (1 − A3)

(B1 − 1)
(1 − B3)

K0(α1)
]

+

[
α1E1K1(α1) + α3E3K1(α3)

(B1 − 1)K0(α1)
(1 − B3)K0(α3)

]
+

[
α2E2K1(α2) + α3E3K1(α3)

(B2 − 1)K0(α2)
(1 − B3)K0(α3)

]}−1

(45)
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D3 =
1
u

{
α1E1K1(α1)

(1 − B3)K(α3)
(B1 − 1)K0(α1)

+ α3E3K1(α3)

+

[
(1 − A1)(1 − B3) + (1 − A3)(B1 − 1)
(A2 − 1)(1 − B3) + (A3 − 1)(B2 − 1)

]
×[

α2E2(1 − B3)K1(α2)K0(α3) + α3E3(B2 − 1)K1(α3)K0(α2)
(B1 − 1)K0(α2)

]}−1

+
1
u

{
α2E2K1(α2)

(1 − B3)K0(α3)
(B2 − 1)K0(α2)

+ α3E3K1(α3)+

+

[
(1 − A2)(1 − B3) + (1 − A3)(B2 − 1)
(A1 − 1)(1 − B3) + (A3 − 1)(B1 − 1)

]
×[

α1E1(1 − B3)K1(α1)K0(α3) + α3E3(B1 − 1)K1(α3)K0(α1)
(B2 − 1)K0(α1)

]}−1

(46)
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donde

E1 =
[
(1 − κ f − κv)A1 + κ f B1 + κv

]
E2 =

[
(1 − κ f − κv)A2 + κ f B2 + κv

]
E3 =

[
(1 − κ f − κv)A3 + κ f B3 + κv

]
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Se llega a las siguientes ecuaciones como resultado de sustituir las ecuaciones
(35)-(37) en las condiciones de frontera.

α1K1(α1)D1[(1 − κ f − κv)A1 + κ f B1 + κv]

+ α2K1(α2)D2[(1 − κ f − κv)A2 + κ f B2 + κv]

+ α3K1(α3)D3[(1 − κ f − κv)A3 + κ f B3 + κv] =
1
u

(47)

(A1 − 1)D1K0(α1) + (A2 − 1)D2K0(α2) + (A3 − 1)D3K0(α3) = 0 (48)
(B1 − 1)D1K0(α1) + (B2 − 1)D2K0(α2) + (B3 − 1)D3K0(α3) = 0 (49)
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Con el fin de simplificar las ecuaciones (47)-(49) se definen los siguientes
términos:

Pi = αiK1(αi)[(1 − κ f − κv)Ai + κ f Bi + κv] (50)

Qi = (Ai − 1)K0(αi), Ri = (Bi − 1)K0(αi) (51)

donde i = 1, 2, 3.
La ecuación matricial asociada al sistema de ecuaciones (47)-(49) tiene la forma

P1 P2 P3
Q1 Q2 Q3
R1 R2 R3



D1
D2
D3

 =


1/u

0
0

 (52)
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Denotamos

m = Q1R2P3 −Q1P2R3 − R1Q2P3 − R2P1Q3

+ P2R1Q3 + P1Q2R3 (53)

La solución de la ecuación matricial es:
D1

D2

D3

 =


(Q2R3 −Q3R2)

m
−(Q1R3 −Q3R1)

m
(Q1R2 −Q2R1)

m

 (54)
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Presión en la frontera del pozo

p̄w|rd=1 = D1K0(α1) + D2K0(α2) + D3K0(α3)
= B1D1K0(α1) + B2D2K0(α2) + B3D3K0(α3)
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• Ecuación constitutiva (Ley de Darcy y Ley de Fick)

• Formalismo de Memoria
• Caminante aleatorio en tiempo continuo (CTRW)
• Flujos en medios desordenados
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Matemáticas
SMM 2017

Introducción
Motivación

Solicitud de
investigación

Modelación
Modelo en derivadas
enteras

Sistema de
Ecuaciones

Modelo matemático
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50 Congreso Nacional de Matemáticas SMM 2017 (UNAM) 25 de octubre de 2017 47 / 48



50 Congreso
Nacional de
Matemáticas
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