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e Con teoria de dispersion es posible relacionar la dimensién fractal de la
gréfica de diferentes tipos de ondas con propiedades fisicas del medio
Miranda-Martinez et al. [2006].
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megain e Con estadistica a través del Ruido Fraccional Gaussiano usando registros

sismicos, de permeabilidad y de porosidad de varios yacimientos [Hardy

and Beier, 1994].

TRR—— e Con teoria de dispersion es posible relacionar la dimension fractal de la
gréfica de diferentes tipos de ondas con propiedades fisicas del medio
Miranda-Martinez et al. [2006].

* No todos los yacimientos son necesariamente considerados como fractales
[Hardy and Beier, 1994].
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fracturado y un medio vugular [Fuentes-Ruiz (Responsable), 2014, Peaceman,
1977]. Para el modelo se hace uso de:
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Basado en el modelo presentado en los trabajos Gémez et al. [2013],
Camacho-Velazquez et al. [2005] se presenta como en

Fuentes-Ruiz (Responsable) [2014] el planteamiento del modelo de flujo
saturado en medios porosos partiendo de la Ley de Darcy
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Camacho-Velazquez et al. [2005] se presenta como en
e Fuentes-Ruiz (Responsable) [2014] el planteamiento del modelo de flujo
ey saturado en medios porosos partiendo de la Ley de Darcy

g= —ik(pxw ~ pgVD)

la ecuacién de continuidad

Ip9) _
5 TV (o) = pY
obteniendo la ecuacién general de flujo
d(p¢p)
aL:b =V Ek(p)(vp —pgVD)| +pY
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Considerando cada medio se obtiene un sistema de ecuaciones donde cada
ecuacién representa la transferencia para cada medio poroso (ver
[Martinez-Salgado et al., 2017])

Npdm)  [p p
o =V. ﬁkm(me - ngD) + 1;(’quf + Ymv)/

A pgy) p p
ot V- [;kf(vpf - ngD)] - ;(Y‘mf - va)/
AHpp) _ [p P
—5 = V- [ﬁkv(va - psgVD)| - V—v('Y'mU + va)
v Vs V,

donde vy, +vf+vy =1y vy = V—";,vf =7
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Suponiendo densidad y viscosidad del fluido constantes y haciendo z = D el
sistema se simplifica

d km

(Pmcm Pm U Apm + amf(pf Pm) + amg(pv Prm)
9Pf i

(Pfcfg = FAPf - amf(pf - pm) + afv(pv - pf)
d ky

(Pvcz; pv = ;Apv = Amo(Po — Pm) — afv(pv - Pf)

po 8qbz

l va apz
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Vg =amppr=pw)i Yoo =amo(po —pPm), Yo =ap(po = py)

Donde a,,¢, amo y a5, son coeficientes de transferencia en cada medio.
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En el sistema anterior
qu me = amf(Pf - Pm)/ Yo = amv(Pv - Pm)/ va = afv(Pv - Pf)
Donde a,,¢, amy y a, son coeficientes de transferencia en cada medio.

El sistema es el modelo monofésico de triple porosidad y triple permeabilidad,
en coordenadas polares se expresa como [Fuentes-Ruiz (Responsable), 2014]:

3Pm kn1 0 ( Ipm Ky Bpm

PunCn=5 -p;z(T7)+ e
dpr kel 9 ( dps\ ke dPpy

brer—=r ot ;;5( W)-'—Fﬁ — amf(pf = Pm) + ao(po — py)
Iy kol a(apv)Jrk 2 Ppo

qjvv&t_yrar "or =

+ auf(Pr = Pm) + Aug(Po — Pm)

amv(pv Pm) - afv(pv - Pf)
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El sistema que se estudia es en variables adimensionales dado por
(1w —wo) = = (1 =¥y ko) = (r_8r ) + Anp(pg = pm) + Amo(po = pm) (1)
dpr 19 (s
“for T or (VW) = AP = Pm) + Agolpo = py) @)
apv _ 1 8 apv
G)UW = KU?E (TW - /\mv(pv - Pm) - /\fv(pv - Pf) (3)
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Efaf&ifafii Modelo del flujo monofésico de triple
SIM 2017 porosidad y triple permeabilidad
El sistema que se estudia es en variables adimensionales dado por
o Ipm 9P
investigaci (1 - Cl)f - C‘)v) ot (1 - Kf Kv)__ (9 + /\mf(pf pm) + Amv(Pv Pm) (1)
o dps _ 19 ( 9ps
Wf—= = Kfo o (77) = AP = Pm) + Aso(po — py) ()
8;7 19 (dp
. atv = r 81" ( arv) /\mv(pv - pm) - Afv(pv - pf)‘ (3)

Con las condiciones de frontera

ap 3Pv
hrrllr(l—Kf KZ,) " Frx fa—+r1<v P =-1,

po(t) =pm(r=1, t) = pf(r =1,t) =p,(r=1,1)
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i "™ butn + byes + pocs’ T P + s+ poco” ro’
B ks . k,
B Sy P kR
Modelo matematico A _ amf[.ﬂ’%} A — amv‘lﬂ’i, A — afvyrfu
" Ktk k) " o+ K+ Ky o Yo + K + Ky
27th(ky, + kg + ko) (pi = ) H + kf + ko)
\HH< . Ppj = QOBO[J r b= Hr%)((pmcm + (¢)fo + qbvcv)'
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s0congreso LO anterior estd expresado en la misma notacion que las variables usuales, para
evitar introducir el subindice D para las variables ya adimensionalizadas, los

Nacional de
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S AL respectivos cambios son:
Pres Poco r
fotivaci = 7 Wy = s 'p = —,
i PmCm + Prcr + Poy PmCm + Qrcr + PuCy Tw
oK .k
A © T kot kp Ky
Modelo matematico A — amf[‘”%/ A = amvnurlzu Ap = afvyr%)
" Ktk k) " o+ K+ Ky o Yo + K + Ky

Ecuacion de difusion

2rth(kn + k¢ + ko) (pi — pj) t(km + k¢ + ky)
Pp; = QoBop CPT HT%;((PmCm + (Pfcf + <25va),

Célculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo

con 1, el radio del pozo, Qy el caudal con unidades de m3s~1 y By el factor de

formacién del fluido (adimensional).
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e Matriz
e Interacciones Fluido-Medio
e Efectos de Memoria
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de difusion

S e Enlace con geometria Fractal
Matematicas

SRy Textos sobre célculo fraccionario
e Podlubny [1999]

Motivacién

Modelo en derivadas

enteras

Sistema de
Ecuaciones

Modelo matematico

Ecuacion de difusion
Calculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacion de flujo

fraccional
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50 Congreso Enlace con geometria Fractal
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Matematicas

SR Textos sobre célculo fraccionario
e Podlubny [1999]
e Samko et al. [1993]
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de difusion

Effmild Enlace con geometria Fractal
SRR Textos sobre célculo fraccionario

e Podlubny [1999]

e Samko et al. [1993]

e Oldham and Spanier [1974]

Modelo en derivadas

enteras

Ecuacion de difusion

Calculo Fraccionario
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de difusion

Effmim Enlace con geometria Fractal
SRR Textos sobre célculo fraccionario
e Podlubny [1999]
e e Samko et al. [1993]
o e Oldham and Spanier [1974]
e e Miller and Ross [1993]

Ecuacion de difusion

Calculo Fraccionario

Ecuay

fraccional

Solucién

semianalitica
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50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Derivadas Fraccionarias Ecuacion de difusion

Enlace con geometria Fractal
Textos sobre célculo fraccionario
Podlubny [1999]
Samko et al. [1993]
Oldham and Spanier [1974]
Miller and Ross [1993]

Una version de Ley de Darcy [Le Méhauté, 1984] y que se escribe en términos
de una derivada fraccional de Caputo [Raghavan, 2011]

Ky o1 Ip(x, t)
u o1t ox

(/](X, t)=—

donde y = %, con dy dimension fractal de Hausdorff del medio [Le Méhauté,
1991].
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de difusion

50 Congreso

Nacioral de Ecuacion de difusion

Matematicas
SMM 2017

Recordando la ecuacion de continuidad en coordenadas cartesianas

1) = e Sp(E,

Modelo en derivadas
enteras

Modelo matematico

Ecuacion de difusion

Calculo Fraccionario
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50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Ecuacione

Modelo matematico

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario

Ecuacién de flujo

fraccional
Solucién

Derivadas Fraccionarias Ecuacion de difusion

Ecuacion de difusion

Recordando la ecuacion de continuidad en coordenadas cartesianas

; gi(x; t) = (pc px f)

Al combinar las dos anteriores ecuaciones se obtiene una ecuacion de difusion
con simetria radial:

10
=1 0r

p( t) >

"IN =L | = ¢c prm yp(r t) (4)

con 1 la dimensién euclidiana del medio, en nuestro caso n = 2.
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Derivadas Fraccionarias Calculo Fraccionario

S e Definiciones Principales

Matematicas
SMM 2017

Definicién (Integral Fraccional de Riemann-Liouville)

La integral fraccional de Riemann-Liouville de orden & > 0 como:

Modelo en derivadas t

enteras ]_

St e Pft):==— | t-7)* ' f(v)dr, a >0
S A0 f (o o
Ecuacién de difusion

Calculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacion de flujo

fraccional

Solucién

semianalitica
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Derivadas Fraccionarias Calculo Fraccionario

S e Definiciones Principales
S 2017

Definicién (Integral Fraccional de Riemann-Liouville)

Motivacién

Solicitud de

e La integral fraccional de Riemann-Liouville de orden a > 0 como:

n derivadas

o IO = 5 f (t— 1) f(2)dr, a > 0

Con la convencién ,I? = Id (operador identidad) y la propiedad de semigrupo:

Ecuacion de difusion
Calculo Fraccionario

Funciones de Bessel

N L L Y A
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Derivadas Fraccionarias Calculo Fraccionario

S e Definiciones principales

Matematicas
SMM 2017

Definicién (Derivada de Caputo)

Si f(t) € AC",n € N, entonces paran — 1 < a < n se define la derivada
e fraccionaria de Caputo de f por:

enteras

Sistema de

Ecuaciones
Modelo matematico
Ecuacion de difusion

Calculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacion de flujo
fraccional
Solucién
semianalitica
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50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Motivacién

Solicitud de

investigacio:

Modelo en derivadas

enteras

Ecuacién de difusién
Calculo Fraccionario
Funciones de Bessel
Ecuaci6n de flujo
fraccional

Solucién

semianalitica

Derivadas Fraccionarias Calculo Fraccionario

Definiciones principales

Definicién (Derivada de Caputo)

Si f(t) € AC",n € N, entonces paran — 1 < a < n se define la derivada
fraccionaria de Caputo de f por:

t
DI = s [ (=0 e

IO ()
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¢ La derivada Caputo de una constante es 0.

Propiedades
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Derivadas Fraccionarias Calculo Fraccionario

N Propiedades
Matematicas
SMM 2017
e La derivada Caputo de una constante es 0.
Motacion e La transformada de Laplace [Caputo, 1967]

m—1

LDYf(t);s) = st f(s) — Z st FOOY), m-1<u<m (5)

k=0

Ecuacion de difusion
Calculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo

fraccional

Solucién
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Derivadas Fraccionarias Calculo Fraccionario

N Propiedades
Matematicas
SMM 2017
e La derivada Caputo de una constante es 0.

e e La transformada de Laplace [Caputo, 1967]

m—1
L:DY f(t); s} = st f(s) — Z st FOOY), m-1<u<m (5)
5 k=0

Ecuacion de difusion

donde f(s) = L{f(t);s} = fo Tt fdt,seC, OO = lim £(0).

Calculo Fraccionario
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Derivadas Fraccionarias Calculo Fraccionario

N Propiedades

Matematicas
SMM 2017

e La derivada Caputo de una constante es 0.
e e La transformada de Laplace [Caputo, 1967]

S
AR

L{thf(t);s} = s“f(s) s“ 1= kf(k)(0+) m—-1l<yu<m (5)
0

=~
Il

donde £(s) = L{f(t);s} = fo Tt fdt,seC, OO = lim £(0).

e Existen otras definiciones de derivadas pero el comportamiento de ésta en
particular es adecuada para los fenémenos de difusiéon [Le Méhauté, 1984,
Caputo and Plastino, 2004].
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Derivadas Fraccionarias

Funciones de Bessel

Funciones de Bessel

50 Congreso
Nacional de
Matematicas .. .
SMM 2017 Ecuacién de Bessel modificada, con v € R
d? d
Motivacién ZZ—Z + Z_y _ (ZZ + VZ)y — 0
: dz dz

Modelo en derivadas

enteras

Sistema de

Ecuaciones

Modelo matematico

Ecuacion de difusion
Calculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacion de flujo

fraccional
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Derivadas Fraccionarias ~ Funciones de Bessel

Effmild Funciones de Bessel
SMM 2017 Ecuacion de Bessel modificada, conv € R
2
ZdeTZ + z% - (z2 + vz)y =0 (6)
L Las soluciones:
k() = (5) 22218 @)
sen(vm)

Modelo matematico

son llamadas funciones de Bessel modificadas de segundo tipo donde J,(z) son
las funciones de Bessel modificadas de primer tipo [Korenev, 2002].

Ecuacion de difusion
Célculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Derivadas Fraccionarias ~ Funciones de Bessel

i Funciones de Bessel
Matematicas
SMM 2017 Ecuacion de Bessel modificada, conv € R
Py dy
2 2
z-—= + z z°+ v 0 6
o dz? E ey ©)
) Las soluciones:

(u‘ en derivadas KV(Z) — (E) ]—V(Z) - ]V(Z) (7)

2 sen(vm)

son llamadas funciones de Bessel modificadas de segundo tipo donde J,(z) son
las funciones de Bessel modificadas de primer tipo [Korenev, 2002].
Jv ¥ J-» forman un conjunto de soluciones de (6) y estan dadas por

ha ( 1)k(k/2)v+2k
Z KT(v+k+1)

Ty Xl <o

I_, se obtiene sustituyendo —v por v en la anterior.
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50 Congreso
Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Modelo matematico

Ecuacion de difusion
Calculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo

accional

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017

Derivadas Fraccionarias ~ Funciones de Bessel

a
dz
d

dz

Propiedades

Ki(a2) = —aK,-1(a2) = ZK,(a2)

mmm:ﬁmwmm+§mmm

Las propiedades més importantes para el proceso de la solucién son:

25 de octubre de 2017
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Derivadas Fraccionarias  Ecuacién de flujo fraccional

N Ecuacién de flujo con derivada temporal
Matematicas
SV 2017 fraccional

Podemos simplificar la ecuacién (4) que representa el fluido, donde el medio es

Peag =y o\ or

enteras

Ecuacion de difusion

Calculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién

semianalitica
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

N Ecuacién de flujo con derivada temporal
Matematicas
SV 2017 fraccional

Podemos simplificar la ecuacién (4) que representa el fluido, donde el medio es
un todo, asi tenemos:

dp k19 ([ dp
o P = pm( 8r) (10)
E con variables adimensionales, la ecuacién (10) es
8“;71) 1 0 8PD
PCpa—=— FT = Kp— P (T’D%) (11)
donde
_ 2mthk(pi — p) .k r

- 7 — =5 = — 12
PD QuBojt D o D= (12)
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 C . .y
nacomaide  La transformada de Laplace aplicada a la ecuacién (11)

Matematicas

SMM 2017

Lo ( o

YPp = —=— , 0 13
“Pp 7’1)97’1) rDarD w> ( )

debido a que pp(tg) =0y p =pi, ent = to.

Modelo matematico

Ecuacion de difusion

Calculo Frac

Funciones de Besse

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

%Jafﬁgaﬁ_eiz La transformada de Laplace aplicada a la ecuacién (11)
i L5 5
_ PD
u'pp = ——=—\rp=—1,, u>0 13
Po= -5 ( D&rp) (13)

mestgei debido a que pp(tg) =0y p =pi, ent = to.
Las derivadas espaciales al ser desarrolladas en la ecuacién (13) muestran la
siguiente forma:

52P_D 6P_D
D 32 D arl: HU " pPp = 0 (14)

Célculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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50 Congreso
Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacion de flujo

fraccional

Solucié
mianalitic

Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

La transformada de Laplace aplicada a la ecuacién (11)

1 0 Ipp
APy = —— _ 1
u*pp rDBrD(rDBrD , u>0 (13)
debido a que pp(tg) =0y p =pi, ent = to.
Las derivadas espaciales al ser desarrolladas en la ecuacién (13) muestran la
siguiente forma:
#pp | Ipp
2 2 s
D 872D D o rpu’pp =0 (14)

la cual es una ecuacién de Bessel, por tanto su solucién es:

pp = AKo(Brp) (15)

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017 25 de octubre de 2017 23 /48



Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 Congreso
Nacional de
Matematicas

SRR Al sustituir la ecuacién (15) en la ecuacién (13) y teniendo en mente las
ecuaciones (8) y (9) para encontrar el valor de f3 se tiene que:

B==Vur, u>0 (16)

elo matemético

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 Congreso
Nacional de
Matematicas

SRR Al sustituir la ecuacién (15) en la ecuacién (13) y teniendo en mente las
ecuaciones (8) y (9) para encontrar el valor de f3 se tiene que:

B==+Vut, u>0 (16)

(o La ecuacion (15) al considerar el valor de 5 es

Ecuacione

5b = AKY(rpy Vi) (17)

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 Congreso
Nacional de
Matematicas

SRR Al sustituir la ecuacién (15) en la ecuacién (13) y teniendo en mente las
ecuaciones (8) y (9) para encontrar el valor de f3 se tiene que:

i B=+Vul, u>0 (16)
La ecuacién (15) al considerar el valor de f es
pp = AK(rp Vu®) 17)
v Enlaecuacién (17) se descarta g = — Vu® debido a que la funcién de Bessel

ceen modificada segundo tipo no estd definida para valores negativos.
fraccional

Solucié
mianalitic
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

Racioral de Condiciones de frontera
Matematicas
SMM 2017 Para encontrar la solucién de la ecuacién (11), se considera la siguiente
condicién de frontera: P
PD 1
” = __ 18
b orp lrp=1 u (18)

Calculo

Funcion

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién

semianalitica
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

Racioral de Condiciones de frontera
Matematicas
SMM 2017 Para encontrar la solucién de la ecuacién (11), se considera la siguiente
condicién de frontera: P
PD 1
rD—=— =—— 18
Solic x‘\ff:«i ‘ D 81‘D rDzl u ( )

La sustitucién de la ecuacion (17) en (18) genera lo siguiente:
= L ()]
po = 1 [N (V)| 6 o )

Ecuacion de difusion

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

Racioral de Condiciones de frontera
Matematicas
SMM 2017 Para encontrar la solucién de la ecuacién (11), se considera la siguiente
condicién de frontera: P
PD 1
D= =—= 18
Solic Auh\i D 81‘D rD:l u ( )

La sustitucién de la ecuacion (17) en (18) genera lo siguiente:
= L ()]
po = 1 [N (V)| 6 o )

Funciones de Bese Por lo tanto, el valor de la presién en la frontera del pozo (rp = 1) es en el

Ecuacién de flujo

fraccional espacio de Laplace:

Solucién

Ecuacion de difusion

pol = 5 [V (V)] o (Vi) 19
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

e A partir del sistema de ecuaciones con variables adimensionales (1)-(3),
Nacional de

Matemticas usando la ecuacién de flujo con derivada temporal fraccional (11), expresamos
SMM 2017 . . .
un sistema con derivada temporal fraccional:

Ecuacione

Modelo matematico

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Matematicas
SMM 2017

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017

Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

A partir del sistema de ecuaciones con variables adimensionales (1)-(3),
usando la ecuacién de flujo con derivada temporal fraccional (11), expresamos
un sistema con derivada temporal fraccional:

m 87’1
(1~ — o 220 e X

DS )+/\mf(PDf PDm)
D
+ /\mv(pDv - po) (20)
Pppy 1 9 ( Ippy
= Kf__ D
8tﬁD rq 81’D 87’D

wf

) = Auf(PDf — PDm) + A fo(PDo — PDF) (21)

a'BPDv _ 1 (9 (1" 8pDv

ol o\ )_ relppe Zpon) = Apepoe Zpor) 22

donde las variables mostradas en las ecuaciones (20)-(22) que en las respectivas.
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 Congreso
Nacional de

Matematicas Por medio de la transformada de Laplace y con el uso de la ecuacion (5) se
llega al siguiente sistema :

1 0 9PDm
S (1 - wf — wo)uPppm = (1 — x5 - Kv) o or, ( SZ ) + Amf(PDf — PDm)
D e + Amv(pDv - PDm) (23)
. ‘ B 1 0 alan _ _ _ _
o W ps = %f S\ |~ Anf(Ppf — Pom) + A fo(PDo — PDf) (24)
1 9 IPDy _ _ _ _
woPppy = ky— oo ( D 52 ) — Amo(PDo — PDm) — A fo(PDo — PDf) (25)
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 Congreso
Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Al desarrollar las ecuaciones (23)-(25) es facil ver que cumplen con la forma de
o una ecuacién de Bessel y por tanto sus soluciones, al igual que en el caso f =1,

estgac son
Pom = AKo(arp) (26)
Ppos = BKo(arp) (27)
Ppv = CKo(arp) (28)

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario

Funciones de Bessel
Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Derivadas Fraccionarias

Ecuacién de flujo fraccional

con el fin de simplificar las sucesivas ecuaciones, se definen los siguientes

términos:

My = Apf,

elo matemético

msz = Amo

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017

my(u) = uP(1 - wf = wp) + Ay + Ao, (29a)

(29b)
(29¢)

my(u) = uﬁa)f + Amf + /\fv,
ms = /\fvr
me(1t) = uPwy + Ay + Afp

25 de octubre de 2017
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50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Ecuacién de flujo
fraccional

Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

Como resultado de sustituir las ecuaciones (26)-(28) en el sistema mostrado en
(23)-(25) y haciendo uso de las definiciones mostradas por (29)-(30), se tiene las

siguientes:

Ko(arp){A[(1 = x5 — kp)a® — my] + Bmy + Cmz) = 0 (31)
Ko(arp){Amy + B[Kfa2 —my] + Cms} =0 (32)
Ko(arp){Ams + Bms + Clxea® — mgl} = 0 (33)

25 de octubre de 2017 30/48

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017



Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Puesto que las funciones de Bessel modificadas de segunda especie tienen un
— comportamiento asintético, es decir nunca toman el valor de cero, entonces el
invesigac sistema mostrado en las ecuaciones (31)-(33) puede expresarse como sigue:

1- Kf— KU)[XZ —m My ms A 0
my K foz2 — 1My ms Bl=10 (34)
m3 ms ko> —mg||C| |0

Ecuacion de difusion

Célculo Fraccionario
Funciones de Bessel

Ecuacion de flujo
fraccional

Solucié
mianalitic
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Derivadas Fraccionarias Ecuacion de flujo fraccional

50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Cuando el determinante es igual a cero, se obtiene la ecuacién de grado seis
Motivacion que sigue:

(1—xf- Kv)Kvaa6 = [(1 =% — x0) (ke + 1u1my) + kavml]oz4
+[(1 =% — xo)mame — (1 — x5 — Kv)mé + (K fme + Kpma)my — Kvm% - Kfmg]a

— mymge + mlmé + m§m6 + 2mymsms + m§m4 =0

2

Ecuacion de difusion

Funciones de Bessel

Ecuacién de flujo
fraccional

Solucién
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Derivadas Fraccionarias Solucién semianalitica

50 Congreso

Nacioral de Solucidén semianalitica

Matematicas
SMM 2017

o La ecuacién anterior las potencias de a son pares, se puede por tanto resolver
como una ecuacién de grado 3. Esta ecuacion tiene tres raices reales.

Las soluciones generales de las ecuaciones (23)-(25) tienen al incorporar las tres
raices reales, de la siguiente forma:

Pom = A1D1Ko(a17p) + A2DyKo(aarp) + A3D3Ko(asrp) (35)
S Ppos = BiD1Ko(a17p) + BaD2Ko(aarp) + B3D3Ko(asrp) (36)
Ppo = D1Ko(a17p) + D2Ko(av2rp) + D3Ko(arsrp) (37)

Solucién
semianalitica
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Derivadas Fraccionarias Solucién semianalitica

Con los términos A;, B;,i = 1,2, 3 dados por:
50 Congreso
Nacional de 2
Matematicas m3(1<fa1 - 7714) — MyMis
SMM 2017 Al =

MBI = xf = ko)l — mil[K gl — ]

—mz = A1[(1 = x5 = Kp)aj — mi]

By = "
A M3(Kf0é§ - 1”14) — MyNis
2 =
my = [(1 = k5 — ko) — my][xpa — my]
—ms = Agl(1 = x5 — 10)a3 — mu]
B, = -
A m3(’<f0¢§ — My) — MaMms
3 =
m = [(1 = k5 = 1o)as — my][xc e — my]
son —mz = Asl(1 = x5 — K0)a3 — m]
semianalitica B3 —

ny
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(39)

(40)

(41)

(42)

(43)
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50 Congreso
Nacional de y los términos D1, D, y D3 son obtenidos a partir de las condiciones de frontera
SMM 2017 y a1, a2, a3 son las raices positivas de a%, a%, ag. Los valores de D1, D3, D3 se

obtienen a partir de las condiciones de frontera y son igual a

(B1 — 1)Ko(a1)
(1 = B3)Ko(a)

Gl 1)K0(061)]

1
D, = " {a1E1K1(041) + a3E3Kq(a3)

(1-Bs)
(B2 —1)
(1-Bs)

(B, - DKo(a2) | ™
- B3)K0(a3)} (#4)

[(1 - Al)K()(O(l) + (1 - A3)

azExKi(az)

+

[(Az — DKo(a2) + (A3 — 1) Ko(az)]

Ecu
. +a3E3K;(as)
Solr

semianalitica
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(Bo—1)
(1-Bs)
(B1—1)

1= B3)K0(a1)]

(B1 - 1)K0(0¢1)]
(1 = B3)Ko(as)

[(Az = DKo(a2) + (A3 — 1) Ko(az)]

D=1
u

(1 - A1)K0((X1) + (1 - A3)

+ [a1E1K (a1) + a3E3K(a3)

4
+ [OézEzKl (a2) + a3zE3Ky (%)%]} (45)

Ec
Ca
Fu
Ec
fra
Solt
semianalitica
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Derivadas Fraccionarias Solucién semianalitica

1-B3)K,
D = %{alElKl(al)%

[(1 — A1)(1 = B3) + (1 — A3)(B; - 1)] y
(A2 —=1)(1 - B3) + (A3 —1)(B2 — 1)

[ a:Ea(1 = B3)Ky(a2)Ko(az) + asEs(Ba — 1)Ky <a3>1<o<az>]}‘1

+ azE3Kq(a3)

(B1 — 1)Ko(a2)
1 (1 — B3)Ko(as)
+o {azEzKl (az)m
[(1 — A2)(1 = B3) + (1 = A3)(Ba — 1)]
(A1 = 1)(1 = B3) + (A3 = 1)(B; - 1)
|a1E1(1 — B3)K1(a1)Ko(a3) + asEs(Bq — 1)K1(043)K0(041)]}—1 o
(B2 — 1)Ko(av1)

+ a3 E3Ky(az)+

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017 25 de octubre de 2017 37/48



Derivadas Fraccionarias Solucién semianalitica

50 Congreso

Nacional de

Matematicas

SMM 2017

donde

E| = [(1 — Ky —Kp)A1 + KfB1 + Kv]
E, = [(1 — Ky —Kp)A2 + KfBy + Kv]
E; = [(1 —Kf— KU)A3 + KfB3 + KU]

Solucién
semianalitica
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50 Congreso
Nacional de
Matematicas

SMM 2017 Se llega a las siguientes ecuaciones como resultado de sustituir las ecuaciones
(35)-(37) en las condiciones de frontera.

i a1Ky(a1)D1[(1 = xf — ko)A1 + KBy + 1]
+ az2Ky(2)Da[(1 — k¢ — 1) A2 + K¢B2 + 0]

s + a3Ki(a3)D3[(1 = x ¢ — ky)As + kB3 + 1] = % (47)
(A1 = 1)D1Ko(aq) + (A2 = 1)DaKo(az) + (As — 1)D3Ko(az) = 0 (48)
R (B1 = 1)D1Ko(a1) + (B2 = 1)D2Ko(ar2) + (B3 — 1)D3Ko(a3) = 0 (49)

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017 25 de octubre de 2017 39/48



50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Solucién
semianalitica
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Con el fin de simplificar las ecuaciones (47)-(49) se definen los siguientes
términos:

Pi = aiKy(a)[(1 = x5 — 10)Ai + 1¢Bi + 0] (50)
Qi = (Ai = D)Ko(i), R; = (B; — 1)Ko(av;) (61)

dondei=1,2,3.
La ecuacién matricial asociada al sistema de ecuaciones (47)-(49) tiene la forma

Q1 Q2 Q3(|D2| = (52)

P1 P2 P3 D1 1/M
0
Ri Ry, R3||Ds 0
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m = Q1RyP3 — Q1P2R3 — R1Q2P3 — RoP1Q3
+ PoR1Q3 + P1Q2R3

La solucién de la ecuacidon matricial es:

Modelo matematico

Ecuacion de difusion

Célculo F

Funciones de

Ecuacién de flujo

fraccional

Solucién
semianalitica
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Dy
D,

D3

(Q2R3 — Q3R»)
—(Q1R3m— Q3Ry1)

Solucién semianalitica

(Q1R2 z Q2R1)

m
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41/48



50 Congreso

Nacional de

Matematicas
SMM 2017

Motivacién

Calculo

Func

Solucién
semianalitica

50 Congreso Nacional de Matematicas SMM 2017

Derivadas Fraccionarias Solucién semianalitica

Presién en la frontera del pozo

Pwlr,=1 = D1Ko(a1) + D2Ko(ar2) + D3Ko(ar3)
B1D1Ko(al) + BoD2Ko(ar2) + BsD3Ko(as)

25 de octubre de 2017
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