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Introduccién

Motivacion

Dar una solucién a problemas matematicos que resultan costosos o
imposibles de resolver analiticamente.
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Introduccién

Motivacion

Dar una solucién a problemas matematicos que resultan costosos o
imposibles de resolver analiticamente.

| A

Herramienta

Ndmeros aleatorios U(0, 1) para resolver ciertos problemas
deterministicos.

\
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Introduccién

Antecedentes

El método de Monte Carlo se remontan a 1777 cuando Georges
Louis Leclerc, mejor conocido como Buffon, intentaba calcular el
nimero 7 a partir de ensayos con repeticion.
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Introduccién

Antecedentes

El método de Monte Carlo se remontan a 1777 cuando Georges
Louis Leclerc, mejor conocido como Buffon, intentaba calcular el
nimero 7 a partir de ensayos con repeticion.

Formal
@ El método se llamé asi en referencia al Casino de Montecarlo.

@ Se desarroll6 durante la Segunda Guerra Mundial (John Von
Neumann, Stanislaw Ulam y Nicholas Metrépolis), cuando
esta metodologia fue aplicada a problemas relacionados al
desarrollo de la bomba atémica.

@ El desarrollo sistematico de estas ideas tuvo que esperar el
trabajo de Herman Kahn en 1948.
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Metodologia

Definicién

El método de Monte Carlo consiste en representar la solucién
analitica de un problema como un parametro de una poblacién
hipotética para luego estimar dicho pardmetro a partir de una
muestra construida con base a una sucesidon de niimeros aleatorios.
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Metodologia

@ Formulacién analitica del problema.
@ Diseno del proceso aleatorio adecuado.

@ Simulacién del mismo para generar la muestra.
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Metodologia

Justificacién

Ley Fuerte de los Grandes Nimeros

Sea {Xp}n>0 una sucesién de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas con E(|Xi|) < co entonces

¢
P(/im,,_mo@ =p)=1

donde p = E(X;).
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Concepto en General

Sea f : R™ — RT U {0} y h una funcién real integrable. El
problema consiste en evaluar

/\:/Ah(x)f(x)dx ACR™.

Suponiendo que la integral existe, es finita y que f es una funcién
de densidad y A = R™, A, es el valor esperado de h, entonces

E[h(x)]:/A( f(x)dx ~ = th, = A,

con {x1,...,Xxp} una muestra de f(x). A A se le conoce como
estimador por Monte Carlo.
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Concepto en General

Observaciones Importantes

Tenemos que Ef [/A\} =Ay

Vare[A] = % /A (h(x) — N)?F(x)dx,

que se puede estimar por método de Monte Carlo.
A la desviacién estandar de A

or(A) = \/ Varg[A]

se le llama error estandar.
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Concepto en General

Observaciones Importantes

Ademés A ~ A cuando n — oo y P [yf\ — A > e] < Yol

e =/ Var[A]/8, tenemos
IA— A </ Var[A]/6

con probabilidad 1 — §. Como Var[A] = O(1/n), entonces la
estimacién de A por medio de A tiene un error de orden n—1/2.

Fernando Baltazar Larios.



Concepto en General

Observaciones Importantes

Ademés A ~ A cuando n — oo y P [yf\ — A > e] < Yol

e =/ Var[A]/8, tenemos
IA— A </ Var[A]/6

con probabilidad 1 — §. Como Var[A] = O(1/n), entonces la
estimacién de A por medio de A tiene un error de orden n—1/2.

Aumento en una cifra significativa la aproximacion

Calcular a A con el cuadrado del niimero original de observaciones.
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Integracién
Optimizacién

Ejemplos

Suponga que queremos evaluar la integral

= /abg(x)dx

donde g(x) es una funcién que toma valores reales que no es
analiticamente integrable.

Para usar la simulacién Monte Carlo, sea Y = (b — a)g(X) y
X ~ U(a, b). Entonces,

7 g(x)dx

b-a)

b
E(Y)=(b-2) [ glf(x)ax = (b~ 2)

donde fx(x) = 1/(b — a) es la funcién de densidad de X.
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Integracién
Optimizacién

Ejemplos

El problema de evaluar la integral se reduce a estimar el valor
esperado E(Y) la cual sera estimada por la media muestral

n

Sy,

I=V(n) = T = (b g =18

donde Xi, Xo,..., X, son v.a.i.i.d U(a, b).
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Integracién
Optimizacién

Ejemplos

o0
/ :/ x@le™*dx
0

con a> 0y f(x) = e ™ la densidad de X ~ exp(1), entonces

lo = Ef(X°71)

estimada por
~ 1
o == X1
=

con Xi,..., X, muestras aleatorias de f.
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Ejemplos

Resultados Numéricos

Integracién

Optimizacién

Supongamos que « = 1,9, entonces queremos estimar

Para generar las X!s hacemos

X,' = —/n(U;)

e
1179 = / Xo’ge_XdX
0

donde U; ~ U(0,1),i =1,2,...,n. Con los siguientes resultados:

n 10 100 1,000 Tablas
ho 0.8788 | 0.9312 | 0.9569 | 0.96177
Error Estandar | 0.2302 | 0.0794 | 0.0277
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Integracién
Optimizacién

Ejemplos

Sea h:[—1,1] x [-1,1] — R definida como

(xsen(20y) + ysen(20x))? cosh(xsen10x)

h(va) =
(xcos(10y) — ysen(10x))?cosh(ycos(20y)), (1)

+

usando el método de Monte Carlo encontraremos el Maximo y

Minimo.
e El algoritmo nos dice que generemos niimeros aleatorios
{u1,...,up} en [-1,1] x [-1,1] y calculemos
{h(u1), ..., h(up)}.
@ De estos ultimos, seleccionemos las parejas (u™, h(u™)) y
(u™P h(u™™)) tales que h(u™) = max {h(u1),...,h(u)}y
h(u™") = min{h(u1),...,h(un)}.
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Integracién
Optimizacién

Ejemplos

Resultados Numéricos

n h( umin) umin h( uman) ymax
10 | 0,22x10 3| (-0.0286,0.0439) | 2.061 | (0.749,0.875)
100 | 3,27 x 106 | (-0.0003-0.0201) | 5.301 | (-0.083,0.091)
1000 | 6,46 x 108 | (-0.00061,-0.017) | 5,218 | (-0.072,0.099)
10000 | 4,08 x 108 | (-0.00012,-0.0055) | 5.430 | (-0.085,0.088)
100000 | 1,10 x 10~ | (-0.00004,-0.0009) | 5.739 | (0.099,-0.098)
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Integracién
Optimizacién

Ejemplos &

Consideremos

m i (=1)"
4 — 2n+1
n=0
recordando que...
=1
2 - 7
n=0 2
y definiendo a, = ,(,ﬁ)/nz Y Pn = gn% para n=0,1,... tenemos
que:
T =45
donde
oo
S= Z anpPn
n=0
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Integracién
Optimizacién

Ejemplos &

Dado que p, >y > 72 pn = 1, podemos definir una variable
aleatoria que tome valores a,, con probabilidades

P(Y = ap) = pn

y entonces
S=E(Y).

Por lo tanto basta simular a Y para estimar a .
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