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1. En su origen...la dinamica de un circuito no
lineal,

2. Comportamientos no periddicos...se aso-
ma el caos,

3. El enfoque topoldgico en sistemas dinami-
COS cuyo origen es un circuito no lineal,

4. Algunas actualidades,
5. Conclusiones.



Balthazar van der Pol, el precursor
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HE subject of our biography, Mr. Balth van
der Pol, Junior, was born at Utrecht (Holland) ¥
on January 27th, 188g. After going through
the regular curriculum of elementary and
sccondary education in that town he pro-
ed to the University in Utrecht in I911
for the purpose both of specialising there
in the subjects of mathematics and physics.
After the usual three-year course he graduated
as Candidaal (a degree equivalent to the B
of London) in 1914 ; and, after a further two years
jon to the study of experimental 7 d theoretical
<. under Professors Julius and Omsten,
achieved the distinction of Doctorazndus in xo16. His
interest in the theory and pre f wireless tele-
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actice of
graphy dates back to 1904 ; and, as year succeeded
vear, he found himself more and more attracted by
ihe fascination of this new development of Electrical
Science, Probably Mr. van der Pol was one of the
first physicists in Holland to devote serious attention
{o radiotelegraphy from the physical and mathe-
matical point of view, and—there being no physical
laboratories in Holland specially equipped for
research work in wireless—he came over to gland
in the fall of 1916, and studied for a year under
Professor J. A. Fleming in the Research Department
of the Pender Electrical Laboratory at University
College, Gower Street.

In the summer of 1917 he went into residence at
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Cambridge in order {0 engage on research work in 25
- connection with the propagation of electric waves

over the surface of the earth, under Professor Sir J. J. Thomson
. in the Cavendish Laboratory. At the moment of writing Mr. van
der Pol is still devoting himself to this work.

(Readers of THE WIRELESS WORLD know that he 15 a valued
contributor to our own magazine. The paper on the ' Wave-length
of Antennz with Fly-wheel Coupling,” which appeared in our
November issue, is from his pen, and has attracted much attention
from scientists. Over and above a number of articles which he
has published elsewhere, he is responsible for monographs on

' the production of alternating current which have appeared in
the Proceedings of the KoninkL Academie van Wetenschappen
at Amsterdam. An important paper was read before the Physical
Society of London by him in the course of the current year, on the
subject of *The Wave-lengths and Radiation of Loaded Antenné.”

DR. BALTH VAN DER POL, JNR.
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Balthazar van der Pol y las oscilaciones de relajacion o autososte-

nidas
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Nacio en Utrecht, Holanda en enero
de 1889,

Estudia la carrea de fisica en la Uni-
versidad de Utrecht,

En 1916 ingresa al University College
bajo la supervision de J. A. Fleming
(inventor de la valvula termo-idénica)

En 1917 se cambia a la Universidad
de Cambridge y trabaja con J. J.
Thomson (descubrié el electrén) en el
Laboratorio Cavendish,

De 1919 a 1920 fue ayudante de H. A.
Lorentz en el Instituto Teyler,



En 1920 se doctora en la Uni-
versidad de Utrecht,

En 1921, jefe del laboratorio
de investigacion de la compa-
nia Phillips en Einthoven, lu-
gar en el que trabaja hasta
1949,

De 1934 a 1952 fue Vicepre-
sidente de la Unidn Interna-
cional de Radio Cientifico,

Murio en Wassennar, Holan-
da en octubre de 1959.



Asi opino Sir Edward Appleton (Premio Nobel en Fisica, 1947)

Sobre bases teoricas y experimentales, van der Pol empezo su trabajo
sobre las ondas de radio en Cambridge. Podemos decir que Heaviside
tuvo que “inventar” la tonosfera para explicar la transmision de radio
a través del Atlantico realizada por Marconi en 1901. En su trabajo
teorico, van der Pol dio una prueba cuantitativa sequn la cual, en el
caso de que las distancias de propagacion sean grandes, si uno desprecia
la influencia de una capa reflectora, los experimentos y la teoria estan en
flagrante desacuerdo. Para ello, van der Pol tuvo que familiarizarse con
los aspectos teoricos de la difraccion de las ondas de radio alrededor de la
Tierra y uso esto para hacer una comparacion directa entre la intensidad
de la senal que se predice y la correspondiente de la onda que se recibe,
esto en el caso practico de la transmision de radio....






Usando las leyes de Kirchoff:

e Conservacion de la carga eléctrica: La corri-
ente eléctrica que entra a un nodo de un circuito, es
la. misma que sale de él,

e Conservacion de la energia: La suma de las
diferencias de potencial en un circuito cerrado, es
Cero.

se llega a la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de se-
gundo orden

. 1.V
_ R 2
[+CV+ 2Vt =0 (2)

donde la corriente, I, y el voltaje, V', estan relacionados
asi: I(V) = —aV + BV? +~V? con a y v positivas.



Un primer andlisis sugirié que 3V? tenfa poco efecto en la
amplitud de oscilacion de V(t). Por ello, supuso g = 0.

Usando la expresion de I(V'), redefiniendo parametros
y variables, se llega a la forma mas popular de la EDO
estudiada por van der Pol. Asi, calculando I, sustituirla
en (2), suponer R constante y escribir & = a — 1/ R con
aR > 1, se obtiene

L1 N 7
V—E(oa—?ryV)VJrﬁ.

Esta, al introducir z,t" v A como

3 t L .
==V, t'=——= Az(
R\ PR JIC c

y usar la regla de cadena, se transforma en

d°z L o dx



la cual, haciendo a un lado la notacion, se trata de la
afamada ecuacion de van der Pol sin forzamiento:

(28) i— A1 —a%)i+ax=0,
donde A > 0...caso particular de la ecuacion de Liénard.

Definiendo y como y = z, (28) se escribe como el
sistema no lineal auténomo bidimensional

T =y
(29) y = —x+ AN1—2%)y.
0 bien
L A $3
(30) ?—ZF‘(?—x)

y = —.



Appleton y van der Pol:

“No ha sido posible hallar una solucion analitica aproximada para la
ecuacion con la condicion adicional A>>1, pero una solucion grdfica
puede hallarse de la siguiente manera”

Periodo T=(log 2-3/2) A=1.61A

Usando métodos asintoticos, en 1944 J. Haag dio una
mejor aproximacion

T =[3—2In2|] A+

12.89 2 19 4
\1/3 [ ]_

+X —3.31 + gln/\ )\5/3—5—




Teorema 1. Para cada valor positivo de X\, el sis-
tema (4) tiene exactamente un ciclo limite atractor
que rodea al origen (el unico punto de equilibrio).

Demostracion. Notando que, para A > 0, el origen es
repulsor (cuyo caracter cambia con A: de foco a nodo),
se construye una region positivamente invariante bajo el
flujo asociado a (4) que rodea al origen y se usa el Teo-
rema de Poincaré-Bendixson.




Una prueba de unicidad para A > 0 “pequena’. Sean
D, el disco de radio r y ®; el flujo asociado al sistema,
entonces

d
gA[CDt /Dr div Fdxdy

= )\fo "(1 =12 cos 0)r drdd

— Ar (1 = (;)2)

Para A “grande”, se reescala (30). Sea g = A1y

(31) r ) A= (5 —2))
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Cualidades del ciclo limite al variar el parametro
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Cualidades del ciclo limite al variar el parametro
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...se porta “bien” ante perturbaciones autonomas

Para A>0, el sistema de van der Pol es estructuralmente estable

ante perturbaciones autéonomas “pequenas”.

Esto es asi pues, para S un compacto contenido en R?y usando la

C™-distancia sup//D*f(x)-D*g(x)| | donde el sup se toma sobre
Sy 0<k<m, este sistema es elemento de la clase, x™(S), de
campos vectoriales CX conm= 1vy:

Solo tiene un punto de equilibrio que es hiperbdlico,

Para cada A>0, tiene exactamente un ciclo limite atractor, por
lo que éste es hiperbdlico,

No tiene trayectorias silla-silla.



NOON

12:00
High alertness
10:00 Best coordination
Highest testosterone secretion 14:30

09:00
Bowel movement likoly 08:30

Fastest reaction time
15:30

Melatonin secretion sto

& Greatest cardiovascular eflicioncy

and muscle strength

Sharpest nse 17:00

in blood pressure06:45

06:00 18:00

18:30 Highest blood pressure
19:00 Highest body temperature
Lowest body temperature 04:30

1:00 Melatonin secretion starts

PRPCOREON < 2:30
wpest sleep 0000 Howel movements suppressed

Midnight



Aorta

Vena cava
superior
Arteria pulmonar

Valuvia adrtica
Auricula izquierda

X Venas
. pulmonares
/ izquierdas

Venas
pulmonares
derechas

Auricula derecha

, X Valvula mitral
Valvula tricaspide
Ventriculo
\iena cava inferior izquierdo
Ventriculo derecho Trazado TIPO DE POTENCIAL  VELOCIDAD DE
CAMBIO DE
TEJIDO osciloscopico ~ RESPUESTA UMBRAL(mv) CONDUGCION (mis) VOLTAGE (voltiosis) DURACION (s)

Nodo sinusal /\_/ lenta -60 <0.05 1-2 100-300
masculo auricular 4[\ alta -90 1 100-200 100-300
Nodo A-V .J\ lenta -60 < 0.05 5 100-300
His-Purkinje h alta .95 3 500-1000 300-500
ventriculo ‘f_\ alta -90 1 100-500 100-200
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George Ralph Mines (1886-1914)

* Periodo de vulnerabilidad. La
respuesta a un estimulo al
ventriculo, depende de |la
etapa del potencial en la que
se aplique. Descubrio en qué
momento, un estimulo aplica-
do con la frecuencia apropia-
da, provoca fibrilacion,

 Mecanismo de las arritmias
reentrantes. Si v es la veloci-
dad de propagacion, T es el
periodo refractarioy L Ia
longitud de la circunferencia,
la onda sobrevive y circula en
el tejido anular, si (L/v)>T.




“Las condiciones favorables para la conduccion lenta y periodos
refractarios cortos, sugieren que una excitacion circulante de
este tipo puede ser la responsable de algunos casos de taquicar-
dia paroxysmal como se ha observado clinicamente. Los datos
proporcionados por los experimentos y que son revisados en
este articulo, sugieren una explicacion de la interesante e
importante condicion del delirium cordis o contraccion fibrilar.
El ritmo circulante descrito aqui, es precisamente comparable a
la situacion producida en cortes (con forma de anillo) de las
campanas de la medusa en los experimentos de G. A. Meyer”
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Fig. 5. Schematic representation of the heart by three reluxation systems

S (= Sinus), A (= Auriculum) and V (= Ventriculum). R is a retardation

system representing in the model the finite time necessary for a stimulus
to be transmitted through the A —V bundle.
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Fig. 6. Electrocardiagrams from the artificial heart obtained by gradu-
ally reducing the coupling between the A and V system (clamping the
bundle of HIS). The development of 2:1, 3:1 and 4:1 as well as

complete heartblock is clearly shown.



i

Fig. 7. Ventricular extrasystole. 1. normal heartbeat: 2. late ventricular
extrasystole resulting in the ventricle being in the refractory state when
the next following normal stimulus arrives from the auricle; 3. early
ventricular extrasystole; here the ventricle is not anymore in the refrac-
tory period when the next following normal stimulus arrives from the
auricle and thus an inferpolated ventricular systole is obtained.



El oscilador de relajacion con forzamiento periodico

(32) i — M1 — 2%t +x = Acoswt,

En la EDO (32), aparecen tres pardmetros con im-
portante interpretacion fisica: dos frecuencias, la prove-
niente del amortiguamiento (que depende de A) y la
del forzamiento w, v A que mide la amplitud del
forzamiento. La no linealidad de la ecuacion (32)
hacen que, al variar los parametros en el conjunto
fisicamente aceptable, su dindamica sea extremada-

mente rica.




Fig. 2.
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§ 6. The results obtained up to now are illustrated by a

few resonance curves given in fig. 2.



En 1927 van der Pol y van der Mark...una firma del caos de-
terminista

Disenaron un circuito compuesto de una
resistencia, un capacitor y una lampara de
neodn; escucharon la respuesta del sistema
insertando un teléfono en su circuito. Ademas
de los comportamiento locking, escucharon
“ruidos irregulares” antes de que el periodo
del sistema saltara a su nuevo valor. Pensaron
que este ruido era un fendmeno cola-
teral...ahora se sabe que lo que ellos real-
mente escucharon fueron los signos del caos
determinista.



Respuesta del oscilador ante el forzamiento
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T =y
(33) y = —ax+ N1 — 2%y + Acoswt.

Sea z(t) tal que 2(t) = w con 2(0) = 0 y entonces
(33) se transforma en el sistema auténomo tridimen-

sional
T =y

(34) Y = —a:+)\(1—a:2)y+Acosz
zZ = Ww.

En el plano de Liénard, la ecuacion (32) se escribe
cOmo

= y—A(@@*/3 -1
—x + Acosz
Z = w.

.
|

(35)

.
|



Problemas matematicos con implicacion importante en mo-
delacion matematica

* ¢(Tiene soluciones periddicas? éDe qué perio-
do? éSon estables o inestables?

e ¢Cual es el comportamiento de las soluciones
ante cambios en los parametros y en las con-
diciones iniciales?

* Entrainment: Solucion asintoticamente perio-
dica con periodo un numero entero multiplo
del periodo del forzamiento,

* Phase locking: La solucion tiende a una orbita
periodica sobre el toro.



Mary Lucy Cartwright (1900-1998)

* En 1919 ingresa al Saint Hughs College de
Oxford para estudiar matematicas...es la
quinta mujer. Se gradua en 1923,

e De 1923 a3 1927 se dedica a ensenar mate-
maticas,

* En 1928 regresa a Oxford para hacer su
doctorado. G.H. Hardy es su primer super-
visor; después lo sera E. Ch. Titchmarch,

* En 1930 obtiene su D. Phil. Con la tesis:
“Los ceros de funciones integrales de tipo
especial”. J.E. Littlewood es su examinador
externo,

* En 1930, se va a Cambridge. En estos anos
resolvio el problema: “Estimar el maximo
del modulo de una funcion analitica que
toma el mismo valor no mas de p veces
sobre el circulo unitario”,




London

"% Mathematical

Society

En 1934 obtiene una plaza en
Cambridge donde realiza
trabajo teorico,

En 1947 es nombrada FRS v,
hasta 1994, fue Ila Unica

matematica perteneciente a la
RS,

De 1961 a 1963, presidenta
de la LMS,

En 1969 la reina |la nombra
Dama en grado de Comen-

dadora de I|la Orden del
Imperio Britanico,

Muere en 1998.



En 1938, sus intereses dieron un giro debido a un memoran-
dum de la LMS que “...conminaba a los matematicos a apoyar
el estudio de las ecuaciones que aparecen en la descripcion
de las ondas de radio.”

“Para mi, el trabajo de los ingenieros en radio es
mucho mas interesante que el de los ingenieros
mecanicos. Los ingenieros en radio quieren que
sus sistemas oscilen y lo hagan de forma muy
ordenada y, por lo tanto, quieren saber no solo si
su sistema tiene una solucion periodica, sino si
esta sea estable, que su periodo, amplitud y
armonicos lo sean y determinar como eéstos
varian con los parametros de las ecuaciones.”



Freeman Dyson:

"When | was a student in Cambridge | heard her lecture about the pathological
behavior of non-linear amplifiers. The radars in World War 2 were driven by
amplifiers which behaved badly when pushed to high power-levels. The Royal Air
Force blamed the manufacturers and sent the radars back for repair. Cartwright
showed that the manufacturers were not to blame. The van de Pol equation was
to blame. The forced van de Pol equation is the standard equation describing a
non-linear amplifier. Cartwright studied the solution of the van de Pol equation
including sinusoidal forcing and discovered the unexpected phenomenon that is
now called chaos. As the power is increased, the periodic solutions go through a
series of higher and higher subharmonic and finally become aperiodic. The
aperiodic solutions have disastrous effect on the radar, but have a beautifully
intricate topological structure. Cartwright published her discoveries at the end of
the war, but nobody paid much attention to her papers and she went on to other
things. She became famous as a pure mathematician. Twenty years later, chaos
was rediscovered by Ed Lorenz and became one of the most fashionable parts of
physics. In recent year | have been calling attention to Cartwright's work. In 1993 |
received an indignant letter from Cartwright, scolding me because | gave her
more credit than she thought she deserved. | still claim that she is the original
discoverer of chaos. She died, full of years and honors, in 1998."



John Edensor Littlewood (1885-1977): “All the details have a nasty
way of ramifying into difficulties”

* En 1903 ingreso al Trinity College de la
Universidad de Cambridge,

* Durante la 2da guerra mundial presté
sus servicios a la Artilleria Real Garrison,

e En 1928 obtuvo la plaza Rouse Ball en
Cambridge,

 Trabajo en: analisis matematico, teoria
de series, la funcidn Z de Riemann, etc,

 Public6 numerosos trabajos con G.H.
Hardy,

* En 1915 fue nombrado FRS; en 1929 re-
cibio la Royal Medal de la RS; en 1943 Ia
Sylvester Medal; en 1958 |la Copley Me-
dal,

e De 1941 a 1943, fue presidente de la
LMS.




“Los experimentos desarrollados por van der Pol sobre osci-
laciones no lineales durante el periodo 1920-1930, estimu-
laron el interés matematico en ecuaciones diferenciales no
lineales que aparecen en la investigacion sobre la radio.
Estos problemas capturaron la atencion de los matemati-
cos britanicos M.L. Cartwright y J.E. Littlewood quienes
iniciaron una colaboracion que duro mas de diez anos. Su
andlisis sobre la ecuacion de van der Pol y sus generaliza-
ciones los condujo a explorar algunos métodos topologi-
cos interesantes, incluido el desarrollo de un teorema de
punto fijo para invariantes continuos bajo un homeomor-
fismo del plano. Ellos fueron de los primeros matematicos
en aplicar la teoria de la transformacion de Poincaré al
andlisis de sistemas disipativos. Su investigacion sobre la
teoria de parametros grandes, es de las primeras realiza-
das y jugo un papel importante en la teoriac moderna de
los sistemas dinamicos y el caos.”



..Un resumen

En 1945, Cartwright y Littlewood probaron que
existen conjuntos de parametros para los cua-
les el sistema (34):

* Tiene dos trayectorias periddicas estables de
periodo, 2(2n-1)t/w vy 2(2n+1) i/w, resp.

* La frontera entre las cuencas atraccion de las
dos trayectorias periodicas, no era suave.



* En 1929 ingresa, para estu-

diar ingenieria eléctrica, al
MIT,

Durante este periodo, bajo
a direccion de Norbert
Wiener, también realiza tra-
pajo matematico suficiente
para obtener el doctorado
(en 1935),

Tiene una estancia en |a
Universidad de Cambridge,
ahi conoce a Littlewood...de
agui su motivacion para
estudiar oscilaciones no
lineales que ya estudiaban
los ingleses.




En 1949, Levinson simplifico el analisis...sin perder las cua-
lidades...

Levinson sustituyé el término (z* — 1) —que aparece
en (7)— por uno linecal a trozos y notd que el sis-
tema modificado tenia las mismas cualidades que el
sistema (7)...pero muuucho mas facil de estudiar!!!
Lefschetz, Levinson y Minorsky obtuvieron resulta-
dos sobre acotamiento de las soluciones de ecuaciones
de la forma

T+ flz, )+ glx) = p(t).



...otra firma del caos determinista

Primero Cartwright y Littlewood y posteriormente
Levinson, notaron que era posible determinar
valores de los parametros para los cuales el sistema
con forzamiento tenia “orbitas no periodicas”, para
ciertas condiciones iniciales.



r =y
(33) 1 —x + A1 — 2%y + Acoswt.
Sea z(t) tal que 2(t) = w con z(0) = 0 y entonces
(33) se transforma en el sistema auténomo tridimen-
sional

r =y
(34) y = —x+AN1—2%)y+ Acos z
= w.

En el plano de Liénard, la ecuacién (32) se escribe
cOMO

= y—\2°/3— 1)
—x + Acosz
zZ = Ww.

(35)

..
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7.3. Regions of phasc locking of the van der Pol oscillator (equation 7.1) to a sinusoidal
stimulation obtained using an analog computer. The ratios between the cycles of the
forced oscillator and the forcing function are indicated. Dynamics in shaded regions were
called “beat oscillations” (now called quasiperiodicity). From Hayashi (1964).



Sobre la dinamica del sistema (34)

Mirada 1.
Para A = 0, la superficie cilindrica C' x R.:

e Es invariante ante el flujo,
e [ista compuesta por soluciones periodicas,
e Atrae a toda soluciéon del sistema

T =y
(36) y = —x+MN1—2%)y
z = Ww.

Para |A| “pequena’, persiste una superficie cilindrica
“cercana’ a la superficie C' X R, la cual:

e Lis invariante ante el flujo,

e Atrae a todas las soluciones cercanas del sis-
tema (34),

e El flujo sobre ella puede ser muy diferente al
caso sin forzamiento.



Para A=0, la superficie cilindrica cuya interseccion con planos
paralelos al xy es el ciclo limite, es: invariante y atractora de
las trayectorias de (34)...por continuidad...para A “pequena”...

\

e \
b 1

/ \\ \‘ Vl
\ \
; \ !, |




A=10 'vancljerpol.dat'l

Omega=3 'vanderpol.dat’ 6 -

Lambda=1.5
4 -
2 -
o -
2
-4 |
_6 -
-8

-6
A=10 "
Omega=3
o ‘vanderpol.dat’

Lambda=8.53 10 b
350 I
300 +
250 +
% L
100 iy

50 |
0 -
15 S
-6
-10 +
37 -15




A=10
Omega=sqrt(2)
Lambda=1.5

‘vanderpol.dat’
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Mirada 2.

Como el forzamiento es 2m-periodico y el sistema
(34) es autonomo, cualquier traslacion temporal de
una solucion, también lo es. En particular, ante una
traslacion en 27 unidades. Luego, al identificar a
t =0 con t = 2m/w, las soluciones de (34) pueden
verse en R? x S, lo que equivale a considerar las
trayectorias del sistema

31y

Y
—x+ X1 — 2%y + Acos z

w, mod 2.



Con esta identificacion, la superficie cilindrica invari-
ante del sistema (34), se transforma en una que es
difeomorfa al toro St x St el cual:

e [s invariante bajo el flujo,
e Atrae a todas las soluciones cercanas del sis-
tema (34).

Para, A = 0 el flujo es paralelo.
Para |A| “pequena”, el toro persiste pero el flujo so-
bre él no es paralelo y puede tener trayectorias or-
bitalmente estables vy trayectorias periodicas inesta-
bles.




...equivalentemente: las trayectorias de (37) tienden a
un toro invariante que consiste en el producto del
ciclo limite, con el z-circulo.
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Mirada 3. Por las caracteristicas del campo vec-
torial, el plano zy es una seccién transversal

del flujo asociado al sistema (34). Consideremos
T =27/w. Sea

I1:P— P

)

tal que

(z,y,0) = (p(T,2,y,0),0),

donde ¢ es la solucién que pasa por (x,y,0) ent = 0.
I1 es el mapeo de Poincaré.



CUT PLANE:
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Figurc 16.2. An orbit and its Poincaré section of the oscillator of Van der
Pol: (a) Unforced and (b) with forcing term 0.3 cos 3t.



Ueda y Akamatsu, 1981
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FIG. 25. Poincaré sections of the chaotic attractors published by Ueda and
Akamatsu in 1981. Parameter values: u=0.2, B=2.4 and w = 0.70.



Stephen Smale (1930-)

 De abuelos ingleses y canadienses, Sthephen
nace en Flint, Michigan en julio de 1930,

 Se doctora en 1956 en la Universidad de Mi-
chigan. En su tesis generalizd un teorema de
Whitney y Graustein: Clasifico las curvas ce-
rradas que “viven” en una variedad de di-
mension n,

« Campos en los que ha trabajado: Topologia
diferencial, sistemas dinamicos, analisis nu-
mérico, teoria econdmica, biologia matema-
tica,

 Ha recibido muchos reconocimientos, entre
ellos, la Medalla Fields 1966...el mismo dia
de la ceremonia, en Washington empezo una
audiencia para investigar las protestas anti-
bélicas en las que Smale participd muy des-
tacadamente.
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1. Por lo menos parece plausible que sistemas
que satisfacen las condiciones de 1-5 for-
men un conjunto abierto y denso en el espa-
cio (con la topologia C') de todos los cam-
pos vectoriales definidos en 1,

2. Parece que las condiciones 1-5 son condi-
ciones necesarias y suficientes para que X
o sea estructuralmente estable en el sentido

= B de Andronov y Pontryagin.

Impa




“Esta euforia pronto se acabo debido a una carta que recibi de un
matematico del MIT llamado Norman Levinson, quien era coautor
del libro de texto basico de sobre ecuaciones diferenciales en el
posgrado, era un cientifico que habia que tomar en serio. Levinson
me escribio, en su carta me informaba de un resultado suyo el cual
contenia un contraejemplo a mi conjetura. Su articulo, a su vez, era
una extensa explicacion del trabajo que los matemadticos britdnicos
M.L. Cartwright y J.E. Littlewood habian hecho durante la sequnda
guerra mundial. Cartwright y Littlewood habian estado analizando
algunas ecuaciones que aparecieron durante la guerra en estudios
involucrados en ondas de radio. Ellos habian hallado un comporta-
miento no usual --de hecho inesperado--- en las soluciones de estas
ecuaciones. De hecho, Cartwright y Littlewood habian probado
matematicamente que los signos del caos podrian existir, aun en
ecuaciones que aparecieron en ingenieria. Pero el mundo no estaba
listo para escuchar sus importantes contribuciones a la teoria del
caos y, aun ahora, no son bien conocidas...



....Trabajé dia y noche tratando de resolver el reto a lo que yo creia y
que la carta enunciaba. Fue necesario traducir los argumentos anali-
ticos de Levinson a mi propia manera geométrica de pensar. Al me-
nos en mi caso, entender las matematicas no viene de leer o incluso
de escucharlas. Tengo que rehacer las matemadticas en el contexto de
mi propio formacion, la cual tiene varias vertientes, algunas fuertes y
otras débiles. Mi formacion es mads fuerte en andlisis geométrico,
pero sequir una sucesion de formulas me mete en dificultades. La
literatura matematica es util por que nos provee de pistas y uno con
frecuencia puede usarlas para tener una imagen convincente.
Cuando he reorganizado las matematicas en mis propios términos
siento que las entiendo, antes no. En cualquier caso, eventualmente
yo mismo me convenci que Levinson realmente estaba en lo correcto
y que mi conjetura era erronea. El caos ya estaba implicito en los
andlisis de Cartwright y Littlewood! La paradoja se habia resuelto, yo
habia conjeturado erroneamente. Pero mientras aprendi eso,
jdescubri la herradura!”



!/ W




Teorema. El mapeo de la herradura, f : R* — R?,
tiene un conjunto invariante, \, cerrado que contiene
a un conjunto:

o Numerable de orbitas periodicas de periodo arbi-
trariamente grande,

e No numerable de orbitas no periodicas, entre las
cuales hay orbitas que pasan arbitrariamente cerca
de cualquier punto de A.



Medalla Fields 1966 por haber probado |la Conjetura de Poincaré: "Si
una variedad compacta de dimension tres tiene la topologia
algebraica de una esfera, S, entonces es homeomorfa a S.”




Sin embargo...

Por su activa participacion en contra de la guerra
realizada por Estados Unidos contra Vietnam, se
gano la animadversion del gobierno de su pais.
Donald Hornig, asesor cientifico de Lyndon B.
Johnson, en 1968 escribio en Science:

“This blythe spirit leads mathematicians to seriously
propose that the common man who pays the taxes
ought to feel that mathematical creation should be
supported with public funds on the beaches of Rio.”



Osciladores de van del Pol y los patrones de locomocidn de las medusas




R. Haiduc, en: Nonlinearity, 22, 2009, pp. 213-237

Teorema. Existe un conjunto abierto de parametros
(A,w) tal que para € suficientemente pequena se cumple
lo siquiente:

1. Existe una seccion transversal global X al flujo del

sistema
. 5
ErL = Y— 3 T
y = —x+ Asin(270) (9)
0 = w,

para la cual el mapeo de retorno f. : X — X estd
bien definido; existe un difeomorfismo F, : > — X
tal que f. = F%),

2. El conjunto no errante de F. se descompone en
dos conjuntos bdsicos, un atractor y un conjunto
de Cantor \.. La restriccion de F. a A: es topo-
logicamente conjugada a un corrimiento sobre el
espacio 23 de tres simbolos,

3. F. es Cl-estructuralmente estable.



A partir de
d
T+ a(x — ’LUl)(.SC — ’LUQ)Zi? — .SC(ZC i ezi(x + 6) = *‘y(t),
propusieron
g = F(7,9) +Tt) + K7,
donde

g — (331) T2, m?))TJ g — (:U47 L5, mﬁ)T)

= . . . T
[' = (psa SIN Wit Py SIN Want, prp SiDwpyt)”

ksa—av + ksa—hp _ksa—av _ksa—hp
K = _kav—sa kav—sa + kcw—hp _kcw—hp
_khp—sa _khp—(w khp—sa + khp—cw .



Lara-Aparicio et al (2014): Modeling some properties of circadian
rhytms. Math. Biosci. and Ing. Vol. 11, No. 2, pp. 317-330.

7 =((1—27)0i,)T + p (A — 81) 7,
v
donde v, p y w son reales, 0;; € M,y es diagonal,

A € M,, es no negativa y da la estructura de la
red de osciladores, [ es la identidad.



Conclusiones

El estudio del sistema de van der Pol:

1. Muestra la conexion: necesidades tecnoldgicas-desa-
rrollo de teorias matematicas,

2. Echa mano de técnicas muy variadas: perturbacio-
nes, métodos de promedio, mapeo de Poincaré,
mapeos del circulo, teoria de bifurcaciones, expo-
nentes de Lyapunov, método de Melnikov, métodos
topologicos, dinamica simbodlica, etc. En algunas de
ellas, jiilas simulaciones numéricas son imprescin-
dibles!!!

3. Tiene actualidad en teoria de oscilaciones no linea-
les, ritmos circadicos, sincronizacion de osciladores en
sistemas bioldgicos, etc.



