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Balthazar van der Pol, el precursor



Balthazar van der Pol y las oscilaciones de relajación o autososte-
nidas

• Nació en Utrecht, Holanda en enero 
de 1889,

• Estudia la carrea de física en la Uni-
versidad de Utrecht,

• En 1916 ingresa al University College
bajo la supervisión de J. A. Fleming 
(inventor de la válvula termo-iónica)

• En 1917 se cambia a la Universidad 
de Cambridge y trabaja con J. J. 
Thomson (descubrió el electrón) en el 
Laboratorio Cavendish,

• De 1919 a 1920 fue ayudante de H. A. 
Lorentz en el Instituto Teyler,



• En 1920 se doctora en la Uni-
versidad de Utrecht,

• En 1921, jefe del laboratorio 
de investigación de la compa-
ñía Phillips en Einthoven, lu-
gar en el que trabaja hasta 
1949,

• De 1934 a 1952 fue Vicepre-
sidente de la Unión Interna-
cional de Radio Científico,

• Murió en Wassennar, Holan-
da en octubre de 1959. 



Así opinó Sir Edward Appleton (Premio Nobel en Física, 1947)



El circuito RLC no lineal de van der Pol









Appleton y van der Pol:

“No ha sido posible hallar una solución analítica aproximada para la 
ecuación con la condición adicional λ>>1, pero una solución gráfica 
puede hallarse de la siguiente manera”

Periodo T=(log 2-3/2) λ≈1.61λ







Cualidades del ciclo límite al variar el parámetro: “pequeño”



Cualidades del ciclo límite al variar el parámetro: “intermedio”



Cualidades del ciclo límite al variar el parámetro: “grande”



El ciclo límite para diferentes valores del parámetro



…se porta “bien” ante perturbaciones autónomas

Para λ>0, el sistema de van der Pol es estructuralmente estable 
ante perturbaciones autónomas “pequeñas”.

Esto es así pues, para S un compacto contenido en R² y usando la 
Cᵐ-distancia sup||Dᵏf(x)-Dᵏg(x)|| donde el sup se toma sobre 
S y 0≤k≤m, este sistema es elemento de la clase, χᵐ(S), de 
campos vectoriales Cᵏ, con m≥ 1 y:

• Sólo tiene un punto de equilibrio que es hiperbólico,

• Para cada λ>0, tiene exactamente un ciclo límite atractor, por 
lo que éste es hiperbólico,

• No tiene trayectorias silla-silla.



Los fenómenos rítmicos representan una de las manifestaciones más
impresionantes del comportamiento dinámico de los sistemas
biológicos. Entender los mecanismos que los hacen posibles, es un
problema crucial para la comprensión de la dinámica de la vida.







George Ralph Mines (1886-1914)

• Periodo de vulnerabilidad. La 
respuesta a un estímulo al 
ventrículo, depende de la 
etapa del potencial en la que 
se aplique. Descubrió en qué 
momento, un estímulo aplica-
do con la frecuencia apropia-
da, provoca fibrilación,

• Mecanismo de las arritmias 
reentrantes. Si v es la veloci-
dad de propagación, T es el 
periodo refractario y L la 
longitud de la circunferencia, 
la onda sobrevive y circula en 
el tejido anular, si (L/v)>T.



“Las condiciones favorables para la conducción lenta y periodos
refractarios cortos, sugieren que una excitación circulante de
este tipo puede ser la responsable de algunos casos de taquicar-
dia paroxysmal como se ha observado clínicamente. Los datos
proporcionados por los experimentos y que son revisados en
este artículo, sugieren una explicación de la interesante e
importante condición del delirium cordis o contracción fibrilar.
El ritmo circulante descrito aquí, es precisamente comparable a
la situación producida en cortes (con forma de anillo) de las
campanas de la medusa en los experimentos de G. A. Meyer”



van der Pol y van der Mark (1928): el latido del corazón considerado como una 
oscilación de relajación 



van der Pol y van der Mark: el corazón como una oscilación de relajación…



van der Pol y van der Mark: el corazón como un oscilador de relajación…



El oscilador de relajación con forzamiento periódico



Curvas de resonancia



En 1927 van der Pol y van der Mark…una firma del caos de-
terminista   

Diseñaron un circuito compuesto de una
resistencia, un capacitor y una lámpara de
neón; escucharon la respuesta del sistema
insertando un teléfono en su circuito. Además
de los comportamiento locking, escucharon
“ruidos irregulares” antes de que el periodo
del sistema saltara a su nuevo valor. Pensaron
que este ruido era un fenómeno cola-
teral…ahora se sabe que lo que ellos real-
mente escucharon fueron los signos del caos
determinista.



Respuesta del oscilador ante el forzamiento 



De un sistema no autónomo a uno autónomo



Problemas matemáticos con implicación importante en mo-
delación matemática

• ¿Tiene soluciones periódicas? ¿De qué perio-
do? ¿Son estables o inestables?

• ¿Cuál es el comportamiento de las soluciones 
ante cambios en los parámetros y en las con-
diciones iniciales?

• Entrainment: Solución asintóticamente perió-
dica con periodo un número entero múltiplo 
del periodo del forzamiento,

• Phase locking: La solución tiende a una órbita 
periódica sobre el toro.



Mary Lucy Cartwright (1900-1998)

• En 1919 ingresa al Saint Hughs College de
Oxford para estudiar matemáticas…es la
quinta mujer. Se gradúa en 1923,

• De 1923 a 1927 se dedica a enseñar mate-
máticas,

• En 1928 regresa a Oxford para hacer su
doctorado. G.H. Hardy es su primer super-
visor; después lo será E. Ch. Titchmarch,

• En 1930 obtiene su D. Phil. Con la tesis:
“Los ceros de funciones integrales de tipo
especial”. J.E. Littlewood es su examinador
externo,

• En 1930, se va a Cambridge. En estos años
resolvió el problema: “Estimar el máximo
del módulo de una función analítica que
toma el mismo valor no más de p veces
sobre el círculo unitario”,



• En 1934 obtiene una plaza en
Cambridge donde realiza
trabajo teórico,

• En 1947 es nombrada FRS y,
hasta 1994, fue la única
matemática perteneciente a la
RS,

• De 1961 a 1963, presidenta
de la LMS,

• En 1969 la reina la nombra
Dama en grado de Comen-
dadora de la Orden del
Imperio Británico,

• Muere en 1998.



“Para mi, el trabajo de los ingenieros en radio es
mucho más interesante que el de los ingenieros
mecánicos. Los ingenieros en radio quieren que
sus sistemas oscilen y lo hagan de forma muy
ordenada y, por lo tanto, quieren saber no sólo si
su sistema tiene una solución periódica, sino si
ésta sea estable, que su periodo, amplitud y
armónicos lo sean y determinar cómo éstos
varían con los parámetros de las ecuaciones.”

En 1938, sus intereses dieron un giro debido a un memoran-
dum de la LMS que “…conminaba a los matemáticos a apoyar
el estudio de las ecuaciones que aparecen en la descripción
de las ondas de radio.”



Freeman Dyson:
"When I was a student in Cambridge I heard her lecture about the pathological
behavior of non-linear amplifiers. The radars in World War 2 were driven by
amplifiers which behaved badly when pushed to high power-levels. The Royal Air
Force blamed the manufacturers and sent the radars back for repair. Cartwright
showed that the manufacturers were not to blame. The van de Pol equation was
to blame. The forced van de Pol equation is the standard equation describing a
non-linear amplifier. Cartwright studied the solution of the van de Pol equation
including sinusoidal forcing and discovered the unexpected phenomenon that is
now called chaos. As the power is increased, the periodic solutions go through a
series of higher and higher subharmonic and finally become aperiodic. The
aperiodic solutions have disastrous effect on the radar, but have a beautifully
intricate topological structure. Cartwright published her discoveries at the end of
the war, but nobody paid much attention to her papers and she went on to other
things. She became famous as a pure mathematician. Twenty years later, chaos
was rediscovered by Ed Lorenz and became one of the most fashionable parts of
physics. In recent year I have been calling attention to Cartwright's work. In 1993 I
received an indignant letter from Cartwright, scolding me because I gave her
more credit than she thought she deserved. I still claim that she is the original
discoverer of chaos. She died, full of years and honors, in 1998."



John Edensor Littlewood (1885-1977): “All the details have a nasty
way of ramifying into difficulties’’

• En 1903 ingresó al Trinity College de la
Universidad de Cambridge,

• Durante la 2da guerra mundial prestó
sus servicios a la Artillería Real Garrison,

• En 1928 obtuvo la plaza Rouse Ball en
Cambridge,

• Trabajó en: análisis matemático, teoría
de series, la función Z de Riemann, etc,

• Publicó numerosos trabajos con G.H.
Hardy,

• En 1915 fue nombrado FRS; en 1929 re-
cibió la Royal Medal de la RS; en 1943 la
Sylvester Medal; en 1958 la Copley Me-
dal,

• De 1941 a 1943, fue presidente de la
LMS.



“Los experimentos desarrollados por van der Pol sobre osci-
laciones no lineales durante el periodo 1920-1930, estimu-
laron el interés matemático en ecuaciones diferenciales no
lineales que aparecen en la investigación sobre la radio.
Estos problemas capturaron la atención de los matemáti-
cos británicos M.L. Cartwright y J.E. Littlewood quienes
iniciaron una colaboración que duró más de diez años. Su
análisis sobre la ecuación de van der Pol y sus generaliza-
ciones los condujo a explorar algunos métodos topológi-
cos interesantes, incluido el desarrollo de un teorema de
punto fijo para invariantes continuos bajo un homeomor-
fismo del plano. Ellos fueron de los primeros matemáticos
en aplicar la teoría de la transformación de Poincaré al
análisis de sistemas disipativos. Su investigación sobre la
teoría de parámetros grandes, es de las primeras realiza-
das y jugó un papel importante en la teoría moderna de
los sistemas dinámicos y el caos.”



…un resumen

En 1945, Cartwright y Littlewood probaron que 
existen conjuntos de parámetros para los cua-
les el sistema (34):

• Tiene dos trayectorias periódicas estables de 
periodo, 2(2n-1)π/ω y 2(2n+1) π/ω, resp.

• La frontera entre las cuencas atracción de las 
dos trayectorias periódicas, no era suave.



Norman Levinson (1912-1975)

• En 1929 ingresa, para estu-
diar ingeniería eléctrica, al 
MIT,

• Durante este periodo, bajo 
la dirección de Norbert
Wiener, también realiza tra-
bajo matemático suficiente 
para obtener el doctorado 
(en 1935),

• Tiene una estancia en la 
Universidad de Cambridge, 
ahí conoce a Littlewood…de 
aquí su motivación para 
estudiar oscilaciones no 
lineales que ya estudiaban 
los ingleses.



En 1949, Levinson simplificó el análisis…sin perder las cua-
lidades…



…otra firma del caos determinista

Primero Cartwright y Littlewood y posteriormente 
Levinson, notaron que era posible determinar 
valores de los parámetros para los cuales el sistema 
con forzamiento tenía “órbitas no periodicas”, para 
ciertas condiciones iniciales.





Variando la amplitud y la frecuencia, se determinaron las regiones para las 
cuales el sistema (34) exhibe entrainment: Las lenguas de Arnold



Sobre la dinámica del sistema (34)



Para A=0, la superficie cilíndrica cuya intersección con planos 
paralelos al xy es el ciclo límite, es: invariante y atractora de 
las trayectorias de (34)…por continuidad…para A “pequeña”…













…equivalentemente: las trayectorias de (37) tienden a 
un toro invariante que consiste en el producto del 
ciclo límite, con el z-círculo. 



Para A>0, las cualidades del conjunto invariante atractor y las 
soluciones sobre él, cambian… (Krauskopf and Osinga, 2000)







Ueda y Akamatsu, 1981



Stephen Smale (1930-)

• De abuelos ingleses y canadienses, Sthephen
nace en Flint, Michigan en julio de 1930,

• Se doctora en 1956 en la Universidad de Mi-
chigan. En su tesis generalizó un teorema de 
Whitney y Graustein: Clasificó las curvas ce-
rradas que “viven” en una variedad de di-
mensión n,

• Campos en los que ha trabajado: Topología 
diferencial, sistemas dinámicos, análisis nu-
mérico, teoría económica, biología matemá-
tica,

• Ha recibido muchos reconocimientos, entre 
ellos, la Medalla Fields 1966…el mismo día 
de la ceremonia, en Washington empezó una 
audiencia  para investigar las protestas anti-
bélicas en las que Smale participó muy des-
tacadamente.





Entre 1959-1960, en Río de Janeiro: Dos conjeturas, dos…



“Esta euforia pronto se acabó debido a una carta que recibí de un
matemático del MIT llamado Norman Levinson, quien era coautor
del libro de texto básico de sobre ecuaciones diferenciales en el
posgrado, era un científico que había que tomar en serio. Levinson
me escribió, en su carta me informaba de un resultado suyo el cual
contenía un contraejemplo a mi conjetura. Su artículo, a su vez, era
una extensa explicación del trabajo que los matemáticos británicos
M.L. Cartwright y J.E. Littlewood habían hecho durante la segunda
guerra mundial. Cartwright y Littlewood habían estado analizando
algunas ecuaciones que aparecieron durante la guerra en estudios
involucrados en ondas de radio. Ellos habían hallado un comporta-
miento no usual --de hecho inesperado--- en las soluciones de estas
ecuaciones. De hecho, Cartwright y Littlewood habían probado
matemáticamente que los signos del caos podrían existir, aun en
ecuaciones que aparecieron en ingeniería. Pero el mundo no estaba
listo para escuchar sus importantes contribuciones a la teoría del
caos y, aun ahora, no son bien conocidas…



....Trabajé día y noche tratando de resolver el reto a lo que yo creía y
que la carta enunciaba. Fue necesario traducir los argumentos analí-
ticos de Levinson a mi propia manera geométrica de pensar. Al me-
nos en mi caso, entender las matemáticas no viene de leer o incluso
de escucharlas. Tengo que rehacer las matemáticas en el contexto de
mi propio formación, la cual tiene varias vertientes, algunas fuertes y
otras débiles. Mi formación es más fuerte en análisis geométrico,
pero seguir una sucesión de fórmulas me mete en dificultades. La
literatura matemática es útil por que nos provee de pistas y uno con
frecuencia puede usarlas para tener una imagen convincente.
Cuando he reorganizado las matemáticas en mis propios términos
siento que las entiendo, antes no. En cualquier caso, eventualmente
yo mismo me convencí que Levinson realmente estaba en lo correcto
y que mi conjetura era errónea. El caos ya estaba implícito en los
análisis de Cartwright y Littlewood! La paradoja se había resuelto, yo
había conjeturado erróneamente. Pero mientras aprendí eso,
¡descubrí la herradura!”



El mapeo de la herradura





Medalla Fields 1966 por haber probado la Conjetura de Poincaré: ``Si
una variedad compacta de dimensión tres tiene la topología
algebraica de una esfera, S, entonces es homeomorfa a S.”



Sin embargo…

Por su activa participación en contra de la guerra
realizada por Estados Unidos contra Vietnam, se
ganó la animadversión del gobierno de su país.
Donald Hornig, asesor científico de Lyndon B.
Johnson, en 1968 escribió en Science:

“This blythe spirit leads mathematicians to seriously
propose that the common man who pays the taxes
ought to feel that mathematical creation should be
supported with public funds on the beaches of Rio.”



Osciladores de van del Pol y los patrones de locomoción de las medusas



R. Haiduc, en: Nonlinearity, 22, 2009, pp. 213-237



Sandra, Gois and Savi en: Chaos, Solitons and Fractals, 41 (2009) pp. 2552-2565



Lara-Aparicio et al (2014): Modeling some properties of circadian
rhytms. Math. Biosci. and Ing. Vol. 11, No. 2, pp. 317-330.



Conclusiones 

El estudio del sistema de van der Pol:

1. Muestra la conexión: necesidades tecnológicas-desa-
rrollo de teorías matemáticas,

2. Echa mano de técnicas muy variadas: perturbacio-
nes, métodos de promedio, mapeo de Poincaré, 
mapeos del círculo, teoría de bifurcaciones, expo-
nentes de Lyapunov, método de Melnikov, métodos 
topológicos, dinámica simbólica, etc. En algunas de 
ellas, ¡¡¡las simulaciones numéricas son imprescin-
dibles!!!

3. Tiene actualidad en teoría de oscilaciones no linea-
les, ritmos circádicos, sincronización de osciladores en 
sistemas biológicos, etc. 


