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C. DeBoor: ‘A practical guide to splines”

‘‘Evaluation of a polynomial of order k involves k
coefficients and basis functions whose complexity
increases with the order k, while evaluation of a
piecewise polynomial function of order n with k pieces at
a site involves only n coefficients and a local basis of
fixed complexity no matter how big k might be.’’
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C. DeBoor: ‘A practical guide to splines”

‘‘Evaluation of a polynomial of order k involves k
coefficients and basis functions whose complexity
increases with the order k, while evaluation of a
piecewise polynomial function of order n with k pieces at
a site involves only n coefficients and a local basis of
fixed complexity no matter how big k might be.’’

‘‘This structural difference also strongly influences the
construction of approximations, requiring the solution of
a full system in the polynomial case and usually only a
banded system in the piecewise polynomial case.’’
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C. DeBoor: “A practical guide to splines”

¢‘If the function to be approximated is badly behaved

anywhere in the interval of approximation, then the
approximation is poor everywhere. This global dependence
on local properties can be avoided when using piecewise

polynomial approximants.’’
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

El problema determina el método, no al revés.

@ Usar un Método de Godunov para un problema eliptico, absurdo.

@ Diferencias finitas, parabdlico, simetria axial, termino difusivo
dominante: excelente.

@ etc.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

i Que pasa con las mallas?:

Elemento, diferencias y volumen finito, se basan en la construccién de
mallas. Algunas limitaciones:

Mallas estucturadads y no-estucturadas, jque queremos?

@ La adaptacién de mallas debe reducir el error de discretizacion
espacial asi como la dependencia de la solucién de la malla.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

i Que pasa con las mallas?:

Elemento, diferencias y volumen finito, se basan en la construccién de
mallas. Algunas limitaciones:

Mallas estucturadads y no-estucturadas, jque queremos?

@ La adaptacién de mallas debe reducir el error de discretizacion
espacial asi como la dependencia de la solucién de la malla.

@ La adaptacién debe producir una mejora cuantificable de la solucién.

© Si es necesario debe preservar precisiéon temporal.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

i Que pasa con las mallas?:

Elemento, diferencias y volumen finito, se basan en la construccién de
mallas. Algunas limitaciones:

Mallas estucturadads y no-estucturadas, jque queremos?

@ La adaptacién de mallas debe reducir el error de discretizacion
espacial asi como la dependencia de la solucién de la malla.

@ La adaptacién debe producir una mejora cuantificable de la solucién.
© Si es necesario debe preservar precisiéon temporal.

@ Los errores inducidos por la adaptividad no deben reducir los
beneficios significativamente.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

i Que pasa con las mallas?:

Elemento, diferencias y volumen finito, se basan en la construccién de
mallas. Algunas limitaciones:

Mallas estucturadads y no-estucturadas, jque queremos?

@ La adaptacién de mallas debe reducir el error de discretizacion
espacial asi como la dependencia de la solucién de la malla.

@ La adaptacién debe producir una mejora cuantificable de la solucién.
© Si es necesario debe preservar precisiéon temporal.

@ Los errores inducidos por la adaptividad no deben reducir los
beneficios significativamente.

© La adaptividad debe ser automatica y eficiente.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

Logar lo anterior es dificil:

@ Esfuerzo computacional enorme, donde los métodos
convencionales DF, EF son dificiles de aplicar, ej:

superficies libres,
fronteras deformables,
interfaces moviles,
grandes deformaciones.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

Logar lo anterior es dificil:

@ Esfuerzo computacional enorme, donde los métodos
convencionales DF, EF son dificiles de aplicar, ej:

superficies libres,
fronteras deformables,
interfaces moviles,
grandes deformaciones.

@ En 3D la generacién de mallas -particularmente méviles- resulta
extremadamente compleja y costosa.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

Logar lo anterior es dificil:

@ Esfuerzo computacional enorme, donde los métodos
convencionales DF, EF son dificiles de aplicar, ej:

superficies libres,
fronteras deformables,
interfaces moviles,
grandes deformaciones.

@ En 3D la generacién de mallas -particularmente méviles- resulta
extremadamente compleja y costosa.

@ La intervencién humana puede requerirse para fornteras complejas
en 3D.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

Algunos métodos libres de mallas:

@ Smoothed Particle Hydrodynamics, with Monaghan and Gingold
and Lucy, 1977.

@ The Diffuse Element Method (DEM), Nayroles and Touzot in
1991.

@ The Element-Free Galerkin, Belytschko, 1994.

@ Reproducing Kernel Particle Method, Liu, 1995.

o Finite Point Method, Ofate, 1996.

@ Meshless Local Petrov-Galerkin, Atluri y Zhu, 1998.

@ Radial Basis Functions, Kansa, 1991.
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

Algunos métodos libres de mallas:

@ Smoothed Particle Hydrodynamics, with Monaghan and Gingold
and Lucy, 1977.

@ The Diffuse Element Method (DEM), Nayroles and Touzot in
1991.

@ The Element-Free Galerkin, Belytschko, 1994.

@ Reproducing Kernel Particle Method, Liu, 1995.

o Finite Point Method, Ofate, 1996.

@ Meshless Local Petrov-Galerkin, Atluri y Zhu, 1998.

@ Radial Basis Functions, Kansa, 1991.

i Clasificacion?
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i Porqué Métodos Libres de Mallas?

Los métodos Libres de mallas se pueden clasificar en funcién de la
técnica de aproximacidn, para nodos aleatorios, que usemos:

@ Métodos Locales: Minimos cuadrados méviles (MLSM),
generalizacién del enfoque de Shepard. Se construyen funciones de
forma locales en volliimenes asociados a los nodos. Cuadratura
diferencial, etc.

@ Métodos Globales: La EDP se discretiza mediante métodos de
aproximacion global.

En esta platica nos concentraremos en los métodos globales
llamados funciones de base radial.
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Algunos Métodos Funciones de Base Radial.

Algunos métodos particulares de Funciones de Base
Radial:

@ Dual Reciprocity Method (DRM)

@ Method of Fundamental solution (MFS) and
o RBF Boundary Knot method (BKM).

@ Meshless Local Petrov-Galerkin formulation.

o Differential Quadrature: Symmetric; Non-symmetric.

Symmetric; Non-symmetric collocation..
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Introducion

Origen del método de Kansa:

@ En los dltimos 30 afos: Interpolacién multivariada de datos
aleatorios mediante funciones radiales. (polinomios = stencil)

@ En 1990, Kansa E. J., primera aplicacién a la solucién numérica de
EDP. Fuerte impulso a partir de 1995, (Schaback R., Chen C. S.,

Fasshauer G., Foronberg, etc.).

@ La solucién numérica de EDP mediante interpolantes radiales no
requiere de la construcion de mallas.
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Objetivo de esta platica

Indice:

@ Definicién y tipos de interpolantes radiales.

Ventajas y limitaciones de estas técnicas de aproximacion.

Colocacién: Dos enfoques para resolver EDP mediante funciones
radiales.

Aplicacién a la solucién de problemas reales.

@ Conclusién y problemas de frontera.
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Definicidon de interpolantes radiales

@ Funcién radial: ¢ : R* — R, || || norma euclidiana de R
o()=o(]l ) : BY —» R
@ x1,....,xy € Q C RY, conjunto de nodos. Interpolante radial:
ZA o(lx = xjll, ) + p"(x); ZA p"(x) =0
j=1 j=1
@ Condicidnes de interpolacién:

s(xiye) =u(x), i=1,..,N
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Existencia del interpolante

@ Esquematicamente el sistema de ecuaciones algebraico es:

A P A\ [ u
P” 0 B8) \0
Invertibilidad del sistema, dos enfoques:

@ Enfoque Hilbertiano:
o Madych W. R. & Nelson S. A., (1988 y 1990).
o Schaback R. (1998); Wendland (2005).

o Enfoque algebraico:

e Guo, Hu and Sun, (1993).
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Tipo de funciones radiales

Funciones radiales suaves a tramos

o(l[x]) Orden del | Grado de
polinomio | convergencia

(=1)1721x]1 [8/2] | w°/2

(placa delgada) 3 impar

(—1)"P72[1x[|” log [|x]| 1+8/2 | w72

(placa delgada) 3 par
(272 T(4)

Ki—ay2(IIX11)([1x1| /2)=9/2 0 pk—d/2
Splines de Sobolev, (2k > d)

C®°, excepto en los centros.
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Tipos de funciones radiales

funciones radiales C*°
o(|Ix]) Orden del | Grado de
polinomio | convergencia
(=D)72(2 +IxIP)?2 | [8/2] | e7?/"

Multicuadricos sif/2>0|sid>0
e AIIF B3>0 0 o 0/H
Gausianas sido >0

funciones radiales de soporte compacto
o(|1xIN Orden del | Grado de
polinomio | convergencia

(1= lIxINTpe(Ix[) where:

0 pk—1/2
(1—[x[)+ =
L—|x]l, 0<|IxI<1;
0, [Ix]| > 1.
Wenland

Pedro Gonzalez Casanova Henriquez i Porqué métodos sin malla?: El caso de las funciones de base rac



Ventajas y limitaciones

i Cual es la importancia de esta formulacién desde el punto de
vista numérico?

Ventajas:
o La dimensién del espacio R?, no es obstéaculo para calcular el
interpolante.
@ Pruebas numéricas y de despliegue grafico han demostrado que la
calidad de estos interpolantes -en el caso aleatorio- supera a

otras técnicas.

@ lgualmente, la aproximacién de derivadas parciales es superior a
la que se obtiene con otras técnicas de interpolacién.
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Ventajas y limitaciones

Limitaciones:

o El sistema tiene un mal condicionamiento, (estabilidad).
Estrategias propuestas:

o Precondicionamiento del sistema, (Dyn, Levin, and Rippa,
1986; Buhmann and Powell, 1990, L Ling, 2003)
o Particién de dominios, con y sin traslape, (R. K. Beatson, W.

A. Light, and S. Billings, 2000)

@ Para soluciones oscilatorias o con altos gradientes, se presenta el
fenémeno de Gibbs y Runge.

o Refinamiento de nodos y ajuste del pardmetro de forma,
(Platte y Driscoll, 2005, MS Floater, 1998, Nira Dyn, Armin
Iske, Wendaland, 2003)
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Aplicacién a la solucién de EDPs

Aplicacién de la teoria de aproximacion la solucién de EDP:

i Como utilizar las técnicas de aproximacién anteriores para resolver
problemas de frontera y de valor inicial?

@ Cuadratura diferencial

@ Métodos de colocacion.

En los siguientes ejemplos ilustraremos algunos algoritmos para
problemas elipticos y parabdlicos.
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Método de cuadratura diferencial

Sea ¢ estrictamente positiva definida, entonces:

% _ ST AUk, ) (1)
(%) €xtsupp (k)

w _ ST A ulx.y) (2)

y (%3,¥) Exsupp (k)
Donde:

AL ¢5(XX§’Yk) = Y M)
(%3,¥) Exsupp (k)

O™ Pr( Xk, Vi) m

“aym D Aok x)

(%3:Y7) € Xsupp (k)
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Métodos de colocacién, problema 1: Eliptico:

Problema: Eliptico:

@ Consideraremos el siguiente problema eliptico para ilustrar las
técnicas:
Au(x)=1f(x) en Q

u(x)=g(x) en 0Q

@ Nodos de colocacién en la frontera: (x;, j =1, ..., Ng).

@ Nodos de colocacién en el interior: (x;, j = Ng+1,..., N).
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Problema 1: Colocacidn asimétrica.

o Kansa (1990). Suponga aproximacién radial a u
N

€)= No(lx = x.e),
j=1

@ Colocacién en la frontera

s(xi, €) = ZA,¢(||X, xl,€) =g(x), i=1,.., Ng
Jj=1
@ Colocacién en el interior
N
As(xi€) = > AiA(||x; — x]l,€) = F(x),
j=1

i = NB+1, ceey N
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Problema 1: Colocacidn asimétrica.

@ Sistema de ecuaciones:

Comentarios:

e El sistema no es simétrico.
e La no singularidad del sistema es un problema abierto.
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Problema 1: Colocacidn simétrica

@ Wu, (1990) y Fasshauer, (1996). Suponga aproximacién radial a u

s(x, €) = ZMﬁIIX xjll; €)

N
+ > Xa(lx - xill,€),

Jj=Np+1

@ Colocacién en la frontera

s(xi, € Zw Ix: = xill, €)

j=1

N
+ >0 Xdd(Ixi —xll ) =g(x), i=1,..Ns
Jj=Ng+1
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Problema 1: Colocacidn simétrica

@ Colocacién en el interior

Ng
As(xj,€) = Z)\iAqﬁ(HXi = x;ll, €)

j=t

N
+ ) ND%(|lxi — xg]l e = F(x), i = Npy1,.... N
Jj=Np+1

@ El sistema de ecuaciones:

oo w0177

es simétrico.
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Colocacidon simétrica: observaciones.

Comentarios:

@ El sistema estrictamente positivo definido, i. e. no singular,
(Wu, Z. 1992, Fasshauer, G. 1996, Franke C., Schabak R., 1998).

@ La velocidad de convergencia es aproximadamente igual a la de
los interpolantes menos el orden de diferenciacién de los operadores
de la EDP, (Franke C., Schabak R., 1998).

@ Nota: la no singularidad es consecuencia de utilizar un aproximante
radial de Hermite: forma bilineal simétrica y coerciva.
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Problema 2: Parabdlico, (Colocacién asimétrica):

Problema : Parabdlico:

@ Consideraremos el siguiente problema parabdlico:

Ou (32u 9%u
—a

e W+8_)/2> = f(x,y,t,u, ug, uy)

@ Con condiciones a la frontera:
u|8Q:g(X7.y’t) (X7y)eaﬂ
u|t=0 = h(Xay)

@ Nodos de colocacién: {(x;, y;)j=1}" C Q, de los cuales:

° {()g,yj)}vz’l son nodos interiores y
o {(x},¥j)}-n,+1 50N nodos exteriores.
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Problema 2: Colocacidn asimétrica

@ Discretizacién implicita en el tiempo:

umt _n 92 un+1 . 92 nt1
5t Y\ Toxe Oy?

= f(X7y7 t, un’ U)'Z, U;)

@ Solucién aproximada:

U(X7y7 tn+1) = Z C:jn+1<bj(xvy)

=1

@ Substituyendo la solucién aproximada en la ecuacién implicita,
obtenemos:
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Problema 2: Colocacidn asimétrica

1 P, PP, -
Z(_d)J (axz J)( l7yl) *

1
= EU”(X,’,JV,') + f(Xiayia tn, un(Xiayi)v UQ(thi)) U}’,T(X,‘,y,‘))
i=1,.. N

N
Z(DJ Xl)yl n+1_g(Xi7yi)tn)7 ’:NI+1a7N
j=1

n+1 N

Sistema de N x N, para los coeficientes {c/""}L;.
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Aplicacién a la solucién de problemas reales

iHasta que punto las técnicas anteriores han sido aplicadas con
éxito a problemas reales?

Los métodos de FBR se ha aplicado a problemas en geofisica, dindmica
de fluidos, nanotecnologia, entre otros.

Ejemplo 1: Simular la elevacién de la superficie del mar asi como sus

corrientes, para el puerto de Tolo en Hong Kon, durante el tifén Gorden,
julio 1989, (Y.C. Hon, et. al., 1999).

Pedro Gonzalez Casanova Henriquez i Porqué métodos sin malla?: El caso de las funciones de base rac



Aplicacién a la solucién de problemas reales

iHasta que punto las técnicas anteriores han sido aplicadas con
éxito a problemas reales?

Los métodos de FBR se ha aplicado a problemas en geofisica, dindmica
de fluidos, nanotecnologia, entre otros.

Ejemplo 1: Simular la elevacién de la superficie del mar asi como sus
corrientes, para el puerto de Tolo en Hong Kon, durante el tifén Gorden,
julio 1989, (Y.C. Hon, et. al., 1999).

Ejemplo 2: Problemas atmosfericos, (Fronberg, et el. 2011, Flyer and
Lehto, 2009.).
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Ejemplo 1: elevaciéon de la superficie del mar asi como sus

corrientes.

Elevacion de la superficie del mar asi como sus
corrientes, (Hong, et al. 1999).

@ Problema: Simular la elevacion de la superficie del mar asi como sus
corrientes, para el puerto de Tolo en Hong Kon, durante el tifén
Gorden, julio 1989.
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Ejemplo 1: elevaciéon de la superficie del mar asi como sus

corrientes.

Elevacion de la superficie del mar asi como sus
corrientes, (Hong, et al. 1999).

@ Problema: Simular la elevacion de la superficie del mar asi como sus
corrientes, para el puerto de Tolo en Hong Kon, durante el tifén
Gorden, julio 1989.

@ Método: Colocacion no simétrica, mediante funciones radiales
multicuddricas, de las ecuaciones no viscosas de baja profundidad.
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Ejemplo 1: elevaciéon de la superficie del mar asi como sus

corrientes.

Elementos que se desprenden de este estudio:

@ Las elevacidnes del mar y los vectores de velocidad correspondientes
a la corriente ebb experimentales y calculados coinciden bien
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Ejemplo 1: elevaciéon de la superficie del mar asi como sus

corrientes.

Elementos que se desprenden de este estudio:

@ Las elevacidnes del mar y los vectores de velocidad correspondientes
a la corriente ebb experimentales y calculados coinciden bien

@ Las oscilaciénes numéricas, para este caso, resultan menos abruptas

que las obtenidas por el método de elemento finito. (para 250
nodos!)
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Ejemplo 1: elevaciéon de la superficie del mar asi como sus

corrientes.

Elementos que se desprenden de este estudio:

@ Las elevacidnes del mar y los vectores de velocidad correspondientes
a la corriente ebb experimentales y calculados coinciden bien

@ Las oscilaciénes numéricas, para este caso, resultan menos abruptas
que las obtenidas por el método de elemento finito. (para 250
nodos!)

@ El tiempo de procesamiento se redujo considerablemente, con
relacién a los célculos realizados mediante elemento finito, debido a
que no se construyen mallas.

@ Limitacién: A pesar de ser un ejemplo exitoso, se trata atin de un
problema simple con pocos nodos.
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Ejemplo 2: conveccidn lineal con un campo de flujo con

vortices.

Campo vectorial sobre una esfera, (Flyer and Lehto, 2009).

@ En el siguiente ejemplo simula un campo vectorial sobre una
esfera que gira la condicién inicial provocando el surgimiento
de dos vértices diametralmente opuestos.
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Ejemplo 2: conveccidn lineal con un campo de flujo con

vortices.

Campo vectorial sobre una esfera, (Flyer and Lehto, 2009).

@ En el siguiente ejemplo simula un campo vectorial sobre una
esfera que gira la condicién inicial provocando el surgimiento
de dos vértices diametralmente opuestos.

@ La convergencia puede ser espectral y las técnicas de
precondicionamiento del sistema permiten abordar problemas a gran
escala.

@ Se emplean técnicas de refinacidén de nodos y precondicionador de la
matriz de Gramm.

@ El integrador numéricos es un explicito RK4.
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Ejemplo 2: conveccidn lineal con un campo de flujo con

vortices.

Error 12 dias despues.

(Flyer and Lehto, 2009)
Método Resoluciéon Paso de tiempo Error
N (total) ~ Minutos I error

Sin refinamiento local

Funciones de base radial 3,136 60 4.1073
Volumen finito (malla latitud-longitud) 165,888 10 2.1073
Volumen finito (esfera cibica) 38,400 30 2-1073
Galerkin discontinuo 9,600 6 7.10°3
Con refinamiento local

Funciones de base radial 3,138 20 8.107°
Volumen finito - 1-3 2-1073
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Situacién actual: métodos y aplicaciones.

Avances actuales: métodos.

@ ;Qué caracteriza el momento actual?, ;Qué se estd haciendo hoy en
el area?
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Situacién actual: métodos y aplicaciones.

Avances actuales: métodos.

@ ;Qué caracteriza el momento actual?, ;Qué se estd haciendo hoy en
el area?

o Se estd investigando como pasar de resolver problemas simples
a resolver de problemas complejos a gran escala.
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Situacién actual: métodos y aplicaciones.

Avances actuales: métodos.

@ ;Qué caracteriza el momento actual?, ;Qué se estd haciendo hoy en
el area?

o Se estd investigando como pasar de resolver problemas simples
a resolver de problemas complejos a gran escala.

@ Para ello, se estdn estudiando los siguientes tépicos:

o Métodos dindmicos de Descomposicion de dominios y/o
nodos adaptivos.
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Situacién actual: métodos y aplicaciones.

Avances actuales: métodos.

@ Métodos de precondicionamiento, (ej.
o Fasshauer et. al., (2009),
o Ling, (2004), Dyn, Levin, and Rippa, (1986); Buhmann and
Powell, (1990)).

@ Evaluaciéon mediante métodos de multipolos o expansién
gausiana,
o Yokota, (2010),
o Torres el al., (2009),
o Beatson and Newsam, (1992); Powell, (1992); Ying, (1996).
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Situacién actual: métodos y aplicaciones.

Avances actuales: aplicaciones.

@ N. Flyer y R. Fornberg, (2010), abordan problemas de flujos
atmosféricos en una esfera.

Resultado: demostron que las FR, C*. ej GA, MQ), IMQ, superan
a los métodos cldsicos como: DF, SPH y métodos espectrales, en
precision y paso de tiempo .

o L. Barba, et. al., (2009), resuelven problemas de n cuerpos, €j.
vértices en una esfera, entre otros,

Resultado: resuelven el problema mas grande que se ha abordado
mediante FBR, con 64 millones de particulas en 64 procesadores .
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Conclusién y problemas de frontera

Conclusiones:

@ La solucién numérica de EDP mediante funciones radiales es un
campo reciente.

@ A lo largo de esta platica hemos presentado varios problemas de
frontera entre los que destacan:

e El mal condicionamiento del sistema de ecuaciones algebraico,
para el caso de FR globales

o La dificultad para determinar el didmetro del soporte, que
redunda en un mal condicionamiento, para el caso de FBR de
soporte compacto.

e La inexistencia de una teoria que garantice la invertibilidad del
sistema para el caso de coloacién no simétrica.
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Conclusién y problemas de frontera

Conclusiones:

@ La inexistencia de una formulacién que permita determinar el valor
6ptimo del parametro de malla que definen a las funciones
gausianas y multicuadricas.

@ Los retos que existen para desarrollar métodos de multipolos y
expansion Gausiana.

e En esta platica hemos omitido formulaciénes y resultados
fundamentales.

e Esperamos que les haya sido de utilidad y que los elementos vertidos
los convenzan de la importancia y el futuro que tiene este enfoque.

Gracias.
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