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Introducción

Caracteŕısticas de poblaciones las poblaciones:

I Tasa de natalidad.

I Tasa de mortalidad.

I Abundancia.

I Densidad.

I Distribución.
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Plantemiento del problema

Consideremos las poblaciones

I Polinizadores

I Plantas

I Herb́ıvoros
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Modelo polinizador-planta

ȧ = a(k − a)

+ F (a, p)

ṗ = −γp + F (a, p)

Holling,

F (a, p) =
p

1 + p
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Modelo polinizador-planta

ȧ = a(k − a) +
k2σµ

2ap

1 + φσµ2p

ṗ = −γp +
k1σµap

1 + φσµ2p

Parámetros

k , k1, k2, σ, µ, φ y γ.

Parámetros

k1 = 1, k2 = 1, σ = 1, µ = 1, φ = 1 y γ = 1
2 .
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Modelo polinizador-planta

Dinámica temporal

El modelo es:

ȧ = a
(

1− a

K

)
+

ap

1 + p

ṗ = −1

2
p +

ap

1 + p

Las ceroclinas son:

p1(a) =
a− k

k + 1− a
p2(a) = 2a− 1
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Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio para cualquier valor del parámetro
son (0, 0) y (k , 0). Los valores de a para los cuales
p1(a) = p2(a) son:

a1, a2 =
1

2
[(k + 1)±

√
(k + 1)2 − 2] (1)

Sean k∗ =
√

2− 1 y k1 = 1
2
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1. Si 0 < k < k∗ solo hay dos puntos de equilibrio (0, 0) y
(k , 0)

2. Si k = k∗ solo hay tres punto de equilibrio (0, 0), (k , 0)
y ( 1√

2
,
√

2− 1)

3. Si k∗ < k < k1 solo hay cuatro puntos de equilibrio
(0, 0), (k , 0), (a1, p1) y (a2, p2)

4. Si k = k1 solo hay tres puntos de equilibrio (0, 0), (k, 0)
y (1, 1)

5. Si k1 < k solo hay cuatro puntos de equilibrio, de los
cuales solo tres se encuentran en la región de interes
(cuadrante positivo), estos son (0, 0), (k , 0) y (a1, p1).

El punto de equilibrio (0, 0) es un punto tipo silla para todo
valor de k > 0.
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Parámetro de bifurcación
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Parámetro de bifurcación



Dinámica de la
interacción

polinizadores-
plantas-herb́ıvoros

Miriam Sosa D́ıaz

Introducción

Planteamiento del
problema

Interacción
polinizador-planta

Interacción
planta-herb́ıvoro

Interacción
polinizador-planta-
herb́ıvoro

Bibliograf́ıa
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Modelo polinizador-planta

Dinámica espacio-temporal

La dinámica espacio-temporal está descrita por:

∂a

∂t
= D∆a + a

(
1− a

K

)
+

ap

1 + p
∂p

∂t
= −1

2
p +

ap

1 + p
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Resultados numéricos

Polinizadores Plantas
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Modelo planta-herb́ıvoro

Dinámica temporal

La dinámica temporal está descrita por:

ṗ = p
(

1− p

K

)
− ph

1 + p

ḣ = −αβh + β
ph

1 + p

Las isoclinas son:

h(p) = (1 + p)
(

1− p

k

)
p =

α

1− α
con 0 < α < 1
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Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio son: p0 = (0, 0), p1 = (k, 0) y
p2 = (p̃, h̃), donde

p̃ =
α

1− α
h̃ = (1 + p̃)

(
1− p̃

k

)

El signo de la parte real

<(λ1, λ2) = αh′(p̃) (2)

de los valores propios de J[F1, f2]P2 cambia dependiendo de
h′(p̃)
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Estabilidad de los puntos de equilibrio

1. Si k ≤ α

1− α
, p1 es puede ser un nodo estable o un

nodo-silla.

2. Si k >
α

1− α
, entonces p1 es un punto silla. Más aun:

I Si k <
1 + α

1− α
, entonces p2 es asintóticamente estable y

ambas poblaciones persisten a través de un atractor
global en R2

+.

I Si k ≥ 1 + α

1− α
, entonces p2 es inestable y surge un ciclo

ĺımite estable alrededor de p2 que proviene de una
bifurcación de Hopf.
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Modelo planta-herb́ıvoro

Dinámica espacio-temporal

La dinámica espacio-temporal está descrita por:

∂p

∂t
= p

(
1− p

K

)
− m1hp

s + p
∂h

∂t
= D∆h +

m2hp

s + p
− ηh
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Resultados numéricos

Plantas Herb́ıvoros
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Modelo polinizador-planta-herb́ıvoro

Dinámica temporal

ȧ = a
(

1− a

K

)
+

g(h)k2σµap

1 + σφµ2p

ṗ = −γp +
g(h)k1σµap

1 + σφµ2p
− m1ph

s + p

ḣ = −δh +
m2ph

s + p

donde 0 < δ < m2 < m1.

donde g ∈ C 1[0,∞), g(0) = 1, g(h)′ ≤ 0 y g(h) > 0∀ ≥ 0
es la razón reducción de visitas, (ver [2]).
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Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio para cualquier valor de los
parámetros son: (0, 0, 0), (k , 0, 0)

Las ceroclinas

a
(

1− a

K

)
+

g(h)k2σµap

1 + σφµ2p
= 0

−γp +
g(h)k1σµap

1 + σφµ2p
− m1ph

s + p
= 0

−δh +
m2ph

s + p
= 0
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Si g(h) = 1 y m2 > δ, entonces existe un punto no trivial
P̃ = (ã, p̃, h̃), donde

ã = k

[
1 +

k2µσp̃

1 + φσµ2p̃

]
p̃ =

sδ

m2 − δ

h̃ =
s + p̃

m1

[
−γ +

k1µσã

1 + σφµ2p̃

]

Si g(h) =
1

1 + k3h2
, existe un único punto de equilibrio no

trivial, bajo ciertas condiciones, (ver [1]).
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g(h) = 1

Punto de equilibrio
(0.1789473, 1, 0.005144)

g(h) = 1
1+k3h2

Punto de equilibrio
(0.1789452, 1, 0.00513)
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g(h) = 1, µ = 0.1 g(h) = 1, µ = 0.5



Dinámica de la
interacción

polinizadores-
plantas-herb́ıvoros

Miriam Sosa D́ıaz

Introducción

Planteamiento del
problema

Interacción
polinizador-planta

Interacción
planta-herb́ıvoro

Interacción
polinizador-planta-
herb́ıvoro

Bibliograf́ıa

g(h) = 1, µ = 0.1 g(h) = 1, µ = 0.5



Dinámica de la
interacción

polinizadores-
plantas-herb́ıvoros

Miriam Sosa D́ıaz

Introducción

Planteamiento del
problema

Interacción
polinizador-planta

Interacción
planta-herb́ıvoro

Interacción
polinizador-planta-
herb́ıvoro

Bibliograf́ıa

g(h) = 1
1+k3h2 , µ = 0.1 g(h) = 1

1+k3h2 , µ = 0.5



Dinámica de la
interacción

polinizadores-
plantas-herb́ıvoros

Miriam Sosa D́ıaz

Introducción

Planteamiento del
problema

Interacción
polinizador-planta

Interacción
planta-herb́ıvoro

Interacción
polinizador-planta-
herb́ıvoro

Bibliograf́ıa

g(h) = 1
1+k3h2 , µ = 2 g(h) = 1

1+k3h2 , µ = 5
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Modelo polinizador-planta-herb́ıvoro

Dinámica espacio-temporal

∂a

∂t
= D1∆a− ~ν · 5a + a

(
1− a

K

)
+

g(h)k2σµap

1 + σφµ2p

∂p

∂t
= −γp +

g(h)k1σµap

1 + σφµ2p
− m1ph

s + p
∂h

∂t
= D2∆h − δh +

m2ph

s + p
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